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glavnih tvoraca ovog zakona
i sa posebnim osvrtom na doprinos
nasih istrazivaca ovoj problematici



Porde Musicki:

Razvoj zakona odrzanja energije u klasiénoj mehanici

Sazetak. U prvom delu ovog rada dat je pregled razvoja zakona odrzanja
energije (tzv. Zive sile), kao i odgovarajuéih pojmova iz mehanike i neophodnih
diferencijalnih jednacina kretanja. Pri tome je posebna paznja posveéena prvim
zakonima odrzanja energije (D. Bernuli), i Lagranzevom i Hamiltonovom formal-
izmu, uklju¢ujuéi prikaz originalnih dokaza njihovih glavnih rezultata, pocev od
opste formule dinamike, preko Lagranzevih i Hamiltonovih jednacina do njihove
formulacije zakona odrzanja energije.

U drugom delu nastavljen je pregled razvoja ovog zakona u generalisanim koordi-
natama, pocev od prikaza originalnog dokaza energijskih relacija, ¢iji je ekvivalent
Jakobijev integral energije, do teoreme Emi Neter za nalazenje integrala kretanja.
Pri tome je ucinjen poseban osvrt na doprinos nasih istrazivaca ovoj problematici:
generalisana Neterina teorema za nekonzervativne sisteme (B. Vujanovié, D. Dukié
i L. Cveti¢anin), modifikacija mehanike reonomnih sistema (V. Vuji¢i¢) i prosireni
Lagranzev formalizam za ovakve sisteme (D. Musicki) sa odgovarajuéom modi-
fikacijom generalisane Neterine teoreme.

Porde Musicki:

Development of the Energy Conservation Law
in Classical Mechanics

Abstract. In the first part of this paper there is given a survey of the devel-
opment of energy (so-called living force) conservation law, as well as of the corre-
sponding concepts of mechanics and the necessary differential equations of motion.
The special attention herein is dedicated to the first energy conservation laws (D.
Bernoulli) and to the Lagrangian and Hamiltonian formalism, including the pre-
sentation of the original proofs of the principal results, starting from the general
formula of the dynamics, through the Lagrangian and Hamiltonian equations up
to their formulation of the energy conservation law.

The second part presents the development of this law in the generalized coor-
dinates, from the presentation of the original proof of the energy relations, the
equivalent of which is the Jacobi’s energy integral, up to the Emmy Noether’s the-
orem for finding the integrals of motion. A special review of the contribution of our
investigators on those problems is given as follows: the generalized Noether’s the-
orem for the nonconservative systems (B. Vujanovié¢, D. Pukié¢ and L. Cveti¢anin),
the modification of the mechanics of rheonomic systems (V. Vuji¢i¢) and the ex-
tended Lagrangian formalism for these systems (D. Musicki) with the modification
of the generalized Noether’s theorem.



1. POJAM ENERGIJE I PRVE FORMULACIJE ZAKONA ODRZANJA

1.1. Pojam energije. Sama re¢ “energija” je grckog porkla i potice od reci ev
= u i epyov = delo, rad, i prema sadasnjem shvatanju predstavlja 1. delatnosti,
radinost, a 2. u fizici sposobnost za vrSenje rada. Medutim, u klasi¢noj filozofiji,
npr. kod Aristotela ova re¢ oznacavala je stvarnost oblik, suStinu, za razliku od redi,
koja je oznacavala moguénost, materiju (Vujaklija: Recnih stranih reci i izraza).

Izraz “energija” potice od grcke reci evepyeia (ev = u, epyov = rad), koja je
oznacavala aktivnost. U Aristotelovoj filozofiji [3] dobija odredeno znacenje kao
koris¢enje sposobnosti i moguénosti da se iz moguceg prede u aktuelno stanje.
Kasnije, u XIX veku ta re¢ se prihvata i u fizici i dobija smisao sposobnosti za
vrsenje rada.

U mehanici kroz ceo stari, srednji i ve¢i deo novog veka ova re¢ uopste nije
koris¢ena, a nije ni bilo, uz retke izuzetke, nikakve ozbiljne analize ili formulacije
energijskih zakona.

U prvim analizama o energijskim zakonima [1,2] termin “sila” je koriséen za
pojam energije (npr. u mehanici ziva sila = mv?, docnije %mv2, u elektrodinamici
elektromotorna sila), sve do sredine XIX veka, za razliku od termina “ubrzavajuéa
ili dejstvujuda sila” po jedinici mase (tj. ubrzanje) u smislu Newton-ovog shvatanja
pojma sile.

Prikazimo sad sistematski razvoj zakona odrzanja energije (odnosno zive sile po
tadasnjoj terminologiji), kao i odgovarajuéih pojmova iz mehanike i neophodnih
diferencijalnih jednac¢ina kretanja [1-6]. Pri tome je posebna paznja posvecena
Lagrange-evom i Hamilton-ovom formalizmu, ukljuc¢ujuéi prikaz originalnih dokaza
njihovih glavnih rezultata, kao i primeni teoreme Emmy Noether u mehanici, sa
posebnim osvrtom na doprinos nasih istrazivaca ovoj problematici.

1.2. Prvi zakoni odrzanja. Prvi zakon ovog tipa bio je zakon odrzanja koli¢ine
kretanja, koji je formulisao R. Descartes [1,2] 1664. godine, ali bez preciziranja
pojma mase i u skalarnoj formulizaciji.

Prvi sluc¢ajevi zakona odrzanja energije [1,2] zapazeni su pri padu niz strmu
ravan (G. Galilei, XVI vek) i pri sudaru elasti¢nih kugli (C. Huygens, XVII vek),
kad je zapazeno da energija pri padu ne zavisi od nagiba strme ravni, a pri sudaru
elasticnih kuglica ostaje nepromenjena.

1.3. Zakon odrzanja zive sile. Dok je Descartes smatrao kao meru kretanja
— proizvod mase i brzine, G. Leibnitz [1,3] je smatrao da se kretanje odreduje
njegovom “silom”, ¢ija je mera — proizvod mase i kvadrata brzine. Tu veli¢inu muv?
on je nazvao “ziva sila” i 1695. godine formulisao zakon odrzanja zive sile u uzem



smislu (tj. bez ikakvih dodataka) i to je prvi zakon odrzanja energije. Ubrzo potom
nastala je ozbiljna rasprava koji je od ova dva zakona osnovni zakon prirode.
Posle toga ucinjen je niz primena ovog zakona odrzanja zive sile na razne prob-
leme mehanike sistema ¢estica i hidromehanike, pre svega u radovima J. Bernoulli-a
(1723) i D. Bernoulli-a [1,2] (1748), ¢ija jednaéina hidromehanike i nosi njegovo ime.

2. PROMENA ZIVE SILE I UVODENJE POJMA RADA

2.1. Neke osobine i zakon o promeni zZive sile. Znacajan korak ka otkri¢u
energijskih zakona ucinjen je kad su otkrivene neke osobine zZive sile, posebno za-
konitosti pri njenoj promeni. Tako je D. Bernoulli [1,2] 1738. godine utvrdio ako
se sistem materijalnih tacaka prevede iz polozaja A u polozaj B i potom vrati
bilo kojim putem u poéetni polozaj A, vrednost zive sile ovog sistema vratice se
na pocetnu vrednost. Odavde proizilazi da promena zive sile nekog sistema iz
polozaja A u polozaj B ne zavisi od nac¢ina na koji se ovaj prelaz izvodi, veé¢ samo
od vrednosti zive sile u poc¢etnom i krajnjem polozaju.

Prvi kvantitativni zakon koji odreduje ¢emu je jednaka promena zive sile dao
je L. Euler [3] 1751. godine, uvodedi istovremeno pojam rada pod imenom “na-
por”, koji je definisao kao proizvod sile i puta, pa je naveo da je ziva sila jednaka
negativnom naporu. Precizniju formulu ovog zakona dao je L. Carnot [1,2] 1783. go-
dine, koji je otkrio da je promena zive sile neke materijalne tacke, na koju dejstvuje
izvesna sila P na putu ds = udt pod uglom £ za vreme dt jednaka

1
(2.1) d <2mu2) = Pcosudt,
a veli¢inu na desnoj strani nazvao je “moment delovanja” (moment d’activité).

2.2. Uvodenje pojma rada i odgovarajuce terminologije. Pojam rada navo-
den je i od drugih autora, skoro iskljuc¢ivo vezan za delovanje masina i pod raznim
imenina, kao §to smo veé i naveli. Pri tom razvoju G. Young [1,2] je 1808. godine
uveo termin “energija” a J. Poncelet i G. Coriolis [1,2] su 1827. godine dali strogu
definiciju rada i uveli sam termin “rad”. Medutim, ti termini nisu lako prihvaéeni
u 8irim naucnim krugovima i poceli su dosledno da se koriste tek od sredine XIX
veka, kad je prihvacena sadasnja uobicajena terminologija mehanickih pojmova i
zakona.

Sam pojam rada, prema savremenoj terminologiji i notaciji i koriste¢i pojam
skalarnog proizvoda vektora, definiSe se na sledeéi nacin. Ako sila F dejstvuje na
neku cesticu duz puta ds pod uglom «, rad ove sile na tom putu definiSe se kao
proizvod komponente ove sile u pravcu puta i samog tog puta

(2.2) d'A=Fyds=Fcosa-ds=F-ds=F - dr,

gde je 7 vektor polozaja napadne tacke ove sile na tu ¢esticu . Ukupan rad ove
sile duz konture puta L tada ¢e biti dat krivolinijskim integralom te sile duz ove
konture

(2.3) A:/ﬁ~d}=/ﬁ-df
L L



i on u opStem slucaju zavisi od puta, a samo u slu¢aju konzervativnih sila, o kojima
Ce biti rec¢i u slede¢em odeljku, neée zavisiti od puta. Ovaj izraz se neposredno
generaliSe na slucaj sistema Cestica, tako da je ukupan rad ovih sila koje dejstvuju
na Cestice sistema duz odgovarajué¢ih kontura

N
v=1 L, L,

Pri tome smo uveli tzv. konvenciju o sabiranju, prema kojoj se podrazumeva sumi-
ranje po indeksu koji se ponavlja, $to ¢emo pretpostavljati svuda u daljem izlaganju.

2.3. Stroga formulacija teoreme o zivoj sili (savremenim jezikom). Ako se
pode od osnovne jednacine dinamike

dv, - -
(2.5) ml,d—t”:Fl,—l—Rl, (v=1,2,...,N),
gde je F, aktivna sila, a R, sila reakcije koje dejstvuju na v-tu cesticu sistema, pa
se obe strane pomnoze sa dr,, = v, dt i izvrsi sumiranje po indeksu v, dobija se

m,, - dv, = (F, + R,) - dF,

odnosno
1 R R
(2.6) dT = d <2muv3> - (F n R,) - dF,,

gde je T kineticka energija sistema.

Prema tome, promena zive sile, odnosno kineticke energije sistema Cestica jed-
naka je odgovarajucem radu svih sila koje dejstvuju na ovaj sistem, i to je poznata
teorema o zivoj sili (odnosno kinetickoj energiji).

3. UVODENJE POJMA FUNKCIJE SILE I ZAKON ODRZANJA ZIVE SILE

3.1. Pojam funkcije sile i potencijalna energija. U XVIII veku pojavila se
potreba za uvodenjem sila ¢ije se komponente mogu prikazati u vidu parcijalnih
izvoda neke funkcije po odgovarajuéim koordinatama. Tako je A. Clairaut [3] 1743.
godine pri ispitivanju uslova ravnoteze Zemlje kao hipoteti¢ne te¢ne kugle u kojoj
dejstvuju gravitacione sile dosao do zakljucka da se ova ravnoteza moze postic¢i ako
se komponente ovih sila mogu prikazati u ovom obliku, $to su docnije koristili i
drugi [1,2], npr. L. Euler (1761) i J. Lagrange (1777) u svojim radovima iz nebeske
mehanike i hidromehanike.

Prema tome, komponente ovakvih sila mogu se prikazati u obliku (savremenim
jezkom)

ou oUu ou

= = =22
ox’ Y oy’ 0z

i tako uvedena funkcija U nazvana je funkcija sile, pa se odgovarajuce sile nazivaju
(danasnjom terminologijom) potencijalne sile, a ukoliko ova funkcija ne zavisi ek-
splicitno od vremena konzervativne sile. U vektorskoj formulaciji ovakve sile imaju

(3.1) F, =



oblik
= .. o= oU
(3.2) F=gradU ili F = 57
pri cemu napominjemo da ovaj poslednji simbol ne znaci izvod skalara po vektoru,
veé samo oznacava vektor sa navedenim komponentama.

Znatno kasnije, tek sredinom XIX veka, uveden je pojam potencijalne energije
kao negativne vrednosti funkcije sile, ¢ime se menja i oblik odgovarajuc¢ih potenci-
jalnih sila
oIl
or’
gde je z, = (x,y,2). Ovaj pojam pominjan je i ranije sa raznim imenima [1,2], kao
“sila padanja” u sluc¢aju Zemljine teze (R. Mayer, 1845) ili kao “naponska sila” za
privlacne i odbojune sile (H. Helmholtz, 1847), ali bez jasnog fizickog smisla. Sam
fizicki smisao ovog pojma moze se sagledati ako relaciju (3.3) napisemo u obliku
reSenja po velic¢ini IT

. o1l M

(3.4) F-dF:—?df’:—dH = H(M):— F - dr,
T Mo

(3.3) H(xa,t) = _U(za,t) = F_: = — gradH = —

odakle se vidi da je potencijalna energija neke ¢estice u polozaju M jednaka radu
koji treba izvrsiti protiv sile koja dejstvuje na tu cesticu da bi se ona dovela iz
polozaja My, gde smo uzeli da je Il = 0, u posmatrani polozaj M, medutim ovako
izrazen smisao potencijalne energije dugo nije shvacen.

Prvi koji je uveo korektnu definiciju ovog pojma kao i sam termin potencijalne
energije bio je W. Rankin [1,2] (1855). On je sve vrste energije podelio u dve
klase: to su “potencijalna ili latentna energija” i “aktuelna ili zapazljiva energija”,
pri ¢emu su ovom podelom ukljucene i vrste energije van mehanike. Ubrzo potom,
W. Thomson [1, 2] je uveo i pojam “kineticka energija” i od tog vremena, sredine
XIX veka, kao sto smo veé istakli kod pojma rada, prihvac¢ena je danas uobic¢ajna
terminologija u mehanici.

3.2. Veza izmedu rada i funkcije sile (savremenim jezikom). Ako su sve sile
koje deluju na neku ¢esticu potencijalne, njihov rad na putu ds = dr bice

- ou oU oU
dA=F.di= e+ Cay+ Ta
"= o T Oy vt 8z %

a ako su ove sile konzervativne, izraz na desnoj strani bi¢e totalni diferencijal
(3.5) dA=F.df =dU = —dII

Ako imamo sistem cestica sa koordinatama z,, = (,,y,,2,), ove rezultate
mozemo neposredno uopstiti. U tom slu¢aju komponente potencijalnih sila imace
oblik

ou o1l

. Foo=+—=- =1,2,3),
(3.6) Oy Oz ya (e 3

a rad svih takvih sila koje dejstvuju na ovaj sistem bice

(3.7) d'A=F,-df, =dU = —dII,



gde sad funkcije U i II zavise od svih koordinata Cestica sistema. Tada je ukupan
rad svih sila koje dejstvuju na cestice ovog sistema duz odgovarajuéih kontura
prema (2.4)

2
(3.8) A:/ F_"l,-dfl,:/dU:UQfUl:HlfHQ,
L, 1
gde su U; i II; vrednosti funkcije sila i potencijalne energije u poc¢etnom polozaju,
a Us i Ils njihove vrednosti u krajnjem polozaju sistema.

Prema tome, rad svih konzervativnih sila koje dejstvuju na Cestice sistema ne
zavisi od puta i jednak je razlici vrednosti funkcije sile odnosno potencijalne energije
sa suprotnim znakom u krajnjem i pocetnom polozaju sistema.

3.3. Zakon odrzanja zive sile, odnosno energije (D. Bernoulli, 1748) (sa
originalnim dokazom i oznakama). Ovaj zakon odrzanja zive sile u Sirem smislu
(tj. zakon odrzanja energije), u kome sem zive sile ucestvuje jo$ jedna veli¢ina,
prvi je formulisao D. Bernoulli [1, 2] u svojoj monografiji “Hidromehanika ili za-
pisi o silama i kretanjima teénosti” (1738, na latinskom). Ovde je dao resenja niza
problema iz hidromehanike, primenjujuci zakon odrzanja zive sile, shva¢en kao “us-
postavljanje jednakosti izmedu aktuelnog spustanja zive sile i njenog potencijalnog
podizanja”, $to je ustvari znacilo uspostavljanje izvesnog energijskog bilansa u pos-
matranom problemu, ali bez matematicke formulacije ovog zakona odrzanja. Njemu
se pripisuje i jednacina za stacionarno kretanje idealne nestisljive tecnosti u polju
Zemljine teze, ali je verovatnije da je on nije formulisao u danas poznatom obliku,
veé da se samo neki od njegovih rezultata mogu na izvestan, indirektni na¢in (posto
sam pritisak tec¢nosti nikad ne figurise eksplicitno u njegovim radovima) smatrati
ekvivalentnim ovoj jednac¢ini. Ona bi se sadasnjim jezikom i oznakama prikazala u
obliku
(3.9) 1112 +gh+ P const.

2 p
gde su U1 h brzina i visina uoc¢enog deli¢a te¢nosti, p pritisak te¢nosti na tom mestu,
a p gustina tecnosti i ova jednacina je izrazavala zakon odrzanja zive sile po jedinici
mase duz ma koje strujne linije.

Nekoliko godina kasnije D. Bernoulli je u svom radu “Zapazanja o opStem shva-
tanju zakona odrzanja zivih sila uzetom u opstem smislu” (1748/50, na francuskom)
prosirio ovaj zakon i na taj na¢in dobio izvesne opste zakone odrzanja zive sile u
obliku bliskom sadasnjoj formulaciji zakona odrzanja energije. Takva formulacija
ovog zakona odnosila se na kretanje tela pod uticajem privlacnih centralnih sila
i zasnivala se na zameni njihovog realnog kretanja jednim zamisljenim kretanjem
svakog od njih duz prave linije ka centru privlacenja i potom duz dela kruznice
oko ovog centra. Polaze¢i od toga da se ziva sila ne menja pri kretanju duz ovih
kruznica, primenjuje se zakon njenog odrzanja samo duz ovih pravih u obliku

(3.10) mivi + movs + - - - :2/51(a:)da:—|—2/§2(33)da:+--- ,

gde je &;(z) ubrzavajucéa sila koja dejstvuje na i-to telo i gde se u integracionoj
konstanti sadrze pocetni uslovi. Pri tome je koriSéena od njega dokazana osobina



da promena zive sile ovih tela ne zavisi od oblika putanje izmedu pocetnog i krajnjeg
polozaja svakog od njih (v. odeljak 3.1), sto i opravdava zamenu njihovog realnog
kretanja gore navedenim zamisljenim kretanjem. Ovako formulisan zakon odrzanja
zive sile (3.10), uz navedenu zamenu realnog kretanja, predstavljao je prvi oblik
zakona odrzanja energije u mehanici, slican obliku 7' = U 4 const, gde je U funkcija
sile.

SL. 1

Ovakva formulacija zakona odrzanja zive sile u navedenom radu primenjena je
na nekoliko problema i u jednom od njih razmatrano je kretanje nekog malog tela
mase m pod uticajem privlaéne centralne sile oblika & = £(r), koja potice od
nekog veéeg nepomicnog tela mase M u tacki O (sl. 1). Neka je pocetni polozaj
ovog pokretnog tela u tacki A, a njegov krajnji polozaj C' na rastojanju r od
centra privlac¢enja O. Pri tome je ovo realno kretanje, prikazano na slici tackastom
putanjom, zamenjeno zamisljenim kretanjem duz prave AO ka centru privlacenja do
tacke B na rastojanju r od tacke O, a potom duz kruznice sa centrom u tacki O do
konac¢nog polozaja C'. U opstem slucaju zakon odrzanja zive sile dat je Bernoulli-
evim oblikom ovog zakona (3.10) za £ = &(r), a potom je razmatran specijalni
slucaj &(r) = —b%/r2, koji je u saglasnosti sa Newton-ovim zakonom gravitacije ako
stavimo > = GmM (G = univerzalna gravitaciona konstanta). U ovom slu¢aju
primena ovog zakna (3.10) daje

b2 b?
mu? = —2/ — dx + const = 2 () + const,
T x ),

odnosno, posle deobe sa 2

(3.11) L? = & 1 const
. —mv- = — cons
2 r

To je odgovarajuci zakon odrzanja zive sile, odakle neposredno vidimo da je funkcija
sile u ovom slucaju

b2
(3.12) U=—,

r

u saglasnosti sa danasnjim rezultatima u ovom problemu ako stavimo b = GmM.



Do prvog oblika zakona odrzanja zive sile moze se jednostavnije do¢i na osnovu
Bernoulli-evog otkri¢a da promena zive sile sistema malih tela pri njihovom kretanju
pod uticajem ma kakve privlacne centralne sile zavisi samo od pocetnog i krajnjeg
polozaja ovih tela. To se matematicki moze prikazati sa sadasnjim oznakama kao

(3.13) Ty =Ty = Uy — Uy,

gde je T dvostruka vrednost zive sile (tj. kineticka energija) ovog sistema tela, a U; i
Us njene pocetne i krajnje vrednoti. Ako se ove vrednosti shvate kao vrednosti neke
funkcije polozaja U(z,,y,, z,,) — funkcije sile i prethodna relacija napise u obliku

(314) T2 - U2 = TQ - Ul = COHSt,

to bi bila prva formulacija zakona odrzanja zive sile (tj. energije), mada koliko je
nama poznato, sam Bernoulli nikad nije napisao zakon odrzanja zive sile u ovom
obliku.

Medutim, moramo naglasiti da se zakon odrzanja zive sile u ono vreme nije ni
mogao shvatiti kao zakon odrzanja energije u danasnjem smislu, jer funkcija sile
tada nije imala nikakav mehanic¢ki smisao, a ni sam pojam ni termin energije jos
nisu postojali u danasnjem smislu, te je ovaj zakon odrzanja samo predstavljao
prosireni zakon odrzanja zive sile bez nekog mehanickog smisla.

Savremenim jezikom. Prema teoremi o zivoj sili (2.6) u opstem slucaju je

1 . ~
(3.15) dT =d <2myvz) = (F, =R,)-dr,

a rad svih konzervativnih sila prema (3.7) bice
(3.16) d'A = FXv . dF, = dU

Odavde proizilazi, ako nema nepotencijalnih sila ni sila reakcije ili je bar rad ovih
poslednjih jednak nuli (R, - d7, = 0), bice

dT = Fs° - dr, = dU,
a otuda
(3.17) dT-U)=0 = T -—U = const,

Sto je ekvivalentno sa (3.13), a uvodenjem pojma potencijalne energije (3.3) moze
se napisati i u uobi¢ajenom obliku

(3.18) E=T+1I = const.

Prema tome, ako je kretanje sistema cestica slobodno i sve sile koje dejstvuju na
ovaj sistem konzervativne, ili ako je kretanje ovog sistema prinudno, ali takvo da
sem navedenog uslova dejstvuju samo sile reakcije koje ne vrse nikakav rad, vazice
zakon odrzanja energije u obliku £ = T + 1I = const.



10

4. LAGRANGE-EV FORMALIZAM, LAGRANGE-EVE JEDNACINE
I ZAKON ODRZANJA ZIVE SILE (J. LAGRANGE, 1788)

4.1. Uvodenje metoda generalisanih koordinata. Ovaj metod uveo je J. La-
grange u svojoj “Analitickoj mehanici” [11], objavljenoj 1788. godine (na fran-
cuskom), pri cemu on sam ne upotrebljava ovu terminologiju kao ni danas uobicajne
oznake. Prema danasnjoj terminologiji pod generalisanim koordinatama se po-
drazumeva ma kakav skup nezavisnih veli¢ina (¢!, ¢?, ..., ¢") koji pri datim uslo-
vima potpuno odreduje polozaj posmatranog sistema cestica. Pri tome se uvodi i
pojam broja stepena slobode, a to je broj nezavisnih generalisanih koordinata, pa
ako sa N oznac¢imo broj Cestica, a sa k broj veza oblika f,,(z,q«,t) = 0, broj stepeni
slobode bice

(4.1) n=3N—k.

Sam Lagrange u navedenoj monografiji ovako uvedene generalisane koordinate
nije nazvao nekim posebnim imenom, a W. Hamilton ih je nazvao “oznake poloza-
ja” (marks of position). Sustina ovog metoda je da se polozaj posmatranog sistema
Cestica odredi najmanjim brojem najpogodnije izabranih veli¢ina, ¢ime se nalazenje
reSenja diferencijalnih jednacina kretanja maksimalno uproséava.

SL. 2

Primer. Navedimo kao primer sistem od dve kuglice na dvema pravama na
dvostrukoj strmoj ravni (v. sl. 2), koje su vezane nerastegljivim kanapom duzine [.
U ovom slu¢aju imamo pet veza (dve jednacine prave AC, dve jednacine prave BC
iuslov M1C+ CM, =1), pa je broj stepeni sloboden =3N -k =3-2—5=1, aza
generalisanu koordinatu mozemo uzeti ¢ = x = M1 C, jer je tom veli¢inom potpuno
odreden polozaj obeju kuglica.

4.2. Opsta formula dinamike sistema (sa originalnim dokazom i oznakama).
Osnovna ideja Lagrange-evog izlaganja dinamike u navedenoj Analitickoj mehanici
sastoji se u tome da se na ¢elo mehanike stavi neki pogodno izabran opsti princip, iz
koga se moze dobiti celokupna mehanika. Kao takav princip izabran je d’Alembert-
ov princip moguéih pomeranja [11, 7] prosiren na dinamiku, a on se prema sadasnjoj
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interpretaciji ovog principa zasniva u slede¢em. Ako osnovnu jednacinu dinamike
za jednu cesticu napiSemo u obliku F+ (=md) = 0, ova jednac¢ina se formalno
moze interpretirati kao “ravnoteza”’ izmedu aktivne sile F i tzv. sile inercije —ma
(ovaj pojam tada nije bio poznat, ne brkati sa inercijalnom silom), pa dejstva ovih
dveju sila pri ma kakvim moguéim pomeranjima Cestica moraju biti uravnotezena.
Langrange ovom principu daje malo druk¢ije obrazlozenje, ali u sustini ekvivalentno
ovome i formuliSe ga na sledeéi nacin.

Posmatra se sistem tela, rasporedenih na proizvoljan nacin, koja se nalaze pod
uticajem izvesnih ubrzavajuéih sila (to je tadasnji termin za sile po jedinici mase,
tj. za ubrzanja). Ovde se pod pojmom “telo” ocigledno podrazumeva malo telo
(“telce”) u danasnjem smislu pojma Cestica (partikula), gde se zanemaruju njegove
dimenzije i njegovo unutrasnje kretanje. Neka je m masa jednog od tih tela, koje
se moze smatrati tackastim, i neka su dx, oy i 0z moguca elementarna pomeranja
uocenog tackastog tela iz polozaja (z,y, z) u pravcima koordinatnih osa pod utica-
jem sila md?z /dt?, md?y/dt? i md?z/dt?, a —6p, —0q, —dr, ... moguéa elementarna
pomeranja nasuprot delovanju ubrzavajuéih sila P, Q, R, ... po jedinici mase. Tada
ukupna suma momenata delovanja (to je tadasnji termin za rad) prvih sila

A’z d?y d?z

mora biti uravnotezena sa ukupnom sumom momenata delovanja ovih drugih sila
—S(mPép + mQdq + mRér + - -),

odnosno mora biti

(4.2) Sm (d%&c + @&y + dQZ(Sz) + Sm(Pop+ Qog+ Ror+---) =0
dt? dt? dt?

Simbol S oznacava znak za sumiranje, i to tako ako je diskretno igra ulogu sim-
bola > (kao u ovom slucaju), a ako je kontinuirano prelazi u odredeni integral,
dok je simbol [ zadrzan samo za neodredene integrale. Ovu relaciju Lagrange je
nazvao opsta formula dinamike sistema i ona predstavlja polaznu tacku celokupne
mehanike, iz koje su dobijena opsta svojstva kretanja (izmedu ostalih zakon odrza-
nja zive sile), diferencijalne jednacine kretanja, kao i varijacione aproksimativne
metode u mehanici. Pri tome je pre¢utno pretpostavljeno da nema nepotencijalnih
sila (taj pojam kao ni termin potencijalne sile tada nisu ni postojali).

Savremenim jezikom: Da bi se mogla porediti Lagrange-eva opsta formula di-
namike sa sadasnjom formulacijom d’Alembert-Lagrange-evog principa, izaberimo
za ubrzavajuce sile P, @, R, ... komponente aktivne sile Fu pravcu koordinatnih
osa, koje oznacimo sa X,Y, Z, a odgovarajuéa moguca pomeranja dp, dq, or, ... us-
merimo u smeru delovanja ovih sila, pa ¢e biti ép = —dx, dq = —dy, or = —0dz.
Tada relacija (4.2) dobija vid

2 2 2
(4.3) sm[(‘;tf—x> 5x+<‘;t2y—y> 6y+<2llt§—Z> 52] =0,
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a odavde vidimo da je formulacija Lagrange-eve opste formule dinamike u potpunoj
saglasnosti sa d’Alembert—Lagrange-evim principom (v. npr. [7])

(4.4) (E, —m,a,) - 07, =0,

uzetim sa suprotnim znakom, pri ¢emu sila 13,, odgovara skupu (mX, mY,mZ2).
Pri tome ipak postoji jedna razlika: u sadaSnjoj formulaciji mehanike virtuelna
pomeranja ne predstavljaju moguca, ve¢ razlike dva moguca pomeranja.

Ovaj princip obi¢no se dokazuje polazeéi od osnovne jednacine dinamike

(4.5) my,d, = F‘Z’Ot + F_’;f + R?;d (n=1,2,..,N)

gde smo sa F* oznacili sve nepotencijalne sile, ukljucujuéi i neidealne sile reakcije
(npr. sile trenja). Ako se ova relacija skalarno pomnozi sa 07, i izvrsi sumiranje
po indeksu v, dobija se

oot A . = —
(Ff(’ +F; - ml,a,,) 07, = —R)" - 67,

a posto je R'id . gfy = 0, prema definiciji idealnih sila reakcije, otpada ¢lan na desnoj
strani i dobija se gore navedena formulacija ovog principa (4.4)

4.3. Lagrange-eve diferencijalne jednacine kretanja (sa originalnim dokazom
i oznakama). Lagrange je dobio svoje diferencijalne jednacine kretanja u general-
isanim koordinatama [11] pomoéu svoje opste formule dinamike (4.2). Pri tome se
poslo od identi¢nosti

(4.6) d*xzéx + d*ydy + d*26z = d(dxdx + dydy + dz0z) — dzddx — dyddy — dzddz,

pa se umesto koordinata tela z,y, z uvode nove nezavisno promenljive &, ¢, p, ...
(to su ustvari generalisane koordinate, mada sam Lagrange to ne istice, niti sta je
cilj uvodenja ovih novih promenljivih)

(4'7) I:z(€7¢7(p"")’ y:y(§7w7¢"")7 Z:Z(é-vd}v(pa)

Posle niza transformacija, s ciljem da se desna strana gornje identi¢nosti izrazi
pomocu zive sile, dobija se da je prvi ¢lan opste formule dinamike

d’x d?y d’z

0T 0T oT 0T oT 6T
- (5~ 3¢ ) o+ (3~ g ) o0+ (03— 5 ) o+

gde je je T polovina zive sile sistema
1 dz?  dy? dz?
4.9 T = 75 _— [ R
(4.9) 2 m(dt2+dt2+dt2
Ovde simbol d oznacava izvod po vremenu d/dt, a simbolima §/§ je oznacen par-
cijalni izvod, tako da npr. izraz u prvoj zagradi u sadasnjoj simbolici bi izgledao

ovako
oT 0T _d oT 6£

SE G diof 0E

pri ¢emu je tackom oznacen izvod po vremenu.
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Sto se tice drugog ¢lana u formuli (4.2), Lagrange je pretpostavio da su ubrzava-
juce sile takve da je izraz u zagradi totalna varijacija neke funkcije

(4.10) Pop+ Qdq+ Ror + - - - = 611,
¢ime su ustvari uvedene potencijalne sile. Ako se i ova funkcija izrazi pomocu
nezavisno promenljivih £, v, ¢, ... opSta formula dinamike (4.2) dobija vid
0T 0T 0V T 0T 6V
d— — —+ — 19 d— ——+— 9

) (47~ 5 * 5 ) ¢ (43~ 5 g )

| (a2l T N sk 2o

sde 0o 00 )% =

gde je, imajuéi u vidu (4.10)
(4.12) V:SmH:Sm/(P(5p+Q5q+R5r+~--)

Posto su sve ove varijacije proizvoljne i nezavisne, ova relacija bi¢e zadovoljna samo
ako su svi njeni koeficijenti jednaki nuli

6T 6T SV 6T 6T 6V 6T 6T SV

a13) g2L _oL oV g g0l L oV g0 L OV
(4.13) d T =0 g e T o T Y o T O

odg o0&
i to su diferencijane jednacine kretanja u generalisanim koordinatama, koje su doc-
nije nazvane Lagrange-eve jednacine.
Savremenim jezikom: Ove jednaCine prema dana$njim oznakama zajedno
mozemo napisati u obliku

dor or oV
dt ot dq¢t  O¢
i one se mogu dobiti iz d’Alembert-Lagrange-evog principa (4.4) na analogan, ali
jednostavniji nacin [7, 8]. Naime da bi se ovaj princip preveo u generalisane ko-
ordinate, treba staviti §7, = (97, /9q")dq" i koristiti slede¢e dve pomoéne relacije,
jedna potice od

d_‘l/ _‘l/
(4.15) g, = 4w _OF

(4.14)

_ 7 — qz 87—1;/ = 8171, _ 8771/
dt oqt ot o¢t  Oq'’
a druga se zasniva na izmeni redosleda operacija
(4.16) iaf”. = 8_ ar _ aﬁ’f
dt 0q¢*  0q* dt aq*

Tada se poslednji ¢lan u d’Alembert—Lagrange-evom principu moze transformi-

sati na slede¢i nacin
., OF, d . Or, . d or, d . 0v, . 0u,

myty - — = — | myty - — | — MUy ——— = — | M0, - = | — MU, - —

vvur aql dt v aql vvur vvur vvYuv

odnosno

or, d 9T T

4.17 l/_'l/ = T T
( ) v d¢t dtd¢t  I¢t
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Na taj nacin ovaj princip dobija vid

- oy . ~ Or, doJoT JOT -
Fu_ V“V' ~0q" = Fy'i-_* ) o !
( mudy) aq" o ( dq"  dt 9¢' * 5(11) ’

ili konciznije

dor 0T ,
4.18 P — - ) 0¢* =0,
(418) (@i g1 55+ 5t )
gde su veli¢ine @);, tzv. generalisane sile date sa
= O0ry,
(4.19) Q;=F,- g (i=1,2,...,n)

Iz relacije (4.15) zbog proizvoljnosti i nezavisnosti varijacija 6¢* neposredno proizlazi

dor 0T
dt 9¢t  Oq’
i to su opste Lagrange-eve jednacine, a ako su ove sile potencijalne, stavljajuci
Q; = —0V/0q, ove jednacine prelaze u jednacine (4.14). Ako se prede sa funkcije
V na tada uobicajnu funkciju sile U = —V i uvede zbir polovine zive sile i funkcije
sile P =T + U, ove Lagrange-eve jednacine (4.14) mogu se napisati u konciznijem
obliku

(4.20)

=Q; (i=12,...,n)

dopP 9P _
dtoqt  Oqi

(4.21) 0, P=T+U (i=12,...,n),

4.4. Savremeni oblik Lagrange-evih jednacina. Ovako uvedena funkcija P
kasnije je nazvana Lagrange-eva funkcija ili lagranzijan (koristi se i termin kineticki
potencijal) i uobi¢ajno je da se u pocast Lagrange-u oznacava sa L, prvim slovom
njegovog imena

(4.22) L(¢",¢'t)=T+U =T 1L

Ako imamo i nepotencijalne sile (sto je u Lagrange-evoj Analitickoj mehanici pre-
¢utno pretpostavljeno da ih nema), razlaganjem svih aktivnih sila na potencijalne
i nepotencijalne Q; = —9I1/dq" + QF gde su ove poslednje oznacene sa Q7, opste
Lagrange-eve jendnacine (4.20) dobijaju vid
d oL 0L .

(4.23) ﬁa—ql—a—qz:Qz (1=1,2,...,n),
koje se za QF = 0 poklapaju sa jednac¢inama (4.21). Za prirodne mehanicke sisteme
ove jednacine predstavljaju sistem diferencijalnih jednacina drugog reda, linearnih
po ', &ijim resavanjem dobijamo generalisane koordinate kao funkcije vremena
¢ =qt) (i=1,2,...,n).

Navedimo jos da postoje i uopStene potencijalne sile, koje zavise i od brzine
Cestica na koje dejstvuju [7]. One se definisu kao generalisane sile oblika

oV dov

(4.24) Q=50 gag (=L2m)
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gde je V tzv. uopsteni potencijal, koji zavisi i od brzina, a zbog uslova da u mehanici
nema sila koje zavise od ubrzanja Cestica ovaj potencijal moze samo linearno zavisiti
od generalisanih brzina ¢*

(4.25) V = aid" +T1(¢, 1),

gde je nezavisan ¢lan potencijalna energija sistema. Odgovarajuée Lagrange-eve
jednacine imaju isti oblik kao i u slu¢aju obi¢nih potencijalnih sila (4.23), samo je
u ovom sluc¢aju Lagrange-eva funkcija razlika izmedu kineticke energije i uopstenog
potencijala

(4.26) L(¢",q"\ ) =T~V

Tipi¢ni predstavnik ovakvih sila je tzv. Lorentz-ova sila, kojom elektromagnetno
polje dejstvuje na neku Cesticu sa naelektrisanjem e

(4.27) F =¢E + i x B,

gde je E jacina elektri¢nog, B jac¢ina magnetnog polja (indukcije), a ¢ brzina
naelekrisane Cestice na koju ova sila dejstvuje, pri cemu jacine ovih polja moraju biti
izrazene pomocu tzv. elektromagnetnih potencijala. Ovakve sile uveo je H. Weber
u elektrodinamici, ali ih je precizno definisao i ispitao tek E. Schering 1873. godine.

4.5. Lagrange-eva formulacija zakona odrzanja zive sile (sa originalnim
dokazom i oznakama). Lagrange [11] jeiovaj zakon dobio polazeéi od opste formule
dinamike sistema (4.2) i to na sledeéi na¢in. Ako uslovi ravnoteze izmedu moguéih
pomeranja tela pod uticajem navedenih sila ne zavise od vremena, varijacije dz,
0y i 6z, kao i dp, dq, or, ... mozemo zameniti odgovarajucim diferencijalima, koji
predstavljaju njihove realne promene u vremenskom intervalu (¢,¢ 4 dt), pa ova
opsta formula dinamike dobija oblik

2 2 2
(4.28) Sm (Cfl;dx + %dy + %dz) + Sm(Pdx + Qdy + Rdz+---) =0,
Lagrange je pretpostavio da su ubrzavajuée sile takve da je izraz u poslednjoj
zagradi totalni diferencijal neke funkcije

(4.29) Pdp + Qdg+ Rdr + --- = dlIl
Time je ustvari pretpostavio da ubrzavajuce sile imaju funkciju sile, koja ne zavisi
eksplicitno od vremena, $to bi danasnjim jezikom znacilo da su ove sile konzerva-
tivne. Tada se prethodna relacija (4.26) uproséava

A’z d?y d’z

a ako se prvi ¢lan transformiSe, stavljajuéi dz = (dx/dt)dt i slicno za dy i dz,

imac¢emo p p p p J p
x x Y Yy 2 2 B
Sm [dtd<dt> + dtd<dt) + dtd(dt> +dH] =0,

pa se ova relacija moze neposredno integraliti, ¢ime se dobija

2 2 2
Sm B <dm dy + dz) +H] = H = const,

431 da” | 4y
(4.31) az T az T ae
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Sto bismo u sadasnjem nacinu pisanja prikazali ovako

1
(4.32) imyv +1I= (a: +9° + 2%) + I(2,a) = const

Na ovaj nacin dobijena je formulacija zakona odrzanja zive sile, odnosno energije,
kako je prikazao Lagrange u svojoj Analitickoj mehanici, ali bez jasnog fizickog
smisla potencijalne energije (taj pojam i termin tada nisu ni postojali) i u pravo-
uglim, a ne u generalisanim koordinatama, koje je sam Lagrange uveo, mada viSe
implicitno. Medutim, sam Lagrange ovom zakonu odrzanja nije davao preveliki
znacaj, on ga je samo smatrao kao jednu posledicu opstih postavki mehanike.

4.6. Primene ovog zakona odrzanja zive sile. Lagrange [11] je primenuo ovaj
zakon odrzanja na viSe problema, npr. na sistem tela na koje deluje neko mnogo
vece telo, pa prelazeéi na koordinatni sistem vezan za teziSte ovih tela pokazao da
se pri tome transformise u

d?¢ 77 d*¢ _
(4.33) Sm ( et T dnt+ s d§> 4 Sm(XdE +Ydn + Zd() =0,

gde su (§,7,¢) koordinate uocenog tela u odnosu na teziste, a (X,Y, Z) kompo-
nente ubrzavajuce sile koje dejstvuju na to telo. Ova relacija bi¢e integrabilna, tj.
vazi¢e zakon odrzanja zive sile samo u sluc¢aju kad su sile koje dejstvuju na ovo
telo usmerene ka vedem telu i srazmerne rastojanju od njega. U tom slucaju pri
integraciji otpada poslednji ¢lan, pa se dobija da u tom koordinatnom sistemu vazi
zakon odrzanja zive sile u obliku

de?  dn?  d¢?
(4.34) me <d§2 + stIQ + d§2> = H = const,
tj. zbir zivih sila svih ovih tela u odnosu na njihovo teziste ostaje stalan u toku
vremena. Ovaj problem je kasnije analizirao i K. Jacobi, ponovivsi uglavnom
Lagrange-ev dokaz, ali u razumljivijem obliku, blizem sadasnjem nacinu izlaganja
(v. odeljak 6.1).

Lagrange je ovaj zakon odrzanja zive sile primenio na jo$§ niz drugih problema:
na slucaj kada su moguca pomeranja tela srazmerna njihovim brzinama, na rotaciju
krutih tela kao i na nestisljivu te¢nost. Sem toga, koristio je ovaj zakon i pri do-
kazu izvesnih stavova, kao npr. pri svojoj preformulaciji Maupertuis-ovog principa
najmanjeg dejstva polazeé¢i od svoje opste formule dinamike sistema.

5. HAMILTON-OV FORMALIZAM I HAMILTON-OVE JEDNACINE
(W. HAMILTON, 1835 [12])

5.1. Uvodenje generalisanih impulsa. Sa ciljem uproSt¢avanja Lagrange-evih
jednacina njihovom zamenom nekim jednostavnijim jednac¢inama, S. Poisson [1, 2]
je 1809. godine umesto promenljivih ¢* uveo nove veli¢ine (tadasnjim simbolima)
formalno i bez ikakvog imena

5T

1 ;=
(5.1) Pi= S

(i=1,2,...,n),
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gde je T polovina zive sile (tj. kineticka energija), promenljive n; (i = 1,2,...,n) su
generalisane koordinate (sadasnjim jezikom), a simbol ’ oznacava izvod po vremenu
i pomocu njih formulisao polovinu Hamilton-ovih jednacina.

Docnije ih je W. Hamilton prihvatio pri dobijanju svojih diferencijalnih jednac¢ina
prvog reda, u svom radu o jednom ops$tem metodu dinamike 1835. godine [12] (na
engleskom), ekvivalentnom Lagrange-evim jednacinama (o njima ¢ée biti reci nesto
docnije), ali opet ¢isto formalno, kao oznake za ove veli¢ine. Sam termin “genera-
lisani impuls” uveden je tek kasnije, a prvi ga je upotrebio M. Ostrogradski 1848.
godine.

Generalisani impulsi danas se definisu (sadasnjom simbolikom) kao

oL
2 ;= - ,=1,2,...
(5:2) pi=gn (=1L2...n)

i to se u klasicnoj mehanici najéesée poklapa sa gornjom definicijom (5.1), sem u
slucaju uopstenih potencijalnih sila. Ovako uvedene veli¢ine predstavljaju uopstenje
pojma koli¢ina kretanja (impuls) u pravouglim koordinatama, ¢ije su komponente
odredene sa
oL
oz,

Skup do sada korigéenih Lagrange-evih promenljivih (¢%, ¢*) odreduje kinematicko
stanje sistema, dok skup generalisanih koordinata i generalisanih impulsa (¢*, p;)
odreduje dinamicko stanje sistema, jer veli¢ine p; zavise i od mase Cestica i ove
veli¢ine zajedno nazivaju se kanonske promenljive. Opsti metod resavanja problema
koji se zasniva na koriséenju Lagrange-evih promenljivih i odgovarajué¢ih Lagrange-
evih jednacina naziva se Lagrange-ev formalizam, a drugi, op$ti metod koji se
zasniva na kanonskim promenljivama i odgovaraju¢im Hamilton-ovim jednac¢inama
naziva se Hamilton-ov formalizam. Samim ovim nazivima Zelelo se isteéi njihov
karakter opstih metoda za resavanje dinamickih problema i odati pocast njihovim
tvorcima, pri ¢emu je i sam Hamilton izuzetno cenio Lagrange-ev doprinos mehanici
i njegovu Analiticku mehaniku nazivao “naucna poema”.

Na kraju napomenimo da ovaj Hamilton-ov formalizam ima primena i van me-
hanike, naime u svim granama teorijske fizike gde pojam stanja sistema igra bitnu
ulogu, a to su pre svega statisticka fizika kao i kvantna mehanika i teorija polja.

1
(5.3) L= 3m (@2 + v + 22) — M(zpa,t) = pa, = =mydy,...

5.2. D’Alembert-Lagrange-ev princip i Lagrange-eve jednacine (sa origi-
nalnim dokazom i oznakama). Glavna preokupacija W. Hamilton-a kao i njegovog
savremenika K. Jacobi-a bila je, polaze¢i od opticko-mehanicke analogije, razvi-
janje jednog opsteg metoda dinamike za nalazenje resenja diferencijalnih jednacina
kretanja bez integracije [12]. Ovaj metod zasniva se na nalazenju partikularnog
resenja tzv. Hamilton—Jacobi-eve parcijalne diferencijalne jednacine (v. npr. [7])

a8 . 08
5.4 — +H(¢,—,t]=0
(5.4 i (¢ 5ot) =0
(koja je ustvari ekvivalentna Hamilton-ovim jedna¢inama), potom se parcijalnim
diferenciranjem formira jedan sistem jednacina, i najzad algebarskim resavanjem
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ovih jednagina dobijaju se sve kanonske promenljive ¢* i p; kao funkcije vremena,
dakle bez ikakve integracije. Medutim, ovde ¢emo se ogranic¢iti samo na one njihove
rezultate koji su u direktnoj ili indirektnoj vezi sa zakonom odrzanja energije.

Hamilton je posao od d’Alembert-Lagrange-evog principa [12b], kao i Lagrange,
ali u razumljivijem obliku, kako ga je prikazao Jacobi [v. formulu (4.3)], sa kom-
ponentama sile (X,Y, Z), ne vise po jedinici mase

dQI’i d2 i dZZi
(5.5) 21: szdﬁ - Xi> dz; + (midtyQ - Yz) dyi + <midt2 - Zi> 521} =0
i pretpostavio da sve sile imaju funkciju sile, tj. da su oblika

U oU oU

_8331" Z—ayza i_aiziv

Xi
pa ako skupimo sve ¢lanove sa komponentama sila, imaéemo

oUu oUu oUu

[ %

te prethodna relacija dobija vid

(5.6) Z mi(z dz; + vyl dy; + 2'62;) = U

To je oblik d’Alembert-Lagrange-evog principa u slu¢aju potencijalnih sila, koji je
predstavljao polaznu tacku za Hamilton-ova istrazivanja mnogih problema meha-
nike kojima se bavio.

Polazeéi od ovog principa, Hamilton je dobio Lagrange-eve jednacine uvodenjem
generalisanih koordinata, koje je on nazvao “oznake polozaja” (marks of position) i
to na sledeé¢i nac¢in. Koordinate materijalnih tacaka (“tacaka” po samom Hamilton-
u) zamenjene su nezavisnim generalisanim koordinatama, koje je oznacio sa n;

(57) T :371‘(7717772a-~-7773n)» Yi :yi(nl?n27-~-an3n)a Z :Zi(nlan2a--~7n3n)7

gde je n broj materijalnih tacaka sistema. Ako se i funkcija sile U izrazi pomocéu
ovih generalisanih koordinata i formiraju varijacije svih ovih veli¢ina, d’Alembert—
Lagrange-ev princip (5.6) dobija vid

ox; oy; 0z oU
m; o =yl =+ 2 Z) o = — g,
ZZ-: zk:( o, o o ) zk: o

S$to se posle izmene redosleda sumiranja moze napisati kao

ox; oy; 0z; ou
mi | o — +yl = + 2] Z>— om =0
Z < eV o On o [T

%

(5.8) > {

k
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Prvi ¢lan izraza u zagradi moze se prikazati u obliku
ox; oy; 0z
ml :I:{L/ 7 + 7{/ 7 + Z’Zl 7 )
; ( oV S Ok
d ox; , 0Yi ) 0%
== {;ml (%577 +y 15% +Zi677k:)}
-3 m, m/i&fiJr /ifsyiJrZ/jsti
A N R IR T Y T T

a svaki od ova dva ¢lana moze se dalje transformisati koristeéi relacije dz’/dn), =
6z /6m 1 (82 /0my,) = 6 /6my, (v. formule (4.15) i (4.16))

5302 5y1 , 02 ) ( :L'; oyl 0z ) 0T
m; |\ T; Y; Z; m; | T, H —+ Z; e
Z ( e oy Z TS ) = o
kao i
Zm» x,iéxi+ ,g6y1+z,16zl
P ’ idt 67’k Yi dt 577k idt 5T]k

Zm ( x; 5y;+z,(5z;>_(5T
(3 z yz (Snk- 7,57]]{ 57]k7

gde je T polovina zive sﬂe (tj. kineticka energija) sistema

_ 1 2 2 2

(5.9) T= izmz(% +yim+2)

Uvrstavanjem ovih izraza u d’Alembert—Lagrange-ev princip (5.8) dobija se
dsr ¢ U

5.10 - — - on, = 0,

(510 ; (dt o Ok 577k> "

a zbog proizvoljnosti i nezavisnosti varijacija dn ova relacija bi¢e zadovoljena samo
ako su svi njeni koeficijenti jednaki nuli

dor 6T  oU
dt om,  om o
To su Lagrange-eve jednacine za sisteme materijalnih tacaka na koje dejstvuju
samo potencijalne sile, dobijene iz d’Alembert—Lagrange-evog principa. Ovaj nac¢in
dobijanja ovih jednacina je potpuno ekvivalentan Lagrange-evom nac¢inu dobijanja
istih jednacina iz njegove opste formule dinamike sistema, koja je ekvivalentna
d’Alembert-Lagrange-evom principu, ali na mnogo ocigledniji i jednostavniji nacin.

(5.11)

5.3. Hamilton-ov opsti princip mehanike (uglavnom prema Jacobi-evom pri-
kazu [13]). Polazeéi od Lagrange-evih jednacina, Hamilton je svoja istrazivanja
razvio u dva pravca, u pravcu formulacije jednog opsteg principa mehanike, koji
bi bio ekvivalentan Lagrange-evim jednacinama, i u pravcu zamene Lagrange-
evih jednacina ekvivalentnim, ali jednostavnijim sistemom diferencijalnih jednac¢ina
nizeg reda. U prvom slucaju, kao §to je poznato iz varijacionog racuna, ako imamo
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integral oblika Z = f: f(yi, yi, x) dz, gde su promenljive y; (i = 1,2,...,n) izvesne
funkcije od x, diferencijalne jednacine, tzv. Fuler-Lagrange-eve jednacine

dof _of _,

5.12 _— = = i =1,2,...

(512) Toy oy =0 (=12m)

odreduju one funkcije y; = y;(x) pri kojima ovaj integral ima stacionarnu vrednost

b

(5.13) 0T = (5/ fyi,yi,z)dz = 0.

Hamilton je zapazio da ako Lagrange-eve jednacine (5.11) napisemo u obliku (4.21)
d 6P 6P
- = =0, P=T+U.
dt én)  on; ’ L

one imaju oblik Euler-Lagrange-evih jednacina, te odreduju one funkeije n; = n;(t)
pri kojima integral I = ftil P(nn;,t)dt ima stacionarnu vrednost

t1
(5.14) oI = 5/ P(ni,ni,t)dt =0,
to

a to je Hamilton-ov opsti varijacioni princip mehanike.
Do ovog rezultata moze se doéi i neposredno, formirajuéi varijaciju ovog integrala

t t1 5P SP
1 oI = SPdt = —6n; + —n. | dt
(5.15) 3 /to ;(5’” S m)

Radi eliminacije varijacije dn; drugi od ovih integrala se transformise parcijalnom
integracijom

“sp " 5P d
—onldt = — —(6m;)dt
; . on D)

to 67):
5P 5P b g (/6P
- (Wi)t_h - (anﬁm‘)t_to -, o (an;-) o

Ako pretpostavimo da se polozaj posmatranog sistema na svim variranim putevima
u trenucima t = tg i t = ¢; poklapa sa njegovim polozajem na pravom putu, tj. da
je dn; =0 zat =ty it=t, gornja varijacija integrala svodi se na

t1 b SP d 6P
1 85I =6 P(n,n,t)dt = —— — ) dmdt

Odavde izvodimo sledeé¢i zakljucak: ako su Lagrange-eve jednacine zadovoljene,
neposredno proizlazi da je 61 = 0, a vazi i obrnuto: ako pretpostavimo da je
01 = 0, zbog proizvoljnosti i nezavisnosti varijacija d7; odavde proizilaze odgovara-
juce Lagrange-eve jednacine.

U savremenoj terminologiji ovaj integral naziva se Hamilton-ovo dejstvo, a funk-
cija P Lagrange-eva funkcija (4.22), za razliku od tzv. Lagrange-evog dejstva A =
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tf;)l 2Tdt, koji figuriSe u Maupertuis—Lagrange-evom principu najmanjeg dejstva.
Sam stav izrazen gornjom relacijom (5.14) danas se pise ovako

tl . . . .
(5.17) 5W:6/ L(gd ) dt =0, Lighdit) =T —TI
t

i izrazava Hamilton-ov opsti varijacioni princip mehanike.

Prema njemu, ako nema nepotencijalnih sila, kretanje sistema materijalnih ta-
c¢aka slobodno ili prinudno sa tzv. holonomnim vezama oblika f,(z,q,t) = 0 odvija
se tako da Hamilton-ovo dejstvo duz pravog puta ima stacionarnu vrednosti u
odnosu na vrednosti ovog dejstva duz svih variranih puteva. Detaljnijom ana-
lizom, pomoc¢u druge varijacije ovog dejstva pokazuje se da pri dovoljno malim
vremenskim intervalima (¢g,t;) Hamilton-ovo dejstvo duz pravog puta uvek ima
minimalnu vrednost. Napomenimo jo§ da je ovom principu dao sadasnji, opsti
oblik M. Ostrogradski 1848. godine, prosiruju¢i Hamilton-ov dokaz na slucaj kad
funkcija P, odnosno Lagrange-eva funkcija zavisi i eksplicitno od vremena.

5.4. Hamilton-ove kanonske jednacine (sa originalnim dokazom i oznakama)
[12b]. U drugom slu¢aju W. Hamilton [12b] je dobio svoje jednacine polazeéi od
Lagrange-evih jednac¢ina (5.11) i uvodeéi (sadasnjom terminologijom), pored gen-
eralisanih koordinata, kao nove funkcije generalisane impulse. Pri tome on je pret-
postavio da na materijalne tacke sistema dejstvuju samo sile koje imaju funkciju
sile (precutno i da nema nepotencijalnih sila) i da je polovina Zive sile (tj. kineticka
energija) sistema homogena kvdratna funkcija generalisanih brzina

1
=52, D awi;
ik
pa je prema Euler-ovoj teoremi za homogene funkcije

6T
(5.18) Z 577’."2 =T

S druge strane, varijacija funkcije T'(;,n;) bice

(( o o)
2 (5

o
o '57
o ) ’

oduzimanjem ovih dveju relacija dOlea se

5T 6T
(5.19) 0T =3 < O 5772)

pa ako se varira i relacija (5.18)

20T =

7
Ova relacija je Hamilton-u sugerisala da se radi skrac¢enosti uvede oznaka

_ T
(5.20) wizé—ng (i=1,2,...,3n),
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a to su ustvari generalisani impulsi, pa prethodna relacija dobija vid

T
(5.21) oT = Z (ngawi - mm) ,

7

¢ime je ustvari izvrsen prelaz sa generalisanih brzina 7} na generalisane impulse @;
(Hamilton to ne istice, on to prikazuje samo kao kraéi nacin pisanja).

Ako se velicina T' sad prikaze kao funkcija od novih promenljivih T' = F(t0;, ;)
i formira njena varijacija

OF OF
0T = —o0w; + —dn; |,
;(5% . +577i 77>
poredenjem sa relacijom (5.19) nalazimo
oF_ |, OF 6T

Uvrstavanjem ovih rezultata kao i uvedenih veli¢ina @; u Lagrange-eve jednacine
(5.11) dobija se

(5.22)

do;, 6T U  &(F—TU)

dt :577i+677i R
§to sugerise uvodenje nove veli¢ine
pa prethodna jednacina dobija vid
da; 0H
5.24 - = — i =1,2,...,3
(5:24) =S i=12..3m)
Posto funkcija sile U ne zavisi od @;, prema (5.24) bice
oH 0 oF
0w, 6@-( ) 0w,

pa prvi sistem relacija (5.22) moze se napisati u obliku
dni - o0H
dt 6w,

Jednacine (5.24) i (5.25) predstavljaju Hamilton-ove jednacine, ekvivalentne
Lagrange-evim jednacinama (5.11), ali za razliku od njih Hamilton-ove jednacine
su diferencijalne jednacine prvog reda sa dvostrukim brojem jednacina. Ovako uve-
dena funkcija H prema danasnjoj terminologiji, a imajuci u vidu da je potencijalna
energija II = —U, predstavlja zbir kineticke i potencijalne energije, tj. ukupnu
mehanicku energiju: H = T + Il = E. Ove Hamilton-ove jednacine vaze dogod
je kineticka energija homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina, te se u ne-
promenjenom obliku mogu primeniti i na prinudno kretanje ograni¢eno vezama koje
ne zavise eksplicitno od vremena, ali broj ovih jednacina bi¢e smanjen na dvostruki
broj stepena slobode.

(5.25) (i=1,2,...,3n)
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Savremenim jezikom: Ove Hamilton-ove jednacine obi¢no se dobijaju polazeci
od varijacije Lagrange-eve funkcije [7, 8]
oL oL
9q" 9q"
pa se L/0q" zameni odgovarajuéim izrazom iz Lagrange-evih jednacina (4.23) i
uvedu generalisani impulsi (5.2)

(5.26) 6L = —=0q" + =—=64",

oL = (dpi - Qi‘) 8¢" + pidis
dt
i ako jos stavimo
pidq’ = 8(pig") — ¢"ops,
gornja relacija moze se napisati u obliku
(5.27) 8(pig" — L) = (QF — pi)dq" + ¢'0p;

Odavde vidimo da se izraz u zagradi na levoj strani, koji oznac¢imo sa H, moze
smatrati kao funkcija od kanonskih promenljivih ¢* i p; i eventualno vremena ¢

Ovako definisana funkcija nazvana je Hamilton-ova funkcija ili hamiltonijan, i uobi-
cajeno je da se u njegovu pocast oznacava sa H, prvim slovom njegovog imena.
Stoga ¢e njegova varijacija biti

OH .. OH
0H = —6¢" + —ps,
a0 " oy P
pa poredenjem sa relacijom (5.27) dobijamo
dp; OH . d¢¢ 0H
.2 = — - . _— = == 1 2 “ee
(5.29) i~ g T9h g ap (7L2m)

To su opSte Hamilton-ove ili kanonske jednacine, a za (7 = 0 one se svode na
jednacine (5.24) i (5.25), koje je dobio sam Hamilton. One predstavljaju sistem
diferencijalnih jednagina prvog reda, resenih po ¢* i p;, §to ih &ini posebno pogod-
nim, a njihovim resenjem dobijaju se kanonske promenljive kao funkcije vremena:
qi = ql(t) ip; :pi(t) (7' =12,.. .,'fl).

Uporedimo jos opstu definiciju Hamilton-ove funkcije (5.28) sa originalnom Ha-
milton-ovom (5.23), koja ustvari predstavlja ukupnu mehanicku energiju. U tom
cilju ispitajmo kolika je vrednost Hamilton-ove funkcije u slucaju kad su poten-
cijalne sile uobicajene (Q; = AU/dq"), a kineticka energija homogena kvadratna
funkcija generalisanih brzina. Posto potencijalna energija ne zavisi od promenljivih
¢*, na osnovu Euler-ove teoreme za homogene funkcije biée

; or
H=pid' — L=

' — L =2T—(T-11
95 ( )

odnosno

(5.30) H=T+U=T-U
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i stoga je Hamilton-ova definicija funkcije H (5.23) u njegovom dokazu ekvivalentna
opstoj definiciji Hamilton-ove funkcije (5.28) u slucaju uobic¢ajenih potencijalnih
sila i kad je kineticka energija homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina.
Ovu opstu definiciju uveo je M. Ostrogradski 1848. godine, kad je pokazao da su
transformacije iz Lagrange-evog u Hamilton-ov formalizam ustvari tzv. Legendre-
ove transformacije, u okviru kojih se kao nova funkcija pojavljuje ova Hamilton-ova
funkcija.

6. JACOBI-EVA FORMULACIJA ODRZANJA ZIVE SILE
I PO1sSON-Ov OPSTI KRITERIJUM (K. JACOBI, 1866 [13])

6.1. Zakon odrzanja zive sile u pravouglim koordinatama (sa originalnim
dokazom i oznakama). Sam Hamilton je u svojim radovima koristio zakon o odr-
zanju zive sile (po tadasnjoj terminologiji) u obliku T'= U + H, pozivajuéi se na
Lagrange-a, ali ga nikad nije strogo dokazao. Medutim, njegov savremenik K. Ja-
cobi, koji je Hamilton-ove rezultate cesto prosirivao i prikazivao ih u ociglednijem
obliku, pitanju zakona odrzanja zive sile posvetio je viSe paznje, prvo u pravouglim,
a potom i u generalisanim koordinatama. U prvom sluc¢aju [13] posao je od d’Alem-
bert-Lagrange-evog principa za sile koje imaju funkcije sile u obliku (5.6), kako ga
je formulisao sam Hamilton

d2xZ dyl d?z
Zmz(dt2 it 30yt g P >—6U

Ako uslovi ravnoteze pri moguéim pomeranjima materijalnih tacaka sistema pod
uticajem ubrzavajuéih sila ne zavise od vremena, varijacije dx;, dy;, 6z; kao i U
mozemo zameniti odgovarajuéim diferencijalima dx;, dy;, dz; i dU, koji predstavl-
jaju realna elementarna pomeranja materijalnih tacaka i promenu funkcije sile u
vremenskom intervalu (¢,t + dt), pa gornja relacija dobija vid

d2xl d?y; d?z
6.1 i T + ——=dy; “Cldz ) =dU
(6.1) Z mi < a2 a2 Vit e )
Ako se ovde stavi dz; = (dx;/dt) dt islicno za dy; i dz;, ova relacija se moze napisati
u obliku
dxl dx; dy; dy; dz; dz;
i d d =dU,

Zm{ <dt>+dt (dt>+dt (dt)} v

§to omogucava neposrednu integraciju, ¢ime se dobija

(6.2) 72 {(d%) +<Zﬁi)2+<f§;)2}=(]+h,

gde je h konstanta, ili konciznije

1
(6.3) 5 > ma} =U+h,
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$to je ekvivalentno sadasnjem nacinu prikazivanja

1 2
(6.4) 3 Z m;v; + 11 = h = const

Ovaj Jacobi-ev dokaz zakona odrzanja zive sile potpuno je ekvivalentan Lagran-
ge-evom dokazu ovog zakona, samo sa mnogo jasnijom polaznom tackom i nacinom
prikazivanja, a polazeéi od ovog zakona kao i od samog d’Alembert—Lagrange-evog
principa Jacobi je dobio niz osobina zive sile. Tako npr. iz ovog zakona odrzanja u
obliku (6.3) neposredno proizilazi da je promena Zive sile jednaka

(6.5) (Z mw?) - (Z mw?) =2 [Up=t) — Ug=to)} »
i t=t1 i t=to

tj. jednaka je dvostrukoj odgovarajucoj promeni funkcije sile, nezavisno od drugih
mogucih faktora.

Prikazimo jos kako se menja ziva sila sistema materijalnih tac¢aka i zakon njenog
odrzanja kad predemo iz pocCetnog u sistem referencije sa koordinatnim pocetkom
u tezistu ovih Cestica. Ako koordinate tezista ozna¢imo sa (4, B, C), ove transfor-
macije koordinata su

(6.6) =+ A y=n+B, z=G+C,

gde su (&, 1, ¢;) koordinate uocene materijalne tacke u odnosu na teziste, a samo
teziste je definisano svojim koordinatama

. A== - B==__= ==
(6.7) M M ¢ M

gde je M ukupna masa sistema: M =) . m;. Tada je dz; = d§; +dA isliéno za dy;
i dz;, pa imajuéi u vidu da je prema definiciji tezista u sistemu referencije vezanom
za ovo teziSte

Z m;d&; = dzmifi =0, Zmidm =0, Z m;d¢; = 0,

>, mid&;dA i prethodna relacija prelazi u
va dIEl 2+ dyz 2+ dZZ 2
— |\ dt dt dt
_ &\ | (dn\? L (dG\*
(6.8) _Zi:ml{<dt) +<dt> +{ =
dA\® (dB\® [dC\®
+M{(dt> +(%) +(5) v

Prema tome, apsolutna vrednost Zive sile sistema materijalnih tacaka jednaka je
zbiru njegove relativne vrednosti u odnosu na teziste i apsolutne vrednosti zive sile
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celokupne mase skoncentrisane u tezistu. Sem toga, posto je poslednji ¢lan u ovoj
relaciji konstantan, ova relacija moze se napisati i u obliku

o T () () () e

gde je h/ nova konstanta, jednaka razlici stare konstante i ovog poslednjeg ¢lana.
Odavde vidimo da zakon odrzanja zive sile vazi i u sistemu referencije vezanom za
teziSte, ali samo sa izmenjenom konstantom.

6.2. Zakon odrzanja zive sile u generalisanim koordinatama (sa originalnim
dokazom i oznakama). K. Jacobi je formulisao zakon odrzanja Zive sile i u generali-
sanim koordinatama, prikazan u njegovim “Predavanjima iz dinamike” (1866) [13]
(na nemackom), koja su objavljena 15 godina posle njegove smrti od strane njegovog
ucenika Klebsch-a. Malo je neobi¢no da njegov dokaz ovog zakona u generalisa-
nim koordinatama nije prikazan u ¢etvrtom predavanju: Princip odrzanja zive sile
(gde se govorilo o ovom zakonu samo u pravouglim koordinatama), veé u devetom
predavanju: Hamilton-ov oblik jednacina kretanja, gde se u ovom podnaslovu i ne
pominje ovaj zakon! Pri tome i sama formulacija ovog zakona odrzanja sa sadasnjeg
stanovista data je viSe implicitno, ne u danas uobicajenom obliku, koji bi imao
univerzalni karakter. Da li to znac¢i da Jacobi ovom zakonu odrzanja nije davao
veliki znacaj, posebno u odnosu na probleme iz njegove osnovne preokupacije?

Jacobi je posao od Lagrange-evih jednacina (5.11) za sisteme materijalnih tacaka
na koje dejstvuju samo potencijalne sile

doT or U
dtdq,  dq;  Og;’

pa u njih uvodi generalisane impulse (5.1)

dpi AT +U)

(6.10) = 7a

(i=1,2,...,n)

Tada pretpostavlja, kao i Hamilton, da je ziva sila sistema homogena kvadratna
funkcija generalisanih brzina, pa prema Euler-ovoj teoremi za homogene funkcije

vazi relacija
Z dq ,ql =2T,
koju pise ovako

(6.11) T = Za' T

Zatim se diferencira ova relacija

dT = Z dq1+z ;d?fzg—quif _ %dqg,
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a uvodenjem generalisanih impulsa (5.1) ovaj izraz poprima vid
oT
(6.12) dT’ = Ei q;dp; % o dg;,

u saglasnosti sa relacijom (5.21). Ako ovu relaciju podelimo sa dt i ¢lan dp;/dt
zamenimo odgovarajuéim izrazom iz jednaéine (6 10), dobija se

dT T+ U) ou

K2

a posto je
au ou
- ? o
gornju relaciju mozemo napisati i u obliku
(6.13) gy
’ dt ot
ili u integralnom obliku
(6.14) T=U- / %dt = const
Imajuéi u vidu da je potencijalna energija Il = —U, relacija (6.13) prema danasnjoj
terminologiji ekvivalentna je sa
d o1l
6.15 T+1I) = —
(6.15) ST =

te gornje relacije predstavljaju zakon odrzanja zive sile (tj. energije) u diferencijal-
nom i integralnom obliku.
Do ekvivalentnog rezultata Jacobi je dosao polaze¢i od Hamilton-ovih jednacina

(5.24) 1 (5.25), koje on piSe u savremenom obliku
OH OH )
(6.16) péz—aqi, qu—api, (i=1,2,...,n)

Naime, ako se formira totalni izvod Hamilton-ove funkcije po vremenu
dH 0H , oOH
a2 g,

i zamene ¢} i p} odgovarajuéim izrazima iz Hamilton-ovih jednacina (6.16), dobija

se
Z@H@H Z@H _8H +8£
dq; Op; p Op; dq; ot
odnosno
dH O0H

Imajuéi u vidu da je Hamilton-ova funkcija u njegovom dokazu svojih jednacina
prema (5.23) jednaka H =T — U (tj. H = T +1II) i da ziva sila u ovom slucaju
ne zavisi eksplicitno od vremena, relacije (6.13) i (6.17) su ekvivalentne. Iz ovih
relacija vidimo da ako na materijalne tacke sistema dejstvuju samo sile koje imaju
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funkciju sile i ako ona ne zavisi eksplicitno od vremena, vazi¢e zakon odrzanja zive
sile (tj. energije) u obliku

(6.18) T—-U=const < H(g,p;) = const

6.3. Savremena formulacija zakona odrzanja energije. Ovaj oblik zakona
odrzanja energije razlikuje se od danasnjeg, mada se sa dana$njim pojmovima lako
moze dovesti u taj oblik. Naime, ako u relaciji (6.11) od obeju strana oduzmemo
funkciju sile U i imamo u vidu da ona ne zavisi od generalisanih brzina, ovu relaciju
mozemo napisati u ekvivalentnom obliku

oT+70),

(6.19) H:T—U:ZT%—(T+U)

Posto danasnjom terminologijom i notacijama veli¢cina T' 4+ U prema (4.22) pred-
stavlja Lagrange-evu funkciju, relacije (6.18) mozemo prikazati i u savremenom,
ekvivalentnom obliku

(6.20) H(q',p;) = const < %QZ — L = const
2

Medutim, sa tadasnjeg stanovista to ne bi imalo mnogo smisla, jer bi to samo na
komplikovaniji nacin izrazavalo kakav oblik bi imao izraz T — U ako je invarijantan
u toku vremena. Pri tome treba imati u vidu da se u to vreme nije moglo ni govoriti
o zakonu odrzanja energije, jer ni pojam ni termin “energija” tada u mehanici nisu
postojali, a ni funkcija sile U nije imala smisao energije. Taj smisao imao je samo
pojam zive sile, mada ne u punom smislu te reci, a funkcija sile je bila samo neka
funkcija polozaja. Iz ovoga se vidi da ono $to danas smatramo odrzanjem energije
tada je samo znacilo da “razlika polovine zive sile i jedne funkcije polozaja” pod
izvesnim uslovima ostaje stalna u toku vremena. Medutim, uzimajuéi sve to u
obzir, prihvaéeno je da se druga relacija (6.20) naziva Jacobi-ev integral energije i
on nam omogucava da ako su zadovoljeni potrebni uslovi, kad znamo Lagrange-evu
funkciju odmah dobijamo oblik ovog integrala energije.

Zakon odrzanja energije u opstem obliku moze se najlakse dobiti diferenciranjem
Lagrange-eve funkcije L(q', ¢%,t) po vremenu i korig¢enjem Lagrange-evih jednacina
(v. npr. [9]). Totalni vremenski izvod Lagrange-eve funkcije je

L _ oL, 9L 9L
at ~ oagd Tag? T e

(6.21)

pa se OL/0q" zameni odgovarajuéim izrazom iz Lagrange-evih jednacina (4.23),

¢ime se dobija
at T \atag %) Tag? T ar  at \ag! T
§to mozemo napisati u obliku

d (0L 0L gy
(6.22) P <aqzq —L> =T +Qid
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Ako veli¢inu prikazanu izrazom u zagradi oznacimo sa
oL .,
E=—¢ —
¢
odavde vidimo da ako je L/t = 01 Q;¢* = 0, tj. ako Lagrange-eva funkcija ne
zavisi eksplicitno od vremena i ako nema nepotencijalnih sila ili je bar njihov efekat
jednak nuli, ova veli¢ina £ ostaje stalna u toku vremena
oL .,

(6.24) &= a—q_iq’ — L = const

L

(6.23)

)

Ovako definisanu veli¢inu £ zvademo generalisana energija (koristi se i termin
energijska funkcija, mada ti termini nisu opste prihvaceni), jer predstavlja genera-
lizaciju pojma ukupne mehanicke energije izrazene u pravouglim koordinatama:

1 oL oL OL
L=_ u'2 T 52 —1I I/Oé)t = :7.1/ 7.1/ 7'1/_[/:
2m (xV+yV+ZV) (”L‘ ) aj:”m + ayyy + azl/z
1
= Mmydy - Ty + My - Gy + My - Fy — 5m,,(fci + 92 4+ 22) — O(2pa,t) | ,
gde je Tya = (QZV, Yv,s Z,/), odnosno
oL . 1 .2 %) )
(6.25) £ = T Typa — L = imu(xy +95+ 22) + (zpa,t)
‘rlla

Ova veli¢ina & ustvari predstavlja Hamilton-ovu funkciju (5.28), gde je stavljeno
p; = OL/04¢, tj. Hamilton-ovu funkciju izrazenu u Lagrange-evim promenljivima,
a relacija (6.24) formulisana pomoc¢u ove veli¢ine predstavlja opsti zakon odrzanja
energije u generalisanim koordinatama.

Razmotrimo dva najvaznija slucaja koji se sre¢u u klasi¢noj mehanici: slucaj
kada je kineticka energija homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina (Sto
je pretpostavljeno u svim Lagrange-evim i Hamilton-ovim radovima) i kad nije
homogena ve¢ samo kvadratna funkcija generalisanih brzina. U prvom slucaju
(6.26) T= %aikqlqk,
imajuéi u vidu da potencijalna energija ne zavisi od generalisanih brzina, veli¢ina
(6.23) na osnovu Euler-ove teoreme za homogene funkcije jednaka je

(6.27) E= "¢ ~-L=—-¢—-L=2T—(T-1)=T+1I,

a zakon odrzanja energije (6.24) tada predstavlja uobicajeni oblik zakona odrzanja
ukupne mehanicke energije

(6.28) E=T+1I = const

Takav slucaj je najcescéi u praksi i ukljucuje kako slobodna kretanja tako i prinudna
ogranicena vezama koje ne zavise eksplicitno od vremena. U drugom slucaju, kad
je kineticka energija oblika

1 . )
(6.29) T = §aikq'1q"“ +bid +e=To+Ty+Tp
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na slican nacin koriste¢i opet Euler-ovu teoremu, nalazimo da je veli¢ina £ jednaka

= gzqi ~L= g:gfq” + (qu'i —(T-T)=2Ty+1-Ty — (Ty + Ty + Ty — 1),
odnosno
(6.30) 522—;(ji—L:TQ—TO+H,
pa zakon odrzanja energije (6.24) ima oblik (P. Painlevé, 1895)
(6.31) E =T, —Ty+1II = const

Takav sluc¢aj imamo kod sistema ¢estica na koje dejstvuju uopstene potencijalne sile
definisane formulama (4.24) i (4.25) i kod tzv. reonomnih sistema, ¢ije je kretanje
ogranic¢eno vezama koje eksplicitno zavise od vremena.

Zadrzimo se jo$ na sluc¢aju kad generalisana energija £ ne ostaje konstantna, vec¢
stalno opada u toku vremena, ostajuéi eventualno povremeno i konstantna, kad je
prema (6.22) dovoljno da bude

oL - d€
6.32 — =0 7q¢' <0 — <0
(6.32) 5 =0 Qg =
Ovakve nepotencijalne sile ()7 nazivaju se disipativne i one su oblika
OR ;
6.33 f=—_- R=cud'"
(6.33) Q; o cikd'q
uz uslove da je
(6.34) Cik=cri 1 cxg'd" =0

i ovako uvedena funkcija R naziva se Rayleigh-ova disipativna funkcija. Ako uvr-
stimo izraz za R u Q}¢’, dobi¢emo

OR ., ok i
“agl T —2cig"¢’ = —2R,

odakle vidimo da je zadovoljen uslov (6.32) i da dvostruka vrednost Rayleigh-ove
funkcije daje gubirak energije sistema u jedinici vremena.

(6.35) Qi =

6.4. Veza sa teoremom o zivoj sili, radom i funkcijom sile. Pokazimo da se
zakon odrzanja zive sile, odnosno energije moze i ovde dobiti na slican nac¢in kao §to
smo to pokazali u odeljku 3, pomoc¢u odgovarajuce teoreme o zivoj sili u kombinaciji
sa vezom izmedu rada i funkcije sile. Polazeéi od teoreme o zivoj sili (2.3) i prelazeéi
na generalisane koordinate, stavljajuéi dr, = (97, /9q") dq* dobijamo (u savremenoj
notaciji)

ory,

o "

dT = (F, + R,) - dr,, = (F, + R,,) -
§to mozemo napisati u obliku

(6.36) dT =d (;muzﬁ) = (Q; + Ri)dq'
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gde su Q; i R; odgovarajuce generalisane sile

ory, 5 0ry,
Tqia Rz*Ru'aiqu

i to je teorema o zivoj sili u generalisanim koordinatama.

S druge strane, ako su sve generalisane sile konzervativne, tj. oblika Q; = 0U/9¢",
gde funkcija sile U ne zavisi eksplicitno od vremena, i ako nema sila reakcije ili je
bar njihov rad jednak nuli: R;dq¢* = 0, rad svih ovih sila bice

ou

(6.38) d'A= Qg = a—qidqi =dU = —dII

Kombinacijom teoreme o zivoj sili i ove veze izmedu rada i funkcije sile proizlazi

(6.37) Qi =F,-

dT = Q,dq* = dU,
a odavde neposrednom integracijom se dobija
(6.39) T=U-+const < FE=T+1II=const

i to je zakon odrzanja zive sile, dobijen na analogan nacin kao i ranije, samo ovde
metodom generalisanih koordinata.

6.5. Zakon o odrzanju energije i homogenost vremena. Homogenost vre-
mena je osobina vremena da su svi njegovi trenuci ravnopravni, pa jednacine kre-
tanja kao i odgovarajuéi zakoni odrzanja moraju biti nezavisni od pocetka racunanja
vremena, te moraju ostati invarijantni pri translaciji vremena

(6.40) t—t =t+6t

Posto su zakoni kretanja u analitickoj mehanici odredeni Lagrange-evim jedna-
¢inama, dovoljno je da Lagrange-eva funkcija pri ovoj transformaciji ostane ne-
promenjena

=0,

vL= L0 - i ~ o (5) -
0

ot
a odavde sledi da mora biti 0L/t = 0, tj.
oL _
ot
Stoga, ako pretpostavimo da nema nepotencijalnih sila ili je bar R;¢* = 0i ponovimo
dokaz koji je doveo do relacija (6.22), dolazimo do zakljucka

(6.41) homogenost vremena = 0

d (0L oL .
6.42 — - L) =0 = &E=—¢ —L=const
(042 m(wﬂ ) 93’
Prema tome, zakon odrzanja energije sistema ¢estica pod navedenim uslovima je
posledica homogenosti vremena, sto daje jedan savremeniji pogled na ovaj zakon,
kao i na ostale zakone odrzanja u mehanici.
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6.6. Opsti kriterijum za integrale kretanja (S. Poisson, 1809). S. Poisson je
formulisao jedan opsti kriterijum za integrale kretanja oblika F(q?,p;,t) = const,
pomocu koga se moze utvrditi da li je neka veli¢cina navedenog oblika integral kre-
tanja i bez integracije Hamilton-ovih jednac¢ina. Ovaj kriterijum je verovatno dobi-
jen polazeéi od nekih rezultata nebeske mehanike pri prouc¢avanju perturbacionog
kretanja nebeskih tela, ali zbog nemoguénosti da prikazemo njegov originalni dokaz
ovog stava, mi ¢emo ga ovde izloziti savremenim jezikom koriste¢i Hamilton-ove
jednacine [7].

Podimo od totalnog izvoda ma kakve funkcije navedenog oblika F(q’,p;,t) po
vremenu

(6.43) oF,. o

dF  OF n

it~ ag? T op T o

pa zamenimo ¢’ i p; odgovarajuéim izrazima iz Hamilton-ovih jednacina (5.29),
¢ime dobijamo

AF _OF OH OF ((OH .\ 0F
dt — 9q¢t Op; Op; oq* ‘ ot’
$to se moze napisati u konciznijem obliku

dF OF . OF
(6.44) o~ P H Qi+

dt
gde su uvedene po njemu nazvane Poisson-ove zagrade
oF 0G OF 0G
dq' dpi  Opi Og
Ako je QF =01 0F/0t = 0, ova relacija se svodi na

(6.45) [F.G] =

dF
6.46 — =[F,H
(6.46) !
odakle se izvodi sledeéi zakljucak. Ako je pod tim uslovima [F, H] = 0, biée i

dF/dt = 0, te je velicina F(q',p;,t) integral (ili konstanta) kretanja: F(¢‘, p;,t) =
const, a vazi i obrnuto: iz pretpostavke dF/dt = 0 proizilazi da je i [F, H] = 0.
Prema tome, pod uslovom da je QF =01 0F/0t = 0, potreban i dovoljan uslov da
neka veli¢ina F(q%, p;, t) bude integral kretanja je [F, H] = 0.

Ovaj kriterijum obuhvata i funkcije ovog tipa koje izrazavaju zakon odrzanja en-
ergije, izrazen u kanonskim promenljivima. Tako npr. ako je funkcija F' = H(q*, p;),
tj. jednaka Hamilton-ovoj funkciji koja ne sadrzi eksplicitno vreme i ako je @; =0,
ona ¢e zadovoljavati navedeni kriterijum

[F,H]=[H,H| =0
i predstavljade integral kretanja, u saglasnosti sa relacijom (6.20).

Ovako definisane Poisson-ove zagrade imaju niz osobina, od kojih navedimo samo
sledecu

(6.47) [A,[B,C]] + [B,[C, A + [C,[A,B]] = 0

Ako se ovde za A i B uzmu dva integrala kretanja i stavi C' = H(q’, p;,t), odavde
je izveden slededi zakljucak: Ako imamo dva integrala kretanja Fiy(q', p; t) =



33

const i Fy(q*, p;,t) = const, njihova Poisson zagrada bié¢e takode integral kretanja:
[F1, F»] = const. Ovaj stav poznat je pod nazivom Poisson-ova teorema i pomoéu
nje se mogu dobiti, pored veé poznatih, i novi nezavisni integrali kretanja.

Napomenimo na kraju da se dublji smisao ovog probelma moze sagledati sa as-
pekta kanonskih (ili kontaknih) transformacija, a to su takve transformacije kanon-
skih promenljivih koje ostavljaju oblik Hamilton-ovih jednacina invarijantnim (v.
npr. [8]). Pri tome se pokazuje da se kretanje ovakvih sistema na koje dejstvuju
samo potencijalne sile moze shvatiti kao niz beskona¢no malih kanonskih trans-
formacija, pa se na osnovu relacija za ovakve transformacije dobija odgovarajuéa
formula (6.44) za Qf =01 0F/0t = 0.

7. PROSIRENJE ZAKONA ODRZANJA ENERGIJE ZA REONOMNE SISTEME
(¢ije je kretanje ograni¢eno vezama koje eksplicitno zavise od vremena)

7.1. Razlicitost energijskih zakona u vektorskoj i Lagrange-evoj formu-
laciji mehanike. U slucaju vektorske formulacije mehanike osnovna jednacina
dinamike ima oblik

dv,
dt
gde smo aktivne sile razlozili na potencijalne i nepotencijalne ukljuc¢ujuéi i neidealne
sile reakcije, oznacene zvezdicom, pa ako je pomnozimo sa dr, = ¥,dt, dobi¢emo

(7.1) m,—~ = FP' L F* + B4 (y=1,2,...,N),

1 . . .
(7.2) my @, - dv, = d <2mﬂ7§> - (Fgof Iy Rf,d) - dF,
Ako su potencijalne sile konzervativne, prvi ¢lan na desnoj strani je jednak
= o1l
7.3 FPot . dp, = ——— . dF,, = —dII,
(73) P dF, =~ T

gde je II potencijalna energija sistema cestica. Posto kod reonomnih sistema veze

eksplicitno zavise od vremena, imaéemo

0 0
Ji“ -dF, + O

or, ot

pa treéi ¢lan s desne strane relacije (7.2), prema definiciji idealnih sila reakcije

Rid = X,(8f,/07,) bide

fu(@,t)=0 = dt =0,

0fu

- of
(7.4) Ryl dry = 2, 52 o

ot
Ako jo$ pretpostavimo da nema nepotencijalnih sila ili bar da je njihov rad jednak
nuli (F} - dr, = 0), relacija (7.2) dobija vid

Py, = =N 2 dt

0fu

AT = —dIl =\,

dt,

pa integracijom dobijamo

(7.5) T+II=- / )\M%dt + const
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i ova integralna relacija predstavlja zakon odrzanja energije za reonomne sisteme u
vektorskoj formulaciji mehanike.

U slucaju Lagrange-ve formulacije mehanike osnovne jednacine kretanja su La-
grange-eve jednacine (4.23)

d OL 0L
dt 0¢*  9q'
pri ¢emu je kod reonomnih sistema kineticka energija kvadratna funkcija genera-
lisanih brzina

(7.6) =Q; (i=12...,n),

I y
(7.7) T = iaiquqk +bid'+c=To+Ti+ Ty

Videli smo da je u ovom slu¢aju, polaze¢i od opsteg Jacobi-evog zakona odrzanja
energije u generalisanim koordinatama (6.24)

oL
(7.8) &= o ¢' — L = const,
dobijen Painlevé-ov integral energije za reonomne sisteme (6.31)
(7.9) E =T, —Ty+1II = const.

Odavde zapazamo da iako ovi zakoni odrzanja energije u dvema formulacijama
mehanike vaze pod istim uslovima, oni su bitno razli¢iti! U vektorskoj formulaciji
mehanike u zakonu odrzanja energije (7.5) uticaj nestacionarnih veza ukljucen je
preko gornjeg integrala, a kineticka energija sistema tu figuriSe u punom iznosu.
Medutim, u Lagrange-evoj formulaciji mehanike u zakonu odrzanja energije (7.9)
nema uticaja nestacionarnih veza, a kineticka energija se pojavljuje samo u de-
lovima, mada je to korektan izraz za odgovarajuc¢u generalisanu energiju.

7.2. Modifikacija mehanike reonomnih sistema (V. Vuji¢ié, 1987 [14]). Ima-
juéi sve ovo u vidu, V. Vujic¢i¢ [14] je prvi izvrsio modifikaciju dinamike reonomnih
sistema, ¢ije kretanje je ograni¢eno nestacionarnim vezama, sa osnovnim ciljem da
se u okvirima Lagrange-eve formulacije potpunije prikazu odgovarajuéi energijski
odnosi, koji bi ukljuéili sve faktore koji na njih uticu. Pri tome se pretpostavilo da
vreme u nestacionarnim vezama uvek figurise u vidu neke funkcije ¢(t) i ta veli¢ina
je uzeta kao dopunska, tzv. reonomna generalisana koordinata

fl7,,o(t)] =0, dop. gener. koordinata ¢° = ()
qa :{ql (i:172""7n)’ qo :(p(t)}7

gde smo sa ¢ oznacili ovako proSireni skup generalisanih koordinata. Ovde je, za
razliku od primarnih ¢, zavisnost dopunske generalisane koordinate ¢° od vremena
unapred data i odredena samim oblikom nestacionarne veze.
Na osnovu ovih osnovnih ideja dobijene su odgovarajuée Lagrange-eve jednacine
u generalisanim koordinatama, polazeé¢i od Lagrange-evih jednacina sa mnozitelji-
ma veza
of

or,

(7.10)

m,a, :ﬁ,, + A
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mnozed¢i ih vektorom g, = 97, /0q¢” i sumirajuéi po indeksu v

or, - Or, of ory,
7.11 Ly =F,- A—- =0,1,2,...,n),
( ) v oq> 0q* + or, 0q“ (a n)

Clan na levoj strani moze se transformisati na slican na¢in kao u uobicajenoj
Lagrange-evoj formulaciji, imajuéi u vidu da je 04, /9¢* = 0r, /0q™ i <% (OF, /0q®)
= 0U, /0q“ (v. obrazlozenje uz formule (4.15) i (4.16))

(7.12) muﬁy . % _ 4 <myz7u 67",) — myU, - i <8T”> _dor or

dg~  dt g dt \d¢>) — dtd¢*  dg*
Pri tome, posto je ovde ¥, = (97,/0¢%)¢", kineticka energija sistema uvek je
homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina
1 1 or, Or
(7.13) T=omd, = 5ao,gqaq'ﬂ, ap = my—2 . 2¥

g™ 0gP’

gde su koeficijenti a3 komponente odgovarajuceg metrickog tenzora.

Prvi ¢lan na desnoj strani relacije (7.11) predstavlja odgovarajuée generalisane
sile, kojih u ovom slu¢aju ima jedna viSe nego u uobic¢ajenoj Lagrange-evoj for-
mulaciji, naime ona koja odgovara dopunskoj generalisanoj koordinati ¢°. Smisao
poslednjeg ¢lana moze se sagledati ako se formiraju totalni parcijalni izvodi nesta-
cionarne veze (7.10) u obliku f(7,,¢°) = 0 po ¢' i po ¢°, imajuéi u vidu da
ova funkcija zavisi eksplicitno samo od ¢°, a implicitno od svih ¢® preko vektora

polozaja 1,
<8f> _OL Oy e )
tot

aq’ or, 9I¢
(7.14) g o
oy _or om0
¢ ) .. O, 0¢°  9q°
Na osnovu ovoga poslednji ¢lan u relaciji (7.2) bice
o a—»y O7 Z&a:l,?,...,n
(7.15) ZoL O af
ar, 0q% “A=—=Ry, zaa=0,
q°

pa se jednacine (7.11) mogu razloziti na dva dela

dor oT

(7.16) G og @ (=LZon)
. ial — al — Q + R,
dtagd 9o~ 0T
gde je, prema (7.15)
of 54 Or
7.17 = _\—L = R
(7.17) Ry 90 Ry 900
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Ako su sve aktivne sile potencijalne, tj. oblika Q, = —0II/dq* i ako se veli¢ina
Ry moze prikazati kao izvod neke funkcije po ¢”
dP
7.18 Ry=——— P =— [ Rodg"
(715) 0= 57 | o

Lagrange-eve jednacine (7.16) grupisanjem srodnih ¢lanova mogu se napisati u ob-
liku

d oL oL
7.19 —— —— = =0,1,,2...
( ) dt aq'a aqa (a 3 9 7n)’
gde je nova Lagrange-eva funkcija
(7.20) L(g*,¢%t) =T — (I +P)

Ove diferencijalne jednacine predstavljaju odgovarajuce Lagrange-eve jednacine u
ovakvoj modifikaciji mehanike reonomnih sistema, pri ¢emu se one razlikuju od onih
u uobicajenoj Lagrange-evoj formulaciji samo po dopunskoj jednaéini za o« = 0, koja
odgovara dopunskoj generalisanoj koordinati ¢°. Ovako definisana veli¢ina P potice
od uticaja nestacionarnih veza i karakteristi¢na je za ovu formulaciju mehanike, a
zbog izvesne sli¢nosti sa potencijalnom energijom nazvana je reonomni potencijal.
On se moze nadi posto se prethodno nade veli¢ina Ry, ili prema samoj definiiciji ili
iz Lagrange-evih jednacina, pa se potom nade P integracijom (7.18) kao funkcija
od ¢°.

Dobijene su i odgovarajuée Hamilton-ove jednacine, uvodeéi generalisane impulse
na uobicajeni nacin
(7.21) Do & % =anpd® (@ =0,1,2,...n),
a posto je za prirodne mehanicke sisteme uvek |aqg| # 0, ovaj sistem jednacina
uvek se moze resiti po ¢

(7.22) i =aps (@=0,1,2,...,n),
gde je a®® konjugovani metricki tenzor. Pri tome je Hamilton-ova funkcija defin-
isana kao ukupna mehanicka energija izrazena u kanonskim promenljivima

« d f ]‘ « «
(7.23) H(q pa;t) = E = 50" paps + V(¢*,1),

gde je V prosirena potencijalna energija. Polaze¢i od Lagrange-evih jednacina za
potencijalne sile (7.19) i uvodeéi generalisane impulse, neposrednim rac¢unom je
pokazano da je

_GoL _oL _OoFT oV __OE
dt 9>  Og“ dq>  Og» dqv’

a s druge strane je, posto V ne zavisi od p,

oT OF

po Opa’

Pa
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te su tako dobijene Hamilton-ove jednacine u obliku

oF
7.24 o =—7—, (“=— (a=0,1,2,...,n
(7.24) Pa o= =, ( )

Napomenimo da se do ovih jedna¢ina moze dodi i na drugi, znatno jednostavniji
nacin, posto je veli¢ina (7.23) ekvivalentna sa odgovarajuéom definicijom prosirene
Hamilton-ove funkcije

oG
§to se moglo i ocekivati, jer je ovde kineticka energija homogena kvadratna funkcija
generalisanih brzina. Stoga umesto prethodne definicije mozemo uzeti

(7.25) H(q™, part) = pai® — L —L=2T—(T-T-P)=T+1+P,

(7.26) H(g®,part) = pad® = L =T+ 11+ P,
odakle se na osnovu Lagrange-evih jednacina (7.19) neposredno dobija

doL oL 9 oM

Po= Gog = o~ o T "= "0

kao i

OH 0 . . .

— = —(Pa _ E Ot7 O¢7t — O(’

o e [Pad (", 4% )] =4
a to su odgovaraju¢e Hamilton-ove jednacine

oH OH

7.27 o =—7—, (“=— («=0,1,2,...,n
(7.27) R A )

koje su potpuno ekvivalentne sa jednac¢inama (7.24).

Na osnovu ovih rezultata Vujici¢ je posebnu paznju posvetio energijskim odno-
sima u ovoj formulaciji mehanike. Ako se pode od vektorske formulacije, videli
smo da u slucaju kad su sve aktivne sile konzervativne (9II/0t = 0) i kad nema
nepotencijalnih sila ili je bar njihov rad jednak nuli (I:’;f -dr, = 0), vazi zakon
odrzanja energije (7.5), 1 u slu¢aju samo jedne nestacionarne veze ima oblik

(7.28) T+II= —/Aaa—{dt+const

Ako sad pretpostavimo da je funkcija u ovom integrandu A(0f/0t) integrabilna i
ako rezultat ove integracije oznac¢imo sa P

of
7.29 P= [ A=dt
(7.20) [
prethodna relacija dobija oblik
(7.30) E=T+1+ P = const

Ovaj rezultat dobijen je i na stroziji nacin, ako se pode od Lagrange-evih jedna-
¢ina (7.16) u ovoj formulaciji mehanike:

d oT  OT o
o g = Qe 0B (a=0,1,2,...,n),
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gde je 80 Kronecker-ov simbol, pa se one pomnoze sa dg® = ¢*dt i izvr§i sumiranje
po indeksu «

T or
31 s | = a 0 o
(7.31) q“d (aqa) 9 dq® = (Qa + 04 Ro)dq

Ako se leva strana transformise na sledeéi nac¢in

d(aT ~a) 8T dqa 8T dqa :d<8T .a —T) :Qadqa+ROdq0a

o) o~ o o
pa se pretpostavi da su sve aktivne sile konzervativne, bi¢e Q,dq® = —dlI, te se
ova relacija moze napisati u obliku
oT
7.32 d| =—4¢*—T+11) = Rodq"
(7.52) (i =7 10) = Rady

Posto je ovde kineticka energija homogena kvadratna funkcija generalisanih brzina,
prema Euler-ovoj teoremi za homogene funkcije bice

pa se prethodna relacija svodi na
(7.33) d(T +TI) = Rydq°.

Odavde se integracijom neposredno dobija opSti zakon odrzanja energije za re-
onomne sisteme u ovoj formulaciji mehanike

(7.34) T+1II= /Rodqo + const,

a ako se veli¢ina Ry moZe izraziti kao izvod neke funkcije po ¢% u obliku (7.18), tj.
kad je fRodqo = —P, prethodna relacija se svodi na

(7.35) E=T+1+ P = const

To je odgovarajuéi zakon odrzanja proSirene mehanicke energije, gde je potenci-
jalna energija proSirena reonomnim potencijalom P. Ovaj zakon odrzanja bitno
se razlikuje od Painlevé-ovog integrala energije (7.9) u uobicajenoj Lagrange-evoj
formulaciji, jer za razliku od njega on ukljucuje uticaj nestacionarnih veza na en-
ergijske odnose preko reonomnog potenzijala i sadrzi kompletnu kineticku energiju
sistema.

Sem toga, izvrsena je i modifikacija nekih opstih principa mehanike, pre svega
d’Alembert—Lagrange-evog i Hamilton-ovog principa, iz kojih se takode mogu dobiti
ovi rezultati.

Primer: kretanje cestice u polju Zemljine teze po strmoj ravni, koja se pomera
uniformno duz horizontalne ose brzinom V' (v. sl. 3).

Ako izaberemo koordinatni sistem kao na slici i vreme racunamo od trenutka
kad je pol A pokretnog sistema referencije bio u tacki O, polozaj Cestice ogranicen
je uslovom tga = z/(Vt — y), i to je nestacionarna veza, koja se moze napisati i u
obliku

(7.36) f(A,t)=sina(Vt—y) —cosa-z2=0
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SL. 3

Polozaj Gestice na strmoj ravni moze se odrediti generalisanim koordinatama ¢* = x
i¢? = ¢, a za dopunsku generalisanu koordinatu, sugerisanu oblikom nestacionarne
veze, treba uzeti ¢° = y4 = Vt. Tada su veze izmedu pravouglih i ovih koordinata

(7.37) T =, =¢" —€cosa, z=Esina,

pa su kineticka i potencijalna energija Cestice
r . . . I . : ;.
T = im(av2 + 9?4 22 = §m[x2 + (4o — Ecosa)? + (Esina)?], T =mgz

odnosno
1 ) . ..
(7.38) T= 5[:102 + €2+ (¢9)% —2¢¢0cosa), II =mgésina

Prosireni sistem Lagrange-evih jednacina (7.16) za generalisane koordinate z, ¢
ig®
dor o _ ol dor or ol dor or _ ol o
dt 9 9r Oz’ dtoé 9 0 dtop d° 90 °
ovde ima oblik

a(mm) =0, i(mﬁ —mg® cos ) = —mgsina,
(7.39)

d - :
a(mq0 —mé&cosa) = Ry

Veli¢ina Rg moze se nadi eliminacijom &, imajuéi u vidu da je ¢° = V' = const, tako
§to iz druge jednacine uzmemo mé = —mg sin «, pa uvrstavanjem u treéu dobijamo

(7.40) Ry = —mé cos a = myg sin a cos a
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d

Posto je Ry = — 70 (—mgsin a cos a q°), postoji reonomni potencijal i on je odreden
q

sa (7.18)

(7.41) P= —/Rodqo =— /mg sinacosa dg® = —mgsinacosa - ¢°

U ovom slucaju zadovoljeni su svi uslovi za postojanje zakona odrzanja energije
(7.35), naime aktivna sila F' = mg je konzervativna, nema nepotencijalnih sila i
postoji reonomni potencijal, pa vazi ovaj zakon odrzanja energije u obliku

1 o -
(7.42) E=T+I+P = mli’ + & +(¢°) — 20 cosal+

+ mgésina — mgsina cosa ¢° = const,

Sto se moze potvrditi i neposrednim putem da je d€/dt = 0.

Na osnovu svega ovoga vidimo da je na ovaj nac¢in izvrSena ozbiljna modi-
fikacija mehanike reonomnih sistema, ¢ime je ukazano na nedovoljnost uobicajene
Lagrange-eve formulacije ovakvih sistema, mada formalno korektne, §to se poseb-
no ispoljava u odsustvu uticaja nestacionarnih veza na energijske odnose, kao i na
neprirodno pojavljivanje samo delova kineticke energije sistema.

7.3. Trazenje odgovarajudée teorije (D. Musicki, 1992 [15]). Podstaknut rezul-
tatima V. Vujic¢ica, D. Musicki [15] je potrazio odgovarajuéu teoriju, koja bi na
zadovoljavajuéi na¢in dala objasnjenje dobijenih rezultata u navedenoj modifikaciji
mehanike reonomnih sistema, $to se odvijalo u dve faze.

Prva faza: jedna parametarska formulacija mehanike, koja se zasniva na dvo-
strukoj ulozi vremena za ovakve sisteme (nezavisno promenljiva i parametar u
vezama) 1 na zameni vremena kao parametra jednim novim parametrom, koji je
odreden samim oblikom nestacionarne veze i uzima se za dopunsku generalisanu
koordinatu.

Druga, sledeca faza je prosireni Lagrange-ev formalizam, koji se odnosi na malo
opétije nestacionarne veze f,[7,,¢q(t)] = 0 i zasniva se na prosirenju skupa iza-
branih generalisanih koordinata novim veli¢inama 7, = ¢, (t), kojih ima najcesce
samo jedna, za koje je pokazano da odreduju polozaj pridruzenog sistema referen-
cije, u odnosu na koji se odnose ove generalisane koordinate. Na taj na¢in proSireni
skup generalisanih koordinata je

(743)  ¢*=A{ ¢'(i=1,2,...,n) i ¢“)a=n+1,...,n+A) },
odreduju polozaj meh. odreduje polozaj ovog sis-
sistema u odnosu na pri- tema u odnosu na neki
druzeni sistem referencije inercijalni sistem

pri cemu je zavisnost dopunskih generalisanih koordinata od vremena unapred data.
Primer: kretanje ¢estice pod uticajem proizvoljnih sila po sferi polupre¢nika R,

¢iji se centar uniformno pomera duz horizontalne ose brzinom V (v. sl. 4).

Ako izaberemo koordinatni sistem kao na slici, jednacina ove pokretne sfere

(7.44) (x —Vt)? +y* + 2% = R?
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predstavlja odgovarajuéu nestacionarnu vezu. Polozaj Cestice na ovoj sferi moze se
odrediti pomoéu sfernih koordinata ¢! = 6 i ¢> = ¢, a za dopunsku generalisanu
koordinatu treba uzeti ¢ = ¢° = x4 = Vt, jer to je veli¢ina, sugerisana oblikom
nestacionarne veze koja se menja prema zakonu 7 = V't.

Kao polazna tacka ovde je uzet ukupni rad idealnih sila reakcija duz virtuelnih
pomeranja Cestica d’A = R?,d - 07y,. Virtuelna pomeranja d7, ovde su ogranic¢ena
samim nestacionarnim vezama, pri ¢emu moramo prosiriti sam pojam varijacije
polozaja na dopunske generalisane koordinate ¢* = 7, = ,(t), koje takode moraju
biti varirane, tako da su virtualna pomeranja odredena uslovima

of of
4 ) Ta) = “oF, 4+ i, =
(7.45) JFma) =0 = 00, 4 5 20T, = 0
Tada je ovaj rad idealnih sila reakcija Rid & 1 (0f,/0F,) na osnovu ovih uslova
jednak
. of of
A — pid | s2 [ V- [
d'A= R0, =\, o7, or), A ar. 0Tq,
tj. oblika je
7.46 d'A=R". 57, = R0,
( v a
gde je
0 S0 Oy
(7.47) RO = -, e _ e O

e
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Ovaj rezultat bitno se razlikuje od odgovarajuéeg rezultata u uobic¢ajenoj Lagran-
ge-evoj formulaciji, gde je Eid -1, = 0 1 predstavlja jednu od bitnih karakteristika
ove formulacije mehanike.

Pomocéu ovog rezultata formulisan je odgovarajuci d’Alembert—Lagrange-ev prin-
cip, polazeé¢i od osnovne jednacine dinamike

myd, = F, + % (v=1,2,...,N),

mnozeéi je sa 07, i sumirajucéi po indeksu v. Tako dolazimo do relacije
(F, —my,a,) - o7, = — R . 67,
a zamenjujuci ﬁffl - 07, izrazom (7.46) dobijamo d’Alembert—Lagrange-ev princip u
ovoj formulaciji mehanike
(7.48) (F, —m,a,) - 67, = —R%07,

Ako se ovaj princip prevede u ove generalisane koordinate, stavljajuéi 67, =
(07, /0q™)dq® i transformiSuéi poslednji ¢lan na slican nacin kao u uobicajenoj
Lagrange-evoj formulaciji, imajuéi u vidu da je i ovde 0v,/0¢* = 0F,/0q" i

d = (e} — g «
%(ary/ﬁq ) = 01, /0q

. 07y, d < - 87”7,) L d <8FU> d oT  OT
my,U, + 7— m, U — My, - — = —

dq>  dt v g dt \9q*) ~ dt g~ g™’
dobijamo ovaj princip u generalisanim koordinatama

d oT  0oT
7.49 §eRY— ———+—]0¢* =0
74 (@nbsart = 5+ e o =0
gde je ¢ Kronecker-ov simbol. Odavde zbog proizvoljnosti i nezavisnosti varijacija
0q® sledi da svi koeficijenti uz ¢ moraju biti jednaki nuli
dor or

7.50 — - —— =Q.+R" (a=1,2,...,n+ A

( ) dt aqa aqa QOC a~ta ( )

Ako jos generalisane sile (), rastavimo na potencijalne i nepotencijalne, oznacava-
juéi ove poslednje sa zvezdicom, ove jednacine mozemo napisati eksplicitno u obliku
dveju grupa jednacina

ifa;-*faL,ZQ? (i=12,...,n)
dt 0¢* 0q*
(7.51) d oL oL
dOL 0L _ e P04l o miA
Giog o Qe e (a=n+l..n+d)

To su odgovarajuée Lagrange-eve jednacine u ovoj formulaciji mehanike, ¢iji je
broj n’ = n 4+ A, gde je A broj dopunskih generalisanih koordinata. Prva grupa
jednacina poklapa se sa Lagrange-evim jednacinama u uobicajenoj formulaciji i
stoga daje iste jednacine kretanja q' = ¢*(¢) (i = 1,2,...,n) kao i u toj formulaciji
mehanike, ali druga, specificna grupa jednacina zajedno sa prvom dace potpunije
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energijske zakone. Ako se velicine R) mogu izraziti kao parcijalni izvodi neke
funkcije po odgovarajucoj promenljivoj ¢*

(7.52) RY = 5 © P= —/Rgdqa,

Lagrange-eve jednacine (7.51) grupisanjem srodnih ¢lanova mogu se napisati u ob-
liku

d oL 0L
7.53 - —— = =1,2,... A
(7.53) G0 ~ ogn Qe (0= hZntd)
gde je nova Lagrange-eva funkcija
(7.54) LG, ¢*t)=L—-P=T—(II+ P)

Ovako definisana funkcija P predstavlja izvesno uopstenje odgovarajuée Vuji¢i¢eve
funkcije, zadrzala je naziv reonomni potencijal i pokazano je da se iz kompletnog
sistema Lagrange-evih jednacina eliminacijom ostalih veli¢ina uvek moze izraziti
kao funkcija samo dopunskih generalisanih koordinata ¢®.

Na osnovu ovih Lagrange-evih jednacina (7.51) prouceni su odgovarajuéi ener-
gijski odnosi i pokazano je da ovde postoje dva tipa zakona promene energije d€ /dt
i odgovarajué¢ih zakona odrzanja. U tom cilju Lagrange-eve jednacine (7.51), koje
zajedno mozemo napisati u obliku

%STL@ - gTLa =Q5+0°R) (a=1,2,...,n+ A),
pomnozene su sa dg® = ¢*dt i izvrSeno sumiranje po indeksu «
(7.55) q“d (8L> — a—qua = (QF + 0°R%)dg”

0q™ g~ @ Tara

Ako se leva strana transformise na slican nac¢in kao u prethodnom slu¢aju, imajuéi
u vidu da L moze zavisiti i eksplicitno od vremena

d < aL -a> aL dqa aL dqa — d ( 8L -a> — dL + aidt - Qqua + R2d9a7

or' )" o "or o o
pa se podeli sa dt, dobija se opsti zakon promene energije
d&é d [ OL oL
7.56 — = — | —¢* =L = —— * o R0~a
( ) dt dt <8qa q ) ot + Qaq + a4

Ovako definisana generalisana energija za uobi¢ajene potencijalne sile na osnovu
Euler-ove teoreme za homogene funkcije bic¢e
oL oT
7.57 E=—44*—-L=—4q4"—-(T-1)=2T— (T -1I) =T +11I,
(7.57) el sl = (T =1 =20 — (T =1 =T+
pa ako je OL/Ot = 0, Q%4> = 0 i R0¢* = 0, vazi¢e zakon o odrzanju energije u
obliku
oL

7.58 = ——
( ) aqaq

Ako se velicine RY mogu izraziti u obliku parcijalnih izvoda neke funkcije po
odgovarajuéoj promenljivoj ¢%, tj. u obliku (7.52), bi¢e R2¢* = —(0P/dq%)¢* =

¢~ L=T+1I = const
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—dP/dt, jer P zavisi samo od promenljivih ¢*. Ako se ovaj izraz uvrsti u zakon
promene energije
d¢ d (0L . oL . dP
— = o L) =+ Qud" —
dt — dt \ 0¢* ot dt
grupisanjem srodnih ¢lanova i uvodeéi funkciju £ = L — P, ovaj zakon se moze
izraziti samo pomocu ove funkcije

dgpros d (0L oL

7.59 =—|==¢"—-L]=—F g
(7:59) dt dt (aqaq ) or T @ad

Ova generalisana energija, takode primenom Euler-ove teoreme za homogene funk-
cije bi¢e jednaka

T
8£,£8.

gproé _ e

= —q% — — = — —II -
gge ! 5 (L—P)=2T— (T P)

odnosno
(7.60) EPFS =T 4+ 11+ P,

pa ako je jo§ 0L/0t =01 QF¢* = 0, vazite zakon o odrzanju energije u obliku

(7.61) geros = 0L
OG>

Osnovna karakteristika ove formulacije mehanike je, za razliku od uobicajene
Lagrange-eve formulacije, da prosirene generalisane koordiate z® (o = 1,2,...,n+
A) odreduju polozaj posmatranog mehanickog sistema u odnosu na isti, inercijalni
sistem referencije u odnosu na koji se odnose sve dinamicke veli¢ine kao i energi-
jski zakoni. Zahvaljujuéi ovoj osobini, energijski zakoni za reonomne sisteme u
ovoj formulaciji mehanike su u potpunoj saglasnosti sa odgovaraju¢im zakonima
u vektorskoj formulaciji mehanike ako se izraze pomocu veli¢ina uvedenih u ovoj
formulaciji, a logicki konzistentniji, opstiji i prirodniji od odgovarajuéih zakona u
uobic¢ajenoj Lagrange-evoj formulaciji.

Ova teorija je docnije prosirena na neholonomne sisteme i na sisteme sa pro-
menljivom masom (D. Musicki), uz uvodenje i nekih novih pojmova. Pri tome se
pokazalo da se u slu¢aju neholonomnih sistema mora poéi od efekta idealnih sila
reakcija i Jourdain-ovog principa mehanike, a u slucaju sistema sa promenljivom
masom od d’Alembert-Lagrange-evog principa prilagodenog promenljivosti masa.
Pomocéu Lagrange-evih jednacina koje proizilaze iz ovih principa pokazano je da
u oba slucaja postoje Cetiri tipa zakona promene energije d€/dt i odgovarajuéih
zakona odrzanja, gde pored reonomnog potencijala figurisu i izvesne ovde uvedene
analogne velicine.

¢ —L=T+1+ P = const

8. ZAKONI ODRZANJA PRIMENOM NOETHER-INE TEOREME
(EMMY NOETHER, 1918 [16])

8.1. Teorema Emmy Noether. U svom radu “Invarijantni varijacioni problemi”
[16], objavljenom 1918. godine (na nemackom) Emmy Noether je razmatrala prob-
lem invarijanata varijacionih zadataka, objedinjuju¢i metode varijacionog racuna
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sa metodama teorije grupa S. Lie-a. Pri tome je dala opsti algoritam za nalazenje
potpunog sistema invarijanata ma koje fizicke teorije, formulisane u terminima
Lagrange-evog ili Hamilton-ovog formalizma (v. npr. L. Polak [4], str. 322-336).
Ova Noether-ina teorema je primenljiva ne samo u klasi¢noj mehanici i teoriji polja
(E. Hill, 1951), veé i u kvantnoj mehanici i teoriji polja (Bogoljubov i Sirkov, 1957),
uz izvesne generalizacije i koriSéenje savremenog matematickog aparata (Scarlet i
Contrijn, 1981).

8.2. Totalna varijacija dejstva. Primena teoreme Emmy Noether zasniva se na
totalnoj varijaciji dejstva i stoga se prethodno kratko osvrnimo na sam pojam
totalne varijacije. U tom cilju, uporedo sa skupom realnih putanja ¢estica sistema,
izrazenih u vektorskom obliku ili pomoc¢u generalisanih koordinata

(81) FV:FV(t) (V:1a27-~-aN) And qZ:ql(t) (i:1>27~-~7n>7

zamislimo familiju variranih putanja Cestica, prikazanim malo izmenjenim funkci-
jama vremena u nekom vremenskom intervalu (o, ¢1)

(8.2) 7, =70t) (v=1,2,....,N) & ¢ =qt)(i=1,2,...,n)

i definisanih na uobic¢ajeni nacin. To znaci da se ove varirane putanje smeju

A
q

/’Sq’{
9 t At t

\4

SL. 5

samo malo razlikovati od realnih i moraju biti u saglasnosti sa vezama, u ostalom
pogledu mogu biti sasvim proizvoljne. Tada se totalna ili asinhrona varijacija neke
generalisane koordinate definise kao (v. sl. 5)

(8.3) Ag' it + At) — ¢ (1),
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a ako se funkcija E(t + At) razvije u Taylor-ov red i zanemare visi ¢lanovi

— — dq’ — ,
¢i(t+ At) = gi(t) + At (dqt> + () +d A
0
dobija se
(8.4) Ag' = qi(t) — ¢'(t) + ¢’ At = 6q' + ' At

Na slican nacin, za ma kakvu ftgkgiju oblika F(q*,q",t) njena totalna varijacija
biée, posle razvijanja funkcije F(¢?, ¢*,t) u Taylor-ov red
(8.5) AF = F(t+ At) — F(t) =~ 6F + FAt

Medutim, dok su operacije simultanog variranja i diferenciranja po vremenu

) ) ) d )
komutativne, tj. 6¢* = —(d¢"), za totalne varijacije to ne vazi: Ag¢* # %(Aql). U

dt _
tom cilju primenimo formulu (8.5) na funkciju F' = ¢

A =6+ ¢int =4

. , d o ,
el % PAL = —(Ad* — ¢*A itA
5 (00") +q'At = - (Ag" — ¢"At) + ¢ At
d , . d .
= DAY — At — g LA S A
g (Bd) —d"At = ¢'— (Al) + G AL,
odnosno izmedu operacije A i d/dt postoji veza
i dg’ _d i i d
(8.6) A¢ = A—r = 2 (A) — ¢ (A)

Na osnovu ovih rezultata moze se naéi totalna varijacija dejstva, koja je prema
definiciji ovog pojma jednaka razlici dejstva na variranom i na stvarnom putu pos-
matranog sistema

. t1 o
(8.7) aw = [ 1@ dnd- [ L i o
to to
gde je
(8.8) ¢ =q +Ad, ¢ =q+A¢, T=t+At

Prvi integral moze se razloziti na tri integrala

E( vaie [T Cyas [Moyas [T Ovaie M0 @
to to+Ato to t1 to

jer su prvi i tredi integral zanemarljivi u odnosu na drugi, tako da imamo

t1 . ) ) t1 t1
AWQ:/ [L(qi,qi,i)df—L(ql,q'l,t)dt]:/ A(Ldt):/ [ALdt + LA(d1)],
to to

to

a posto su operacije A i d komutativne, ova relacija moze se napisati u obliku

t1
(8.9) AW ~ / [AL 4 Ld(At)} dt
" dt
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Ako se ¢lan AL(q?, 4%, t) razvije, pri ¢emu se A¢® zameni izrazom (8.6) iz relacije
izmedu operacija A i d/dt, dobija se
(8.10)

AW — oL

hfoL, ., OL[d,  , .d d

-Aq" - | —(Aq") — ¢"— (At —At+ L—(At) p dt
{aqz 7T 5 {dt( @) =g )} g AL )}
Ovde mozemo izvrsiti sledece transformacije, u cilju da se izdvoje clanovi koji se
mogu napisati u vidu vremenskih izvoda

to

d d dL d oL , OL ., OL
Lo (Af) = (LAY — ZiAt = 7 (LAY — (&]iq + 570 8t>At
oL d ., d (dL, ;)\ d [OL\ , .,
(&41) a0 = i ()~ (57) 2

oL . d d (0L ., d (OL\ .. oL .
A =L (Zgiar) - L (22 ) giar— ZEgia
AT (aqzq t) dt (aq'z)q b= gt At

Ako ove izraze uvrstimo u prethodnu relaciju, ima¢emo

tror . d (0L . . d (8L ,
AW = A+ 2 ([ Zagd) - L () ag
; [aqz Tt g (aq'z q) dt (aq'z) 1
d (8L .. d (OL\ oL .
SO (i) + L () sia A
dt (ach t)+dt (a(r)q Toag A

oL d oL ., 0L, 0L
o At 2 (LAY — (Wq + gl + 8t> At} ,

pa posle grupisanja srodnih ¢lanova totalna varijacija dejstva moze se prikazati u
obliku

¢’
oL B i oL
Oq¢*  dt 9¢t

koji vazi sasvim generalno, u opstem slucaju.

ty

AW :/ {d [81,—“, (Aq' — §'At) + LAt}
. Ldt

(8.12) 0

)¢ —qao}a

8.3. Noether-ina teorema u klasi¢noj mehanici (E. Hill, 1951 [17]). E. Hill
je prvi primenio teoremu Emmy Noether na mehaniku 1951 godine [17], na sisteme
koji se mogu odrediti pomoéu Lagrange-eve funkcije sa viSe nezavisno preomenljivih
i pokazao kako se pomoc¢u nje mogu dobiti zakoni odrzanja, uklju¢ujuéi kao speci-
jalni slucaj sistem cestica u klasi¢noj mehanici. U ovom poslednjem sluc¢aju ova
primena Noether-ine teoreme moze se izvrsiti i neposredno, znatno jednostavnije i
to na sledeéi nacin (v. npr. Dobronravov [18]).

Posmatrajmo sad takve transformacije generalisanih koordinata i vremena Ag?
i At koje ostavljaju dejstvo invarijantnim ili ga menjaju do integrala vremenskog
izvoda neke funkcije

tl . .
(8.13) AW =0 ili AW = / Agt, 1) dt,
to
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gde je A proizvoljna funkcija polozaja i vremena. Kaze se da je dejstvo u prvom
slu¢aju apsolutno invarijantno, a u drugom kalibraciono invarijantno, ili invari-
jantno do na kalibracioni term, a ovako uvedena funkcija A(q’,t) naziva se kalibra-
ciona funkcija. Uzmimo drugi uslov, koji obuhvata i prvi za A = 0, pa u njemu
AW zamenimo izrazom za totalnu varijaciju dejstva (8.12)

ty
/ { d {aL(Aqi —§'At) + LAt} + <8L - daL) (Aq" — q’At)} dt
to

dt | dg gt dt og'
t1
[
. dt

0

a posle izvesnog preuredenja ovaj uslov dobija vid

b4 oL, oL
\/to {dt [aquq+<LanLq)AtA:|

4oL AL\ ,. . . B

(8.14)

Izrazimo sad transformacije generalisanih koordinata i vremena Ag® i At u obliku
r-parametarske grupe izvesnih funkcija polozaja i vremena i r beskonatno malih
parametara €™ (m=1,2,...,7)

(8.15) A" =q' — ¢ =& (d" 1), At=1—t=c"E)(q" 1)

i tako definisane funkcije &, i £2, nazivaju se prostorni odnosno vremenski genera-
tori ove infinitezimalne transformacije. Ako jo§ stavimo A = &"A,,,, navedeni uslov
(8.14) moze se izraziti pomoc¢u ovih funkcija

h d [OL , oL ..\ .o
m . _ 7 _ _'1 _A
[, o [ s (2 G -]

16 son_ oL
_ el _ i a0 —

Odavde se izvodi sledeéi zaklju¢ak: ako nema nepotencijalnih sila, Lagrange-eve
jednacine (4.23) su zadovoljene u obliku Euler-Lagrange-evih jednacina
d oL 0L
dt ot Oq¢t

(8.17) Q=0

pa otpada drugi deo u relaciji (8.16)

b g [OL . oL .
M| =g+ (L= 4" ) &) — A | dt =0,
/to T {aqﬁ”( aq'lq>§m } 0

a zbog proizvoljnosti vremenskog intervala (to,¢1) 1 parametra €™ odavde sledi

oL
g’

(8.18) I, = qulffn-i— (L qi> € — A, =const (m=1,2,...,7)
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Prema tome, ako nema nepotencijalnih sila, svakoj transformaciji generalisanih ko-
ordinata i vremena koja ostavlja dejstvo invarijantnim ili ga menja do na kalibra-
cioni term odgovara r nezavisnih integrala kretanja oblika (8.18) (teorema Emmy
Noether za mehaniku).

8.4. Integral energije kao posledica translacije vremena. Sugerisani ranijim
zakljuckom da je zakon odrzanja energije posledica homogenosti vremena (v. ode-
ljak 6.5), uzmimo za transformacije generalisanih koordinata i vremena translaciju
vremena

(8.19) At =1t —t =¢e = const, Aqiza—qizoj

¢emu prema (8.15) odgovaraju, kao generatori ove transformacije £2, = 1i &, = 0.
Ako nema nepotencijalnih sila i ako je L/9t = 0, ova transformacija prema (8.10)
ostavlja dejstvo invarijantnim, ¢emu odgovara A = 0, te je zadovoljen uslov za
postojanje integrala kretanja. On je odreden formulom (8.18)

OL i OL i) o (9L
aqifm—i—(L aqu)fm Am—<L (%iq) 1 = const,

a to je zakon odrzanja energije

I =

oL .,
8.20 I=- -q' — L | = —& = const,
(520 (aq'lq >
u saglasnosti sa ranije dobijenim zakljuckom (6.24).
Napomenimo jo§ da se iz ove Noether-ine teoreme u sluc¢aju translacije koordi-
nata mogu dobiti zakoni odrzanja impulsa i momenta impulsa.

9. UOPSTENJE NOETHER-INE TEOREME ZA NEKONZERVATIVNE SISTEME

9.1. Generalizacija Noether-ine teoreme za nekonzervativne sisteme (B.
Vujanovi¢ i D. Dukié, 1975 [19]). Teorema Emmy Noether daje nam kriterijum pod
kojim uslovima postoje integrali kretanja i kakav oblik oni imaju, ali nam ne daje
odgovor na pitanje kako naéi transformacije (8.15) pri kojima postoje integarali kre-
tanja. Takav zadatak postavio je B. Vujanovi¢ delimi¢no u saradnji sa D. Duki¢em
[19] i to u &irem kontekstiu, sa dvostrukim ciljem: 1) kako naéi takve transfor-
macije generalisanih koordinata i vremena koje zadovoljavaju potrebne uslove, i
2) kako generalisati teoremu Emmy Noether tako da vazi i za nekonzervativne sis-
teme. Pokazalo se da su ova dva pitanja medusobno povezana i u tom cilju ovi
autori su progirili oblik funkcija generatora &, i £, definisanih formulama (8.15),
tako da one mogu zavisiti i od generalisanih brzina, pri ¢emu su se ogranicili na
jednoparametarske transformacije (sa nasim oznakama)

(91) qu :a_ql :Egi(qkaqkat)v At:g_t:é—go(qk7qkat)

Bas to prosirenje oblika ovih funkcija omogucéilo je da se odgovarajuéim prosirenjem
Noether-ine teoreme mogu naé¢i u mnogim sluc¢ajevima i izvesni integrali kretanja
za nekonzervativne sisteme.
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Ova generalizacija Noether-ine teoreme odvijala se u dva koraka. U prvom, koji
se odnosio na konzervativne sisteme, poslo se od totalne varijacije dejstva, koja
treba da bude invarijantna do na kalibracioni term

aw = [ ehet it 0.

pa se AW zameni izrazom (8.10), ¢ime se dobija

h(aL ., OL[d, ., .d
/to {8inq + o [dt(AQ)_q dt(At)]

+ %At—i—L 4 At —aA}dt:O

Ako se sad Aq® i At zamene izrazima (9.1) i izvrsi izvesno pregrupisavanje, pret-
hodna relacija se moze napisati u obliku

b TaL oL .\ ., OL .
. i Loy Lo jl g =
(9.3) /t a[aql ( &jlq)f + e }dt 0,

a posto je vremenski interval (tg, 1) proizvoljan kao i parametar e, odavde sledi da

mora, biti
oL ., OL .;\ :o aio_
aqi° +<L W-q)é ot

To je uslov za postojanje integrala kretanja, izrazen pomocéu funkcija generatora &°
i €2 i kalibracione funkcije A i nazvan je osnovna Noether-ina identi¢nost, a ako je
ovaj uslov zadovoljen, odgovarajuéi integral kretanja je odreden formulom (8.18)

= a?gi + (L — @qi §O — A = const
aq* g’

Ovaj uslov (9.4) mozZe se napisati i u eksplicitnom obliku, ako se razviju ovi
totalni vremenski izvodi funkcija £%,£° i A, §to posle pogodnog grupisanja élanova
daje

oL . OL [og , og 0L N (00, g .
oq +aqi<akq+at>+<L o ! ><8q +8t 5

O .,  OA . [OL o¢ D 00 A
: L— b Tl
<5q - 5t> T L%Z aq* * ( g1 ) gk o~

Ova relacija je oblika A + §*By, = 0, gde A i B ne zavise od §*, a da bi ona bila
zadovoljena mora biti A =01 B = 0, tj.

oL , OL [0 , d¢ oL 90 . 9E°
ag " ag (aqkq * 6t)+(L aqq> (aq "+,

(9.2)

oL
(9.4) i

(9.5)

(9.6)
O Ohy Oh_,
k ot
kao i
oL O¢ oL ;)\ 9€° 9N
0 aiaie + (=5 aiF a7 -
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Ove jednacine nazvane su generalisane Killing-ove jednacine i one u eksplicitnom
obliku izrazavaju uslov za postojanje integrala kretanja (Killing je ove jednacine
dobio sa sasvim drugim ciljem i to u specijalnom slu¢aju kad je &' = £¢(¢¥, ), €0 =0
i A =0). Smisao ovih jednacina sastoji se u slede¢em: ako se bilo kojim postupkom
nade bar jedno partikularno resenje ovih jednacina (9.6) i (9.7) za funkcije &,
€% i A, ili ekvivalentne osnovne Noether—identi¢nosti (9.4), zadovoljen je uslov za
postojanje integrala kretanja i on je tada odreden formulom (9.5).

Na ovaj nac¢in mozemo dobiti osnovne zakone odrzanja energije, impulsa i mo-
menta impulsa. Tako npr. ako je OL/9t = 0, jedno partikularno resenje general-
isanih Killing-ovih jednaéina za funkcije €7, €°1i A je

(9.8) ¢€=0 (i=1,2,...,n), € =A=const, A=0,

a odgovarajudi integral kretanja prema (9.5) bice

0L oL .\ ., B 0oL B
I*aqig +<L aqiq>5 A<L aqiq)Aconst

odnosno
oL
04t
u saglasnosti sa ranijim zakljuckom da je zakon odrzanja energije posledica trans-
lacije vremena (v. odeljak 8.4).

Medutim, izbor funkcija &%, €° i A koji daje isti integral kretanja nije jed-
noznacan. Na pr. ako uzmemo

(9.10) & =B¢, &€=0 A=0,

(9.9) &= ¢* — L = const,

formiramo generalisane Killing-ove jednacine i odredimo A tako da ove jednacine
budu zadovoljene, odgovarajuéi integral kretanja bice opet zakon odrzanja energije
(9.9).

Pri drugom koraku proucavanja ovog problema, koji se odnosi na nekonzervativne
sisteme, odgovaraju¢a generalisana Noether—ina teorema dobijena je polazeéi od
d’Alembert—Lagrange-evog principa (4.4)

(9.11) (ﬁy - myay) 67, =0,

pa se transformise u centralnu Lagrange-evu jednacinu i uvedu totalne varijacije
odgovarajuc¢ih promenljivih, pri ¢emu nije ¢ak ni pretpostavljeno da su operacije
variranja i diferenciranja po vremenu komutativne.

Ako se poslednji ¢lan transformiSe na slede¢i nac¢in

Lo, d I L e . - d, .
myv, - 0T, = g (m, v, - 67,) — my, T, - 00, + m, v, {5% — dt(érl,)}

gde drugi ¢lan na desnoj strani predstavlja varijaciju kineticke energije 67", d’Alem-
bert—Lagrange-ev princip dobija vid
d

= d L es I N o
(9.12) 0T + F, - 61, = a(muvy - 07,) + my, U, {67”1, - dt(&m)}
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Rastavljanjem aktivnih sila ﬁ,, na potencijalne i nepotencijalne, pri ¢emu je F;E)Ot .
or, = —(0I1/0F,) - 67, = —d1I1, leva strana moze se prikazati kao
5T + (ﬁfot+ﬁ:) 67, = 0T — oL+ > - 67, = 6L + F* - 67,

pa prethodna relacija prelazi u

% = d - fond — 5 d —
(9.13) oL+ F - 67, = %(muvy - 07,) + my T, {57’, - dt((;ru)}

Ako se prede na generalisane koordinate, stavljajuéi 67, = (97, /0q*)dq" i imajuéi
u vidu da je 9%, /04" = 07, /¢, dobija se

my T, - 07, = my, T, - ?92:' 6q' =m, v, - 882'; 6q' = g; 5q'
odnosno za obi¢ne potencijalne sile
(9.14) m, @, - 67, = g; 3q' = pidq’,
a na slican nacin se dokazuje da je
(9.15) o7, = S5067) | = [0 = 560
dt dt

a posto je ﬁlf - 67, = Q:dq', d’Alembert-Lagrange-ev princip (9.13) moze se
prikazati u vidu

(9.16) L+ Qi = i)+ i~ 504

To je centralna Lagrange-eva jednacina u uopsStenom, Hamel-ovom obliku, koja
moze sluziti kao baza za dobijanje relacija bez uobicajenog prihvatanja komuta-
tivnosti operacija variranja i diferenciranja po vremenu.

U ovom sluéaju prihvaéena je ta komutativnost, tj. d¢* = %((5qi), kad otpada
poslednnji ¢lan u relaciji (9.16), pa se prelazi sa sinhronih na totalne varijacije
na osnovu (8.4) i (8.5), stavljajuéi jos p; = OL/d¢", te centralna Lagrange-eva
jednacina postaje

oL
¢’
Ako se AL napise u eksplicitnom obliku, zamenjujuéi A¢* odgovarajuéim izrazom
iz relacije (8.6) izmedu Ag" i %(Aql), i transformise drugi ¢lan, ima¢emo

(9.17) AL — LAt + Q; (Aq' — ¢'At) = % { (Aq' — int)}

oL . OL[d, . .d oL
o7 Ag' + 9q %(AQ) ¢ (At)} + 5 At
d d oni i d AL
LA + L 80+ Qi (A — a0 = 5 [ Shag - a0

pa ako se od obeju strana oduzme eA, gde A moze biti ma kakva funkcija od ¢, ¢%i t
(to je ekvivalentno kalibracionoj funkciji), i izvrsi izvesno pregrupisavanje ¢lanova,



53

prethodna relacija moze se napisati u vidu

oL . oL d, . , oL, oL

+ Qi (Aq —th)—sA—dt [Gq'iAq —|—<L (“)q'iq>At eA}

(9.18)

Ako se jo§ Aq' i At zamene izrazima (9.1), ovako transformisaana centralna La-
grange-eva jednaéina dobija vid

fz . +(L oL )§°+ e v @ie—ie) — A

¢!
IL i\ .0
( 3¢q)§ _A]

- i o7

Odavde vidimo da ako je izraz na levoj strani jednak nuli, izraz u srednjoj
zagradi na desnoj strani bi¢e konstantan, odakle je izveden slededéi zakljucak. Svakoj
transformaciji generalisanih koordinata i vremena koja zadovoljava uslov

(9.19)

oL , 0L . oL oL
2 i X2 _ 2 L 0 0 * 0 —
0200 Grei+ So (Do ghd) €4 SO+ QuE - ')~ R =0
odgovara jedan integral kretanja oblika
(9.21) = SL &+ < 8L ) €% — A = const
ql

To je odgovaraju¢a generalisana Noether-ina teorema, koja vazi i za nekonzerva-
tivne sisteme, a uslov (9.20) za postojanje integrala kretanja nazvan je generalisana
osnovna Noether-ina identi¢nost. Nalazenje takvih transformacija generalisanih
koordinata i vremena koje zadovoljavaju taj uslov reSen je na sliCan nacin kao i
u slucaju konzervativnih sistema, naime u navedenom uslovu (9.20) razviju se svi
vremenski izvodi funkcija £°,£° i A, ¢ime su dobijene odgovarajuée generalisane
Killing-ove jednacine, koje se razlikuju od jednacina (9.6) samo prisustvom jos
jednog dopunskog ¢lana Q7 (&% — ¢'¢°), dok jednacine (9.7) ostaju nepromenjene.
Njihov smisao je isti kao u prethodnom slu¢aju: treba samo naéi jedno partikularno
redenje ovih jednagina za funkcije £%,£0 i A, tada je uslov za postojanje integrala
kretanja zadovoljen, a odgovarajuéi integral kretanja tada se nalazi pomoc¢u formule
(9.21)

Poseban znacaj ove generalisane Noether-ine teoreme lezi u tome $to se u mnogim
slucajevima kad ne vazi zakon odrzanja energije ovim metodom moze naéi neki
integral kretanja, nazvan zakon odrzanja energiji slicne veli¢ine (energy-like con-
servation law). U navedenoj monografiji prikazani su i razradeni metodi za do-
bijanje takvih integrala kretanja (metod polja, metod iSCezavajuéeg parametra,
metod nekomutativnih pravila, primena Gauss-ovog principa i principa najmanjeg
dejstva) sa nizom odgovarajuéih primera.

Do ovog rezultata moze se doé¢i i neposredno, ¢ak i jednostavnije, polazeci od to-
talne varijacije dejstva, u kojoj se varijacioni izvod zameni izrazom iz odgovarajucih
Lagrange-evih jednacina i izvrSe analogne transformacije (P. Musicki, 1994).
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Primer. Navedimo ovde jedan primer takvog tipa integrala kretanja: kretanje

linearnog oscilatora duz x—ose u otpornoj sredini pod uticajem privlacne sile F' =

—mw?x i otporne sile F* = —2mki. U ovom slucaju ne vaz zakon odrzanja

energije, ali je naden jedan zakon odrzanja energiji sli¢ne veli¢ine i to na sledeéi
nacin.

Ovaj problem ima samo jedan stepen slobode i za generalisanu koordinatu uzeta
je ¢ = x, pa je ovaj problem odreden sledetom Lagrange-evom funkcijom i nepo-
tencijalnom silom

1 1
(9.22) L=T-1I= §m¢2 - émw2x2, F* = —2mki,

a uslov za postojanje integrala kretanja, tj. generalisana osnovna Noether-ina iden-
ticnost (9.20) glasi
(9.23)

: 1 1 . .
—mw?z - &' 4 magl + <2mm'2 — §mw2x2 —mi - CU) 0 —2mki(e! — 2% —A =0

Potrazimo reenja za &' i €9 u obliku
(9.24) ¢ =F(z,2)-G(t), € =0,

a posle ovih nadenih resenja A ¢emo odrediti tako da uslov (9.23) bude zadovoljen.
Uvrstavanjem ovih izraza u gornju relaciju dobijamo

—mw?cFG + mi(FG + FG) — 2mki - FG — A =0

ili posle grupisanja
(9.25) miF(G — 2kG) + mG(iF — w?zF) — A =0
Izaberimo sad funkciju G tako da bude
(9.26) G —2kG =0,
odakle sledi

dG

= 2kdt = InG=2kt+1InC,
a otuda
(9.27) G(t) = Ce*™,
pa se prethodna relacija (9.25) svodi na
(9.28) GliF — wiaF) — %A —0.

Potrazimo sad funkciju F(z, %) u obliku

(9.29) F(z,i) = A% + Bz,

pa uvrstavanjem u relaciju (9.28) imamo

G[#(Aé + Bi) — w?x(A® + Bx)] — lA =0
m
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ili posle grupisanja
1.
AG(i# — w?xid) + BG(i? — w?z?) — —A =0,
m

S§to posle uvrstavanja izraza (9.27) za G moze da se napise u obliku

1d 1.
. ACe2Rt . 2L a2 202 L BORRt (32 _ o 202) — S A —
(9.30) Ce 2dt(x wz?) + BCe™™ (1° — w?z?) - 0
Da bi ova relacija bila integrabilna, tj. da bi se funkcija A mogla dobiti u kona¢nom

obliku, mora biti

d (1

(9.31) BCe?rt = 7 <2Ace2“) = B=kA
pa prethodna relacija dobija oblik

dA d |1

o mC’% [QAe%t(i2 - w2x2)] ,
a otuda

1

(9.32) A= §A0m62kt(a}2 — w?z?)

Tada je funkcija £ prema (9.24), (9.27) i (9.29)

¢' = FG = (Ai + Bz) - Ce?*,
Sto se na osnovu (9.31) svodi na
(9.33) ¢l = ACe™ (i + k)

Sa tako odredenim funkcijama £ i A (uz €° = 0) zadovoljen je uslov za postojanje
integrala kretanja, koji je tada odreden formulom (9.21)

(9.34) I:Zﬁgl—s—(L—gégb)fo—A:mj:-gl—A

Posle uvrstavanja nadenih vrednosti za &' i A dobija se

I =mi - ACe*** (i + ka) — %AC’me%t(i2 — w?z?)

= ACme?k! (a’:2 + kxd — %i‘2 + ;wsz)
odnosno
(9.35) I=Am <;x2 + %wzzz + kz:c) ekt
gde je A’ = AC. Prema tome, iako u ovom sluc¢aju ne vazi zakon odrzanja energije,
vazi¢e zakon odrzanja energiji slicne veli¢ine u obliku

1 1
(9.36) =4 <2m:'v2 + imw2z2 + mko::i:) ekt = const,

gde prva dva ¢lana u zagradi odgovaraju energiji linearnog oscilatora kad ne bi bilo
otporne sile, a uticaj ove otporne sile sadrzan je u tre¢em ¢lanu i u eksponencijalnom
faktoru.
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9.2. Prosirenje ove Noether-ine teoreme na sisteme sa promenljivom ma-
som (L. Cveti¢anin, 1993 [20]). U ovim radovima L. Cvetiéanin [20] prosirenjem
Vujanovi¢evog metoda je dobila generalisanu Noether-inu teoremu za sisteme sa
promenljivom masom. To je izvrSeno takode pomocéu d’Alembert—Lagrange-evog
principa, ovde proSirenog na sisteme sa promenljivom masom, potom transformisa-
nog u centralnu Lagrange-evu jednacinu uz prelaz sa sinhronih na totalne varijacije.
Pri tome je razmatran najopstiji slucaj, kad mase Cestica mogu zavisiti ne samo
od vremena, veé i od polozaja i brzina ¢estica, a u generalisanim koordinatama od
promenljivih ¢¢, ¢* i ¢.

Na taj nacin dobijena je sledeta generalisana Noether—ina teorema za sisteme
sa promenljivom masom (u nasim oznakama): Svakoj transformaciji generalisanih
koordinata i vremena koja zadovoljava uslov

oL oL oL

, . ) oL , . .
(037) Z58 + 5 + (L 5 q’) €+ 5 H@Q+P)E ¢ -A=0

odgovara jedan integral kretanja oblika

_ 0oL

oL . ,
9.38 I=—¢+(L q> Y — A = const,
(9.38) fre (1-gmi)e

gde je P; karakteristican faktor, koji izrazava zavisnost masa Gestica od t, ¢* i ¢*.
U navedenoj monografiji, posle teorijskog dela koji obuhvata i adijabatske invari-
jante, sistematski je izvrsena klasifikacija teorijskih modela masina sa promenljivom
masom i za mnoge od njih nadeni su zakoni odrzanja energiji slicnih veli¢ina.

9.3. Modifikacija generalisane Noether-ine teoreme za prosireni Lagran-
ge-ev formalizam (D. Musicki, 2000 [15]). Ovo prosirenje generalisane Noether-
ine teoreme D. Musicki [15] je izvrsio prvo u parametarskoj formulaciji mehanike,
a potom i u prosirenom Lagrange-evom formalizmu, ali za razliku od Vujanoviéa
izvrseno je direktno, polazeci od totalne varijacije dejstva primenjene na prosirene
generalisane koordinate % (o« = 1,2,...,n + A) i odgovaraju¢ih Lagrange-evih
jednacina u ovoj formulaciji mehanike. Pri tome se polazi od nesto opstijih trans-
formacija generalisanih koordinata i vremena oblika

(939) Aqa = aa - qa = smgna@(qka qka t)v At = E —t= 8m§2n(qka qu t)7
gde je m = 1,2,...,7, tj. u obliku r-parametarske grupe, primenjene na proSirene
generalisane koordinate ¢* (a« =1,2,...,n+ A). Potom se u izrazu za totalnu var-

ijaciju dejstva (8.12) varijacioni izvod zameni odgovarajuéim izrazom iz Lagrange-
evih jednacina (7.51),

d 0L oL

— = = =Q* +6°R

dt ¢~  0q* Qo+ Oalta;
gde je 6% Kronecker-ov simbol, ¢ime ona dobija vid

(9.40)
hd [oL
AW = / { {.(Aq“ — GOAt) + LAt| — (QF + 0°RY)(Ag™ — qut)} dt
t, Ldt [0
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Ako se jo$ transformise varijacija dejstva, uz zanemarivanje doprinosa promene
oblasti integracije (v. obrazlozenje uz formulu (8.9))

t1 t1
AW = / A(Ldt) = / [AL+Ld(At)] dt,
to to dt

pa se AW u relaciji (9.40) zameni ovim izrazom i u integrandu doda i oduzme ¢lan
A(q’, 4%, t), gde je A proizvoljna funkcija od navedenih argumenata, posle izvesnog
preuredenja dolazi se do integralne relacije

L d oL OL
— | =A L— —¢*)At—A
/to {dt[aqa q*( 9 ) ! ]

(9.41) J
- {AL + L%(At) +(QF 4+ 62 RY) (Ag™ — ¢VAt) — A} } dt =0

Kad se razvije ¢lan AL, koristeéi pri tome relaciju (8.6) izmedu A¢® i (d/dt)(Aq®),
zbir prva dva ¢lana u drugoj srednjoj zagradi bice

8L 8L d d oL

BL oL d oL d aL
= P nge + 22 LA L—226) Lan+ LA

90 2 g q>+< aqaq>dt( D+ GpAt

Kad se jo§ zamene Aq¢® i At odgovarajuéim izrazima (9.39) i stavi A = E™A,,,
prethodna relacija moze se napisati u obliku

oL fd oL oL .
[ﬁo & {dt |:8-a§m+( 8a >€m_ m:|

(9.42) _ [aLga + aiga ( gLa >£0

+§§'9n + QZ(&% - aém) + RO (fm - qagm) - m:| } dt =0

Ako je zadovoljen uslov
oL oL oL . oL
>+ —5“ ( prt > &, + 5&

(9.43) dq
+ QA& — a6 + Ro(&n, — q"ém) Ay =0,

ova integralna relacija se svodi samo na prvi ¢lan, a zbog proizoljnosti vremenskog
intervala (tg,t1) i parametra €™ odavde proizilazi

(9.44) Im:% %+<L glolé )50 m=const (m=1,2...,r)

Prema tome, svakoj transformaciji generalisanih koordinata i vremena koja zado-
voljava uslov (9.43) odgovara r nezavisnih integrala kretanja (9.44), a u slucaju
kad je Rdq® = —dP (tj. totalni diferencijal), pokazano je da umesto L figurise
L = L — P, uz izostavljanje ¢lana sa RO. Ovaj zakljucak je slican Vujanoviéevoj
formulaciji ove teoreme, ali sa izvesnim razlikama: u uslovu za postojanje integrala
kretanja sem veéeg broja generalisanih koordinata figurige i ¢lan RO(£2, — ¢*€Y),
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karakteristican za ovu formulaciju mehanike, a svakoj transformaciji koja zadovol-
java navedeni uslov odgovara r nezavisnih integrala kretanja.

qozxf Ve

SL. 6

Naveden je jedan karakteristiCan primer: kretanje linearnog oscilatora u otpornoj
sredini pod uticajem privlacne sile F = —mw?(p — pg) sa centrom privlaéenja u
tacki C' i otporne slie F* = —2mkp’ duz strme ravni koja se pomera uniformno
duz z-ose brzinom V (v. sl. 6). U ovom slu¢aju polozaj ovog oscilatora je odreden
generalisanom koordinatom g = p, a za dopunsku generalisanu koordinatu uzeta je
veligina ¢° = x4 = Vt, pa je navedenim metodom dobijen zakon odrzanja energiji
sliécne veli¢ine

1 1
(9.45) I=Am (2772 + 50)2772 + km’y) e?kt = const,
gde je
(9.46) n=(p—po) —q’cosa.

Ova modifikovana Noether-ina teorema prosirena je i na sisteme sa promenlji-
vom masom (D. Musicki), gde je pokazano da uslov postojanja integrala kretanja
(9.43) treba samo dopuniti ¢lanom P, (£2 —¢*¢Y,), gde je P, karakteristican faktor
koji izrazava zavisnost masa Cestica od t, ¢® i ¢, dok oblik odgovarajuceg inte-
grala kretanja (9.44) ostaje nepromenjen. Na osnovu toga na primeru rakete koja
uzleée uz klizeéu strmu ravan izbacujuéi gasove unazad nadeno je, i pored odsustva
integrala energije, da vazi zakon odrzanja jedne energiji slicne veli¢ine.

10. PROSIRENJE ZAKONA ODRZANJA ENERGIJE NA FIZIKU

10.1. Podela perioda uopstavanja na faze. Osvrnimo se jo§ ukratko na dalji
razvoj zakona odrzanja energije i on bi se mogao kvalifikovati u tri faze:
(1) Odrzanje zbira kineticke i potencijalne energije ili opstije generalisane e-
nergije u toku vremena (o ¢emu je do sada bilo reci) — XVIII i XIX vek
(2) Odrzanje energije pri njenoj transformaciji u druge vidove energije (toplot-
na, elektromagnetna, hemijska) — XIX vek.
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(3) Odrzanje energije, odnosno mase u relativistickim kretanjima i atomistickim
procesima — XX vek.

10.2. Opsti zakon odrzanja i transformacije energije. U toku druge faze,
u raznim toplotnim i elektromagnetnim procesima zapazeno je da se na racun
mehanicke energije pojavljuju drugi vidovi energije. Tako npr. S. Carnot je za-
pazio da se mehanicka energija u nekim procesima pretvara u toplotu, a iz toplote
se moze dobiti koristan rad, ali samo pri prelazu sa viSe temperature na nizu. On je
prvi odredio 1841. godine i mehanicki ekvivalent toplote (270mkg/Cal), $to je samo
za 13% nize od tacne vrednosti, ¢ime svaka toplotna energija postaje ekvivalentna
odredenoj mehanickoj energiji. To je matematicki uobli¢io R. Clausius u vidu dva
principa termodinamike, objavljenih 1850. godine, od kojih navedimo ovde samo
prvi, koji predstavlja prosirenje zakona odrzanja energije u tremodinamici

(10.1) dE = d'A+d'Q

Prema njemu, ako se pri nekom procesu sistemu dovede izvesna koli¢ina toplote
d'@ 1 pri tome na sistemu izvrsi izvestan rad d’A, njihov zbir predstavlja elemen-
tarnu promenu unutrasnje energije sistema.

Na slican nacin se i u elektrodinamici moze primeniti prosireni zakon odrzhanja
energije, od kojih navedimo ovde jedan od prvih primera, koji je H. Helmholtz pri-
kazao 1847. godine. Razmotreno je zatvoreno elektricno kolo struje sa pokretnim
provodnicima i sa izvorom struje (galvanski element) sa elektromotornom silom
£ (termin iz perioda kad je pojam sile imao smisao energije), koje se nalazi u
magnetnom polju nekog permanentnog magneta stalne jac¢ine polja. Usled dejstva
ovog magnetnog polja na pokretne provodnike doé¢i ¢e do njihovog pomeranja, pri
¢emu Ce se u kolu struje pojaviti izvesna dopunska, tzv. indukovana struja, €iji je
smer suprotan smeru primarne struje. Energija koju razvija izvor struje za vreme dt
bi¢e £1dt (I = jacina struje), i ona se delom pretvara u toplotu RI?dt (Joule-Lentz-
ov zakon), a delom u rad magnetnog polja d’A pri ovom pomeranju provodnika

(10.2) EIdt = RI*dt +d' A

Helmholtz je smatrao da ovaj rad potice od promene “Zive sile” magneta i da je
jednak d’A = IdV, gde je V izvesna potencijalna funkcija uvedena od Neumann-a.
Danas znamo da ovaj rad potice od promene tzv. magnetnog fluksa & = B-S usled
navedenog pomeranja provodnika i iznosi d’A = Id®. Uvrstavanjem ovog izraza u
relaciju (10.2) dobija se

EIdt = RI*dt + IdD,

a otuda

1 do
(10.3) I= = (5 - dt) ;

odakle vidimo da je elektromotorna sila dopunske indukovane struje 4 = —d® /dt.
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10.3. Jedinstvo zakona odrzanja energije i odrzanja mase. Trecu fazu karak-
teriSe Specijalna teorija relativnosti, koju je formulisao i objavio A. Einstein 1905.
godine i u kojoj je, izmedu ostaloga, dobio ¢uvenu relaciju izmedu mase i energije
E = mc?, gde je c brzina svetlosti. Prema ovoj relaciji svakoj masi m odgovara
energija E = mc?, a svakoj energiji £ odgovara masa m = E/c?, i na taj nacin
zakon odrzanja energije i zakon odrzanja mase postaju ekvivalentni.

Tlustrujmo to na primeru bilo koje nuklearne transformacije

(10.4) At a(BE,) — B+bQ),

kad se neko jezgro A bombarduje nuklearnim ¢esticama a sa energijom E,, usled
cega nastaje neko jezgro B i jedna ili viSe Sestica b uz oslobadanje izvesne energije
Q. U ovom slucaju zakon odrzanja mase ne vazi: ma4 + my # mp + my, ali ako
prema Einstein-ovoj relaciji energijama E, i @ pridruzimo mase E,/c? i Q/c?,
vazi¢e zakon o odrzanju mase u obliku

E,
(10.5) ma+mg + —

2 :mB+mb+727
C C

§to je potvrdeno u svim eksperimentima ovog tipa.
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