e |
)
BIBLIOTEKA

MATEMATICKOG
INSTITUTA

Matematicki vidici 7

METODIKA | ISTORIJA
GEOMETRIUJE

(Divtibare, 12-13 oktobra 1996)

Matematicki institut SANU



\
!
. \
- f
7,
e /’ .
S 4
_—
1
“z
B
. \
!
i
N
.




Matematicki vidici 7

METODIKA | ISTORIJA
GEOMETRUJE

(Divéibare, 12-13 oktobra 1996)

Priredili:
Mileva Prvanovic
Novica Blazi¢

Matematicki institut SANU



Izdavaé: Matematicki institut SANU, Beograd, Kneza Mihaila 35
serija: Matematicki vidici, knjiga'7

Za izdavaca: Bogoljub Stankovié, glavni urednik

Urednici: Mileva Prvanovi¢ i Novica Blazic¢

Tehnicki urednik: Dragan Blagojevic¢

Stampa: “Galeb”, Zemun

Stampanje zayrseno juna 1997.

CIP - Katalogizacija u publikaciji
Narodna biblioteka Srbije, Beograd

371.3::514(082)

METODIKA i istorija geometrije :

(Divéibare, 12-13. oktobra 1996) /

priredili Mileva Prvanovié¢, Novica Blazi¢.

— Beograd : Matematicki institut SANU, 1997 (Zemun : Galeb).
— 61 str. : graf. prikazi ; 24 cm.

— (Matematicki vidici ; 7)

“U organizaciji Matematickog instituta SANU, odrzan

je na Divéibarama, od 10. do 17. oktobra 1996. godine,
11. jugoslovenski geometrijski seminar.” — predgovor.

— Tiraz 300. — Bibliografija uz veéinu radova.
ISBN 86-80593-26-5

1. IlpeanoBuh, Mumaera

514(091)(082)

- a) l'eomerpuja — HacraBa — Meronuka — 360pHunu
6) I'eomerpuja — Mcropuja — 360paunm

ID=55187212

Na osnovu misljenja Ministarstva za nauku i tehnologiju Srbije
ova publikacija je oslobodjena opsteg poreza na promet.



SADRZAJ

Predgovor

Milosav Marjanovi¢:

Pogled na intuitivno znacenje osnovnih geometrijskih objekata

Judita Cofman:

O ulozi geometrije u savremenom matematickom obrazovanju
u srednjoj Skoli

Dorde Kadijevi¢:
Kako isticati humanisticke aspekte geometrije
u srednjoskolskoj nastavi matematike

Aleksandar M. Nikolié:

Karamatini proizvodi dva kompleksna broja

Dura Paunié:

Uloga Renea Dekarta u razvoju matematike

Zoran Luci¢:

Geometrija u ranovizantijskom periodu

Teun Koetsier:

Matematizacija kinematike mehanizama u devetnaestom veku

12

31

41

49

56



PREDGOVOR

U organizaciji Matematickog instituta SANU, odrzan je na Divéibarama, od
10. do 17. oktobra 1996. godine, 11. Jugoslovenski geometrijski seminar. S obzirom
na ranije takve seminare, koji su se od skromnih pocetaka razvili u nauc¢ne kon-
ferencije, ovaj je obogacen sa dve nove delatnosti: organizovana je jesenja skola
diferencijalne geometrije i radila je sekcija “Metodika i istorija geometrije”.

Jesenja Skola diferencijalne geometrije imala je preko 30 ucesnika. Bila je
namenjena doktorantima i mladim nau¢nim radnicima. Pozvani predavaci (D.M.
Aleksejevski, P.B. Gilkey i S. Markvorsen) odrzali su tri mini kursa. Ta predava-
nja Stampana su u “Zborniku radova” Matematickog instituta SANU, knj. 6(14),
Beograd, 1997.

Sekcija “Metodika i istorija geometrije” bila je namenjena srednjoskolskim
profesorima matematike. Okupila je oko 100 ucesnika. Odrzana su uvodna pre-
davanja pozvanih stru¢njaka, a i zasedanja na kojima se diskutovalo o raznim
problemima nastave geometrije. Konstatovano je, izmedu ostalog, da ovakav vid
delatnosti treba ne samo nastaviti nego i pojacati

Ova publikacija sadrzi sva izlaganja pozvanih predavaca na sekciji “Metodika
i istorija geometrije”, sem predavanja Z. Mijajlovi¢a: Bogdan Gavrilovi¢ — prvi
savremeni srpski geometar. Sira verzija tog predavanja objavljena je u ediciji “Zivot
i delo srpskih nauénika”, knj. 2, Srpska akademija nauka i umetnosti, Beograd, 1997.

Nadamo se da ¢e ova publikacija biti korisna kako ucesnicima 11. Jugosloven-
skog geometrijskog seminara, tako i matemati¢arima koji nisu prisustvovali Semi-
naru.

I ovom prilikom Zzelimo da zahvalimo ustanovama i preduzeéima koji su,
pruzajudi finansijsku pomo¢, omoguéili odrzavanje Seminara. To su:

Ministarstvo za nauku i tehnologiju Republike Srbije
Ministarstvo prosvete Republike Srbije

Ministarstvo za prosvjetu i nauku Republike Crne Gore
Ekonomska skola, Valjevo

Big Enex tours, Valjevo

Zadruga “Lajkovac”, Lajkovac

Putnik, Beograd

Yu topex, Beograd

Unipromet, Beograd

Mileva, Prvanovié
Zoran Lucié
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POGLED NA INTUITIVNO ZNACENJE
OSNOVNIH GEOMETRIJSKIH OBJEKATA

Milosav Marjanovi¢

Svi mi okupljeni ovde, na ovom Seminaru, imamo nameru da sagledamo neke
aktuelne probleme tekuée nastave geometrije. A Cinjenica, da su na skupu uni-
verzitetski profesori, ¢iji je zadatak i priprema izvodaca srednjoskolske nastave,
zajedno sa srednjogkolskim profesorima koji su izvodaci te nastave, omogucice ono
potrebno sagledavanje problema po ukupnoj vertikali obrazovnog sistema.

Verujem da se svi slaZemo s misljenjem da su, zadnjih decenija, nase skole
(kako srednje tako i univerzitet) uspesno pratile savremene tendencije i da je to
bio veliki uspeh (ali ostavimo da o tom govore neki drugi ljudi i nekom svecanijom
prilikom). Te promene, to novo stanje prate revizije programa, koje predvidaju
drukéije rasporede gradiva po razredima i drukcije vidike njegovog didaktickog
oblikovanja. Tako nastaju i novi problemi u nastavi pojedinih predmeta. Jedan od
njih stvaraju dva saucesnika — univerzitetski profesor, s tendencijom da formira
kompletne formalne kurseve iz pojedinih podruéje matematike i njegov student,
koji ih kasnije prenosi na gotovo istovetan nacin u srednjoskolsku nastavu. Tako
se jedna monolitna struktura otrgnuta od svog prethodnog sadrzaja, preliva na
njegovo prirodno mesto dalje ga potiskujuci i izbacijuci. To se, naravno, desavais
nastavom geometrije.

Nekada iskljuciva i privilegovana uloga geometrije kao predmeta koji sluzi
vezbanju besprekornog logickog zakljucivanja i razvijanju deduktivnog misljenja,
aksiomatizacijom drugih podru¢ja matematike, danas je svedeno na jednu od, u tom
smislu, moguéih opcija. Nastojanja da se ta uloga jos vise uzdigne 1 poostri dovela je
do velike krize, koju najbolje izrazava slede¢a recenica iz materijala medunarodnog
kolokvijuma o nastavi geometrije, odrzanog u belgijskom gradu Monsu (Mons),
1982. godine: “Ne postoji ni jedan jedini geometrijski pojam u srednjoskolskoj
nastavi ¢ije pristage bi ¢inile veéinu”. Zato nas pogled na znacaj i ulogu nastave
geometrije mora biti §iri i, bez jednostranosti, moramo sagledavati sve moguce
funkcije geometrije koje odgovaraju njenom fundamentalnom mestu u istorijskom
razvoju matematike i u skolskoj nastavi. Tom sirem pogledu namenjeno je 1 sledece
nase izlaganje.
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Pitanje prirode matematickih objekata je tipican filozofski problem s vise
medusobno razli¢itih odgovora. Za formaliste matematika se izvodi iz aksioma
i nikakvu posebnu matematitku realnost ne treba pretpostavljati, po realistima
matematicki objekti su apstraktni objekti koji postoje u svetu nasih apstrakcija,
a za konstruktiviste oni su psiholoske konstrukcije koje se formiraju u ¢ovekovom
umu. Gledano s pozicija nastave, i uopste produktivnog misljenja, malo bismo
imali koristi od opredeljivanja za neko od navedenih gledista. No, od vremena
Prosvecenosti na ovamo, uzima se da covekovo saznanje pocinje s culnim iskustvom,
a John Locke u tom smislu isti¢e svoj dobro poznati princip da je svest deteta “tabu-
la rasa”. Daljim “procesiranjem” ¢ulnog iskustva stvaraju se (primarni) apstraktni
pojmovi i njihovi sistemi koje u matematici nazivamo matematickim strukturama,
a u psihologiji, i u nesto §irem znacenju, kognitivnim shemama.

Kad govorimo o pojmovima, nameée nam se pitanje Sta pod pojmom po-
drazumevamo. Naviknuti na logicku strogorst, ne ocekujemo odgovor u vidu defini-
cije (a one koje nalazimo u leksikonima: “predikat moguéeg suda”, “osnovni objekt
misljenja” itd. samo prebacuju znacenje s re¢i na rec). Pa, kao i u slucaju svih
drugih osnovnih ideja, tumacenje okre¢emo prema primerima.

Uzmimo kao prvi primer neki od primarnih pojmova tj. onih ¢ije je os-
misljavanje direktno vezano za objekte u fizickom svetu koji nas okruzuje. Recimo,
analizirajmo kako formiramo pojam “stolica”. U fizickom okruzenju uo¢avamo ob-
jekte sli¢ne po obliku i nameni (sluze za sedenje). Senzorni utisci se organizuju
oko nekih invarijantnih svojstava i formiraju unutradnju predstavu na osnovu koje
prepoznajemo i druge sli¢ne objekte. Tu unutrasnju predstavu nazivamo mentalna
slika. Za te objekte spontano se, koris¢enjem prirodnog jezika, veze re¢ “stoli-
ca”. Takvu re¢ uzimacemo da je naziv takvog posebnog pojma. Sklapajuéi celinu,
vidimo da pojmove mozemo shvatati kao trokomponentne celine, prema sledecoj

shemi
\ /

primeri

gde komponenta “primeri” predstavlja, recimo kod pojma “stolica”, sve postojece
objekte te vrste. Kod pojma “broj pet”, primere bi ¢inili svi medusobno ekviva-
lentni skupovi kojima bi pripadao, recimo, skup prstiju na jednoj ruci, predstavu
o mentalnoj slici dobro bi izrazavao skup od pet tacaka, a naziv je re¢ “pet” u
prirodnom jeziku.

Pored reci iz prirodnog jezika, pojmove takode oznacavamo simbolima, koji
mogu biti konvencionalni tj. svojim oblikom ne sugerisu nikakvo znacenje i simboli
slike (ili ikone) koji oblikom sugeridu znacejnje pojma koji predstavljaju.

Na primer, sledeéi simboli

ooao
oo

Ahmesov papirus

|4 5 pet



Pogled na intuitivno znacenje osnovnih geometrijskih objekata T

oznatavaju jedan te isti pojam, prvi je simbol-slika kao i drugi (ako ovu rimsku cifru
shvatamo kao modifikaciju Sake koja nosi pet prstiju), dok su sledeca dva tipi¢ni
konvencionalni simboli. Kad na tabli crtamo tacke, duzi, trouglove, ... sluzimo se
simbolima-slikama.

Kad operisemo nazivamo (uklju¢ujuéi i konvencionalne simbole), to misljenje
prati (unutrasnji) govor, a takvo misljenje nazivamo apstraktnim. Kad operisemo
mentalnim slikama (i njihovim predstavama u vidu simbola-slika), takvo misljenje
nazivamo intuitivnim.

Slede¢om tabelom isticemo neke uporedne karakteristike ova dva tipa misljenja.

intiutivno apstraktno
individualno kolektivno (socijalizovano)
integrativno — istice strukturu analiticko — istice detalje
simultano sekvencijalno
neposredno shvatanje logicko zakljuc¢ivanje

Rasprave o tome do koje mere su dva tipa misljenja razdvojena i da li uvek simul-
tano teku, nemaju jasne zakljucke.

Pojmove uporedujemo po apstraktnosti, pa kazemo da je pojam @ opstiji
od pojma P, kad god je svaki primer za pojam P takode i primer, za pojam @ ili,
izrazavajuéi se skupovno, kad je klasa primera za pojam P sadrzana u klasi primera
za pojam Q. Dalje, definicija je recenica kojom odredujemo pojam P preko opstijeg
pojma @ (ili vise njih) dodajuéi karakteristicno svojstvo. (Latinska re¢ “definitio”
izvedena je od grékog etimona s prvobitnim znacenjem klesanog kamena medasa
kojim je naznatavano podrudcje hrama.)

Primeri definicija bi bili: “Getvorougao je poligon sa Cetiri strane”, “Cetvoro-
ugao je kompaktni skup (u ravni) s nepraznim interiorom, ¢ija granica ima tacno
Cetiri ekstremalne tacke” (a mi drugu definiciju uzimamo kao kvalitetniju, jer
izrazava znacenje pojma “Cetvorougao” preko opstijih pojmova).

Shvatajuéi fenomenologiju (po E. Husserl-u i sledbenicima) kao opis fenome-
na, bez tradicionalnih epistemoloskih i ontologkih razmatranja, nastavimo ovo nase
izlaganje citiranjem jednog od najimpresivnijih matematicara naSeg vremena, Réné
Thom-a [6] koji kaze: “Svaka fenomenologija je spektakl u nekom prostoru - sup-
stratu, koji se konstruide polazeéi od uobicajenih makroskopskih posmatranja.” Pa,
shodno tome, re¢i éemo da je svet oko nas veliki spektakl u prostoru u kome pos-
tojimo. A u tom svetu postoje objekti koji, kad ih gledamo s istog mesta, uvek
izgledaju isto (tj. slike koje se formiraju na mreznjaci (retina) su iste). Takve ob-
jekte nazivamo &vrsta tela, a oni nam projektuju neka svoja svojstva nezavisna od
njihove materijalne supstance. Tako zanemarivanjem svih fizickih svojstava ostaju
ta fundamentalna, koja zbirno izrazavamo govoreci o obliku i veli¢ini tela i tu, i
tada pocinje geometrija. Henri Poincaré [4] kaze: “Pa, dakle, kad ne bi bilo ¢vrstih
tela u prirodi ne bi bilo ni geometrije.” ’
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U prirodnom jeziku pojam oblika koristi se sa smislom koji varira, pa je nas
cilj sad da taj pojam precizno matematicki odredimo u onom smislu gde bi se javljao
kao zbirno ime za sva geometrijska svojstva koja neki objekat Euklidske geometrije
ima. Ograni¢imo se na ravan i objekte koje ¢emo uzimati da su proizvoljni neprazni
podskupovi ravni.

Za objekte A i B reci ¢emo da su podudarni i pisati A ~ B, ako postoji
preslikavanje f : A — B koje je izometrija i “na”. Intuitivno, shvataju¢i A i B
kao “Cvrste ploce”, mozemo ih pomerati, obrtati s druge strane, zaokretati sve
dok se najzad ne poklope. A kao 5to dobro znamo, to se moze postiéi s najvise
dva “elegantna pokreta”: (I) tranmslacijom, (II) rotacijom, (III) simetrijom, (IV)
translacijom s rotacijom ili jos (V) translacijom sa simetrijom.

Dve figure u ravni mogu biti podudarne i biti razli¢ite po jednom vrlo
uocljivom polozajnom svojstvu — orijentaciji. To je slutaj kad se podudarnost
realizuje s obaveznim ukljucivanjem simetrije. Na primer, takvi su parovi figura na

SR

u kojima jedan objekat mozemo smatrati pozitivno orijentisanim (ili desnim) a
drugi negativno orijentisanim (ili levim). Razlika u orijentaciji je jedno markantno
opazajno svojstvo, pa bi zasluzivalo i odgovarajuc¢u obradu u kursevima geometrije.
A primeri u prirodnom okruzenju su mnogobrojni: otisci stopala, popreéni preseci
levih i desnih matrica za kljuceve, a desna i leva ruka, noga itd. su objekti u prostoru
— podudarni ali razli¢ito orijentisani.

Za k > 0, neka je kB homotetijska slika lika B, s koeficijentom k. Objekti
A 1 B su istog Euklidskog oblika, pisemo A ~ B, ako postoji k& > 0 takvo da je
A ~ kB. Tako, u analogiji s Cantor-ovom idejom kardinalnog broja, oblik mozemo
smatrati glavnim pojmom FEuklidske geometrije. S tako Sirokim shvatanjem, ima
smisla pitati se jesu li ljudi iz paleolita (nekih 15.000 godina pre Hrista) koji su
kreirali crteze na zidovima peéina u juznoj Francuskoj i Spaniji bili prvi slikari ili

Primer pedinskog slikarstva iz juzne Francuske
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geometri za koje znamo, ili je mozda ispravnije reéi da su bili jedno i drugo. Ipak,
geometrija se bavi proucavanjem samo nekih vrlo pravilnih oblika koji odgovaraju
nadim primarnim opazajima i mi ¢emo naSe izlaganje usmeriti u tom pravcu.

Predmetima koje vidimo u prirodnom okruZenju prideljujemo svojstvo pros-
tornosti, a §to znaéi svojstvo pruzanja u sva tri pravca po duzini, Sirini i visini.
Medutim granica izmedu materijalne supstance tih predmeta i okruzujuéeg prosto-
ra, a koju zovemo povrs tela, prideljujemo svojstvo pruzanja u dva pravca. Takve
povrsi ¢esto vidimo razdvojene u delove, granice izmedu kojih nazivamo ivice tela.
Ti opaZaji integriu neka zajednicka svojstva i te tako formirane unutradnje pred-
stave (mentalne slike) daju smisao intuitivno shvaéenim pojmovima tela, povrsi i
linija. Ovome treba dodatii ona intilegentna ignorisanja jedne ili dve dimenzije, gde
tela u obliku ploca, recimo, merimo kao povrsi, a ona u obliku konopacaili Zica samo
po duZini. Tela koja su ili vrlo si¢u3na ili vrlo daleko, pa se nikakav njihov oblike
ne nazire sem njihovog pukog postojanja, stvaraju opazaje koji su osnova na kojoj
se formira predstava o tacki. Kad unakrsno nacrtamo dve prave onda one imaju
zajednicki “deo” — tacku u kojoj se seku. To “makroskopsko posmatranje” navodi
nas da pravu vidimo sastavljenu od tacaka i da te tacke ¢ine jednu “neprekidnu
celinu” (a ovo figurativno izrazavanje dobija preciznost izricanjem u vidu aksioma
neprekidnosti (videti, npr. [3]). Uopste uzev, svaki geometrijski objekt uzimamo
da se sastoji od tacaka pa su tako tacke elementni objekti u geometriji.

Gréka geometrija ne izdvaja pojam prostora kao poseban, ve¢ se on u njoj
javlja kao epifenomen — kao okvir u kome se nalaze figure i tela. S idejom uni-
verzalnog skupa u savremenoj matematici kao okvira u kome teku razmatranja,
u logicki sredenom izlaganju geometrije, prostor se uzima kao skup S s izdvojen-
im klasama podskupova i njihovih relacijskih odnosa. Tada tacke nemaju drugi
smisao sem 5to su po pretpostavci elementi tog skupa. U analitickoj geometriji,
prostor je skup svih uredenih trojki realnih brojeva s rastojanjem koje se zadaje na
uobicajeni na€in. I tada, tacka je element tog skupa, tj. uredena trojka realnih bro-
jeva. Geometrijski objekti su tada neprazni podskupovi skupa S za koji uzimamo
da je prostor.

Pored apstraktnog shvatanja prostora kao skupa S s ovako ili onako navede-
nom strukturom, a bolje je reéi pre takvog shvatanja, stoji realni prostor u kome
postojimo zajedno sa svetom koji nas okruzuje. A taj realni prostor ne moZzemo
smatrati geometrijskim objektom, kao Sto ni list papira na kome crtamo trougao
ne mozemo uzimati da je ravan. Ali ako taj fundamentalni “orbis sensualium”
iskljuéujemo iz jednog formalno-logickog okvira, to ne znati da mu ne pridaje-
mo prvorazredno znacenje. Iz njega poticu sve naSe predstave koje vide nacine
formalnog logickog kodiranja, a to kodiranje najzad i nema drugu svrhu nego da
svet koji nas okruzuje bolje sagledavamo. Crtanjem i modeliranjem, mi “materi-
jalizujemo” odgovarajuée mentalne slike, formirajuci tako simbole sa sugestivnim
znacenjem. Ti simboli stabilizuju te slike i formiraju vizuelne strukture koje na
integrativan nacin i simultano izrazavaju pojedine kompleksne sadrZaje i odnose.
Simbol za tatku (kao trag vrha olovke ili krede) odgovara intuitivhom poimanju
tog pojma, a nacrtana linija povlacenjem olovke duz ivice lenjira u skladu je sa
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svim naSim psiholoskim dozivljajima “pravosti”.

Medu linijama isti¢u se prave s izuzetnim svojstvom, koje Arhimed iskazuje,
govoreci da su one i najkrace od svih linija koje imaju zajednicke krajeve”.

Krug je drevni kosmoloski oblik. Covek zamislja sebe kao da stoji na kruznoj
plo¢i nad kojom se nadnosi polusferni nebeski svod. U epskom periodu helenske
misli, taj svod se naslanjao na kruzni jarak oko sveta — Homerovski okeanos.
A medu linijama, krug se istic¢e izuzetnim svojstvom da su mu sve tacke na istom
odstojanju od jedne, koja se zove centar. S druge strane, medu zatvorenim linijama
iste duzine, kruzna ogranicava najveéu povrsinu.

Shvatajuéi zakrivljenost kao meru promene pravca tangente duz lukova iste
duzine, slikom

lako tumacimo da je zakrivljenost kruga svuda ista (tj. ista je promena pravca nad
lukovima jednake duzine). Time se istice jos jedno izizetno svojstvo kruga medu
zatvorenim linijama. Slikama kao $to su ove

a

opet mozemo zasnovati ideju o veéoj zakrivljenosti kruga s manjim polupre¢nikom.

Veliki pedagog Johann Pestalozzi smatrao je da su oblik i1 broj osnova nase
sveukupne spoznaje. Navodio je decu da crtaju prave linije 1 lukove, uglove,
pravougaonike itd. smatrajué¢i ih azbukom “oblika” predmeta. Svoju “azbuku
vizuelnog posmatranja” (ABC der Anschaung) stavljao je ¢ak i ispred slovne
azbuke.

A mi geometriju shvatamo kao nauku o prostoru koja razvija nase sposobnosti
videnja i interpretiranja tog videnja. I vidimo je kao loéiéki sistem ne zaboravljajuéi
veze sa spoljnim svetom. Herman von Helmholtz [1] govoreéi o “nesvesnom sudu”
kaze: “Cini mi se da u stvarnosti postoji samo povrsna razlika izmedu zakljucaka
logicara i onih induktivnih zakljucaka €iji rezultat raspoznajemo u predstavama
koje dobijamo o spoljnom svetu preko nasih oseta”.

Zainteresovanog Citaoca za probleme nastave geometrije upucujemo na, na
primer, clanke navedene pod [2] i [5].
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METODIKA I ISTORIJA GEOMETRIJE
Div¢ibare, 12-13 oktobra 1996, 12-24

O ULOZI GEOMETRIJE U SAVREMENOM MATEMA’I“ICKOM
OBRAZOVANJU U SREDNJOJ SKOLI

Judita Cofman

1. Uvod. Nastava geometrije ima dugu tradiciju. Poznati natpis nad ulazom
u Platonovu Akademiju u Atini: “Neka niko ne ulazi ovamo, ko ne zna geometriju”,
potice iz IV veka pre nase ere. Od Platona pa do danas geometrija je sastavni deo
nastavnog gradiva u Skolama op3teobrazovnog karaktera. Nastava geometrije se
vekovima bazirala na ¢uvenom delu Euklida “Elementi” iz oko 300. godine pre
naSe ere. Jo$ na pocetku ovog veka klasi¢na euklidska geometrija je igrala bitnu
ulogu u 3kolskoj nastavi. Tokom XX veka, medutim, desile su se znatne promene
u nastavi celokupne matematike, a time i u nastavi geometrije.

Ovaj clanak je posveéen razmatranjima o ulozi geometrije u" savremenom
obrazovanju 10-19-godisnjih daka — gimnazijalaca. Ta se razmatranja oslanjaju na
zapazanja vezana za promenu nastavnog gradiva u proteklim decenijama. Zbog
toga u uvodnom delu ¢lanka dajemo kratak osvrt na neke od uzroka i posledica
ovih promena.

Jedan od vaznih uzroka za promene u nastavi jeste promena pojma geometrije
kao nauke, uslovljena krupnim nauénim dostignuéima u XIX veku.

U prvoj polovini XIX veka Boljai i Lobatevski, nezavisno jedan od drugog,
otkrili su prvu vrstu neeuklidske geometrije. Narednih decenija konstruisan je niz
drugih neeuklidskih geometrija. Pod uticajem Ponselea i njegovih sledbenika razvi-
jena je teorija geometrijskih transformacija, primenjena prvenstveno na euklidsku,
a zatim i na neeuklidske geometrije. Feliksu Klajnu pripada zasluga za povezi-
vanje teorije geometrijskih transformacija s teorijom grupa — algebarskih struktura
Cije izuCavanje je takode zapoceto u XIX veku. Feliks Klajn je u svom €uvenom
predavanju u Erlangenu, godine 1872. (danas poznatom pod imenom “Erlangenski
program”) opisao geometrije kao nauke o onim osobinama figura koje se ne menjaju
pri posebnim grupama transformacija. Na taj nacin sveo je klasifikaciju geometrija
na klasifikaciju grupa transformacija.

Kao posledica ovih promena u nauci, sredinom XX veka pojam i osnovne
osobine transformacija, karakteristi¢nih za euklidsku geometriju, usli su u gradivo
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srednjoskolske matematike. Uporedo s translacijama predavale su se i osnovne os-
obine vektora u ravni i u prostoru. Uskoro su predstavnici “ekstremizma” u reformi
nastave, medu njima narocito Dieudonne, predlagali da se tretiranje srednjoskolske
geometrije svede na primenu elementarnih osobina vektorskog prostora nad telom
realnih brojeva. Taj predlog nije prihvaden i umesto toga tezilo se dinamickom
prilazu u nastavi geometrije: klasi¢ni stavovi iz euklidske geometrije dokazivani su,
kad god je to bilo moguce, primenom transformacija.

Drugi uzrok za promene u nastavi geometrije treba traziti u postepenom
proéirivanju srednjoskolskog nastavnog gradiva tokom poslednjih decenija. To se
u nastavi matematike odrazilo uvodenjem niza detalja iz velikog broja oblasti
savremene matematike.

Danas se u gimnazijama pored aritmetike, klasi¢ne algebre i euklidske ge-
ometrije predaju: uvod u diferencijalni i integralni racun, elementi kombinatorike,
teorije verovatnoée, osnovni pojmovi o algebarskim strukturama, primena teori-
je matrica na izu€avanje geometrijskih transformacija i poceci teorije kompleksnih
brojeva.

Ovakvo prosgirenje programa dovelo je do suzavanja okvira i ubrzanog tempa
u nastavi geometrije. Kao rezultat toga u najnovije vreme nekadasnji utisak o
vaznoj ulozi geometrije u opStem matematickom obrazovanju postepeno se gubi.

Cilj narednih izlaganja je da podstakne razmisljanje o tome kakvu bi ulogu
trebala i kakvu ulogu bi mogla da igra geometrija euklidske ravni i euklidskog
prostora u obrazovanju omladine.

2. Primedbe o moguéoj ulozi geometrije u opStem obrazovanju daka
starih 10-19 godina. Sledeée primedbe, praéene predlozima za obradu prigodnih
matematickih zadataka za ugenike, zasnovane su na mojim iskustvima u radu sa
srednjoskolcima.

1. Primedba. U savremenoj nastavi, kada je skolski program prenatrpan de-
taljima iz raznovrsnih oblasti matematike, postoji opasnost da se ucenje matematike
svede na paméenje fakata i mehanicko usvajanje algoritama. Nasuprot ovoj pojavi,
treba nastojati da ucenici shvate postojece veze medu fenomenima koje susrecu
na pojedinim podrué¢jima matematicke nastave. U okviru ovakvih nastojanja, ge-
ometrija moze da igra izvrsnu ulogu, jer matematicke discipline koje se predaju
u srednjoj skoli obiluju detaljima za koje postoje geometrijske ilustracije dostup-
ne uzrastu ucenika. Primena ovakvih ilustracija, s jedne strane olakSava proces
razumevanja ukupnog nastavnog gradiva, a s druge strane skrece paznju na to da
je geometrija nauka od aktuelne vaznosti.

Dole navedeni primer ukazuje na vezu izmedu teorije brojeva i stereometrije
i stimulie interes za visedimenzionalne prostore:

Primer 1.1. Nakon izvodenja formule

n(n + 1)

(1) SN =142+..+n= 5
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algebarskom metodom, grupa 15-godisnjih daka Zelela je da resi zadatak:

(Z1) Naéi formulu za zbir
(2) S® =124+22 +--- 40’

Ucenicima je skrenuta paznja na slede¢u poznatu metodu za nalazenje zbira (2):

Zasvakoi = 1,2,... ,n broj i*> se moze napisati u obliku i% - 11 interpretirati
kao zapremina kubmda K s ivicama duzine i, i, 1. Kuboidi K; se mogu smestiti u
piramidu ABCDO s kvadratnom osnovom AB C D povrsine (n+ 1)? i visinom OD
duzine n + 1 (SL. 1a).

Deo piramide ABCDO izmedu ravni m; i ;41 koje sadrze gornju, odnosno
donju bazu kuboida Kj;, moze se razlozltl na cetiri poliedra: na kub01d K;, dve
trostrane prave prizme zapremme 1.12.i 1 jednu piramidu zapremine 3 My (Sl 1b)

2

A g N Y i+1

a) b)
Slika 1

Dakle, zapremina stepenastog tela sastavljenog od kuboida Ki, K»,. &K
jeste razlika zapremine 3 1(n+1)3 piramide ABCDO i zapremina trostranih prizmi i
“malih” piramida koje se odstranjuju od piramide ABC DO na svakom “stepeniku”.
Drugim recima:

n

gP:§m+qf—(§:;1—z¢m+)

=1

£

Primenom elementarnih algebarskih operacija gornji zbir se svodi na oblik

wiv—*

n

1
yﬁzgmn+n@n+n.

Nakon resenja zadatka Z; ucenici su postavili zadatak:
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(Z5) Nadi formulu za zbir
(3) SG) =13 423 4+... 4+ n?

Za resenje zadatka Z, predlozila sam drugu vrstu prilaza (takode dobro poz-
natog) — pomoc¢u dvodimenzionalnih geometrijskih slika:

i3 se moze tumadciti kao ukupna povriina i kvadrata sa stranama duZzine 1.

ikvadrata Q;zai = 1,2,... ,n od kojih je po jedan za svako parno i rastavljen
na dva podudarna pravougaonika, mogu se sloziti u jedan kvadrat @ sa stranom
duzine 1 4+24+---+n

1 2 3 4 o A

1 I

: |

5 |
|

4 1+2%3+-~+n
|
|
|

14+2+3+--+n
Slika 2
Prema tome

S® = (142+4..4n)2= (ﬁ(—”;—l)>

Ovom metodom redenja nisu svi uenici bili zadovoljni. Raspitivali su se
za mogucénost da se postupak primenjen u reSavanju zadatka (Z1) uopsti na
getvorodimenzionalni prostor, o ¢ijem postojanju su neki uCenici ve¢ ponesto
¢uli. To nas je odvelo do diskusija o viSedimenzionalnim uopStenjima pirami-
da i prizama. Uzgred receno, nakon toga smo na matematickom kruzoku nasli
pogodno rastavljanje k-dimenzionalne piramide, koje dovodi do formule za sumu
Sk — 1k 4 9k 4 ... 4 nk za svako k > 1.
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Jedan od ucenika je dosao na ideju da istrazi ponasanje vrednosti sume

D=

(4) IS ST P S

za pocetne vrednosti broja n. Pomoéu kompjutera nasao je neke vrednosti zbira
(4).

Sabirak iz se moze geometrijski tumaciti kao dvostruka povrsina pravouglog
trougla A; s katetama duzine 1 i v/i. Slika 3 prikazuje geometrijsku interpretaciju

A1
polovine zbira S¢, kao povrsinu figure sastavljene od pravouglih trouglova A; za
i=1,i,...,6:

Slika 3
Povrsina(A; UAZUA3UA4UA5UA6):%(1+\/§+\/§+\/1+\/§+\/§>

Niz trouglova A; se nakon toga pomocu kompjutera nastavljao za sve vece
vrednosti broja i, dovode¢i do pretpostavki o ponasanju izlomljenih linija na obimu
geometrijske slike.

Primenom osnovnih znanja iz integralnog racuna moze se dokazati stav:

o4 ...
T VitV2+--+ym 2

soeouh J? 3

2. Primedba. Vaznost euklidske geometrije u nastavi potkrepljuje injenica
da se s geometrijskim oblicima iz ove geometrije susreémo u sredini u kojoj zivimo.
Narocito izu¢avanje stereometrije potpomaZze izu¢avanje prostora; nazalost nastava
stereometrije se Cesto — i po nastavnom planu — zanemaruje.

U vezi s geometrijskim osobinama prostora postoji jos jedna vazna &injenica
na koju se Cesto zaboravlja. Veéina dece od najranijih godina poseduje niz osnovnih
znanja o telima, kao 5to su na primer kocka ili lopta. Ta se potetna znanja izvanred-
no dobro mogu koristiti pri uvodenju pojmova kao §to su: definisani i nedefinisani
elementi, aksiome i teoreme, potrebni i dovoljni uslovi i sliéno. Svi ti pojmovi su
vazni za sve oblasti matematike — a familijarnost s prostorom moze posluziti za to
da daci, polazec¢i od konkretnih primera, shvate njihovu sustinu.
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Ova je primedba praéena s dva primera.

Primer 2.1. Dacima, starim 10-11 godina, uoti “zvani¢nog” prilaza temi o
uvodenju pojma trougla, predvidenog nastavnim programom, ¢esto sam zadavala
kao zadatak da mi objasne $ta podrazumevaju pod trouglom. Da bi individualna
misljenja svih daka u razredu dosla do izrazaja, odgovori na postavljeni zadatak
morali su da se daju spontano, na ¢asu, i to pismeno, da jedni drugima ne smetaju
svojim misljenjiima. Posle toga su svi daci procitali svoje odgovore, a nakon toga
je usledila detaljna diskusija. Tom prilikom su daci bili pozvani da koriguju odgo-
vore: iz nekih je trebalo odstraniti nepotrebne detalje, druge odgovore je trebalo
dopuniti da bi postali dovoljni za karakterizaciju pojma trougla. Na taj nalin se
kod daka postepeno stvarao utisak o tome Sta se podrazumeva pod matematickom
definicijom.

Primer 2.2. U jednoj zbirci nasla sam sledeci zadatak:

(Z3) Preseéi datu kocku jednom ravni na dva podudarna dela tako da presek
bude: (a) kvadrat, (b) pravougaonik razli¢it od kvadrata, (c) romb razlicit od
kvadrata i (d) Sestougao.

DI Cl Dl Cl
.4’ i B/ A’ i BI
a |
K T
pb = ¢ c
yd
A B A
a)
D/ C, Cl
A | - Al
i . M M
K K
D o c C
y
A B A
c)
Slika 4

S ovim zadatkom napravila sam sledeéi eksperiment. Jednoj grupi 13-go-
dinjih ucenika postavila sam zadatak u obliku kakav je bio u zbirci. Odgovori daka
bili su sledeéi: Svi su daci resili delove (a) i (b) zadatka, bez puno razmisljanja (vidi
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slike 4a i 4b). Resenje dela (c) zahtevalo je malo vise vremana (SL 4c), a deo (d)
nisu svi uCenici resili. (Sl 4d)).

Karakteristi¢no za ovu grupu uéenika je bilo to §to niko iz grupe nije dao
vise od jednog resenja ni za jedan deo zadatka (prema tome nije bilo razlicitih,
nekongruentnih reenja za b), c) ili d).

Drugu grupu ucenika — takode trinaestogodisnjaka — konfrontirala sam s ni-
zom zadataka inspirisanih zahtevima zadatka (Zs):

(Z4) Konstruisi ravan 7 koja datu kocku ABCDA'B'C'D’ see tako da su
zadovoljeni sledeéi uslovi:

(u1) Presek kocke i ravni je kvadrat i

(u2) Ravan deli kocku na dva podudarna dela.

(Zs) Odgovori na sledeéa pitanja:

(1) Kako treba pomerati ravan 7, konstruisanu pri reSenju zadatka (Z4) tako
da presek ravni s kockom prilikom pomeranja ostaje kvadrat? (tj. da se uslov (u;)
satuva).

(2) Sta se desava pri tome s uslovom (ug)?

(Zs) Ravan 7, konstruisanu u zadatku (Z4), rotiraj oko jedne dijagonale
kvadrata po kome preseca kocku. Sta se desava pri tome:

(1) s oblikom preseka ravni i kocke?

(2) s podudarnoséu delova na koje ravan deli kocku?

Za reSavanje zadataka (Z4)—(Zs) daci su mogli da koriste modele: skelete
kocki, koji su se sastojali samo od temena i ivica kocke i parce kartona, koje je
predstavljalo deo ravni, i koje se moglo pomerati u unutrasnjosti skeleta. Radeéi
u manjim grupama daci su uspedno resili sva tri zadatka, prateci neprekidni tok
promena polozaja ravni i analizirajuéi posledice pomeranja ravni.

Najvazniji dobitak pri ovom radu, po mom misljenju, nije se sastojao niti u
tome da su dobijena reSenja, niti u tome §to su sé dopunjavala znanja o prirodi
preseka kocke i o njenim simetrijama. Bitno je bilo to to se dacima ukazala prili-
ka da ucvrste pojmove od opsteg znacaja za savremeno matematicko obrazovanje:
pojam transformacije, pojam neprekidne promene i pojam invarijante pri transfor-
macijama. UcCenicima se ¢ak moze obratiti paznja na to da su na primer duzine
strana, povrsina, oblik preseka funkcije polozaja ravni, i da se tom prilikom uévrsti
i pojam funkcije.

3. Primedba. Matematika je jedna od najstarijih naucnih disciplina, vaZan deo
kulturnog nasleda covecanstva. Ta injenica se mora odrazavati na tok matematicke
nastave: pozeljno je pri obradi raznih matematickih tema skrenuti paznju ucenika,
kad god se zato ukaze prilika, na njihovu istorijsku pozadinu. Istorija geometrije
Cini vazni deo istorije matematike, i to ne samo zato &to je geometrija jedna od
najstarijih grana matematike. VaZnost geometrije poti¢e mahom iz razloga da je
u ovoj oblasti, pocev od grékog antickog doba, bilo nekoliko krupnih problema,
koji su se tek u XIX veku mogli konac¢no resiti. Tokom vekova mnogo se tragalo
za reSenjima ovih problema; pokusaji da se problemi rese doveli su do niza novih
otkrica i doprineli su daljem razvoju ¢itave matematike. Medu Guvenim problemima
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geometrije je tzv. Delski problem udvostrucenja kocke. Na sledeéem primeru
prikazan je jedan od mogucih pristupa Delskom problemu:

Primer 3.1. 12-13 godisSnjim dacima cesto sam postavljala sledeéi zadatak:

(Z7) Dat je kvadrat ABCD s centrom O. Konstruisi tacke simetri¢ne tacki
O u odnosu na sve Cetiri strane kvadrata i spoji svaku od novodobijenih tacaka s
onim dvama temenima kvadrata ABCD koji su doticnoj tacki najbliza (SI. 5).
(1) Odredi prirodu geometrijske figure F' ogranicene tako konstruisanim duzima.
(2) Izractunaj odnos povrsina figure F i kvadrata ABCD.

A | B

Slika 5

Zadatak (Z7) je lako resiti: figura F' je takode kvadrat i njena povrSina je
dva puta veca od povrsine kvadrata ABCD. Dakle, Figura F je “udvostrucenje”
kvadrata ABCD.

1
|
| 1
B
2 ; |
4 |
AN 0 W < P S
4 10 ]
D |
== == =¥
" |
A
A \ : B
I

Slika 6
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Sada je sledio naredni zadatak.

(Zs) Ispitaj da li se konstrukcija u zadatku (Z7) moZze uopstiti na kocku, tako
da se time data kocka udvostruéi.

Uopstenje konstrukceije se u slucaju date kocke ABCDA'B'C'D' s centrom O
sastoji od konstrukcije tacaka, simetricnih u odnosu na svih 3est strana kocke i od
spajanja svake od novih tataka s onima Cetirma temenima kocke koja su toj tacki
najbliza. Tako se dobija novo telo T' (SL. 6).

Odnos zapremine tela T' i kocke ABCDA'B'C'D' je isti kao i odnos povrsina
figure F' i kvadrata ABCD u zadatku (Z7); tj. 2 : 1. Medutim, telo 7 nije kocka,
nego rombi¢ni dodekaedar — poliedar ogranicen s 12 rombova. Za velinu ucenika
to je bio prvi susret s rombi¢nim dodekaedrom, koji je otkrio Kepler (1571-1630),
poznati astronom.

Na ovom mestu je bilo celishodno rec¢i nekoliko reci o zaslugama Keplera na
polju astronomije, a i u matematici. Ucenici su se uverili u to da dodekaedar za-
ista ima osobinu, koju je otkrio Kepler: Ceo prostor se moze ispuniti podudarnim
dodekaedrima, bez praznina medu pojedinim telima. (To se najlakse moze uvideti
ako se zamisli neograni¢ena trodimenzionalna sahovska tabla” sastavljena od po-
dudarnih kocki u dvema bojama, crnoj i beloj, tako da su bilo koje dve kocke sa
zajednickom stranom razli¢itih boja. Za svaku od crnih kocki konstruise se rom-
bi¢ni dodekaedar metodom primenjenom u zadatku (Zs). Tako dobijeni rombiéni
dodekaedri se sastoje od po jedne crne kocke, okruzene sa 6 belih cetvorostranih
piramida. Skup svih rombic¢nih dodekaedara ispunjava prostor.)

Nakon toga sam dacima ispricala detalje u vezi s Delskim problemom udvo-
strucenja kocke. Culi su za legendu o neuspehu starih Grka pri konstrukeiji oltara
u obliku kocke u Apolonijevom hramu, kao i o znacaju geometrijskih konstrukcija
iskljucivo Sestarom i lenjirom, prema klasiénim Platonovim zahtevima. Uverili su
se u to da bi se reSenje zadatka klasitnom metodom svelo na konstrukciju duzi
duzine /2 3estarom i lenjirom, ako je poznata jedinicna duz. Spomenula sam
visevekovne napore na izvodenju konstrukcije i skrenula sam paznju na to da ce
kroz dve-tri godine s viSe znanja iz analiticke geometrije biti u stanju da razumeju
poneke detalje o nemogucnosti reSenja ovog klasi¢nog zadatka.

Na kraju smo vodili opsti razgovor o mogucénosti konstrukcija duzina raznih
duzi. Kao domadi zadatak trazila se konstrukcija Sestarom i lenjirom duzi duzina
2'/a, za razne vrednosti prirodnog broja k i pozitivnog racionalnog broja a, uz datu
jedini¢nu duz.

4. Primedba. Nastava geometrije moze da igra korisnu ulogu i u ilustraciji
dostignucéa u najmodernijim oblastima matematike. Kao primer navesc¢emo aktuel-
nu temu iz oblasti diskretne matematike, koja se moze objasniti dacima u zavrsnim
godinama srednje skole, kada imaju pocetna znanja iz analiticke geometrije i po-
znaju definicije grupe i polja.

Primer 4.1. Ucenicima je najavljeno da ¢emo konstruisati jednu konacnu

geometriju, po uzoru na klasi¢nu euklidsku ravan. Podsetila sam ucenike da u
dvodimenzionalnom Dekartovom koordinatnom sistemu euklidske ravni:
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— tacke se identifikuju s uredenim parovima (z,y) za sve vrednosti z, y iz skupa
R realnih brojeva, a

— prave se identifikuju s podskupovima tacka (z,y) ¢ije koordinate zadovolja-
vaju jednatine tipa y = mz + n, ili tipa z = a za svako m,n,a € R.

Zatim je postavljen zadatak

(Zy) U skupu S; = {0,1,2} definisane su dve racunske operacije: sabiranje
po modulu 3, oznaceno sa & i mnozenje po modulu 3, oznaceno sa ®. Polazeci od
S3 konstruiSe se kona¢na geometrija A3 na sledeéi nacin:

— Tacke geometrije A3 su uredeni parovi (z,y) za sve elemente z,y € Ss;
— prave geometrije A3 su podskupovi tataka (z,y) ¢ije koordinate zadovoljavaju
jednacine tipa y = m @ £ @ n ili tipa x = a za svako m,n,a € Ss.

(a) Napravi spisak svih tacaka geometrije As.

(b) Napravi spisak jednacina svih pravih u geometriji As.

Posle toga smo tacke predstavili graficki, po Semi prikazanoj na slici 7a. Spo-
jili smo isprekidanim linijama tacke koje su pripadale jednoj istoj pravoj i tom
prilikom smo za crtanje isprekidanih linija upotrebili raznobojne olovke: prave s
jednaginama x = a za a = 0,1, 2 bile su nacrtane istom bojom; druga zajednicka
boja je upotrebljena za prave s jednacinom y = m ® x & n za m = 0, tre¢a boja
zam = 1, i Cetvrta za m = 2. (Na slici 7b nacrtane su samo prave s jednacinom
y=2Qz&n.).

- /y =2zl
N ay ey Y V/\ \//
(0,1) : : oK, N\,
(1,1) (2,1) ,« ,Q
0.0) ./
(070) (170) (270) y:2®£ ?IQ@I@Q
Slika 7

Sledeéi zadatak imao je za cilj da se uporede osobine geometrije Az s aksiomi-
ma euklidske ravni: “Kroz dve razli¢ite tacke prolazi jedna i samo jedna prava” i
“Za svaku tacku P i svaku pravu g postoji jedna i samo jedna prava kroz P koja
je paralelna pravoj ¢g”. (Dve prave se nazivaju paralelne ako se ili poklapaju, ili
nemaju zajednickih tacaka.)
(Z10) Utvrdi posmatranjem grafickog prikaza svih tacaka i pravih geometrije As:

(1) Broj pravih, koje prolaze kroz bilo koje dve razlicite tacke;

(2) Broj pravih kroz tacku P, paralelnih pravoj g za bilo koji izbor tacke P i
prave g.

Resenjem zadatka je utvbrdeno da A3 ima osobine koje odgovaraju gore nave-
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denim aksiomama euklidske geometrije. Pramenovi paralelnih pravih s jedna¢inom
tipa y = m ® = € n su sastavljeni od pravih ¢ije jednacine imaju isti element m iz
skupa S3 — kao i u euklidskoj geometriji istog su “nagiba”.

Slede¢i korak u naSem ispitivanju sastojao se u zameni skupa S3 skupom
Se =4{0,1,2,3,4,5} u kojem su bili definisane operacije: & sabiranje po modulu 6
1 ® mnozenje po modulu 6. Usledio je zadatak

(Z11) Resi zadatak analogan zadatku (Zy) kad se umesto od skupa S3 polazi
od skupa Sg s operacijama sabiranja i mnozenja po modulu 6.

Graficko predstavljanje geometrije Ag, dobijene reSenjem zadatka (Z11),
naislo bi na suvise teskoca pri crtanju mnogobrojnih isprekidanih linija. No i bez
crteza je bilo lako naé¢i “kontraprimere” za ponasSanje geometrije Ag slicno euklid-
skoj geometriji, a i geometriji A3. Utvrdeno je da u geometriji Ag postoje parovi
razlicitih tacaka kroz koje prolazi vise od jedne prave. Na primer kroz tacke (0, 0)
i (3,0) prolaze prave s jednatinamay =01y =2® z.

Daci su nasluéivali da razlika u osobinama geometrija As i Ag potice iz toga
§to je 3 prost broj, dok je 6 slozeni broj. Time smo presli u oblast algebarskih
struktura. Poznajuci osobine grupa i tela, ucenici su uspeli da rese zadatke:

(Z12) Neka je u skupu S, = {0,1,2,... ,n — 1}, gde je n proizvoljni prirodni
broj, definisana operacija sabiranja po modulu n (oznacena sa @). Dokazi da je s
obzirom na ovu operaciju S,, komutativna grupa.

(Z13) Neka je u skupu S, = {1,2,...,n — 1}, gde je n proizvoljni prirodni
Lroj, definisana operacija mnozenja po modulu n (oznacena sa ®).

(a) Dokazi da je s obzirom na ovu operaciju skup S, komutativna grupa ako
i samo ako je n prost broj.

(b) Dokazi da je za svaki prirodni broj p skup S, komutativno telo s obzirom
na operacije © 1 ®.

Resenjem zadatka (Zy3) stvoreni su uslovi za algebarsko resenje zadatka o
osobinama geometrije A,, definisane analogno geometriji A3 za proizvoljni prost
broj p.

(Z14) (a) Neka su P = (z1,y1) 1 Q = (z2,y2) dve proizvoljne, razlicite tacke
geometrije A,. Dokazi da kroz P i @ prolazi jedna i samo jedna prava geometrije
A

(b) Neka je P = (z1,y1) proizvoljna tactka i g proizvoljna prava geometrije
Ap. Dokazi da postoji jedna jedina prava u A, koja prolazi kroz P i paralelna je
pravoj g.

Za reSenje ovog zadatka primenjeni su sistemi linearnih jednacina. Pri reSenju
dela (a) razlikovala su se dva slucaja:

1. Slucaj: z; = z». Tada prava s jednacinom z = z; sadrzi obe tacke P 1 Q.
Pretpostavka da pored te prave postoji jos jedna prava s jednacinom y = m®@z S n
za neko m,n € S, dovodi do uslova

y1=mQxzr; e&n

Y =mR®T2Dn
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tj. do y1 = y2, §to je zbog P # @ nemoguce. Time je ovaj slucaj sreden.

2. Slucaj 1 # z2. Tada prave koje prolaze kroz P i @ treba traziti medu
onima ¢ija je jednacina oblika y = m ® x @ n. Da bi se pronasle vrednosti za m i
n treba resiti sistem jednacina

- Y1 =mQezr;1 e&n
(5)

Y2 =mR Ty &N
Iz (5) sledi jednacina
(6) 11 ® (—y2) =m® (21 © (—22))

gde —z oznalava inverzni element elementa x € A, s obzirom na operaciju ©.

Zbog uslova 71 # T2, element z; & (—z2) skupa S, je razlicit od 0, i prema
tome poseduje multiplikativni inverz, tj. inverz u odnosu na operaciju ®. (Tu
dolazi do izrazaja da je A, telo.) Odatle sledi da jednacina (6) ima jedno i samo
jedno redenje za nepoznatu m. Zamenom te jedinstvene vrednosti za m u jednu od
jednagina sistema (5) dobija se jedinstveno resenje za n. Tako je i u ovom slucaju
dat dokaz dela (a) zadatka.

Dokaz dela (b) odvija se na slican nacin, oslanjajuéi se na postojanje inverznih
elemenata u odnosu na operacije u skupu Sp.

Gornja razmatranja imaju dvostruku vrednost: stice se prvi utisak o pos-
tojanju kona¢nih geometrija i, u isto vreme, o mogucnosti primene algebarskih
struktura u konstruisanju novih geometrija. Konacne geometrije su u novije vreme
nagle primene u raznim oblastima diskretne matematike, kao na primer u teoriji
kodiranja. Poceci teorije kodiranja izlozeni su dacima na sastancima matematickog
kruzoka.

5. Primedba. Stetena znanja iz nastave geometrije mogu doprineti boljem
razumevanju fenomena iz raznih oblasti prirodnih nauka. Sledeci primer se odnosi
na oblik ¢elije pcelinjeg saca.

vV E
-
- oD
I
A D
B C

Slika 8
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Primer 5. éelija pcelinjeg saca je telo sa 10 strana: osnovu Celije ¢ini pravilni
sestougao ABCDEF; omotat se sastoji od 6 podudarnih trapeza, normalnih na
ravan Sestougla i poredanih tako da za duzine bocnih ivica vaze uslovi AA" =
CC'=EE i BB' = DD’ = FF', pri ¢emu je AA’ # BB'. “Krov” ¢elije ¢ine tri
podudarna romba A'B'C'V, C'D'E'V i E'F'A'V (Sl 8)

Oblik éelije saca fascinirao je razne naulnike tokom vekova. Kepleru se
¢inilo da su na svim éelijama rombovi krova sli¢ni stranama rombi¢nog dodeka-
edra. Ta Keplerova pretpostavka je kasnijim merenjima uglova u rombovima celija
potvrdena. U rombovima ¢elija duzine dijagonala se odnose kao 1 : V2.

U XVIII veku Réaumir je formulisao hipotezu: Od svih tela ogranicenih
pravilnim Sestouglom, sa 6 podudarnih trapeza i sa 3 podudarna romba postav-
ljenih kao na sl. 8, koja imaju datu povrsinu osnove i datu zapreminu, najmanju
povrdinu ima ono telo kod koga su rombovi sli¢ni stranama rombicnog dodekaedra.

Réaumirovu pretpostavku je Kenig (matematicar iz Svajcarske) dokazao pri-
menom diferencijalnog ra¢una. Makloren je izveo dokaz hipoteze, koriste¢i samo
elementarnu geometriju.

Dacima, koji su stekli osnovna znanja iz diferencijalnog racuna postavljen je
zadatak:

(Z15) Dokazi hipotezu Réaumira metodom diferencijalnog racuna. Nakon
toga daci su protitali Maklorenov dokaz Réaumirove hipoteze (koristeci se knjigama
[2] ili [1]) i na narednom ¢asu smo zajednicki diskutovali o prednostima, odnosno
teskoéama u izvodenju svakog od dva navedena dokaza.

Utenicima je skrenuta paznja na to da pri reSavanju zadatka iz bilo koje
oblasti matematike vredi traziti razli¢ite metode i uporedivati detalje pri radu.
Najkraéi put refenja nije uvek i najelegantniji prilaz savladivanju problema.

Niz primedbi o znacaju nastave geometrije jos bi se dalje mogao nastaviti.
Mi ¢emo ga medutim prekinuti slede¢om zavr$nom napomenom:

Da bi nastava geometrije po Skolama bila uspe3na, nastavno osoblje mora
da poseduje solidno znanje iz ovog predmeta. Medutim, ne samo u Skolama, ve¢
i na kursevima na univerzitetu i u drugim pedagoskim ustanovama za obrazo-
vanje buduéih nastavnika matematike oseca se tendencija da se studije geometrije
zanemaruju. Ta Cinjenica moze da dovede do drasticnog opadanja nivoa nastave
geometrije u skolama. Potrebno je nastojati na podizanju ugleda geometrije i kod
studenata matematike.
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KAKO ISTICATI HUMANISTICKE ASPEKTE GEOMETRIJE
U SREDNJOSKOLSKOJ NASTAVI MATEMATIKE

DPorde Kadijevié

SazZetak. Tradicionalna srednjoskolska nastava matematike, koja je zasno-
vana na deduktivnom zaklju€ivanju zanemarujuéi heuristicko rezonovanje, obicno
stvara pogresnu sliku o tome Sta je geometrija i kako se razvija njeno znanje. Kao
Sto istice Filip Dejvis, nastava matematike mora da prikaze humano lice mate-
matike a ne njeno platonsko, algoritamsko, kompjuterizovano ili neko drugo lice.
Ovaj rad razmatra Cetiri nacina isticanja humanistickih aspekata geometrije u sred-
njoskolskoj nastavi matematike. Prvi se zasniva na prikazivanju pogresnih i neadek-
vatnih Cinjenica kreiranih i koris¢enih tokom razvijanja geometrijskog znanja. Drugi
se bavi objasnjavanjem nafina na koji neki elementi geometrijskog znanja mogu
biti kreirani i testirani. Treéi, koji prikazuje nalin podsticanja efikasnog deduk-
tivnog zaklju€ivanja kori§¢enjem dvostubalne argumentacije, posmatra dokazivanje
kao oblik socijalne interakcije. Cetvrti se zasniva na sagledavanju upotrebe geome-
trijskog znanja u modeliranju naseg okruzenja. Ovi nacini, koji se bave istorijskim,
epistemoloskim, strukturalnim i utilitarnim aspektima geometrijskog znanja, bili su
do sada zanemarivani od strane vedine istrazivaca u oblasti nastave matematike.

Uvod. Iako se matematicko znanje najcesée kreira putem heuristickog re-
zonovanja i dograduje kroz deduktivna zakljucivanja, srednjoskolska nastava geo-
metrije po pravilu istice samo deduktivne aspekte koji obi¢no formiraju pogresnu
sliku o tome 5ta je geometrija i kako se razvija njeno znanje. Ovaj problem geometri-
je, 1 matematike uopste, uocen je u mnogim zemljama, i neke od njih su rebalansirale
matematicki kurikulum (nastavni plan i program) tako da manje istice deduktivne
aspekte matematike [1]. Danas se od srednjoskolske nastave matematike u Dan-
skoj, na primer, eksplicitno zahteva da realizaciju matematickih sadrzaja prozme
istorijskim, pragmatickim i strukturalim (deduktivnim) aspektima odgovarajuéih
znanja [2]. Kao §to istie Filip Dejvis (koautor knjiga Mathematical Experience
i Descartes’ Dream; izdava¢: Penguin), nastava matematike mora da prikaze hu-
mano lice matematike, a ne njeno platonsko, algoritamsko, kompjuterizovano ili
neko drugo lice [3]. To posebno vazi za srednjoskolsku nastavu geometrije, jer
“logika ne objasnjava vise kako razmisljamo nego sto gramatika objasnjava kako
govorimo; obe nam mogu reéi kada su nase recenice pravilno formirane, ali nam ne
mogu reéi koje recenice da sacinimo” [4, str. 186].
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U zadnjih par godina intenzivnije se proucavaju humanisticki aspekti mate-
matike (e.g., [5]). Ovaj rad razmatra Cetiri nacina isticanja humanistickih aspekata
geometrije u srednjoskolskoj nastavi matematike. Prvi se zasniva na prikazivanju
pogresnih i neadekvatnih ¢injenica kreiranih i korigéenih tokom razvijanja geomet-
rijskog znanja. Drugi se bavi objasnjavanjem nacina na koji neki elementi geomet-
rijskog znanja mogu biti kreirani i testirani. Treéi, koji prikazuje nacin podsticanja
efikasnog deduktivnog zakljucivanja kori§éenjem dvostubaéne argumentacije, pos-
matra dokazivanje kao oblik socijalne interakcije. Cetvrti se zasniva na sagleda-
vanju upotrebe geometrijskog znanja u modeliranju naseg okruzenja. Ove naline
razmatramo u narednom poglavlju koristeéi raznovrsne primere iz srednjoskolskih
sadrzaja geometrije. Iako se neki od tih sadrzaja realizuju i u osnovnoj skoli, iz-
loZene metodicke sugestije, naroéito prve tri, prvenstveno se odnose na realizaciju
srednjoskolske nastave matematike.

Metodicke sugestije

Prikazivati pogresne i neadekvatne Cinjenice iz filogeneze znanja.
Kao sto je enciklopedista Didro podvukao, istina se Cesto dostize kroz pogresna
iskustva. (Prisetimo se latinske izreke: Opinio magistri probabilis tantum.) Istorija
geometrije (npr., [6, 7]) sadrzi raznovrsne primere kreiranja i koris¢enja pogresnih
1 neadekvatnih ¢injenica (naravno, posmatrano iz naseg ugla). Navodimo tri ele-
mentarnija primera.

U Vavilonskoj matematici zapremina pravilne zarubljene Cetvorostrane pi-
ramide nalazena je mnozenjem visine tela sa polovinom zbira povrSina njegovih
baza [6], §to je verovatno bila posledica kori§éenja pogresne analogije u vezi sa
raCunanjem povrsine trapeza.

Povrsina kruga u starom Egiptu raunata je kao povriina kvadrata Cija je
stranica jednaka osam devetina preénika kruga. Ovaj postupak, koji je pretpostav-
ljao da je odnos obima kruga i njegovog preénika (7) jednak 256/81 ~ 3.16, imao
je izgleda solidnu vizuelnu osnovu [8].

U Vizantijskoj matematici povrsina kruga racunala se kao aritmeticka sredina
povrsina kvadrata opisanog i upisanog u taj krug, ¢ime je pomenuti odnos ()
aproksimiran brojem /8 ~ 2.83 [9].

Ovakva geometrija obi¢no se skriva od o€iju ucenika, koji stoga stvaraju sliku
da je rad matematicara osloboden svake greske, §to o€igledno nije slucaj. Nesumnji-
vo je da ée prikazivanje ovih i drugih primera formirati kod ucenika ispravniju sliku
0 geometriji i matematici uopéte, i pomoéi im da shvate da su teskocée u kreiranju a
samim tim i u savladavanju kreiranog znanja normalna pojava koju ne treba uvek
vezivati za slabe matematicke sposobnosti.

Objasnjavati naéine kreiranja i testiranja elemenata znanja. Elemen-
ti znanja najcesce se kreiraju koriséenjem induktivnog zakljucivanja i zakljucivanja
po analogiji, kao u slu¢aju Ojlerove formule s + ¢ = i + 2 u vezi sa brojem strana
(s), temena () i ivica (i) konveksnog poliedra [10, 11]. (Povrsina omotaca prave
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kupe (zarubljene prave kupe) moZe se ratunati kao povrdina trougla (trapeza).
Prvo pomoé¢u povrsine jednog trougla (trapeza), a zatim pomocu zbira povrSina
vecéeg broja malih trouglova (trapeza).) Ova dva nacina zakljucivanja posebni su
slucajevi heuristickog zakljucivanja koje ima svoja, relativno nepoznata, pravila
rezonovanja. Jedno od njih kaze: Ako A uzrokuje B i B je tacno, tada i A moze
biti taéno. (Ako B uzrokuje A i B je pogresno, tada i A moze biti pogresno.) Iako
ova i ostala pravila heuristickog zakljucivanja nista ne dokazuju, veoma su koris-
na u kreiranju novog znanja jer mogu sugerisati dobar pravac daljeg istrazivanja;
recimo, u cilju dokazivanja A, dokazali smo njegovu logicku posledicu B koja na
neki nacin uévriéuje nase uverenja da je i A tacéno [10]. Pretpostavimo da neko
predlaze formulu prema kojoj je povrsina trapeza jednaka proizvodu visine trapeza
i poluzbira njegovih osnovica. Ako ova formula vazi za trougao i paralelogram ko-
ji se mogu posmatrati kao specijalni slu¢ajevi trapeza, postoji solidna osnova da
tvrdimo da je formula verovatno tacna. Naravno, potreban je njen dokaz. (Analog-
ni test mozemo koristiti u sluéaju zapremine zarubljene piramide ili kupe i povrSine
omotaca zarubljene prave kupe. Test po dimenziji takode moze biti od koristi [12,
str. 130-132]). Nastavnik matematike bi trebalo da napusti ucestalu praksu prikazi-
vanja gotovog elementa znanja uz njegov (Cesto mistifikovan) dokaz, objasnjavajuti
prvo kako bi uéenik mogao da ga samostalno kreira i testira. (Neki rezultati mogu
biti izvedeni na prvi pogled, kao u slu¢aju povrsine trapeza, jer je povrsina trougla
ah/2, povriina paralelograma ah, povrsina trapeza ...h, ...h/2, (a + 0)h/2, 2ah/2,
..., tj. (a+b)h/2.) U okviru ovog konteksta vazno je sagledati i ulogu intuitivne
spoznaje u kreiranju geometrijskog znanja [13].

Razmatrati dokazivanje kao oblik socijalne interakcije. Proces de-
duktivnog zakljucivanja moze se jasnije sagledati koris¢enjem dvostubacne argu-
mentacije [14] kod koje leva kolona sadrzi Sta je dato i Sta se tvrdi, dok desna
istice $ta se trazi i na kojim se razlozima bazira ono §to se tvrdi. Na primer, dokaz
tvrdenja da dijalonale pravougaonika imaju istu duzinu moze imati sledeci oblik:

A B
L=<,
Dato: AB =DC, AD = BC Trazi se:
LA=/B=/C=/4D =90° AC = BD
TVRDENJA RAZLOZI
AB = BA = je simetricna relacija
AD = BC dato
LA=4B dato
ANABD = ABAC podudarnost trouglova (SUS)
AC =BD posledica podudarnosti
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(U opstem slucaju, u koloni razlozi pojavljivace se ono §to je dato, definicije,
aksiome, teoreme i pravila deduktivnog zakljutivanja.) Dvostubaéna argumentacija
zaista jasnije prikazuje proces deduktivnog zaklju€ivanja jer od uéenika zahteva da:
(a) specifikuje sta je dato a sta se trazi (neki ucenici Cesto uzimaju da je dato
ono sto se trazi), i (b) svoja tvrdenja podupre valjanim razlozima, polako dolazeéi
do onoga 5to se trazi. Dvostuba¢na argumentacija takode omoguéava uéenicima da,
sagledaju da u jednom dokazu redosled nekih koraka moze biti proizvoljan, §to znaci
da taj dokaz moze biti izveden na vise nagina. (Iskustvo sugeriSe da bi dvostubaénu
argumentaciju prvo trebalo koristiti u cilju rekonstrukcije veé sacinjenih dokaza €iji
su argumenti ispremestani ili pak pomesani sa nekim pogresnim i/ili nepotrebnim
argumentima.) Pored toga, tvrdenja i argumenti konkretnog dokaza obi¢no nisu ni
sadrzajno fiksirani, jer zavise od zajednickog znanja onoga koji dokazuje i onoga
koji razmatra dokaz, a to znanje, naravno, moze varirati od slucéaja do slucaja.
Dakle, dokazi nisu monolitne strukture kako ih matematicka literatura najcesce
prikazuje. S obzirom da je matematika u realnosti “oblik socijalne interakcije u
kojoj je ‘dokaz’ kompleks formalnog i neformalnog, izratunavanja i neobaveznih
komentara, ubedljivog argumenta i poziva na imaginaciju” [15, str. 73], u nastavi
bi i geometrijske dokaze, kad god je to moguée, trebalo tretirati na isti naéin.

Prikazivati koris¢enje elemenata znanja u modeliranju naseg okru-
zenja. U poslednjih desetak godina u mnogim zemljama sveta ponovo se jav-
lja misljenje da nastava matematike treba da ukazuje i na primene matematickog
znanja u modeliranju nadeg okruzenja. Geometrijsko znanje je Siroko primenljivo
na modeliranje realnosti. Ono se koristi pri razmatranju pomracenja preko krugova,
refleksija preko elipsa i parabola, radio talasa preko hiperbola i parketiranja preko
(pravilnih) poligona [16]. Takode se koristi u dizajniranju brisaca stakla automo-
bila [17] i razmatranju vodosnabdevanja iz lokalnog jezera [18]. Uopste gevoredi,
geometrija doprinosi resavanju mnogih problema svakodnevnog Zzivota kao §to su
pakovanje, oglasavanje, izgradnja mostova, tunela, zgrada i sportskih terena, izra-
da mapa gradova i saobracajnih puteva, itd. [19]. Naravno, utilitarni pristup
geometrijskom znanju mozemo zapoceti elementarnijim primerima, recimo:

Pravougaoni temelj obi¢no se markira sa 4 kociéa oko kojih se zateze kanap
koji formira pravougaoni okvir. Kanap se potom zateze po jednoj dijagonali okvira,
a zatim se uzeta mera prenosi na drugu dijagonalu. Ako su dijagonale (gotovo)
jednake, zapocinje se sa kopanjem temelja. U suprotnom, postavlja se novi okvir i
pravi nova provera.

Pitagorin trougao ¢ije su duzine stranica 3, 4 i 5 mernih jedinica moze se
koristiti za proveravanje da li je kvadrat dobro udvostrucen ili utrostrucen. Zaista,
jer ostar ugao koje obrazuju dijagonale udvostruéenog (utrostrucenog) kvadrata (to
je pravougaonik dimenzija 2a x a, odnosno 3a x a, gde je a stranica kvadrata) treba
da bude jednak veéem (manjem) ostrom uglu Pitagorinog trougla [20].

Tekuca pozicija broda na moru moze se, pored drugih metoda, odrediti i
merenjem dva horizontalna ugla izmedu tri objekta na obali koji su prikazani na
karti oblasti kojom brod plovi. To je zbog toga §to ovi objekti i dobijeni uglovi
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omogucéavaju da na karti konstruiSemo dva kruga ¢ija jedna presetna tacka pred-
stavlja trazenu poziciju broda [21].

Neosporno je da ¢e prikazivanje ovih i drugih primera ne samo povecati in-
teres ucenika za geometriju, veé ih i dodatno motivisati za usvajanje predvidenih
sadrzaja.

Tako je u zadnje dve decenije formirana bogata riznica znanja u vezi sa nas-
tavom 1 uenjem geometrija (e.g., [22]), prikazani nacini isticanja humanistickih
aspekata geometrije bili su do sada zanemarivani od strane veéine istrazivaca u
oblasti nastave matematike. Nesumnjivo je da ¢e uvazavanje izlozenih metodickih
sugestija ne samo unaprediti srednjosSkolsku nastavu geometrije, ve¢ i doprineti
sticanju kvalitetnijeg geometrijskog znanja. Stoga prikazane nacine treba dalje
metodicki razradivati i istrazivati njihove obrazovne vrednosti.

LITERATURA

[1] Quadling, D. A. (1985). Algebra, analysis, geometry. In Morris, R. (Ed.), The Education of
Secondary School Teachers of Mathematics (Studies in mathematics education, vol. 4) (pp.
79-96). Paris: UNESCO.

[2] Blomhgj, M. (1991). Mathematical Modelling at Upper Secondary Level. Department of Math-
ematics, Royal Danish School of Educational Studies: tekst: MI 42.

[3] Davis, P. J. (1992). The Five Types of Mathematical Educator. Mathematics and Society (a
series of lectures). Roskilde University, Denmark.

Minsky, M. (1988). The Society of Mind. New York: Touchstone.

Ernest, P. (Ed.) (1994). Mathematics, Education, and Philosophy: An International Perspec-
tivez. Bristol, PA: Falmer Press.

Eves, H. (1990). Foundations and Fundamental Concepts of Mathematics (third edition).
Boston, Massachusetts: PWS-KENT Publishing Company.

[7] Kline, M. (1980). Mathematics: The Loss of Certainty. New York: Oxford University Press.

[8] Robins, G., & Shute, C. (1987). The Rhind Mathematical Papyrus. London: British Museum
Publication.

[9] Heath, T. (1981). A History of Greak Mathematics (Vol. II). New York: Dover.

[10] Pélya, G. (1954). Mathematics and Plausible Reasoning. Princeton, New Jersey: Princeton
University Press.

[11] Lakatosh, I. (1976). Proofs and refutations. Cambridge: Cambridge University Press.

[12] Polja, Dz. (1966). Kako ¢u rijesiti matematicki zadatak. Zagreb: Skolska knjiga. (Pélya, G.
(1990). How to Solve it (second edition). London: Penguin.)

[13] Stipani¢, E. (1980). O matematickoj intuiciji i njenoj ulozi u nastavi i udzbeniku matematike.
U Stipani¢, E. (Red.), Udzbenik kao ¢inilac u unapredivanju nastave matematike. Beograd:
Zavod za udzbenike i nastavna sredstva.

[14] Goldstein, S. (1989). Jigsaw Proofs. Mathematics Teacher, 82, 186-7.
[15] Davis, P. J. & Hersh, R. (1990). Descartes’ Dream. London: Penguin.

[16] Fremont, H. (1979). Teaching Secondary Mathematics Through Application (second edition).
Boston, MA: Prindle, Weber & Schmidt.

[17] Clatworthy, N. J., & Galbraith, P. L. (1991). Mathematical Modelling in Senior School Math-
ematics: Implementing an Innovation. Teaching Mathematics and its Application, 10, 6-28.

=



30 Dorde Kadijevié

[18] Matsumiya, T., Yanagimoto, A., & Mori, Y. (1989). Mathematics of a Lake (Problem Solving
in the Real World.) In Blum, W., Niss. M., & Huntley, 1. (Eds.), Modelling, Applications and
Applied Problem Solving: Teaching Mathematics in a Real Context (pp. 87-97). Chichester,
England: Ellis Horwood.

[19] Graumann, G. (1989). Geometry in Everyday Life. In Blum, W., Berry, J. S., Biehler, R., Hunt-
ley, I. D., Kaiser-Messmer, G., & Profke, L. (Eds.), Applications and Modelling in Learning
and Teaching Mathematics (pp. 153-8). Chichester, England: Ellis Horwood.

[20] Hollingdale, S. (1989). Makers of Mathematics. London: Penguin.

[21] Belojevi¢, V. (1968). Pomorska navigacija. Beograd: Skolski centar za brodarstvo, brodograd-
nju i hidrogradnju.

[22] Hershkowitz, R. (1990). Psychological Aspects of Learning Geometry. In Nesher, P., & Kil-
patrick, J. (Eds.), Mathematics and Cognition: A Research Synthesis by the International
Group for the Psychology of Mathematics Education (pp. 70-95). Cambridge: Cambridge Uni-
versity Press.

PROMOTING THE HUMAN FACE OF GEOMETRY
IN MATHEMATICS TEACHING AT UPPER SECONDARY LEVEL

Traditional mathematics teaching at upper secondary level, which is based upon deductive
reasoning, neglecting heuristic reasoning, frequently creates a false view of what geometry is and
how its knowledge has been developed. As Philip Davis points out, mathematics teaching has
to display the human face of mathematics rather then its platonic, algorithmic, computerized
or whatever face. The study examines four ways whereby the human face of geometry may be
promoted. The first is based upon presenting wrong and inadequate pieces of knowledge that have
been created and used in the course of the development of geometry knowledge. The second deals
with explaining how some pieces of geometry knowledge can be created and tested. The third,
which examines a way of promoting efficient deductive reasoning by using two-column proofs,
considers proving as a form of social interaction. The fourth is based upon presenting various
examples relating to the use of geometry in modelling the reality. These methods, which deal with
the historical, epistemological, structural and applicative issues of geometry knowledge, have been
neglected so far by most of researchers in mathematics education.
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KARAMATINI PROIZVODI DVA KOMPLEKSNA BROJA

Aleksandar M. Nikolié

Sazetak. Jovan Karamata (1902-1967) u radu Neke primene kompleksnog
broja u elementarnoj geometriji i u univerzitetskom udzbeniku Kompleksni brojevi,
konstatuje da u planimetriji ulogu vektora moze preuzeti kompleksan broj pri cemu
se u postavljanju i reSavanju pojedinih problema javlja proizvod ab = A+ Bi gde je a
konjugovani broj od a a a i b kompleksni brojevi kao slobodni vektori @ i b. Koristeci

geometrijsku interpretaciju a i b, Karamata A i B izrazava sa A = |a|[b[cose i
B = |a||b|sina. Da bi ukazao na geometrijski smisao tih izraza, Karamata ih
obelezava A = (a L b) i B = (e | b)i naziva ortogonalan proizvod i paralelan
proizvod.

Pomocu ova dva simbola, smatranih proizvodima, Karamata interpretira neke
probleme planimetrije koji se odnose na paralelnost i ortogonalnost, i pokazuje kako
se neposredno algebarski mogu izrazavati pojedine geometrijske operacije i pregled-
nije izvoditi same racunske operacije. Da bi istakao ulogu ovih proizvoda navodi niz
obrazaca i osnovnih stavova trigonometrije u kojima se oni javljaju, i ukazuje na nji-
hovu primenu pri izvodenju algebarske interpretacije dva osnovna stava projektivne
geometrije — Papos—Paskalovog i Dezargovog stava, kao 1 Hesenbergovog stava da
se Dezargov stav moze izvesti iz Papos—Paskalovog oslanjajui se jedino na aksiome
veze.

Jovan Karamata (1902-1967) u radu Neke primene kompleksnog broja u ele-
mentarnoj geometriji, Bull. Soc. Math. Phys. Macédoine 1 (1950), 55-81 (na srp-
skom, rezime na nemackom) i u univerzitetskom udzbeniku Kompleksni brojevi,
Beograd, 1950, konstatuje da u planimetriji ulogu vektora moze preuzeti komplek-
san broj, pri ¢emu se u postavljanju i reSavanju pojedinih problema javlja proizvod
@b gde je @ konjugovani broj od a, a a i b kompleksni brojevi kao slobodni vektori ai
b. Pri racunu sa kompleksnim brojevima stalno se javljaju realni deo A i imaginarni
deo B proizvoda ab = A + Bi koje Karamata, koriste¢i geometrijsku interpretaciju
kompleksnih brojeva a = |ale®'?, i b = |ble®2", izrazava sa

A =|a|lblcosa 1 B =la|lb|sina, a=a— a1,

odakle se vidi da je A skalarni proizvod, a B vektorski proizvod (smatran kao
skalar) vektora @ i b. Da bi ukazao na geometrijski smisao tih izraza, Karamata ih

AMS Subject Classification (1991): Primary 01A60
Kljuéne re¢i: Karamata, projektivna geometrija, kompleksan broj, vektor.
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obelezava sa
A={(a Lb) odnosno B=(alb)

1 naziva “ortogonalan proizvod” i “paralelan proizvod”.

Pomocu ovih simbola mogu se lako izraziti uslovi narmalnosti i pralelnosti
dva vektora @ i b

@1b akoje (aLlb)=0 i @||b akoje (a]b)=0,

a kako je (a L b) = (a | ib) i (ia L b) = (a | b) gde je i imaginarna jedinica, to se
jedan od proizvoda uvek moze svesti na drugi.

Karamata zatim daje osnovne osobine ovih proizvoda koje i koristi u al-
gebarskom izrazavanju pojedinih geometrijskih konstrukcija, posebno onih ko-
je se dobijaju projektovanjem, i u izvodenju nekih obrazaca i osnovnih stavova
trigonometrije. Za prikaz jednostavnosti i skladnosti izvodenja pojedinih stavova
planimetrije koris¢enjem paralelnog proizvoda, kao podesnijeg za upotrebu, Kara-
mata je dao algebarske interpretacije dokaza dva osnovna stava projektivne geo-
metrije — Papos—Paskalovog i Dezargovog stava.

Od osobina Karamatinih proizvoda ¢emo navesti asocijatvni zakon, komuta-
tivni zakon koji vazi samo za ortogonalni proizvod (a L b) = (b L a), dok je kod
paralelnog proizvoda (a | b) = —(b | a), i distributivni zakon u odnosu na sabiranje,
koji vazi za oba proizvoda

((a+bd) Le)y=(aLlc)+(bLe), ((a+bd)|c)=(a]c)+(b]c).

Dokaz Papos—Paskalovog stava. Blaise Pascal (1623-1662) je u svojoj
Sesnaestoj godini u raspravi o konusnim presecima (koja je izgubljena ali koju je
spominjao Leibnitz (1646-1716)), i u raspravi Essay on Conics iz 1640. godine dao
sledecu teoremu koja danas nosi njegovo ime: Ako je Sestougao upisan u konusni
presek tada tri tacke preseka parova suprotnih strana pripadaju istoj pravoj (SI. 1).
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\ /

A c

B Slika 1
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Ako se konusni presek degeneriSe u dve prave, odnosno hiperbola u njene
asimptote, tada se dobije slucaj koji je opisao Papos, matematicar aleksandrijske
skole s kraja 3. i pocetka 4. veka, o emu Ce biti reci u treéem delu rada. Karama-
ta je u svom dokazu posmatrao specijalan slucaj Paposovog stava (koji je nazvao

Papos-Paskalov stav) kada se prava nedogleda nalazi u beskonacnosti, sto je for-
mulisao na sledeé¢i nacin (slika 2):

Ako se tacke A, B' i C nalaze na jednoj pravoj,
atacke A’, BiC' na drugoj, i ako je AB || A'B"1 BC || B'C’, tada je i AC'

A'C.
A
B
C’ Y
—1 \
A B’ C
Slika 2
B
c I
&
L 1%} f;
+
" -
s G
A i B
Slika 3

Karamata je u dokazu ovako formulisanog stava, radi preglednosti, sliku
9. rastavio na dva cetvorougla (slika 3), 1 upotrebom vektora indirektno koristio
translaciju a samim tim i kongruenciju. Tako je Papos—Paskalov stav sveo na
sledeée tvrdenje: Ako je
glla, BIb, ele, a+vllb+e, b+el g +b',
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tada je @+b+¢ | @' +5b'+&" tj. iz paralelnosti tri homologne strane i nehomolognih
dijagonala sledi paralelnost Cetvrtih strana posmatranih etvorouglova.

Izrazavajudi ovaj stav preko paralelnog proizvoda i znajuéi da je
(a]b) =0 ekvivalentnosa @ || b,
Karamata konstatuje da je za dokaz ovog stava potrebno pokazati da ako je

(@a]a)=0, (B|¥)=0, {c|cd)=0
(a4+b|b +c)=0, (b+c|d +¥)=0,

tadaje (a+b+c|a +b +¢')=0.
U dokazu je poSao od onoga 5to treba da dokaze tj. od (a+b+c|a' +b' +¢),
i koriste¢i samo osobinu distributivnosti paralelnog proizvoda i pretpostavke, dobio

(a+b+clad +b +¢)
=(alad)+(a|d)+(@|c)+®a)+ @)+ G|+ (cla)+(c|b)+(c]|c)
=@ )+ (alc)+@[0)+ @)+ ((B]a)+®[V)+(c|a)+(c|b))
=(a+b |0 +)+(b+c|d +¥)=0

odakle direktno sledi tvrdenje Papos—Paskalovog stava.

Dokaz Dezargovog stava. Girard Desargues (1591-1661), Paskalov savre-
menik i prijatelj, ve¢inu svojih tekstova objavio je 1639. godine u knjizi Brouillon
project d’une atteinte aux événemens des rencontres du cone avec un plan, ali
njegov glavni stav je Stampan 1648. godine kao dodatak knjizi njegovog prijate-
lja A. Bosse (1602-1676) Maniére universelle de M. Desargues, pour pratiquer la
perspective, kao pokusaju popularizovanja Dezargovih praktiénih metoda u projek-
tivnoj geometriji. Taj Dezargov stav glasi (slika 4):

Slika 4
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Kod dva iz tatke perspektivna trougla vazi da se parovi homolognih strana’
AB i A'B', BC i B'C', i AC i A'C’ ili njihovi produzeci seku u tri tacke koje
pripadaju jednoj pravoj. Obrnuto, ako se tri para homolognih strana dva trougla
seku u tri tacke koje pripadaju jednoj pravoj, tada se tri prave koje prolaze kroz
homologna temena ovih trouglova seku u jednoj tacki.

Karamata je, kao i kod Papos—Paskalove teoreme, posmatrao specijalan
slu¢aj, i to obrnutog, Dezargovog stava kada su homologne strane dva trougla
paralelne, tj. kada se prava nedogleda nalazi u beskonaénosti, sto je formulisao na
slede¢i nacin (slika 5):

Ako su homologne strane trouglova ABC i A'B'C’ paralelne, tj.

AB||A'B', BC||B'C' i CA|C'A

tada se prave koje prolaze kroz homologna temena AA’, BB’ i CC’ seku u jednoj
tacki S.

A A IS
Slika 5
Da bi dokazao ovako formulisanu teoremu, Karamata sliku 5. podesno razlaze

na dva éetvorougla (slika 6) kod kojih su strane i dijagonale smatrane za slobodne
vektore, 1 dobija slededi oblik Dezargovog stava:
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Ako je
alla', (b, e, a+blla +b, b+e|b+e,

tadaje G+ b+¢& | @' +5'+¢", tj. iz paralelnosti tri homologne strane i homolognih
dijagonala sledi paralelnost Cetvrtih strana posmatranih etvorouglova.

Izrazeno simbolima paralelnog proizvoda ovo se svodi na dokaz da iz

(a[a'):O’ (blb,):()’ (CICI):O
(@a+bla"+0)=0, (b+c|b+c)=0,

sledi
(a+b+clad +b +)=0.

U direktnom dokazu se dobija
(a+b+clad +b+c)=(a+b|ad +b)+(b+c|b +)+(c+a]|c +a),

odakle se, zbog pretpostavki da su prva dva sabirka na desnoj strani jednaka 0,
vidi da je za dokaz Dezargovog stava potrebno dokazati da je (c+a | ¢ +a') = 0.
Kako se to koris¢enjem samo distributivnosti paralelnog proizvoda ne moze poka-
zati, Karamata koristi jos i dve dodatne osobine, iz kojih sledi veza izmedu tri
komplanarna vektora

(a|b)c+ (b]c)a+ (c|]a)b=0.
Prva osobina je da vazi
rla|b)=(ra|b)=(a|rbh), r€TR,

a druga je da se svaki vektor ¢ moze razloZiti na komponente po pravcima vektora @
ib, tj. postoje dva realna broja q i r takva da je &= qd@+ rb, kad god je (a | b) #0.
Da bi dokazao da je (c+a | ¢’ +a') = 0, Karamata je uzeo proizvoljne realne
brojeve p, gir
p=(lc), g=(cla), r=(a]|b),

i dobio da je

(pa+gb+re|pa'+qb' +rc') = pgla+b | a'+b')+qr(b+c| b +c')+rplcta| ' +a').
No, kako su za tako izabrano p, ¢ i  leva strana i prva dva sabirka desne strane
Jednakosti jednaki 0, sledi da jeirp(c+a|c +a')=0,akakojer #0ip+#0 to

mora biti
(c+al|d +ad)=0,

¢ime je direktno dokazan Dezargov stav.
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Ali Karamata pokazuje da se, uvodenjem posrednog Cetvorougla, odnosno tri
pomoéna vektora @”, b" i &", Dezargov stav moze izvesti i uzastopnom primenom
dva Papos—Paskalova stava. Naime, ako su pomoéni vektori tako izabrani da u
odnosu na vektore @, bic zadovoljavaju Papos—Paskalov stav (slika 7), tj. da je

Slika 7

(a]a”)=0, (b]b")=0, (c|c")=0,
(a+b|b”+c”):O, (b+c|a”+b"):07

tada sledi
(@+b+cla”"+0"+")=0.

Ali kako je (@” | a’) =0jerje (a" |a) =01i (a|a') =0, a istim rezonovanjem
se dobije da je i

(bll 1 bl) — ()7 (cll l C’) = 07
(b”-i—c”|0,’+bl)—':0, (a”+b”|b’+c,):0:

drugom primenom Papos—Paskalovog stava, sada na vektore a’ , b i c_7, dobija se
da je
(all+bll+cll|al+bl+cl) :07
odakle direktno sledi i
(a+b+cla +b +¢)=0,

odnosno tvrdenje Dezargovog stava.

UopsStenje paralelnog proizvoda. Kako se u dokazu Papos—Paskalove
teoreme sluzio samo distributivnim zakonom paralelnog proizvoda, Karamata je,
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da bi ga uopstio i dokazao opsti slucaj te teoreme, uocio dva para tacaka A, B i
A', B' kojima je jednoznacno pridruzio realan broj ® u obliku simbolickog proizvoda

$ = B(AB, A'B"),

za koji vazi odreden analogon distributivnog zakona i adekvatni smisao broja 0.

Da bi definisao analogon distributivnog zakona Karamata uvodi jo$ jednu
tacku C takvu da je

D(AB,A'B") = ®(AC,A'C") + ®(CB,C'B"),
gde AB smatra za izvestan “punktualni” zbir A i C, koji nije ni obic¢an ni vektorski,

Sto obelezava sa
AB = AC¥CB,

pa distributivni zakon izgleda
®(ACFCB,A'B') = $(AC, A'C") + $(CB,C'B").
Broj 0 odgovara onim parovima tacaka AB 1 A'B’ za koje je
$(AB,A'B') = 0,
kad se prave AB i A'B' seku u nedogledu ili kad se sve Cetiri tacke nalaze na

jednoj pravoj. Kako se za pravu nedogleda moze uzeti proizvoljna prava h (slika
8), Karamata ®(AB, A'B') krace pise (AB, A'B')}.

Slika 8

Karamata zatim konstatuje da ako se ovako uvedeni distributivni zakon i broj
0 uzmu za aksiome, tada na njima i aksiomama veza (incidencije) pociva projektivna
, J
geometrija, jer se moze pokazati da vazi Paposov stav iz koga se moze izvesti
Dezargov stav, a iz kojih sledi osnovni stav projektivne geometrije o invarijantnosti
g > ] g
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dvojne razmere. Zbog toga i dokazuje opsti Paposov stav kori¢enjem novouvedenog
simbolickog proizvoda. Taj stav glasi (slika 9):

Neka se tacke A, B i C nalaze na jednoj pravo], a tacke A, B' i C' na drugoj.
Kada ove tacke spojimo poligonalnom linijjom AB'CA'BC'A, tada tacka preseka
C" pravih AB' i BA', tatka preseka B” pravih AC' i CA' i tacka preseka A" pravih
BC' i CB'’ leze na jednoj pravoj.

A

Slika 9

Karamata je u dokazu povukao kroz tacke A" i C" pravu nedogleda h. Da
bi dokazao da se i tacka B" takode nalazi na toj pravoj, tj. da ¢e se i prave AC" i
C A’ seéi u nedogledu, pokazuje da iz

(AB',BA")p =0 i (BC',CB)»=0

sledi
(AC',Cc A", =0.

Pri tome koristi distributivni zakon ovog proizvoda, definiciju broja 0 i Cinjenicu
da je
AC' = AB¥BB'¥B'C' i CA'=CBYBB'¥B'A'.

Na kraju svog rada Neke primene kompleksnog broja u elementarnoj ge-
ometriji, Karamata simbolicki proizvod & izrazava preko paralelnog proizvoda i
kompleksnih funkcija, i konstatuje da bi bilo interesantno videti kako bi se na taj
natin dobio Paskalov stav koji se odnosi na konusne preseke.

* ok *

Iz koriséenja nove terminologije u formulaciji i dokazu Papos-Paskalovog i
Dezargovog stava, vidi se, 5to i Karamata konstatuje u pomenutom radu, poznata
¢injenica da se Dezargova teorema u ravni moze dokazati koris¢enjem svih 8 pro-
jektivnih aksioma veza (incidencije), ali da se ne moze dokazati koris¢enjem samo
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prvih 5 aksioma veza (incidencije). Ako se na tih 5 aksioma doda i Paposov stav
koji dobija ulogu aksiome, Dezargov stav se moze dokazati, §to je 1905. godine
pokazao G. Hessenberg (Beweis des Desarguesschen Satzes aus dem Pascalschen,
Mathematische Annalen, 61.)

Takode se i u ovim geometrijskim radovima moze primetiti jasan Karamatin
metodoloski pristup matematickim dokazima. Naime, on polazi od specijalnog
slucaja teoreme koju dokazuje, a zatim uopstava one elemente koje koristi u dokazu.
Kako se u dokazima za slucaj da se prava nedogleda nalazi u beskonacnosti osla-
njao, uglavnom, na distributivni zakon paralelnog proizvoda, Karamata konstatu-
je sledeée: Stvarno, ako Zelimo da se u dokazu resimo paralelnosti, treba umesto
prave u beskonacnosti pretpostaviti da se prava nedogleda nalazi u konacnosti i ceo
dokaz interpretirati projektivno...Sustinski u ovom dokazu se javlja pojam paralelnog
proizvoda u vidu koordinacije izmedu skupa od éetirt tacke i skupa realnih brojeva
sa osobinom da za njega vaZi analogon distributivnog zakona i da on i$éezava kad
su duZi odredene ovim tackama paralelne, odnosno kad se seku u nedogledu.

Originalnost pristupa tematici, kao i jednostavnost i elegancija prikazanih
dokaza, na najbolji nacin potvrduju ne samo Karamatin izuzetan matematicki dar,
vel 1 njegovo Siroko matematicko obrazovanje i svestrani matematicki interes. Jer
ne treba zaboraviti da je u svetu matematicara postao ¢uven po dva rezultata
iz sasvim drukcijih matematickih oblasti — teorije divergentnih redova, tacnije in-
verznih stavova Tauberove prirode, i teorije pravilno promenljivih funkcija, a da
su mu radovi i rezultati vezani za probleme geometrije, pomalo nezasluzeno, zapo-
stavljeni. Napomenuéemo jos da je Karamata u radu FEine elementare Herleitung
des Desarguesschen Satzes aus dem Satze von Pappos—Pascal, Elemente der Math-
ematik, 5, 1950, 9-10 (na nemackom) dao planimetrijski dokaz Dezargovog stava
uz trostruku primenu Papos—Paskalovog stava.

Fakultet tehnickih nauka—03
Univerzitet u Novom Sadu
Trg Dositeja Obradovica 6
21000 Novi Sad



METODIKA I ISTORIJA GEOMETRIJE
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ULOGA RENEA DEKARTA U RAZVOJU MATEMATIKE

Pura Paunié

Tokom humanizma i renesanse, u XV i XVI veku, u Zapadnoj Evropi ozivljava
interes za antickom filozofijom i umetnoséu. U antickoj filozofiji, narocito u filozofiji
Platona i Aristotela, geometrija igra vrlo znacajnu ulogu tako da se izucavanje
geometrije nije moglo zaobi¢i. Pronalazak Stampe sredinom XV veka utice da se
broj pismenih ljudi naglo poveca, jer knjige postaju dostupne 1 obiénim smrtnicima,
a ne samo uskom krugu vrlo bogatih. S druge strane, razvoj trgovine je podstakao
razvoj trgovacke racunice i algebre, tako da se postepeno prihvataju arapske cifre i
racunsko resavanje jednacina. Geografska otkri¢a i putovanje po okeanu razvijaju
navigaciju 8to podstice interes za kartografiju, sfernu trigonometriju i astronomiju.

Stanje u matematici na pocetku XVII veka

Oko 1600. godine su postojale, otprilike, est razlicitih kategorija ljudi koje
je interesovala matematika: klasicni geometri, algebristi, primenjeni matematicari,
alhemicari i mistiéari, umetnici i zanatlije i analiticari.

Klasi¢ni geometri su bili zainteresovani za izvornu anticku geometriju i najces-
ée su bili Italijani ili Francuzi. Njihova osnovna preokupacija je bila da tacno shvate
i rekonstruidu anticka matematicka dela koja su bila dosta izoblicena mnogobrojn-
im prepisivanjem i losim prevodima. Oni su se trudili da pronadu izgubljena dela,
rekonstruidu tacan tekst i da komentarima objasne nejasne delove. Tipi¢an pred-
stavnik je bio Federigo Komandino (Federigo Commandino, 1509-1575) koji je na
grékom i latinskom izdao dosta pouzdane tekstove Euklida, Apolonija, Arhimeda,
Aristarha, Autolika, Herona, Paposa, Ptolomeja i Serenusa. Klod Base de Mezir-
jak (Claude Bachet de Meziriac, 1581-1638) je izdao grcki tekst i latinski prevod
Diofantove Aritmetike.

Druga kategorija su bili algebristi, koji su se cesto nazivali i kosisti, jer su prvi
stepen nepoznate u jednacini nazivali koza (arap. Saj = lat. res = ital. cosa = stvar),
a kvadrat nepoznate éenzo (arap. mal = lat. census = ital. censo = imanje) pa se
algebra nazivala na latinskom “ars rei et census” ili na italijanskom “l’arte della
cosa”. Naime, srednjovekovna algebra je bila poreklom iz islamskog sveta u kojem se
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razvijala na arapskom jeziku iako su je razvijali matematiCari raznih nacinalnosti sa,
bliskog i srednjeg istoka. Model algebarskog racuna potice od al-Hvarizmijeve knjige
”Kratka knjiga rac¢una o uspostavljanju i suprotstavljanju” (Al-Kitab al muhtasar f
hisab al-dzabr val mukhabala) iz Cijeg je imena nastala i re¢ algebra. Evropljani su
se s algebrom najpre upoznali iz knjige “Knjige o racunaljci” (Liber abbaci, 1202)
italijanskog matematicara trgovackog porekla Leonarda Pizanskog. Kosista je naj-
viSe bilo u Ttaliji i Nemackoj i kosisticka algebra se razvijala izvan zvani¢nih skola
1 univerziteta. Najpoznatiji kosisti su bili Luka Pacoli (Luca Pacioli, 1445-1517),
Nikolo Tartalja (Nicolo Tartaglia, oko 1500-1557), Derolamo Kardano (Gerolamo
Cardano, 1501-1576), Johan Vidman (Johannes Widmann, oko 1462, posle 1498),
Miheal Stifel (Michael Stifel, 1487-1567), Adam Riz (Adam Ries, 1492-1559) itd.
Kosisticka algebra sastojala se od mesavine algebarskog resavanja jednacina i arit-
metickog racuna, jer su jednaéine imale numericke koeficijente. Najveée otkriée
kosista je bilo da se jednacine treceg i Cetvrtog stepena mogu resiti korenovanjem.
Doprineli su sirenju upotrebe arapskih cifara i razvli algebarski simbolizam (oni su
izmislili znake +, -, =, <, >, v/ itd.).

Treca kategorija, primenjeni matematicari, bili su najviSe rasprostranjeni
u Engleskoj i Holandiji. Oni su najcesée bili vojni inZenjeri ¢ija dela pokazu-
Ju meSavinu klasi¢ne geometrije i kosisticke algebre. Pri tome su ih intereso-
vala “prakticna” anticka geometrijska dela, narogito Arhimedova dela iz hidro-
statike i mehanike, Ptolomejevo delo o stereografskoj projekciji, arapska knjige o
trigonometriji itd. Prakti¢na primenjivost istrazivanja za reSavanje nekog problema
mnogo ih je vise intesovala nego precizni dokazi ili “Cistoéa” primenjene metode.
Najistaknutiji predstavnik je bio Simon Stevin (Simon Stevin, 1548-1620) i Dzon
Neper (John Napier, 1550-1617), a najznagijniji njihov doprinos matematici je
Stevinova uloga na $irenju i prihvatanju decimalnih razlomaka, i Neperovo otkriée
logaritama.

Cetvrta kategorija ljudi zainteresovanih za matematiku su bili alhemicari
1 misticari koji su u matematici najcesée trazili brojevnu simboliku ili pomoéu
matematike pokusavali da prodru u “sustinu stvari”. Tipican njihov predstavnik je
bio Johan Kepler (Johann Kepler, 1571-1630), koji je primenjivao infinitezimalne
metode za izratunavanje zapremina, ali mu je glavna preokupacija bila da otkrije
prave zakone kretanja planeta.

Peta kategorija, umetnici i zanatlije, su bili uzgredno zainteresovani za geo-
metriju zbog perspektive. Iako su dosli do vrlo interesantnih otkri¢a, imali su malo
uticaja na razvoj matematike. Najpoznatiji su bili Albreht Direr (Albrecht Diirer,
1471-1528) i Zirar Dezarg (Girard Desargues, 1591-1661), a od zanatlija su najvige
za geometriju bili zainteresovani opticari.

Poslednja, Sesta, kategorija ljudi zainteresovana za matematiku su bili ana-
liticari i to je bila kategorija koja Je bila najsli¢nija savremenim matematic¢arima.
Njihova glavna preokupacija je bila da saznaju kako su stari Grei uspeli da otkriju
teoreme koje su dokazivali, jer deduktivan nacin dokazivanja teorema, koriséen u
knjigama, ocigledno nije bio put njihovog otkri¢a. Dakle, njihova glavna preoku-
pacija je bila kako naéi uspesnu metodu za reSavanje problema, rekonstrukcija
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dokaza teorema i izgubljenih dela antickih matematicara i trazenje novih opstih
metoda za reSavanje problema, §to je jedna od vaznih karakteristika savremenih
matematicara. Glavni predstavnik analiticara je bio Fransoa Vijet (Francois Viete,
1540-1603) i Dekartov mladi savremenik Pjer Ferma (Pierre Fermat, 1601 1665).

U svojoj knjizi “Analiticka vestina” Vijet daje sledeéi opis metode za reSavanje
problema: “Postoji jedan nacin za trazenje istine u matematici za koji kazu da ga
je otkrio Platon i koji Teon naziva analiza. Teon je definise kao pretpostaviti da
Jje stvar koja se trazi poznata i izvoditi zakljucke dok se ne dobije istina koja je
nesumnjia. S druge strane sinteza je iz zadatih stvari pomoéu 1zvodenja posledica
doci do traZenog cilja i shvatanja traZene stvari’. Vijet transformise ovaj postupak
tako da analiza postaje postavljanje algebarske jednacine u kojoj se pojavljuju
poznate i nepoznate veliCine, zatim se jednacina reSava koriséenjem algebarskih
pravila. Algebarski postupak resavanja jednacina Vijet naziva poristika i smatra
ga svojim otkri¢em, a provera da li je nadeno reSenje je sinteza. Da se poznate
1 nepoznate veli¢ine ne bi razlikovale Vijet i jedne i druge oznacava slovima, pri
cemu nepoznate veliCine oznacava samoglasnicima, poznate suglasnicima. Vijetova
algebra je bila vrlo nezgrapna, jer je on insistirao na homogenosti izraza, tj. da se
mogu uporedivati, sabirati i oduzimati samo povrsine s povrsinama, zapremine sa
zapreminama itd. Nije jasno koliko je Dekart znao o Vijetovim radovima pre nego
Sto je napravio svoju matematicku metodu.

Dekartovo delo u matematici

Rene Dekart (René Descartes, lat. Renatus Cartesius, 31. mart 1596 — 11.
februar 1650) se matematikom bavio samo povremeno, a prakti¢no je prestao da se
interesuje za nju posle 1638. godine.

Za Zivota je objavio samo jedno matematicko delo, “Geometrija”, koje je bilo
jedan od tri dodatka njegove knjige “Rasprava o metodi” (Discours da la Methode,
Leiden 1637). “Geomatrija” nije sistematska razrada njegove metode nego je ilus-
tracija primene opSte metode na trazenje istine u geometriji, tako da ima mnogo
samo naznacenih ideja.

Tekst “Geometrije” je dosta kratak (116 strana u prvom izdanju) i namerno
nejasan, kako sam Dekart to kaze u jednom pismu. Podeljena je na 3 glave. U
prvoj glavi, posle objasnjenja kako se geometrijski izvode algebarske operacije sabi-
ranja, oduzimanja, mnozenja, deljenja, izvlacenja kvadratnog korena i reSavanja
kvadratne jednacine, primenjuje dobijene rezultate na re3avanje Paposovog proble-
ma tri i Cetiri prave. Problem ¢etiri prave se sastoji u tom da se odredi geometrijsko
mesto tacaka takvo da je proizvod rastojanja do dve fiksne prave proporcionalan
proizvodu do druge dve fiksne prave, pri cemu se rastojanja mere duz pravih koje
sa zadatim pravama zaklapaju unapred zadate uglove. Problem tri prave je jed-
nostavniji, jer se trazi da proizvod rastojanja od dve prave bude proporcionalan
kvadratu rastojanje do trece prave. Dekart izvodi jednaéinu geometrijskog mesta,
dobija da je ona drugog reda, i objagnjava kako se problem uopsStava na vise pravih
i koje se jednacine tada dobijaju.
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U drugoj glavi, na osnovu filozofskog razmatranja sta je Jjasno shvatljivo,
zakljutuje da se u geometriji mogu precizno izucavati samo krive koje se mogu
izvesti iz jednog kretanja i koje mogu da se opisu jednom algebarskom jednacinom.
Takve krive Dekart zove geometrijske. Krive za Ciji je opis potrebno dva kretanja,
na primer spirale, jesu mehanicke i nisu pogodne za precizno izuéavanje “jer se za-
misljaju opisom dva razli¢ita kretanja, a ona nemaju nikakav medusoban odnos koji
bi se mogao tatno meriti” (a cause qu’on les imagine descrites par deux mouements
separés, & qui n’ont entre eux aucun raport qu’on puisse mesurer exactement). Is-
torijski razvoj matematike je pokazao da je Dekartova podela krivih moguéa, ali
da je suvise uska i da se i “mehanicke” krive mogu vrlo precizno matematicki
izucavati. Dekart je dobro poznavao infinitezimalne metode svog vremena, ali ih
nije smatrao dovoljno jasnim da bi ih dopustio u svojoj “Geometriji”’. Ostatak
glave je posveéen detaljnom opisu reSenja problema tri i Cetiri prave, opisu nek-
ih dodatnih krivih, konstrukeiji normale na krivu. Na kraju izvodi osobine ovala,
koje je koristio u prethodnom dodatku iz optike. Bio je veoma ponosan na svoju
metodu konstrukcije normale na krivu, koja je bila ra¢unski veoma komplikovana i
u principu primenljiva samo na algebarske krive. U objasnjenju tog postupka prvi
put se pojavljuje metoda neodredenih koeficijenata.

Tre¢i deo je posveden teoriji jednaéina i imao je najvedi direktan uticaj na
razvoj matematike. U njemu Dekart uvodi skoro sasvim savremenu notaciju za poli-
nome, izvodi njihove osobine, re§ava opste jednacine i primenjuje dobijene rezultate
na jednacine koje se dobijaju iz poznatih geometrijskih problema.

Izlozimo ukratko Dekartovu metodu za geometrijsko resavanje jednatina
treceg i Cetvrtog stepena (Facon generale pour construire tous les problemes solides
reduits a une Equation de trois ou quatre dimensions. str. 389-95). U posebnom
odeljku je ranije objasnjeno kako se u opstoj jednacini n-tog stepena moze anulirati
monom stepena n — 1 (Comment on peut oster le second terme d’une Equation,
str. 376-77).

Prvo objasnimo reavanje jednacine Cetvrtog stepena. Ako se u jednacinu
z* +dz? + ez + f = 0 uvede smena y = z2 i ostavi jedno z2, dobija se

y2+zz+(d—1)y+ez+f20,

d—1%2 e\2 d—1\? ¢
(“T) +(2+3) —(T> t1 )

a to je jednacina kruga s centrom u tacki E(—d2;l,—§), poluprecnika r =

ili

(%—1)2 + 4 — f. U preseku ovog kruga i parabole y = z? se dobijaju resenja

polazne jednacine Cetvrtog stepena.

Jednacina treceg stepena se resava potpuno analogno, jer se refava jednacina
cetvrtog stepena z* + pz? + gz = 0 koja ima Zetvrti koren nulu.

Izlozimo Dekartovo resenje trisekcije ugla primenom opisanog postupka pri
cemu se koriste oznake sa slike na faksimilu.
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“Opet, neka se zeli podeliti ugao NOP, ili preciznije luk ili deo kruga NQT P
na tri jednaka dela. Neka je NO = 1 polupreénik kruga, NP = g tetiva koja
odgovara datom luku i NQ = 2 tetiva koja odgovara treéini ugla tada se dobija
jednacina

=8~ q.

Naime, ako se povuku duzi NQ, 0Q, OT i paralela QS sa OT vidi se da je
NO prema NQ isto to i NQ prema QR i QR prema RS pa kako je NO jednako
1, a NQ jednako z, QR je 2%, a RS je 23. A kako nedostaje samo RS, ili 23, da
duz NP, koja je jednaka ¢, ne bude trostruki umnozak od NQ@, koja je jednaka z,
ili ¢ = 3z — 2% odnosno 2* = 32 — ¢.” Zatim se ova Jjednacina resava na vise opisani
nacin.

Dekart pise jednacine u obliku p(z) = 0 (iako koristi znak co umesto znaka
Jednakosti, a kada neki monom ima koeficijent 0 tada na njegovom mestu pise ,
Sto se vidi na faksimilu), tako da nema potrebe da razlikuje niz posbnih slucajeva,
ali razlikuje “istinita” (pozitivna) od “laznih” (negativnih) resenja. Objasnjava i
“Dekartovo pravilo znaka” na osnovu kojeg se moze iz znakova, koeficijenata jed-
nacine odrediti broj “istinitih” i “laznih” reSenja. Njegovo pravilo vazi samo kada,
Jjednacina ima sve korene relane.

Iz ovog kratkog prikaza sledi da Dekartova “Geometrija” sadrzi samo ideju
analiticke geometrije, a da Je teziste knjige bilo vise na teoriji jednacina, gde je
Dekart uspeo da znacajno pojednostavi i usavrsi notaciju.

Interesantno je da je ideju o analitickoj geometriji imao i Pjer Ferma pre
Dekarta, ali je nikada nije Stampao nego ju je izlozio u jednom kratkom radu u
kome je njegov cilj bio jos skromniji od Dekartovog. On je zeleo da dokaze da se
svaki konusni presek opisuje kvadratnim polinomom od dve promenljive i obrnuto
da svaki kvadratni polinom od dve promenljive odreduje konusni presek (mozda
degenerisan u par ili jednu pravu). Dakle, Ferma je u potpunosti shvatio osnovne
pojmove analiticke geometrije, ali se i on matematikom bavi samo iz hobija pa se
nije trudio da svoje ideje u potpunosti razradi. Ferma je po zanimanju bio sudija
i radio je u okruznom sudu u Tuluzu.

Pored “Geometrije”, Dekart Je uspesno resavao i razne matematicke prob-
leme, koje je saopstavao najcesce Mersenu (Marin Mersenne, 1588-1648). Naime,
pocetkom Sesnaestog veka nisu postojali nauéni ¢asopisi, a knjige su izlazile sporo,
tako da su se nauéna otkriéa najcesce objavljivala pismima zainteresovanim uCenim
ljudima. Mersen se dopisivao s velikim brojem nauénika i u svojim pismima, pisan-
im vrlo necitkim rukopisom, obavestavao ih o znacajnim nauc¢nim otkrié¢ima.

. Znagaj Dekartovog dela za opS$ti razvoj matematika

Nazalost, Dekart je vise bio filozof i iskren katolik tako da je najveéi deo svog
zivota posvetio izgradnji opste slike sveta izu€avajuci mehaniku (u kojoj nije dobio
ni jedan tacan rezultat), optiku i izgradujuéi principe koji omoguéuju pouzdano
saznanje o svetu. Na primer, njegovo delo “Meditacije o prvo j filozofiji” sadrzi sest



Uloga Renea Dekarta u razvoju matematike 47

meditacija: o stvarima u koje se moze sumnjati, o prirodi ljudskog duha, o bogu
koji postoji, o istinitom i laznom, o sustini materijalnih stvari i opet o bogu koji
postoji, o postojanju materijalnih stvari i pravoj razlici izmedu duse i ljudskog tela.
Za zivota je Dekart mnogo vise bio cenjen kao filozof nego kao matematicar. Bio je
svestan znacaja svoje metode u geometriji i bio je na nju veoma ponosan. U jednom
pismu kaze: “To, §to sam napisao u drugom delu knjige o prirodi i osobinama krivih
linija i o na¢inu njihovog ispitivanja, ¢ini mi se da je toliko iznad obicne geometrije
koliko je i Ciceronova retorika iznad decijeg bukvara”.

Dekartovo delo ima dvojaki znacaj u razvoju matematike. Najveci neposredan
uticaj na njegove savremenike imala je Dekartova algebra, izlozena u trecem delu
“Geometrije”. Naime, za razliku od algebre u duhu Vijeta koju su do tada koristili
Dekartovi savremenici, njegova algebra je vrlo moderna i predstavlja korak koji al-
gebru definitivno svrstava u zrele matematicke discipline. Ona se konacno oslobada
poslednjih ostataka geometrijske interpretacije, posmatraju se algebarske velicine i
njihovi odnosi i, prakti¢no, dobija svoj danasnji oblik i problematiku: izuCavanje
polinoma aritmetickim sredstvima, jasno razgrani¢eno od moguéih geometrijskih
primena. Ona je bila odmah prihvacena od veéine matematicara.

Drugi uticaj je posredan. Analiticka geometrija daje pogodnu osnovu za
izu¢avanje proizvoljnih krivih, §to je bila osnova za razvoj savremenog pojma funkci-
je. Ovo je uocio i sam Dekart, ali je njegov vidokrug bio dosta uzak, jer je pokuSao
da ograni&i klasu krivih koja se izuc¢ava u geometriji na algebarske krive; bilo mu
je savrieno jasno da se one mogu uspesno proucavati, makar samo u principu, na
osnovu njegove algebre. Realizaciju Dekartovg programa izucavanja krivih, bez
Dekartovih ogranicenja, zapoceo je holanski matematicar Frans fan Shoten (Frans
van Schooten, 1615-1660) zajedno sa svojim prijateljima i uCenicima. Shoten
je preveo “Geometriju” na latinski, jezik tadasnje nauke, i dopunio je “Kratkim
zabeleskama” F. de Bona (Florimond de Beaune, 1601-1652) i svojim komentarom.

Narocito znacajnu ulogu u istoriji matematike odigralo je drugo, prosireno,
latinsko izdanje Dekartove “Geometrije” koje je izaSlo iz stampe 1659. godine u
dva toma. Prvi tom drugog latinskog izdanja “Geometrije” je sadrzavao latinski
prevod Dekartovog teksta (str. 1-106), de Bonove “Kratke zabeleske” (str. 107-
142), prosiren Shotenov komentar (str. 143-344), Shotenov dodatak o reSavanju
jednatina treceg stepena (str. 345-368), Shotenov dodatak o reSavanju vestackih
teskoéa u raznim problemima i opste pravilo o izvlacenju proizvoljnog korena iz
binoma (str. 369-400), dva pisma J. Hudea (Jan Hudde, 1628-1704): u jednom se
svode jednacine, a u drugom se raspravlja o maksimumu i minimumu (str. 401-516),
pismo H. fan Herata (Hendrick van Heuraet, od 1633. do oko 1660) o rektifikaciji
krivih. Drugi tom sadrzi “Principe univerzalne matematike F. fan Shotena ili uvod
u Dekartovu geometrijsku metodu” danskog matematicara E. Bartolina (Erasmus
Bartholin, 1625-1698), koji ih je napisao po uputstvima F. fan Shotena (str. 1-40),
dve posthumne rasprave F. de Bona, jedna o prirodi i konstrukciji jednacina, a dru-
ga o granicama jednacina (str. 49-116), preliminarno pismo E. Bartolina raspravi o
granicama jednaéina (str. 117-152), elemente krivih linija J. de Vita (Jan de Witt,
1625-1672) (str. 153-340) i Shotenovu raspravu o skladnim geometrijskim dokazi-
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ma pomocu algebarskog racuna (str. 341-420). Ovakav prikaz Dekartove analiticke
geometrije je vrlo pogodan za razvoj infinitezimalnog rac¢una. Drugo latinsko iz-
danje Dekartove “Geometrije” je izucavao Njutn kao student. Interes za analiticku
geometriju je neprekidno rastao, a naro€ito posle otkric¢a infinitezimalnog rac¢una u
drugoj polovini XVII veka.
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GEOMETRIJA U RANOVIZANTIJSKOM PERIODU

Zoran Lucié

Nakon sjajnih uzleta geometrije u helenistickoj epohi u kojoj dominiraju
velicanstvena dela Euklida, Arhimeda i Apolonija, epohi u kojoj je geometrija
utemeljena na naéin koji je u dolaze¢im vekovima bio uzor svakoj drugoj delat-
nosti ljudskog uma, naisao je, posle Paposa Aleksandrijskog, poslednjeg znacajnog
antitkog geometricara, period stagnacije i opadanja. Nailazece hriséanstvo, koje je
u doba cara Teodosija postalo drzavna religija rimskog carstva, pomerilo je centar
interesovanja intelektualne elite od filozofije i nauke ka hris¢anskoj teologiji. Zarista
paganskog neoplatonizma uspela su, medutim, da zadrze tradiciju izucavanja an-
ticke geometrije u sredistu svoje paznje sve do konacnog prestanka postojanja pa-
ganskih skola, bolje reéi univerziteta, u Atini i Aleksandriji za vladavine Justinijana,
na pocetku 3estog veka. Na sre¢u, geometrija je stekla poziciju vaznog dela opsteg
obrazovanja tako da su u Istotnom rimskom carstvu koje je prezivelo varvarsku na-
jezdu rusilaca Rima, pre svega na carigradskom univerzitetu koji je postojao od IV
do XV veka i kao ustanova bio vezan za helenisti¢ku i rimsku tradiciju obrazovanja,
geometrijska dela bila strastveno izucavana i prepisivana.

Znataj ranovizantijskog perioda u geometriji i matematici, i nauci uopste,
ogleda se, najpre, upravo u toj usmerenosti ka izucavanju antickih duhovnih vred-
nosti, koja je podrazumevala prepisivanje i komentarisanje najznacajnijih pisanih
tvorevina grcke i rimske civilizacije. Najstariji sacuvani prepisi Euklidovih Ele-
menata, Apolonijevih Konika, Ptolemajevog Almagesta, Diofantove Aritmetike
itd. nastali su u ovom periodu ili cak kasnije ali opet kao prepisi ili prevodi tih dela i
njihovih komentara iz ovog, ranovizntijskog perioda. Zahvaljujuéi radu Teona Alek-
sandrijskog, njegova ¢erke Hipatije, Prokla i Eutokija, pomenimo samo ova imena,
sacuvana su dela anticke matematike koja su duboko uticala na kasnija pokolenja
ne samo matematicara, ve¢ svega obrazovanog sveta.

Ukratko ¢emo se osvrnuti na delo najznacajnijih stvaralaca ranovizantijskog
perioda koji su za sobom ostavili traga, pre svega u geometriji.

Seren iz Antinoje ili Antinopolisa, grada u Egiptu koji je osnovao Hadrijan,
najverovatnije je ziveo u IV veku u periodu izmedu Paposa i Teona Aleksandrijskog.
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Dva njegova kratka rukopisa, O cilindarskim presecima i O konusnim presecima,
sactuvana su do danas zahvaljujuéi tome sto su ih, pocev od sedmog veka, prepisivaci
i komentatori Apolonijevog dela pridruzivali Konikama zbog slinosti teme kojom
se bave. U prvoj raspravi koja se sastoji iz 33 stava, Seren u stavovima 14 i 16
ostvaruje svoju osnovnu zamisao i dokazuje da je presek ravni i cilindra elipsa [4,
vol. ii, str. 520], isti lik koji se dobija u preseku ravni i konusa. U raspravi O
konusnim presecima, u stavovima 1-57 bavi se povrsinom trougla koji se dobija u
preseku kupe i ravni koja sadrzi njen vrh, a u drugom njenom delu, u stavovima
58-69, bavi se zapreminom prave kupe u zavisnosti od njene visine, njene osnove i
povrsine trougla koji se dobija u njenom preseku sa ravni koja sadrzi njenu osu [4
vol. ii, str. 522].

b

Teon Aleksandrijski, neoplatoni¢ar koji je ziveo u drugoj polovini IV veka,
priredio je novo izdanje Euklidovih dela, a komentarisao je i Veliki zbornik as-
tronomije ili Veliku Sintaksu Klaudija Ptolemaja, koja je kasnije, spajanjem arap-
skog ,,al“ sa grckim ,;megiste, dobila ime Almagest.

Vecina sacuvanih rukopisa Euklidovih Elemenata su prepisi Teonovog izda-
nja. I najstariji sacuvani rukopis Elemenata (poznat kao kodeks B) koji se uva
u biblioteci Oksfordskog univerziteta, prepis koji je 888. godine nacinio izvesni
Stefan klerik, ,teonskog* je porekla. Sacuvan je zahvaljujuéi najveéem filologu 9. i
10. veka®, Areti (oko 850-944), mitropolitu grada Cezareje u Kapadokiji, koji je za
svoju biblioteku ¢iji su delovi sacuvani do danas, pocetkom desetog veka otkupio
ovaj izvorni rukopis po veoma visokoj ceni od 4 vizantijske nomizme?®. Za svoje
kriticko izdanje Euklidovih Elemenata (Euclides Elementa, Biblioteca Teubneriana)
na grékom jeziku sa latinskim prevodom, koje je izdato izmedu 1883. i 1888. godine,
holandski istoricar matematike Hajberg (I.L. Heiberg), uz kodeks B i jos jedan
»teonski® rukopis iz desetog veka, kodeks F, koji se Cuva u Laurentijskoj biblioteci
u Firenci, najviSe je koristio prepis Elemenata koji je nastao potetkom desetog
veka i koji se danas ¢uva u Vatikanskoj biblioteci pod brojem 190. Ovaj vatikanski
rukopis, poznat pod imenom kodeks P, zapravo je jedini sacuvani prepis Elemenata
koji kao osnovu nema Teonovo izdanje i stoga je dragocen, buduéi da je Teon
Cesto intervenisao na Euklidovom tekstu §to se moze zakljuciti na osnovu njegovih
komentara Almagesta u kojima, izmedu ostalog, pise: ,,Ali sektori jednakih krugova
se odnose kao njihovi centralni uglovi §to sam ja dokazao u svom izdanju Elemenata
na kraju Seste knjige“ [3, vol. i, str. 46].

Prevod Euklidovih Elemenata na nas jezik, koji je izmedu 1949. 1 1957. godine
nacinio Anton Bilimovi¢ [2], profesor Prirodno-matematickog fakulteta u Beogradu,
zasnovan je na Hajbergovom izdanju, koje se smatra najboljim.

Hipatija, upravnica neoplatonske skole u Aleksandriji na potetku petog veka,
¢erka Teona Aleksandrijskog, prva je Zena €ije se ime pominje u istoriji matematike.

1H.G. Bek, Putevi vizantijske knjizevnosti, SKZ, Beograd, 1967, str. 131.

2S. Ransimen, Vizantijska civilizacija, Minerva, Subotica, 1964, str. 227. U StipCevicevoj
Pouvijesti knjige, Zagreb 1985, str. 183, navodi se da je Areta platio 14 zlatnika za Euklidove
Elemente, a ¢ak 21 zlatnik za jedno Platonovo delo.
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Komentarisala je Diofantovu Aritmetiku, Ptolemajevu Veliku sintaksu 1 Apolonijeve
Konike. Ovi komentari nisu sacuvani ali Pselove napomene pisane u drugoj polovini
jedanaestog veka, u jednom njegovom pismu o Diofantu, o Anatoliju i o egipatskoj
metodi racunanja [4, vol. ii, str. 528], odnose se na Diofantovo delo i na komentare
koji, po svemu sudeéi, poticu od Hipatije. Ona je, najverovatnije, komentarisala
samo prvih est knjiga Diofantove Aritmetike, te je to razlog da su one sacuvane,
dok su ostale, njih sedam, prvo zaboravljene, a potom i izgubljene3.

Proklo (410-485) iz Carigrada, upravnik Platonove Akademije u Atini, nas-
tavlja¢ dela Porfirija iz Tira (iz drige polovine III veka) i Jambliha (oko 250-325),
mnogo je znacajniji kao filozof nego kao matematic¢ar. Sa¢uvani su njegovi komen-
tari prve knjige Euklidovih Elemenata [6].

Svojim komentarima Euklidovog dela Proklo se obraéa, pre svega, svojim
utenicima, pocetnicima u matematici, pa, stoga, nije ¢udno §to izostavlja, prema
sopstvenim recima, proucavanje Nikomedove i Hipijine krive* (kojima se, neele-
mentarnom metodom, resava problem trisekcije ugla) ili koriS¢enje Arhimedove
spirale® za podelu ugla u datom odnosu, zato sto je to ,pretesko za pocetnike“. Sa
druge strane, obrac¢ajuci se onima koji ¢e studirati Euklidovo delo, Proklo piSe i o
slozenijim problemima vezanim za heliks, konhoidu i cisoidu.

Znataj njegovih komentara ogleda se, najpre, u istoriji paralelnih. Zahvalju-
juéi Proklu znamo imena nekih grekih autora koji su se bavili teorijom paralelnih
u predeuklidsko vreme — pre svega Teeteta i Eudoksa (s pocetka IV veka stare
ere). Proklo navodi i Posidonijev pokusaj dedukcije petog postulata iz ostalih ak-
sioma geometrije, koji pociva na definiciji prema kojoj su dve prave paralelne ako
su ekvidistantne, tj. ako su tacke jedne od njih sve na istom rastojanju od druge.
Medutim, kako Proklo primecuje, ve¢ navedena definicija sadrzi pretpostavku da
vazi peti postulat. Prema Proklovom svedocenju, i Klaudije Ptolemaj se bavio teori-
jom paralelnih i dokazivao da prava koja seée dve disjunktné prave jedne ravni, sa
svoje iste strane, sa njima zahvata podudarne uglove. Proklo izbegava da ispravlja
ili dopunjava Euklidovo delo, osim kada pise o paralelama. Uz kritike Ptolemajevog
dokaza, on iznosi svoj dokaz petog Euklidovog postulata i tvrdi da svaka prava koja
sece jednu od dveju disjunktnih pravih jedne ravni, sece i drugu.

Na osnovu Proklovih i Simplikijevih citata izvesnih delova izgubljene Istorije
geometrije koju je Aristotelov uéenik Eudem sa Rodosa napisao u drugoj polovi-
ni IV veka stare ere (verovatno —334. godine), znamo da je, posle Hipokrata sa
Hiosa koji je sredinom petog veka stare ere prvi napravio pokudaj da, u svojim
Elementima, geometriju utemelji kao deduktivnu nauku, i Leon oko 370. godine
stare ere, verovatno pod uticajem samog Platona, sastavio nove Elemente, da je,
zatim, tridesetak godina posle Leona, opet za potrebe Platonove skole, jo§ potpuni-
je Elemente napisao Teudije 1z Magnezije, a dopunio ih je Hermotim iz Kolofona.
I Hipokratovi i Leonovi Elemeniti i Teudijevo delo i njegove dopune koje je sacinio

3Tenerijeva pretpostavka, v. [4, vol. ii str. 449 i 528].

4Savelov, Ravninske krivulje, Skolska knjiga, Zagreb, 1979, str. 125 i 290.

5Savelov, isto, str, 244.

3
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Hermotim izgubljeni su jer ih nakon nastanka Euklidovih Elemenata niko vise nije
koristio kao udzbenik pa, stoga, nisu prepisivani, a njihov znacaj u istoriji mate-
matike ogleda se, pre svega, u uticaju na Euklida.

Proklo je u svome delu pisao i o pravilnim poliedrima i, zahvaljujuéi njemu
[6, str. 65], konstrukcija pet Platonovih tela: pravilnog tetraedra, kocke, pravilnog
oktaedra, pravilnog dodekaedra i pravilnog ikosaedra, koje on naziva ,kosmickim
telima“ [9], veoma dugo je pripisivana Pitagori. Kasnije se pokazalo da je Proklo
bio u zabludi zato sto je prihvatio jednu od mnogih antickih legendi koje su se
odnosile na Pitagoru i otkriée pravilnih poliedara pomerio dva veka unazad. Danas
se smatra da je pojam pravilnog poliedra u geometriju prvi uveo Teetet (oko —414
do —369), Sokratov sledbenik i, uz svog ucitelja, jedan od ucesnika Platonovog
dijaloga koji je po njegovom imenu i dobio ime Teetet. Cinjenica da postoji njegov
prilog teoriji iracionalnih brojeva, ¢iji je znacaj u konstrukciji Platonovih tela vidljiv
iu trinaestoj knjizi Euklidovih Elemenata®, potkrepljuje tvrdnju da je Teetet pisao
i o pravilnim poliedrima.

Marinije iz Neapolisa (Sihem) u Samariji, Proklov ucenik i biograf, njegov
naslednik na mestu upravnika Platonove Akademije, napisao je uvod u Euklidove
Data.

Domnin iz Larise, Sirianov ucenik u isto vreme kad i Proklo, napisao je
Uputstvo wvoda v Aritmetiku.

Simplikije, jedan od poslednjih neoplatonicara, bio je najpre Amonijev
ucenik u Aleksandriji, a potom i Damaskijev u Atini. Ziveo je u prvoj polovoni
Sestog veka. Kada je Justinijan 529. godine zabranio rad »paganskih skola“ u
vizantijskom carstvu, zajedno sa Damaskijem, poslednjim upravnikom Platonove
Akademije, odlazi u Persiju, ali se, razocaran, 533. godine vra¢a u Atinu gde je
drzao predavanja iako je skola bila zatvorena.

Sudeci prema arapskim izvorima, Simplikije se bavio i pitanjima iz teorije par-
alelnih, a uz njega istim problemom bavio se i Aganis o kojem do nas nisu dospeli
nikakvi biografski podaci. Persijski matematicar Hatim an-Nairizi [7, str. 42-45],
koji je u desetom veku komentarisao Euklidove Elemente, tvrdi da su se i Simp-
likije i Aganis bavili pretpostavkama neophodnim za dokaz 29. stava prve knjige
Elemenata koji glasi: ,Ako prava sece dve paralelne prave, ona gradi unutrasnje
naizmenicne uglove jednake, spoljasnji ugao jednak odgovarajuéem unutrasnjem
uglu i dva unutradnja ugla sa iste strane jednaka dvama pravim uglovima® (Bili-
movicev prevod, [2]). Simplikije je u svojim komentarima prve knjige Euklidovih
Elemenata, prema an-Nairizijevim re¢ima [7, str. 18], najpre pomenuo da su se
istim problemom bavili Antiniat i Diodor, a potom je izneo razmisljanja ,svoga
prijatelja®, pa stoga i savremenika, Aganisa koji je dokazivao da su dve prave
disjunktne ako i samo ako postoji prava upravna na obema, a paralelne prave je

60 tome Platon piSe u svom Teetetu, 147d-148b. O pravilnim poliedrima Platon pise i u
Timaju [53e, 55¢], 2 na njegove ideje nadovezao se Kepler (1571-1630) u svome delu Harmonices
Mundi, Libri V Lincii 1619, (prevod na engleski J.V. Field, Keplers star polyhedra, Vistas in
Astr. 23, 1979, str. 109-141), i u mnogome ih razvio i dopunio.
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definisao, sli¢cno Posidoniju, kao ekvidistantne. An-Nairizi ne iznosi dokaz aksiome
paralelnosti samog Simplikija, ali isti¢e njegovo tvrdenje da su ekvidistantne prave
paralelne. Detalje Simplikijevog dokaza petog postulata saznajemo iz jednog pis-
ma al-Hanafija (1178-1258) znamenitom arapskom geometri¢aru Nasiru ad-Dina
at-Tusiju (1201-1274) [7, str. 24]. U tom pismu se iznosi znaajan argument u
dokazu petog postulata prema kojem prave upravna na jednom kraku ostrog ugla
sece drugi krak, argument za koji e se kasnije ispostaviti da je ekvivalentan petom
Euklidovom postulatu. Hiljadu dvesta godina posle Simplikija istim argumentom se
posluzio i Lezandr (Adrien Marie Legendre 1752-1833) u svom udzbeniku Elementi
geometrije (Eléments de Géométrie).

Od izvanrednog znaaja za istoriju matematike su Simplikijevi komentari
Aristotelove Fizike buduéi da su, zahvaljujuéi tim komentarima, sa¢uvani delovi
Eudemove Istorije geometrije koje je Simplikije citirao. U sacuvanim fragmentima
Eudem sa Rodosa, koga je Simplikije nazvao ,najplemenitijim“ medu Aristotelovim
ucenicima’, piSe o Antifonovom poku3aju reSenja problema kvadrature kruga, iz
petog veka stare ere, i 0 izratunavanju povrsine lunule, Hipokrata sa Hiosa.

KomentariSu¢i Aristotelovo delo De caelo, Simplikije citira aleksandrijskog
astronoma Sosigena iz prvog veka stare ere, koji iznosi Eudoksov sistem koncen-
tricnih sfera kojim se objasnjava vidljivo kretanje Sunca, Meseca i planeta, a u
komentarima Fizike navodi Geminijev pregled Posidonijeve Meteorologike iz kojeg
se vidi da je Herakleid sa Ponta, Platonov ucenik, u IV veku stare ere, dakle pre
Aristarha sa Samosa, izlozZio elemente heliocentri¢nog sistema [5, str. 21].

Zahvaljuju¢i Simplikijevom komentarisanju Aristotelovog dela sauvano je i
obilje dragocenih fragmenata starih filozofa, Parmenida, Empedokla, Anaksagore,
Melisa i drugih.

Eutokije iz Askalona, Simplikijev savremenik, ili €ak stariji od njega, roden
verovatno oko 480. godine, komentarisao je Arhimedove spise i Apolonijeve Konike.
Komentare prve Cetiri knjige Apolonijevih Konika posvetio je Antemiju, arhitekti
Svete Sofije, koji je umro oko 534. godine i, u posveti, Antemija nazvao svojim
dragim prijateljem, 5to potkrepljuje tvrdnju o pribliznoj godini njegovog rodenja.

Eutokijevi komentari ticu se triju Arhimedovih rasprava, O sferi i cilindru,
Mera kruga i Ravanski ekvilibrijumi, a komentari Apolonijevih Konika odnose se
samo na prve Cetiri knjige. Nema sumnje da su ovi komentari obnovili interesovanje
za Arhimedovo i Apolonijevo delo i da je time porasla znatiZelja italaca, spremnih
da njihova dela pronadu u starim bibliotekama ili da nabave neki novi njihov prepis.
Upravo ti prepisi dospeli su do nas. Samo prve ¢etiri knjige (od osam) Apolonijevih
Konika satuvane su na grékom jeziku®, upravo zahvaljujuéi tome 3to je samo njih,
po svemu sudeci zato §to su lakSe razumljive, komentarisao Eutokije. Sledece tri
(V-VII) i delovi poslednje (VIII) sa¢uvani su samo u arapskom prevodu.

"Koplston, Istorija filozofije, Gréka i Rim, BIGZ, 1988, str. 407.

80ne su najstarije vece svedotanstvo o helenistickom literarnom jeziku koji se obi¢no nazi-
va Koine, prema Recniku grckih i latinskih pisaca antike i srednjeg veka autora V. Buhvalda,
A. Holvega i O. Princa, Beograd 1984.
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Eutokojevim komentarima mozemo da zahvalimo i za mnostvo sauvanih
Cinjenica iz istorije matematike. Posebno mesto medu njima zauzimaju, pregled
reSenja problema udvostrucenja kocke i fragmenti u kojima je resenje kubne jed-
nagine (a — z)z® = bc® razmatrane u Arhimedovoj raspravi O sferi i cilindru (IL.4)
[4, vol. ii, str. 540-541].

Antemije iz Trala u Lidiji, koji je Ziveo na prelasku iz petog u Sesti vek (zna
se da je umro posle 534. godine), uz Isidora iz Mileta bio je neimar pri ponovnoj
gradnji crkve Svete Sofije u Carigradu, posle njenog rusenja u pobuni Nika u jan-
uaru 532. godine®. Ovaj arhitekta je, sudeéi prema sacuvanim fragmentima sa
naslovom Ilegr TapaBé€wy pnxavmpdrwy, njegovog dela O sabirnim ogledalima'®,
bio obrazovan i kao matematicar.

Poznati su mu bili spisi Herona Aleksandrijskog u kojima je opisana parna
masina'! i Arhimedov rad o paraboli¢nim ogledalima. Medutim on je svoje prak-
ticno znanje i svoje pronalaske koristio ,jedino da obmane svog suseda, sa kojim se
parnicio®, kako piSe Luj Breje u svojoj Vizantijskoj civilizaciji'2.

Prvii treci sacuvani fragment iz rasprave O sabirnim ogledalima posebno su
znacajni za istoriju geometrije [4, vol. ii, str. 541]. U prvom fragmentu raspravlja
se o reSenju problema kako postiéi da suncev zrak (kroz rupu ili prozor) padne na
zadato mesto u svakom trenutku u svako godisnje doba. To se postize pomoéu elip-
tickog ogledala u ¢ijem je jednom fokusu trazeno mesto, a drugi fokus se postavlja
na osuncano mesto. Antemijeva konstrukcija ove elipse po¢iva na dvema teorema-
ma iz Apolonijevih Konika, i na teoremi koje nema u Apolonija, prema kojoj prava
koja povezuje fokus sa presekom dveju tangenti elipse, sadrzi bisektrisu ugla kome
je teme fokus, a kraci sadrze dodirne tacke tangenti i elipse. U ovom fragmentu
prvi put se pominje konstrukcija elipse pomoéu zategnutog konca &iji krajevi su
fokusi trazene elipse.

U trecem fragmentu Antemije dokazuje da svi paralelni zraci odbijeni od
parabolicnog ogledala ,,prolaze kroz jednu tacku“

Isidor iz Mileta, bio je mladi saradnik Antemija Tralskog na izgradnji Svete
Sofije u Carigradu, samostalan u tom poslu posle Antemijeve smrti 534. godine.
Kao i Antemije, obrazovani je matematicar. Neko od njegovih ucenika pisac je
takozvane XV knjige Euklidovih Elemenata sude¢i prema jednoj racenici iz treceg
dela ove knjige u kojoj se pominje Isidorovo ime!. Isidor je preradio Eutokije-
vo izdanje Arhimedovih spisa Mera kruga i dve knjige O sferi i cilindru i, radi
lakSeg razumevanja teksta, prepravio dorski dijalekat grékog jezika kojim je pisao
Arhimed, na savremeniji gréki kojim se govorilo i pisalo u Vizantiji.

9Georgije Ostrogorski, Istorija Vizantije, str. 91.

10Westermann, ITapadooyoddol (Scriptores rerum mirabilium Graeci), 1839. str. 149—
158.

1Kako Milod Radojci¢ pise u svojoj Opstoj matematici [8], u Heronovom delu ,nalazimo,
na primer, opis dvocilindri¢ne vatrogasne pumpe pa, ¢ak, i parne masine kakva se pojavila ponovo
tek u proslom stoleéu, pre Vatova uredaja“.

12Luj Breje, Vizantijska civilizacija, Nolit, Beograd, 1976. str. 401.

13Videti Bilimoviéev prevod trinaeste knjige Euklidovih Elemenata [2] sa dodatkom takoz-
vane Cetrnaeste i petnaeste knjige, Beograd, 1957, str. 79.
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Sa prestankom rada neoplatonskih skola u Sestom veku, nacinjen je prekid u
bavljenju geometrijom u Vizantiji. Tek sa pojavom Mihaila Psela (1018-10807),
jednog od najobrazovamnijih ljudi svoga vremena i najuticajnijeg ministara vise
careva, obnavlja se interesovanje za matematiku, a time i za geometriju. Geo-
metrijski odeljak Pselovog teksta o etirima matematickim naukama, aritmetici,
muzici, geometriji i astronomiji, koji je bio omiljen na zapadu tokom Sesnaestog
veka [1, str. 274], ilustruje dubinu i ozbiljnost prekida geometrijskih istrazivanja
buduéi da se u njemu povrsina kruga ratuna kao geometrijska sredina povrsna
upisanog i opisanog kvadrata toga kruga, $to kao pribliznu vrednost broja = daje
7 = /8 = 2,82844271! Kasnije, u vreme dinasije Paleologa, znanje matematike ce
se znatno popraviti, ali ée autori toga vremena i dalje ostati na nivou komentatora.
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MATEMATIZACIJA KINEMATIKE MEHANIZAMA
U DEVETNAESTOM VEKU

Teun Koetsier

Uvod. U svom delu “Essai sur la philosophie des sciences” (1834), u ko-
jem je predstavio novu klasifikaciju nauka, A.-M. Amper (Ampeére, 1775-1836)
predlozio je i novi termin ‘kinematika’ (cinématique) za granu mehanike koja bi
se bavila kretanjem nezavisnim od njegovih uzroka. Bilo je krajnje vreme za
ovakav predlog. U geometriji i teorijskoj mehanici bili su postignuti zanimljivi
kinematicki rezultati u vezi s kretanjem, ali su dostignuca u oblasti masinstva bila
jos izraZenijaspektakularniji. U vreme osnivanja Politehnicke skole (Ecole Poly-
technique) 1794, Gaspar Monz (Monge, 1746-1818) je odlucio da se u nastavni
program uvede kurs iz masinskih elemenata, a Zanu Asetu (Hachette, 1769-1834)
je stavljeno u zadatak da ga pripremi. Nazalost promene u nastavnom programu
odlozile su uvodenje ovog kursa do 1806, a Asetov udzbenik (“Traité élémentaire des
machines”) nije bio gotov sve do 1811. godine (Ferguson, 1962). Mada se Asetova
knjiga bavila i dinamickim aspektima, znacajan njen deo posvecen je geometriji kre-
tanja razli¢itih mehanizama. U ovom ¢lanku praviée se razlika izmedu kinematike
mehanizama i teorijske kinematike Ciji su predmet kinematicka svojstva kretanja
uopste. Ubrzo posto je Amper skovao naziv ‘kinematika’, i kinematicka mehanika i
teorijska kinematika postale su nezavisna istrazivacka podrucja. Mada su Francuzi
gospodarili na polju teorije, prvu knjigu u potpunosti posvecenu kinematici meha-
nizama napisao je Englez R. Vilis (Willis): “The Principles of Mechanism” (1841).
Prva knjiga u potpunosti posvecena teorijskoj kinematici bila Je H. Rezalova (Résal)
”Traité de cinématique pure” (1862)

Kinematika mehanizama: Vatovo paralelno kretanje. Jedan ¢uveni
mehanizam igrao je vaznu ulogu u razvoju kinematike u devetnaestom stoledu, tzv.
‘paralelno kretanje’. Tzumeo ga je Dzejms Vat (Watt) 1784. N jegov je problem bio
kako da poveze klipnjacu dvotaktne parne masine, koja vuce i gura vertikalno gore-
dole, s radnom polugom masine koja rotira gore-dole. Postojeca resenja, na primer
zupcCanicima, nisu bila zadovoljavajuéa. Vat je dosao na sjajnu ideju da gornji kraj
klipnjace vodi “samo njegovim uévriéenjem”, kako Jje pisao svom partneru Metjuu
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Boltonu (Boulton) “za komad gvozda na poluzi, bez lanaca, ili okomitih vodica, ili
nepozeljnih trenja i drugih nezgrapnih detalja”. U praksi je mehanizam savrseno
radio i, piSe Vat, “nije pravio ni najmanju buku”. Uspeh mehanizma zasnovan je
na svojstvu se da tacka D (slika 1a) koja je povezana s klipnjacom, podize i spusta
velikom duzinom u priblizno pravoj liniji. Vat je rekao da je to zbog toga sto se
zakrivljenost lukova koje opisuju tacke E (kraj poluge) i C (koja rotira oko F i
priévriéena je za kuciSte masine, i okrenutih jedan nasuprot drugom, uzajamno
kompenzuju.

Slika la. Vatovo “paralelno kretanje” u prvobitnom obliku. AE je greda.
D je kraj klipnjace. Trouglovi ozna¢avaju fiksirane tacke.

Kasnije te iste godine Vatu je poslo za rukom da pomocu paralelograma me-
hanizam ucini znatno kompaktnijim (slika 1b). Posto je E/'C’'DE paralelogram, D
1 D' opisuju slicne krive. Posto sipke AE’, E'C' 1 C'F' predstavljaju manju verziju
mehanizma sa slike la, dimenzije se mogu tako odabrati da D na obe slike opisuje
potpuno istu priblizno pravu liniju.

Slika 1b. Kompaktna verzija paralelnog kretanja, koja koristi produzenje
paralelograma E'C'DE. AE je opet poluga i D je kraj klipnjace.

Paralelno kretanje koje se postize paralelogramom vrlo uspesno se, izazivajuéi
divljenje, primenjivalo u mnogim parnim masinama. Dominik Fransoa Arago (Ara-
go) je o tome 1834. pisao: “Pri svakoj dvostrukoj oscilaciji on se otvara i zatvara
s mekocom, skoro bih rekao gracioznoscu, koja nas opcinjava u gestovima vestog
glumca”. Mehanizmi koji se sastoje od zglobno povezanih poluga, koriséeni su i pre
1784. Ali, sa svojim paralelnim kretanjem Vat je primenio takav mehanizam na
sasvim nov naéin, a ova je primena odlu¢ujuée uticala na teoriju (Koetsier, 1983).
Pod uticajem Vatovog izuma, mehanizmi koji se sastoje od poluga postali su objek-



58 Teun Koetsier

tom ozbiljnih istrazivanja koja su vodila mnogim zanimljivim rezultatima, narocito
u drugoj polovini devetnaestog veka.

Teorijska kinematika: Sal. Vatovo paralelno kretanje pripada kinemati-
ci mehanizama. U Amperovo vreme bilo je i zanimljivih rezultata koji pripadaju
teorijskoj kinematici u teorijskoj mehanici i u geometriji. Prost ali izuzuzetno
fundamentalan rezultat dokazao je ve¢ u prvoj polovini osamnaestog veka Johan
Bernuli (Bernoulli); naime da je planarno kretanje i svakom trenutku uvek rotacija
ili translacija. Bernulijev dokaz je bio dinamicki zasnovan na proraunu sila. Drugi
dokaz istog rezultata daoo je Ogisten Luj Kosi (Cauchy, 1789-1857) 1827. U istom
spisu Kosi je takode dokazao jednu drugu vaznu teoremu; naime, da se, uopsteno
govoreci, svako planarno kretanje moze inicirati pomoéu krive koja se krede bez
klizanja duz jedne druge fiksirane krive. Kosi je ovako rezonovao: ako se iskljuce
trenutne translacije, put tokom kretanja trenutnog centra rotacije (koji se esto
zove polom) je kriva, ili tacnije, dve krive — jedna u fiksiranom sistemu, fiksirana
‘polhoda’ a druga u pokretnom sistemu, pokretna ‘polhoda’. U svakom trenutku
te dve polhode se dodiruju u trenutnom centru rotacije. Kosi je pokazao da se
tokom kretanja pokretna polhoda krece po fiksiranoj bez klizanja. Kosijevi dokazi
su zasnovani na postojanju sila. Medutim, 1829, Misel Sal (Chasles, 1793-1880)
Je pokazao da se takve teoreme mogu lako dokazati iskljuéivo geometrijskim sred-
stvima. Njegov dokaz postojanja trenutnog centra rotacije je krajnje prost. Dva
podudarna trougla ABC i A’B'C’ (slika 2) predstavljaju dva polozaja pokretne
ravni. Lako je videti da simetrale duzi AA’, BB’ i CC' imaju zajedni¢ku tacku
preseka P, a rotacijom oko P trougao ABC' se moze dovesti do poklapanja s trou-
glom A’B’C’. Ako su ta dva truogla beskonaéno blizu, onda su simetrale normale
na trajektorije A, BiC, a P je trenutni centar rotacije. Sal je ove rezultate prime-
nio na razli¢ite naéine; on je na primer pokazao kako se trenutani centar rotacije
moze upotrebiti da se povuku tangente krivih, ukoliko se takve krive mogu defin-
1satl odgovarajucim kretanjem.

Slika 2. Salov dokaz postojanja trenutnog centra rotacije
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Predmet proucavanja nisu bila samo kinematicka svojstva prvog reda (tan-
gente} brzine), veé 1 svojstva drugog reda (centri krivina, ubrzanja). Na primer
1839. E. Bobije (Bobillier) je dao poznatu konstrukciju za odredivanje, pri proizvolj-
nom trenutnom planarnom kretanju, centra krivine trajektorije proizvoljno iz-
abrane tacke u pokretnoj ravni, kad su dati centri krivine trajektorija drugih dveju
tacaka (Koetsier, 1986). Drugi zanimljiv rezultat iz Amperovog doba tice se Ko-
riolisovog ubrzanja. Gistav de Koriolis (Coriolis, 1792-1843) pokazao je 1835. da
se obi¢ni zakoni kretanja mogu koristiti u rotirajuéem referentnom sistemu ako se
ono 5to se sad zove Koriolisovo ubrazanje ukljuéi u jednacine kretanja. Ubrzanje
se u Koriolisovom radu pokazalo kao dodatna sila koja se morala uzeti u obzir, ali
je ubrzo postao jasan cisto kinematicki karakter njegovih rezultata. Koriolisovo
ubrzanje je na primer vrlo vazno u proucavanju dinamike atmosfere 1 u balistici.

Rad na mehanizmima koji se sastoje od zglobno povezanih polu-
ga. Vat je bio svestan da u njegovom ‘paralelnom kretanju’ tacka D (na slici 1a)
samo priblizno opisuje pravu liniju. Moralo se postaviti pitanje da li je mogude
napraviti sli¢an mehanizam koji opisuje bas pravu liniju. Pocetkom 1850-tih ruski
matematic¢ar Pafnutij Cebisev (1821-1894) bio je ocaran Vatovim sklopom. On
nije verovao da je moguce konstruisati poluzni mehanizam koji opisuje tacnu pravu
liniju i usmerio je svoju paznju na problem kako izabrati dimenzije datog meha-
nizma u cilju minimalizacije maksimalnog odstupanja od prave linije u odredenom
rasponu. U ovom kontekstu je Cebisev otkrio dobro znane Cebisevljeve polinome.
Pocetkom 1860-tih Francuz Z.-N. Poselje (Peaucellier) otkrio je poluzni mehanizam
koji opisuje taénu pravu linijju.

Slika 3.

Mehanizam se sastoji od sedam poluga. Poluge PA i PC su jednake duzine
a stozer im je nepokretna tacka P. Njihovi krajevi A 1 C su vezani za suprotne
uglove romba koji se sastoji od Cetiri jednake poluge. Sedma poluga BQ) ima za
stozer nepokretnu tacku @ tako da je @B jednako QP. Citalac se 'sam moze
uveriti da kada QB rotira oko @ sarka D opisuje pravu liniju (normalno na PQ).
Poseljeov izum nije privukao veliku paznju svedo 1873. kada su na mednarodnoj
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izlozbi u Be¢u Rusi prikazali potpuno isti mehanizam za pravu liniju koji je neza-
visno 1870. izumeo L. Lipkin, jedan od Cebisevljevih studenata. Francuzi su se
odmah probudili iz dremeza; Poselje je dobio jednu uglednu nagradu za svoj izum,
a mehanizam je poceo da izaziva znacajnu medunarodnu paznju. U Engleskoj je
matematicar Silvester (Sylvester, 1814-1897), koji je mehanizam poznavao preko
Cebiseva, njime bio silno impresioniran. Kada je rekao da “bi bilo tesko navesti
neko otkrice koje otvara tako Siroke i raznolike horizonte kao ovo Poseljeovo” on
je preterao, ali je podstakao mlade matematicare kao A.B. Kempea i H. Harta da
se upuste u proucavanje ovakvih mehanizama. 1870-tih godina istraZivanja ove
dvojice engleskih matematicara i jos dvojice, Artura Kejlija (Cayley, 1821-1895) i
S. Robertsa, dovela su do novih zanimljivih rezultata. Tekst serije predavanja na
temu zglobnih mehanizama za ta¢nu pravu liniju divno ilustruje tip istrazivanja o
kojima je ovde re¢ (Kempe, 1877). Izumljeni su novi mehanizmi, a Roberts je, na
primer, 1875. izveo glavna svojstva specijalnih krivih Sestog stepena, koje se opisuju
mehanizmima od tri poluge poput Vatovog paralelnog kretanja u njegovom pros-
tom obliku (slika 1a): to su tri-cirkularne krive Sestog stepena (5to znaéi da prolaze
tri puta kroz izotropne tacke ravni / i J: kompleksne tacke u kojima svaki krug
presece bezkonacnu liniju) s tri konacne dvojne tacke koje leZe na krugu opisanom
oko trougla formiranog trima sigularnim fokalnim tatkama koje poseduju krive.

Nova skola kinematike mehanizama: Relo. Kinematika je naroéito
u drugoj polovini devetnaestog veka bila vrlo popularna kako medu masinskim
inZenjerima, tako i medu matematicarima. Vrle je vazna figura nemacki inzenjer .
Franc Relo (Reuleaux). On je 1864. zapoceo predavanja o svojom idejama, a 1875.
je objavio knjigu Theoretische Kinematik koja ga je uéinila poznatim (Naslov vara,
u pitanju je teorijska rasprava o kinematici mehanizama). Naéin na koji danas
gledamo na mehanizme dugujemo Relou. Tokom devetnaestog veka izumljeno je
mnogo novih mehanizama i bilo je tesko klasifikovati ih na razuman naéin. Relo je
rodonacelnik novog apsktraktnog gledista. On je uocio da se postolje mehanizma,
poput svih ostalih elemenata, mora smatrati delom mehanizma. On je shvatio da
se mehanizmi mogu razvrstati polazeéi od zamisli da se sastoje od lanca poluga,
racunajudi i postolje. Fiksiranje razlicitih poluga istog kinematickog lanca obi¢no
stvara mehanizme koji izgledaju potpuno razliciti, ali su u kinematickom smislu
identi¢ni. Relo je uverljivo pokazao plodnost svojih ideja. U svojoj knjizi je dao
nekoliko primera rotacionih parnih masina koje su patentirane kao razlicite, ali
po njegovoj analizi se ispostavilo da su zasnovane na istom kinematickom lancu
(Ferguson, 1962).

Matematizacija kinematike mehanizama: Burmester. Mada je na
primer ASet (Hachette) 1830. upotrebio trenutni centar rotacije da odredi u Va-
tovom paralelnom kretanju tangente krive koju opisuje kraj klipnjace, trebalo je
da prode dosta vremena pa da kinematika mehanizama po¢ne da ubira koristi od
teorijske kinematike. U ovom je pogledu nemacki matemati¢ar L.E.H. Burmester
imao vaznu ulogu. Njegova knjiga “Lehrbuch der Kinematik” koja se temeljila na
ranijem radu pojavila se 1888. Na vise od 900 stranica on §iroko razmatra planarnu
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teorijsku kinematiku i tako dobijene rezultate primenjuje na mnoStvu primera iz
kinematike mehanizama. Knjiga sadrzi i graficke metode za odredivanje trenutnih
brzina i ubrzanja za dati mehanizam u bilo kojoj poziciji. Sli¢ne metode ‘kine-
maticke analize’ razvili su u Britaniji inzenjeri Aleksander Kenedi (Kenedy), koji
je Reloovu knjigu preveo na engleski) i R.H. Smit (Smith). Burmesterov rad je,
medutim, bio mnogo uticajniji. Negov vrlo originalan doprinos je tzv. “Burmes-
terova teorija” koja se bavi s tri, Cetiri ili pet datih diskretnih pozicija pokretne
ravni na fiksiranoj ravni. Za tri diskretne pozicije ocito ¢e postojati tacke na pokret-
noj ravni koje su u trima pozicijama na pravoj liniji u fiksiranoj ravni. Burmester
je pokazao da sve takve tacke leze na krugu u pokretnoj ravni. On je isto tako
pokazao da za Cetiri pozicije tacke u pokretnoj ravni koje su u ovim pozicijama na
krugu u fiksiranoj ravni sve leze na krivoj treéeg stepena u pokretnoj ravni. Ova se
teorija moze koristiti u ‘kinematickoj sintezi’ za projektovanje mehanizama. Tacke
u pokretnoj ravni koje se nalaze na izvesnom broju datih polozja na krugu mogu
postati krajnje tacke poluga Ciji je stozer u centru kruga. Dve takve poluge i veznik
koji ih spaja ¢ine mehanizam koji u principu moze da pomera pokretnu ravan kroz
date polozaje (Koetsier, 1989).

Zavrsne napomene. Koreni kinematike su u geometriji, teorijskoj mehanici
i masinstvu. Mada je u devetnaestom stoleé¢u kinematika postala samostalno po-
drucje istrazivanja, ona ipak nije do kraja institucionalizovana kao nezavisna disci-
plina, a zanimanje za nju je obi¢no bilo uzgredno. Na primer, interes matematicara
za kinematiku je bio povezan s njihovim interesom za geometriju (Schoenflies i
Gruebler 1902. sadrzi odli¢an pregled rezultata postignutih u devetnaestom veku).
Tokom dvadesetog veka matemati¢ari su se uop$te manje bavili (klasinom) ge-
ometrijom, jer su druga polja u matematici obecavala vise rezultata ili opstije
rezultate. Zanimanje matematicara za kinematiku kao predmet istrazivanja skoro
je potpuno isceznulo.

U masinstvu je situacija bila drugacija. 1870-tih i 1880-tih godina je interes za
kinematiku bio znatan. Ovo je narocito bio slu¢aj u Nemackoj gde su Reloove ideje
bile vrlo uticajne. Nazalost, postojao je i krupan jaz izmedu teorijskog rada Reloa,
Burmestera i drugih, i prakticnog masinstva. Projektanti i graditelji maSina Cesto
su smatrali Reloove kinematicke teorije suvise teoretskim i kako je vreme prolazilo
on se su¢avao sa sve jatom opozicijom. 1890-tih tzv. ‘pokret inZenjera’ uspeo je da
matematiku najveéim delom, a takode i Reloovu kinematiku, ukloni iz programa
nemackih tehnoloskih univerziteta (Hensel i ostali 1989). Tek posle Prvog svetskog
rata inZenjeri masinstva su ponovo poceli da cene kinematiku. Od tada na dalje
kinematika mehanizama je bila skromno ali plodno istrazivacko podrucje. Sto se
primena ti¢e, pre Drugog svetskog rata su graficke metode bile narocito omiljene,
ali u drugoj polovini dvadesetog veka, sa sve rasirenijom upotrebom kompjutera
nadvladale su analiticke metode. Zanimljivo je da sada u didaktici matematike
postoji interesovanje za moguénosti koje pruzaju mehanizmi da se daci upoznaju
s geometrijskim svojstvima raznih krivih. (Bartolini Bussi, 1993; Bartolini Bussi i
Pergola, 1994) ‘
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Napomena: Ovaj ¢lanak se zasniva na mom tekstu (Koetsier, 1994) napisanom

na engleskom. Zahvaljujem Miri Bogdanovi¢, Milenku Vasié¢u i Evertu Wattelu za
pomo¢ u prevodenju i pripremi.

10.

LITERATURA

. M. Bartolini Bussi, 1993, “Geometrical Proofs and Mathematical Machines: An Exploratory

Study”, Proceedings of the 17th PME Conference, vol. II, 97-104, The Program Commitee of
the 17th. PME Conference, Tsukuba (Japan)

- M. Bartolini Bussi, M. Pergola, 1994, *Mathematical Machines in the Classroom: the History

of Conic Sections”, in N. Malara, Rico L. (eds): Proceedings of the First Italian-Spanish Sym-
posium in Mathematics Education, 233-240. Modena: Dipartimento di Matematica, Universita
di Modena.

. E.S. Ferguson, 1962, Kinematics of mechanisms from the time of Watt, Contributions from the

Museum of History and Technology, United States National Museum Bulletin 228, Smithsonian
Institution, Washington D.C.

- S. Hensel, K.N. Ihmig, M. Otte, 1990, Mathematik und Technik im 19. Jahrhundert in Deutsch-

land, Soziale Auseinandersetzung und philosophische Problematik,

. Van der Hoeck, Ruprecht, 1989, A.B. Kempe, 1877, How to draw a straight line: a lecture on

linkages, London, [Reprinted as Vol. 6 of the series Classics in Mathematics Education, The
National Council of Teachers of America, 1977, Pentagon, Albion, Michigan].

. T. Koetsier, 1983, “A contribution to the history of kinematics [On French and English work]”,

Mechanism and Machine Theory 18, 37-48.

- T. Koetsier, 1986, “From kinematically generated Curves to instantaneous invariants: episodes

in the history of instantaneous planar kinematics”, Mechanism and Machine Theory 21, 489—
498.

- T. Koetsier, 1989, “The centenary of Ludwig Burmester’s ‘Lehrbuch der Kinematik™, Mech-

anism and Machine Theory 24, 37-38.

. T. Koetsier, 1994, “Kinematics”, Companion Encyclopedia of the History and the Philosophy

of the Mathematical Sciences, Vol. 2 (Edited by L Grattan-Guinness), London and New York,
pp. 994-1001

A. Schoenflies, M. Gruebler, 1902, “Kinematik”, Enc. math. Wissenschaften, vol. 4, part 3,
190-278 / article IV.3

A












ISBN 86-80593-26-5



