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ВВЕДЕНИЕ

В развитии  м ехан ики  конца X IX  и н ачала  XX о т .  о т .  в России и 

за рубежом заметную роль  сыграл  Г .И .СУСЛОВ ( 1 8 5 7 - 1 9 3 5 ) .  Окончив 

П е те р б ур гс ки й  ун и в е р с и т е т  (1 8 8 0 )  и успешно защитив магистерскую  

(1 8 8 8 )  и доктор скую  (18 9 0 )  ди с с е р т а ц и и ,  Суслов п освятил  всю свою 

жизнь п е д а г о г и ч е с к о й ,  научной  и н а учно -о рга ни зац ио нн ой  д е ят е льн о  

сти в области  м е ха н и ки .  В о згл а в л я я  в течение  м ногих  лет  кафедры 

т е о р е ти чес ко й  м ехан ики  К и е в с ко го  ун и в ер си те т а  (1 8 8 8 - 1 9 2 0 )  и Одес 

с ко го  п о л и т е х н и ч е с к о г о  и нс ти тут а  ( 1 9 2 0 - 1 9 3 5 ) ,  он с оздал  научную  

ш ко л у ,  всемирна прославившуюся такими крупными учеными как  П .В .  

ВОРОНЕЦ (1871-1  9 2 3 ) ,  А .Д . БИЛИМОВИЧ ( 1 8 7 9 - 1 9 7 0 ) ,  м.К.КР.ЕЙН (ро д .  

1 9 0 7 ) ,  Ф . Р . ГАНТМАХЕР ( 1 9 0 8 - 1 9 6 4 ) ,  которые вместе со своими у ч е 

никами внесли  зн ачительны й  в кл а д  в развитие  м еханики  и матемети- 

ческой  физики .

В настоящей с т а т ье  д а е т с я  краткий  обзор исследований  по а н а 

л и т и че ско й  м е хан ике  Г .К .СУСЛО ВА  и А . Д . БИЛИМОВИЧА, а также ю го с ла 

в ски х  у ч е н ы х  следующих п околений  (Т .АНГЕЛИЧ, В .ВУЙИЧИЧ и д р . ) ,  

кото ры е ,  б у д у ч и  непосредственными  или идейными учен икам и  БИЛИ- 

М0ВИЧА, испытали на себ е заметное влияние  н а учн о го  наследи я  ш ко

лы СУСЛ0ВА-В0Р0НЦА-БИЛИМ0ВИЧА.

1. РАЗВИТИЕ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ В ТРУДАХ СУСЛОВА

Если го ворить  о в кла де  ГАВРИИЛА КОНСТАНТИНОВИЧА СУСЛОВА в ме

х а н и к у ,  то прежде в сего  с л е д у е т  отметить  его  т р а кта т  ОСНОВы АНА

ЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ, созданный им на рубеже X IX  и XX с т . с т .  Наря

д у  с учеб ни ком  П.АППЕЛЯ, уч е б н и к  СУСЛОВА яв ляе т с я  настольной  кн и 

гой д ля  с п ециалистов  в о бласти  м еханики  и до  настоящего  времени 

не потер ял  сво его  значения ,  став к ла с с и ч е с к и м .  На него  ссылаются 

в п ер ио дичес кой  о те че с тв ен но й  и зарубежной  п е ч а т и ,  он служит ар- 

*



битром в д и с к у с с и я х  между учеными при решении спорных вопросов, 

по этому у ч е б н и к у  и зучи ло  н а у к у  м е хан ику  не о ^н р ' поколение  с т у 

дентов  высших учеб ны х  з а в е д е н и й 1 . Учебник  СУСЛОВА по т е о р е т и ч е 

ской  ̂меха нике п р е дст ав ляе т  собой один из немногих учеб ни ков  ми

ровой ли т ер а тур ы ,  в которых м еханика  неголономных систем не вы

д е ля е т с я  в отдельную  г л а в у  и и зл а га е т с я  как о р га н и че с ко е  целое  

вместе с механикой  голономных систем .

СУСЛОВУ принадлежит о ри гин альная  точка  зрения на понятие  воз 

можного перемещения. Он р азли чае т  понятия  возможных и в и р т у а л ь 

ных перемещений системы. Именно, возможным перемещением системы 

он называет  с ов окуп но сть  бесконечно  малых перемещений

Л ? ,  =

точен системы, удовлетворяю щих условиям  связей

ЭЕ

ЛЕа = 9 г а < М а  + Т Г А1: = ° '  

лфв = ^ (6)*д?у + V *  = 0

а = 1 , . . . , а ;  В = 1 » . . . , Ь ) ,

при данном, возможном для  рассматриваемого  момента врамени, по 

ложении системы. В и ртуально е  же перемещение системы - это н е з а 

висимая от времени и совместимая со связями разность

д в у х  возможных перемещений системы в данный момент времени. Та 

ним образом , в ир туа льн ое  перемещение системы у д о в лет в о р яе т  соо 

тношениям

6€а = д г а й ^ а . б г у  = 0 ,

В с л у ч а е  одностронних  связей  знаки  равенства  в написанных соот 

ношениях заменяются знанами "НЕ МЕНЬШЕ” .

Л итер атур а  о Г . К .С у с л о в е :  А . П .Шварцман, 

СУСЛОВ, Изв. АН СССР, 11 ( 1 9 5 5 ) ,  151-157

ИСТОРИИ МЕХАНИКИ В РОССИИ, Москва 1 9 61 .

ГАВРИИЛ КОНСТАНТИНОВИЧ 
; А . Т . Г и г о р ь я н  : ОЧЕРКИ
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Уравнения неголономной механики  СУСЛОВ приводит в формах ОС

ТРОГРАДСКОГО и РАУСА-ФОССА. Эти уравнения используются автором 

для  вывода принципа ГАМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАДСКОГО в с л уч а е  удара  н е 

го лономной системы. При этом доказываются также теоремы КЕЛЬВИ-’ 

НА и БЕРТРАНА, справедливые при уда р е  как голономной, так и не- 

голономной системы. Уранвения РАУСА-ФОССА дают возможность выве

сти и уравнения  движения несвободного  твердого  тела о тн о с и т ель 

но неподвижной и подвижной систем референции.

Большой з а с л у го й  СУСЛОВА является  подробное изложение в у ч е 

бнике раздела  механики твердого  тела с закрепленной  течкой  с 

включением новых для того времени исследований  С . В . НОВАЛЕВСНОЙ и 

ее многочисленных п о с ле до в а те лей ,  в особенности р ус с ки х  уч ен ы х .  

Это о бстоятельство  несомненно сыграло значительную  роль в при

общении к этим замечательным исследованиям многих молодых ученых 

как в России, так и за гр ан ицей .  БИЛИМОВИЧ вспоминает, что про

блема КАБАЛЕВСКОЙ на рубеже X IX  и XX с т . с т .  именовалась "р ус ско й  

проблемой - столь  велик был интерес выдающихся р ус с к и х  ученых  т о 

го времени к нахождению частных интегрируемых с лучаев  состветс- 

тующей системы дифференциальных ур авнений .

Заметим в заклю чание , что в у ч еб н и ке  СУСЛОВА излагаются и н е 

которые собственные исследования  автора по аналитической  механи

ке .  К этим исследованиям  принадлежат установленные  СУСЛОВЫМ об 

общенные нанонические  уравнения  динамики, обобщенный принцип 

ДАЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА, новые примеры нонкретных неголономных систем 

и др .

Рассматривая костервативную  систем у,  СУСЛОВ записывает общее 

уравнение  динамики в виде

, тт , ,ЭТ а ЭТ . .
о.

После умножения на дБ  и интегрирования в пределах  от Б^ до 

Б2 < получим

[64 + (
ЭТ
эч, сЕ  г т - > 6ч г] ^  = о

эЧг-

И нтегрируя  по частям и принимая во внимание, что

ЭТ

,ЭЧГ
■«чт °- = о,



найдем

На основании этих соотношений принцип ДАЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА пре

о бразуется  в принцип ВОРОНЦА, представляющий собой обобщенный на 

неголономные системы интегральный принцип ГАМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАД- 

СНОГО. Распространение рассужденй СУСЛОВА на ненонсервативные с и 

стемы является  тривиальным.

СУСЛОВ первый обратил внимание на то, что уравнения ГАМИЛЬ

ТОНА легко  обобщеются на неголономные системы в голономных коор

дин атах  .

Пусть материальная система подчинена „неголономным связям

и, с ле дов ательн о ,  ее движение может быть описано уравнениями РА-

Переходя н наноническим переменным и рассуждая как обычно, п о л у 

чим обобщенные нанонические  уравнения динамини (уравнения СУСЛО

ВА)

В с л уча е  консервативной системы уравнения СУСЛОВА принимает вид

Для голономной системы эти уравнения переходят  в к лассические  

уравнения ГАМИЛЬТОНА.

СУСЛОВУ и ВОРОНЦУ принадлежат новые оригинальные примеры не- 

голономных связей .

Рассмотрим два твердых тела ,  соединенные весьма длинной гиб-

УСА-ФОССА

ЭФ

ф-ц  = р г д г - и



ной нитью не поддающейся- кручению . Таную нить можно о сущ ес 

твить  с помощью цепи ,  составленн ой  из шарниров НАРДАНА-ГУКА. Обо

значим  координаты  данных  тел через  х ^ ,  у ^ ,  г^ , ф^, ф^, 6^  ( 1 = 1 ,

2 ) . Две системы подвижных осей выберем т а к ,  чтобы оси С с о в п а д а 

ли с касательны м и  в кон ца х  нити и были направлены  н внутренней  

части  нити .  Ввиду о т с ут с т в и я  кр уч е н и я  нити сумма проенций у г л о 

вых с кор остей  тел на оси 5 равна нулю, что на основании  к и н е 

м а т и че с ки х  формул ЭЙЛЕРА приводит  к уравнению неголономной  связи

2
I ( ф .+ ф . СОЗб.)  = 0 .

1=1

А н а ло ги ч н о ,  п у с т ь  твердое  тело  неизменно связано  с гибкой  весьма 

длинной  нитью, не поддающейся кручению , а др у го й  конец  нити с о е 

динен  с часовым механизмом , ноторый сообщает нити постоянную  у г 

ловую с ко р о с ть  шо в о к р у г  к а с а т е л ь н о й .  Если ка са те льн ую  н нити в 

точке  ее п ренр еп лен ия  к т ел у  п ринять  за ось С, то у с ло в и е  о т с у т 

ствия кр уч е н и я  нити выразится  равенством

ш
С

Ф+Фсозе = ш0 ,

и мы п о л учи м ,  таким образом , неголономную  с в я з ь .

П ус т ь ,  н ако н е ц ,  твердое  тело  движется  по инерции в о к р у г  не п о 

движной точки  и неизменно с оединено  с одним концом ги б ко й ,  в е с ь 

ма длинной  и не поддающейся кручению  нити ,  а д р у го й  конец  нити 

закр е п ле н  неподвижно . К а с а т е л ьн а я  к нити в точке  с оединения  ее 

с телом п ро ходит  через  т о ч к у  опоры. Если эту к а сательн ую  принять  

за ось С, то ур ав не ни е  наложенной на тело  неголономной  связи  з а 

пишется в виде

Е ф-уфсозб = 0 .

В 1903  г .  ВОРОНЕЦ у к а з а л  еще один подобный пример: СИСТЕМА 

СОСТОИТ ИЗ ДВУХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ, ИМЕЮЩИХ ПО ОДНОЙ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКЕ 

И СВЯЗАННЫХ НИТЬЮ, НЕ ДОПУСКАЮЩЕЙ КРУЧЕНИЯ. П р е д п о л а га е т с я ,  что 

тела  вращаются в о к р у г  своих  неподвижных точен  по инерции .

Неголономные связи  в у к а з а н н ы х  примерах СУСЛОВА и ВОРОНЦА п о 

являются в с л едс т в и е  о т с ут с т в и я  кр уче н и я  нити . Соответствующие 

неголономные ус ло в и я  являются линейными и однородными.

Рассматривая  частный с л у ч а й ,  к о г д а  тела  имеют дин ам ические



оси вращения, проходящие через  неподвижные топни, и касательны е  

н нити в т о ч к а х  соединения  с телами направлены по их осям симме

трии , ВОРОНЕЦ п о к а з а л ,  что ки н е ти че с ка я  энергия  системы и у р а в 

нения связей  в последнем  примере содержат время, лагранжевы к о 

ординаты и линейные функции лагранжевых с ко р о с те й .  П о льзуяс ь  при 

надлежащим ему (см .ниже )  методом составления  дин ам ических  у р а в 

нений неголономной механики  в кв а з и к о о р д и н а т а х ,  ВОРОНЕЦ у с т а н о 

вил , что в рассматриваемой зада че  получаем  систему пяти дифферен 

ци альны х  ур ав н е н и й ,  допускаю щих три первых и н т е гр а л а .  Имеем п о л 

ностью интегрируемый с л у ч а й .

Неголономные связи  у к а з а н н о г о  типа возникают, например, при 

сты ковке  кос м и че ски х  кор а блей ,  выходе  космонавта в открытый к о с 

мос. Р а з ум е е т с я ,  о таном применении своих идей СУСЛОВ и ВОРОНЕЦ 

не могли п о д о з р е в а т ь . Тем более  с ле д уе т  п о д че р кн ут ь  их уди в и т е ль  

ную интуицию, свойственную  выдающимся ученым . Вообще с ле д уе т  з а 

м етить ,  что на рубеже X IX  и XX с т . с т .  особое значение  для  науч-

Рис. 1. - ГАВРИЛ КОНСТАНТИНОВИЧ СУСЛОВ 
(185 7 - 1 9 3 5 )



ного и т е хн и че ско го  п рогресса  динамини неголономных систем - но

вой области  а налитической  механики ,  которая в то время н а хо д и 

лась лишь в начальном периоде своего  р азви ти я ,  - понимали лишь 

считанные передовые учен ые ,  в числе  ноторых находились  СУСЛОВ, 

ВОРОНЕЦ и БИЛИМОВИЧ. Большое значение  для неголономной механики 

иЕ^ддт высказанная  СУСЛОВЫМ мысль о том, что первые интегралы д и 

намических  уравнений  можно рассматривать  как  уравнение  связей 

движущейся материальной  системы. Вот что пишет СУСЛОВ по этому 

п о в о д у :  "Примером линейной дифференциальной связи  может служить

с в я з ь ,  выражаемая уравнением

У=1

где  о - некоторая  п о с то ян н а я .  Эта с в язь ,  очевидно , т р е б уе т ,  ч т о 

бы сумма ки н е ти че с ки х  моментов частиц  системы относительно  оси 

Ог о став ала сь  п о с то ян н о й ” . Эта идея СУСЛОВА сыграла  в дальнейшем 

значительную  роль в и сс ле до ва ни ях  ВОРОНЦА.

2 НАУЧНОЕ НАСЛЕДИЕ П. В. ВОРОНЦА ПО 
АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ

^Воспитанник Киевского  ун и в ер си те т а ,  ученик  профессора СУСЛОВА 

ПЕТР ВАСИЛЬЕВИЧ ВОРОНЕЦ2уже в с т уде н че ски е  годы проявил с е р ь е 

зные способности к научной  раб оте .  После окончания  м атематичес

кого  отделения  ун ив е р с и т е т а ,  он был оставлен  при кафедре теоре 

тичесной  механики  для п одготовки  к профессорской де ят е льн о с ти .

В 189В г .  появилась  его первая п убликация  ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕ

ДОВАНИЕ ЭЙЛЕРОВА СЛУЧАЯ ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА ОНОЛО НЕПОДВИЖНОЙ 

ТОЧКИ. Эта монография обратила  на себя внимание научных кр у го в ,  

она ци ти руется  в ЭНЦИКЛОПЕДИИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК и до настояще

го времени не потеряла  своего  значения в качеств е  источника  ин

формации в области механини абсолютно твердого  т е л а .  ВОРОНЕЦ во 

спринял научные интересы своего  у ч и т е л я .  Ему принадлежат выдаю

2 Л итература  о П .В .В о р о н ц е :  Б .Н .Ф р а дли н ,  ПЕТР ВАСИЛЬЕВИЧ ВОРОНЕЬ 

- ОДИН ИЗ ОСНОВОПОЛОЖНИКОВ НЕГОЛОНОМНОЙ МЕХАНИКИ, Труды  Инсти

тута  истории е ст .  и м ех .  АНСССР, 43 ( 1 9 6 1 ) ,  4 2 2 - 4 6 9 ;  А . Т . Г р и 

г о р ь я н :  ОЧЕРКИ ИСТОРИИ МЕХАНИКИ В РОССИИ, Москва 1961 .



щиеся исследования по динамике неголономных систем, динамика твер

дого  т ела ,  в области преобразования и интегрирования динамичесних 

уравнении ,  в решениии проблемы п тел . Полученные им р езультаты  во

шли в золотой фонд н ауки .  После успешной защиты магистерской (1903) 

и докторской  (1906 )  дисертаций П.В . ВОРОНЕЦ всю свою жизнь зани

мался п едагоги ческой  деятельностью , состоя профессором механини в 

Киевском ( 1 9 0 6 - 1 9 2 0 )и Симферопольском (1921-1928 )  ун ив ер си тетах ,

В области неголономной механини ВОРОНЕЦ начал роботать под вли

янием СУСЛОВА и ЧАПЛыГИНА. Вместе с плеядой др у ги х  выдающихся у ч е 

ных - ПУАНКАРЕ ( 1 9 0 1 ) ,  БОЛЬЦМАНОМ (1903 )  и ГАМЕЛЕМ (1904 )  - он о к а 

зался  в орбите блестящей работы ЧАПЛыГИНА 1897 г . ,  которая п о с л у 

жила началом бурного  развития исследований по аналитической  м е ха 

нике неголономных систем на рубеже X IX  и XX с т . с т .  Чрезвычайно с о 

держательные работы и та льянс ких  механиков' ВОЛЬТЕРРА (1698)  и МАДЖИ 

(1901 )  по неголономной динамике долго  оставались  незамеченными, 

пока на них не обратил внимание ГАМЕЛЬ ( 1 9 0 9 ) .  На эти работы ВОРО

НЕЦ ссылается впервые лишь в 1911 г .

В отличие от ЧАПЛыГИНА, исследования которого ограничены рядом 

упрощающих продположений , ВОРОНЕЦ рассматривает динамические  ур а в 

нения и вариационные пронципы неголономной механики в наиболее об

щей постановке .  При этом он сопровождает свои теоретические  работы 

решением огромного количества  задач о качении твердых т ел .  Эти з а 

дачи  в первой четверти I I  с т . были едийственной практической  иллю- 

страцией неголономных систем.

В свете известного  теперь широкого применения динамики систем 

с линейными неголономными связями в физике, геометрии и технике  

исследования  ВОРОНЦА по неголономной механике , одним из основопо

ложников ноторой он яв ляет с я ,  приобретают особое значение ,  а его 

примеры выглядят  нак удивительное  предвидение будущих научно-тех-  

ничесних приложений.

ВОРОНЕЦ рассматривает линейные неголономные связи

(1) % + ц  = а « 1 (Ь ' Ч р >*1 + ау (Ь' % ) ' = а ц 1 6<31

ноторые использует  уже на первом этапе своих рассуждений для и с к 

лючения зависимых скоростей 4 из выражений нинетической энергии 

и обобщенниых импульсов



Т = 6 (1 , д  , д ± > } —------  = , Ч 1 )
ЭдЫ+

И сходя  д а ле е  из ди н а м и че с ки х  уравнений

а эт ЭТ , . _а_ _ э т _________ эт_

121 31 й Т  * * • * ! ’ О ' й  н ^ + У

о +х  ,'ПФ+у V '
*3 йЫ+у

автор п о л уч а е т  систем у  дифференциальных ур авнений  движения него- 

лономной системы в голономных к о о р ди н а т ах  ( уравн ен ия  ВОРОНЦА)

(3)
а за

З Е  Г Г
Эд .

Э6 
За  . ° з  + й з ’

где

д . =
3 а УЗ ^%+У + »9 ) 

Эды+у
+ е у ^ х д . +  

1

За Эач, . За  .
.V уЗ . а  4,3

VI
АЛ Эд± 111 э % + и Эчз из д ы+и

За  . За  ,. Эач, 3 а
^3 V V

3 Т ь  + а У ЭдЫ+У д Ч - а и з Эдк+и

Здесь  в дальнейшем

1 , 3 = 1 , • • • ,К» « , г , р = 1 , . • • / п $ и , ш , е = 1

п = Ы+к; < = 1 , . . . , з - И ; У=1 , ■ • •  / п - 3 }

у=Ы+1 , . . . , 5 ;  а = К + 1 , . . . , п .

В с л у ч а е  ци кли чн о ст и  координат  д ^ +1 зада ча  об о пределении  ла- 

гранжевых координат  системы в функции  времени р ас п а да е т с я  на две 

автономные з а д а ч и :  з а д а ч у  об опр еделен ии  н е ц и к л и ч е с к и х  координат  

из системы ( 3 ) ,  в которой с ле д уе т  положить

36
Эд

Ы+У
° '  = эт:

ЭаГ 1  _ Эа^
Эд. А э =

Эау ]  _

31  Эд ̂

и з а д а ч у  об о пределении  ц и к л и ч е с к и х  ноординат из ур авнений  (1) в 

к в а д р а т у р а х .  Если ,  к тому же, связи  стационарны  и силы к о н с е р в а 

тивны , то ур ав нени я  ВОРОНЦА превращ аятся  в ур ан вени я  ЧАПЛыГИНА. 

Нононец , в с л у ч а е  голономных связей  А ^  = 0 ,  АV = 0 ,  и мы получим  

обычные ур ав не ни я  ЛАГРАНЖА второго  р о да .



Указанный  метод составления  уравнений  (3)  требует  вычисления 
V  V

величин  А ^ ,  А  ̂ , что может о ка за т ьс я  громоздким при решении к о н 

кретных з а д а ч .  Поэтому автор п ро дла гае т  др уго й  метод получен ия  

уравнений  движения, построенный на использовании  ус та но вле нн ого  

им обобщенного принципа ГАМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАДСКОГО для  неголоном- 

ных .систем (принцип Ф0ССА-В0Р0НЦА-СУСЛ0ВА) . Умножая обе части  об 

щего ур авнения  динамики

(Ог +
<31 о,

на <31, интегр ир уя  в п р е д е л а х  ( .1 ^ ,1 2 ) и рассматривая  лишь возмож

ные перемещения, которые эмулируются для  граничны х  моментов в ре 

мени, получим  принцип ВОРОНЦА в виде

3 = («т+огбЧг+еЛ т ) )<31 = 0 ,  ° г  = ^ б д г  - бдг ,

о т к уд а

Э0
■&ч .

(° з +й г Й ^ -  + Ц - ) 5 ^  = 0 '

и мы снова приходим к уравнениям  ВОРОНЦА ( 3 ) .

ВОРОНЦУ принадлежат  также дифференциальные уравнения  движения 

неголономной системы в неголономных к о о р д и н а т а х .  Обозначая неголо  

номные координаты  и снорости через  тг^, рщ, он записывает у р а в н е 

ния (1)  неголономных связей, в виде

(4) - агШ (1:'Чр>Рш + аг (1,д )р г <5дг = “гш

при наличии зависимостей

+
8 К = 0, 8к Л = 0.

+ = 0, :3 ̂ 6 7Г
КО) 0)

= 0.

Если с помощью (4)  выразить кинетическую  энергию через  квазисно- 

рости



т = е и , д ^ , р е ) ,

получим

(5)
36.
Эр

эт

ш э4т

и, с ле до в а те льн о ,

а эе

ЭТ

с учетом  ( 4 ) ,  можно написать

_а_ эт * эт

гша-ь
ОС

г  ш
'эдг

, в которых

эе эт
Эа
МР

зд г
Ч

эдг
г

_а_ Э9_
аъ эр(6) тпг ътг = “ г ш (Ог  + Ц - )  + т т -  (“ Р.. - а - . ^ >  + х .-в..

эт

Эсг
рш гшЭа

При условии  Д 2 || а || ф 0 ,  принимая во внимание ( 5 ) ,  имеем

ЭТ эе
еш . • Зо

Эяе -ы

а ЭТ

отнуда

(•7)

5+У,Ш

ЭТ

Эд
з+у

эт _  ь  .эе____  _____
• е ш 1Эр "  з + у ,ш  . •

Эд^ ш од

- ) ,  Ь
1 Эй

еш Д За
5 + У

еш

Из (Б) и (7) получаем  исномые дифференциальные уравнения дви 

женин неголономной системы в квазико ор дин атах  с множителями свя 

зей

(8)

где

эе _ „ , э е _ .  э е  „ ь , к
Эр а гш ° г  Эдг ЭрЕК еш Ву  уи  '

9У = 6у а ' д з ' р е >

Э Т *
Т 7 '  Кеш -  Ьие  а̂ иш а ршЗд ' '  
Э* В+у  р



причем К ,Ь  на основании (4) можно рассматривать кан линейные

функции от р с коэффициентами, зависящими от Е ,ч  .
ь р

Если из (8) исключить множители Х к и присоединить уравнения 

связей ( 4 ) ,  то получим систему п+з дифференциальных уравнений п е 

рвого порядка  для определения д ^ ,Р р .  Общее решение этой системы 

имеет 2п-к произвольных постоянных. При з=М Х к=0, и мы получим 

дифференциальные уравнения неголономной системы в квазикоордина

тах  без лагранжевых множителей. В с лучае  консервативной системы 

эти уравнения имеют интеграл  энергии

(9) 6 = 0 +  Ь.

При отсутствии  неголономных связей 1 , ^ = 0  . Если к тому же положить

Р,„=Ч„ т . е .  рассматривать обычные голономные координаты, у р ав н е 

ния ВОРОНЦА сведутся  к уравнениям ЛАГРАНЖА второго рода .

ВОРОНЕЦ устанавливает  обобщенный на неголономные системы при

нцип ГАМИЛЬТОНА-ОСТРОГРАДСКОГ0 в квазикоординатах  (принцип ВОРОН

ЦА) . Исходя из установленного  им ранее  обобщенного на неголоном

ные системы принципа в голономных координатах и замечая , что а ^=0 ,  

найдем ^

(1.0) >9 = |  (66 + 0 г 6 ч г  + + 0^,аз+ ^ ) а Е  = 0 .

На основании (4) после ряда вычислений автор получает  формулы

6тг - 6р = Ь а К бтт ,
ше е 1

з+у Ь бтт + 
уе  е “з+у,е Ч е Ч '

ноторые приводят к равенству

-г "2
| 60ЙЕ = |

Э6 х- <3 90 г_ Э9 ... д._  , _ ч
^3 сЗ-Ь Эре 71 е Эр^ К еш ш ^ V е аV

<31

1 1

На основании указанн ых  соотношений формула (10) преобразуется

з искомый принцип



(11) 3 = Г(03 + + < § : кше + 6, Ч е  +
,Э9 а Э0

+ (

1

ЭТ

э4.

Ь + 0 а , Ъ ) а,Л аъ  = 0 ■
Эр у с  у  з + у , е  Vе  V-1

Отсюда можно н е п о с р е д с т в е н н о 'п о л у ч и т ь  дин ам ические  уравнении  дви- 

жен и я неголономной  системы в к в а з и к о о р д и н а т а х .

Автор п о ка зы в а е т ,  что принцип (11 )  можно зап и с а ть  в упрощен-

(«в + о г бчг  + 6У° 5 +Т ^ ^  = °>

ной форме

( 12 )

или
Ь.

( 13 ) I

если при

ьч-г + (4 з+у "  а з + у , е 1:'е
р - а , )1аЪ  = 0 » 

з+у н

Зз+у

5 д з+у  аф6 д з + у '

т . е .  п о л ьз о в а т ь с я  перестановочными  соотношениями з.^ = 0.

Форма (1 3 )  принципа ВОРОНЦА о казы в ается  наиболее  эффективной 

при решении кон кретны х  з а д а ч .  В с л у ч а е ,  ногда  ки н е т и че с ка я  э н е р 

гия  системы в у с л о в и я х  данной  з ада чи  п р е д с т а в л яе т с я  как функция 

времени, координат  и линейной формы с ко р о с те й ,  принцип ВОРОНЦА 

принимает вид

( 14 )

Ь2
[ [6 9 + Ог 6 д г  +

г д е

*
е =
У

9 у 6 ( Рз+у ^ з + у ,е ^ е  з+у

ЭТ

) ] а ф  = о

*Эр
з+у

З н а чи т е льн а я  час т ь  работ ВОРОНЦА посвящена исследованиям  по ■ 

динамике  твердого  тела  и в особенности  решению зада ч  о чистом 

„ачени и  твердых т е л .  Некоторые из т а к и х  задач  были уже решены в



X IX  от . При этом авторы, вообще, п ользо ва лис ь  основными теорема

ми динам ики .  Однако на рубеже X IX  и XX с т . с т .  при решении задач  

о качении  твердого  тела  без скольжения  по поверхности  (плоскости )  

некоторыми, даже выдающимися, учеными была допущена существенная  

ошибна, которая  заклю чалась  в применении к решению подобных задач  

неголономного  ха р а кт е р а  формализма уравнений  ЛАГРАНЖА второго  р о 

да без корректирующих член ов .  Это о б с то ят е льс тв а  и вызвало и н т е 

рес ВОРОНЦА к применению получен ны х  им обобщенных уравнений  к и с 

следованию з а д а ч ,  относящихся  к чистому качению твердых т е л .  Он 

у с та н о в и л  при этом ряд  интегрируемых с л у ч а е в ,  которые в д а л ь н е й 

шем были расширены другими  учеными (ЧАПЛыГИН, ИУШТАРИ и д р . ) .  

Б ла го да р я  современному высоному уровню науки  и т е хн и к и ,  бурному 

развитию машинной математики , а втом атического  р е г улир ов ан ия  и у п 

р а в ле н и я ,  к иб е рн ет ики ,  можно ун аэ ат ь  много новых задач  неголоном- 

ной м е хан ики ,  но при этом не с ле д уе т  забывать ,  что первыми т а к и 

ми задачами  были за д а чи ,  решению которых мы в значительно й  мере 

обязаны ВОРОНЦУ и ЧАПЛыГИНУ.

В 1906 г .  ВОРОНЕЦ у к а з а л  общее преобразование  диф ф еренциаль

ных уравнений  ЛАГРАНЖА второго  рода

(15) _а_ эт_ эт

с помощью линейных интегралов  движения ( 1 ) .  Рассматривая эти ин 

тегр алы  нан неголономные связи  заданной  механической  системы, мо

жно зап исать  дифференциальные ур авнения  ее движения в форме ( 3 ) .  

Таким образом ур авнения  неголономной механики  можно и нтерпретиро

вать  как преобразованные с помощью соотношений (1)  динамические  

уравнения  голономной м е хан ики .  Эта весьма интересная  идея ВОРОН

ЦА п озволяет  ус та н о в и ть  тесную связь  между динамикой голономных 

и неголоно'мных систем и подойти к рассмотрению а н а ли тической  ме

ха н и ки  с единой точки  зре н и я .

Автор у к а з ы в а е т ,  что применение данн ого  преобразования  часто 

в ст р е чае тс я  в следующих трех частных с л у ч а я х

= а  , 0 , 0 (1,сг ) ,

ЭТ
эд

N4-у
Ы + у '



С°  = ' Ру ; ) а ' д 1 ' Ч 1 ' Р л > %  + Ку у ( Ъ , д 1 , 4 1 , Р А) б ^ м ;

Т  = °з  = °М +м6%  = ° '

(тут  - одна из величин д ^ р . ^ ) .

Б с л у ч а е  А °  уравнения  (15 )  принимают вид

Е 7  = °г  6 = т - еА +*
Э<3Э

В с луч а е  В °  уравнения  (15 )  допуснают интергалы

9 V = С\) = СОП31:-

Преобразованные уравнения  имеют предыдущий вид, причем

е = т  -  с уд к^

Нанонец, в с л уча е  С °  уравнения  движения (3) 

а ЭТ ЭТ ЭТ д  ЭТ ЭТ

аь э4 . + э р / и г  «аь ^

имеют частные интегралы

ЭТ

ЭР^
О,

линейные относительно  д^ и р ^ .  Если с их помощью из уравнений 

движения исключить р ^ , то получим  уравнения  вида

_а_ эе

а !

эе
За. = ° Э '  6 *  е ^ ' Ч 1 , Ч 1 ) •

эд  ̂  вчэ -1

Очевидно, известное преобразование Рауса  является  частным слу 

чаем преобразования ВОРОНЦА.

ВОРОНЕЦ указы вает  оригинальный метод интегрирования уравнений 

ЛАГРАНЖА второго  рода

а эь  эь  

Э<Ц "  эс>3 "
(16) о



с помощью известных первых интегралов

(17)
V * ' * ! ' * ! )  = ам = с о п з Ь .

Петь эти интергралы , а также уравнения

ЭЬ
—  = Рц/

можно соответственно предтвавить  в виде

( 1 8 )

(19)

Чу = € у а ' Ч 1 ' Ч а ' а у> '

(Ъ,а1 ,р1) ,

(здесь  и далее  а ,В  = к + 1 , к + 2 , Ы ) , причем, известные интегралы б у 

дем с чи та т ь ,  что с помощью (19 )  они приведены к каноническим п ер е 

менным находятся  в инволюции, т . е .

(гМ' 3'у) = г у = = ау-
0

Иснлючая из (17) обобщенные снорости на основании соотношений

ЭМ

ЪэЧк Р1
ЭЬ

Эс .

получим к  дифференциальных уравнений , которые вместе с ур ав нени 

ем ГАМИЛЬТОНА-ЯКСБИ-ОС-ТРОГР АДСКОГО

( 20 )
ЭМ , ЭМ , _ „
ЭЬ Н ( Ъ , Ч 1 ' Э д 1 ) ° '

образуют систему к+1 уравнений в частных производных с N+1 н еза 

висимыми переменными + В соответствии с методом ЛИ интегриро

вание такой системы уравнений эквивалентно  интегрированию одного 

уравнения в частных производных с К-к+1независимыми переменными 

или системы й-к уравнений ЛАГРАНЖА второго рода . При данном пре

образовании новый лагранжиан будет  иметь вид

ь ( ь , 0  , 0  ,ы , а  ) = Ь ( Ь , д , , д . ) -
а  а. |Д |Л X X( 21 )



г д е  новые переменные 0 а *0 а , связаны  со старыми с о о тн о 

шениями

(22) а  = а  +ы В:  а  =
■'V у о  V '

+ К 4 В-6в)-4-(% -)В В е Эда эдв

° а ;  ^ (<3
\  3 ( ———:

V
Э^ а

ОII

+

Т ут  снобни означаю т. что п роизводная  по д а бер ется  с учетом  соот-

Р и с .  2 .  - Петр Василевич  Воронец 

' '8 71- 1923

ношений ( 1 8 ) .  ‘При этом п о с ле дн е е  из равенств  (22 )  с о о тв ет с тв ует  

соотношению

*
эь эь

★



Сущность метода интегрирования  ВОРОНЦА состоит в теореме, которая  

дает  возможность зап исать  преобразованную  систему уравнений  ЛАГРАН 

ЖА второго  рода и опр едели ть  все интегралы  п ервоначальной  системы 

( 4 6 ) .  Эту теорему можно сформулировать  т а к :

Определим из (16 )  и (22 )  старые переменные через

новые 0 а , 0 а , Шу, а у , по формуле (21 )  вычислим новый кин ети чески й  

п о т е н ц и а л ,  составим в новых переменных уравнения  ( 1 6 ) ,  которые б у 

д ут  иметь вид

(23 ) _с^ ЭЬ
*

эь

30=
= О,

решим (если  это возможно) эту  си с те м у ,  п о лага я

сЮ

%  = сопз<:' ° а  - - Я Г '

т . е .  найдем все первые интегралы  этой системы

(24 ) а^  = сопз-Ь.

Предположим, что интегралы  (24 )  н а хо дят с я  в инволюции и разреш а

ются о тн осительно  обобщенных скоростей

о а = т , о а , % , а ^ .

помощью соотношений (1 8 )  и (2 2 )  и присоединить  к ним интегралы  

( 1 7 ) ,  то получим  полную сист.ему находящ ихся  в инволюции первых

интегр ало в  уравнений  ( 1 6 ) ,  с помощью которых решение динамичесной  

зада чи  сводится  к кв а др а т ур а м .  ВОРОНЕЦ дает  н еп осредственное  д о 

к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы. Для э то го ,  в соответствии  с теорией 

ЯКОБИ-ЛИУВИЛЛЯ, он д о к а з ы в а е т ,  что дифференциальное  выражение

являет с я  полным дифференциалом некоторой  функции М ( Ъ , а . , а  , а  ) , ̂ 1 V с1
если  с помощью и нтегралов  (17 )  и (24 )  преобразованных на о сн ов а 

нии соотношений (18 )  и (2 2 )  к старым переменным исключить

обобщенные скорости  а ^ .



(25 )

ВОРОНЦУ также принадлежит новый метод интегрирования уравнения 

ЭИ ч ЭИ
г ь  ~ н ^ ' Ч 1 »р 1 ) » р * Эд1 »

в частных  производных первого  порядна (уравнения  ГАМИЛЬТОНА-ЯНОБИ- 

ОСТРОГРАДСКОГО).

Предположим, что найдены уравнения

= V

ноторые можно разрешить относительно

( 26 )  Ру =

гд е  а произвольные  постоянные ,  причем функции составляют с и с 

тему,  находящуюся в инволюции, а также н ахо дятся  в инволюции с 

функцией Н, т . е .

ЭФи <М\, Эф^ Эф^ Эфу ЭфV

э^у  "  Эду 1 ( эда Эра "  эРа эд

Эф

(27 ) ЭН , г ЭН Г . э н
+ I  Эп Эа эн I  *■

) ,

V ЭН Э<*4

Эа т 1 Эр Эа, Э ! 
у * у  У а ЭЧ а ЭРа Эра Эда

) ,

ЭН

^  ЭС

ЭфЦ Г .  ЭН ^ ̂  V ЭН_ ЭУ
V ' э д а Эра "  Эра Эда  '

г д е  Н означает  функцию Н, в ноторой переменные р^  определены  из 

соотношений (26 )

Н ( ^ , Ч 1 , Р 1 ) = Н ( Ъ , д ±,Р а , а ^ .

Имеет место следующая теорема:

Полный интеграл  И ( Ь д ^ » а . р  + а ^ +1 уравнения  (25 )  можно п р е д 

ставить  в виде

(28 )  И = ( т , д у , д а , а ^ а а ) + “ ( % / а у < а а > + ак+1<

гд е  функция и есть  полный интеграл  уравнения  в частных п роизвод

ных



(29)
И  = 'да 'Р а 'ао>' Ра

ЭП сопз!,

в котором число переменных меньше к ( ! , д & - аргументы, - п ар а 

метры) и функция ш ^ )  н ахо дит ся ,  после интегрирования уравнения 

( 2 9 ) ,  с помощью квадратуры  (теорема ВОРОНЦА).

Д оказательство  этой теоремы основано на теории ЯКОБИ-ЛИУВИЛЛЯ, 

согласно  которой интегрирование уравнения (25) эквивалентно опре

делению таких  фуннций р.^ ( ! , д ^  ,а^  ) , что

наъ + ГРдйя, = д.щь,ц. ,а. )■,
1 -1 ■>

причем функция М+ак+1 является  полным интегралом уравнения ( 2 5 ) .  

В силу  (26 )  этому условию можно придать такой вид

(30) н а !  + |фу а Ч у  + 1райаа = а и ( ! , д 3 , а ^ .

Определим теперь фуннции р ± тан , чтобы выражение

на!  + 1раад
а а а

было полным дифференциалом некоторой фуннции

П(^/Чу .да ,ал;,аа) + аы+1,

если рассматривать  д^  как параметры

Нй! + ЕРа^Ча = <*П ,ча,ау,аа) , = сопз!.

Для э то го ,  согласно  теории ЯНОБИ-ЛИУВИЛЛЯ, достоточно проинтегри

ровать уравнение  (29) при выше указанн ых  у с ло в и я х .  Если полным 

интегралом этого уравнения является  функция Я, то исномые фуннци^ 

Р а  можно б удет  определить  по формулам

(31)

Предположим, что уравнение  (29) решено, т . е .  что найдена функ

ция Л. Если от (30 )  отнять  соотношение



ЭП,. г <0,1 , г аи ,

^  * $ V " ' - + 1 ^
эп ап

и п ринять  во внимание р ав ен ства  (29 )  и ( 3 1 ) ,  получим

( 32 ) ^(фV*" 1§_)а% = а(и - п).
V

Д алее автор д о к а з ы в а е т ,  что  коеффициенты при диф ф еренциалах  

в соотношении (32 )  на основании  (3 1 )  б у д у т  функциями лишь п ер ем е 

нных д ^  и про изво льн ых  п о с т о ян н ы х ,  т . е .

(33 ) ^ (<(\> - = ^ ( д ^ а ^ )

Для т о г о ,  чтобы в этом у б е д и т ь с я ,  подставим  в ур ав н е н и е  (2 9 )  его 

полный и н т егр ал  и продифференцируем  п о л уч е н н о е  таким путем  тож де

ство по п арам етру  д ^  с уч ет а м  ( 3 1 ) .  Получим

2г а эн
+ 1

эн г а
Эду ^ ЭРа Э д ^ д /

Принимая д а ле е  во внимание ка н о н и че с ки е  ур а в н е н и я ,  соо тв ет с тв ую 

щие уравнению  (29 )  в час т н ы х  п роизводных

( 34 ) ЭН
'  ч.■ а  Эда  ■ -“а

ЭН
Эр_ (ду = сопзъ),

п о л учен н о е  соотношение может быть п редст ав лен о  в виде

( 35 ) а эп эн (д  = с о п е б )  .

С д р у го й  стороны , соотношение ( 2 7 ) ,  на основании  ( 3 3 ) ,  дает

( 36 ) * эн
ФV = ^ д  = с о п з ^ •

Из ур авнений  (3 5 )  и (36 )  и в ытекает  в ысказанное  ут ве рж де ни е :

ЭП( 37 )

Рассмотрим теперь  ус ло в и я  интегр ир уем о сти  фуннций

Величини



Э Эй . Э _  Эй '

'  Эд^ Эау и Эаи

з силу  ( 3 1 ) ,  можно пер еп исать  в виде

Эф
22 + V ___У. . а “  \ _  ( _

йо Ягт Йп ' 'Яги у

2
з аЭф Эф

Э̂ у  + а  ^  + \  ^  * ^ Г у
) ,

и л и ,  учитывая  ( 3 7 ) ,

д „  ,!!а  ,  т ? !а  !!и , 
и» ;ч „  ;  Зра  Э , а

, !!л  + у ! ! е  !1 н , 
<зч„ I  9ра V ■

а так как  функции ф^ н ахо ди т ся  в инволюции, то = 0 .  Таким об

разом , для  функций выполняются усло ви я  и нтегр ир уем о сти .

После о пределения  функции  ш из равенства  (33 )  с помощью к в а 

д р а т ур  мы сможем, путем сравнения  с соотношением ( 3 2 ) ,  написать

основную формулу ( 2 8 ) .

Сравнивая метод ВОРОНЦА с известным методом С.ЛИ, можно з а 

м етить ,  во-первых, что  метод ВОРОНЦА не связан  с необходимостью 

п о л ьз о в а т ьс я  п одстановкой  ЯКОБИ-МАЙЕРА

а = а  _ + к  Е,
^у ^УО V

и, во-вторых,  что  ур ав нени е  (29 )  проще, по сравнению с у р а в н е н и 

ем С. ЛИ

= Н + 1к Ф (к = сопзЕ).
V

С др у го й  стороны , и нтегрирование  ур ав нени я  С.ЛИ позволяет  сразу  

п о л уч и т ь  искомую функцию М, а интегрирование  ур авнения  ВОРОНЦА 

(29 )  дает  лишь функцию Й , и, с ле д о в а т е л ьн о ,  для  о пределения  ис 

комой функции  И нужно еще о пр едели ть  фуннцию и). Но, о чевидно ,  

о пр еде ле н ие  функции ш не связано  с т р удн остям и ,  т . к .  она находит  

ся с помощью кв а д р а т ур .

ВОРОНЕЦ внес значительный  в кл а д  в решение проблемы п т е л .

Эти исследо вани я  представляю т собой содержание его донторсной  

дисертац ии  и основаны на применении метода преобразования  с о о т 

ветствующих дин ам ических  уравнений  с помощью линейных о тноситель  

но скоростей  интегралов  (преобразование  ВОРОНЦА), который о ка зы 



вается наиболее  эффективным в рассмотренных им трех частных с л у 

ч а я х  А ° , В ° , С ° ( с м . в ы ш е) . Этот метод дает  возможность автору п о л у 

чить важные р ез ул ьт а ты  в области  интегрирования дифференциальных 

уравнений  проблем п т ел ,  а именно, осуществить редукцию общей с и 

стемы соответствующих дифференциальных уравнений  движения к с и с 

теме уравнений  в формах ЯКОБИ, РАДО и ЛАГРАНЖА для проблемы трех 

т е л .  Применяя динамические  уравнения  задачи  трех тел в частном 

с л у ч а е ,  к о гд а  массы д в у х  из них равны (симметрическое  дви ж ени е ) ,  

автор нашел два частных и нтеграла  этих уравнений ,  которые п озво 

ляют свести  решение задачи  к интегрированию системы д в у х  дифферен

циальны х  уравнений  первого  порядка  и квадратурам . Если при этом 

силовая функция имеет порядон (-1)  относительно  существующих в 

данном с л уч а е  ц и к л и ч е с к и х  координат ,  то задача  решается в кв а др а 

т у р а х .  ВОРОНЕЦ п о к а за л ,  что устано влено е  им преобразование может 

быть эффективно использовано  и при решении проблемы п тел  (п>3 ) . 

И с сле дуя  проблему четырех т е л ,  автор свел ее решение н интегр ир о 

ванию системы двенадцати  дифференциальных уравнений  первого  пор

ядка  и ква др а т ур а м .  Он подробно исследовал  ряд  частных случаев  

этой проблемы, а также два частных с л уча я  проблемы п т ел .  И ссле

дования ВОРОНЦА по небесной м еханике  имели непосредственное  вли

яние на дальнейшие  исследования  и этой области его  учеников  А.Д . 

БИЛИМОВИЧА и Ю.Д.СОКОЛОВА.

3. РАЗВИТИЕ НАУЧНОГО НАСЛЕДИЯ 
ШКОЛЫ СУСЛОВА В ИССЛЕДОВАНИЯХ 
А. Д. БИЛИМОВИЧА

Учен ик  СУСЛОВА и ВОРОНЦА, АНТОН ДМИТРИИ БИЛИМОВИЧ внес боль-

3
шой в клад  в развитие  анали тической  механики . В 1903 г .  он о кон

чил физикоматематический  ф акультет  К и е в с к о го . ун иверситета  и был 

оставлен  при нафедре тео ретической  механики в должности а с с и с т е н 

та .  После защиты м агистерской  диссертации  (1907 )  он п олучил  з в а 

ние при ват- доцен та .  В 1915 г .  он защитил донторсную диссертацию 

и был назначен  профессором теоретической  механики (а затем рек-

3 0 А .Д .Б и л и м о в и ч е  с м . :  Споменица  п о с в е б е н а  прэминулом  ак ад ем и к у  

Антону ЯилимовиНу,  САНУ, 00X1,171, 52 ( 1971) ,  с т р .  50 .



тором) Новороссийского  (Одесского)  ун ив ер си тета^ .  В 1920 г .  он

эмигрировал в Югославию, где  работал до конца жизни профессором 

теоретической  механики в Белградском  унив ер си тете .  В 1925 г .  он 

избирается  членом-корреспондентом, а в 1936 г .  - действительным 

членом Сербской Анадемии наук и искусств  в Б е л гр а де .  От своих вы

дающихся учителей  СУСЛОВА и ВОРОНЦА он органически  воспринял т р а 

диции и научные интересы представляемой  ими школы, посвятив свою 

научную деятельн ост  исследованиям в области неголономной м ехани

ки , механики твердого  тела и небесной механини. За свою п о л ув е 

ковую де ят е льн о с ть  в Югославии БИЛИМОВИЧ воспитал ряд  талантливых 

молодых у ч е н ы х ,  оказав на их научные интересы значительное  в ли я

ние. Ему принадлежит более дв у хс о т  научных работ, в том числе не

сколько  учебников  по теоретической  механике  и высшей математине, 

которые сыграли большую роль в подготовке  молодых специалистов .

Рассмотрим прежде всего  р е з ул ьт а ты ,  полученные БИЛИМОВИЧЕМ 

в области динамики неголономных систем.

Нан известно , ВОРОНЕЦ предложил вариант записи дифференциаль

ных уравнений движения механической  системы с неголономными с в я 

зями

(1 )
д п+г “ а п а ' д з ) д х - а г (Ь ' д з ) = ° '

в форме

( 2 )
а эе эе эе

п+г
0 я4 и • ш
и их

где

8

( х , з  1 , 2  , . . . , п ; г , р - 1 , 2 , . . . , к ^  з—1 , 2 ,  . . . , пч-к)

А . Б и л и м о в и ч : А .  М.  ЛЯПУНОВ В ОДЕССЕ, Р и Ы . 1пзЕ . таЕ Ь .  АсасЗ. 
ЗегЬе  5 с х . ,  В е 1 д г . , 9 ( 1 9 5 6 ) ,  1-7.



Предположим, что  приложенные н системе силы консервативны

и что  силовая  функция  и к и н е т и че с ка я  энергия  системы явно не з а 

висят  от времени

ц = и(ч3) , т = т(дз,4з) =

а также до п ус ти м ,  что а г = 0 . В этом с л у ч а е  дифференциальные  у р а в 

нения движения допускаю т  и н т егр ал  энергии

Т = ц + ь.

Д е й с т в и т е л ьн о ,  запишем ур ав ен и я  (1 )  и (2)  с о о тв етств ен но  в виде

а г в ( ь ' Ч и , д в + а г и '% ) )  = 0 '

а !  "  I I -  = ° в  + хг аг з  <ш=1' 2 ' - * " п+к) • 
а д 8 3

П р е д п о л а га я ,  что н ин ет и че сн ая  энерги я  яв ляе т с я  квадратично й  о д 

нородной  фуннцией лагранж евы х  с к о р о с т е й ,  получим  соотношение

4 -  4 ,  -  2 Т .

в с и л у  кото ро го  из э ти х  ур авнений  с л е д уе т  теорема об изменении 

к и н е т и че с ко й  энергии  в форме

ат  = ОзДчз - Х ^ й Ь ,

что ,  в свою о ч е р е д ь ,  о б ус ло в ли в а е т  наличие  и н т е гр а л а  э н е р ги и .

БИЛИМОВИЧ п о к а з а л ,  что с помощью и нт е гр а ла  энергии  можно из 

ур ав нени й  (2 )  исклю чить  время и, таким образом , п онизить  порядон 

этой системы на е д и н и ц у .  Для упрощения да льн ей ш и х  записей  автор 

п р е д п о л а г а е т , 1 что  коэффициенты а ^ явно не зависят  от времени и 

скор ости  Ч п+Г и к и н е т и ч е с ка я  э нергия  0 являются однородными 

функциями от с кор остей  соо тв ет с тв ен но  первого  и второго  пор-



я д к о в . Преобразованная  система уравнений  имеет вид

ЭС1  1 с_ 1  1 ^  Г с  , эц ,

ЭКа Д ^  ЭП  35“ >
эи , . ,эс  ̂ ч

5 + (-5д,+ ЭП  >
1 ^ п + г

а д х
+ м - ( ! § _ + =  30 ) Эя га Эя̂

п + г

ЭЦ,Э 0_  ______
Ч+Ь ^Эд га Эд̂

п + г
) *  Ма = О'

г д е

К =а 9 = д,С(д .К ) , А = 2С - К

М = (Ь 0Х0 + Ь . )
уВ В У 1

з ' а

На

ЭС 
а Эда

ЭаМ  _ (!% 1  + к  Эаив, _ .  ,
й д 1 Эд1 К® Эд1 а г 1  Эд

У1
Эа

+ к уе

п+г
6 Эд.п+г

( а , $ = 2 , 3   , п ) .

При этом время о п р е де ляе т с я  с помощью квадратуры

(НЕ =

Если силовая  фуннция и коэффициенты при лагранш евых с норостях  

в выражении кин е ти че с ко й  энергии  являются рациональными функциями 

н оо рдин ат ,  то п олученны е  БИЛИМОВИЧЕМ ур авнения  не содержат ирра

ц и о н а л ь н о с т е й .  В с л у ч а е  голономной системы эти уравнения  принима

ют вид уравнений  ПНОБИ.

Во м ногих  вопросах  и сследования  дин а м ичес ких  уравнений  и их 

решений более  удоб но  оперировать  с уравнениями  в разрешенной фор

ме о тн осительно  старших производных от неизвестны х  функций по 

времени . БИЛИМОВИЧ п о к а з а л ,  что  дифференциальные ур авнения  движе

ния неголономных систем ВОВОНЦА (2 )  можно п редстав ить  в раскрытом 

в иде

д 1 V  К1 л г:: Лзо‘

г д е  Д = || 8 ^ | | »  7 соответствующий минор о пр едели теля  А, а

н э
- некоторые определенные  дифференциальные операторы . 

Вводя новые переменные

эе
Эд.д 1 '  ? !



и функцию

Н = Н ( Ъ , д 1 , р 1 , д п + г ) = р 1д 1 - 8 - Ц ,

Рис. 3 .  - Антон Дмитрии Билимович 

(1 079- 1970 )

а в т о р 'п р е о б р а з уе т  уравнения  ВОРОНЦА (2)  к системе уравнений  п ер 

вого порядна

ЭК ЭН ЭН(3) й р . : <3а . : Да : йЪ = (-тс—— а . тс-------- Н5 •) :тг— : (С . р . +С ) : 1 ,' ' ' Э а1 щ Э д п+ л.7 Эр1 ' и

где

5. = 5 . ( Р . д . , р . , д  . ) = 8 (а 
1 д. ' ^ 1 ' ^ 1 ' ^ П + и  г

Эд
п+г

П  Эд1

эд.

ух  Эд
п+г

) ,
п+г

а = С . р . + С , ч п +г  Г Г 1  г '

с ут ь  уравнения  связей  ( 1 ) ,  выраженные в новых переменных.



В канонической  форме указанные  уравнения имеют вид

.п , _ ЭК ЭК ,
ЙР3*Й° 5 :ЙТ ~ ЭОз : ЭРз :1

где

К = г ( т , О з , Р з ) ,

и новые переменные связаны соотношением

» г (С з ' Рз ' т) = °-

БИЛИМОВИЧ п о ка за л ,  что необходимые и достаточные условия для с у 

ществования ка нонического  преобразования уравнений

:Й Х 2 : :ЙХ2ш+1 Х1 :Х2 : • * • :Х2т+1 '

соответствующих пфаффиану

Ме (хб)6хе = ф(уо ,ур'2р)2ХуХ'
где

= Х е ( х 5 ] ' у о = у о ( х б> '  у р = у р ( х б} ' 2 р = 2 р ( х 6 ) ' 

— 1^2^ • • • I 2 т + 1; р / А ~■- X / 2 г г гп) /

имеют вид

(4) - (
ЭФ* Эуо  ЭФ* Эу

2)
е " " б

ЭУ), Э2Х ЭуХ 

"е - ' б ’
Эх,  3 x 7  " Эх,  Эх , )Хе + ( Эх,  Эх ,  “ Эх,  Эх , )Х е “  ° ‘

-_Х “*Х  

с5 ~ е

Здесь  ф - р езульт а т  выражения функции Ф через переменные х ^ .

В с л уча е  существования интеграла  энергии динамические  уравнен

ия (3)  приводятся  к системе

(5) , нн -  / ЭН , „  ЭН , ЭН ,й р . : а д . : а Б  = + о . .  '

где



Э А
а . . 

1]
= е (Г

З а  .

« г ■(р±,д±,Ь)

У с ло в и я  (4 )  сущ ествования  к а н о н и че с к о го  преоб разо ван ия  уравнений  

(5 )  имеют вид

( 6 )
Э ( К * , т )

Э ( а , б )
1>»*1

ЭН / э ( К * , т )  
ЭР ± I Э ( а , д 1 )

+
ЭН
V' - + О . .
з д ± 1]

эн
Эр,

/ э(к*, т)
\ э (а ,р ±)

- +

Га/Р±]} = о.

Здесь

Э (К * , т ) _  ЭК* Эт ЭК* Эт г о1 _  ЭР3 ^  ЭР1 ЭОч
Э {а , е )  За Э8 Э8 За'  Ь01' ^  эа 35 эд эа '

означают с о о тв етств ен но  снобки  ПУАССОНА и ЛАГРАНЖА, Р . , 0 . , т  - но-•к 1 1
вые перем енные ,  К - р е з у л ь т а т  выражения функции К в новых п е р е 

менных, а , В - одна  из старых переменных

Ус ло в и я  (6 )  з н а чи т е льн о  упрощаются, если  координаты  при к а н о 

ническом  п реобразовании  д и н а м и че с ки х  ур авнений  неголономной  с и с 

темы остаются неизменными. Единственным реализованным  до сих  пор 

примером т ако го  преоб разо ван ия  яв ляет с я  преоб разо ван ие  ЧАПЛыГИНА, 

относящ ееся  к его  теории приводящ его  множителя для  системы с д в у 

мя степенями  свободы . О чевидно ,  что при наличии  к а н о н и че с ко го  пре 

о бр азования  диф ф еренциальны х  ур авнений  движения неголономных с и 

стем и нт егр ир ов ан ие  этих  ур ав нени й  с водится  к интегрированию  урав 

нения ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ-ОСТРОГРАДСКОГО в частных производны х  п е р 

вого  п о р я д к а .

Большая работа  БИЛИМОВИЧА посвящена исследованию  траекторий  

неголоном ны х  систем . Как и зв ес т н о ,  интегр ир ов ан ие  ди ф ф ер ен циаль

ных ур ав нени й  движения м атериальной  системы сопряжено с большими 

зат р удн е н и ям и  даже в простейших с л у ч а я х .  И з дес ь  сущ ественное  

зн а чен и е  имеет порядон  системы дифф еренциальных  ур а в н е н и й :  воо б 

ще, чем меньший порядон  имеет систем а ,  тем л е г ч е  ее и с с л е д о в а т ь .

В этом п лане  п р е д с т а в л яе т  интерес  рассмотрение  системы дифферен

ц и альн ы х  ур а в н е н и й ,  определяющих траектор ии  движейся системы, п о 

с к о л ь к у  для  весьма обширного  к л а с с а  движений порядок  этой системы 

на еди н и цу  ниже порядна  системы дифф еренциальных  ур а в н е н и й ,  опре-



делающих движ ение .  БИЛИМОВИЧУ принадлежит г л у б о к о е  исследование

ха р а к т е р а  дифференциальных уравнений  траекторий  неголономных сис-

5
тем .

Если ур авнения  (1 )  и (2 )  не эавитят  явно от времени, то из

этих  уравнений  можно исключить о дн у  коо рди нату  (например, д ^ )  и

мы получим  таким образом систему дифференциальных уравнений  (2п+
6+к-1) -го  пор ядка  кривой траектории  , которая  в общем с л у ч а е  б удет  

с о с то ять  из п —2 уравнений  второго  п о р яд ка ,  одного  ур авнения  т р е т ь - 

его  п ор ядка  и к уравнений  первого  пор ядка  с искомыми функциями 

неизвисимо переменного  д^

где

Ла> "а

3 д 3
: 0 ,  Р ^ Э)

" а
д 4 =

ОII

Ь 2 II |р
Г

а 2 =

X«б.
I

Р (а ) а " а = 0 * ' Р п д п

Р (а) = Р(5а )  ( д р , д е , д г ) ,  ь г  =

(а=1  / 2 , 3 ;  р= 2 г 3 / . « * * п $  е —2 9 3 г • • • ,  п + к )  •

Если а г = 0 ,  т . е .  к о гд а  неголономные связи  (1)  однородны , д и н а 

м ические  ур авнения  ВОРОНЦА (2 )  можно п редстав ить  в форме

г д е  К ±

«1 -
к ! ° >

1

- определенные  дифференциальные  операторы , причем к<0)

5 Дифференциальные ур ав нени я  траектории  голономной системы были 

изучены  П.ПЭНЛЕВЕ ( 1 8 9 4 ) .

6 Траектор ией  материальной  системы называется  непрерывное множе

ство .всех ее положений в рассматриваемый интервал  времени (Ро , 

к ) .  Этому множеству с о о тв ет с тв ует  траектория  изображающей т о 

чки М в многомерном римановом п ро ст р а н с т в е ,  причем необходимо 

принять  также во внимание кратно сть  у ч а с т к о в ,  проходимых точкой 

М н ео дн о кр а тн о .  Полной траекторий  системы называется  с о в о к у п 

ность ее положений, определяем ая  кинематическими уравнениями 

движ ения,  при непрерывном изменении- Ь в интервале  (-00,+ 0° ) .  Кри
вой траекторией  называется  сов окуп но ст ь  положений движущейся 

системы в дейс тв и т е льн о й  области  изменения времени Р без у чета  

кратных у ч а с т к о в ,  проходимых изображающей точкой н ео дно кр атн о .



. ( 2)
не зависит от скоростей  Я-, а X . - нвадратичная  форма скоростей 

Ч у  В зт '

пут  вид

д ^ . В этом с л у ч а е  дифференциальные уравнения  кривой траектории  при

42+< (2 )д '- к " ^  Ч з +К " ' ^ д ^ - К з
(2 ) ( 2 ) »  „ * ( 2 ) д " + К * ( 2 ) д ' - К * (2) п 1 п

К ' 0 ) - К < ° ) д 2 К ( 0 ) - К ( 0 ) а  К 3 К х д 3
. ( 0 ) ^ ( 0 ) ,  
‘пк_  - К ,  ' я

1

(К^0 ) а ' - К <0) ) — ( а " +К* <2> а '  -К *  (2)  ) -  Со" 1 К* (2) а '  Г.*( 2 ) ) Д Г х ( 0 ) а» 
К 1 д 2 К2 , 5 Е р ^ д 2+К1 д 2 К 2 } '  ( д 2+К1 д 2 К 2 ) а ^ [  1 д 2

- К ^ + 2К 1( 0 ) (д ^ ( 2 > д ' - к ; « 2 > )- 2 К * < 2 > (К 1‘ 0 > д '- К < 0 > ) ] ,  

д п+2 = а г 1  + а г р д ^ '

(7)

где
К.

1

„ ( 2 )
* ( 2 )  _  1 *  1 2 )

= к ,  и ' ( д  , д  ) .
д 1

Если при однородных неголономных с в язях  система движется по 

инерции (0^=0 )  , то К ^ ^ = 0  и, с ле до в а те льн о ,  траектория  системы в 

этом с л у ч а е  о п р еделяется  уравнениями

( 8 }
* ( 2 )  , * (1)+ к  '  ' д '  -  к  * 1 ' О,

и преобразованными уравнениями связей ( 7 ) .

БИЛИМОВИЧ показы вает ,  что дифференциальные уравнения  кривой 

траектории  неголономной системы с однородными связями , движущейся 

по инерции (О = 0 ) ,  являются частным решением дифференциальных урав 

нений кривой траектории  этой системы при 0 р^ 0 .  Однако действ ительь  

ное движение системы по траектории  при О =0 невозможно, так кан 

при этом должно быть д 3=“>.
3 с л у ч а е  голономной системы траектории  при <2^=0 называются 

геодези ческим и  траекториями (ли н и ям и ) .  Уравнения ге о д е зи ч е с н и х  л и 

ний в пространстве  изображений имеют вид

Э/С Э/С
йд 1 Эд' Эа = 0, с ( д 3 , д ' ) •2

д1
П редставляет  интерес  нласс траекторий  материальной  системы, 

кривые которых определяются дифференциальными уравнениями ( 7 ) ,  (б)

и



а ч ,

ДО) к

2
( 0 )

а<зг

ДО)
Л1 п

Если приложенные н системе силы зависят от скоростей ,  то к 

этим уравнениям с ледует  присоединить такте  уравнения

адх ад2 _ _ адп
Т Т П Т  к * ( 1 )  ■ "  к * ( 1) •К1 к2 П

Тако го  рода траектории ,  по аналогии  с голономными системами (по 

терминологии ПЭНЛЕВЕ), можно назвать замечательными, тан как они 

характеризую тся  тем свойством, что их форма не зависит от н а ч а л ь 

ной энергии системы. БИЛИМОВИЧ п о ка за л ,  что замечательная  т раекто 

рия качения твердого  тела (ограниченного  поверхностью 5 по непо

движной поверхности  Е соответствует  частному случаю, когда  на по 

вер хно стях  8 и Е существуют плоские  линии нривизны (обозначим с о 

ответственно  через Р и  Р х плоскости  этих л и н и й ) .  Касательные п ло с

кости к поверхностям 5 и Е вдоль линий кривизны соответственно  нор

мальные к плоскостям  Р и Р г , которые являются главными п ло с ко с т я 

ми центральных эллипсоидов инерции натящихся т ел .  При совпадении 

плоскостей  Р и Р х главный момент приложенных к натящемуся телу сил 

относительно  точки  нонтанта с другим  телом нормален к этим п ло с ко 

стям (в с л уч а е  тяжелого  тела плоскость  Р в е р т и к а л ь н а ) .  В начальный 

момент времени плоскости  Р и  Р х совпадают. Начальная у глов ая  с к о 

рость катящегося  тела нормальна к этим совпадающим плоскостям . Ока

зывается ,  что при консервативных силах  решение указанной  задачи 

приводится к квадратурам .

БИЛИМОВИЧ дал описание устройства  нескольних  неголономных ме

ханизмов, т . е .  механизмов, осуществляющих движение м еханических  с и 

стем с неголономными связями . Внешние тела ,  входящие вместе с д а н 

ной неголономной системой в конструкцию неголономного механизма, 

могут быть нак неподвижными, тан и подвижными. В первом с л уча е  ма

териальная  система может находиться  в равновесии в любом из ее воз 

можных положений, если приложенные к ней внешние силы уравновеши

ваются. Во втором с л уча е  система вообще не может находиться  в р ав 

новесии в любом из ее возможных положений. Механизмы первого  рода 

называются стационарными или постоянными, а механизмы второго ро

да - дестационарными или переменными. Механизмы БИЛИМОВИЧА, о кото



Исслед А . Д. Ь илим овича

рых з д е с ь  идет р е ч ь ,  являются нестационарными.

Первый из с к о н ст р уи р о в а н н ы х  им механизмов БИЛИМСИЗИЧ назвал  

негалономным маятником . Рассмотрим сф ерический  м аятни к ,  о с ущ ес т в 

ленный с помощью тяж елого  тела  М, подвеш енного  на стержне ОМ к 

це нт ру  О ка р да н н о го  привеса  (р и с .  4 ) .  Вблизи точки  О прикрепим к 

стержню ОМ два  д р у г и х  стержня МАА' и МВБ' таким образом , чтобы 

п ло с ко с т и  ОМА и ОМВ были взаимно ортого нальн ы  и чтобы точки  А и 

В  лежали в 'п л о с к о с т и ,  проведенной  через  т о чк у  О п ер п е н д и к уляр н о  

к стержню ОМ. Точки  А '  и В '  при помощи г и б к и х  незакручиваю щ ихся  

валов соединим с осями непрерывного  п рео б р а зо в а т еля  с ко р о с т е й .  

БИЛИМОВИЧ у к а з а л  два  варианта  т а ко го  рода  п р е о б р а зо в а т е л е й .  Р а с 

сматривая  первый из н и х ,  п редставим  два  вала А и В, которые могут

перемещ аться  п а р а л л е л ь н о  б ла го д а р я  неподвижному к о л е с у ,  нас-ажен-
>

ному на вал А .  С помощью 'рессоры валы с кон струи ро ваны  таким о б р а 

зом, чтобы колесо  с валом А в с е гд а  к а с а ло с ь  ко н и ч е с ко го  ко ле са  с

★

Рис . 4 . Механизм Билимовича (неголоном- 

ный мятник )  ★



валом В. Силу трения между колесами предположим достаточн о  б о л ь 

шой, тан чтобы вращение одного  вала полностью п ер еда ва лос ь  в торо

му. Т о г д а  у глов ы е  снорости  этих  валов б у д ут  обратно п р о п о р ци о н аль

ны соответствующим радиусам  н олес .  П о ско льк у  кон ическо е  колесо  с 

течением  времени изменяет свое положение на в алу  В, то отношение 

у г л о в ы х  скоростей  валов А и В есть  некоторая  функция времени 

± (Е) . П усть  этот прибор соединен  с твердым телом , вращающимся во

к р у г  неподвижной точки  О, посредством  д в у х  стержней , с о о т в е т с т в 

енно п рикрепленны х  к валам А и В тан , чтобы касательн ы е  к колесам  

в т о ч к а х  з акр еп лен ия  с овпадали  с осями валов .  Другие  концы с т е р 

жней предполагаю тся  закрепленными в теле  в т о ч к а х  п ересечения  

д в у х  его  г лав ны х  осей инерции Ох  и О , причем н асательные  к тел,у 

в т о ч к а х  з акр еп лен ия  совпадают с осями инерции . Тан как стержни 

неподвижны отн осительна  п ло сн о с т и ,  в которой расположены две глав  

ные оси инерции Ох и Оу, то на тело  ~ наложена неголономная связь

р + (Е) = 0 ,

г д е  через  р ,  д ,  г  обозначены  проекции  мгновенной углов ой  скорости  

тела  на его  главные  оси инерции , которые определяю тся из кинема

т и ч е с к и х  формул ЭЙЛЕРА. Дифференциальные ур авнения  движения тела 

м огут  быть представлены  в виде

^ ! т - ^  = ^  + хз1пф[- С059 + га)з1пф1'Эф у

а эт эт _ эй 
ЗЁ э- “ эе за •

Эти ур ав не ни я  допускаю т интегр ал  энерги и .

Рассмотрим второй вариант непрерывного  п реоб разо вателя  с к о 

р ос те й ,  предлож енного  БИЛИМОВИЧЕМ. Он состоит из д р у х  кон иче ски х  

к о л е с ,  насаженных на п ар аллельн ы е  оси и соединенных бесконечным 

ремнем, который может перемещаться  с помощью скрепленной  с ним 

л а п к и ,  скользящ ей  по винту К (ри с .  5 ) .  Скорость от одной оси к 

др у го й  б удет  п ер еда в а т ьс я  в отношении радиусов  сечений  с о о т в е т 

ствующих к о н и ч е с ки х  к о л е с ,  с ноторыми в данный момент совпадает  

п ло с ко с т ь  ремня. О чевидно, что при постоянной  длине  ремня, п р о и з 



водящие и онических  иолес не б уд ут  прямолинейными.

Рис. 5 .  - Механизм Билимовича

Положение мактнина можно определить  двумя координатами: 

у глом  ф между вертикалью и прямой ОМ и углом  ф между в е р т и к а л ь 

ной плоскостью , проходящей через  прямую ОМ в отклоненном положе

нии, и вертикальной  плоскостью о тс че т а .  Если ось г направить вер

тикально  вниз, а за ось х принять  прямую пересечения  го р и зо н т а л ь 

ной п лоскости  и вертикальной  плоскости  о тс че т а ,  то декартовы  коор 

динаты х, у, 2 точки  М связаны с лагранжевыми координатами м аят

ника ф и ф  формулами

х = 1з1пфсозф, у = 1з1пфз1пф, г = 1созф,

где  И - приведенная  длина маятника ОМ. Компоненты мгновенной у г 

ловой скорости  маятнина на оси ОАА' и ОВВ', неизменно с ним свя-



эанные, при ус ловии ,  что стержень АА' в горизонтальном положении 

совмещен с осью х, соответственно равны - ф31пф и ф. Отношение 

этих компонентов, устанавливаемое непрерывным преобразователем , 

обозначим через п. При вращении винта К величина п будет  неко то 

рой фуннцией времени Т (Ь) , и мы получим соотношение

фзфпф - фТ (б) = О,

представляющее уравнение неголономной связи ,  наложенной на маят

ник. Дифференциальные уравнения движения маятника представлятсн  

в виде *

2- 2*2
т 1  ф - М1 ф зфпфсозф = тдТздпф - Х Т (* : ) ,

2. 2 2 • •
т !  ф31П ф + 2т1 ффз1пфсозф = Хз1пф,

где  X - множитель неголономной связи .  При любом законе вращения 

винта К эти уравнения имеют интеграл  энергии

2  •  2
ш !  (ф +

?2 . 2 , ,
Ф 31П ф) 2т1дсозф + 2Ь.

На основании уравнения неголономной связи и интеграла  энергии 

функции ф (б )  и ф(Ъ) могут быть определены в кв а др а т ур а х .  

Рассмотрим с л у ч а й ,  ногда

и положим

2Ь = 2дш1соза.

Т огда  из уравнения неголономной связи и интеграла  энергии следует  

1^1+52 (1)] ф2 = 2д(созф-соза),

V ’ ‘ *21+? Ш

где



и при этом п р е д п о л а г а е т с я ,  что  при Е=0 маятник н а хо д и т с я  в в ер т и 

кально м  полож ении .  Для малых колебаний  маятника  ур ав не ни е  нвголо-  

номной связи  и и н т егр ал  энергии  соотв етств ен но  б уд ут

О ка зы в а е т с я ,  что  при надлежащем подборе  функции п=Д (-Ь) и н а ч а л ь 

ных ус ло в и й  движения как  в общем с л у ч а е ,  так и в с л у ч а е  малых к о 

ле б а н и й ,  можно п о л уч и т ь  любую траекторию точки  М на сф ере .  Если 

п=соп5'Ь, п олучим  галономную  с в я з ь .  В этом с л у ч а е  траектор ией  т о ч 

ки М на сфере б уде т  ло кс о др о м и я ,  а и н т егр ал  энергии  имеет вид

При о п р еде ле н ии  у г л а  Ф из э того  ур ав не ни я  с л е д у е т ,  как и в с л у ч а е  

обычного  м а ят н и ка ,  рассм о тр еть  три рода движения - к о л е б а т е л ь н о е ,  

а си м п т о т и че ско е  и п р о гр е с с и в н о е ,  в зависимости  от н а ч а л ьн ы х  у с л о 

вий дви ж ени я .

БИЛИМОВИЧ п о н а з а л ,  что м е ха н и че с ки е  приборы для  вычисления 

о п р е д е ле н н о го  и н т егр ала

П олагая

найдем в данном с л у ч а е

т 1 2 (1 + п 2 )ф 2 = 2шд1созф + 2Ъ.

х

(9)
х

о



известные  под названием интеграторов  и интеграфов ,  являются него- 

лономными системами. Т ако го  рода приборы содержат три ча с т и ,  к о 

торые в дальнейшем будем  именовать первым, вторым и третьим э л е 

ментами: часть  прибора , движение которой связано  с изменением а р 

гум ента  х ;  часть  прибора , характеризую щая изменение п о д и н т е г р а л ь 

ной функции Г = Г ( х ) ; часть  прибора , движение которой вызвано изме

нением интегр ала  у .  Соединяя каждый из этих элементов с м а те ри аль

ной системой , положение которой о п р еде ляе тс я  лагранчевыми ко о р ди 

натами ^ ^ ,  получим  соотношения

(10 )  х  = х ( Е , д _ ^ ) ,  Г = Г ( 1 : , д ^ ) ,  у  = у  (С ,а ^  )•

Явная зависимость  этих  функций от времени вызывается тем, что при 

р еализации  у к а за н н ы х  соединений  могут  быть использованы  м а т е р и а ль 

ные объекты , не входящие в данную систем у .  Из равенства  (.9) с л е 

д у е т ,  что

у  = Г х

о т к у д а ,  в силу  (1(5, имеем соотношения

( Ж .  - ЕЭх_ )-  _  ^ЭХ
Э д -  а н  л +-

Эдэ
Эб ‘ Э-Ь о

которые ,  вообще, не допускаю т и нтегр и р о в ан и я .  Таким образом, у к а 

занная  схема введения прибора для  и нтегр ир ов ан ия ,  как  з в е н а ,  в 

кинематическую  ц е п ь ,  может служ ить  для  построения неголономного  

механизм о . В к а че ст в е  примера БИ/1ИМ0ВИЧ приводит интегратор  (п л а 

ниметр) ВЕТ/1И. Уравнение  неголономной св язи ,  ноторую р еа ли зует  

соответствующий неголономный механизм , имеет вид

у  = а х  + Ъ,

гд е  а и Ь - некоторые функции переменных б , х , у .

П р едставляет  интерес  утверж дение  К . НАР'АТЕОДОРИ (1 9 3 4 )  о н е 

возможности р еализации  св язи ,  ограничивающей абсолютную величину  

скорости  т о чки ,  движущейся в обычном поле т я го т е н и я ,  например

• 2 , * 2 , -2 
Х х + х 2 + х 3

связи
1 0 .



Возражая КАРАТЕСДОРИ, БИЛИМОВИЧ (1936 )  заметил ,  что исследуемую 

материальную  систему можно поставить  в соответствие  с др уго й  с и 

стемой посредством таной конкретной  связи ,  что при действии  м еха

низма эта связь  обеспечит  для данной системы постоянную к и н е ти че 

скую энергию, а для  точки  - постоянное значение  абсолютной в ели 

чины с кор ости .  Действие механизма должно путем автоматического  

влияния сопротивления осущ ествлять  изменение кин ети ческо го  с о с 

тояния системы. Подобные св язи ,  как известно (Я.И.ГРДИНА, А.БЕГЕН 

П.АППЕЛЬ), называются сервосвяэями или связями второго рода .  БИ- 

ЛИМОВИЧ скон струи ро вал  два неголономных механизма, реализующих 

у к а за н н о го  рода сер во св язи .

Переходя  н описанию первого  из этих механизмов БИЛИМОВИЧА з а 

метим, что для определения  тяги  локомотива обычно применяют а г р е 

г а т ,  состоящий из следующих час т ей :  А - ведущего  локомотива, В - 
машины для  перемещения робочего  гр уза  (железнодорожный вагон)

Ходовое испытание осущ ествляется  с постоянной скоростью н езав ис

имо от профиля п ути  и имеющихся сопротивлений . Будем рассматри

вать локомотив А как материальную т о ч к у ,  движущуюся либо прямо

линейно , либо по кривой . На точечный локомотив А действуют а к т и в 

ные силы (сила т я ги ,  вес и т . д . )  и реакции связей (реанции опор

ной пов ер хно сти ,  смежного вагона  и т . д . ) .  Обозначим через  Р равно 

действующую всех  этих с и л .  На локомотиве А установлен  тахометр 

для  измерения скорости  движения.  С у ка за те лем  тахометра следует  

мыслить связанным идеальный р е г ул я т о р  скорости ,  помещенный на л о 

комотиве С и поддерживающий постоянную по модулю скорость  движе

ния .  Система, состоящая из тахометра  и компрессора, таким образом 

п ре дст ав ляе т  неголономный механизм , характеризуемый  связью

Если умножить дифференциальное уравнение  движения локомотива

с к а л я р н о  н а  с к о р о с т ь  V ,  п о л у ч и м  н а  о с н о в а н и и  у р а в н е н и я  н е г о л о н о м -  

н о й  с в я з и  с о о т н о ш е н и е

2
сопзЬV

( 11 )

(12 ) ( Р  +  К )  - V  =  О



для  определения реакции К неголономного механизма по отношению к 

локомотиву А .

По аналогии  с голономными механизмами будем различить  и де а ль 

ные и неидеальные неголономные механизмы. Неголономный механизм на- 

зывается идеальным, если реакция механизма К коллинеарна  скорости 

локомотива V  и полностью определяется  уравнением ( 1 2 ) .  Если что у с 

ловие не выполняется , неголономный механизм называется неидеальным. 

Дифференциальное уравнение движения локомотива (11) в с лучае  и де 

ального  механизма принимает вид

•
иго = Г + Хго, X =- ^  ,

V

где  х " множитель неголономнои связи V ■ V  = сопзФ:. Неидеальный не-
!

голономныи механизм ха р а кте р и з ует ся  дополнительной связью для нор-
-►

мальных компонентов скорости локомотива V  подобно закону  трения, 

на основании которого  определяется  дополнительная  нормальная р еа 

кция опорной поверхности движущейся материальной точни.

Для рассмотрения второго неголономного механизма, с кон ст руи ро 

ванного БИЛИМОВИЧЕМ для реализации  с в я з и * = сопзБ , представим 

себе точечное тело М ( х , у , г ) ,  движущееся по поверхности

{ ( х , у , г , Ь )  = 0.

Это движение можно осуществить посредством трех скрепленных с т е 

лом шариков, катящихся по указанной  поверхности .  Пусть с телом М 

(рис . 6) связано колесо Ь (или два колеса ,  насаженных на общую 

о с ь ) ,  п лоскость  которого  расположена в направлении движения тела 

М нормально к п оверхности .  Начение колеса  по поверхности п роисхо

дит без с кольжения .  На оси этого колеса  расположено зубчатое  к о 

лесо Р, связанное с зубчатым нолесом 0 ,  насаженным на ось N . На 

той же оси N насажено колесо К, связанное со стержнем Ы, который 

проходит через отверстие в колесе  С). Посредством такого  рода связи 

между колесами К и 0  можно избежать динамическую неопределенность 

в передаче  силы от одного колеса  к д р уго м у .  Стержень I! может быть 

укре п ле н  в точке  Т  или в точке  8 ,  либо может свободно лежать в 

отверстии . Предположим, что некоторый механизм А ,  связанный с осью 

И, поддреживает равномерное вращательное движение этой оси, неза

висимо от всех изменений, вызванных осевой н агр узко й ,  Будем с чи 



т а т ь ,  что п осто ян ная  у г л о в а я  снорость  задана  уравнением  V  = сопзЬ  

и с о о т в е т с т в уе т  линейной снорости  т о чечн о го  тела  М. При этом у с 

ловии тело  И  б уде т  д в и г а т ь с я  по п ов ер хно сти  с постоянной  по моду-

Р и с . Б .

лью скоростью . Диффренциальные ур яв нени я  тела  М имеют вид

( 1 3 )  т х  = X ,  т у  =  У , т г  =  2 ,

г д е  Х , У , 2  - компоненты равнодействую щей Р всех  приложенных к т е 

л у  акти вн ых  сил и р еакций  с в язе й ,  за исключением реакций  в т о н 

ки х  8 и Т  , в которых неголономный механизм  связан  с массой гп

движущ егося  тела  таним образом , что  о пределяем ая  из уравнений
2

(12 )  снорость  с о о т в е т с т в уе т  условию V  = сопз'Ь. В описанных у с 

ло в и я х  тело  М движется  нак свободная  о тн осительно  неголоном ного  

механизма  точка  с о глас н о  уравнениям  движения ( 1 3 ) .  Если о п р е д е 

ленная  из ур авнений  (13 )  с ко р о с ть  не с о о тв е т с т в уе т  соотношению

2 „V = с о п зЬ ,  то а в т ом ати чески  в ст упа ет  в д ейств ие  неголономный



механизм А , создав ая  некоторую реакцию К с тем, чтобы о п р е д е ле 

ния из исправленных уравнений  движения точки

(14 )  пах = Х+Кх , т у  = У+ К у , т г  = 2+К2 ,

2
снорость  соотв етств ов ала  уравнению связи V = с оп зЕ .  Из ( 1 4 ) ,  на

2
основании  уравнений  V  = сопзЕ  и Г ( х , у , 2 ,- Ь )  = 0 ,  с ле д уе т  с оо тн о 

шение ( 1 2 ) ,  из которого  о п р еде ляе тс я  реакция  неголономного  м е ха 

низма А и п о л уч а е т с я  класиф икация  и деальн ых  и н еи деа льн ы х  м е ха 

низмов .

Рис . 7.

Рассмотрим еще один неголономный механизм БИЛИМОВИЧА под н а 

званием НЕГОЛОНОМНЫЙ МАЯТНИК. Пусть задана  м атериальная  точка  Мх 

массы т-̂  м атем атического  м аятни ка ,  связанная  с началом ко о р ди н а 

тной системы Оху с помощью стержня ОМ^=К. Положение маятника х а 

р а к т е р и з уе т с я  углом  6, ось Ох направлена  вер ти кально  вниз ( р и с . 7) 

С точкой  при помощи стержня М^М2=г  связана  д р у г а я  материалы-



Исспед. А . Д . Билимовича

ная точна М2 массы ш2 , положение ноторой в плоскости  Оху задано 

у глом  ф. Предположим, что между стержнями К и г  действ ует  неголо- 

номный механизм, реализующий связь  вида

(14 )  ф = кб , к  = сопзЕ .

Например, это можно осуществить с помощью автоматического  м е ха 

низма, измеряющего усгловую  скорость  Ф и устанавливающего тонну 

1^ 2 в положении, соответствующем формуле ( 1 4 ) .

Обозначая единичные векторы, нормальные к направлениям с т е 

ржней К и г ,  соответственно  через и Т 2< можно предттавить  сно- 

рости и ускор ен ия  точен и М2 в виде

= К0?1( ^2 = Еб ^  + гаТ2, а = ф-0,

И 1 = н е т 1 - е ^К ,  И 2 = К 0 Т 1 - б^К + г а т 1 - с Г г  .

Рассматривая точки  и М2 как твердые т е л а ,  неизменно связанные 

с невесомыми стержнями ОМ^ и М^М2 , будем с чи та т ь ,  что на тело 

действую т: сила тяжести т ^ д  в точке  М^, реакция  5^ в точке  О, р е 

акция  § 2 в точке  М2 и реакция  - Г неголономного механизма в н еко 

торой точке  N стержня ОМ^, а на тело М2 : сила тяжести ш2д в точке  

^ 2 » реакция  - 3 2 в точке  и реакция Е неголономного механизма 

в точке  М2 . Предположим, что этот механизм может оказывать  особое 

де йс тв ие ,  при котором сила ?  в сегда  пер пенди куляр на  к прямой 

М хМ ,.  Применяя теорему об изменении кин е ти че с ко го  момента о т н о с и 

тельно  точни О н описанному сложному м аятни ку ,  БИЛИМОВИЧ с о с та в 

ляет дифференциальное уравнение  его движения с учетом  уравнения 

неголономной связи  (14) и при некоторых упрощающих предположени

ях исследует  п ро грессивное ,  асимптотическое  и колебательно е  д в и 

жения маятника .

В заключение отметим установленный БИЛИМОВИЧЕИ новый диффе

ренциальный принцип механики ,  который в дальнейших исследованиях  

получил  название принципа ПФАФФА-БИЛИМОВИЧА. Этот принцип по сво

ей мощности эквивалентен  принципу ДАЛАПБЕРА-ЛАГРАНЖА и справедлив 

кан для  голономных, тан и для  неголономных м еханичесних  систем. 

Рассматривая материальную систем у ,  конфигурация которой о п р еде л 

яется лагранжевыми координатами а а , введем в рассмотрение форму



2
п)

1

первый член которой выражает динамичесное состояние системы на 

перемещении с(да , второй - сопротивление изменению движения в сле 

дствие  инерции, третий - действие системы, вызываемое ее кин ети 

ческой  энергией , и четвертый - действие , производимое лагранже- 

выми силами <2а на действительной  траектории системы, связывающей 

два ее положения в пространстве конфигураций за время ЙЪ, причем 

означает  метрический тензор этого пространства , Принций ПФА- 

ФФА-БИЛИМОВИЧА можно выразить следующим образом

где  ра

представляет  обобщенный импульс или вектор количества движения 

системы в пространстве конфигураций , а - дифференциальный опе

ратор частной производной по координате  с .

Неснолько  работ БИЛИМОВИЧА посвящены исследованию проблемы 

динамики тяжелого твердого  тела с одной неподвижной точкой .  Здесь ,  

в первую о чередь ,  с ледует  назвать большую статью "Уравнения  дви 

жения твердого  тела около неподвижной точки ,  опублинованую в сбор

нике ,  поев ященнм Г.К.СУСЛОВУ (Киев, 1911 ,  с . 2 3 - 7 4 ) .  В частности, 

автор высказывает важную мысль о возможности приведения данной 

проблемы к интегрированию одного  дифференциального уравнения вто 

рого п ор ядка .  Реализовать  эту идею удало сь  только  в последнее  

врем?! Е. И. ХАРЛАМОВОЙ ( 1 9 6 9 ) .

В области небесной механики , с ле дуя  ВОРОНЦУ, БИЛИМСВИЧ указал  

новый интегрируемый случай  проблемы п тел при законе притяжения, 

соответствующем обратной пропорциональности кубам взаимных р ас с 

тояний . Он исследовал  систему с равными массами, которая с клады 

вается из д в у х  подсистем с гомотетическими движениями, причем то

чки этих подсистем расположены в вершинах подобных или сопряже

нных многогронников .



4. ДАЛЬНЕЙШЕЕ РАЗВИТИЕ НАУЧНОГО 
НАСЛЕДИЯ ШКОЛЫ СУСЛОВА В 
ИССЛЕДОВАНИЯХ ЮГОСЛАВСКИХ УЧЕНЫХ 
ПО АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ

БИЛИМОВИЧУ принадлежит  з а с л у г а  утверж дения  традиций  школы 

СУСЛОВА-ВОРОНЦА и р аспр остр анени я  и р азвития  ее н а учн о го  наследия  

в Ю гослявии .  Б у д у ч и  во г л а в е  н аучны х  и уч е б н ы х  учр е ж ден и й ,  о пр е

деляющих п р о гр е сс  а н а ли т и че с ко й  м еханики  в Ю гославии , БИЛИМОВИЧ 

на протяжении  50-ти  л е т ,  в р е з у л ь т а т е  своих  выдающихся и с с л е д о 

ваний и п е д а г о г и ч е с к о й  д е я т е л ь н о с т и ,  с оздал  сильную  ю гославскую  

ш колу  по а н а ли т и че с ко й  м е ха н и к е ,  к которой принадлежит  р яд  и зв е с 

тных у ч е н ы х ,  продолжающих в сво их  т р у д а х  разви вать  научные  идеи 

СУСЛОВА-ВОРОНЦА-БИЛИМОВИЧА. К этой школе отн осятся  ТАТОМИР П. 

АНГЕЛИЧ (р о д .  19 03 )  РАСТНО Д. СТОЯНОВИЧ ( 1 9 2 6 - 1 9 7 2 ) ,  ВЕЛЬНО А. 

ВУЙИЧИЧ (ро д .  1 9 2 9 ) ,  БОЖИДАР Д. ВУЯНОВИЧ (р о д .  1 9 3 0 ) ,  ДЖОРДЖ С. 

ДЖУКИЧ (р о д .  1943 )  и д р . Многочисленные  работы названных  учен ы х  

опуб ли ков ан ы  в це нт ра льн ы х  ж ур н а ла х  Ю гославии , СССР и д р у г и х  

стран  мира и представляю т собой значительны й  в кл а д  в р азви ти е  с о 

временной а н а ли ч и ч е с ко й  м ехан ин и .  Б у д у ч и  объединены  единой и де й 

ной т ем а ти кой ,  х а р а кте р н о й  для  школы СУСЛОВА-ВОРОНЦА-БИЛИМОВИЧА, 

эти работы могли  бы состави ть  украш ение  монографии по с о о тв ет с тв у  

ющим проблемам а н а ли т и чес ко й  м е хан и ки .

ТАТОМИР П. АНГЕЛИЧ, профессор Б е л г р а д с к о г о  у н и в е р с и т е т а ,  д и 

ректор  И нститута  математини , действ ительн ы й  член  Сербской А к а д е 

мии н аук  и и ск ус ст в  в Б е л г р а д е ,  член - ко р р ес п о н де н т  Ю гославской  

Академии  н аук  и и снусств  в З а гр е б е ,  член - ко р р ес п о н де н т  М еждунаро

дной аст р о н а в т и че с н о й  академии  в Париже'7. АНГЕЛИЧ известен  своими 

выдающимися работами в о бласти  а н а ли т и чес ко й  м е хан и ки .  Он опубли- 

новал также р яд  важных работ по истории м е хан и ки ,  в том числе  о 

н а учной  д е ят е ль н о с т и  ю го с ляв ско го  у ч е н о г о  X V I I I  века  РУДЖЕРА БОШ- 

НОВИЧА и р азвитии  м еханики  в Сербской Академии н а у к .  АНГЕЛИЧ н а 

писал  также многочисленные  у н и в е р с и т е т с к и е  у чеб н и ки  по м е хан и ке ,

7 0 проф. Т .П .  А н ге ли че  с м . :  М .О .Ь е к о ,  ЗеЗатАевеЪ до<Нпа рго ре-  
зога д.т ТаЬотгга Р. АпЛуеИса,  Ол .]а1ек 'Ы ка  8 (1 9 7 3 )  , 4 ,  1 09- 118



математике ,  астро дин ам и ке ,  м еханике  косм ических  полетов и работы 

о применении косм и чески х  исследований  в мирное время. Имеет фило

софские работы в области  м атем атического  детерминизма, является  

п оп уляризатором  науки  и т ехн ики  среди широкого кр у га  п р е дс т а в и 

телей  научной  общ ественности . Остановимся более подробно на р а 

б отах  АНГЕЛИНА в области  м ехан ики ,  посвященных построению неголо- 

номной динамики движения системы твердых т ел ,  а также более  общих 

м е ха н и че с ки х  систем в ж и дко сти .

За науную де ят е ль н о с т ь  а кадем ика  Т .П .  АНГЕЛИН карактери стичн о  

его н есвязан ость  только  за одну  ускую  научную  о б л а с т ь ;  в течении 

времени области  исследования  изменяются. Все таки  основная^ и глав 

ные и сследования  н ахо дится  на граници  механики  и математики , про

являя  интересь  тоже за философские проблемы естественных  наук  и 

историю механики  и математики .

Так  и звестно ,  движение твердого  тела  и системы твердых тел 

в ж идкости  в настоящее время изучено  с достаточной  п олнотой ,  б л а 

го да р я  исследованиям  многих  у ч е н ы х ,  начиная  с середины X IX  столе- 

тип (СТОНС, 1 8 43 ;  ДИРИХЛЕ, 1 8 5 2 ;  НЛЕБШ, 1 8 56 ,  1 8 70 ;  КИРХГОФ, 1870 ;  

ЖУКОВСКИЙ, 1 8 85 ,  1 8 9 1 ;  СТЕКЛОВ, 1 8 93 ,  1 8 96 ,  1902 ,  1 9 08 ;  ЛЯПУНОВ, 

1 8 9 3 ;  ЧАПЛыГИН, 1 8 94 ,  1 8 9 7 ,  1 9 0 3 ;  КОЛОСОВ, 1919 и многие д р у г и е ) .  

Эта проблема имеет большое тео ре ти чес кое  и при кладно е  значение  и 

ее рещению в р азличны х  н ап равлени ях  посвящена обширная литература  

В ч ас т н о с т и ,  кан о ка з ы в ае т ся ,  данная  проблема в значительной  с т е 

пени п ер ес е ка е т с я  с проблемой вращения твердого  тела  вокруг  непод 

вижной т о ч к и ,  получившей широное распространение  в связи  с заме- 

чительными открытиями С .В .  К0ВАЛЕВСН0И.

Впервые эта проблема нак проблема динамики неголономных с и 

стем была поставлена  АНГЕЛИЧЕМ в 1946 г .  под влиянием н еп ос ре д

с твенного  н аучн о го  общения с А .Д . БИЛИПОВИЧЕП. АНГЕЛИЧ исследовал  

движение материальной  системы с линейными и нелинейными ( к в а д р а 

тичными) неголономными связями первого  порядка  в несжимаемой жид

ко с т и ,  рассмотрев с л у ч а е  б е з в и х р е в о г о .ц и к л и ч е с к о г о  и нецикличес-  

ного  течения  ж и дко сти .  Он п о к а за л ,  что движение такой неголоном- 

ной системы (твердого  тела  и системы твердых т е л )с  конечным ч и с 

лом степеней  свободы в несжимаемой жидкости можно и сследовать  

теми же метадами ана ли т и чес ко й  м ехан ики ,  нак и движение голоном- 

ной системы, если  предполож ить ,  что жидкость  н ео гра ни че н на ,  и де 



альна  и однородна , и что движение ж идкости , которая рассматрива- 

ется  обособленно  от движения неголономной системы, имеет потен 

циальный х а р а к т е р .  В основу своих исследований АНГЕЛИЧ положил 

принцип ВОРОНЦА, соответствующим образом обобщенный на неголоном- 

ные системы интегральный  принцип ГАМИЛЬТОНА - ОСТРОГРАДСКОГО. Из 

этого  принципа в р е з у л ьт а т е  надлежащих преобразований  можно п о л у 

чить динамичесние  уравнения  системы твердое тело - ж и дко сть .  Ока

зывается ,  что в с л уч а е  н еци кли чес кого  движения влияние жидности 

на движение асследуем ой  механической  системы сводится  к с о о тв ет 

ствующему увеличению кинетичесной  энергии системы с учетом  ки н е 

тической  энергии  жидности. В с л уч а е  же ц и кли чес кого  движения к 

уравнениям  ВОРОНЦА с ле д уе т  присовокупить  дополнительную  систему 

ур ав нени й ,  характеризую щих постоянство  обобщенных импульсов , с о 

ответствующих циклическим  координатам . Эти уравнения  можно р ас с 

матривать как известные первые интегралы  исследуемой механичесной 

системы свердое тело - жидность .  Исследования АНГЕЛИЧА по движе

нию неголономной системы в жидности обогащают известные считанные 

примеры приложений неголономной механики к сплошной среде и в 

этом отношении имеют особую ценность  в современной аналитической  

миханике  неголономных систем . В последнее  время интерес н таким 

исследованиям  возрос в связи с изучением сред с дислокациям и .

Он дальше вывел и дифференциальние уравнения  движения динами

чес ки х  систем са линеарними неголономними связами без множителей 

свяэ (уравнения  МАГГИ) не пользуюс квазикоординатами . Это д о с т и 

гн уто  проектированием уравнений  движения на особую касательную  

евклидо ву  п-раэмерную ноординатную систему данного  нонфигурацио- 

ного п ространства .  .Нанонец, в этой области ,  разработал  теорию дви 

жения материальной точни для  с л уча я  существования нвадратных н е 

голономных свяэ .

АНГЕЛИЧ показал  что методу ПФАФФА можно применять к решению 

проблем из механики  флуида (жидкости и га з а )  и к некоторым проб

лемам механики  сплошной среды.

Из о б лас т ях  математики опубликовал  н есколько  работ о приме

нении числовых метод в матричном исчислению; из геометрии РИМАНА 

(обобщение вектора Д А Р Б У ) ; из астродинамике  и тензорного  и счи с 

ления .

Последних  лет особено э аднтересовасля  за историю механики и



матем атики . Опубликовал большое число статей к а к :  О РУДЖЕРЕ БОШ-* 

КОВИЧЕ, о развитии механики в рамках Србской академии наук итд.

В Вестнику МГУ он опубликовал  статэ ПРОИСХОЖДЕНИЕ ТЕРМИНА ОРТ В 

РУСКОЙ И ЮГОСЛАВСНОЙ НАУЧНОЙ ЛИТЕРАТУРЕ.

Профессор РАСТНО СТОЯНОВИЧ известен своими многочисленными 

исследованиями по аналитической  механике и механине сплошной сре

ды . В области аналитической  механики СТОЯНОВИЧ получил  ряд резуль  

татов , относящихся к свойствам групповых пространств и у с то й чи 

вости (транзитивных и интранзитивных) групп  движения. Он подроб

но исследовал  применение групп  ССФУСА ЛИ для описания движения 

консервативных динамических  систем, а также рассмотрел движение 

неизменяемого твердого  тела в пространствах  РИМАНА постоянной 

кривизны д в у х  и большего числа измерений. В области теории у п р у 

гости  СТОЯНОВИЧ исследовал  воздействие минроструктур  на макроско

пическое  поведение (ориентированных) у п р у ги х  материалов, а также 

установил  ряд д р у г и х  обобщенных моделей механики у п р у ги х  тел .  Не

которые его работы посвящены изучению несовместных уп р у ги х  дефор

маций, распространению у п р у г и х  волн под воздействием электромаг- 

нетного  поля и д р у г и х  вопросов. В области термоупругости  работы 

СТОЯНОВИЧА охватывают проблемы нелинейной теории. Ему принадлежит 

геом етрическая  интерпретация термоупругости ,  основанная на свойст

вах несовместных у п р у ги х  деформаций. СТОЯНОВИЧ устанавливает  связь 

между развитой им теорией ориентированной сплошной (упругой  и 

п ласти ческо й )  среды и теорией дислокаций .  Ряд работ СТОЯНОВИЧА 

посвящен выводу основных уравнений движения вязних течений для 

некоторых обобщенных моделей и их исследованию.

Научные труды профессора ВЕЛЬКО А. ВУЙИЧИЧА относятся  к д и 

намике объектов (то че к ,  систем, тел)  переменного состава ,  а н а ли 

тической  механике  неголономных систем, теории устойчивости  дв и 

жения и развитию тензорного  исчисления и дифференциальном геом е

трии применительно к м еханике .  В области динамики системы пере

менного состава автор определил  харантер  реактивных сил , д о п у с к а 

ющих интеграл  энергии и увеличение  числа первых интегралов движе 

ния объ екта ;  составлены динамические  уравнения движения в тензор 

ной форме и найдены условия движения изображающей точки системы 

по линиям постоянной механической  энергии ; обобщен принцип ПФАФФА- 

БИЛИИОВИЧА и получен  ряд теорем, характеризующих динамику с и с т е 

мы переменного сос та ва .  Автор вводит новое понятие переменно-



нонфигурацианного  пространства  и на этой основе строит теорию г е 

ометризации динамини системы переменной массы, в частности  опре

де ляя  условия  движения в указанном  пространстве  рассматриваемого 

объекта  по г е о де зи чес ко й  линии . Некоторые работы посвящены и сс ле 

дованию общих условий  устойчивости  движения и равновесия объекта 

переменной массы.

В области  а налитической  механики неголономных систем ВУЙИЧИЧ 

п о л учи л  общий вид ковариантных дифференциальных уравнений движе

ния системы в конфигурационном п ространстве ,  установил  вариацио

нный инвариантный характер  принципов ГАУССА и ГЕРЦА в этом про

стр ан ств е ,  показал  э квивалентность  (при определенных ус ло в и я х )  

принципов ДАЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА, ПФАФФА-БИЛИМОВИЧА и ГАМИЛЬТОНА- 

ССТРОГРАДСКОГО (и д р у г и х  и нтегр альны х  принципов м е х а н й к и ) . В об 

ласти  теории усто йчив ости  движения автор установил  общий к р и т е 

рии усто йчив ости  движения и равновесия в смысле ЛЯПУНОВА любой 

п-ханичесной  системы (со стационарными или нестационарными, го- 

лономными или неголономными с в я з я м и ) . Обобщая нритерий БЕНДИКСОНА 

для  систем с любым числом степеней  свободы, ВУЙИЧИЧ определил  д и 

намические  ус ло в и я ,  при которых изображающая точка  системы не име 

ет зам кнутых  фазовых траекторий  в фазовом п ространстве .  В о б ла 

сти тензорного  исчисления  и дифференциальной геометрии в их связи 

с механикой ВУЙИЧИЧ ввел понятия новариантного  интеграла  тензора 

и дв ут о че чн о го  ф ундаментального  тензора ,  с помощью которых и с с ле 

довал  ковариантные первые интегралы  системы (линейных и н елиней

ных) дифференциальных уравнений  движения при наличии большого ч и 

сла обобщенных сил в неявном виде .  В некоторых весьма общих с л у 

ч а я х  интегрирование  выполнимо в конечном виде . Автор определил  

первые интегралы  дифференциальных уравнений ге оде зи чес кой  и у с т а 

новил дифференциальные уравнения  ге оде зи чес кой  первого  рода .

Научные труды профессора БОЖИДАРА Д. ВУЯНОВИЧА можно р а з д е 

лить  на три гр уппы , относящиеся к различным областям  а н а ли т и ч е 

ской м еханики :  1) геометризации  движения и возмущения н еко нс ер 

вативных дин ам ических  систем ; 2) проблемам динамической  симметрии 

(нахождения первых интегралов  динам ических  систем и д р . ) ;  3) вари 

ационным принципам неконсервативной  механики и иреверзибильной  те 

ории полей .  Первая гр упп а  р аб о т .о хв ат ы в ае т  решение проблемы о н а 

хождении п ространства ,  в нотором динамические  уравнения  движения 

неконсервативных склерономных систем будет  иметь наиболее  простую



форму. Поназано, что в семи-метрическом  и семи-симметричном п р о 

с тр ан ств е  ВЕЙЛЯ дифференциальные уравнения  движения ненонсерватив  - 

ной системы характеризую т  г е о д е з и ч е с к и е  линии .  Далее ус т а н о в ле н о ,  

что дифференциальные  уравнения  возмущенного  движения ненонсерва- 

тивной системы можно свести  к дифференциальным уравнениям  г е о д е 

з и ч е с к о го  о ткл о н е н и я .  Геометризация  осущ ествлена  и в с л у ч а е . н а л и 

чия линейных диссипативны х  сил .  Показано также, что ге о де зи чес н и е  

линии ,  по которым движется  н еконсервативная  система , можно п о л у 

чить  как экстремали  некоторой обобщенной вариационной з а д а ч и .

Вторая гр уп п а  работ ВУЯНОВИЧА содержит изучени е  внутренней  д и н а 

мической симметрии задач  кл а с с и ч е с ко й  м ехан ики .  Основной р е з у л ь 

т а т ,  полученный  автором в этом направлении ,  по-видимому, состоит 

в о пределении  группы  инфинитезимальных п реобразований ,  оставляющей 

инвариантным интегр ал  д е й с т в и я .  Очевидно, что такая  гр упп а  п р е о 

бразований  позволяет  о пр едели ть  первые интегралы  динамической  с и 

стемы на основании  теоремы ЭММИ НЕТЕР. П оказано ,  что указанн ые  

гр уппы  инвариантности  получаю тся  как решения систем о сдельн ы х  д и 

фференциальных уравнений  (обобщенных уравнений  КИЛИНГА). Автор 

ввел понятие  с во еобразного  Лагранж иана ,  зависящего  одновременно 

от обобщенных координат  и обобщенных возмущений. Вариация с о о т в е т 

ствующего действия  дает  возможность п о л уч и т ь  дифференциальные у р а 

внения невозмущенного  и возмущенного  движения. И сследуя  симметрию 

системы, ВУЯН08ИЧ п о к а з а л ,  что путем выбора в ка че ст в е  неголоном- 

ного  параметра одного  из первых и н т егр ало в ,  траектории  системы 

можно уп р о ст и т ь  и интегрирование  довести  до кон ца .  Он устано ви л  

также ,  что в с л у ч а е  п ланетно го  движения КЕПЛЕРА, кроме д в у х  в е к 

торных первых интегралов  - интегр ала  кин е ти че с но го  момента и и н т е 

гр ала  РУНГА-ЛЕНЦА, с ущ еств ует  третий (независимый) векторный и н т е 

г р а л ,  ортогональный  н первым двум .  В р аб о т ах  третьей  гр уп п ы  автор 

ус та н о в и л  два новых и н т егр альн ы х  принципа механики типа ГАМИЛЬТОНА 

принцип исчезающего параметра и принцип некоммутативных вариаций . 

Эти принципы позволяют п о л уч и т ь  дифференциальные уравениния  задач  

м и хан ики ,  а также решения нелинейных задач  прямым методом вариаг 

ционного  и с чи с ле н и я .  Автор успешно применил указанн ы е  в ариацион

ные принципы к теории нелинейной теп ло пр ов одн ости ,  теории п о г р а 

ничного  с ло я ,  теории магнитной гидр оди нам и ки ,  теории нелинейного  

т е п ло м а с с о п е р е н о с а , к линейным неконсервативным задачам  колебаний



и т . д .

Научные и сследо вани я  профессора ДЖОРДЖА С. ДЖУКИЧА о тносятся  

к а н а ли т и че с ко й  механине  и м ехан ике  сплошной среды . Ряд  своих  р а 

бот он п освятил  проблемам неголономной  м е хан и ки :  п о л у ч и л  к а н о н и 

че с ки е  ур ав н е н и я  движения ди н а м и че с ки х  систем с неголономными свя 

зями второго  п о р я д к а ,  ур ав не ни я  типа ГИББСА-АППЕЛЯ в к в а з и к о о р д и 

н ат ах  для  неголоно,мных систем  со связями высших п о р яд к о в ,  у р а в н е 

ния возмущений типа СИНГА в кв а з и к о о р д и н а т а х  для  м е ха н и че с ки х  с и 

стем со связями  первого  п ор ядка  и ур ав не ни я  движения типа УСТТЕКК 

ЕРА для  неголоном ны х  систем  п ер во го  п о р яд н а .  Он построил теорию 

и н т е гр а л ьн ы х  инвариантов  м е ха н и ч е с к и х  систем  в к в а з и к о о р д и н а т а х ,  

д о к а з а л  прямую и обратную теоремы Э. НЕТЕР, р азрабо тал  новый ме

тод нахож дения  первых и н т е гр а ло в .д и ф ф е р е н ц и а льн ы х  уравнений  д в и 

жения голономных н еко нсер вати вн ы х  м е ха н и ч е с к и х  систем , а также

для  голономных и неголономных систем в к в а з и к о о р д и н а т а х .  П о л у ч е 

ны первые и нтегралы  для  ряда  м е ха н и ч е с к и х  систем  с диссипативными 

силам и .  ДЖУНИЧ нашел гр у п п у  инфинитезимальных преобразований  д и 

н ам и че с ки х  изменений , соответствую щих и н т е гр а л у  С . КОВАЛЕВСКОЙ в 

динам ике  т вердо го  т е л а ,  и и з учи л  с в язь  между инвариантами н е к о т о 

рых неавтономных гам ильто ни ан ов  и соответствующими им неавтоном 

ными и нтегралам и  дви ж ени я .  Некоторые работы ДЖУНИЧА посвящены рас 

пространению  идей а н а ли т и че с ко й  м еханики  (и н те гр а льн ы е  и н в ар иан 

ты, ур ав н е н и я  УСТТЕККЕРА, первые и нтегр алы )  на принцип максимума 

ПОНТРЯГИНА. В большом ци кле  своих  работ автор и с п о л ьз уе т  в ар и а ци 

онный принцип ВУЯНОВИЧА исчезающего параметра для  нахождения  п р и 

ближенных решений соответствую щих нелинейных дифференциальных 

ур ав нени й  проблем  к ла с с и ч е с к о й  теории п о ля ,  нелинейной  т еп ло п р о 

в одно с ти ,  теории п о гр а н и ч н о го  слоя  (ньютоновых жидкостей  и н е н ь 

ютоновых жидкостей  в с л у ч а е  с т е п е н н о го  з а к о н а ) .  П о льз уяс ь  идеей 

ВУЯНОВИЧА о неноммутативности  операций дифференцирования по в ре 

мени и варьирования  в неко нсер вати вн ой  м е ха н и ке ,  ДЖУКИЧ построил 

и н тегр альны й  инвариант для  движения м е ха н и ч е с ки х  систем  с д и с с и 

пативными силам и ,  позволяющий найти приближенное  решение ряда  

ко н кр е т н ы х  зада ч  дин ам ики .  Автор ге н е р а ли зо в а л  форму ДОЛАПЧИЕВА- 

ИАНЖЕРОНА-ДЕЛЕАНУ, п о л уч и л  а л г е б р а и ч е с к о е  решение п л а 

нетной з ада чи  КЕПЛЕРА и у с т а н о в и л  новый вариационный принцип ,  из 

кото ро го  следую т ур ав не ни я  БОЛЫДМАНА-ГАМЕЛЯ-ВОРОНЦА. Серия работ



ДЖУКИЧА посвящена теории пограничного  сло я .  В этих работех и ссле

дуются нестационарный д.инамический и температурный пограничный 

слой ньютоновой жидкости, стационарный динамический пограничный 

слой неньютоновой, жидкости при степенном законе ,  магнитногидро

динамический пограничный слой со скользящими граничными ус ло в и 

ями, влияние магнитного  поля на течение неньютоновой жидкости.

Для решения указанн ых  проблем автор п ользуется  методом разложе

ния в ряд ,  методами общих уравнений т,ипа Л .Г .  ЛОЙЦЯНСКОГО, вариа

ционными методами и методом КАРПАНА-ПОЛЬГАУЗЕНА.

☆

☆ ☆



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы п ро следи ли  научные  связи  в области  п еханини  на протимении 

н .еснольних п о ко л е н и й ,  установивш иеся  между -учеными России и Юго

с ла в и и ,  принадлежащими к школе СУСЛОВА-ВОРОНЦА-БИЛИМОВИЧА. При 

этом картина  п реем ственности  имеет следующий вид :  П .В .  ВОРОНЕЦ 

- у ч е н и к  СУСЛОВА, БИЛИМОВИЧ - у чен ин  П .З .  ВОРОНЦА, АНГЕЛИЧ - уч е  

ник БИЛИМОВИЧА, ВУЙИЧИЧ и СТОЯНОВИЧ - уч е н и ки  БИЛИМОВИЧА и АГЕЛИ 

ЧА, ВУЯНОВИЧ - у ч ен и к  БИЛИМОВИЧА, АНГЕЛИЧА и СТОЯНОВИЧА, ДШУКИЧ 

- уценки '  АНГЕЛИЧА, ВУЯНОВИЧА и 8УЙИЧИЧА. К этой славной  п ле яде  

р у с с к и х  и ю гос ла в ски х  механиков  с ле д уе т  также п р и чи сли ть  сына 

П .В .  ВОРОНЦА - анадемина  Сербской Академии наун  и и ск ус тв  КОНСТ

АНТИНА ПЕТРОВИЧА ВОРОНЦА (1902-1  9 7 4 ) ,  который защитил у А'. БИЛИ

МОВИЧА (до нто рскуш )  диссертацию  по неголономной  м еханики  " К а т а 

ние тв е р до го  тела  по у п р у го м у  основанию" и который, позже, посвя 

тил свою раб оту  м ехан ике  негтрерывных с р е д .
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Ковалевской)  , Труды Отд. физ. - наук Об-ва любит, е с т е с т в , ,

7 ( 1 8 9 5 ) ,  2 ,  1-3.

14 .  ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ПРОИЗВОДНАЯ СИСТЕМЫ ПРИЛОЖЕННЫХ ВЕКТОРОВ-, Киев, 

ун ив .  изв . , 35 ( 1 8 9 5 ) ,  3 ,  1 -7.

15 .  СПЛОШНАЯ ГРУППА ВРАЩЕНИЙ ДАРБУ, Киев, унив .  и з в . ,  35 ( 1 8 9 5 ) ,

11 ,  17-20 .

16 .  МОНОЦИКЛИЧЕСНИЕ ДВИЖЕНИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА, К и е в . ун и в , изв . , 36 ( 1 8 9 6 ) ,  

9, 65-72 .

17 .  МОНОЦИКЛы ГЕЛЬМГОЛЬЦА, Труды Отд. физ. наук Об-ва любит, е с т е 

с т в . ,  8 ( 1 8 9 6 ) .

18 .  О КИНЕТИЧЕСКОМ ПОТЕНЦИАЛЕ ГЕЛЬМГОЛЬЦА, М а те м .с б . ,  1 9 ( 1 8 9 6 ) ,

1 ,  1 9 7- 210 .

19 .  ТЕОРЕМА ЯКОБИ О РАЗЛОЖЕНИИ ДВИЖЕНИЯ СИММЕТРИЧНОГО ТЯЖЕЛОГО

ГИРОСКОПА, Киев .унив  . изв . , 36 ( 1 8 9 6 ) ,  9, Протоколы Киев, физ.-

матем . об-ва за 1895 г . ,  73-85 ;  Труды Отд. физ. наук Об-ва лю

бит. е с т в е с т в . ,  7 ( 1 8 9 5 ) ,  2, 22-28 .

20 .  О НАЧАЛЕ НАИМЕНЬШЕГО ДЕЙСТВИЯ В ГЕЛЬМГОЛЬЦЕВСЙ ФОРМЕ, Матем. 

с б . ,  20 ( 1 8 9 7 ) ,  1, 10 5- 114 .  Киев , у н и в . и з в . ,  38 ( 1 8 9 8 ) ,  5; Про

токолы ф из . -матем. об-ва за 1 897 г ,  22-25 .

21 .  ПРОИЗВОДНАЯ ПОТЕНЦИАЛА ПОВЕРХНОСТНЫХ МАСС, Киев . у н и в . , и з в . ,

38 ( 1 8 9 8 ) ,  5; Протоколы физ.-матем. об-ва за 1897 г . ,  2 2-25 .

22 .  МЕХАНИКА ГЕРЦА, Киев , у н и в . и з в . ,  38 ( 1 8 9 8 ) ,  7, 1-32 .

23 .  ОБ УРАВНЕНИЯХ ДЛЯ НЕСВОБОДНОГО ДВИЖЕНИЯ, К и е в . у н и в . и з в . ,

38 ( 1 8 9 8 ) ,  10 , 5-11 .

24 .  О НАЧАЛЕ ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ, К и е в . у н и в . и з в . ,  38 ( 1 8 9 8 ) ,

12 , 22-30 .

25 .  ОСНОВЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ, Т . Г , Ц .  К и е в .у н и в , и з в . , 39 ( 1 8 9 9 ) ,

10 , 1-48 ;  11, 4 9 - 9 6 ;  40 ( 1 9 0 0 ) ,  2, 97 - 1 44 ;  3, 145-176 ;  4 ,  177- 

-240 ;  5, 2 4 1- 2 7 2 ;  6, 2 7 3- 288 ;  7, 2 8 9- 320 ;  9 ,  3 2 1- 368 ;  10 , 369- 

-432 ;  11 ,  4 3 3 - 4 9 6 ;  41 ( 1 9 0 1 ) ,  2, 497-543  (конец I  том а ) ;  42

( 1 9 0 2 ) ,  3, 1-32 ;  4 ,  3 3-64 ;  6, 65-96 ;  7, 97- 1 28 ;  9, 129-160 ;

11, 1 6 1- 208 ;  12 , 209-281 (конец I I  т о м а ) ; т .1 ,11 ,  1900-1902 ,



Киев (1-е и з д а н и е ) ;  т . 1 ,  1 9 1 1 - 19 12 ,  Киев (2-е и з д а н и е ) ;  Т е о р е 

т ическая  м ехан ика .  Г о с т е хи з д а т ,  М . - Л . , ( 1 9 4 4 )  3-е издание ,  п о с 

мертное .

2 6 .  К ВОПРОСУ 0 ДВИЖЕНИИ ТОЧКИ В ДЕФОРМИРУЮЩЕЙСЯ СРЕДЕ, К и е в .ун и в .  

изв . , 40 ( 1 9 0 0 ) ,  12 ;  Протоколы Киев . ф и з . -матем. об-ва за 1099 

г . ,  1-24 .

27 .  ПСЕВДОРЕГУЛЯРНАЯ ПРЕЦЕССИЯ, Ниев . у н и в . и з в . ,  40 ( 1 9 0 0 ) ,  12 ;  Про 

токолы Н и ев . фиэ-матем, об-ва за 1899 г . ,  1-5.

2 8 .  ОБ ОДНОМ ВИДОИЗМЕНЕНИИ НАЧАЛА ДАЛАМБЕРА, М а т е м .с б . ,  22 ( 1 9 0 1 ) ,  

4 ,  68 7- 691 .

29 .  РАЗЫСКАНИЕ ПРТИВОДЕЙСТВИЙ, Ки ев , у н и в . и з в . ,  41 ( 1 9 0 1 ) ,  1; Про

токолы физ.-матем . об-ва за 1900 г . ,  1-7.

3 0 .  К ВОПРОСУ О ПРОТИВОДЕЙСТВИЯХ, К и е в . у н и в .и з в . ,  41 ( 1 9 0 1 ) ,  11 ,

1-3.

31 .  ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ ДИНАМИКИ, К и е в . унив . изв . , 42 ( 1 9 0 2 ) ,  7 ;  

Протоколы Киев. физ .-матем . об-ва за 1901 г . ,  1 0 9- 123 ;  Физич. 

обозрение ,  3 ( 1 9 0 2 ) ,  1 0 1- 117 .

3 2 .  ОБ УСЛОВИЯХ СОВМЕСТНОСТИ Н а й а т а г й 'а ,  М а т е м .с б . ,  24 ( 1 9 0 3 ) ,  

57-68 .

33 .  ОБ УРАВНЕНИЯХ ДВИЖЕНИЯ ПРИ НЕУДЕРЖИВАЩИХ СВЯЗЯХ, К и е в .ун и в .

и з в . ,  41 ( 1 9 0 4 ) ,  10 ;  Протоколы Ниев. физ.-матем. об-ва за

1903 г . ,  59-68 .

3 4 .  ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА И ГИДРОДИНАМИНИ, т . 1 .  Теория потенциала

(Учени е  о векторном п о л е ) ,  Киев . у н и в . и з в . ,  41 ( 1 9 0 4 ) ,  6, 1-32

7 ,  3 3 - 6 4 ;  8 ,  6 5-96 ;  9, 9 7 - 1 28 ;  10 , 1 2 9- 167 ;  1904 г . ,  167 с. 

(1-е  и э д . ) ;  Учение  о векторном п оле ,  Одесса, 1922 ,  149 (2-е 

и з д . ) ;  т . П. Гидродинамика ,  Ниев, 1 910 ,  195 .

3 5 .  ЗАКОН ЦЕНТРА ИНЕРЦИИ И ЗАКОН МОМЕНТОВ, Киев . у н и в . и з в . ,  4В 

( 1 9 0 8 ) ,  8, 1-16 .

36 .  ОСНОВЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ, Киев. ( К и е в ,  п о л и т е х н . ин-т ),  

1 9 19 .

3 7 .  КУРС ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ ДЛЯ ВыСШИХ ТЕХНИЧЕСКИХ ШКОЛ, 

О дес с а , 1 9 21 .



3 8 .  ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МЕХАНИКА, Киев, 1 9 24 .

39 .  ВыВОД УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ УПРУГОГО ТЕЛА ПО МЕТОДУ ГРИНА ДЛЯ 

ОБОБЩЕННЫХ СИЛ ПРОФ. МИЗЕСА, Журнал науководосл1дч1х-  кафедр 

п .  Одеси, 2 ( 1 9 2 6 ) ,  3 ,  1-3 .

4 0 .  КУРС ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ МЕХАН1К1, Ха'рк1в-Одв/са, 1 9 30 .

ПЕТР ВАСИЛЬЕВИЧ ВОРОНЕЦ 
(1871  —  1923)

1 .  ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЭЙЛЕРОВА СЛУЧАЯ ВРАЩЕНИЯ ТВЕРДОГО 

ТЕЛА ОКОЛО НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ, Киев, 189В ; Киев, ун и в .  и з в . ,

38 ( .1 898 ) ,  4 ,  1 - 52 ;  5, 5 3 - 1 13 .

2 .  К ТЕОРИИ ПОСЛЕДНЕГО МНОЖИТЕЛЯ ЯКОБИ, Киев. ун и в .  и з в . ,  38 (1898 )  

5 ,  4 4 - 4 8 .

3 .  ВыВОД УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ ТЯЖЕЛОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА, КАТЯЩЕГОСЯ 

БЕЗ СКОЛЬЖЕНИЯ ПО ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ. Киев, ун и в .  и з в . ,

41 ( 1 9 0 1 ) ,  11 ,  1-17 .

4 .  ОБ УРАВНЕНИЯХ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ НЕГОЛОНОМНыХ СИСТЕМ. Матем. с б . ,

22 ( 1 9 0 1 ) ,  4 ,  6 5 9 - 6 8 6 .

5 .  ОБ ОДНОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ УРАВЕНЕНИЙ ДИНАМИКИ. Киев. ун и в .  и з в . ,

42 ( 1 9 0 2 ) ,  7 ,  1-14 .

6 .  УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА, .КАТЯЩЕГОСЯ БЕЗ СКОЛЬЖЕНИЯ ПО

НЕПОДВИЖНОЙ ПЛОСКОСТИ.' К и е в , 1 9 0 3 ;  Киев. ун и в .  и з в . ,  43 ( 1 9 0 3 ) ,  

1 , 1- 66 ;  4 ,  67-152  (п а ги с т е р .  д и с .с . ) .

7 .  НЕНОТОРыЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ДВИЖЕНИЯ СИСТЕМЫ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕН, 

НАХОДЯЩИХСЯ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВЗАИМНЫХ СИЛ. Киев. ун и в .  и з в . ,  45 

( 1 9 0 5 ) ,  11 ,  9 5 - 1 1 4 .

8 .  ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ С ПОМОЩЬЮ ЛИНЕЙНыХ ИНТЕГРА

ЛОВ ДВИЖЕНИЯ (о приложением к зада че  об т е л а х )  ( д о к т о р . д и с с . .

Киев ,  1 9 0 6 ;  Киев. ун и в .  и з в . ,  47 ( 1 9 0 7 ) ,  1, 1- 82 ;  2 ,  8 3 —I 80 .

9 .  йВЕК БАЗ РКОВЪЕМ ОЕК ВЁИЕСШС УС® У1ЕЕ МА55ЕНРШКТЕЫ Ш ТЕК БЕМ 

Е1ШЧД155 УС® 1ШЕКЕМ КЕАГТЕЫ. МаЕЬ. А п п а Т е п , 63 ( 1 9 0 7 ) ,  3 8 7- 4 1 2 .



10 .  ЗНАЧЕНИЕ ПОНЯТИЯ О ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ПРОИЗВОДНОЙ В КИНЕМАТИКЕ. 

Киев .  ун и в .  и з в . ,  4В (1 9 0 0 ) ,  8 ,  1-1 6.

1 1 .  ЧВЕК Ч1Е КОЬЬЕШ Е ВЕНЕСШС Е1ЧЕ5  ККЕ185СНЕ1ВЕ АЧР Е Ш Е К  В Е Ы -  

ЕВ1СЕЧ ГЕАСНЕ Ч ЧТ Е К  БЕК И П ТКШ С УОЧ СЕСЕВЕЧЕЧ ККАРТЕЧ. МаЬЬ. 

А п п а 1 е п . 67 ( 1 9 0 9 ) ,  2 6 8 - 2 8 0 .

12 .  К ЗАДАЧЕ 0 ДВИЖЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА, КАТЯЩЕГОСЯ БЕЗ СКОЛЬЖЕНИЯ 

ПО ДАННОЙ ПОВЕРХНОСТИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ДАННыХ СИЛ. К и е в . у н и в . и э в . 

50 ( 1 9 1 0 ) ,  10 ,  1 0 1 - 1 1 1 .

13 .  ЧВЕК 01Е ВЕНЕСШС Е1ЧЕЗ ЗТАККЕЧ КОКРЕКЗ, ЧЕК О Ш Е  С Ь Е 1 ТШ С  АЧР 

Е1ЫЕЕ В Е Ы Е В 1С Е Ч  РЬАСНЕ КОЬЬТ. МаЫ 1 . А п п а 1 е п ,  70 ( 1 9 1 1 ) ,  

4 1 0 - 4 5 3 .

14 .  ЙВЕК В1Е ВЕИЕСЧЧ08СЬЕ1СНЧ11СЕЧ Е1ЧЕ5  ЗТАККЕЧ КОКРЕКЗ. МаЕЬ. 

А п п а 1 е п , 71 ( 1 9 1 1 ) ,  3 9 2 - 4 0 3 .

15 .  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА ПО ОТНОШЕ

НИЮ К СРЕД Е,. ИМЕЮЩЕЙ ПРОИЗВОЛЬНО ЗАДАННОЕ ДВИЖЕНИЕ. К и е в .ун и в  

и в . ,  52 ( 1 9 1 2 ) ,  7 ,  1- 4 0 ;  Сборнин с т а т е й ,  посвященных проф.

Г . К . С у с л о в у .  К и е в . ,  1 9 1 1 ,  7 5 - 1 1 4 .

16 .  ЗЧК  ЬЕ МОЧУЕМЕЧТ Ч ' Ч Ч  Р О Ю Т  МАТЙК1ЕЬ ЗОЧМ18 А РОКСЕ Ч О Ш Е Е ,

ЗЧК ЧЧЕ  ЗЧКРАСЕ Р1ХЕ ЕТ Ч Е Р О Ы Е  . Ч о и г п . йе т а Ь Ъ . ,  1 ( 1 9 1 5 ) ,

2 6 1 - 2 7 5 .

1 7 .  ОБ ОДНОМ ПРИМЕНЕНИИ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ ЯКОБИ. К и е в . у н и в . из в . ,

56 ( 1 9 1 6 ) ,  2 ,  1 0 3 - 1 0 9 .

15- ОТНОСИТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ФИЗИЧЕСКОГО МАЯТНИКА. К и е в . у н и в . и з в . ,

57 ( 1 9 1 7 ) ,  1 1 - 1 2 ,  4 5 - 5 2 .

19 .  К ВОПРОСУ ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ УРАВНЕНИЙ ЛАГРАНЖА. Известия 

Крымсн. ( Т а в р и ч е с н . )  ун -та  Записки  матем. кабинета  , 3 ( 1921 .

3 9 - 6 0 .

2 0 .  ПРИМЕР НА ДВИЖЕНИЕ НЕСВОБОДНОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА, Изв. Крымсн . 

( Т а в р и ч е с к . )  ун - т а  (Запи ски  мат. к а б и н е т а ) ,  3 ( 1 9 2 1 ) ,  1 7 6 - 1 8 6 .

2 1 .  ЗЧК Ь 'Ю ТЕ С К А ТТО Ч  ЧЕЗ Е0ЧАТ1ОЧ5 АЧХ  ЧЕК1УЕЕЗ РАКТ1Е Ы .Е5 ,  В и11 .  

З с х . М аЫ г. ,  Р а г х з , 47 ( 1 9 2 3 ) ,  1 1 3 - 1 1 9 .



НАУЧНО НАСЛЕБЕ ШКОЛЕ СУСЛОВА У 
АНАЛИТИЧК01 МЕХАНИЦИ И Н>ЕН 
РАЗВИТАК У ИСТРАЖИВАНЬИМА 
1УГОСЛОВЕНСКИХ НАУЧНИКА

— Кратак садржа] —

Ова расправа приказэде научно наслеЬе из механике ]едне од  на]вейих научних ш ко л а  у  Руси]и до 

окгобарског периода — ш ко л е  Суслова — и тьен дал>и развитак у  радовима ^угословенских научника.

Професор Г А В Р И Л  К О Н С Т А Н Т И Н О В И Ч  С У С Л О В  /1 8 5 7  -  1 9 3 5 / п о  заврш етку ф изичко-математич- 

ко г факултета Петроградског универзигета 1880. године задржан ]е на  факултету ради припреме за наставничку 

акгивност. Године  1888. после одбране магистарске дисертаци]е ” 0  парци]алнимдиф еренци]алним ]едначинама 

неслободног кретатьа”  Суслов ]е изабран за ванредног професора механике К и ]е в ско г универзитета. На 

М осковском  универзитету одбранио ]е  године 1890. д о кто р ску  дисертаци]у ” 0  ф у н кц и и  силе ко ]а  доп уш га  дате 

партикуларне интеграле” . У  том раду Суслов ]е  изучавао гзв. директни  задатак динамике — одрейиватье сила 

пом о гу  датих особина кретатьа. У  то  в реме, д о к  ]е и н д и р е кш и  задатак динамике — одрейиватье кретатьа кад  су 

дате силе — био  вей добр о  проучен, ди ректни  задатак ]е био  реш ен само у  неким  по]единачним случа]евима. О во 

се односи на Н>утнов задатак одрейиватьа сила ко ]е  одрейу]у кретатье планета, Бертранов проблем ко ]и  се 

односи на одрейиватье сила неопходних за елиптично кретатье матери]алне тачке. У  овом Сусловл>евом раду 

налази се о п ш ги  поступакреш етьатог задатка за систем са произволш им  бро]ем сгепена слободе под  условом да 

дате силе има]у ф ункщ цу силе. О д многобро]них радова Суслова треба пре свега истайи гьеговс капитално дело из 

аналитичке механике, написано на прелазу измену X IX  и  X X  века. Из тог уцбеника ]е механику учило не ]едно  

покол>ен>е студената великих ш ко ла . У  то ку  многих годинаСуслов ]е обавл>ао научнонаставни рад на К и е в с ко м  

универзитету /1 8 8 8  — 192 0 / и  у  Одеском политехничком институту /1 9 2 0  — 193 5 /. Тесне везе Суслова с угледним 

руским и  стран им научницима, велика култура и ш и р о ки  д и а па зо н  тьегових научних интересовала, изузетне 

способности и огромни организаторски талент, привлачили су на тьега погледе многих младих математичара и 

механичара, мейу ко]има, у  првом  реду, треба истайи П . В . Вортьца и А . Д . Билимовийа.

Студетп Ки ]ев ско г универзитета, учени к Г . К .  Суслова, П Е Т А Р  В А С И Л Ь Е В И Ч  ВО РО НэЕЦ  /1871  — 

192 3 / ]о ш  ]е на студи]ама показао озбил.не способности за научни рад. П о заврш етку математичког одсека 

универзитета задржан ]е  на катедри теори]ске механике ради припрематьа за професора. Године  1903. одбранио 

магастарску дисертаци]у ’Чедначине креташа крутог тела ко ]е  се котрл>а без клизан>а по н е по кр е ш о ] равни” , а 

1906, докторску  дисертади]у ” Трансформаци]а ]едначина динамике помойу линеарних интеграла кретаньа” . Б и о  

]е професор механике на К и е в с ко м  /1 9 0 6 —1 920/ и  Симферопольском /1 9 2 1 —192 3/ универзитету. П . В . 

Воротьец дао ]е разво]у аналитичке механике ве л ики  допринос.



А . Т . Г р и го р и и  — Б .Н . Фра длин____________________________________ _______

У чени к Суслова и Воронина А Н Т О Н  Д И М И Т Р Ш А  Б И Л И М О В И Ъ  /1 8 7 9  — 1970 / по  заврш етку

ф изичко—математичког факултета Ки^евског универзитета 1903. године задржан ]е на катецри теорийке  механике 

ка о  асистент. После одбране магистарске дисертаци)е ’Тедначине кретагьа конзервативних система”  /1 9 0 7 / добио 

I е зван>е п риват-доцента . БилмовиЬ ]е 1915. одбранио докторску  диеертащду ” Тангентна кретагьа крутог тела”  

и био поставлен за професора те орий ке  механике /а затим за ректора / Н овороси]ског /О деског/ универзитета. 

Године  1920. емигрирао ]е у  1угослави]у, где ^е радио д о  кра]а  ж ивота  као  професор рационалне /те о р и й ке / 

механике на Београдском универзигету. После пет година изабран ]е  за дописног, а 1936. за редовног члана 

Српске академи]е наука. За пет д е д е н ^а  активности у 1угослави]и БилимовиЬ }е припрем ио многе таленговане 

млаЬе научнике за научни рад. Н>ему припада виш е од  две стотине научних радова, ме!)у ко]има и н е ко л и ко  

уцбеника рационалне механике и  виш е математике, ко ] и су играли ве лику  улогу у  припреми мл ад их стручгьака. 

Низ БилимовиЬевих радова посвеЬен ]е динамици крутог тела и  принципим а механике.

Велика  заслуга А . БилимовиЬа ]есте прош ирегье и развитак тр ад ищ ф  ш ко л е  Суслова— Ворогьца у 

1угослави]и. П о и л о  ^е био  у  врху научних и  високих наставних установа, ко ]е  су одреЬивале прогрес аналитичке 

механике у 1угослави)и, Билим овий ]е за време од  педесет година, током  сво]их значащих научних истраживагьа и 

наставне делатносги, створио ]а ку  ]угословенску ш ко л у  аналитичке механике, ко ]о ] припада низ познатих 

научника, ко ]и  су у  сво]им радовима разви]али иде]е Суслова—В оргьаца—Б и л  имовиЬа. Т о ] ш ко л и  припада]у: 

ТА Т О М И Р  П. А Н Ъ Е Л И Ъ , Р А С Т К О  Д . С Т 0 1 А Н 0 В И Б  /1 9 2 6 -1 9 7 4 /,  В Е Л > К О  А . В У М Ч И Ъ , Б О Ж И Д А Р  Д . 

В У 1А Н О В И Ъ , Ъ О РЪ Е С. Ъ У К И Ъ  и др. Т о ] ш ко л и  припада делом сво]их радова и  син П . В . Ворогьца 

К О Н С Т А Н Т И Н  П. ВО РО НэЕЦ /1 9 0 2  — 197 4 / к о ]и  ]е  ж иве о  и радио у  1угослави]и. М ногобро]ни радови тих 

научника об]авл>ени су у  часописима }угослави]е, СССР—а и  других земал>а света и  представл>а]у знатан допринос 

разради фундаменталних проблема савремене аналитичке механике.

Т А Т О М И Р  П . А Н Ъ Е Л И Ъ , професор ]е Београдског универзитета, директор  Математичког инсгатута у 

Београду, редовни члан Српске академике наука и  уметности и  дописни члан Дугославенске академи]е знаности и 

ум]етности у Загребу и М е^ународне астрона}дичке академи]е у  Паризу. Познат ]е по  сводим радовима из 

аналитичке механике, посебно из те орб е  нехолономних система и  примена тензорских и матричних метода у 

механици. АнЬелиЬ се бави изучавагьем истори]е механике. О б ]авио ]е  низ радова меЬу корима су запажени они о 

изучавагьу научног рада Рукера Б ош ковиЬ а и  разво]у механике у С рпско] академики наука. Написао ]е и  виш е 

универзитетских уцбеника механике и  математике као  и  прилога о примени космичких истраживагьа у 

м ирнодопске сврхе. Осим тога, посвеНузе доста интересовагьа популаризаци]и науке и  технике.

Р А С Т К О  Д . С Т 0 1 А Н О В И Б  познат ]е п о  бро]ним  радовима из аналитичке механике и  механике 

континуума.

Научни радови проф. В Е Л э К А  А . В У Ж Ч И Ъ А  односе се на динамику об]еката /тачака, система тела/ 

променлэивог састава, аналитичке механике нехолономних система, те орбе  сгабилности кретагьа и примене



тензорских метода у механици.

Научни радови проф. БОЖИДАРА Д . ВУ1АНОВИЪА могу се поделите у три групе кеде се односе на 

разне области аналитичке механике: 1/ геометризащда кретан»а и пореме&ци неконэервативних динамичких 

система; 2 / проблеми динамичке симетрще /налажеше првих интеграла кретан>а динамичких система/; 3 / 

вари]адиони принципи неконэервативне механике.

Испигивагьа проф. ЪОРЪА С. БУКИНА припада]у области аналитичке механике и механике 

непрекидних средина.

Изнели смо научне везе у области механике у току неколико поколче гьа, успоставлэене измену научника 

Русине и  1угослави|е, ко)и су припадали школи Суслова—Ворогьца—БилимовиЬа.
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БЕЛЕШКА О ПИСЦИМА

А утори  ове публикащ це, ко ]а  се односи на рад ^едне научне ш ко л е  у области механике к о д  нас и  на 

н>ено п о р е кл о  у  знаменито] руско] ш ко л и  Суслова и  В о рош ц а , утледни су научници СССР—а па Ьемо овде изнети 

неке  податке о тьима.

А Ш О Т  Т И Г Р А Н О В И Ч  ГР И ГО Р 1А Н  /  А Ш О Т  Т И Г Р А Н О В И Ч  Г Р И Г О Р ь  Я Н /, роЬен ]е 1910. године; 

д октор  ]е ф изичко—математичких наука  и  професор универзитета. Због сводих значащих резултата у изучаван.у 

исгоризе наука  изабран ^е за редовног члана МеЬународне академи]е за историку наука. Има почасно зватье 

"заслуж ног научног радника РСФСР /Руска сов]етска федеративна соци]алисгичка реп уб л и ка /” , р уко в о д и  

сектором историке механике Института за историку п р и р о д но —математичких наука и  технике Академике наука 

СССР—а. Обавлэа велики , научно-организациони рад као п р в и  пош ред седник М е^ународне унтф  за историку и 

филозофи]у наука.

А . Т . Григор ]ан  ]е писац веЬег бро}а чланака и  посебних монографща из исторще механике.

БО РИ С  Н А У М О В И Ч  Ф Р А Д Л И Н  /Б О Р И С  Н А У М О В И Ч  Ф Р А Д Л И Н ;/ ро^ен ]е 1913 године, д октор  

ф изичко—математичких наука, професор. А утор  ]е ве лико г бро]а научних радова из механике и  истори)е механике. 

Професор ]е теорщ ске механике на К щ евском  политехничком институту.
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ПОГОВОР УРЕДНИКА

Ово дело познахих сов]етских исгоричара механичких наука А. Т. Гриюрута и В.И. Фрадлина 

представл>а знача]ан прилог и опшго] истории аналитичке механике и истори]и механике к од  нас. И пор ед  тога 

шго су аугори сво]у пажгьу посветили углавном истраживатьима П .ВВорогьцаи А .Д . БилимовиЬа, читалац може 

добиги основни увид и на научне прилоге и допринос аналигичко] механици наших паучника.

Са тог становишта овде, бар у овом поговору, треба навести и докторску дисертащду В)ачеслаЪа 

Жардецког /1 8 9 6  — 1 9 6 2  / „О кретагьу чврсгиог тела на криво] лишци” /Београд, 1923 / као и радове 

проф. др  ЪорЬа Мушицког о  примени принципа механике у теори]ско] физици, а посебно Пфаф—БилимовиЪевог 

принципа. В . Жардецки ]е сво]е сгваралаштво после неколико радова из аналитичке механике усмерио према 

теори]ско] хидромеханици, док  Ъ. Мушицки и дал>е посвеЬу]е сво]у пажгьу примени Пфаф—БилимовиЬевос 

принципа у механици.

Рада и до  потпуни]е слике наведимо да се к од  нас почетном овог века принципима механике и шиховом 

применом први бавио Коста СгоршоЪиЪ /1 8 6 7  — 1921 / ,  при чему треба поменути гьегов рад ” 0  основним 

принцип им а механике и ньихово] примени на физичке проблеме” /Београд, 1903 / .  И у радовима нашег познатог 

математичара Михаила ПегроЬиНа /1 8 6 8  — 19 4 3 / наилазимо на расправе ко]е се могу уюьучиги у садрЖа] ове 

юьиге. Ово се на]пре односи на ПетровиЬев рад ” Ехетр1ез р1ту5^^иез (1е иапзГогтаНоп дез едиаНопз де 

Ба^гап^е” (Б е Науге, 1929).

У прилогу ове юьиге изложене су библиографнде Г. К  Суслова и П. В . Воротьца. Библиографи]е 

ост ал их исграживача о  ко]има се говори у ю ьизи изоставл>ене су стога ш го су веЬ другде об]авел>ене. Тако ]е 

Српска академгда наука и уметности об]авила пагпуну библиографи]у Антона Д . БилимовиЬа /в . белешку 3 на 

стр. 2 3 /, а часопис ”Ди)алекгика” библиографи]у Татомира П. АнЬелиЬа /в . белеш ку на сгр. 4 5 /  итд.

Припрему ру копие а за штампу као и техничку опрему юьиге обавио ]е Драгам ТрифуноЪиН, исграживач 

исгори]е математике и механике код нас па заслужу]е захвалност у сваком погледу.

Татомир П. АнЬелтД
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