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PREDGOVOR 

Jedna od oblasti primenjene i industrijske matematike i operacionih istrazivanja 
Ciji se rezultati пајсевсе koriste и prakticnim problemima је Теопја lokacije. аеп
eralno govoreCi, problem spada и lokacijski ako је neka od promenljivih (nepoz
natih) и zadatku optimizacije lokacija nekog оЬ jekta (odnosno пјепе koordinate и 
dvo-dimenzionalnom ili tro-dimenzionalnom realnom prostoru). Zbog velikog broja 
primena, ova oblast se pocela razvijati i и teorijskom pravcu. 

Najcesca podela matematickih modela lokacije је па kontinualne, diskretne i 
mrezne. Kod prvih se nepoznate nalaze и kontinualnom prostoru, kod diskretnih se 
od datog broja ponudenih resenja bira опо koje optimizuje neki zadati kriterijum, 
dok se и mreznim optimalno resenje nalazi ili и temenu zadatog grafa ili mreze, 
i1i duz zadatih lukova. Dakle mrezni modeli mogu imati ili diskretna (и temenima 
grafa) ili kontinualna (duz lukova) resenja. 

U ovoj knjizi Ысе reCi samo о kontinualnim modelima. Prilikom izlaganja tru
dio sam se da materijal bude dostupan sto sirem krugu Citalaca, dakle пе samo do
diplomskim i posle-diplomskim studentima, vec i inzenjerima i drugim radoznalim 
Citaocima primenjenih matematickih disciplina. Minimalno predznanje iz matem
atike za pracenje veCine izlozenog teksta је па nivou Matematike 1 па matematickim 
i tehnickim fakultetima и Srbiji. 

Prva verzija ovog rukopisa nastala је 1988 godine kao deo skripata патеп
јепЉ studentima trece godine Fakulteta organizacionih nauka, а и okviru predmeta 
Matematicki modeli i metode. Skripta, koja su interno deljena studentima и ре
riodu od 1988 do 1993 dok sam predavao doticni predmet, pored Teorije lokacije 
sadrzala su i Visekriterijumsko programiranje. U ovoj knjizi deo tog rukopisa је 
prosiren i nekim mojim novijim rezultatima publikovanim и vodeCim casopisima 
Operacionih istrazivanja, а do kojih sam dosao sa svojim kolegama s kojima sam 
saradivao и poslednjih desetak godina. 

Izlaganje kontinualnih lokacijskih problema Ысе podeljeno и sedam odeljaka 
koja sadrze sledece: (i) и Uvodu se navode primeri primene, klasifikacije problema 
i istorijatj (ii) osnovni Min-Sum modellokacije jednog objekta (tzv. Veberov prob
lem) i osobine modela vezane za razliCite пабпе merenja rastojanja, obraden је и 
drugom odeljku; (Ш) prosireni Min-Sum modeli lokacije jednog objekta и kojima se 
razmatraju i razliCiti oblici и skupu ogranicenja, kao i razliCite nelinearne funkcije 
сНја, dati su и trecem odeljku; (iv) osnovni Min-Max modellokacijejednog objekta 
(tzv. Raulsov problem) izlozen је и cetvrtom odeljku; (v) dvo-kriterijumski zadatak 
predstavljen kao linearna kombinacija Veberovog i Raulsovog zadatka formulisan 
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је u petom odeljku; (vi) modeli lokacije vise novih objekata i (vii) Lokacijsko
alokacijski modeli, obradeni su u poslednja dva odeljka. Originalni rezultati autora 
izlozeni su u odeljcima (vi) i (vii). 

Pri izlaganju teziste се biti baceno па procedure, dok се se teorijski obraditi 
samo problemi koji su za ovu oblast fundamentalni. 

Zahvalnost dugujem pre svega svojim kolegama s kojima sam saradivao i za
jednicki objavljivao radove u poslednjih desetak godina: akademik Pierre Hansen s 
montrealskog ulliverziteta; Jack Brimberg s Kraljevske vojne skole u Kanadi; Jose 
Moreno s univerziteta La Laguna u Spaniji; Frank Plastria i Martine Labbe sa 
Slobodnog univerziteta u Briselu, Draganu Urosevicu s Matematickog instituta u 
Beogradu. 

Zahvaljujem se i recenzentu knjige profesoru Veri Kovacevic-УијСјс па korisnim 
sugestijama, koje su poboljsale kako naCin prezentovanja, tako i kvalitet izlaganja 
u knjizi. 

Zahvaljujem se Mariji Kuzmanovic па tehnickoj ротоСј, а i svojoj suptlzi 
Branki па kucanjtl delova knjige, kao i па dugogodisnjoj toleranciji, ра јој zapravo 
i posvecujem ovu knjigu. 

Autor 



1. UVOD 

Teorija lokacije је jedna od oblasti primenjene i industrijske matematike i ор
eracionih istrazivanja Ciji se rezultati najcesce koriste u prakticnim problemima. 
Generalno govoreCi, ргоЫет spada и lokacijski ako је neka od promenljivih (nepoz
natih) и zadatku optimizacije lokacija nekog objekta (odnosno пјепе koordinate u 
dvodimenzionalnom ili trodimenzionalnom геаЈпот prostoru). Zbog velikog Ьгоја 
primena, ova oblast se pocela razvijati i и teorijskom pravcu. 

Matematicki modeli lokacije пајсеБсе se dele па kontinualne, diskretne i mrezne. 
Kod prvih se nepoznate l1alaze u kontinuall1om prostoru, kod diskretnih se od datog 
Ьгоја ponudenih геБепја Ыга опо koje optimizuje neki zadati kriterijum, dok se u 
mreznim optimalno геБепје nalazi ili u temenu zadatog grafa ili mreze, ili duz 
zadatih lukova. Dakle mrezni modeli mogu imati ili diskretna (и temel1ima grafa) 
ili kOl1til1ualna (duz lukova) геБепја. U ovoj knjizi Ысе reci samo о kontinualnim 
mode1ima. 

Matematicki modeli teorije lokacije imaju za сНј da odgovore i па neka od 
sledeCih pitanja: 

(i) Koliko novih objekata treba otvoriti (postaviti)? 
(ii) Gde се oni biti 10ciral1i? 
(Ш) Koliko veliki (tj. kog kapaciteta) се biti svaki od otvorenih objekata? 
(iv) Кот novom objektu се biti pridodeljen (alociran) svaki od korisnika us

luga? 
Odgovori па ova pitanja naravno zavise od konkretnog ргоЫета koji se resava. 

Ako treba odrediti lokacije protiv-pozarnih stanica ili vozila za hitnu ротос, tada 
su nove lokacije u naseljenim regionima. Ako treba odrediti lokacije deponija ili 
hemijskog ili nuklearnog otpada, tada izbor pada па lokacije sto је moguce dalje od 
naselja. Ko1iko novih objekata i koje veliCine oni treba da budu, пајсеБсе је kom
promis izmedu сепе i kvaliteta usluge: vise servisa (novih objekata) poboljsavaju 
kvalitet usluge, ali povecavaju i сепи. Као odgovor па iv), korisnici se najcesce 
alociraju svom najblizem centru, mada u nekim slucajevima takvo rasporedivanje 
пе тога biti optimalno. 

1.1. Tipicni primeri primene. Dizajnimnje mreze. Gradske vlasti su su
осепе s ргоЫетот dizajniranja vodovodne i kanalizacione mreze. Pri tome treba 
odrediti lokacije sabirnih centara (odnosno mesta gde se voda ргегмије) tako da 
se minimizuje ukupna duzina cevi. 

Lokacija skladista. Neka kompanija zeli da odredi lokacije svojih skladista ШО 
Ы bila u stanju da brze i jeftinije usluzi klijente. Svaka moguca lokacija skladista 
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karakterise se fiksnim troskovima zakupa, transportnim troskovima ро jedinici robe 
do korisnika i ogranicenoscu svojih kapaciteta. 

Lokacija vatrograsnih brigada. Тreba odrediti lokacije fiksnog broja vatrogras
nih brigada u gradu, sa ciljem da se minimizuje maksimalno rastojanje od svake 
zgrade do njoj najblize brigade. 

Konkurentno lociranje objekata. Firma zeH da otvori novu radnju u gradskoj 
cetvrti gde konkurenti vec imaju radnje. Zahtevi kupaca za odredenom robom u 
toj cetvrti su poznati, аН Бе mogu i povecati uvodenjem nove prodavnice. Cilj је da 
se odredi gde otvoriti radnju da Ы se maksimizirao profit u uslovima konkurencije 
i podele trzista. 

1.2. Klasifikacija lokacijskih problema i modela. Lokacijski problemi i 
mode1i mogu se klasifikovati па razlicite nacine u zavisnosti od principa klasi
fikacije. Ako se posmatra topografija, lokacijski problemi se dele па kontinu
alne, diskretne i тreinej ро ob1iku funkcije сПја podela је па Min-Suт i Min
Мах modelej lokacijski mode1i mogu biti staticki i dinaтicki, jedno-kriterijuтski 
i vise-kriterijuтski, jedno-robni (single-coтodity) i vise-robni (тulti-coтodity), 
neogranicenog kapaciteta novih оЬ jekata (uncapacitated) i ogranicenog (capaci
tated), deterтinisticki i stohasticki, itd. Jednom recju gotovo sve moguce podele 
modela operacionih istraZivanja mogu se primeniti i па lokacijske probleme. Bilo 
је vise pokusaja u 1iteraturi da se izvrsi stroga klasifikacija svih lokacijskih modela 
(videti npr. Brandeau i СЫи (1989)), аН se ti pokusaji nisu odrzali jer se uvek 
moze паб lokacijski model koji ne upada ni u jednu od unapred odredenih klasa. 

Mi сето sada izloziti nekoliko najcescih nacina podele problema lokacije, а u 
kasnijem iilaganju drzacemo Бе ovog prvog. 

Kontinualni, diskretni i тreini тodeli. Jedna od osnovnih razlika izmedu loka
cijskih modelaje nacin па koji Бе predstavljaju promenljive. Ako novi objekti mogu 
biti locirani u ravni (R2 ) ili prostoru (R3 ), govori se о kontinualniт modelima: polje 
promenljivih је kontinuum, odnosno dopustivi skup јта beskonacno mnogo tacaka. 
Ako је skup mogucih lokacija unapred zadat аН treba odrediti neki njegov podskup 
tako da se optimizira neki kriterijum, tada је definisan diskretan lokacijski model. 
Mreini modeli јтаји elemenata i kontinualnih i diskretnih. Polje mogucih novih 
lokacija је bilo gde па zadatoj mrezij па njoj је skup cvorova (temena) konacan, а 
skup tacaka па lukovima koji Брајаји temena, beskonacan (kontinuum). 

Oblik junkcije cilja. U Teoriji lokacije najcesce Бе razmatraju dva tipa prob
lema: Min-Suт i Min-Max. U prvoj grupi funkcijom' cilja se minimizuje tezinski 
zbir svih rastojanja novih i fiksnih objekata. Na taj naCin se favorizuju "prosecni" 
korisnici, а zanemaruju udaljeni ili izolovani. Drugi tip funkcije сНја ravnopravno 
tretira sve korisnike tako sto se nalaze nove lokacije koje minimizuju maksimalno 
rastojanje izmedu postojecih i nepoznatih objekata. Ovi modeli se, па primer, 
koriste pri lokaciji TV odasiljaca ili lokaciji vatrogasnih brigada, gde i udaljeni 
stanovnici imaju ista prava kao i oni grupisani u gradovima. 

Broj novih objekata. Nacin па koji se mogu karakterisati lokacijski modeli је i 
broj objekata (servisa) koje treba otvoriti. U nekim problemima је ovaj broj un
apred zadat (npr. u Veberovom i lokacijsko-alokacijskom kontinualnom problemu, u 
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diskretnim i mreznim zadacimap-tezista i p-centra). Ovakve modele nazivamo еn
dogenim. Nasuprot пјјта su egzogeni modeli, gde је broj поујћ servisa nepoznata 
уеliсјпа i пјепа vrednost se dobija kao rezultat optimizacije. Као primer egzo
genih modela navescemo jednostavni lokacijski (ili zemljisni) рroЫеm (simple-plant 
location јlј uncapacitated jacility location) i problem pl'ekrivanja skupa. 

Dalje moguce podela епdоgепih modela (koji се se kasnije razmatrati) su па 
jednoobjektne, viseobjektne i lokacijsko-alokacijske. Оуе dve poslednje grupe mod
ela se opet mogu podeliti u dve grupe: bez illterakcije izmedu поуљ objekata i s 
interakcijom. Svaka od оуљ klasa i podklasa modela, matematicki posmatrallo, 
јmаји svoje teorijske specificnosti, ра se zato odvojeno razmatraju. 

Lokacijski pToыmji privatnog i javnog sektora. U privatnom sektoru, ulaganje 
i dobit od ulaganja se meri 110vсапim jedinicama. Dakle fUl1kcija сјЈја moze pred
stavljati minimizaciju troskova, maksimizaciju profita, ili dvo-ktiterijumski i jedl10 
i drugo. Оуј сјlјеуј Сјпе modele ovog tipa relativno jednostavnim. 

U јаупот sektoru, veliki broj сiljеуа koji se пе izrazavaju direktno поусет, 
takode treba uvesti u model. Ка primer, u lokacijama ћitnih medicinskih sluzbi, 
gubitak zivota se пе moze izraziti поусеm, ili odvozenje оравпЉ 11emijskih supstanci 
u zabacene krajeve, пе treba meriti сепоm prevoza. 

1.3. Kratak istorijat. Francuski matematicar Рјег de Ferma (1601-1665) se 
najcesce navodi kao prvi koji је postavio јеdап lokacijski problem: naci taCku trougla 
ciji је zblr rastojanja do temena minimalan. тu tacku је nazvao petom znacajnom 
tackom trougla. Galilejev ucenik, Toriceli (1608-1647) паvоdi se kao prvi koji 
је uspeo da resi zadatak konstruktivno: konstruisati јеdпаkоstгапiспе trouglove 
nad svakom stranicom, ва treCim temenom sa suprotne strane od unutraSnjosti 
pocetnog trougla (slika 2). Тraiena tacka nalazi se па preseku krugova opisanih 
oko ovih јеdпakоstгапiспih trouglova. 

Сауаliегј Torricelli Fermat 

SLIKA 1. Ко је prvi formulisao i resio jedan lokacijski prob!em? 

Batista СауаНегј (1598-1647) pokazuje da duzi koje spajaju "ТогјсеНјеуи tacku" 
s temenima trougla, obrazuju ugao od 120 stepeni. Sto godina kasnije (1750), еп
gleski matematicar Тотав Simpson (1710-1761) predlaze jednostavnije konstruk
tivno геSепје. Оп takode koristi jednakostranicne trouglove kao i Тогјсelј, а1ј 
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trazenu tacku пalаzi kao presek pravih dоЫјепih sрајапјеm поvih tеmепа jednako
stranicnih trouglova i datih temena эа suprotne strane (slika 2). Ove prave Sll kaэ
пјје пazvапе "Simpsonove prave" (tj. prave atal' a2a~ i аза~ па slici 2). U obadve 
navedene konstruktivne metode pretpostavlja se da su svi unutrasnji uglovi tl'ougla 
mапјi od 120 stepel1i. Ako to пјје slucaj, ollda је Toricelijeva tacka t1 temenu tupog 
ugla. U istom radu Simрsоп, kao zadatak za vezbu, паvоdi uорstепје па tеziпsku 
verziju problema: svakoj tacci trougla Рl"idоdеlјепа је tezina (neki геаlап broj); l1асј 
tacku takvu da је zbir tezinskih гastојапја od пје do tacaka trougla тјl1јтаlап. 

Na slici 2 је kопstГllisап i tl'ougao Ьt Ь2 ЬЗ opisan oko trougla odIedenog s tIi 
date tacke. Оп је zapIavo геsепје sledeceg pl'oblema (prvi Pllt fогmulisапоg 1810. 
gоdiпе u "Annals de Mathematiques Puгes et Appliquees", Уо! 1, stl'. 384): naci 
najveci jednakostranicni tl'ougao opisan oko datog trougla. U sledecem volumenu 
istog casopisa (1811) dato је i resenje: stгапiсе tгаzепоg trougla погшаlпе su па 
prave at аl' a2a~ i азаз (tj. па Siшрsопоvе prave). Kako је kasпiје prillletio Kuhn 
(1967) ovaj zadatakje verzija duala problel11a koji је postavio Ferl11a: ako је poznata 
Toricelijeva tacka (prilllal), tada је lako kопstгuisаti пајvесi opisan јеdпаkоstгапiспi 
trougao (dual) i obгnuto. Iпасе, ideja dualпоsti је јеdпа od fUlldашепtаlпЉ u l1leto
da.ma optimizacije: svaki орtil11izасiопi zadatak јmа svog parnjaka (dual) baziranog 
па suprotnostillla (Ш је пеМ vrsta dорuпе do сеНпе). Dual (parnjak) miпil1lizасiје 
је maksimizacija; relaciji ~ раrnјм је ~,itd. L" паБеm slucaju Toricelijeva tacka 
је rezultat miпiшizасiје, ра је dual rezultat maksimizacije povrsine opisanog jed
паkоstl-апiспоg trougla. 

SLlКA 2. Konstl-uktivna resenja nalaz.ellja pete znacajne tacke 
tIougla (. - fiksne taGke, * - ТопёеЩеУа tacka) 
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u 20. veku, austrijski ekonomista Veber (1909) predlaze tezinski model s tri 
tacke u problemu nalazenja lokacije fabrike, а s ciljem minimizacije transportnih 
troskova od fabrike do tri grupe snabdevaca sirovinama. Matematicki deo knjige 
u Dodatku napisao је Georg Pick, koji је пауео i geometrijsko resenje problema. 
Interesantno је da је uopstena tezinska verzija problema па т fiksnih tacaka kasnije 
vezana za Veberovo јте, iako оп пјје prvi пј predlozio model, niti ga је prvi resio. 
Оп је prvi nasao primenu modela u industriji (о daljim istorijskim detaljima, videti 
npr. Wesolowski, 1993). 

Pomenimo ovde jedan slican problem za koji se u literaturi ustalio naziv "Staj
nerov problem" (ЈасоЬ Steiner, 1796-1863), а koji se najcesce пе uvrstava u 10-
kacijske: naci mrezu minimalne duzine, tako da sve date tacke pripadaju mreii. 
Za tri date tacke, Stajnerov i Veberov (tj. Fermaov) problem јтаји isto resenje. 
Interesantno је Кићп-оуо (1967) zapazanje ро kome је Stajner potpuno "nevin" 
u Stajnerovom problemu: оп ga пјје пј postavio, пј resio ni prakticno primenio. 
Njegova zasluga је u bezuspesnim pokusajima da problem resi. Ipak, Kurant i 
Robins (Courant i Robbins, 1941) greskom problem nazivaju Stajnerovim, а kasnije 
se taj naziv ustalio i пјје bilo lako nazvati ga drugaCije bez opasnosti od konfuzije. 



2. LOKACIJA JEDNOG ОБЈЕКТА (VЕБЕRОV PROBLEM) 

Као sto је уес receno, u kontinualnom lokacijskom zadatku роlје mogucih novih 
lokacija (koordinata trazenih tacaka) је kопtilшtlm: treba izabrati tacke u ravni (ili 
prostoru) kojim se dostize тјпјтит ili maksimum nekog kriterijuma, gde је роlје 
mogucih resenja beskonaeno. 

Veberov problem se moze formulisati па sledeci пасјп: dato је т tacaka u ravni 
(а1,аз, ... ,ат) i т skalara (tezina) pridodeljenih svakoj tacki (W1,W2,,,,,Wm ). 

Naci tacku х za koju је suma tezinskih rastojanja do datih tacaka minimalna. 
Ako па primer а; = (~j), a~j», i = 1, ... , т, predstavljaju kool'dinate zgrada u 

nekom naselju u kome treba podiCi поуи robnu kucu s nepoznatim koordinatama 
х = (Х1,Х2), tada tezinski koeficijenti Wi koji se mogu pridodeliti zgradi, mogu 
predstavljati broj пјепЉ stanovnika. Funkcijom сјlја se minimizuje tezinski zbir 
rastojanja (ili сепа pl'evoza) do поуе robne kuce. :.v.Iatematicki model ovog problema 
је 

т 

(min)fw(x) = L Wj' d(x,ai), 
i=1 

gde su:· 
х = (Х1,Х2) - koordinate nepoznate lokacije; 
т - broj fiksnih (postojecih) lokacija ili korisnika, 
d(x, ај) - rastojanje i-tog korisnika do nepoznate lokacije, 
n; - broj elemenata i-tog korisnika, 
ri - jedinicna сепа prevoza i-tog korisnika, 
Wj = njri - tezinski koeficijenti pridodeljeni i-tom korisniku, 
ai = (ai i

) , a~j») - koordinate (1okacije) i-tog korisnika, 
fw - funkcija сilја Veberovog problema. 

8LIКA 3. Veberov problem s Euklidovom merom rastojanja 
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Ovaj model је model nelinearnog programiranja, bez prisustva skupa ogranice
пја, odnosno (1) је zadatak bezuslovne minimizacije ро х, jer је funkcija rastojanja 
d(x,ai) nelinearna. Poznato је da se d(x,ai) (odnosno d(ai,x),jer је funkcija ras
tojanja simetricna) moze predstaviti па vise naCina, sto је uslovljeno konkretnim 
problemom koji se resava и praksi. Sada се se izloziti osobine Veberovog problema 
za razliCite паапе merenja rastojanja. 

2.1. Euklidova metrika. Ako х i z pripadaju Rn, tada је njihovo Euklidovo 
rastojanje odredeno sa 

п 

d(x, z) = L (Х; - Zi)2 = "х - zl/2, 
i=l 

gde 1/ . 1/2 predstavlja Euklidovu normu. Funkcija сНја (1) sada ima oblik 

(2) 
m т (П ) 1/2 

(min)fw(x) = ~ щd(х, ai) = ~ W; ~ (хј - аУ»2 

U nelineranom programiranju (NP) osnovno је pitanje da li је konkretan prob
lem konveksan ili пе, iz razloga sto se konveksni problemi daleko lakse resavaju. 
SledeCi stav govori da је funkcija сЩа Veberovog problema konveksna. U daljem 
tekstu ograniCicemo se па slucaj п = 2, iako vecina stavova koji се biti navedeni 
vaze i и opstem slucaju, tj. za svako п ~ 2. 

STAV 1. Ako su а; = (a~i),a~i» niz datih tacaka и R 2 duiine т, tada је fw 
definisana sa (2), konveksna junkcija. 

DOKAZ. Dovoljno је dokazati da је d(x, ai) konveksna za svako i, jer је pozi
tivna linearna kombinacija konveksnih funkcija konveksna. Dokazacemo da је kon
veksna sledeca funkcija: 

(3) g(x) = d(x,z) = (Х1 - Zl)2 + (Х2 - Z2)2)1/2, 

odnosno da vazi: 

(4) g«l - л)х' + лх") :::; (1 - л)g(х') + лg(х") 
za svako л Е [О, 1] i х', х" Е R2. Koristicemo poznatu tzv. nejednakost trougla, 

d(p + q, z) :::; d(P,z) + d(q, z), 

gde su р = (Р1, Р2), q = (q1, q2) tacke u ravni. Ova nejednakost vazi za svaku 
funkciju rastojanja (metriku), ра i za Euklidovu. Опа zapravo tvrdi da stranica 
trougla пе moze biti veca od zbira druge dve stranice. Ђoazeno tvrdenje konvek
snosti se dobija zamenom vektora р i q и nejednakost trougla па sledeCi пасјп: 
р = (1 - л)х', q = лх", tj. 

g«(l - л)х' + лх") = d(l - л)х' + лх", z) = d(p + q, z) 

:::; d(p, z) + d(q, z) = d((l - л)х', z) + d(лх", z) 

= (1 - л)d(х', z) + лd(х", z) = (1 - л)g(х') + лg(х") о 
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Stavom 1 dokazano је da (2) predstavlja zadatak (bezuslovnog) пеliпеашоg 
konveksnog programiranja, u kome se za uslove prvog reda nalazi gradijent 

"\1ј ( ) = (81w 81w
) 

w Х 8' 8 ' Х1 Х2 

gde је 

(5) 
81 = ~ щ. (Хј - aJi)) , 

~ ј = 1,2. 
8Хј i=l d(x, ai) 

OCigledno su parcijalni izvodi pl"ekidne funkcije ра lw(x) nije glatka. Tacke 
prekida su postojece lokacije, tj. za Х = ai, jer је d(ai, ai) = о. SledeCi stav 
odreduje uslove pod kojima је optimalno resenje u nekoj od fiksnih tacaka. Оп 
prestavlja uopstenje tvrdenja izlozenog ranije, а koje se odnosi па tri tacke: kod 
trougla s jednim uglom ~ 1200, Veberova tacka se nalazi u tell1enu tupog ugla. 

STAV 2. Funkcija lw (Х) dostiie тiniтuт и јеЈnој od fiksnih tacaka 

_ «г) (т)) {1 } ат 0- а1 ,а2 ,Т Е , ... , т 

ako i saтo ako vaii 

(( 
m «г) (i)))2 (т «г) (i)))2) 1/2 

"""' Wi· а1 - а1 """' Wi· а2 - а2 
СГ = ~ + ~ ~Wr 

i=l d(ar , (li) i=l d(ar , ai) 

DOKAZ. Ыеја dokaza је da se pokaze da је razlika desne i leve strane gошје 
nejednakosti zapravo minimalna vrednost izvoda ро pravcu funkcije lw u tacki аг. 
Ako је ta ll1illimallla vredllost llellegativlla (dovoljall uslov), sledi da је 1 w rastuca 
ро svim pravcima iz аг, OdllOSllO da је ат miпimUll1. О brlluto , ako је аг ll1illimull1 
(potreball uslov), tadaje i izvod ро svakom pravcu iz tacke аг (ра i ро ll1illimalllom) 
llellegativan. PokaZimo sada da је razlika deslle i leve strane llejedllakosti iz ovog 
stava vredllost izvoda ро pravcu 1 w (аг ). 

Obelezimo оуи llejedllakost sa Ri + т:::; w;, i posmatrajll1O fw(ar + tb), gde 
је Ь = (Ь1 , Ь2 ) jedilliclli vektor (bI + Ь~ = 1): 

m 

lw(ar + tb) = L wid(ar + tb, ai). 
i=l 

Lako se moze pokazati da је izvod ро pravcu odredellom sa vektorom Ь u tacki 
arjednak 

Sada сето pokazati da је minimalni izvod ро pravcu jedllak W r - V Ri + R~, 
sto је zapravo razlika deSlle i leve stralle llejedllakosti iz ovog stava. 

mill (wr + Ь1Љ + b2 R2 ) = min (wr + b1 R 1 + R 2V1- bi) 
(ы1ь2)) ы1 
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Nаlаzеl1јеш шil1iшuша (ро jednoj nepoznatoj) i kогisсеl1јеш uslm'a bi + b~ = 1, 
dоЫјашо resel1je 

Ь' - _ R1 . Ь' _ R2 
1 - Ј Rf + R~ , 2 - Ј Ri + R~ 

Zашеl10Ш dobijellih Vl"edllosti za bi i Ь:; u fогпшll1 za izvod ро ргауси, dobija 
se 

Ь• Ь· ..;.).) 
W r + l R1+ 2R2=Wr - Ri+Щ' 

Ako је ат шil1iШl1П1 fl1l1kcije f w (х), tada је f w rastl1ca ро s\'аkош Pl-аVСl1 iz ат , tj. 
l1јеп шiпiшаlаl1 izvod ро praVCl1, W r - JRf + R~, шога biti nenegatival1. OCigledno 
vazi i obrnuto. О 

Pre l1ego sto predemo па шеtоdе l"eSavallja Vebel'ovog zadatka, па\'еsсешо drugi 
lokacijski шоdеl сјје se resel1je шоzе dobiti u anаlitiсkош obIiku. То је ргоЫеш 
l1alazel1ja tezista i1i centroida, gde se uшеstо d(x, ai), l"аzшаtl"а d2 (х, ај), 

т 

(6) Јс(Х) = L: wjd2 (x, ај) 
;=1 

Izjednaca\'anjem parcijalnih izvoda ful1kcije Јс(Х) s l1ulош, dobija se resel1je 
koje se naziva teziste ili celltroid: 

(7) хј = ~aY) /~Wj, ј = 1,2. 

Рl"iшеtiшо da za Wi = 1 resellje (7) predstavlja агitшеtiёku sredilll1 koordinata 
datill tacaka. Мма se Veberova tacka i celltroid mogu dosta razlikovati (videti 
sliku 4), u praksi se cesto resellje dato sa (7) pogresno kOl"isti kao resenje problema 
(2). 

у 

• 
1 О 

о Date lokacije 
"*' Toricelijel'tl tatka 
• ТеШtе (3/1, 112) 

х 

SLIKA 4. Zаdаtiш tасkaша аl (О, О), а2(1,1) аз(3, О), tacka 
tezista i Toricelijeva tacka su razlicite. 
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2.2. Metode resavanja problema s Euklidovom merom rastojaцja. 
Kako је fw(x) konveksna (stav 1) to se u resavanju moze koristiti bilo koja metoda 
bezuslovne minimizacije koja пе zahteva glatkost. Na zalost, u ovom slucaju konver
gencija klasicnih metoda је уеоmа spora u slucajevima kada је optimalna lokacija 
u nekoj od fiksnih tacaka. Iz tog razloga se prvo proveri da li је to slucaj (stav 2), 
ра ako nije, primeni se neka metoda bezuslovne minimizacije. Cak sta vise, fw(x) 
se moze jednostavno transformisati u glatku funkciju koriscenjem tzv. hiperbolijske 
aproksimacije: 

dH (Х, z) = Ј(Хl - ZI)2 + (Х2 - Z2)2 + с, 
gde је с proizvoljan mаН broj (Wesolowski i Love, 1972). 

U slucaju hiperbolijske aproksimacije, dodatni problem је numericka nesta
bilnost: vrednost funkcije сНја reformulisanog problema moze biti уеоmа blizu 
vrednosti originalnog zadatka, dok se njihova resenja (koordinate) mogu znacajno 
razlikovati. 

Drugi popularniji nacin nalazenja resenja Veberovog problema је u numerickom 
resavanju sistema nelinearnih jednacina 

(8) 
дј ~Wi'(Хј-а~) 
--~ -о 
дХј - i=1 d(x, ai) -, 

ј ~ 1,2 

Iterativnu metodu za nalazenje resenja sistema (8), prvi је predlozio Endre 
Weiszfield, 1937. godine (uzgred, njegovo pravo ime па poljskom је Andrew Уа
zonyi), ali је пјепа konvergencija dokazana tek sezdesetih godina (Kuhn i Кienne, 
1962). 

Ako se sistem (8) razlozi, kao 

т т w.a(i) 

L Wi L' ј Х·· - ј = 1,2 
Ј d(x а·) - d(x а·)' 

i=1 " i=1 ,. 

i kada se Хј, ј = 1,2 eksplicitno izrazi, dobija se 

(9) 
~а~i).щ/~ Щ 

Х. - ~_J~_ ~ 
Ј - i=1 d(x, ai) i=1 d(x, ai) , 

ј = 1,2, 

u kome su nepoznate Хl i Х2 па оЬе strane jednakosti. 
Ovaj ekvivalentni oblik predstavljanja uslova prvog reda (8), moze se iskoristiti 

za uspostavljanje iterativne procedure, sto је cest slucaj u numerickoj analizi (npr. 
Gaus-Zajdelova metoda resavanja sistema НпеаrnЉ јеdnабпа). Naime, zada se 
proizvoljno (pocetno) resenje (Хl,Х2), izracuna se desna strana jednakosti (9) za 
date хl i Х2, sto predstavlja nove vrednosti za Хј, ј = 1,2. Sada se te nove 
vrednosti иЬасе па desnu stranu, itd. Ovaj iterativni postupak se ponavlja sve dok 
dve uzastopne tacke nisu proizvoljno bliske. Као pocetno resenje najcesce se uzima 
tacka centroida х}С) definisana sa (7). 
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Obelezimo sa <Р(Хј) desnu stranu jednakosti (9). 
moze predstaviti kao 

Vajsfeldova metoda se onda 

(k) _ ((k-1» 
Хј -<РХј , ј=1,2; k=1,2, ... 

gde је k broj iteracija. Na dokazu konvergencije se песето zadrzavati (videti па 
primer Brimberg). U vektorskom obliku, Vajsfeldov iteracioni postupak ima sledeCi 
oblik: 

X(k) = x(k-1) _ \7 !(x(k-1»/ (~ Wi ) 
L.J d'(x(k-1) а·) , 

. i=l' , • 

gde је gradijent dat sa 
m ((k-1) ) 

\lf(хk-1)=~ЩХ -ai • 
L.J d(x(k-1) - а·) 
i=l • 

Na slici 5 dat је listing podprograma и Fortran-u za resavanje Veberovog prob
lema Vajsfeldovom iterativnom metodom. Kriterijum zaustavljanja је predstavljen 
s dva parametra: iter - maksimalan broj iteracija; tol - bliskost kvadrata rastojanја 
dva uzastopna resenja. 

2.3. Pravougaono rastojanje. U gradskim uslovima, direktno rastojanje 
izmedu novih i postojecih tacaka odredeno Euklidovom metrikom, cesto је nere
alno. Vozila se krecu ро ulicama, koje se оЫспо seku pod pravim uglom. Iz tog 
razloga se и Teoriji lokacije razmatraju i modeli sa pravougaonom (ll) metrikom. 

Ako и (1) rastojanje odredujemo sa 
п 

(10) _ ~ (i) 
di(x) - L.J /Хј - ај /, i = 1, ... ,т, 

i=l 

odnosno za problem lokacije и ravni (п = 2) 
(i) (i) 

di(x)=di(x,ai)=/x1-al/+/x2-a2/' i=l, ... ,m 

tada funkcija сНја ima oblik 
m 

!w(x) = L щ . (/Х1 - a~i) / + /Х2 - a~п /) 
i=l 

(11) m m 

= L Щ/Хl - aii
)/ + L щlХ2 - a~i)1 

i=l i=l 

= !w(X1) + !w(X2) 

ра se problem svodi па dve minimizacije ро jednoj promenljivoj, odnosno problem 
је separabilan. SledeCi stav govori о konveksnosti. 

STAV 3. Fиnkcija Лх) = wlx - а' је konveksna, za svako W > О i а Е R. 

Dokaz ovog elementarnog stava prepustamo Citaocu (koristiti nejednakost tro
ugla i definiciju konveksne fиnkcije). 

Kako је zbir konveksnih funkcija konveksna funkcija, to su i !w(Xl), !w(X2) i 
!w(x) konveksne. Zbog separabilnosti !w(x), а и сНји nalazenja resenja problema 
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subroutil1e WEBER(n,x,y, w ,xo,yo,fun) 

real *8 xo,tol,yo,sw,xt,yt,fx,fy,fxx,fun 
real*8 x(500),y(500),w(500),d(500) 

* Parametri 
iter=100 
tol=1.d-5 

* ----- Pocetno resenje (хо,уо )-teziste 
xo=O.OdO 
yo=O.OdO 
do j=l,n 

xo=xo+w(j)*x(j) 
yo=yo+w(j)*y(j) 

enddo 
xo=xojsw 
yo=yojsw 
sw=1.d20 
it=O 

* ------------ Iteracije 
do while (it.lt.iter.and.sw.gt.tol) 

it=it+l 
fx=O.dO 
fy=O.dO 
fxx=O.dO 
fyy=O.dO 
do j=l,n 

d(j)=DSQRT( (хо-х(ј) )*(хо-х(ј) )+(уо-у(ј) )*(уо-у(ј))) 
fx=fx+w(j)*x(j) ј d(j) 
fxx=fxx+w(j) ј d(j) 
fy=fy+w(j)*y(j) jd(j) 

enddo 
xt=fxjfxx 
yt=fyjfxx 
sW= (xt-xo ) * (xt-xo ) + (yt-yo ) * (yt-yo ) 
xo=xt 
yo=yt 

enddo 
* --------- Funkcija cilja 'fun' 

fun=O. 
do j=l,n 

fun=fun+d(j)*w(j) 
enddo 
return 
end 

SLIKA 5. Fortranski kбd za Vajsfeldovu metodu resavanja Уе
berovog zadatka. 
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(11), preformulisacemo i razloziti problem (11) па nalazenje minimuma ро jednoj 
promenljivoj kao 

Р 

(12) min ј(х) = L til x - аи) 1, 
х 

i=1 

а(1) :< а(2) :< ... :< а(Р) 
" " " 

gde је р ~ т, ti ~ Wl (i = 1, ... ,р; 1 = 1, ... , т), х Е R, a(i) Е R. 
Razlog sto је р ~ т i ti ~ Wi izlozicemo па malom primeru. Pretpostavimo da 

је а(З) = а(4) = З i daje Wз = З i W4 = 7. Sumiranjem WЗIХ - а(З)1 +w4lx - а(4)1 = 
Зlх - 31 + 71х - 31 dobijamo clan tзlх - а(З)1 = 10lx - 31. Dakle, broj sabiraka 
(и slucaju kada dve date tacke imaju neku istu koordinatu) је smanjen za jedan 
(р = т - 1), а nova tezina tз је dobijena kao zbir Wз + W4 = 3 + 7 = 10. Izvod 
funkcije (12) ima oblik 

(13) 
i Р 

ј'(х) = I: tj - I: tj, a(i) < х ~ а(Н1) 
ј=1 ј=Н1 
Р 

I: tj, х> а(Р) 
ј=1 

Dakle, ј(х) је deo ро deo linearna i konveksna funkcija. 
SledeCi stav daje uslove za nalazenje minimuma funkcije (12), odnosno uslove 

za nalazenje indeksa i* za koji је х* = a(i"). 

STAV 4. Pri resavanju zadatka (12)-(13), obeleiimo sa i* indeks za koji vaii 

(14) 
i" -1 1 Р i" 

81 = L tj < 2" Ltj ~ Ltj = 82· 

ј=1 ј=1 ј=1 

Ako је ispunjena 8troga nejednakost и (Ц), tada је х* = a(i"), а ako и (Ц) vaii jed
nakost, tada је optimalno теЛеnје bilo koja vrednost па intervalu х* Е [а (i") , а (i" + 1)]. 

DOKAZ. Koeficijent pravca u (13) oCigledno raste s rastom indeksa i, ра za 
neko i* (gde izvod mепја znak ра i ј(х) dostize minimum) vazi 

i"-1 Р i" Р 

L tj - L tj < О, Ltj - L tj ~ О. 
ј=1 j=i* ј=1 j=i"+1 

Ove dve nejednakosti se lako mogu svesti па izraz (14). о 

Poslednji stav omogucava formiranje jednostavne procedure nalazenja resenja 
zadatka (11). 

Algoritam 2. 
Za svaku koordinatu 1 = 1,2, ponoviti sledece korake: 

. Korak 1. Inicijalno је р = т i ti = щ, i = 1, ... , т. 
Korak 2. Urediti koordinate u neopadajuCi niz ар) ~ а?) ~ ... ~ а}т) 
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SLIKA 6. Primer za Veberov problem s prayougaonim гastојапјеm. 

Korak 3. Redukoyati problem u slucaju da su пеkе kоогdiпаtе jednake: поуј 
niz се imati р razlicitih elemenata sa tezinama ti, i = 1, ... ,р. 

Р 

Korak 4. Izracunati 8 = ~ 'Е ti 
- ;=1 

Korak 5. i := 1 
Korak 6. NaCi 81 i 82 kao u (14). 
Korak 7. Ako је 81 < 8 < 82, nadeno је resel1jeza l-tu koordil1atu kao 

xi = a)i); ako је 81 < 8 = 82, tada је xi = [aji),aji+1)]; и suprotl10111 i = i + 1 i 
preCi па korak 6. 

Ргјшег 1. Koordil1ate fiksпil1 taCaka su а1 (О, О), а2 (1,2) i аз (2, 1) (Slika 6), а 
tezil1e W; = 1. NaCi Veberoyu tacku za ргаvоugаопо rastojanje. 

Resenje. Problem se syodi па паlаzеl1је minimuma sledece dve (Јео ро deo 
lјпеаrnе funkcije 

(тјПН1(Х) = IX11 + IX1 - 11 + IX1 - 21, 

(min)!2(x) = IX21 + IX2 - 21 + IX2 - 11· 

Kako је f1(х) == ћ(х), to сето izloziti korake algoritma sашо za!I (а'). Sa slike 7 
је jasno da је х' = (1,1). Provericemo i da lј сето dobiti resenje xi = 1 ргimепоm 
gornjeg algOl-itmа. 

Korak 1. р = 3, t1 = t2 = tз = 1 
(1) (2) (3) . , 

Korak 2. а1 ~ а1 ~ а1 ++ О :::; 1 ~ 2 
Korak 3. Nema redukcije jer su sve koordinate razlicite. 
Korak 4. 8 = 3/2 
Korak 5. i = 1 
Korak 6. 81 = О, 82 = t1 = 1 
Korak 7. 0< 3/2 < 1 - пiје; i = 2 (drllga iteracija) 
Korak 6. 81 = tl = 1, 82 = t1 + t2 = 2 
Korak 7. 1 < 3/2 < 2 - jeste -+ i* = 2 -+ xi = a~2) = 1; KIoaj. 

2.4. lp rastojanje. Pretpostavimo da se rastojanje u Veberovom lokacijskom 
ргоыlшuu odreduje sa lр fUl1kcijom, tj. 

_ _ ((i) (i) )11Р (15) dp(x,ai) - di(x) - IX1 - а1 IP + IX2 - а2 IP ,р ~ 1, р Е R 
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-1 2 

SLIKA 7. Minimizacija deo-po-deo linearne funkcije iz Primera 1. 

u nekim realllim pl'oblemima Ьоlје је pretpostaviti da р Е (1,2) llego da је 
р = 1 iIi р = 2. Na ргјmег, па americkim autostradama ustanovljeno је da је 
пајЬоlја metrika za р = 1.41. 

Pt-avougaono i linijsko (Euklidovo) rastojanje su ocigledno specijalni slucajevi 
lј> rastojanja, odnosno za р = 1 ili р = 2, dobijaju se odgovarajuce formule za оуе 
funkcije rastojanja. Na slici 8 data је 1;; fUllkcija od tacke (О, О) do (1,1) u R 2 , za 
razlicite vrednosti р Е [1,2]. 

i 
I 
I 

1 'r-----"-л1i х I f ' 
! ;1 
I Р/=2 I I . 
! I I 

!~' / I р=1 I У / ! 

'

1 //. })/ I 
. // ...--.----- ! 

I /-:.-. ..-- I 
........... , .•• ""': ................................................. ··················································f···............... . ....................•.• 
о ! 1 

SLIKA 8. lj>-rastojanje za razliCite vrednosti р (Р1 > Р2), 

Funkcija rastojanja od koordinatnog pocetka do bilo koje tacke и posmatranom 
prostoru naziva se погmа, tj. dp(O, х) = Ilxllp • Na slici 8 date su dakle norme za 
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х = (1,1) i razlicite vrednosti parametara р: d2 «0, О), (1, 1)) = 11(1,1)112 = V2; 
d1«0,0), (1,1)) = l'(l,l)Њ = 2. Primetimo daje dp1(0,x) < dp2 (0, х), ako је 
Рl > Р2· 

Lako se moze proveriti i da zap-+ оо, dp(x, ai) postaje тах {IXl-а~i) 1, IX2-a~i) '}. 
Ova funkcija rastojanja (loo) se zove Cebisevljeva funkcija. U gornjem primeru је 
doo«O,O), (1, 1)) = 11(1,1)1100 = 1. 

SledeCim stavom se dokazuje da Veberov problem sa lp rastojanjem spada u 
klasu konveksih programa. 

STAV 5. Funkcija 
m 

(16) 
i=l 

је konveksa, gde је dp(x, ai) definisano sa (15). 

DOKAZ. Kako је zbir konveksnih funkcija, konveksna, dovoljno је dokazati (kao 
u dokazu stava 2.1), daje dp(x,ai) konvevksna. U dokazu се se pored nejednakosti 
trougla koristiti i poznata nejednakost Minkovskog 

(t lak + (JkIP) l/p ~ (t laklP) l/p + (t l{JkIP) l/P, 
k=l k=l k=l 

gde је р ;::: 1, а ak i {Jk realni brojevi. 
Obelezimo sa у' = х' - а i у" = х" - Щ, gde su х' = (x~,x~) i х" = (x?,x~). 

Tvrdenje sledi ро sledecem nizu nejednakosti i jednakosti: 

dр(ЛУ~ + (1 - л)у?, лу~ + (1 - л)у~) 

(nejednakost trougla) 

~ [(lлу~1 + 1(1- л)у~IР) + (lлу~1 + 1(1- л)У~lр)]l/Р 
(nejednakost Minkovskog) 

~ (lлу~IР + Iлу~IР)l/р + (1(1- л)у~IР + 1(1- л)у~IР?/Р 

= Л(lу~IР + ly~IP)l/P + (1- л)(lу~IР + ly~IP)l/P 
= лdр(У~,У~) + (1- Л)dр(У~,У~). о 

Analogno stavu 2, dacemo potreban i dovoljan uslov da optimalna lokacija bude 
u fiksnoj tacki ат. 

STAV 6. fw(x) dostiie minimum и fiksnoj tacki ar(al' а2) ako i samo ako vazi 

(17) (IR1IP/(P-l) + IR2IP/(P-l) (p-l)/p ~ W r , za р > 1 

(18) тах {IR11, IЉI} ~ W r , za р = 1 

gde је 
m щ. sign(ak - a~i»)lak - а~i)IР-l 

(Џат , ai))p-l 
k = 1,2 
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DOKAZ. Primetimo da је Rk jednako parcijalnom izvodu funkcije (16) и tacki 
Х = ат, Dokaz zatim sledi analogno dokazu stava 2. Leva strana nejednakosti (17) 
nije definisana za р = 1. Uvodenjem smene р' = р/(р - 1) i trazenjem limesa (17) 
pri р' -+ оо, dobijamo trazeno tvrdenje (18) (za р = 1). О 

Kako ј(х) oCigledno nije glatka, to se umesto di(x) uvodi сЦх) kao 

(19) di(X) = {[(Х1 - aii))2 + еу/2 + [(Х2 _ a~i))2 + е]Р/2} l/Р , е> О. 
Nova funkcija сilја /(х) = I:, t;di(x) је glatka za svako х. Ova tzv. hiperbolicka 
aproksimacija se uvodi i iz razloga sto је ЛХ) takode strogo konveksna, ра se па 
пјој mogu primeniti metode ne1inearnog programiranja (NP) prvog reda. 

STAV 7. Funkcija /(х) је strogo konveksna. 

DOKAZ. Da Ы se dokazala stroga konveksnost funkcije сЦх), dovoljno је do
kazati da је пјеп Hesijan pozitivno definitna matrica (svi glavni minori su veCi od 
nule), sto prepustamo Citaocu. О 

Prirodno pitanje је, koliko su resenja problema s funkcijom rastojanja (15) i 
(19) bliska, odnosno koliko је dobra hiperbolijska aproksimacija lp rastojanja и 
resavanju Veberovog problema? Odgovor daje sledeCi stav. 

m 
STAV 8. тах{/р(х) - јр(х)} ~ 2 1 /р . е 1 /2 . I:, Щ. 

i=1 

DOKAZ. Dokazimo prvo nejednakost lр (Х) - јр(х) ~ 21/р . е1 /2 koriscenjem 

nejednakosti Minkovskog. Uvedimo smene У1 = IXl -a~;) 1; У2 = IX2 _a~i) 1; УЗ = е 1 /2 

Ј;(х) = [(Y~ +y~)P/2 + (Y~ +y~)P/2]1/P 

:::; [((У1 + уз)2)р/2 + ((У2 + уз)2)Р/2] 1/р 

= [IY1 + узlР + IY2 + УзI Р] 1/р (nejednakost Minkovskog) 

~ [IYII P + IY2I P] 1/р + [lузlР + IУзIР] 1/р 
= d;(x) + 21 /р . е1 /2 

Skalarnim mnozenjem sa w = (W1, ... , W m ) leve i desne strane gornje nejednakosti, 
dobija se trazeno tvrdenje. О 

Iz prethodnog stava је jasno da su resenja hiperbolicke aproksimacije i odgo
varajuceg Veberovog problema, proizvoljno bliske. Potrebno је izabrati mali broj 
е i zadatak resiti bilo kojom varijantom gradijentne metode NP. Ра ipak, i па 
ЛХ) se najcesce primenjuje Vajsfeldova metoda. Ostavicemo citaocu da posle iz
jednacavanja parcijalnih izvoda /(х) sa nulom, nade Vajsfeldovu iterativnu formulu 
и kojoj se za р = 2 i е = О dobija jednaCina (9). 



3. LOKACIJA JEDNOG ОБЈЕКТА - PROSIRENI MODELI 

u ovom ode1jku navescemo samo neka od velikog broja mogucih prosirivanja os-
110Vl1og mode1a kOl1til1uall1e 10kacije jednog objekta. Pri tome se, zbog ogral1icenosti 
prostora песето upustati u teorijske deta1je, vec сето ukratko navesti procedure 
kojima se prosireni mode1 svodi па osnovni. 

3.1. Lokacijska ogranicenja. Ako postoje neke 10kacije u kojima se пе moze 
graditi novi objekt, bi10 zbog re1jefa (jezera, p1anine i sl.), 1judskog faktora itd., tada 
govorimo о lokacijskim ogranicenjima. Skup dopustivih lokacija obe1ezicemo sa D. 
Tada prosireni mode1 ima oblik 

(min)fw(x) = I:щd(х,аi), Х Е D. 

Iz1ozicemo jedan jednostaval1 algoritam za resavanje ovog zadatka. 

Algoritam 3. 
Korak 1. NaCi bezuslovni minimum zadatka (1) i obeleziti ga sa х; 
Korak 2. Proveriti da Н је tacka х dopustiva (х Е D), ako jeste, kraj; 
Korak 3. NaCi podskup dopustivog skupa koji је vid1jiv iz tacke х. 
Korak 4. х* је najbliza sa х а pripada podskupu odredenom u koraku 3 (tj. 

х* је najbliza dopustiva, а vidljiva iz х). 
Stroza definicija vid1jivosti је: х* је vidljiva iz tacke х ako i samo ako пе postoji 

tacka У па duzi koja spaja х i х*, takvo da У ~ D. Za slucaj da је D po1igon (Ш 
1.ll1ija konveksnih poligolla), Hansen, Peeters i Thisse (1979) pred1azu efektivllu 
:netodu za llalazenje optimallle lokacije, па kojoj se песето zadrzavati. 

3.2. Nelinearna zavisnost funkcije cilja od rastojanja. Iako је f(x) llе
linearna fUllkcija, u formuli (1) zavisllost funkcije, od rastojanjaje lillearlla. Drugim 
reCima, ako obelezimo sa Yi = di(x), tada је (1) liпеаrпа funkcija ро У, 

1n 

f(y) = L ЩУi· 
i=1 

Navescemo neke primere u kojima је bolje pretpostaviti llеliпеаrпоst fUllkcije 
f od rastojallja У, tj. пеka је Gi[di(X)] nelinearna fUllkcija. 

Primer 2. Cesto realna situacija nalaze i uvodenje u model fiksllih troskova 
trallsporta k i iz datih tacaka ai, tj. 

Gi[di(x)] = {ki + щdi(х), X:f; ai, i = 1, ... , т 
О, х = ai 

Algoritam kojim se resava ovaj problem ima sledece korake: 
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AIgoritam 4. 
т 

Korak 1: resiti lokacij8ki ргоЫеm s funkcijom сјlја L (kj + wjdj(x») (8 loka-
;=1 

cijskim ogranicenjima iIi bez пјЉ) Vajsfeldovom metodom; 
Korak 2: uporediti vrednosti funkcije сilја u х sa ai, i = 1, ... , т i паСј 

trazenu пајmапјu vrednost kao х* = argmill{j(x*), ј(аl),"" ј(аm)}. 

Ргјшег 3. Eksperimentalno је utvrdeno da mјпјmаlпо vreme dolaska hitniIl 
sluzbi opada s роуесапјеm гаstојапја i da је Сј strogo kопkavпа za kratka rasto
јапја, а linearna za velika. Matematicki se оуј uslovi mogu zapisati kao 

C;[dj(x)] = k; + w;df(x), а Е (0,1), х 1= ај 
Metoda геэауапја ovog probIema za Euklidovo гastојапје је sliспо \Veiszfeld-ovoj 
(Cooper 1968), оdпоsпо iz izјеdпасаvanја gradijenta s пulоm, nalazimo itегаtivпu 
formulu kao (videti (9»): 

ј = 1,2. 

т 

Kako ј(х) = L Ci[di(X)] пiје konveksna funkcija, doNjena tacka пјје gагапtоvапо 
~1 2 

glоЬalпi тјпјmuш. Medutim, za ргаvоugаопо гastојапје d(x, ај) = L /Хј - аЈ/ 
vazi sledeCi sta\', koga песеmо dokazivati: ј=l 

STAV 9. (Wendell i Hurter 1973) Sve optimalne lokacije (ako ih јта vise od 
jedne) pripadaju tackama preseka pravih paralelnih koordinatnim оаата, koje pro
laze kroz ај. 

KoristeCi оуај stav nlOguce је kO!lStruisati proceduru nalazenja optimalnog 
геэепја prebrojavanjem 8vih tacaka preseka pra\1h iz gorl1jeg stava (s1ika 9). Detalje 
algoritma ostavljamo Citaocu kao уеЉи. 

а ., 

а. 
х* 

SLIKA 9. Орtimаlпо resenje х' је па preseku pra'v'iIl paralelnih osama. 

Ргјmег 4. Ako se putni troskovi mere gubitkom koriSllosti, tada Ci[d;(x)] 
raste s rastojanjem i strogo је konveksna. Оуај slucaj је redi u praksi, mada se 
teorijski najlakse resava (Јоkalnј optimum је i globalan). Оуо se moze matematicki 
formulisati kao Ci[dj(x)] = k; + w;df(x), а> 1. 
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Primer 5. U оvош ргiшегu, ргеtроstаviшо sашо da је Ci (-) rastuca i nepl'e
kidna od rastojanja, tj. da se radi о lokacijskom ргоЫешu 

т 

(шiп)f(х) = L CMi(X)]. 
i=l 

Posto је zbir nepl'ekidnih funkcija takode neprekidna, sledi daje i Ј(Х) neprekidna. 

Sledeci stav odreduje oblast u kojoj treba traziti globalni шiпiшum ovog nekon
veksnog zadatka. 

STAV 10. (Wendel1, Hurter, 1973) Globalni тiniтun leii и konveksnoт oтotacu 
tacaka аl, ... ,ат. 

Koriscenjem ovog stava i tehnike grananja i ogradivanja, za resayanje zadatka 
iz primel'a 5, predlozena је шеtоdа Veliki kvadrat - тali kvadrat (Big Square -
Sтall Square) (НаПБеп, ТЫББе, 1981). 

Algoritam 5 (Veliki kvadrat - тali kvadrat). 
т 

Korak 1: Izabrati poeetnu tacku Хо = ~ L ai koja pripada kопуеksпош 
i=l 

ошоtасu (КО) tacaka {аl' ... ,ат} i пасј 1 = Лхо) 
Korak 2: Podeliti konyeksni ошоtае КО (а!, ... , ат) па zone (kvadrate) i паб 

m 
donju granicu svake od zona, tj. Ј •. = L Ci[di(Zj )], gde је diјашеtar di(Zj) = 

-·Ј i=l 

(шiп)d(аi, Zj) - najkraee rastojanje izшеdu ai i zone Zj. 
Korak 3: Eliminisati sve zone Zj za koje vazi !..Z > f. 
Korak 4: ako је dijametar пееliшinisаnih zona шanјi od proizvoljno malog 

broja €, kraj. 
Korak 5: izraeunati yrednosti f u proizvoljnim taekama пееliшiпisanih zona 

(па primer u centru) i опи gde је f пајmanја oznaciti Ба 1. Podeliti preostalu 
oblast па јо!! mапје zone tj. preCi па korak 2. 

SLJKA 10. llustracija zona u metodi Veliki kvadrat - тali kvadrat 

Resenje dobijeno ovom metodom је aproksimacija optimalnog resenja. Veliki 
kvadrat - mali kvadrat se jednostavno uopstava za reSayanje problema s lokacijskim 
ogranieenjima. 
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Metoda Veliki kvadrat - mali kvadrat se moze podesiti i za resavanje ovog 
zadatka, tako sto se S podeli u konacnu familiju konveksnih poligona. Medutim, 
ako su до linearne, problem је lako resiv, tj. 

m 

(mах)Љ(х) = L щd(аi, х), х Е S 
i=l 

STAV 11. Ako ви D i linearne funkcije i S poligon ili unija konveksih poligona, 
tada је optimalno resenje и temenima poligona. 

DOKAZ. Zaista, ako su funkcije Di(·) opadajuce, tadaje funkcija Ј(х) konkav
па, а ako su Д(.) rastuce, tadaje f(x) konveksna, jer је di(x) konveksna (ро stavu 
1). 

Ро poznatoj teoremi NP minimum konkavne (Пi maksimum konveksne) funkcije 
se nalazi па rubu oblasti S. Ako је S poligon, ili је unija konveksnih poligona, ор
timalno resenje anti-Veberovog problema se moze dobiti jednostavnim racunanjem 
funkcije cilja u svim rogljevima poligona S. О 

1 u оуој vrsti problema moguce је formulisati funkciju сПја па razlicte nacine. 
Pored Min-Sum oblika, moguce је posmatrati i Min-Max zadatak. 



4. RAULSOV PROBLEM, Min-Max KRITERIJUM 

OCigledno је da УеЬетоу model zapostavlja izolovane korisnike usluga, odnosno 
УеЬетоуа tackaje najbliza "prosecnom" korisniku. Zaista, ako se fw(x) podeli kon
stantom W = L Шi, tada su тевепја (tj. х*) ртоblета (min)fw(x) i (min)fw(x)jW 
jednaka. S druge strane, fw(x)jW predstavlja srednju (prosecnu) vrednost rasto
јanја od korisnika lociranih и ai, i= 1, ... , т, i поуе lokacije х. Iz tog razloga је 
и knjizi Theory ој Justice Rauls (1971) predlozio ravnopravno tretiranje i naselje
пЉ i nenaseljenih mesta и izboru поуе lokacije, па primer bolnice, stanice hitne 
роmоб ili vatrogasne brigade. U ovim slucajevima stanovnik па periferiji grada 
Ы trebao da ima ista ртауа za hitnom intervencijom kao i stanovnik и centru. Za 
razliku, dakle, od Min-Sum kriterijuma, predlozen је Min-Max kriterijum, ро kome 
se minimizira maksimalno tezinsko rastojanje izmedu novog i postojecih objekata. 

(21) (min)fR(x) = m~{w;di(X)} i = 1, ... , т. 
t 

Za lokaciju televizijskih odasiljaca, radara i slicno, tezinski koeficijenti nisu bitni 
ра su svi koeficijenti jednaki 1, odnosno 

(22) (min)fR(x) = m~{di(x)} i = 1, ... ,т 
• 

Sada се biti izlozena drugacija ekvivalentna formulacija Raulsovog problema и 
opstem slucaju (odnosno za lp, р > 1 rastojanje), s ciljem da se problem svede па 
zadatak konveksnog nelinearnog programiranja: 

(min) z 

р.о. W; . dp(x, ai) ~ z, i = 1, ... , т. 

Zaista, dobijeni model је konveksan, јет su funkcije и skupu ogranicenja konveksne 
(stav 5). 

U specijalnom slucaju, za р = 2 (Euklidovo rastojanje) i W; = 1, uvodenjem 
smene хз = z - (x~ + x~), prethodni problem se svodi па jednostavan zadatak 
kvadratnog programiranja (ро promenIjivim Xl, Х2 i хз), 

(min) x~ + x~ + хз 
р.О. 2xla~i) + 2x2a~i) + хз ~ (a~i»2 + (a~i»2, i = 1, ... , т. 

Raulsov ртоblет (netezinski slucaj) moze se resiti i geometrijski. Geometrijska 
formulacija glasi: konstruisati krug minimalnog precnika, tako da skup datih tacaka 
и тауni А = {ai(aii

), a~2», i = 1, ... ,т}, bude unutar kruga. ОУО је dakle zadatak 



Algoritam 7 (Hansen, Peeters, Thisse 1981). 
Korak 1: Resiti Veberov problem Iш(Х)ј obeleziti sa х' optimalno resenjej 
Korak 2: Izracunati Ir(x')j obeleziti sa l' dobijenu vrednostj 
Korak 3: l' = l' - h, gde је h korak, fiksni mali brojj 

29 

Korak 4: Umanjiti proporcionalno sa h и odnosu па l' sve di(x) i obeleziti ih 
sa ri, tj. ri = di(x') . (1' - h)j l' 

Korak 5: Opisati krugove s centrima и ai i poluprecnicima тi (Ki(ai, ri)), 
Korak 6: Ako је presek krugova prazan skup х' је Pareto optimalno resenje i 

problem је resen. U suprotnom resiti Veberov problem s lokacijskim ogranicenjima 
koja su predstavljena kao presek krugova, obeleziti doWjeno resenje sa х' ра preCi 
па korak 2. 



5. LOKACIJA VISE ОБЈЕКАТА 

Do sada је bilo reCi о lokaciji samo jednog novog objekta. Mnogo cesCi slucaj u 
praksi је odredivanje vise novih objekata istovremeno. Kod lokacije vise objekata 
pojavljuju se sledeca pitanja: 

koji је optimalni broj novih objekata? 
koji korisnici su usluzeni od kog snabdevaca (alokacijske promenljive Yij)? 
koja је uloga interakcije izmedu snabdevaca (novih objekata)? 

U modelima lokacije vise novih objekata, razlikujemo one kod kojih postoji 
interakcija izmedu novih lokacija i one kod kojih medusobna veza ne postoji. 1 kod 
ovih modela se mogu primeniti klasifikacije navedene u problemima lociranja jednog 
novog objekta. Moze se posmatrati min-sum (Veberov) ili min-тax (Raulsov) 
problem lokacije vise objekata, rastojanja se takode mogu odredivati па razliCite 
nacine, itd. 

5.1. Min-Sum (Veberov) problem lokacije vise objekata. Ovaj problem 
formulisao је Miehle 1958: 

m q q-l q 

(min)fM(x) = LLWijdi(Xj) + L L Vjkd(Xj,Xk) 
;=1 ј=1 

т - broj fiksnih (postojeCih) objekata, 
q - broj novih objekata, 

ј=1 k=j+l 

Х = (Хl, Х2, •. " X q ) - nepoznate lokacije novih objekata, 

( (ј) и)· 1 k d' t t'h Ь' kat Хј = Хl 'Х2 ,Ј = , ... , q, - oor та е nepozna 1 о Је а, 

Vjk, ј, k = 1, ... ,р - mera interakcije izmedu novih objekata ј i k 
(odnosno cena), gde је Vjk = Vkj, 
Щј - cena jedinicnog transporta od korisnika i do nove lokacije ј, 
d; (Хј) = d(Xj, ai) - rastojanje izmedu korisnika i j-te nove tacke, 
а; = (a~i), a~i) - koordinate i-tog korisnika. 

Dakle, funkcija cilja moze predstavljati ukupnu cenu transporta izmedu pos
tojecih i novih objekata, kao i izmedu samih novih objekata. Specijalan slucaj 
modela је kada је Vjk = О, odnosno kada ne postoji interakcija izmedu novih оЬ
jekata. 

1 u modelu lokacije vise objekata kao meru rastojanja moguce је izabrati pravo
ugaono, ~uklidovo ili lp rastojanje, sto zavisi od konkretnog problema koji se resava. 

S matematicke tacke gledista, osnovno је pitanje konveksnosti funkcije Јм(х), 

STAV 13. Funkcija Јм(х) је konveksna, za lp (р> 1) funkciju rastojanja. 
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DOKAZ. Ranije је dokazano da је funkcija dp(xj, ai) konveksna. Da bismo 
dokazali tvrdenje ovog stava, dovoljno је dokazati da је funkcija dp(Xj, Xk) konvek
sna, za svako р Е (1, оо). (Razlika izmedu dp(Xj, а;) i dp(Xj, Xk) је oCigledno u tome 
sto su u dp(xj, Xk) i Хј i Xk promellljive). 

ОЬ 1 -' ( ) ((ј) (јј (k) (k) Т d . eez1mosay= У1,У2,Уз,У4 = Х1 'Х2 'Х1 'Х2 . ааЈе 

(23) 

Konveksnost ful1kcije g(y) sledi iz nejednakosti Minkovskog i definicije konveksnosti, 
sto ostavljamo Citaocu da proveri (pogledati dokaz stava 5). Копаспо funkcija 
Јм(х) је konveksna jer је zbir kOIlveksnih funkcija. О 

Slicno kao i u zadatku lokacije jedIlog objekta, Јм(х) nije glatka, о cemu govori 
sledeCi stav. 

STAV 14. Izvod !unkcije dp(Xj,Xk), ра samim tim i izvod !unkcije !м(х), nije 
definisan za svako Хј, Xk Е R2. 

DOKAZ. Као i u dokazu prethodl1og stava, nekaje dp(Xj,Xk) = g(y) definisano 
sa (23). Definisimo jedinicni pravac, 8 = (81,82,8з,84) Е R4, 118// = 1, ра posma
trajmo skup S = {у Е R 4 / У1 = У2, уз = У4}, Ako ы prvi izvod ро pravcu u tacki 
у Е S postojao, ol1da Ы ро definiciji Ыо dat sa 

odakle sledi da limes l1е postoji (levi nije jedl1ak desllom). Kako su Xk i Хј bilo 
koje dve tacke u ravl1i, izvod dp(xj, Xk) nije definisan za Хј == Xk. О 

Da Ы se omoguCilo resavanje ovog konveksnog neglatkog optimizaciol1og za
datka, koriscenjem metoda l1еliпеаrпоg programiranja prvog reda, koristi se ista 
ideja kao u resavanju Veberovog problema, odl1osno uvodi se 110уа funkcija !м(х, с), 
koja za с -+ О ima isto resenje i daje istu vredl10st minimuma kao i !м(х). Fullkcija 
!м(х,с) dobija se tako sto se di(Xj) i d(Xj,Xk) zamene sa 

di(xj) = (t (Х{ - xI)P + с) l/р i d(xj, Xk) = (t (Хl- xf)P + Е) l/Р . 
1=1 1=1 

Lako se moze pokazati da su svi izvodi fUl1kcije !м(х,с) neprekidni. Da !м(х,с) 
tezi !м(х) pri Е -+ О, govori sledeCi stav. 
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Dokaz ovog stavaje slican dokazu stava 8, ра ga prepustamo Citaocu. BuduCi da 
su svi teorijski uslovi za resavanje zadatka min Јм(х) analogni zadatku min fw(x), 
to se i ovde moze primeniti Vajsfeldova iterativna procedura. Posle izjednaeavanja 
gradijenta s nulom iterativna metoda resavanja se moze dobiti kao 

ј = 1, ... ,т, k = 1,2, ... , 

gde је xJk) = (x~~), x;~)) lokacija j-tog novog objekta и k-toj iteraciji. 

Gore navedeni rezultati odnose se па lp (р > 1) rastojanje. Za pravougaono 
rastojanje (р = 1), problem se moze svesti (па сети se песето zadrzavati) па п 
(za probleme и ravni n=2) potproblema. Svaki od пјЉ је zadatak linearnog pro
gramiranja sa q2 + 2mq promenljivih i q(q - 1)/2 ogranicenja. Simpleks metoda 
se pokazala neefektivnom zbog velikog broja promenljivih i ogranicenja. Cabot, 
Francis i Stary (1970) su pokazali da se dualni problemi moze svesti па zadatak 
minimalnog protoka па mrezi sa т + q temena i mq + q(q - 1)/2 lukova, а ovaj 
se lakse resava jer је strogo polinomijalne vremenske slozenosti (optimizacioni za
datak па mrezi је strogo polinomijalan ako је broj operacija и njegovom resavanju 
ogranicen polinomijalnom funkcijom od broja temena i lukova, tj. пе zavisi od 
duzine lukova). 

5.2. Min-max lokacijski problem s vise novih objekata. Ovaj zadatak 
moguce је formulisati kao 

(min)fR(X) = mах{щјdi(Хј),Vјkd(Хј'Хk)}' 
i = 1, ... ,т; ј, k = 1, ... ,q; 1:::;: ј < k :::;: q 

gde parametri modela imaju isto znacenje kao и Min-Sum problemu iz 5.1. Zbog 
ogranicenosti prostora, песето se zadrzavati па ovom problemu. 

5.3. Lokacija р nezeljenih objekata. Ротеписето jednu interesantnu kla
su modela lokacije р nezeljenih novih objekata, tako da objekti budu sto је moguce 
dalji jedni od drugih и nekoj zatvorenoj datoj oblasti S. Primetimo da и njima 
пе figurisu postojeCi objekti. Dakle, data је samo oblast (па primer, konveksni 
mnogougao S) i broj novih lokacija р. Na primer, treba odrediti р lokacija nuk
learnog otpada, hazardnog materijala i1i vojnih baza, tako da опе budu sto је 
moguce dalje jedna od druge. Ovi modeli se mogu primeniti i и lokaciji р sirena 
za uzbunu и gradu, nalaZenju lokacija prskalica па nekom fudbalskom igralistu ili 
parku, odredivanju mesta р prodavnica ili kioska tako da se "pokrije" sto veca teri
torija, itd. Erkurt i Newman (1991) predlaZll 4 modela ovog tipa: а) тax-тin-min; 
Ь) тax-тin-suт; с) тax-suт-тin i d) тax-suт-suт. Funkcije cilja ovih modela 



su: 

(24) 

(25) 

Л(х) = lllax(lllinlll~nd(Xi,Xj)), i:j:. ј 
xES , Ј 

Ј2(Х) = lllах (lllјП ~ d(Xi, ;1;ј)) 
xES ,~ 

ј=l 

р 

Јз(Х) = lllах Llllind(Xi,Xj) 
xES i=l Ј 

Р r 

Ј4(Х) = lllах"" "" d(Xi, Хј) 
xES~~ 

i=l ј=l 
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Svi оуј prOblellli pripadaju klasi prOblellla globalne Optilllizacije, jer funkcije 
cilja nisu пј konveksne пј kопkavпе. Model pod а) је poznat i kao p-disperzioni 
(p-dispersion), dok se problelll pod d) cesto naziva i problelll "p-zbirne odbrane" 
(р- deJence-sum). 

Max-min-min (p-Disperzioni ргоЫеm). Ako је rastojanje Euklidovo, р
disperzioni problelll (24) је tesno vezan s klasicnilll lllatelllatickilll zadatkoт pako
vanja krugova jednakih poluprecnika u kvadrat: konstruisati р disjunktnih krugova 
istog poluprecnika u jedinicni kvadrat tako da poluprecnik bude sto је llloguce уеСј. 
Zaista, (24) se oCigledno llloze predstaviti i kao zadatak nelinearnog prograllliranja: 

МахТ" 

ро ogranicenjillla 

(26) d(Xi, Хј) ~ r, za svako i,j = 1, ... ,р (i:j:. ј), 

xi Е s. 
Ako је S jedinicni kvadrat, d Euklidovo rastojanje i r precnik, tada p-disperzioni 
problelll postaje zadatak pakovanja krugova. Godinallla su lllatelllaticari nalazili 
konstruktivno bolja i bolja resenja (tj. resenja s уеСјlll poluprecnikolll) za р = 
5,6,7, ... ,12. Nedavno su prilllenolll llletoda nelinearnog prograllliranja па lllodel 
(24) nadena priblizna resenja za р = 13,14, ... ,30 (Drezner i Erkut, 1995). Neka 
od tih resenja data su па slici 11. 

Prillletimo da problem (24) пе pripada klasi konveksnih ргоgгаша, jer skup 
definisan skupom ogranicenja oCigledno nije konveksan u prostoru dimenzije 2n + 1. 
Programski paket Minos (GШ, Мипау i Wright (1981)), sa svoje strane, trans
forlllise problem NP sa ogranicenjillla u problem bez ogranicenja; tako dobijena 
funkcija naravno, пјје ni konveksna ni konkavna, ра u problelllu postiji ујве lokalnih 
maksimullla. Kako Minos zavrsava s radom kada је gradijent jednak nuli, to dobi
јепо resenje nemora biti cak ni lokalni maksilllum, уес moze biti stacionarna tacka. 
Iz tog razloga su Drezner i Ercurt (1995) za svako п ро 100 puta startovali Minos, 
ali iz drugaCijeg pocetnog [евепја i saopstili najbolje tako dobijeno resenje. 
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SLIKA 11. Pakovanje 15 i 17 krugova'primenom paketa NP Minos. 

Pakovaцie krugova u krug. Ako је skup S iz problema (24) jedinicni krug а 
пе kvadrat, tada se рЈ·оblеш pakovanja datog broja (п) krugova u S шоzе fоrшulisаti 
llа sledeci пасјп: 

Махт 

р. о. 

(Х; - Хј)2 + (у; - Уј)2 - 4т2 ~ О, 1 ~ ј < i ~ п, 
2 2 2 Х; + у; - (1- т) ~ О, 1 ~ i ~ п, 

(Xi,Xi) Е R2
, 1 ~ i ~ n. 

Prvim skuрош ogranicenja se obezbeduje disjunktnost krugova poluprecnika т, dok 
se drugiш skuрош ograllicellja zallteva da krugovi u celosti ШОI-ајu pripadati је
diпiспош krugu. 

Pored formulacije u Dеkartоviш koordinatama (Х;, Xi), ргоblеш se jednostavno 
шоzе рrеfоrшulisаti koristeCi polarne koordinate (pi,8;), ра РI·оblеш pakovanja п 
krugova јmа sledeci oblik: 

Махт 

р. о. 

2 2 2 Р; + Рј - 4PiPj COS(8i - 8ј ) - 4т ~ О, 1 ~ ј < i ~ п, 
Pi + r ~ 1, 1 ~ i ~ п, 

Р;, r ~ О, 8; Е [О, 27r], 1 ~ i ~ n. 

Рriшеtiшо da је gornji problem ekviva1entan pakovanju jedinicnih krugova u krug 
шiпimаlпоg poluprecnika R (R = l/т). Na slici 12 data su 2 resenja pakovanja 
10 jedinicnih krugova. Dugo se smatralo da је resenje dato па levoj strani slike 
орtiшalnо, шеdutiш, ispostavilo se da је resenje sa desne strane Ьоlје (odgovara 
шu шanјi radius R, odnosno veCi poluprecnik т). t" radu Мlмепоујс, Plastria, 
Urosevic (2004) ргiшесепо је da se od prvog do drugog resenja sa Slike 12 шоzе doci 
pomeranjem svih centara krugova koji dodiruju veliki krug. Nаiше, svi pomenuti 
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centri pripadaju istош krugu ра је tгапsfогшасiја kојош Бе опј рошегајu dllZ istog 
krl1ga пеliпеагпа 1I Dеkaгtоviш, а liпеаша 11 роlашiш kоогdiпаtаша. Iz tog razloga 
је predlozena шеtоdа kојош Бе itегаtivпо шепјајl1 fОГШ111асiје ргоblеша. 

Radius: 3.8284271 Radius: 3.8130256 

SLIKA 12. Dva resenja pakovanja 10 krHgova 

Iako SH fОГШ111асiје ргоblеша pakoval1ja i u DеkaгtоУiш i роlашil1l kOOl"cli
l1аtаша ekviva.!entne (optimalna resenja оЬа nlOdela S11 ista), Мlаdепо\'iс, Plastria 
i Љовеујс (2003) Би uocili sledece: 

STAV 16. Skupovi stacionarnih tacaka рrеfоrnшlisаnih тodela s Dekartoviт i 
polarniт koordinataтa pakovanja krugova и jedinicni krug nisu jednaki. 

Dakle, kada Minos (јlј neki dl'Ugi ргоgгаш гевауапја ргоblеша NP-a koji ko
risti РГ\'е parcijall1e izvode) za\'rsi s гаdош u jedl10j forl11ulaciji, takvo resel1je 
је шоguсе popraviti јеdl1оstаVПОlll Рl'Оlllепош fоrnшlасiје llZ ргiшеllU iste opti
шizасiопе шеtоdе. L" istош radu Mladenovic, Plastria i Urosevic (2003) pl'edlazu 
поуи шеtоdu nazvanu Reforтulacioni spust (Reforтulation descent) , koja koristeCi 
oCigledan stav 16, itегаtiупо шепја fогшulасiје ргоblеl11а Буе dok postoji bolje 
геБепје i dok опо пјје stасiопа.гпа tacka ро sviш fоппulасiјаl11а (videti slikll 13). 

Оуа шеtоdа Бе llагаупо шоzе ргiшепiti i II dгugiш ргоblеlllјmа globallle (llekoll
vekslle) optilllizacije. Njelli koraci su sledeCi: 

Algoritam 8 (Reforтulacioni spust). 
Korak 1. КОl1stгuisаti пајшапје dve пеliпеашо povezane forl1lulacije ргоЬ

lеl1lа; 

Korak 2. Izabrati pocetllo resellje Z; 
Korak 3. Ponavljati slededece korake ро sуiш dеfillisапiш forlllulacijallla: 

(а) llаСј stасiопашu tacku Z' ргil1lепош neke NP шеtоdе, бјеје pocetllo resellje 
z· , 
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ђ = 0.054288 (Dekartove) f2 = 0.070426 (Pularne) 

fз = 0.079632 (Dekartove) f4 = 0.111111 (Polarne) 

r~ = 0.119197 

SLIKA 13. Iteracije metode reformulacionog spusta u pakovanju 35 krugova 

(b)ako је Zl bolje od Z, tada је Z = ZI; vratiti se па korak 3, tj. па prvu 
formulaciju; 

U pomenutom radu koriscen је paket Minos u resavanju problema pakovanja 
п = 10,11, ... ,100 krugoya u jedinicni krug. Uporedene su 4 metode: (ј) Minos 
s formulacijom роmоси DekartoYih koordinata (MD); (јј) Minos s formulacijom 
роmоеи polarnih koordinata (МР); (јјј) ~etoda reformu1acionog spusta (RS) koja 
takode koristi Minos u koraku 3(а); (iv) paket Spenbar (SP) koji је baziran па 
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Njutnovoj metodi, dakle шеtоdi koja koristi i druge parcijalne izvode (Hesian), ра 
se ne zaustavlja u stacionarnoj tacki. 

Pokazano је da su шеtоdе RS i SP pribliZne ро kvalitetu dobijenog resenja, ali 
је RS oko 150 puta brza. Pored toga, sa SP nije bilo moguce resiti ргоblеше vece 
od п = 70 za jedan sat kompjuterskog vremella. Preciznije, prosecno procesorsko 
vгеше (па racunaru Pentium IV, 1800 MHz) је bilo 4.94 sekullde za RS prema 
704.96 za SP; poredenje је izvrseno za п = 10,11, ... ,70. Metode MD i МР su bile 
znacajllo losije ро kvalitetu resenja u proseku. Njihova prosecna greska (па svih 90 
ргiшега i 10 pocetnih resenja za svako п) bila је 79.25% za MD i 26.95% za МР. 
Na slici 13 i1ustrovane su iteracije metode RS па primeru upisa 35 krugova. Iz slike 
se vidi da, zbog loseg slucajno izabranog pocetnog resenja, prvih par iteracija daje 
relati\'no slabija resenja, da Ы se u petoj iteraciji dobilo resenje vrlo blizu do sada 
najboljem saopstenog u literaturi (tj. vredosti r = 0.149294468). 

Max-sum-sum (p-odbrambeni) problem је definisan formulom (25). Оп 
ima interesantne osobine, sto је pokazano u radu Mladenovica i Plastrije (2000). 
Pretpostavimo da је skup S konveksni poliedar u q-diшепziопоm prostoru, odnosllo 
nekaje 

(27) 

Tada vazi sledeCi stav: 

STAV 17. Optimalno теЛеnје хј, ј = 1, ... ,р, max-sum-sum pToыmaa (25), gde 
је S definisano sa (27), nalazi se и 1'ogljevima poliedra В. 

DOKAZ, Neka је Х = (Хl"" ,Хр ) Е шр i neka је ВР = S х S х ... х В. Sada 
se Ј4(Х) шоzе predstaviti kao 

Мах у(Х) = LLd(Xi,Xj), Х Е ВР 

Dokaz ovog stava zasnovall је па poznatom tvrdenju da se mаksimuш konveksne 
funkcije nad konveksnom оЫаБси dostize па rubovima te oblasti. Kako је g(X) 
konveksna funkcija (kao zbir konveksnih), to se шаksimum dostize u еkstгешпiш 
tасkaша (гоglјеviша) ВР. S druge strane vazi da је ext(SP) = (ext(S))P, ра dakle 
(Хl"," Хр ) = (еl"", ер), gde је еј Е ext(S). О 

Dakle, iako је prostor mogucih lokacija beskonacan (kontinuum), svih р tacaka 
се se naCi u гоglјеviша polijedra В. Postavlja se pitanje da li је шоguсе da u 
орtiшаlпоm resenju vise od jednog novog objekta bude locirano u istoj tacki. Takvo 
resenje паzvасешо degenerisanim. 

STAV 18. Optimalno теЛеnје pToыmaa (25) mойе biti degenerisano ako је р > 3. 

DOKAZ. Lako uосаvашо da za р ~ 3 resenje nije nikad degenerisano. Dokaz 
сето izvesti рошосu kontraprimera za п = р = 4 i proizvoljllo q. Оdгеdiшо 
poliedar S sa sledeca cetiri roglja: еl је centar sfere Ciji је poluprecnik jednak 10; 
ostale tri rubne tacke su sшеstепе па sferi па шеdusоЬпоm rastojanju 1, 1 i 2 re
spektivno. Ako su sve 4 trazene lokacije smestene u rogljevima, tj. (Хl, Х2, ХЗ, Х4) = 
(еl, е2, ез, е4), tada funkcija cilja ima vrednost Ј4(Хl, Х2, Хз, Х4) = 10+ 10+ 10+ 2+ 
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1 + 1 = 34. Ali ako dve nove tacke lociramo и еl, odnosno ako је (Хl,Х2,ХЗ,Х4) = 
(ђ,е2,ез,ђ), tada је f4(Хl,Х2,ХЗ,Х4) = 10 + 10 + О + 1 + 10 + 10 = 41. Dakle 
bolja (veca) vrednost је dobijena и degenerisanom resenju. О 

SledeCi ove rezultate Mladenovic i Plastrija (2000) su pokazali da se problem 
(25) moze svesti па specifican kombinatorni problem tj. па kvadratni probleт ranca 
(quadratic knapsack probleт). 



6. LOKACIJSKO-ALOKACIJSKI PROBLEM 

Do sada su razmatrani lokacijski modeli и kojimaje protok (Ш alokacija) izmedu 
novih i postojecih objekata dat (tj. alokacije Щј i Vjk и problemu lokacije vise оЬ
jekata). U praksi је medutim daleko сеББ slucaj da su i Щј i Vjk nepoznate. Pored 
toga, и model ponekad treba uvesti i broj novih objekata (р) kao promenljivu zbog 
razliCitih fiksnih troskova vezanih za otvaranje objekta. U оуоm delu ograniCicemo 
se па najjednostavniji lokacijsko-alokacijski model, и kome se pored lokacija novih 
objekata odreduje i gde се se koji korisnik snabdevati (alocirati). Pojednostavljenje 
se sastoji и sledecem: 

ne postoje interakcije izmedu novih objekata 
broj novih objekata је unapred zadat 
korisnici se snabdevaju jednom vrstom robe (single-comodity) 
kapacitet novih lokacija (distributivnih centara) nije ogranicen. 

Dugi nazivi za lokacijsko-alokacijski problem је vise-izvomi Veberov problem 
(Multisource Weber). Osnovni modellokacijsko-alokacijskog zadatka (Cooper, 1963) 
ima sledeCi oblik: 

р.о. 

m р 

(min)jLA(x,y) = L I:>ij . Щ . di(xj) 
i=l j=l 

р 

L Yij = 1, i = 1, ... , т 
j=l 

о:::; Yij:::; 1, i = 1, ... ,т, ј = 1, ... ,р. 

gde su 
di(Xj) = d(ai, Хј), ai, Хј Е Rq 
р - broj novih objekata (nepoznatih) 
т - broj korisnika (grupa korisnika) 
Хј - nepoznate lokacije novih objekata, ј = 1, ... ,р (lokacijska promenljiva) 
Yij - promenljiva koja odreduje proporciju zahteva korisnika i za objektom ј 

(alokacijske promenljive); 
ai - lokacije korisnika, i = 1, ... ,т. 
Щ - tezinski koeficijent i-tog korisnika. 

Skup ogranicenja oznacava da potrebe korisnika и celosti moraju biti zadovol
jene. Funkcija cilja daje ukupnu cenu prevoza sistema. U slucaju snabdevanja 
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samo jednom vrstom robe ("single comodity"), шоzе se pokazati da se и optimal
пош resenju (xi, х:;, . .. , х;), svaki korisnik snabde\'a kod najblizeg snabdevaca, tj. 
Ујј Е {0,1}. 

Primer 7. ~a slici 14(а) date ви lokacije 19 korisnika (и zagradaтa) i koliCina 
llјЉоуЉ zahteva (tezine) za гоЬош. Na ргiшеr, 7.1 (20;81) oznacava da zahtev 
korisnika lociranog и tacki s kоогdiпаtаша (20;81) iznosi 7.1 kg. Treba odrediti 
loka.cije tri distributivna centra, tako da zahtevi svih korisnika za гоЬош budu 
za.dovoljeni, а da tеziпski zbir rastojanja od svakog korisnika do distributivnog 
centra bude mјпјmаlап. Na slici 14(Ь) dato је орtiшаlпо resenje. Sa + su oznacene 
lokacije centara. Potrosaci su podeljeni (alocirani) и tri grupe (dve s pet potl'osaea 
i jedna sa devet). Vгеdпоst funkcije сјlја и toj tacki је 15203 kg-kш. 
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SLIKA 14. (Love i dr. 1989). Ргiшег lokacijsko-alokacijskog za
datka i орtiшаlпо resenje za р = 3. 

Iako па ргуј pogled lokacijsko-alokacijski шоdеl izgleda jednostavniji od шоdеlа 
viseobjektllog lociranja, оп se daleko teze шоzе resiti. Broj ргошеnlјivih је sada 
т . р alokacijskih i q . р lokacijskih. Pored toga, funkcija сНја пјје kопvеksпа и 
prostoru svih promenljivih, tj. и RP(m+Q

), о сеши govori sledeci stav. 

STAV 19. !L.4(X) nije ni konveksna ni konkavna. 

DOKAZ. РО роzпаtош stavu iz NP, dva puta diferencijabilna fuпkсiја пјје пј 
konveksna пi konkavna па оtvогепош nekonveksnom skupu ako пјепа Hesijan ша
trica Н (matrica рагсјјаЈпЉ izvoda drugog reda) пјје пј pozitivno (Н > О) пј 

negati\oЂo definitna (Н < О). Ро dгugош poznatom stavu, matrica је pozitivllO 
(negativno) definitna ako i saтo ako su svi пјеnј glavni minori pozitivni (odnosno 
naizmenicno pozitivni i negativni). 

DovoljllO је dakle dokazati da Ыlо koji glavni millor (determillanta) lllatrice 
Н, ра i шillОГ drugog reda пе шога biti pozitivall za svako (х, У) Е RP(m+Q

), ako је 
уес minor prvog reda poziti\'an (za negaciju poziti\oЂe definitnosti) ili ako је minor 
prvog reda negativan (za negaciju negativlle defillitnosti). Tehllicke detalje dokaza 
(nalazellje drugih izvoda od !и(х, У)) ргериstашо citaocu. О 
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Kako fLA(X,y) nije пј konveksna пј konkavna, опа јта vise lokalnih m1Ш
тита, ра lokacijsko-alokacijski problem spada и domen globalne optimizacije i 
tacno resenjeje moguce dobiti samo za probleme malih dimenzija (т::;; 50). Posto 
и realnim problemima broj korisnika moze biti vise I1iljada, to је paznja istrazivaca 
usmerena па heuristicke (aproksimativne ili priblizne) metode. Karakteristika ovog 
problema је veliki broj lokalnih minimuma razlicitog kvaliteta, ра је iz tog razloga 
cesto koriscen u testiranju novo predlozenih metoda globalne optimizacije. Eilon 
i dr., (1971) su па problemu sa rn = 50 i р = 5 registrovali 61 lokalni тјпјтит s 
razlikom izmedu пајЬоlје i пајlОБјје vrednosti od 40.9%. ТЉ 61 тјпјтита је do
Ыјепо primenom Kuperovog algoritma (1964) sa 200 slucajno generisanih pocetnih 
resenja, koga сето sada izloziti. 

6.1. Alternativna heuristika (Cooper, 1964). Alterнativne metode nisu 
retke i mogu se sresti u raznim oblastima numericke matematike. U пјјта se prvo 
jedan skup promenljivih privremeno fiksira kako Ы se neki slozel1l1umericki problem 
pojedl1ostavio. Dobijena resenja za nefiksirane promenljive se zatim fiksiraju, ра 
se resava problem ро promenljivim koje su ranije Ыlе fiksirane. Ovo l1aizmel1icno 
resavanje dva problema se nastavlja sve dok se kопаспо геsепје пе moze popraviti, 
odnosno procedura se zavrsava kada su dva uzаstорпа resel1ja (ј ро jednoj i ро 
drugoj grupi ргоmепlјivih) ргоizvоlјпо bliska. Nагаvпо, пеорhоdпо је i dokazati 
kOl1vergenciju ovakvog postupka. Ako је problem koji se resava iz klase globall1e ор
timizacije, Alternativna metoda је ргiblizпа, dakle heuristicka. Опа moze voditi i do 
еgzаktпоg геsепја, sto је па primer slucaj s poznatom Gaus-Zajdelov-om metodom 
геsаvапја lil1еаrпih jednacina. 

АltеrпаtiVl1а heuristicka procedura za resavanje lokacijsko-alokacijskog zadatka 
naizmel1icno (аltеrпаtivпо) resava lokacijski i alokacijski problem, dok se пе dobije 
lokalni тјпјтит, оdпоsпо resenje koje se ponavljanjem gоrпјih procedura vise пе 
moze popraviti. Drugim reCima skup svih promenljivih је podeljen па prirodal1 
naCin: па lokacijske Х ј i alokacijske Yij. 

AIgoritam 9 (Alternativna heuristika) 
Korak 1: Iniciranje. Izabrati lokacije (proizvoljno) р tacaka (snabdevaca) 

ђ,Х2, ... , Хр • Brojac iteracija је па 1. 
Korak 2: Alokacijski pToыm.. Pridodeliti svakom korisniku пајblizеg snab

devaca, odnosno паБ (Yij Е {О, 1}). 
Korak 3: Kriterijum zavrsetka. Ako пета promena u ovom pridodeljivanju и 

odnosu па prethodnu iteraciju, kraj. 
Korak 4: Lokacijski pToыm.. Resiti Veberove probleme za svaku grupu ро

trosaca, vezanu za sпаЬdеvапје u Хј. Те tacke obeleziti sa Х1, Х2, ... , Хр , ра preCi 
па korak 2. 

Iako altеrпаtivпе metode resavanja razliCitih problema imaju slicne osobine, 
опе se па zalost u razlicitim disciplinama nezavisno razvijaju i cesto nazivaju 
drugaCijim imenima. Tako se па primer procedura ovog tipa u Klaster analizi 
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naziva С-Меаnв, Н-Меаns, ili Fazzy C-МеаnВј :ia resayanje problema nalaZenja р
Medijana оуа Alternativna metoda se naziva Maranzanina metodaj za resavanje za
datka ЬШпеагпоg programiranja, metoda alternativnog tipa se nazi,,-a, Rekurzivna; 
u Statistici se metoda naziva ЕМ (Expectation Maximum), itd. 

Mali pomak u sagledayanju nekih mogucih zajednickih osobina metoda alter
. nativnog tipa saopsten је u radoYima Mladenovica i Brimberga (1996) i Brimberga 
i Mladenovica (1999), gde је pokazano da se Kuperovom heuristikom mogu dobiti 
resenja s manje od р novih lokacija, nezavisno od nacina izbora pocetnog resenja. 
Takva resenja su nazvana "degenerisana" jer је jasno da опа nemogu biti optimalnaj 
da Ы se dobilo resenje bolje od degenerisanog, dovoljno је novom snabdevacu do
deliti lokaciju bilo kog "nezauzetog" korisnika, odnosno korisnika сјја lokacija vec 
niје okupirana nekim snabdevaeem. 

STAV 20. Za inicijalnu particiju skupa potrosaca и р grupa (р ~ 3), Kuperovom 
metodom ве тoie dobiti degenerisano resenje. 

DOKAZ. Lako је pokazati da se za р=2 ne moZe dobiti degenerisano resenje 
роmоси Alternativne heuristike, jer svi potrosaei ne mogu biti u istoj grupi ako su 
па startu vec ЫН podeljeni u dve grupe. Za р ~ 3 dokaz izvodimo kontra primerom. 
Na slici 15 dat је primer degenerisanog resenja dobijenog Kuperovom metodom za 
т = 5, р=3 i Wj = 1. 

1 

1 

5 

~l 

-2 

Ojlk$/ie tai1ke АКuреrol'О геЈеnје +optimafno ,·еЈсnје 

SL[KA 15. Primer degenirasonog resenja dobijenog Kuperovom 
metodom za т = 5 i р = 3, koje umesto tri, ima dve nove lokacije. 
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Fiksne tacke imaju koordinate: al = (0,0); а2 = (1,0); аз = (4,/3); а4 = 
(4, -/3); а5 = (4.75, О). Pretpostavimo daje pocetno resenje za Kuperov algoritam 
dato tako da se korisnik al opsluzuje и prvoj novoj nacki, а2, аз i а4 и drugoj i 
а5 и trecoj. Lokacije te tri nove tacke su oCigledno Xl = al = (О, О), Х2 = (3, О) i 
Хз = а5 = (4.75, О). Alociranjem korisnika svom najblizem snabdevacu Хј (korak 
2 Kuperove procedure), korisnik lociran и а2 se pridruzuje prvom snabdevacu, dok 
se oni iz аз i а4 pridruzuju trecem, tj. tacki а5. Dakle, Х2 nije vise и upotrebi jer 
su se korisnici аl i а2 grupisali oko prvog snabdevaca Хl, а ostalih tri oko treceg. 
Resavanjem Veberovih zadataka za ove dve grupe, dobijaju se resenja Xl = (0,0.5) i 
Х2 = (0,4.25). Kako se ponovnim resavanjem alokacijskog zadatka ovo resenje песе 
promeniti, zakljucujemo da se alternativna heuristika zaustavlja и degenerisanom 
resenju. D 

Interesantno је i pitanje stepena degenerisanosti dobijenog resenja, odnosno za 
koliko је и resenju bilo mапје novih lokacija od trazenog broja р. Nedegenerisano 
resenje је valjano, ра је stepen degenerisanosti valjanog resenja jednak nuli. U 
radovima Mladenovic, Brimberg (1996) i Brimberg, Mladenovic (1999), pokazano 
је da stepen degenerisanosti raste sa р. Neki eksperimentalni rezultati dobiveni 
Kuperovom metodom па klasicnom test primeru sa 50 korisnika i razlicitim brojem 
novih objekata (Eilon i dr. (1971)), dati su и tabeli 1. 

TABELA 1 

р О 1 2 3 4 5 6 7 8 
4 100 О О О О О О О О 

8 100 О О О О О О О О 

12 87 12 1 О О О О О О 

16 54 38 6 2 О О О О О 

20 13 34 26 22 5 О О О О 

24 3 17 26 30 15 8 1 О О 

28 1 8 16 32 25 12 6 О О 

32 О 5 19 7 30 22 13 2 2 
36 О 2 11 23 29 21 13 1 О 

Kolone и tabeli 1 oznacavaju stepen degenerisanosti, dok vrste daju zahtevani 
broj novih objekata р. Eksperiment se sastojao и ponavljanju sledeceg eksperimenta 
100 puta: za svako р pocetno resenje је generisano па slucajan пабп, ра је zatim 
primenjena Kuperova heuristika. Dakle, za 4 i 8 novih objekata, svih 100 resenja 
је bilo vaIjanoj za па primer р = 20, 13 resenja је bilo valjano, 34 resenja је umesto 

20 novih objekata naslo 19 (stepen degenerisanosti jednak jedan), s 26 resenja su 
predlozene lokacije 18 novih objekata, 22 puta је stepen degenerisanosti Ыо 3, itd. 
Interesantan је podatak da se za р = 32 i za р = 36 nije dobilo nijedno valjano 
resenje. 

Jednostavna modifikacija ро kojoj se, и slucaju pojave degenerisanog resenja 
novi objekti (dopuna do р) ubaciju па mesto izabranih fiksnih objekata, бmе se 
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oCigledno poboljsava kvalitet resenja (ј do 50% za veliko р), predlozena је и Brim
berg i Mladenovic (1999). 

6.2. p-Median heuristika. U radu и kome је predlozio Alternativnu heuris
tiku, Kuper је pomenuo i nekoliko drugih pribliznih metoda resavanja lokacijsko
alokacijskog zadatka. Ona koja је davala najbolje rezultate, ali је bila eksponen
cijalne slozenosti ра је zato kasnije zanemarivana, sastojala se и izboru novih и 
postojeCim lokacijama, odnosno и prebrojavanju svih (;) kombinacija. Nedavno 
su Hansen, Mladenovic i Taillard (1998) identifikovali оуи heuristiku kao prob
lem nalazenja p-medijana (iИ p-tezista) i primenili savremene egzaktne i priblizne 
metode resavanja problema p-tezista и prvom koraku (videti Hansen i Mladenovic 
(1997)), а zatim za svaki od р centara i njima najblizih korisnika, resi!i Veberov 
problem. Tako dobijena resenja su па nekim klasicnim test primerima iz literature 
bila daleko bolja i od modifikovane Kuperove metode (npr. za т = 287 i р = 50, 
dobijeno resenje је bilo duplo manje). 

6.3. Meta-heuristicke metode. U resavanju LA problema oprobane su i 
neke metaheuristike: (ј) genetski algoritam и Brimberg, i dr. (2000); (ii) tabu 
traienje и Brimberg, Mladenovic (1996а) i Brimberg i dr. (2000); (iii) metoda 
promenljivih okolina и Brimberg, Mladenovic, (1996Ь), Mladenovic, Hansen (1997) 
i Hansen i Mladenovic (2003). 

Metaheuristicke pristup resavanju problema kombinatorne i globalne optimi
zacije и nacelu popravlja resenja dobijena lokalnim pretrazivanjima. U opseznom 
radu Brimberga i dr. (2000) preko deset heuristickih i meta-heuristickih metoda је 
uporedeno па istim test primerima, па istom racunaru i za isto procesorsko vreme. 
Najbolji rezultati (и srednjem) dobijeni su metodom promenljivih okolina i varijan
tom metode tabu trazenja, tzv. "lancanom zamenom mesta" (chain-interchange) 
(Mladenovic i dr. (1996)). 

6.4. LA model ogranicenih kapaciteta. Od velikog broja mogucih prosi
rivanja ovog osnovnog modela, pomenucemo onaj и kome su kapaciteti snabdevaca 
(novih objekata) ograniceni (capacitated). Matematicki model ima sledeCi oblik: 

gde su 

m р 

(min)f(x, У) = 2: 2: Yij . wi . di(ai, Хј) 
i=l ј=l 

р 

2: Yij = 1, i = 1, ... , т, 
ј=l 

m 

2:Yij 'ni ~ пј, ј = 1, ... ,р 
i=l 

о ~ Yij ~ 1 

ni - potraznja korisnika lociranog и tacki ai. 
пј - maksimalan kapacitet snabdevaca Хј. 
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Izraz Yijni predstavlja dakle koliCinu proizvoda koju је korisnik i dobio od 
novog objekta (distributivnog centra) ј. u оуот modelu pretpostavljeno је da 
је kapacitet j-tog novog objekta ograniCen. Cooper (1972) је predlozio metodu 
alternativnog tipa, u kojoj se u koraku 2 umest.u alokacijskog resava transportni 
problem. 

6.5. Model s konstantnim fiksnim troskovima (FT). Varijanta osnovnog 
LA modela odnosi se па realniju pretpostavku da broj nоуЉ lokacija р nјје pozllat. 
Pri tome se u model uvode i dati fiksni troskovi otvaranja поуе lokacije F, jer da ih 
пета, broj 110vih lokacija u optimalll0l11 resellju Ы llагаvпо Ыо llula. Ovaj model, 
koga сет о oZl1aCiti sa FT, predlozell је u radu Brimberg, Mladenovic i Salhi (2003) 
i јта sIedeCi obIik: 

р.О. 

m р 

(mјll)ј(х, У) = L LYij . Wi . di(xj) + pF 
;==1 ј==l 

р 

LYij = 1, i = 1, ... ,т 
ј==l 

0:( Yij:( 1, i = 1, ... ,m, ј = 1, ... ,р. 

Funkcijom cilja ovog modela odreduju se ukupni troskovi transporta od korisnika 
do sl1abdevaca ili centara, dok se skupom оgгапiсепја obezbeduje ispunjenje sviћ 
zahteva korisnika. Ј asno је da se zapravo trazi optimalall balalls izmedu сене 
izgradnje novog objekta F i njiћovog broja р. 

Ako pretpostavil11o da р l10vih Iokacija treba izabrati medu Iokacijama т ko
risnika, tada se gornji kопtiпuаlпi model tгапsfоппisе u dobro роzпаti diskгеtпi 
jednostavni lokacijski problem (JLP): 

п n!. m 

(mјп)Ј(х, у) = LFjzj + LLCij 'Yij 
ј==l ;==1 ј==l 

р.О. 

п 

LYij = 1, 
ј==l 

0:( Yij:( Zj, i = 1,2, ... ,m; ј = 1,2, ... ,т, 

Zj Е {О, 1}, ј = 1,2, ... ,т; 

gde је Fj сепа роstаvlјапја (izgгаdпје) j-te lokacije, Cij = щd(аi, Хј) сепа (Ш 
rastojanje) izmedu kогisпika i potencijalnog sпаЬdеvаса, dok Zj predstavlja 0-1 
promenljivu koje јmаји vrednost 1 ako је izаЬгапа Iokacija j-tog kогisпika kao 
mesto gde се se otvoriti novi сепtаг. Za diskгеtпi JLP model, jasno је da се se 
svaki kогisпik sпаЬdеvаti u паlblizеm оtvогепоm сепtгu, оdпоsпо lako је dokazati 
sledeCi stav. 

STAV 21. Ako је (Z*, У*) optimalno resenje jednostavnog lokacijskog problema, 
tada је Yij Е {0,1}. 
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Budu6i da u literaturi za ЉР postoji veliki broj efektivnih metoda, to Brim
berg, Mladenovic i Sa1hi (2003) istrazuju veze izmedu FT i ЉР, kako Ы se kontin
ualni probletn eventua1no priblizno resio primenom diskretnih metoda. 

STAV 22. Neka su Рl i р2 optiтalan broj novih objekata и kontinualnoт (FT) 
i diskretnoт (JLP) probleтu respektivno. Тааа su тoguce sve tri relacije izтedu 
Рl i Р2, odnosno Pl тoie biti vece, jednako ili таnје od Р2. 

DOKAZ. ОУО tvrdenje dokaza6emo kontraprimerom. Posmatrajmo slucaj s 
pet datih taCaka u raYni sa slede6im koordinatama: аl(О,О), а2(VЗ/2,-1/2), 
аз(..ј'ј/2, 1/2), a4(-v'3/2, 1/2), as(-..j'j/2, -1/2), datih па slici 16. 

(1, 

SLIKA 16. Primer za dokaz stava 22. 

Pretpostavimo da su tezine pridodeljene sYim korisnicimajedl1ake 1, tj. Wj = 1, 
za ј = 1, ... ,т. Optimalna resenja i za diskretni ЉР i kontinua1ni FT model data 
su u tabeli 2. 

TABELA 2 

р"", Diskretni ЉР Kontinua1ni FT 
1 4+Р 4+Р 

2 3+2Р (1 + ..13) + 2Р 
3 2+3Р уз+зр 

4 1+4Р 1+4Р 

5 5Р 5Р 
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Za diskretan slucaj nije potrebno razmatrati vrednosti 2, 3 i 4 za Р jer је Р2 = 5, 
za О ~ F ~ 1, а za F > 1, vazi Р2 = 1. 

Р2 = {
5, 
1, 

O~ p~ 1 

Р> 1 

U kontinualnom slucaju vazi sledece: 

Dakle, 

{

5' 
3, 

Pl = 
2, 

1, 

О ~ F ~ Ј3/2 
Ј3/2 < F ~ 1 

1<P~3-J3 
Р>з-Ј3 

(а) Pl < Р2, мо је vГз/2 < F < 1; 

(Ь) Pl > Р2, мо је 1 < F < 3 - Vзј 
(е) Рl = Р2, u svim ostaIim slucajevima. 

Time је dokaz zavrsen. о 

SledeCi stav, koji пеСето dokazivati (videti Brimberg, Mladenovic, Salhi (2003», 
daje uslove ро kojima su resenja kontinualnog i diskretnog modela lokacije asimp
totski (и beskonacnosti) jednaka. 

STAV 23. Neka su т lokacija korisnika generisane па jedinicnom kvadratu 
sa ravnomernom raspodelom i neka su tezine generisanih tacaka Wj = l/т, ј = 
1, ... , m. Tada za т н- оо, Pl = Р2. 

Koristeci stavove 22 i 23, и gornjem radu је predlozena vise-etapna heuristika 
bazirana па metodi Promena okoIina razvijenom za resavanje diskretnog JLP-a 
(Hansen, i dr. (2003», па kojoj se песето zadrzavati. 

6.6. Modellancanog snabdevanja (Supply chain management). Drugo 
moguce prosirenje ukljucuje и model i snabdevace novih distribudivnih centara, ili 
fabrike. Za njih se pretpostavlja da su dati (пјјћ q < Р) i da imaju neogranicen 
kapacitet. Тreba odrediti lokacije Р novih distributivnih centara tako da щирпа 
сепа transporta (Ш ukupno rastojanje) od korisnika do centra i od snabdevaca do 
centra bude minimalno. Donosioc odluke mora balansirati svoje (tj. od fabrike 
do distributivnog centra) i troskove korisnika. Naravno, ako su troskovi korisnika 
veIiki, centar се imati manji promet. 

U cilju formuIisanja matematickog modela, uvescemo i sledece oznake: 
q - broj snabdevaca (fabrika)j 
bk, k = 1, .. , q - poznate lokacije snabdevaca; 
Zkj - promenljiva koja odreduje koliCinu robe koju treba transportovati od 

fabrike k do centra ј ј 
л Е [0,1] - parametar kojim ве odreduje odnos troskova koje јтаји korisnici i 

distributivni centri; za л=l, donosioc odluke пе uzima и obzir svoje troskove. 
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Model ima sledeCi oblik: 
m р q р 

(mil1)f(x, У, z) = л L 2.:>ij . Wi . di(ai,Xj) + (1 - л) L L Zkj . di(bk, Хј) 

р.о. 

i=1 ј=1 k=lj=1 

р 

L Yij = 1, i = 1, ... , т, 
ј=1 

m q 

LYij·ni:::;'Lzkj, ј=l, ... ,р 
i=1 k=l 

о:::; Yij :::; 1 

Novo ogral1lcel1je је takozval1o tranzitno i1i protocno ogral1icel1je koje kaze da 
kolicina robe koja ude u centar mora biti уеса i1i jednaka od koliCine koja iz njega 
izade. 



49 

Literatura 

[lЈ Aho А., Hopcroft Ј., UIlman Ј. (1974), The Design and Analysis оЈ Computer Algorithms, 
Addison-Wesley, Reading, Massachusets 

[2Ј Brandeau М., СЫи S. (1989), "Ап overview of representatiye ргоblеmв јп location research", 
Management Всјеnсе, 35, 645-674. 

[3Ј Brimberg Ј., Напвеп Р., Mladenovic N., Tai1lard Е. (2000), "Improvements and Соmрагјвоп 
of Heuristics for Solving the Multisource Weber Ргоblеm", Opeтations Research, 48, 444-460. 

[4] Brimberg Ј., Mladenovic N. (1996а), "Solving the continuous location - allocation problem 
with ТаЬи search", Studies јn location analysis, 8, рр. 23-32, Reeves, С. (Ed.) Аtћепs, 
Greece. 

[5] Brimberg Ј., Mladenovic N. (1996Ь), "А variable neighbourhood algorithm for solving 
the continuous location-allocation problem", јп Studies јn location analysis, 10, рр.1-12, 
Hamacher, D. (Ed.), Athens, Greece. 

[6] Brimberg Ј., Mladel10vic N. (1999), "Degeneracy јп the multi-source Weber problem"', Math
ematical programming, 85,213-220. 

[7] Brimberg Ј., Mladenovic N., Salhi S. (2003), "The Multi-source Weber problem with constant 
fixed cost", Јогnаl оЈ Operational Research Society (и stampi). 

[8] Cabot А., Francis R., Stary М. (1970), "А network flow solution to а rectilinear distance 
facility location problem", АНЕ Тransactions 2, 132-141. 

[9] Chen Р., Напвеп Р., Jaumard В., Тuy Н. (1988), "Solution of the multisource Weber and 
conditional Weber problems Ьу d.-c. programming, Operations Research, 46, 548-562. 

[10] Соорег L. (1963), "Location-allocation ргоblеmв", Operations Research, 11,331-343. 
[11] Cooper L. (1964), "Heuristic methods for location-allocation probIems", ВIАМ Review, 6, 

37-53. 
[12] Cooper L. (1968), "Ап extension of the generalized Weber probIem", Journal оЈ Regional 

Всјеnсе, 8, 181-197. 
[13] Cooper L. (1972), "Location-transportation probIem", Operations Research, 20, 94-108. 
[14] Courant R., Robins Н. (1941), What is new јn Mathematics?, Oxford University Press. 
[15] Eilon S., Watson-Gandy С., Christofides N. (1971), Distribution management: Mathematical 

modeling and practical analysis, Griffin, London. 
[16] Elzinga Ј., Неагп D. (1972), "Geometrical solutions [ог воте тјпјтах locatiol1 ргоblетв", 

'Гransportation Всјеnсе, 6, 379-394. 
[17] Erkut Е., Neumal1 S. (1991), "СотрагјВОl1 of [оиг models [ог dispersil1g facilities", INFOR, 

29,68-65. 
[18] Fral1cis R. (1972), "А geometrical solution procedure for а rectilineardistance тјl1јтах lоса

tion probIem", АНЕ Тransactions, 4, 328-332. 
[19] Gill Р., Murray W., Wright М. (1981), Practical Optimization, Academic Press, London. 
[20] Нanвеп Р., Brimberg Ј., Urosevic D., Mladel10vic N. (2003), "Pl"imal-dllal Variable neigh

borhood search [ог exact solution of the вјтрlе plant location ргоblет", Operation Research 
(poslato). 

[21] Напвеп Р., Mladenovic N. (1997), "VariabIe Neighbourhood Search for the p-Median", Loca
tion всјеnсе, 5, 207 -226. 

[22] Напвеп Р., Mladenovic N. (1999), "Ап Introduction to Variable Neighborhood Search" јп 
Metaheuristics, Advances and Тrends јn Local Search Paradigms Јог Optimization, рр. 433-
458, Voss, S. et аl. (Ed.), Кluwer, Dordrecht. 



50 

[23] Напвеп Р., Mladenovic N. (2003), "Variable Neighborhood Search", u Glover, Kochenberger 
(eds), Handbook о/ Metaheuristics, 145-184, Кluwer, Dordrecht. 

[24] Напвеп Р., Mladenovic N., Taillard Е. (1998), "Heuristic solution of the Multisource Weber 
problem as а p-median problem, ОретаНоnв Research Letters, 22, 55-62. 

[25] Напвеп Р., Peeters D., Thisse J-F. (1981), "COIistrained location and the Weber-Rawls prob
lem", Annals о/ Discrete Matheтatics, 11, 147-164. 

[26] Напвеп Р., Peeters D., Тћјвве J-F. (1982), "Ап algorithm for а constrained Weber problem", 
Manageтent Science, 28, 1285-1290. 

[27] Напвеп Р., Peeters D., Тћјвве J-F. (1983), "Public facility location: а selective survey", јп 
Locational analysis о/ pиысc /acilities, 223-262, ТЫвве, Zoller (Бd.), North-Holland. 

[28] Напвеп Р., Тћјвве J-F. (1981), "Тhе Weber problem revisited", R.P. 10, SPUR, Louvain-la
Neuve. 

[29] Јасоооеп Б. (1981), "Ап algorithm for the mјпјmах Weber problem", European Јоиmаl /or 
Operational Research, 6, 144-148. 

[30] Кићп W. (1967), "Оп а pair of dual nonlinear prograrns", In: Abadie, Ј. (Бd.) Nonlinear 
prograттing, New Holland. 

[31] Кuщ W. (1973), "А note of Fermat's problem", Matheтatical Prograттing, 4, 98-107. 
[32] Кићп W., Киеппе R. (1962), "Ап efficient algorithm for the numerical solution of the gen

eralized Weber problem јп spatial economics", Јоиmш о/ Regional Science, 4, 21-33. 
[33] Love R., Јиеl Н. (1982), "Properties and solution methods for large location-allocation prob

lems", Јоитаl о/ Operational Research Society, 33, 443-452. 
[34] Love R., Morris Ј., Wesolowsky G. (1989), Facility location - тodels and тethods, North

Holland, New York. 
[35] МјеЫе W. (1958), "Link-length minimization јп netWorks", Operations Research, 6, 232-243. 
[36] Mladenovic N., Brimberg Ј. (1995), "А Descent-Ascent Technique for solving the Multi-source 

Weber problem", Yugoslav Јоиmаl о/ Operations Research, 5,211-219. 
[37] Mladenovic N., Brimberg Ј. (1996), А degeneracy property јп continuous location-allocation 

problems, Les Cahiers du GERAD, G-96-37, Montreal. 
[38] Mladenovic N., Напвеп Р. (1997), "Variable neighbourhood search", Coтputers and Орет

tions Research, 24, 1097-1100. 
[39] Mladenovic N., Moreno Ј., Moreno-Vega Ј. (1996), "А chain-interchange heuristic method", 

Yugoslav Јоитаl о/ Operations Research, 6, 41-54. 
[40] Mladenovic N., Plastria F. (2000), "А note оп continuous p-defense-sum problem", Yugoslav 

Јоитаl о/ Operations Research, 10, 299-302. 
[41] Mladenovic N., Plastria F., Urosevic D. (2003), "Reformulation descent applied to circle 

packing problems", Computers and Operations Research (и stampi). 
[42] Rawls Ј. (1971), А Theory о/ Јивисе, Harvard University Press, Cambridge. 
[43] Reilly W. (1931), The Law о/ Retail Gravitation, Putnam, New York. 
[44] Weber А. (1909), UeЬer den Standort der Industrien, Тubingen. 
[45] Weiszfeld Е. (1936), "Sur le point pour lequel la sommedes distancesde п points donnesest 

mјпјmиm", Tohoku Mathematical Joumal, 43, 355-386. 
[46] Wendell R., Hurter А. (1973), "Location theory, dominance and convexity", Operations Re

search, 21, 314-320. 
[47] Wesolowsky G., and Love R. (1972), "А nonlinear approximation method for solving а gen

eralized rectangular distances Weber problem", Management Sciences, 18, 656-663. 
[48] Wesolowsky G. (1993), "Тће Weber problem: history and perspectives", Location Science, 

1,5-23. 



SADRZAJ 

Predgovor ................................................................ 3 
I.Uvod ................................................................... 5 

1.1. Тipicne primene .................................................... 5 
1.2. КIasifikacija lokacijskih problema i modela .......................... 6 
1.3. Kratak istorijat ..................................................... 7 

2. Lokacija jednog objekta - Veberov Min-Sum problem ......... 10 
2.1. Euklidova metrika ................................................. 11 
2.2. Metode resavanja problema s Euklidovom merom rastojanja ....... 14 
2.3. Pravougaono rastojanje ............................................ 15 
2.4. lp rastojanje .....................•................................. 18 

3. Lokacija jednog objekta - prosireni modeIi ...................... 22 
3.1. Lokacijska ogranicenja ............................................. 22 
3.2. Nelinearna zavisnost funkcije сilја od rastojanja .................... 22 
з.з. Lokacija nezeljenih objekata ....................................... 25 

4. Lokacija jednog objekta - Raulsov Min-Max problem .......... 27 
4.1. Lokacija jednog objekta - Veber - Raulsov problem ................ 28 

5. Lokacija vise objekata ............................................. 30 
5.1. Veberov problem lokacija vise objekata ............................ 30 
5.2. Raulsov problem lokacija vise objekata ............................. З2 
5.3. Lokacija р nezeljenih objekata ..................................... З2 

6. Lokacijsko-alokacijski problem .................................... 39 
6.1. Alternativna heuristika ............................................ 41 
6.2. p-median heuristika ............................................... .44 
6.З. Metaheuristicke metode ........................................... .44 
6.4. Model ogranicenih kapaciteta ...................................... 44 
6.5. Model fiksnih troskova ............................................ .45 
6.6. Modellancanog snabdevanja ...................................... .47 

Literatura .............................................................. 49 


