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PREDGOVOR

Jedna od oblasti primenjene i industrijske matematike i operacionih istraZivanja,
¢iji se rezultati najcesce koriste u prakti¢nim problemima je Teorija lokacije. Gen-
eralno govoredi, problem spada u lokacijski ako je neka od promenljivih (nepoz-
natih) u zadatku optimizacije lokacija nekog objekta (odnosno njene koordinate u
dvo-dimenzionalnom ili tro-dimenzionalnom realnom prostoru). Zbog velikog broja
primena, ova oblast se pocela razvijati i u teorijskom pravcu.

Najceséa podela matematitkih modela lokacije je na kontinualne, diskretne i
mrezne. Kod prvih se nepoznate nalaze u kontinualnom prostoru, kod diskretnih se
od datog broja ponudenih reSenja bira ono koje optimizuje neki zadati kriterijum,
dok se u mreZznim optimalno reSenje nalazi ili u temenu zadatog grafa ili mreze,
ili duz zadatih lukova. Dakle mrezni modeli mogu imati ili diskretna (u temenima
grafa) ili kontinualna (duZz lukova) redenja.

U ovoj knjizi bie reéi samo o kontinualnim modelima. Prilikom izlaganja tru-
dio sam se da materijal bude dostupan §to Sirem krugu &italaca, dakle ne samo do-
diplomskim i posle-diplomskim studentima, veé i inZenjerima i drugim radoznalim
¢itaocima primenjenih matematickih disciplina. Minimalno predznanje iz matem-
atike za pracenje vecine izloZenog teksta je na nivou Matematike I na matematickim
i tehnickim fakultetima u Srbiji.

Prva verzija ovog rukopisa nastala je 1988 godine kao deo skripata namen-
jenih studentima treée godine Fakulteta organizacionih nauka, a u okviru predmeta.
Matematicki modeli i metode. Skripta, koja su interno deljena studentima u pe-
riodu od 1988 do 1993 dok sam predavao dotiéni predmet, pored Teorije lokacije
sadrzala su i ViSekriterijumsko programiranje. U ovoj knjizi deo tog rukopisa je
prodiren i nekim mojim novijim rezultatima publikovanim u vodeéim ¢asopisima
Operacionih istrazivanja, a do kojih sam do$ao sa svojim kolegama s kojima sam
saradivao u poslednjih desetak godina.

Izlaganje kontinualnih lokacijskih problema bite podeljeno u sedam odeljaka
koja sadrze sledeée: (i) u Uvodu se navode primeri primene, klasifikacije problema,
i istorijat; (ii) osnovni Min-Sum model lokacije jednog objekta (tzv. Veberov prob-
lem) i osobine modela vezane za razliCite nacine merenja rastojanja, obraden je u
drugom odeljku; (iii) prosireni Min-Sum modeli lokacije jednog objekta u kojima se
razmatraju i razliéiti oblici u skupu ograni€enja, kao i razli¢ite nelinearne funkcije
cilja, dati su u tre¢em odeljku; (iv) osnovni Min-Maz model lokacije jednog objekta
(tzv. Raulsov problem) izloZen je u éetvrtom odeljku; (v) dvo-kriterijumski zadatak
predstavljen kao linearna kombinacija Veberovog i Raulsovog zadatka formulisan
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je u petom odeljku; (vi) modeli lokacije vise novih objekata i (vii) Lokacijsko-
alokacijski modeli, obradeni su u poslednja dva odeljka. Originalni rezultati autora
izlozeni su u odeljcima (vi) 1 (vii).

Pri izlaganju teziste ée biti bateno na procedure, dok ée se teorijski obraditi
samo problemi koji su za ovu oblast fuindamentalni.

Zahvalnost dugujem pre svega svojim kolegama s kojima sam saradivao i za-
jednicki objavljivao radove u poslednjih desetak godina: akademik Pierre Hansen s
montrealskog univerziteta; Jack Brimberg s Kraljevske vojne kole u Kanadi; Jose
Moreno s univerziteta La Laguna u Spaniji; Frank Plastria i Martine Labbe sa
Slobodnog univerziteta u Briselu, Draganu UroSeviéu s Matematickog instituta u
Beogradu.

Zahvaljujem se i recenzentu knjige profesoru Veri Kovaéevi¢-Vujéié na korisnim
sugestijama, koje su poboljsale kako nafin prezentovanja, tako i kvalitet izlaganja
u knjizi.

Zahvaljujem se Mariji Kuzmanovié na tehnickoj pomoéi, a i svojoj supuzi
Branki na kucanju delova knjige, kao i na dugogodisnjoj toleranciji, pa joj zapravo
i posvetujem ovu knjigu.

Autor




1. UVOD

Teorija lokacije je jedna od oblasti primenjene i industrijske matematike i op-
eracionih istraZivanja €iji se rezultati najéesée koriste u prakti¢nim problemima.
Generalno govoreti, problem spada u lokacijski ako je neka od promenljivih (nepoz-
natih) u zadatku optimizacije lokacija nekog objekta (odnosno njene koordinate u
dvodimenzionalnom ili trodimenzionalnom realnom prostoru). Zbog velikog broja
primena, ova oblast se potela razvijati i u teorijskom pravcu.

Matematicki modeli lokacije najéesce se dele na kontinualne, diskretne i mrezne.
Kod prvih se nepoznate nalaze u kontinualnom prostoru, kod diskretnih se od datog
broja ponudenih reSenja bira ono koje optimizuje neki zadati kriterijum, dok se u
mreZznim optimalno reSenje nalazi ili u temenu zadatog grafa ili mreze, ili duz
zadatih lukova. Dakle mrezni modeli mogu imati ili diskretna (u temenima grafa)
ili kontinualna (duZ lukova) reienja. U ovoj knjizi bi¢e re¢i samo o kontinualnim
modelima.

Matematicki modeli teorije lokacije imaju za cilj da odgovore i na neka od
sledecih pitanja:

(i) Koliko novih objekata treba otvoriti (postaviti)?

(ii) Gde ée oni biti locirani?

(iti) Koliko veliki (tj. kog kapaciteta) e biti svaki od otvorenih objekata?

(iv) Kom novom objektu ¢e biti pridodeljen (alociran) svaki od korisnika us-
luga?

QOdgovori na ova pitanja naravno zavise od konkretnog problema koji se resava.
Ako treba odrediti lokacije protiv-pozarnih stanica ili vozila za hitnu pomoé, tada
su nove lokacije u naseljenim regionima. Ako treba odrediti lokacije deponija ili
hemijskog ili nuklearnog otpada, tada izbor pada na lokacije §to je moguée dalje od
naselja. Koliko novih objekata i koje veli¢ine oni treba da budu, najéeiée je kom-
promis izmedu cene i kvaliteta usluge: vise servisa (novih objekata) poboljsavaju
kvalitet usluge, ali povecavaju i cenu. Kao odgovor na iv), korisnici se najéesée
alociraju svom najbliZzem centru, mada u nekim slu¢ajevima takvo rasporedivanje
ne mora biti optimalno.

1.1. Tipiéni primeri primene. Dizajniranje mreze. Gradske vlasti su su-
ocene s problemom dizajniranja vodovodne i kanalizacione mreze. Pri tome treba
odrediti lokacije sabirnih centara (odnosno mesta gde se voda preraduje) tako da
se minimizuje ukupna duzina cevi.

Lokacija skladista. Neka kompanija Zeli da odredi lokacije svojih skladista kako
bi bila u stanju da brZe i jeftinije usluzi klijente. Svaka moguca lokacija skladista
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karakteri3e se fiksnim troSkovima zakupa, transportnim troskovima po jedinici robe
do korisnika i ograni¢enoiéu svojih kapaciteta.

Lokacija vatrograsnih brigada. Treba odrediti lokacije fiksnog broja vatrogras-
nih brigada u gradu, sa ciljem da se minimizuje maksimalno rastojanje od svake
zgrade do njoj najblize brigade.

Konkurentno lociranje objekata. Firma Zeli da otvori novu radnju u gradskoj
tetvrti gde konkurenti ve¢ imaju radnje. Zahtevi kupaca za odredenom robom u
toj Cetvrti su poznati, ali se mogu i povedati uvodenjem nove prodavnice. Cilj je da
se odredi gde otvoriti radnju da bi se maksimizirao profit u uslovima konkurencije
i podele trzista.

1.2. Klasifikacija lokacijskih problema i modela. Lokacijski problemi i
modeli mogu se klasifikovati na razlitite nacine u zavisnosti od principa klasi-
fikacije. Ako se posmatra topografija, lokacijski problemi se dele na kontinu-
alne, diskretne i mreZne; po obliku funkcije cilja podela je na Min-Sum i Min-
Maz modele; lokacijski modeli mogu biti staticki i dinamicki, jedno-kriterijumski
i vide-kriterijumski, jedno-robni (single-comodity) i1 vie-robni (multi-comodity),
neogranitenog kapaciteta novih objekata (uncapacitated) i ograni¢enog (capaci-
tated), deterministicki i stohasticki, itd. Jednom redju gotovo sve mogudée podele
modela operacionih istraZivanja mogu se primeniti i na lokacijske probleme. Bilo
je viSe pokusaja u literaturi da se izvr§i stroga klasifikacija svih lokacijskih modela
{videti npr. Brandeau i Chiu (1989)), ali se ti pokuSaji nisu odrzali jer se uvek
moze nadi lokacijski model koji ne upada ni u jednu od unapred odredenih klasa.

Mi éemo sada izloziti nekoliko najées¢ih natina podele problema lokacije, a u
kasnijem izlaganju drzaéemo se ovog prvog.

Kontinualni, diskretni i mreZni modeli. Jedna od osnovnih razlika izmedu loka-
cijskih modela je nacin na koji se predstavljaju promenljive. Ako novi objekti mogu
biti locirani u ravni (R?) ili prostoru (R?), govori se o kontinualnim modelima: polje
promenljivih je kontinuum, odnosno dopustivi skup ima beskona&no mnogo tacaka.
Ako je skup moguéih lokacija unapred zadat ali treba odrediti neki njegov podskup
tako da se optimizira neki kriterijum, tada je definisan diskretan lokacijski model.
Mresni modeli imaju elemenata i kontinualnih i diskretnih. Polje moguéih novih
lokacija je bilo gde na zadatoj mreZi; na njoj je skup &vorova (temena) konacan, a
skup tataka na lukovima koji spajaju temena, beskonagan (kontinuum).

Oblik funkcije ciljo. U Teoriji lokacije najtesce se razmatraju dva tipa prob-
lema: Min-Sum i Min-Maz. U prvoj grupi funkcijom cilja se minimizuje tezinski
zbir svih rastojanja novih i fiksnih objekata. Na taj nagin se favorizuju ” prose¢ni”
korisnici, a zanemaruju udaljeni ili izolovani. Drugi tip funkcije cilja ravnopravno
tretira sve korisnike tako 5to se nalaze nove lokacije koje minimizuju maksimalno
rastojanje izmedu postojeéih i nepoznatih objekata. Ovi modeli se, na primer,
koriste pri lokaciji TV odagiljaca ili lokaciji vatrogasnih brigada, gde i udaljeni
stanovnici imaju ista prava kao i oni grupisani u gradovima.

Broj novih objekata. Natin na koji se mogu karakterisati lokacijski modeli je i
broj objekata (servisa) koje treba otvoriti. U nekim problemima je ovaj broj un-
apred zadat (npr. u Veberovom i lokacijsko-alokacijskom kontinualnom problemu, u

|
|
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diskretnim i mreznim zadacima p-tefista i p-centra). Ovakve modele nazivamo en-
dogenim. Nasuprot njima su egzogeni modeli, gde je broj novih servisa nepoznata
veli¢ina i njena vrednost se dobija kao rezultat optimizacije. Kao primer egzo-
genih modela naveséemo jednostavni lokacijski (ili zemljiSni) problem (simple-plant
location ili uncapacitated facility location) i problem prekrivanja skupa.

Dalje moguée podela endogenih modela (koji ée se kasnije razmatrati) su na
Jjednoobjektne, viseohjekine i lokacijsko-alokacijske. Ove dve poslednje grupe mod-
ela se opet mogu podeliti u dve grupe: bez interakcije izmedu novih objekata i s
interakcijom. Svaka od ovih klasa i podklasa modela, matematitki posmatrano,
imaju svoje teorijske specifi¢nosti, pa se zato odvojeno razmatraju.

Lokacijski problemi privatnog i javnog sektora. U privatnom sektoru, ulaganje
i dobit od ulaganja se meri novéanim jedinicama. Dakle funkcija cilja moze pred-
stavljati minimizaciju trokova, maksimizaciju profita, ili dvo-ktiterijumski i jedno
i drugo. Ovi ciljevi ¢ine modele ovog tipa relativno jednostavnim.

U javnom sektoru, veliki broj ciljeva koji se ne izraZzavaju direktno novcem,
takode treba uvesti u model. Na primer, u lokacijama hitnih medicinskih sluzbi,
gubitak Zivota se ne moZe izraziti novcem, ili odvoZenje opasnih hemijskih supstanci
u zabagene krajeve, ne treba meriti cenom prevoza.

1.3. Kratak istorijat. Francuski matematicar Pjer de Ferma (1601-1665) se
najée§ée navodi kao prvi koji je postavio jedan lokacijski problem: naéi tacku trougla
¢iji je zbir rastojanja do temena minimalan. Tu tacku je nazvao petom znatajnom
takom trougla. Galilejev uéenik, Toriceli (1608-1647) navodi se kao prvi koji
je uspeo da resi zadatak konstruktivno: konstruisati jednakostraniéne trouglove
nad svakom stranicom, sa treéim temenom sa suprotne strane od unutrasnjosti
pocetnog trougla (slika 2). TraZena tacka nalazi se na preseku krugova opisanih
oko ovih jednakostrani¢nih trouglova.

: Aads¥

Cavalieri Torricelii Fermat

Stika 1. Ko je prvi formulisao i refio jedan lokacijski problem?

i

Batista Cavalieri (1598-1647) pokazuje da duzi koje spajaju “Torigelijevu tackuy’
s temenima trougla, obrazuju ugao od 120 stepeni. Sto godina kasnije (1750), en-
gleski matematitar Tomas Simpson (1710-1761) predlaZe jednostavnije konstruk-
tivno refenje. On takode koristi jednakostranitne trouglove kac i Toriteli, ali
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traZenu tatku nalazi kao presek pravih dobijenih spajanjem novib temena jednako-
strani€nih trouglova i datih temena sa suprotne strane (slika 2). Ove prave su kas-
nije nazvane “Simpsonove prave” (tj. prave aja,aza i azab na slici 2). U obadve
navedene konstruktivine metode pretpostavlja se da su svi unutradnji uglovi trougla
manji od 120 stepeni. Ako to nije slutaj, onda je Toritelijeva tatka u temenu tupog
ugla. U istom radu Simpson, kao zadatak za veZbu, navodi uopstenje na tezinsku
verziju problema: svakoj tatci trougla pridodeljena je tezina (neki realan broj); naéi
taéku takvu da je zbir tezinskih rastojanja od nje do tataka trougla minimalan.

Na slici 2 je konstruisan i trougao bibybs opisan oko trougla odredenog s tri
date tatke. On je zapravo refenje sledeceg problema (prvi put formulisanog 1810.
godine u “Annals de Mathematiques Pures et Appliquées”, Vol I, str. 384): naé
najveéi jednakostraniéni trougao opisan oko datog trougla. U sledeéem volumenu
istog Casopisa (1811) dato je i reSenje: stranice trazenog trougla normalne su na
prave a;ai,aza} i agaj (tj. na Simpsonove prave). Kako je kasnije primetio Kuhn
(1967) ovaj zadatak je verzija duala problema koji je postavio Ferma: ako je poznata
Toritelijeva tatka (primal), tada je lako konstruisati najveéi opisan jednakostraniéni
trougao (dual) i obrnuto. Inage, ideja dualnosti je jedna od fundamentalnih u meto-
dama optimizacije: svaki optimizacioni zadatak ima svog parnjaka (dual) baziranog
na suprotnostima (ili je neka vrsta dopune do celine). Dual (parnjak) minimizacije
je maksimizacija; relaciji € parnjak je 2, itd. U naSem slutaju Toricelijeva tacka
je rezultat minimizacije, pa je dual rezultat maksimizacije povrsine opisanog jed-
nakostrani¢nog trougla.

SLIKa 2. Konstruktivna re3enja nalazenja pete znalajne tatke
trougla (e — fiksne tatke, * — Tori¢elijeva tacka)
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U 20. veku, austrijski ekonomista Veber (1909) predlaZe teZinski model s tri
tacke u problemu nalaZenja lokacije fabrike, a s ciljem minimizacije transportnih
trogkova od fabrike do tri grupe snabdevaca sirovinama. Matematicki deo knjige
u Dodatku napisao je Georg Pick, koji je naveo i geometrijsko re3enje problema.
Interesantno je da je uopdtena teZinska verzija problema na m fiksnih tataka kasnije
vezana za Veberovo ime, iako on nije prvi ni predlozio model, niti ga je prvi resio.
On je prvi nagao primenu modela u industriji (o daljim istorijskim detaljima, videti
npr. Wesolowski, 1993).

Pomenimo ovde jedan slian problem za koji se u literaturi ustalio naziv “Staj-
nerov problem” (Jacob Steiner, 1796-1863), a koji se najceite ne uvrstava u lo-
kacijske: naéi mreiu minimalne duZine, toko da sve date tacke pripadaju mrezi.
Za tri date tacke, Stajnerov i Veberov (tj. Fermaov) problem imaju isto regenje.
Interesantno je Kuhn-ovo (1967) zapazanje po kome je Stajner potpuno “nevin”
u Stajnerovom problemu: on ga nije ni postavio, ni resio ni praktiéno primenio.
Njegova zasluga je u bezuspeSnim pokuSajima da problem redi. Ipak, Kurant i
Robins (Courant i Robbins, 1941) greskom problem nazivaju Stajnerovim, a kasnije
se taj naziv ustalio i nije bilo lako nazvati ga drugatije bez opasnosti od konfuzije.



2. LOKACIJA JEDNOG OBJEKTA (VEBEROV PROBLEM)

Kao 5to je ved reéeno, u kontinualnom lokacijskom zadatku polje moguéih novih
lokacija (koordinata trazenih tacaka) je kontinuum: treba izabrati tacke u ravni (ili
prostoru) kojim se dostiZe minimum ili maksimum nekog kriterijuma, gde je polje
moguéih redenja beskonatno.

Veberov problem se moze formulisati na sledeéi nagin: dato je m tataka u ravni
(a1,8,...,ay,) 1 m skalara (teZina) pridodeljenih svakoj tatki (wq,ws,...,ws).
Nadi tatku z za koju je suma teZinskih rastojanja do datih tataka minimalna.

Ako na primer g¢; = (a§i), aéi)), i =1,...,m, predstavljaju koordinate zgrada u
nekom naselju u kome treba podiéi novu robnu kuéu s nepoznatim koordinatama
z = (x1.12), tada tezinski koeficijentl w; koji se mogu pridodeliti zgradi, mogu
predstavljati broj njenih stanovnika. Funkcijom cilja se minimizuje tezinski zbir
rastojanja (ili cena prevoza) do nove robne kuée. Matemati¢ki model ovog problema,
je

(1) (min) fu(z) = Y wi - d(z, a:),
=1

gde su:
z = (x1,%2) — koordinate nepoznate lokacije;
m — broj fiksnih (postojeéih) lokacija ili korisnika,
d(z, a;) — rastojanje i-tog korisnika do nepoznate lokacije,
n; — broj elemenata i-tog korisnika,
r; — jediniéna cena prevoza i-tog korisnika,
w; = n;r; — teZinski koeficijenti pridodeljeni :—tom korisniku,
a; = (ag"), agi)) - koordinate (lokacije) ¢-tog korisnika,
fuw — funkcija cilja Veberovog problema.

SLIKA 3. Veberov problem s Euklidovom merom rastojanja
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Ovaj model je model nelinearnog programiranja, bez prisustva skupa ogranice-
nja, odnosno (1) je zadatak bezuslovne minimizacije po z, jer je funkcija rastojanja
d(z,a;) nelinearna. Poznato je da se d(z,a;) (odnosno d(a;,z),jer je funkcija ras-
tojanja simetriéna) moze predstaviti na vide nafina, §to je uslovljeno konkretnim
problemom koji se refava u praksi. Sada ¢e se izloZiti osobine Veberovog problema
za, ragliGite nagine merenja rastojanja.

2.1. Euklidova metrika. Ako z i z pripadaju R", tada je njihovo Euklidovo
rastojanje odredeno sa

d(z,2) =

n
Z (zi — 2i)? = ||z — 2|2,
i=1
gde || - ||2 predstavija Euklidovu normu. Funkcija cilja (1) sada ima oblik

m m n . 1/2
@ s = Y wdema) =3 w3 e -a?)
i=1 i=1 j=1
U nelineranom programiranju (NP) osnovno je pitanje da li je konkretan prob-
lem konveksan ili ne, iz razloga 5to se konveksni problemi daleko lakSe resavaju.
Sledeéi stav govori da je funkcija cilja Veberovog problema konveksna. U daljem
tekstu ograni¢iemo se na slu¢aj n = 2, iako vedina stavova koji ¢e biti navedeni
vaZe i u op&tem slutaju, tj. za svako n > 2.
Stav 1. Ako su a; = (agi),agi) ) niz datih tacaka u R* duZine m, tada je f,
definisana sa (2), konveksna funkcija.
Dokaz. Dovoljno je dokazati da je d(z,a;) konveksna za svako 7, jer je pozi-

tivna linearna kombinacija konveksnih funkcija konveksna. Dokazademo da je kon-
veksna sledeca funkcija:

(3) g(l') = d(m, Z) = ((1;1 - 21)2 + (1:2 _ 22)2)1/2’
odnosno da vaZi:
@) 9((1 ~ Nz’ + Az") < (1 - N)g(a') + Ag(z")

za svako A € [0,1] i z’, 2" € R?. Koristiéemo poznatu tzv. nejednakost trougla,

d(p + ¢, 2) < d(p, 2) + d(g, 2),
gde su p = (p1,p2), ¢ = (q1,¢2) tacke u ravni. Ova nejednakost vazi za svaku
funkciju rastojanja (metriku), pa i za Euklidovu. Ona zapravo tvrdi da stranica
trougla ne moZe biti veca od zbira druge dve stranice. Trazeno tvrdenje konvek-
snosti se dobija zamenom vektora p i ¢ u nejednakost trougla na sledeé¢i nacin:
b= (1 - ’\)zla q= ’\17”7 tj'
g((A =Nz +Az") =d((1 - N)z' + A", 2) =d(p+ ¢, 2)
< d(p, 2) + d(q,2) = d((1 - N)z’, 2) + d(Az", 2)
= (1= Nd(z',2) + Md(z",2) = (1 - N)g(z') + Ag(z") O
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Stavom 1 dokazano je da (2) predstavlja zadatak (bezuslovnog) nelinearnog
konveksnog programiranja, u kome se za uslove prvog reda nalazi gradijent

Ofw Ofw
Viule) = (222, 52),

gde je
m (4)
of _ wi-(z;—a;’)
© Br, ~ 2 dway b

i=1
Otigledno su parcijalni izvodi prekidne funkcije pa f,,(x) nije glatka. Tacke
prekida su postojefe lokacije, tj. za = = a;, jer je d(a;,a;) = 0. Slededi stav
odreduje uslove pod kojima je optimalno reSenje u nekoj od fiksnih taaka. On
prestavlja uopstenje tvrdenja izlozenog ranije, a koje se odnosi na tri tacke: kod
trougla s jednim uglom > 120°, Veberova tacka se nalazi u temenu tupog ugla.

STAV 2. Funkcija f,(x) dostize minimum u jednoj od fiksnih tadaka
a, = (@{",a), re {1,...,m}

ako i samo ako vazi

m (r) (N 2 m (r) () 2\ 1/?
_ w;-(a;” —a;’) w;i - (ay’ —ay’) <
o <(Z d(ar, 0:) ) * (Z d(ar, a:) S

i=1 i=1
Dokaz. Ideja dokaza je da se pokaZe da je razlika desne i leve strane gornje
nejednakosti zapravo minimalna vrednost izvoda po pravcu funkcije f,, u tacki a,.
Ako je ta minimalna vrednost nenegativna (dovoljan uslov), sledi da je f,, rastuéa
po svim pravcima iz a,, odnosno da je ¢, minimum. Obrnuto, ako je a, minimum
{potreban uslov), tada je i izvod po svakom pravcu iz tacke a, (paipo minimalnom)
nenegativan. Pokazimo sada da je razlika desne i leve strane nejednakosti iz ovog
stava vrednost izvoda po praveu fy(a,).
Obelezimo ovu nejednakost sa R? + R2 < w2, i posmatrajmo fy(a, + tb), gde
je b= (b, bs) jedini¢ni vektor (b2 + b2 = 1):

fular +tb) = Z wid(a, + tb, a;).

i=1
Lako se moze pokazati da je izvod po pravcu odredenom sa vektorom b u taéki
a, jednak

.4 .
}1_1;1‘(1) —g;ﬂ = }%(wr + b1 Ri(t) + o Ro(t)) = wy + 01 Ry + b2 Ro

Sada ¢emo pokazati da je minimalni izvod po pravcu jednak w, — \/R? + R2,
§to je zapravo razlika desne i leve strane nejednakosti iz ovog stava.

min, (wy + bRy + b, ;) = in (w,_ + bRy + RpV1 - bf)
1

(b1,b2
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Nalazenjem minimuma (po jednoj nepoznatoj) i koris¢enjem uslova b3 + b3 = 1,

dobijamo resenje
R . Ry

i 0= .
VE+R P JEt+ R

Zamenom dobijenih vrednosti za b} i b3 u formulu za izvod po pravcu, dobija
1 2 ] J

wy + by Ry + bRy = wy — \/ R} + R3.

Ako je ar minimum funkcije fi,(z), tada je f,, rastuéa po svakom praveu iz a., tj.
njen minimalan izvod po praveu, w, —/R? + RZ, mora biti nenegativan. Ogigledno
vazi i obrnuto. O

by =

se

Pre nego 5to predemo na metode reavanja Veberovog zadatka, naveséemo drugi
lokacijski model &ije se reSenje moZe dobiti u analititkom obliku. To je problem
nalaZenja tezista ili centroida, gde se umesto d(z, a;), razmatra d*(z, a;),

(6) fe(z) =) wid*(z, ai)
=1

Izjednatavanjem parcijalnih izvoda funkcije f.(z) s nulom, dobija se reSenje
koje se naziva teziste ili centroid: :

m m
(7) x,@:Zag.’)/Zw,;, i=12.
i=1 i=1
Primetimo da za w; = 1 reSenje (7) predstavlja aritmetitku sredinu koordinata
datih tacaka. Mada se Veberova tatka i centroid mogu dosta razlikovati (videti
sliku 4), u praksi se Cesto resenje dato sa (7) pogresno koristi kao reSenje problema,

2).

y o Date lokacije
* Toricelifeva tacka
» Tediste (372, 1/2)

X

Stika 4. Zadatim tackama a;(0,0), a2(1.1) i a3(3,0), tacka
tezidta 1 Toritelijeva tatka su razlitite.
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2.2. Metode resavanja problema s Euklidovom merom rastojanja.
Kako je fu(z) konveksna (stav 1) to se u redavanju moze koristiti bilo koja metoda
bezuslovne minimizacije koja ne zahteva glatkost. Na Zalost, u ovom sluéaju konver-
gencija klasi¢nih metoda je veoma spora u slu¢ajevima kada je optimalna lokacija
u nekoj od fiksnih tataka. Iz tog razloga se prvo proveri da li je to slucaj (stav 2),
pa ako nije, primeni se neka metoda bezuslovne minimizacije. Cak sta vise, f,(x)
se moZe jednostavno transformisati u glatku funkciju koridéenjem tzv. hiperbolijske
aproksimacije:

dH(I,Z) = \/(.’El - 21)2 + (.’1?2 - 22)2 + £,

gde je € proizvoljan mali broj (Wesolowski i Love, 1972).

U slugaju hiperbolijske aproksimacije, dodatni problem je numericka nesta-
bilnost: vrednost funkcije cilja reformulisanog problema moZze biti veoma blizu
vrednosti originalnog zadatka, dok se njihova refenja (koordinate) mogu znatajno
razlikovati.

Drugi popularniji nain nalaZenja re3enja Veberovog problema je u numeri¢kom
reSavanju sistema nelinearnih jednagina

(8) af—}:w’@’—a)_m j=1,2

d(z,a;)

Iterativnu metodu za nalaZenje reSenja sistema (8), prvi je predlozio Endre
Weiszfield, 1937. godine (uzgred, njegovo pravo ime na poljskom je Andrew Va-
zonyi), ali je njena konvergencija dokazana tek Sezdesetih godina (Kuhn i Kienne,
1962).

Ako se sistem (8) razlozi, kao

m w;a;
= ] 1 =12
A Z d(z a;) ?_—__; d(z,a;)’ I=5

i kada se x;, j = 1,2 eksplicitno izrazi, dobija se

m (1) _
©) & d(m a,)/ Z feay T2

u kome su nepoznate z; i z2 na obe strane jednakosti.

Ovaj ekvivalentni oblik predstavljanja uslova prvog reda (8), moze se iskoristiti
za uspostavljanje iterativne procedure, to je €est sluc¢aj u numerickoj analizi (npr.
Gaus-Zajdelova metoda reSavanja sistema, linearnih jednatina). Naime, zada se
proizvoljno (pogetno) resenje (z1,z2), izrauna se desna strana jednakosti (9) za
date z; i z2, $to predstavlja nove vrednosti za z;, j = 1,2. Sada se te nove
vrednosti ubace na desnu stranu, itd. Ovaj iterativni postupak se ponavlja sve dok
dve uzastopne tagke nisu proizvoljno bliske. Kao potetno reSenje najéedée se uzima

taéka centroida zg.c) definisana, sa (7).
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Obelezimo sa ¢(z;) desnu stranu jednakosti (9). Vajsfeldova metoda se onda
moZe predstaviti kao :

2P =), =12 k=12,...
gde je k broj iteracija. Na dokazu konvergencije se neéemo zadrzavati (videti na

primer Brimberg). U vektorskom obliku, Vajsfeldov iteracioni postupak ima. sledeéi

oblik: i
k) _ (k-1 k-1 =
o) =) Ve [ (3 ),

i=1

gde je gradijent dat sa

m . k-1) _ .
E—1y _ w,(w( az)
Vf(zF1) = ; D T ap)

Na slici 5 dat je listing podprograma u Fortran-u za re§avanje Veberovog prob-
lema Vajsfeldovom iterativnom metodom. Kriterijum zaustavljanja je predstavljen
s dva parametra: iter — maksimalan broj iteracija; ol — bliskost kvadrata rastojanja
dva uzastopna resenja.

2.3. Pravougaono rastojanje. U gradskim uslovima, direktno rastojanje
izmedu novih i postojeéih tataka odredeno Euklidovom metrikom, ¢esto je nere-
alno. Vozila se kreéu po ulicama, koje se obi¢no seku pod pravim uglom. Iz tog
razloga se u Teoriji lokacije razmatraju i modeli sa pravougaonom (!;) metrikom.

Ako u (1) rastojanje odredujemo sa

n

(10) di(z) =Y |25 -af?|, i=1,...,m,

=1
odnosno za problem lokacije u ravni (n = 2)
di(z) = di(z,a;) = |z — | + |za —af?|, i=1,...,m
tada funkcija cilja ima oblik

m
fu(z) = Zwi (lzy = af?] + |22 — af))

i=1

(11) - @ .\ @)
=Y wiler — ai?| + ) wilwy — af’|
=1 i=1
= fw(zl) + fw(CL'Z)

pa se problem svodi na dve minimizacije po jednoj promenljivoj, odnosno problem
je separabilan. Sledeéi stav govori o konveksnosti.

Stav 3. Funkcija f(x) = w|z — a| je konveksna, za svako w >0 ia € R.

Dokaz ovog elementarnog stava prepustamo €itaocu (koristiti nejednakost tro-
ugla i definiciju konveksne funkcije).

Kako je zbir konveksnih funkcija konveksna funkcija, to su i fy(z1), fuw(z2) i
Jfuw{z) konveksne. Zbog separabilnosti f,,(z), a u cilju nalaZenja reSenja problema
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subroutine WEBER(n,x,y,w,x0,yo,fun)

real*8 xo,tol,yo,sw,xt,yt, & fy,fxx, fun
real*8 x(500),y{500),w(500),d(500)
Parametri

iter=100
tol=1.d-5
Pocetno resenje (xo,yo)-teziste
x0=0.0d0
y0=0.0d0
do j=1n
xo=x0+w(j)*x(j)
yo=yo+w(j)*y(j)
enddo
X0=XO0/sw
yo=yo/sw
sw=1.d20
it=0

Iteracije
do while (it.It.iter.and.sw.gt.tol)
it=it+1
x=0.d0
fy=0.d0
fxx=0.d0
fyy=0.d0
do j=1,n
d(j)=DSQRT((x0-x(j))*(x0-x(j)) +(vo-y (1)) *(yo-y(1)))
fx=fx+w(j)*x(j)/d(j)
fex=fxx+w(j)/d(j)
fy=fy+w(j)*y(G)/d ()
enddo
xt=Ix/fxx
yt=fy/fxx
sw=(xt-x0)*(xt-x0)+(yt-yo)*(yt-yo)
xo=xt
yo=yt
enddo

Funkcija cilja 'fun’
fun=0.
do j=1n
fun=fun+d(j)*w(j)
enddo
return
end

SLikKA 5. Fortranski kdd za Vajsfeldovu metodu redavanja Ve-

berovog zadatka.
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(11), preformulisa¢emo i razloziti problem (11) na nalazenje minimuma po jednoj
promenljivoj kao

14
(12) min f(z) = Y _ ti|z — a®),
=1
aV <a® - < a®

gde jep < mt,/wl(i_l .pl=1,....m),z€R,a® €R.

Razlog stojep<mit; 2 w; 1Z1021cem0 na malom primeru. Pretpostavimo da
jea® =a® =3idajews =31iws = 7. Sumiranjem ws|z ~a®|+wy|z —a®| =
3|z — 3| 4 7|z — 3| dobijamo &lan t3|z — a®| = 10|z — 3|. Dakle, broj sabiraka
(u sluéaju kada dve date tacke imaju neku istu koordinatu) je smanjen za jedan
(p = m — 1), a nova tezina ¢3 je dobijena kao zbir ws + wq = 3+ 7 = 10. Izvod
funkcije (12) ima oblik

P
- E t;, z < al)
=~

1 4 R .
(13) flly=q X ti= > t, o <z<altD)
j=1 J=itl
P
>t z > aP
Dakle, f(z) je deo po deo linearna i konveksna funkcija.
Sledeéi stav daje uslove za nalaZenje minimuma funkcije (12), odnosno uslove

za nalazenje indeksa i* za koji je z* = a(¥").
STAV 4. Pri reSavanju zadatka (12)-(13), obelezimo sa i* indeks za koji vazi

i* i

é th232.

7j=1

Ml»—a

(14) 81 =

H

j
Ako je ispunjena stroga nejednakost u (14), tada je * = o), a ako u (14) vazi jed-
nakost, tada je optimalno resenje bilo koja vrednost na intervalu z* € [alé"), a("+1)],

Doxkaz. Koeficijent pravca u (13) otigledno raste s rastom indeksa i, pa za
neko i* (gde izvod menja znak pa i f(z) dostize minimum) vazi

it—1 p it P
S h-Yh<o Yu- Y 430
Ove dve nejednakosti se lako mogu svesti na izraz (14). O

Poslednji stav omoguéava formiranje jednostavne procedure nalaZenja reienja
zadatka (11).

Algoritam 2.

Za svaku koordinatu I = 1,2, ponoviti sledece korake

- Korak 1. Inicijalnojep=mit;=w;, i =1,.

Korak 2. Urediti koordinate u neopadajuéi niz a( ) l(z) <+ < (m)
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x* a

SLIKA 6. Primer za Veberov problem s pravougaonim rastojanjein.

Korak 3. Redukovati problem u slu€aju da su neke koordinate jednake: novi

niz ¢e imati p razli¢itih elemenata sa teZinama ¢;, i = 1,...,p.
P
Korak 4. Izratunati s =1 ) ¢
i=1
Korak 5. i:=1

Korak 6. Naéi s; i 85 kao u (14). .

Korak 7. Ako je s; < s < sz, nadeno je reenje za [-tu koordinatu kao
zr = alY; ako je s1 < 8 = sv, tada je 2} = [}, al*V]; u suprotnom i = i +1i
preéi na korak 6.

Primer 1. Koordinate fiksnih tafaka su a;(0,0), a2(1,2) i as(2,1) (Slika 6), a
tezine w; = 1. Naéi Veberovu tacku za pravougaono rastojanje.

ReSenje. Problem se svodi na nalaZenje minimuma sledeée dve deo po deo

linearne funkcije

(min) f1(z) = {z1| + |21 — 1| + jz1 = 2},

(min) f2(2) = |wa + a2 — 2] + |2 — 1.
Kako je f1(z) = fa(z), to éemo izloZiti korake algoritma samo za fi(x). Sa slike 7
je jasno da je z* = (1,1). Proveriéemo i da li éemo dobiti reSenje 7 = 1 primenom
gornjeg algoritma.

Korak 1. p=3,t1 =t =t3 =1

Korak 2. a{! <al® <al¥ v 0g1g2

Korak 3. Nema redukcije jer su sve koordinate razlicite.
Korak 4. s = 3/2

Korak 5. i=1

Korak 6. s =0,52 =t =1

Korak 7. 0 < 3/2 < 1 - nije; i = 2 (druga iteracija)

Korak 6. sy =t; =1, 8=t +12 =2

Korak 7. 1 <3/2<2 —jeste =2 i* =2 2] = a(lz) = 1; Kraj.

2.4. [p rastojanje. Pretpostavimo da se rastojanje u Veberovom lokacijskom
problemu odreduje sa {p funkcijom, tj.

. ; 1/p
(1) dple,ai) = difa) = (jon - af PP+ 22 — afP)

pzl,peR
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fi(z) = falz)

-1 1 2 3

v

SLiKA 7. Minimizacija deo-po-deo linearne funkcije iz Primera 1.

U nekim realnim problemima bolje je pretpostaviti da p € (1,2) nego da je
p = 1ili p = 2. Na primer, na ameritkim autostradama ustanovljeno je da je
najbolja metrika za p = 1.41.

Pravougaono i linijsko (Euklidovo) rastojanje su oéigledno specijalni sluéajevi
lp rastojanja, odnosno za p =1 ili p = 2, dobijaju se odgovarajuée formule za ove
funkcije rastojanja. Na slici 8 data je Ip funkcija od tatke (0,0) do (1,1) u R?, za
razli¢ite vrednosti p € [1,2].

1
/
/o]
p/ / / r
{
-~ /
/ Py
f N
5 ; >

Suika 8. lp-rastojanje za razlicite vrednosti p (py > p2).

Funkcija rastojanja od koordinatnog po€etka do bilo koje tatke u posmatranom
prostoru naziva se norma, tj. dp(0,z) = ||z||p. Na slici 8 date su dakle norme za
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z = (1,1) i razli¢ite vrednosti parametara p: d2((0,0),(1,1)) = ||(1, D]z = v2;
d1((0,0),(1,1)) = ||(1,1)|]y = 2. Primetimo da je d,,(0,2) < dp,(0,z), ako je
P > pe- ) .
Lako se moze proveriti i da za p— 00, d,(z, a;) postaje max {lzl—a§1) |, |zo—al?| }.
Ova, funkcija rastojanja (lo) se zove Cebisevljeva funkcija. U gornjem primeru je

dOO((()’O), (1a 1)) = “(17 1)“00 =1.
Slede¢im stavom se dokazuje da Veberov problem sa Ip rastojanjem spada u
klasu konveksih programa.

Stav 5. Funkcija
(16) fule) = S widy(z, i), p>1
i=1

je konveksa, gde je dy(z,a;) definisano sa (15).

Doxaz. Kako je zbir konveksnih funkcija, konveksna, dovoljno je dokazati (kao
u dokazu stava 2.1}, da je dp(z, a;) konvevksna. U dokazu e se pored nejednakosti
trougla koristiti i poznata nejednakost Minkovskog
n i/p
+ (Z Iﬂklp) )
k=1

n 1/p n 1/p
(Z ok + ﬂk|p> < (Z Iakl”)
k=1 k=1

gdejep > 1, a ag i B realni brojevi.
Obeletimosay' =3’ —aiy” = z" ~a;, gde su 2’ = (z},25) i 2" = («f, z5).
Tvrdenje sledi po sledeéem nizu nejednakosti i jednakosti:

dp(Ayh + (1= Nty Ay + (1 - Ny
(nejednakost trougla)
< (D] + 1= Dg 1) + (gl + 11 = Nz P17
(nejednakost Minkovskog)
< (WP + P P)MP + (1L = Nyl 1P + (1 = Nwg |P)H?
= Myt ” + [W51P)? + (1= N(wt P + ly5 17)M/P
= Ay (1, 93) + (1 — Ndp (v, v2)- a

Analogno stavu 2, dademo potreban i dovoljan uslov da optimalna lokacija bude
u fiksnoj tacki a,.

STAV 6. fu(z) dostize minimum u fiksnoj tacki ar(ay,a2) ako i samo ako vaZi

(r-1)/
(17) (1R 20 4 Ry 0=1) " <y, zap > 1
(18) max{|R1|, |R2|} Swy, 2ap=1
gde je
m : (1) (1) 1p—1
w; - sign(ak — a;,” )|ar — a;” |
Ry = , k=12
ap> (tp(ar, a7

i:li#r
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DokAzZ. Primetimo da je Ry jednako parcijalnom izvodu funkcije (16) u tacki
z = a,. Dokaz zatim sledi analogno dokazu stava 2. Leva strana nejednakosti (17)
nije definisana za p = 1. Uvodenjem smene p' = p/(p — 1) i traZenjem limesa (17)
pri p’ — oo, dobijamo trazeno tvrdenje (18) (za p = 1). O

Kako f(z) otigledno nije glatka, to se umesto d;(z) uvodi d;(z) kao
- i : 1/p
(19)  dif@) = {[(31 - o{")" +&]"" 4 [(m2 - af")* +e]°} 7, e>0.

Nova funkcija cilja f(z) = 3 t:di(z) je glatka za svako z. Ova tzv. hiperbolicka
aproksimacija se uvodi i iz razloga §to je f(z) takode strogo konveksna, pa se na
njoj mogu primeniti metode nelinearnog programiranja (NP) prvog reda.

STAV 7. Funkcija f(x) je strogo konveksna.

DokAz. Da bi se dokazala stroga konveksnost funkcije d;(z), dovoljno je do-
kazati da je njen Hesijan pozitivno definitna matrica (svi glavni minori su veéi od
nule), §to prepustamo Eitaocu. O

Prirodno pitanje je, koliko su reSenja problema s funkcijom rastojanja (15) i

(19) bliska, odnosno koliko je dobra hiperbolijska aproksimacija I, rastojanja u
refavanju Veberovog problema? Odgovor daje slededi stav.

- m
Stav 8. max{fy(z) — fo(z)} < 2V/P.£/2. Y w;.
i=1
Dokaz. Dokazimo prvo nejednakost fp(z) — fp(z) < 21/7 - €1/2 koriséenjem

nejednakosti Minkovskog. Uvedimo smene y; = lwl—agi)l; Y2 = Izg—agi)h ys = el/?

di(z) = [(W2 +¥2)P/2 + (W2 +2)"/2]) V"
< [ +39)2)7/2 + (g2 +93)2)7?] "

= [ly1 +ysl? + ly2 + y3|p]1/p (nejednakost Minkovskog)

1 1
< [loal? + 12?1 + [lysl? + lys|?]/*
= di(z) + 2'/7 . £1/?

Skalarnim mnozenjem sa w = (w,...,Wn,) leve i desne strane gornje nejednakosti,
dobija se trazeno tvrdenje. O

Iz prethodnog stava je jasno da su reSenja hiperbolicke aproksimacije i odgo-
varajuéeg Veberovog problema, proizvoljno bliske. Potrebno je izabrati mali broj
€ i zadatak resiti bilo kojom varijantom gradijentne metode NP. Pa ipak, i na
f(z) se najéesée primenjuje Vajsfeldova metoda. Ostaviéemo ¢itaocu da posle iz-
jednagavanja parcijalnih izvoda f(z) sa nulom, nade Vajsfeldovu iterativnu formulu
u kojoj se za p = 2 i € = 0 dobija jednagina (9).



3. LOKACIJA JEDNOG OBJEKTA - PROSIRENI MODELI

U ovom odeljku naveiéemo samo neka od velikog broja moguéih prosirivanja os-
novnog modela kontinualne lokacije jednog objekta. Pri tome se, zbog ogranic¢enosti
prostora neéemo upustati u teorijske detalje, veé ¢emo ukratko navesti procedure
kojima se proSireni model svodi na osnovni.

3.1. Lokacijska ograniéenja. Ako postoje neke lokacije u kojima se ne moze
graditi novi objekt, bilo zbog reljefa (jezera, planine i sl.), ljudskog faktora itd., tada
govorimo o lokacijskim ogranigenjima. Skup dopustivih lokacija obeleZi¢emo sa D.
Tada progireni model ima oblik

(min) fy (z) = 3 wid(z,0;), z €D.
Izlozi¢emo jedan jednostavan algoritam za reSavanje ovog zadatka.

Algoritam 3.

Korak 1. Naéi bezuslovni minimum zadatka (1) i obeleziti ga sa z;

Korak 2. Proveriti da )i je tatka z dopustiva (z € D), ako jeste, kraj;

Korak 3. Nadi podskup dopustivog skupa koji je vidljiv iz tacke z.

Korak 4. z* je najbliza sa z a pripada podskupu odredenom u koraku 3 (tj.
x* je najbliza dopustiva, a vidljiva iz x).

Stroza definicija vidljivosti je: z* je vidljiva iz tatke z ako i samo ako ne postoji
tacka y na duzi koja spaja z i z*, takvo da y ¢ D. Za slutaj da je D poligon (ili
unija konveksnih poligona), Hansen, Peeters i Thisse (1979) predlazu efektivnu
metodu za nalazenje optimalne lokacije, na kojoj se neemo zadrzavati.

3.2. Nelinearna zavisnost funkcije cilja od rastojanja. Iako je f(z) ne-
linearna funkcija, u formuli (1) zavisnost funkcije, od rastojanja je linearna. Drugim
recima, ako obelezimo sa y; = d;(z), tada je (1) linearna funkcija po v,

m
flw) =Y wiy.
i=1
Naves¢emo neke primere u kojima je bolje pretpostaviti nelinearnost funkcije
f od rastojanja y, tj. neka je C;|di(z)] nelinearna funkcija.

Primer 2. Cesto realna situacija nalaZze i uvodenje u model fiksnih troskova
transporta k; iz datih tacaka a;, tj.

Cildi(z)] = {

Algoritam kojim se reSava ovaj problem ima sledeée korake:

k:i+w,»d,~(9:), x#ai, t=1,....m
0, T =a;



Algoritam 4.
m
Korak 1: resiti lokacijski problem s funkcijom cilja 3" (k; + w;d;(z)) (s loka-
i=1
cijskim ogranigenjima ili bez njih) Vajsfeldovom metodom;
Korak 2: uporediti vrednosti funkcije cilja uw z sa a;, ¢ = 1,...,m i naéi
traZenu najmanju vrednost kao z* = argmin{f(z*), f(a1),. .., flam)}-

Primer 3. Eksperimentalno je utvrdeno da minimalno vreme dolaska hitnih
sluzbi opada s povetanjem rastojanja i da je C; strogo konkavna za kratka rasto-
janja, a linearna za velika. Matemati¢ki se ovi uslovi mogu zapisati kao

Cildi(z)] = ki + wid? (z), a€(0,1), z#a;

Metoda resavanja ovog problema za Euklidovo rastojanje je sli€éno Weiszfeld-ovoj
(Cooper 1968), odnosno iz izjednatavanja gradijenta s nulom, nalazimo iterativiu
formulu kao (videti (9))-

2! = Zw alf) - dg- 2(:»(“)/2“’ &2 (@W), j=1,2.

i=1

Kako f(z) = Z Ci[di(z)] nije konveksna funkcija, dobijena tacka nije garantovano

=1
globalni minimum. Medutim, za pravougaono rastojanje d(z,a;) = Ele —a; i
vaZi sledeéi stav, koga neéemo dokazivati: J=1

STav 9. (Wendell i Hurter 1973} Sve optimalne lokacije (ako ih ima vise od
jedne) pripadaju tackema preseka pravih paralelnih koordinatnim osama, koje pro-
laze kroz a;.

Koristeéi ovaj stav mogucée je konstruisati proceduru nalaZenja optimalnog
refenja prebrojavanjem svih tacaka preseka pravih iz gornjeg stava (slika 9). Detalje
algoritma ostavljamo Eitaocu kao vezbu.

=

a4

SLika 9. Optimalno reienje z* je na preseku pravih paralelnih osama.

Primer 4. Ako se putni troskovi mere gubitkom korisnosti, tada C;[d;(x)]
raste s rastojanjem i strogo je konveksna. Ovaj sluéaj je redi u praksi, mada se
teorijski najlakse resava (lokalni optimum je i globalan). Ovo se moze matematicki
formulisati kao Ci[di(z)] = k; + wid®(z), a > 1.



Primer 5. U ovom primeru, pretpostavimo samo da je C;(-) rastuca i nepre-
kidna od rastojanja, tj. da se radi o lokacijskom problemu

(min)f(@) = 3 Gilds (@),

=1
Po3to je zbir neprekidnih funkcija takode neprekidna, sledi da je i f(z) neprekidna.

Sledeéi stav odreduje oblast u kojoj treba traziti globalni minimum ovog nekon-
veksnog zadatka.

STav 10. (Wendell, Hurter, 1973) Globaini minimun leZi u konveksnom omotacu
tadeka ai,...,0m,.

Koriséenjem ovog stava i tehnike grananja i ogradivanja, za refavanje zadatka
iz primera 5, predloZena je metoda Veliki kvadrat — mali kvadrat (Big Square -
Small Square) (Hansen, Thisse, 1981).

Algoritam 5 (Veliki kvadrat — mali kvadrat).
m

Korak 1: Izabrati poetnu tatku zo = % Y. a; koja pripada konveksnom
i=1

omotatu (KO) tataka {ai,...,am} i naéi f = f(zo)
Korak 2: Podeliti konveksni omotag KO (a1,. .., an) na zone (kvadrate) i naéi

m
donju granicu svake od zona, tj. f G = Y Ci[di(Z;)], gde je dijametar di(Z;) =
“ i=1

(min)d(a;, Z;) — najkrade rastojanje izmedu a; i zone Z;.

Korak 3: Eliminisati sve zone Z; za koje vazi f_ > f.

Korak 4: ako je dijametar neeliminisanih zona manji od proizvoljno malog
broja g, kraj.

Korak 5: izratunati vrednosti f u proizvoljnim tackama neeliminisanih zona
(na primer u centru) i onu gde je f najmanja oznatiti sa f. Podeliti preostalu
oblast na jos manje zone tj. preéi na korak 2.

LEX 1%
| Z, Z,
a=x| Z Z,
X3 HEX)

SLikA 10. Tlustracija zona u metodi Veliki kvadrat — mali kvadrat

Redenje dobijeno ovom metodom je aproksimacija optimalnog reSenja. Veliki
kvadrat — mali kvadrat se jednostavno uopitava za re§avanje problema s lokacijskim
ogranienjima.
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Metoda Veliki kvadrat - mali kvadrat se moze podesiti i za reSavanje ovog
zadatka, tako §to se S podeli u konatnu familiju konveksnih poligona. Medutim,
ako su D;(-) linearne, problem je lako resiv, tj.

m
(ma,x)fp(:z:) = Zwid(aiyz)a z€S _
i=1
Stav 11. Ako su D; linearne funkcije i S poligon ili unija konveksih poligona,
tada je optimalno reienje u temenima poligona.

Dokaz. Zaista, ako su funkcije D;(-) opadajude, tada je funkcija f(z) konkav-
na, a ako su D;(-) rastufe, tada je f(z) konveksna, jer je d;(z) konveksna (po stavu
1).

Po poznatoj teoremi NP minimum konkavne (ili maksimum konveksne) funkcije
se nalazi na rubu oblasti S. Ako je S poligon, ili je unija konveksnih poligona, op-
timalno reSenje anti-Veberovog problema se moZe dobiti jednostavnim ratunanjem
funkcije cilja u svim rogljevima poligona S. 0

I u ovoj vrsti problema moguce je formulisati funkciju cilja na razli¢te natine.
Pored Min-Sum oblika, moguée je posmatrati i Min-Max zadatak.



4. RAULSOV PROBLEM, Min-Max KRITERIJUM

Otigledno je da Veberov model zapostavlja izolovane korisnike usluga, odnosno
Veberova tatka je najbliza “proseénom” korisniku. Zaista, ako se f,(z) podeli kon-
stantom W = ) w;, tada su redenja (tj. *) problema (min) f,,(z) i (min) f,(z)/W
jednaka. S druge strane, f,(z)/W predstavlja srednju (proseénu) vrednost rasto-
janja od korisnika lociranih u a;, ¢ = 1,...,m, i nove lokacije z. Iz tog razloga je
u knjizi Theory of Justice Rauls (1971) predloZio ravnopravno tretiranje i naselje-
nih i nenaseljenih mesta u izboru nove lokacije, na primer bolnice, stanice hitne
pomodi ili vatrogasne brigade. U ovim sluéajevima stanovnik na periferiji grada
bi trebao da ima ista prava za hitnom intervencijom kao i stanovnik u centru. Za
razliku, dakle, od Min-Sum kriterijuma, predloZen je Min-Max kriterijum, po kome
se minimizira maksimalno teZinsko rastojanje izmedu novog 1 postojecih objekata.

(21) (min) fr(z) = m?,x{wgd,-(x)} i=1,...,m.

Za lokaciju televizijskih odasiljaca, radara i sli¢no, tezinski koeficijenti nisu bitni
pa su svi koeficijenti jednaki 1, odnosno

(22) (min) fr(z) = m?x{di(m)} i=1,...,m

Sada ¢e biti izloZena drugatija ekvivalentna formulacija Raulsovog problema u
op&tem slu¢aju (odnosno za I, p > 1 rastojanje), s ciljem da se problem svede na
zadatak konveksnog nelinearnog programiranja:

(min) 2z
p-o. w; -dp(T,0;) <2z, i=1,...,m.

Zaista, dobijeni model je konveksan, jer su funkcije u skupu ograni¢enja konveksne
(stav 5).

U specijalnom slutaju, za p = 2 (Euklidovo rastojanje) i w; = 1, uvodenjem
smene 3 = z — (z5 + z2), prethodni problem se svodi na jednostavan zadatak
kvadratnog programiranja (po promenljivim z;, z2 i z3),

(min) 22 + 23 + z3
p-o. 2w1a§i) + 2zza§i) +x32 (agi))2 + (ag))z, i=1,...,m.

Raulsov problem (netezinski slu¢aj) moze se resiti i geometrijski. Geometrijska
formulacija glasi: konstruisati krug minimalnog pretnika, tako da skup datih tataka
uravni A = {a; (ag'), agz) ), i =1,...,m}, bude unutar kruga. Ovo je dakle zadatak
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Algoritam 7 (Hansen, Peeters, Thisse 1981).

Korak 1: Resiti Veberov problem f,(z); obeleziti sa =’ optimalno re3enje;

Korak 2: Izratunati f-(z'); obeleziti sa f' dobijenu vrednost;

Korak 3: f' = f' — h, gde je h korak, fiksni mali broj;

Korak 4: Umanjiti proporcionalno sa h u odnosu na f' sve d;(x) i obeleziti ih
sa i, tj. ri = di(z') - (f' = h)/f'

Korak 5: Opisati krugove s centrima u a; i polupretnicima r; (K;(a;,r;)).

Korak 6: Ako je presek krugova prazan skup z’ je Pareto optimalno resenje i
problem je reSen. U suprotnom resiti Veberov problem s lokacijskim ograniéenjima,
koja su predstavljena kao presek krugova, obeleziti dobijeno reSenje sa z' pa preéi
na korak 2.



5. LOKACIJA VISE OBJEKATA

Do sada je bilo reéi o lokaciji samo jednog novog objekta. Mnogo &eséi sluéaj u
praksi je odredivanje vise novih objekata istovremeno. Kod lokacije viSe objekata
pojavljuju se sledeéa pitanja:

koji je optimalni broj novih objekata?

koji korisnici su usluZeni od kog snabdevaca (alokacijske promenljive y;;)?

koja je uloga interakcije izmedu snabdevaéa (novih objekata)?

U modelima lokacije vise novih objekata, razlikujemo one kod kojih postoji
interakcija izmedu novih lokacija i one kod kojih medusobna veza ne postoji. I kod
ovih modela se mogu primeniti klasifikacije navedene u problemima lociranja jednog
novog objekta. MoZe se posmatrati min-sum (Veberov) ili min-maez (Raulsov)
problem lokacije vise objekata, rastojanja se takode mogu odredivati na razli¢ite
nadine, itd.

5.1. Min-Sum (Veberov) problem lokacije vise objekata. Ovaj problem
formulisao je Miehle 1958:

(min) far(z) = Zzwmd (%)’*’Z Z Ujkd(z;, Tk)

i=1 j=1 =1 k=j+1
m - broj fiksnih (postojeéih) objekata,
¢ — broj novih objekata,
z = (z1, T2, . .., Tq) — nepoznate lokacije novih objekata,
T = (a:&’ ) (J )) j=1,...,q, — koordinate nepoznatih objekata,
Vjk, ,k=1,...,p - mera interakcije izmedu novih objekata j i k
(odnosno cena), gde je vjr = vij,
w;; — cena jedininog transporta od korisnika ¢ do nove lokacije j,
di(z;) = d(zj, a;) — rastojanje izmedu korisnika i j-te nove tacke,

a; = (a{?, al?) - koordinate i-tog korisnika.

Dakle, funkcija cilja mozZe predstavljati ukupnu cenu transporta izmedu pos-
tojecih 1 novih objekata, kao 1 izmedu samih novih objekata. Specijalan slucaj
modela je kada je vj; = 0, odnosno kada ne postoji interakcija izmedu novih ob-
jekata.

I u modelu lokacije vise objekata kao meru rastojanja moguée je izabrati pravo-
ugaono, Fuklidovo ili [, rastojanje, 5to zavisi od konkretnog problema koji se re§ava.

S matematicke tacke gledista, osnovno je pitanje konveksnosti funkcije fas(x).

Stav 13. Punkcija fam(z) je konveksna, za I, (p > 1) funkciju rastojanja.
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DokAZ. Ranije je dokazano da je funkcija dp(zj,a;) konveksna. Da bismo
dokazali tvrdenje ovog stava, dovoljno je dokazati da je funkcija dp(z;, 1) konvek-
sna, za svako p € (1,00). (Razlika izmedu d,(z;,a:) 1dp(z;, zx) je ofigledno u tome
§to su u dp(zj,zk) 1 z; 1 zp promenljive).

Obelezimo sa y = (y1,¥2, s, ya) = (21,25, 2", 2{¥)). Tada je

(23) dp(zj, z1) = g(y) = (Jy1 —~ y2IP + lys — yal?)'/?

Konveksnost funkcije g{y) sledi iz nejednakosti Minkovskog i definicije konveksnosti,
§to ostavljamo ¢itaocu da proveri (pogledati dokaz stava 5). Konacno funkcija
far(z) je konveksna jer je zbir konveksnih funkcija. a

Sli¢no kao i u zadatku lokacije jednog objekta, fas{z) nije glatka, o Gemu govori
slededéi stav.

STAV 14. Izvod funkcije dp(xj,zi), pa samim tim i izvod funkcije far(z), nije
definisan za svako z;, ) € R%.

Dokaz. Kao i u dokazu prethodnog stava, neka je dp(mj, zr) = g(y) definisano
sa (23). Defini§imo jediniéni pravac, s = (s1, $2, 53, 51) € RY, ||s|| = 1, pa posma-
trajmo skup S = {y € R* | y1 = ya2, y3 = ya}. Ako bi prvi izvod po pravcu u tacki
y € S postojao, onda bi po definiciji bio dat sa

49(y) _ )i, 9 +As) —9(y)

ds A—0 A
_ pigy LDl = 2P+ [sg — sal??
A—0 A
_ [|31—32|”+153—34|p]1/v, A>0
B {—[lsl — 5af? + |53 — saP]/", A <0

odakle sledi da limes ne postoji (levi nije jednak desnom). Kako su x4 i z; bilo
koje dve tacke u ravni, izvod dy(z;, ) nije definisan za z; = xy. O

Da bi se omogudilo redavanje ovog konveksnog neglatkog optimizacionog za-
datka, kori§éenjem metoda nelinearnog programiranja prvog reda, koristi.se ista
ideja kao u reavanju Veberovog problema, odnosno uvodi se nova funkcija far(z, €),
koja za £ — 0 ima isto reSenje i daje istu vrednost minimuma kao i fyr{(z). Funkcija
fum(z,e) dobija se tako §to se di(x;) i d(z;,zr) zamene sa

n

di(xj)=(Z(x{—x;')P+E)l/p i d(zj,z) = (Z(ml—z, +e)

=1

1/p

Lako se moZe pokazati da su svi izvodi funkcije fas(z,€) neprekidni. Da fas(z,¢)
tezi far(z) pri e — 0, govori sledeéi stav.

MS

STAV 15. max{fa(z,€) — f(2)] < 27 -51/2(

Xq:w,]+g§ )

j=1

o
1l
-
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Dokaz ovog stava je sli¢an dokazu stava 8, pa ga prepustamo itaocu. Buduéi da
su svi teorijski uslovi za re§avanje zadatka min fys(z) analogni zadatku min f,(z),
to se i ovde moze primeniti Vajsfeldova iterativna procedura. Posle izjednaéavanja
gradijenta s nulom iterativna metoda reSavanja se moze dobiti kao

m m
<k+1)_< 1 3w N )/(__1___ B SR o W
T = w;;+ Uk Yk wi;+ Vkj),
d di(=$?) d(wﬂ“’)z di<z§~’°>>§ d(zj,xé’“’)é

i=1 u#j

j=1,....m, k=1,2,...,
. (k) _ (k) (K _— . PR
gde je z;” = (z;; , T5; ) lokacija j-tog novog objekta u k-toj iteraciji.

Gore navedeni rezultati odnose se na l, (p > 1) rastojanje. Za pravougaono
rastojanje (p = 1), problem se moze svesti (na ¢emu se neéemo zadrzavati) na n
(za probleme u ravni n=2) potproblema. Svaki od njih je zadatak linearnog pro-
gramiranja sa g2 + 2mg promenljivih i g(g — 1)/2 ogranienja. Simpleks metoda
se pokazala neefektivnom zbog velikog broja promenljivih i ogranifenja. Cabot,
Francis i Stary (1970) su pokazali da se dualni problemi moZe svesti na zadatak
minimalnog protoka na mrezi sa m + q temena i mq + q(g — 1)/2 lukova, a ovaj
se lakSe reSava jer je strogo polinomijalne vremenske slozenosti (optimizacioni za-
datak na mrezi je strogo polinomijalan ako je broj operacija u njegovom redavanju
ograni¢en polinomijalnom funkcijom od broja temena i lukova, tj. ne zavisi od
duzine lukova).

5.2. Min-max lokacijski problem s vise novih objekata. Ovaj zadatak
moguée je formulisati kao

(min) fr(x) = max{w;;d;(z;), vjxd(zj, Te)},
i=l...,m; j,k=1,...,¢; 1<j<k<q

gde parametri modela imaju isto znatenje kao u Min-Sum problemu iz 5.1. Zbog
ogranienosti prostora, neemo se zadrzavati na ovom problemu.

5.3. Lokacija p neZeljenih objekata. Pomenucemo jednu interesantnu kla-
su modela lokacije p neZeljenih novih objekata, tako da objekti budu §to je moguée
dalji jedni od drugih u nekoj zatvorenoj datoj oblasti S. Primetimo da u njima
ne figurisu postojeéi objekti. Dakle, data je samo oblast (na primer, konveksni
mnogougao S) i broj novih lokacija p. Na primer, treba odrediti p lokacija nuk-
learnog otpada, hazardnog materijala ili vojnih baza, tako da one budu §to je
moguce dalje jedna od druge. Ovi modeli se mogu primeniti i u lokaciji p sirena
za uzbunu u gradu, nalaZenju lokacija prskalica na nekom fudbalskom igralistu ili
parku, odredivanju mesta p prodavnica ili kioska tako da se “pokrije” &to veta teri-
torija, itd. Erkurt i Newman (1991) predlazu 4 modela ovog tipa: a) maez-min-min;
b) maz-min-sum; c) maz-sum-min i d) maz-sum-sum. Funkcije cilja ovih modela
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su:
(24) fl (IL‘) = Ina‘x(m.in min d(IL'i, .’L‘j)), i # .7
€S i j
14
f2(z) = max (miin;d(a:,-,a;j))
14
f3 (III) = g}eag.( 2 mJln d(.’I)i, IL‘j)
p r
(25) falw) =max} > d(z;,z;)
i=1 j=1

Svi ovi problemi pripadaju klasi problema globalne optimizacije, jer funkcije
cilja nisu ni konveksne ni konkavne. Model pod a) je poznat i kao p-disperzioni
(p-dispersion), dok se problem pod d) esto naziva i problem “p-zbirne odbrane”
(p-defence-sum).

Max-min-min (p-Disperzioni problem). Ako je rastojanje Euklidovo, p-
disperzioni problem (24) je tesno vezan s klasi¢nim matematickim zadatkom pako-
vanja krugova jednakih polupreénika u kvadrat: konstruisati p disjunktnih krugova
istog polupretnika u jedini¢ni kvadrat tako da polupre¢nik bude 5to je moguce veéi.
Zaista, (24) se otigledno moze predstaviti i kao zadatak nelinearnog programiranja:

Max r
po ogranicenjima

(26) d(z;,xj) 21, zasvakoi,j=1,...,p (i #j),
z; € S.

Ako je S jediniéni kvadrat, d Euklidovo rastojanje i r preénik, tada p-disperzioni
problem postaje zadatak pakovanja krugova. Godinama su matematicari nalazili
konstruktivno bolja i bolja reSenja (tj. reSenja s veéim polupreénikom) za p =
5,6,7,...,12. Nedavno su primenom metoda nelinearnog programiranja na model
(24) nadena priblizna reenja za p = 13,14, ...,30 (Drezner i Erkut, 1995). Neka
od tih reSenja data su na slici 11.

Primetimo da problem (24) ne pripada klasi konveksnih programa, jer skup
definisan skupom ogranicenja oéigledno nije konveksan u prostoru dimenzije 2n 1.
Programski paket Minos (Gill, Murray i Wright (1981)), sa svoje strane, trans-
formise problem NP sa ogranienjima u problem bez ogranicenja; tako dobijena
funkcija naravno, nije ni konveksna ni konkavna, pa u problemu postiji vise lokalnih
maksimuma. Kako Minos zavriava s radom kada je gradijent jednak nuli, to dobi-
jeno resenje nemora, biti ¢ak ni lokalni maksimum, ve¢ moze biti stacionarna tacka.
Iz tog razloga su Drezner i Ercurt (1995) za svako n po 100 puta startovali Minos,
ali iz drugatijeg pocetnog redenja i saopstili najbolje tako dobijeno resenje.
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N AN

SLika 11. Pakovanje 151 17 krugova,.prhnenom paketa NP Minos.

Pakovanje krugova u krug. Ako je skup S iz problema (24) jedini¢ni krug a
ne kvadrat, tada se problem pakovanja datog broja (n) krugova u S moZze formulisati
na sledeéi nafin:

Max r
p. 0o
@ —x5)? + (wi—y;)? —4r? 20, 1<j<i<n,
4y -1-r)?<0, 1<ign,
(xi.z:;) € R?, 1<ign.

Prvim skupom ogranicenja se obezbeduje disjunktnost krugova polupreénika r, dok
se drugim skupom ogranicenja zahteva da krugovi u celosti moraju pripadati je-
dini¢nom krugu.

Pored formulacije u Dekartovim koordinatama (z;, z;), problem se jednostavno
moze preformulisati koristeéi polarne koordinate (p;,8;), pa problem pakovanja n
krugova ima sledeéi oblik:

Max r
p. o
p+p3 —4pipjcos(f; — 6;) —4r* 20, 1<j<ign,
pi+r<l, 1€ign,
pinT 20, 8;€[0,27}, 1<ign

Primetimo da je gornji problem ekvivalentan pakovanju jediniénih krugova u krug
minimalnog polupreénika R (R = 1/r). Na slici 12 data su 2 refenja pakovanja
10 jediniénih krugova. Dugo se smatralo da je regenje dato na levoj strani slike
optimalno, medutim, ispostavilo se da je reSenje sa desne strane bolje (odgovara
mu manji radius R, odnosno veéi polupreénik r). U radu Mladenovié, Plastria,
Urodevié¢ (2004) primeceno je da se od prvog do drugog redenja sa Slike 12 moze doéi
pomeranjem svih centara krugova koji dodiruju veliki krug. Naime, svi pomenuti
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centri pripadaju istom krugu pa je transformacija kojom se oni pomeraju duz istog
kruga nelinearna u Dekartovim, a linearna u polarnim koordinatama. Iz tog razloga
je predlozena metoda kojom se iterativno menjaju formulacije problema.

Radius: 3.8284271 Radius: 3.8130256

Stika 12. Dva reSenja pakovanja 10 krugova

Iako su formulacije problema pakovanja i u Dekartovim i polarnim koordi-
natama ekvivalentne (optimalna reSenja oba modela su ista), Mladenovié, Plastria
i Urogevi¢ (2003) su uodili sledeée:

STav 16. Skupouvi stacionarnih tadaka preformulisanih modela s Dekartovim i
polarnim koordinatama pakovanja krugova u jedinicni krug nisu jednaki.

Dakle, kada Minos (ili neki drugi program resavanja problema NP-a koji ko-
risti prve parcijalne izvode) zavrsi s radom u jednoj formulaciji, takvo redenje
je moguée popraviti jednostavnom promenom formulacije uz primenu iste opti-
mizacione metode. U istom radu Mladenovié, Plastria i Urosevié¢ (2003) predlazu
novu metodu nazvanu Reformulaciont spust (Reformulation descent), koja koristeéi
ofigledan stav 16, iterativno menja formulacije problema sve dok postoji bolje
reSenje i dok ono nije stacionarna tacka po svim formulacijama (videti sliku 13).

Ova metoda se naravno moze primeniti i u drugim problemima globalne (nekon-
veksne) optimizacije. Njeni koraci su sledeéi:

Algoritam 8 (Reformulacioni spust).

Korak 1. Konstruisati najmanje dve nelinearno povezane formulacije prob-
lema;

Korak 2. Izabrati potetno reSenje Z;

Korak 3. Ponavljati slededeée korake po svim definisanim formulacijama:

(a) naéi stacionarnu tacku Z' primenom neke NP metode, &ije je pogetno reenje
Z;



36

r = 0.054288 (Dekartove)  rp = 0.070426 (Polarne)

rs = 0.079632 (Dekartove)  r, = 0.111111 (Polarne)

rs = 0.149197

SLIkA 13. Iteracije metode reformulacionog spusta u pakovanju 35 krugova

(b)ako je Z' bolje od Z, tada je Z = Z'; vratiti se na korak 3, tj. na prvu
formulaciju;

U pomenutom radu koriiéen je paket Minos u refavanju problema pakovanja
n = 10,11,...,100 krugova u jedini¢ni krug. Uporedene su 4 metode: (i) Minos
s formulacijom pomoéu Dekartovih koordinata (MD); (ii) Minos s formulacijom
pomotu polarnih koordinata (MP); (iii) Metoda reformulacionog spusta (RS) koja
takode koristi Minos u koraku 3(a); (iv) paket Spenbar (SP) koji je baziran na
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Njutnovoj metodi, dakle metodi koja koristi i druge parcijalne izvode (Hesian), pa
se ne zaustavlja u stacionarnoj tacki.

Pokazano je da su metode RS i SP priblizne po kvalitetu dobijenog resenja, ali
je RS oko 150 puta brza. Pored toga, sa SP nije bilo moguée resiti probleme veée
od n = 70 za jedan sat kompjuterskog vremena. Preciznije, prosetno procesorsko
vreme (na ratunaru Pentium IV, 1800 MHz) je bilo 4.94 sekunde za RS prema
704.96 za SP; poredenje je izvreno zan = 10,11,...,70. Metode MD i MP su bile
znagajno logije po kvalitetu reSenja u proseku. Njihova prosecna greska (na svih 90
primera i 10 poéetnih redenja za svako n) bila je 79.25% za MD i 26.95% za MP.
Na slici 13 ilustrovane su iteracije metode RS na primeru upisa 35 krugova. Iz slike
se vidi da, zbog loseg slutajno izabranog potetnog resenja, prvih par iteracija daje
relativno slabija reSenja, da bi se u petoj iteraciji dobilo resenje vrlo blizu do sada
najboljem saopstenog u literaturi (tj. vredosti r = 0.149294468).

Max-sum-sum (p-odbrambeni) problem je definisan formulom (25). On
ima interesantne osobine, §to je pokazano u radu Mladenoviéa i Plastrije (2000).
Pretpostavimo da je skup S konveksni poliedar u g-dimenzionom prostoru, odnosno
neka je

27) S={zeR'|Az <b, be R™, A€ R™}.
Tada vazi sledeéi stav:

STAv 17. Optimalno resenje x5, j = 1,...,p, maz-sum-sum problema (25), gde
je S definisano sa (27), nalazi se u rogljevima poliedra S.

Dokaz. Neka je X = (z1,...,Zp) € R inekaje SP=5x S x---x S. Sada
se f4(z) moze predstaviti kao

Max g(X) = »_ Y d(zi,z;), X€S°

Dokaz ovog stava zasnovan je na poznatom tvrdenju da se maksimum konveksne
funkcije nad konveksnom oblaiéu dostiZe na rubovima te oblasti. Kako je g(X)
konveksna funkcija (kao zbir konveksnih), to se maksimum dostiZe u ekstremnim
tatkama (rogljevima) SP. S druge strane vazi da je ext(SP) = (ext(S))?, pa dakle
(z1,...,%p) = (€1,...,€p), gde je e; € ext(S). 0

Dakle, iako je prostor mogucih lokacija beskonatan (kontinuum), svih p tataka
¢e se nadi u rogljevima polijedra S. Postavlja se pitanje da li je mogude da u
optimalnom reSenju vise od jednog novog objekta bude locirano u istoj tacki. Takvo
reSenje nazvatemo degenerisanim.

STav 18. Optimalno resenje problema (25) moze biti degenerisano ako jep > 3.

DoKaAz. Lako uotavamo da za p < 3 refenje nije nikad degenerisano. Dokaz
¢emo izvesti pomoéu kontraprimera za n = p = 4 i proizvoljno ¢q. Odredimo
poliedar S sa sledeéa Cetiri roglja: e; je centar sfere ¢iji je polupreénik jednak 10;
ostale tri rubne tacke su sme§tene na sferi na medusobnom rastojanju 1, 1i 2 re-
spektivno. Ako su sve 4 trazene lokacije smestene u rogljevima, tj. (z1, 2,23, 74) =
(e1, €2, €3, €4), tada funkcija cilja ima vrednost fs(z1, 29, %3,74) = 10+10+10+2+
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1+ 1 = 34. Ali ako dve nove tacke lociramo u ey, odnosno ako je (1, 2,3,24) =
(e1,e2,€3,€1), tada je fa(zy,22,23,24) = 10+ 10+ 0+ 1 + 10 + 10 = 41. Dakle
bolja (veca) vrednost je dobijena u degenerisanom resenju. O

Sledeéi ove rezultate Mladenovié i Plastrija (2000) su pokazali da se problem
(25) moze svesti na specifican kombinatorni problem tj. na kvadratni problem ranca
(quadratic knapsack problem).



6. LOKACIJSKO-ALOKACIJSKI PROBLEM

Do sada su razmatrani lokacijski modeli u kojima je protok (ili alokacija) izmedu
novih i postojeéih objekata dat (tj. alokacije w;; i vj; u problemu lokacije vise ob-
jekata). U praksi je medutim daleko €esci slutaj da su i w;; i vjr nepoznate. Pored
toga, u model ponekad treba uvesti i broj novih objekata (p) kao promenljivu zbog
razli¢itih fiksnih troskova vezanih za otvaranje objekta. U ovom delu ograni¢iéemo
se na najjednostavniji lokacijsko-alokacijski model, u kome se pored lokacija novih
objekata odreduje i gde ée se koji korisnik snabdevati (alocirati). Pojednostavljenje
se sastoji u slede¢em:

ne postoje interakcije izmedu novih objekata

broj novih objekata je unapred zadat

korisnici se snabdevaju jednom vrstom robe (single-comodity)

kapacitet novih lokacija (distributivnih centara) nije ogranicen.

Dugi nazivi za lokacijsko-alokacijski problem je vise-izvorni Veberov problem
(Multisource Weber). Osnovni model lokacijsko-alokacijskog zadatka (Cooper, 1963)
ima sledeéi oblik:

(min) fra(z,y) = Y D v - w; - di(zy)

i=1 j=1
p.o.
P
dowi=1, i=1,...,m
=1
0y <L, ¢=1,....m, j=1,...,p
gde su

di(l‘j) = d(ai,a:j),ai, zj € R

p — broj novih objekata (nepoznatih)

m — broj korisnika (grupa korisnika)

z; — nepoznate lokacije novih objekata, j = 1,...,p (lokacijska promenljiva)

yij — promenljiva koja odreduje proporciju zahteva korisnika i za objektom j
(alokacijske promenljive);

a; — lokacije korisnika, i = 1,...,m.

w; — teZinski koeficijent i-tog korisnika.

Skup ograni¢enja oznadava da potrebe korisnika u celosti moraju biti zadovol-
jene. Funkcija cilja daje ukupnu cenu prevoza sistema. U slu€aju snabdevanja
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samo jednom vrstom robe (“single comodity”), moZe se pokazati da se u optimal-
nom refenju (z},z5,... ,Tp), svaki korisnik snabdeva kod najblizeg snabdevata, tj.
yi; € {0,1}.

Primer 7. Naslici 14(a) date su lokacije 19 korisnika (u zagradama) i koli¢ina
njihovih zahteva (teZine) za robom. Na primer, 7.1 (20;81) oznatava da zahtev
korisnika lociranog u tacki s koordinatama (20;81) iznosi 7.1 kg. Treba odrediti
lokacije tri distributivna centra, tako da zahtevi svih korisnika za robom budu
zadovoljeni, a da teZinski zbir rastojanja od svakog korisnika do distributivnog
centra bude minimalan. Na slici 14(b) dato je optimalno re3enje. Sa + su oznagene
lokacije centara. PotroSagi su podeljeni (alocirani) u tri grupe (dve s pet potrosaga
i jedna sa devet). Vrednost funkcije cilja u toj tacki je 15203 kg-km.

X ¥
w0 90
71(20.8Y) 80
r =0 42,5225,
& 2.5 i22.5.80) «67.0 (82.78)
704+ 89.1 {21.66) °
*e 5.2 (23.64 :
. {23.64) *2.5(62.5.64) 80
76.3 (43.53) 24,0 (66.56)
.. syt
76.3 143,42 5), ~833(7447)
0] -mBGaIZY . 136 (85.44) @
«943{39,36)  43.2 (T8.36)
30
n S8 g8 482n «327(77.26)
29 4 «47.8(69.18) 2
ol 10 4
B35y (15) A
X ¥

% u + + -~ —
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Stika 14. (Love i dr. 1989). Primer lokacijsko-alokacijskog za-
datka i optimalno reSenje za p = 3.

Iako na prvi pogled lokacijsko-alokacijski model izgleda jednostavniji od modela
viseobjektnog lociranja, on se daleko teze moze rediti. Broj promenljivih je sada
m - p alokacijskih i ¢ - p lokacijskih. Pored toga, funkcija cilja nije konveksna u
prostoru svih promenljivih, tj. u RP(™+9), o gemu govori sledeéi stav.

Stav 19. fia(z) nije ni konveksna ni konkavna.

Dokaz. Po poznatom stavu iz NP, dva puta diferencijabilna funkcija nije ni
konveksna ni konkavna na otvorenom nekonveksnom skupu ako njena Hesijan ma-
trica H (matrica parcijalnih izvoda drugog reda) nije ni pozitivno (H > 0) ni
negativno definitna {(H < 0). Po drugom poznatom stavu, matrica je pozitivno
(negativno) definitna ako i samo ako su svi njeni glavni minori pozitivni (odnosno
naizmeniéno pozitivni i negativni).

Dovoljno je dakle dokazati da bilo koji glavni minor (determinanta) matrice
H, pa i minor drugog reda ne mora biti pozitivan za svako (z,y) € RP(™*+9 ako je
veé minor prvog reda pozitivan {za negaciju pozitivne definitnosti) ili ako je minor
prvog reda negativan (za negaciju negativne definitnosti). Tehnicke detalje dokaza
(nalaZenje drugih izvoda od fra(z,y)) prepudtamo &itaocu. a
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Kako fra(z,y) nije ni konveksna ni konkavna, ona ima vise lokalnih mini-
muma, pa lokacijsko-alokacijski problem spada u domen globalne optimizacije i
tatno resenje je moguce dobiti samo za probleme malih dimenzija (m < 50). Posto
u realnim problemima broj korisnika moZe biti vise hiljada, to je paZnja istrazivaca
usmerena na heuristicke (aproksimativne ili priblizne) metode. Karakteristika ovog

problema je veliki broj lokalnih minimuma razli¢itog kvaliteta, pa je iz tog razloga
Cesto koriiéen u testiranju novo predlozenih metoda globalne optimizacije. Eilon
idr., (1971) su na problemu sa m = 30 i p = 5 registrovali 61 lokalni minimum s
razlikom izmedu najbolje i najlodije vrednosti od 40.9%. Tih 61 minimuma je do-
bijeno primenom Kuperovog algoritma (1964) sa 200 slu¢ajno generisanih pocetnih
refenja, koga ¢emo sada izloZiti.

6.1. Alternativna heuristika (Cooper, 1964). Alternativne metode nisu
retke 1 mogu se sresti u raznim oblastima numericke matematike. U njima se prvo
jedan skup promenljivih privremeno fiksira kako bi se neki slozen numericki problem
pojednostavio. Dobijena reenja za nefiksirane promenljive se zatim fiksiraju, pa
se redava problem po promenljivim koje su ranije bile fiksirane. Ovo naizmeniéno
redavanje dva problema se nastavlja sve dok se konatno reSenje ne mozZe popraviti,
odnosno procedura se zavriava kada su dva uzastopna reSenja (i po jednoj i po
drugoj grupi promenljivih) proizvoljno bliska. Naravno, neophodno je i dokazati
konvergenciju ovakvog postupka. Ako je problem koji se resava iz klase globalne op-
timizacije, Alternativna metoda je priblizna, dakle heuristicka. Ona moze voditiido
egzaktnog redenja, §to je na primer slucaj s poznatom Gaus-Zajdelov-om metodom
reSavanja linearnih jednaéina.

Alternativna heuristi¢ka procedura za reSavanje lokacijsko-alokacijskog zadatka
naizmenicno (alternativno) re3ava lokacijski i alokacijski problem, dok se ne dobije
lokalni minimum, odnosno resenje koje se ponavljanjem gornjih procedura vise ne
moZe popraviti. Drugim re¢ima skup svih promenljivih je podeljen na prirodan
nacin: na lokacijske z; i alokacijske y;;.

Algoritam 9 (Alternativna heuristika)

Korak 1: Iniciranje. lzabrati lokacije (proizvoljno) p tataka (snabdevaca)
Z1,%2,...,Tp. Brojat iteracija je na 1.

Korak 2: Alokacijski problem. Pridodeliti svakom korisniku najblizeg snab-
devata, odnosno naéi (y;; € {0,1}).

Korak 3: Kriterigjum zavrsetka. Ako nema promena u ovom pridodeljivanju u
odnosu na prethodnu iteraciju, kraj.

Korak 4: Lokacijski problem. ReSiti Veberove probleme za svaku grupu po-
troSaca, vezanu za snabdevanje u ;. Te tatke obeleziti sa z1,%s,...,Tp, pa predi
na korak 2.

Tako alternativne metode reSavanja razli¢itih problema imaju sliéne osobine,
one se na Zzalost u razliitim disciplinama nezavisno razvijaju i €esto nazivaju
drugadijim imenima. Tako se na primer procedura ovog tipa u Klaster analizi
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naziva C-Means, H-Means, ili Fazzy C-Means; za reSavanje problema nalaZenja p-
Medijana ova Alternativna metoda se naziva Maranzanina metoda; za resavanje za-
datka bilinearnog programiranja, metoda alternativnog tipa se naziva Rekurzivna;
u Statistici se metoda naziva EM (Expectation Maximum), itd.

Mali pomak u sagledavanju nekih moguéih zajednitkih osobina metoda alter-
‘nativnog tipa saopsten je u radovima Mladenovida i Brimberga (1996) i Brimberga
i Mladenoviéa (1999), gde je pokazano da se Kuperovom heuristikom mogu dobiti
reSenja s manje od p novih lokacija, nezavisno od nagina izbora potetnog reienja.
Takva reSenja su nazvana ” degenerisana” jer je jasno da ona nemogu biti optimalna;
da bi se dobilo redenje bolje od degenerisanog, dovoljno je novom snabdevatu do-
deliti lokaciju bilo kog “nezauzetog” korisnika, odnosno korisnika ¢ija lokacija veé
nije okupirana nekim snabdevatem.

Stav 20. Za inicijalnu particiju skupa potrosaéa u p grupa (p > 3), Kuperovom
metodom se moZe dobiti degenerisano reienje.

Doxaz. Lako je pokazati da se za p=2 ne moZe dobiti degenerisano regenje
pomocu Alternativne heuristike, jer svi potro3agi ne mogu biti u istoj grupi ako su
na startu veé bili podeljeni u dve grupe. Za p > 3 dokaz izvodimo kontra primerom.
Na slici 15 dat je primer degenerisanog reSenja dobijenog Kuperovom metodom za
m=25,p=31w; =1.

2

O fikstie tacke. A Kuperovo reSenje: +opiimalno refenje

SLIKA 15. Primer degenirasonog reSenja dobijenog Kuperovom
metodom za m = 31 p = 3, koje umesto tri, ima dve nove lokacije.
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Fiksne tacke imaju koordinate: a; = (0,0); az = (1,0); a5 = (4,V3); ag =
(4, —v/3); as = (4.75,0). Pretpostavimo da je potetno resenje za Kuperov algoritam
dato tako da se korisnik a; opsluzuje u prvoj novoj nacki, az, a3 i aq u drugoj i
as u treoj. Lokacije te tri nove tacke su otigledno x; = a; = (0,0), z2 = (3,0) i
z3 = a5 = (4.75,0). Alociranjem korisnika svom najblizem snabdevaéu z; (korak
2 Kuperove procedure), korisnik lociran u ay se pridruZuje prvom snabdevaéu, dok
se oni iz a3 i a4 pridruzuju trecem, tj. tacki as. Dakle, z; nije vide u upotrebi jer
su se korisnici a1 1 ay grupisali oko prvog snabdevata z1, a ostalih tri oko treceg.
Resavanjem Veberovih zadataka za ove dve grupe, dobijaju se resenja z; = (0,0.5) i
z2 = (0,4.25). Kako se ponovnim reSavanjem alokacijskog zadatka ovo reSenje neée
promeniti, zakljuéujemo da se alternativna heuristika zaustavlja u degenerisanom
resenju. O

Interesantno je i pitanje stepena degenerisanosti dobijenog reenja, odnosno za
koliko je u reSenju bilo manje novih lokacija od trazenog broja p. Nedegenerisano
resenje je valjano, pa je stepen degenerisanosti valjanog reSenja jednak nuli. U
radovima Mladenovié¢, Brimberg (1996) i Brimberg, Mladenovié (1999), pokazano
je da stepen degenerisanosti raste sa p. Neki eksperimentalni rezultati dobiveni
Kuperovom metodom na klasi¢énom test primeru sa 50 korisnika i razli¢itim brojem
novih objekata (Eilon i dr. (1971)), dati su u tabeli 1.

TABELA 1
p 0] 1| 2¢{ 3| 4| 5| 6178
41100 0O} O] O0j O] Of O|0]|O
8;1060; 0, 0} 0 0, O0) O0}0}0
12| 87|12 1| 0 O Oof Oj0{0O
16 5438 6| 2| 0| O] 0|00
20 133412622 5] 0] 0[0]O0
24 3(17|26|30|15| 8| 1|00
28 1| 8|16132|2512| 6|00
32 0| 5|19 7|30(22]|13122
36 0} 2(11123(290121(13(1(0

Kolone u tabeli 1 oznatavaju stepen degenerisanosti, dok vrste daju zahtevani
broj novih objekata p. Eksperiment se sastojao u ponavljanju sledeéeg eksperimenta
100 puta: za svako p podetno reSenje je generisano na slutajan na€in, pa je zatim
primenjena Kuperova heuristika. Dakle, za 4 i 8 novih objekata, svih 100 reSenja
je bilo valjano; za na primer p = 20, 13 reenja je bilo valjano, 34 refenja je umesto
20 novih objekata naslo 19 (stepen degenerisanosti jednak jedan), s 26 reienja su
predloZene lokacije 18 novih objekata, 22 puta je stepen degenerisanosti bio 3, itd.
Interesantan je podatak da se za p = 32 i za p = 36 nije dobilo nijedno valjano
resenje.

Jednostavna modifikacija po kojoj se, u sluaju pojave degenerisanog resenja
novi objekti (dopuna do p) ubaciju na mesto izabranih fiksnih objekata, ¢ime se
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otigledno pobolj3ava kvalitet resenja (i do 50% za veliko p), predloZena je u Brim-
berg i Mladenovi¢ (1999).

6.2. p-Median heuristika. U radu u kome je predlozio Alternativnu heuris-
tiku, Kuper je pomenuo i nekoliko drugih pribliznih metoda resavanja lokacijsko-
alokacijskog zadatka. Ona koja je davala najbolje rezultate, ali je bila eksponen-
cijalne slozenosti pa je zato kasnije zanemarivana, sastojala se u izboru novih u
postojeéim lokacijama, odnosno u prebrojavanju svih (':) kombinacija. Nedavno
su Hansen, Mladenovi¢ i Taillard (1998) identifikovali ovu heuristiku kao prob-
lem nalaZenja p-medijana (ili p-tezista) i primenili savremene egzaktne i priblizne
metode reSavanja problema p-tezidta u prvom koraku (videti Hansen i Mladenovié
(1997)), a zatim za svaki od p centara i njima najblizih korisnika, reili Veberov
problem. Tako dobijena re3enja su na nekim klasiénim test primerima iz literature
bila daleko bolja i od modifikovane Kuperove metode (npr. za m = 287 i p = 50,
dobijeno regenje je bilo duplo manje).

6.3. Meta-heuristicke metode. U refavanju LA problema oprobane su i
neke metaheuristike: (i) genetski algoritam u Brimberg, i dr. (2000); (ii) tabu
traZenje u Brimberg, Mladenovié (1996a) i Brimberg i dr. (2000); (iii) metoda
promenljivih okolina u Brimberg, Mladenovié, (1996b), Mladenovi¢, Hansen (1997)
i Hansen i Mladenovié (2003).

Metaheuristitke pristup reavanju problema kombinatorne i globalne optimi-
zacije u nacelu popravlja redenja dobijena lokalnim pretraZivanjima. U opseznom
radu Brimberga i dr. (2000) preko deset heuristickih i meta-heuristickih metoda je
uporedeno na istim test primerima, na istom raunaru i za isto procesorsko vreme.
Najbolji rezultati (u srednjem) dobijeni su metodom promenljivih okolina i varijan-
tom metode tabu traZenja, tzv. “lancéanom zamenom mesta” (chain-interchange)
(Mladenovié i dr. (1996)).

6.4. LA model ograniéenih kapaciteta. Od velikog broja mogudéih prosi-
rivanja ovog osnovnog modela, pomenuc¢emo onaj u kome su kapaciteti snabdevaca
{(novih objekata) ograniceni (capacitated). Matematitki model ima sledeéi oblik:

(min) f(z,y) = Ezyij - w; - di(ai, ;)

i=1 j=1
P
Zyij=1, i=1,...,m,
i=1
m
Zyij'ni <ny, j=1,...,p
i=1
0<y; <1

gde su
n; — potraZnja korisnika lociranog u tacki a;.
fi; — maksimalan kapacitet snabdevata ;.
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Izraz y;jn; predstavlja dakle kolizinu proizvoda koju je korisnik ¢ dobio od
novog objekta (distributivnog centra) 7. U ovom modelu pretpostavljeno je da
je kapacitet j-tog novog objekta ogranicen. Cooper (1972) je predlozio metodu
alternativnog tipa, u kojoj se u koraku 2 umesto alokacijskog redava transportni
problem.

6.5. Model s konstantnim fiksnim troskovima (FT). Varijanta osnovnog
LA modela odnosi se na realniju pretpostavku da broj novih lokacija p nije poznat.
Pri tome se u model uvode i dati fiksni troskovi otvaranja nove lokacije F, jer da ih
nema, broj novih lokacija u optimalnom re$enju bi naravno bio nula. Ovaj model,
koga éemo oznaciti sa FT, predloZen je u radu Brimberg, Mladenovi¢ i Salhi (2003)
i ima sledeéi oblik:

(min) f(z,y) ZZy” w; - di(z;) + pF
i=1 j=1
p.o.
p

Dy=1, i=1...,m

7j=1

0 <yij <L, i=1,....m, j=1,...,p
Funkcijom cilja ovog modela odreduju se ukupni troskovi transporta od korisnika
do snabdevaéa ili centara, dok se skupom ogranienja obezbeduje ispunjenje svih
zahteva korisnika. Jasno je da se zapravo trazi optimalan balans izmedu cene
izgradnje novog objekta F' i njihovog broja p.

Ako pretpostavimo da p novih lokacija treba izabrati medu lokacijama m ko-

risnika, tada se gornji kontinualni model transformiSe u dobro poznati diskretni
jednostavni lokacijski problem(JLP):

(min) f(z,y) = ZF z]-l-zz:cl] Yij

i=1 j=1
p.o.

n
Z Yi; = 1)
j=1

0<y; <%, t=12,...,m; j=12,...,m,
z; €{0,1}, j7=1,2,...,m;

gde je F; cena postavljanja (izgradnje) j-te lokacije, ¢;; = w;d(a;,z;) cena (ili
rastojanje) izmedu korisnika i potencijalnog snabdevaéa, dok z; predstavlja 0-1
promenljivu koje imaju vrednost 1 ako je izabrana lokacija j-tog korisnika kao
mesto gde Ce se otvoriti novi centar. Za diskretni JLP model, jasno je da ée se
svaki korisnik snabdevati u nalblizem otvorenom centru, odnosno lako je dokazati
slededi stav.

Stav 21. Ako je (Z*,Y*) optimalno resenje jednostavnog lokacijskog problema,
tada je y;; € {0,1}.
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Buduéi da u literaturi za JLP postoji veliki broj efektivnih metoda, to Brim-
berg, Mladenovié i Salhi (2003) istrazuju veze izmedu FT i JLP, kako bi se kontin-
ualni problem eventualno priblizno regio primenom diskretnih metoda.

STAV 22. Neka su py i py optimalan broj novih objekata u kontinualnom (FT)
i diskretnom (JLP) problemu respektivno. Tada su mogude sve tri relacije izmedu
p1 i pa, odnosno py moZe biti vede, jednako ili manje od ps.

Doxaz. Ovo tvrdenje dokazatemo kontraprimerom. Posmatrajmo slutaj s
pet datih tagaka u ravni sa sledeéim koordinatama: a;(0,0), as(v/3/2,—1/2),
a3(v3/2,1/2), as(—v3/2,1/2), as(—/3/2, —1/2), datih na slici 16.

yll‘

.a,

*y

3

i

SLIKA 16. Primer za dokaz stava 22.

Pretpostavimo da su teZine pridodeljene svim korisnicima jednake 1, tj. w; =1,
za j = 1,...,m. Optimalna refenja i za diskretni JLP i kontinualni FT model data
su u tabeli 2.

TABELA 2
p\.| Diskretni JLP | Kontinualni FT
1 4+ F 4+ F
2 3+2F (1+v3) +2F
3 24 3F V3 +3F
4 1+4F 1+4F
5 5F 5F




a7
Za diskretan slucaj nije potrebno razmatrati vrednosti 2, 314 za p jer je p, = 5,
zaO0 < F<Kl,aza F>1,vazips =1.

{5 o0gF<g1
P2=31, F>1

- U kontinualnom sluéaju vaZzi sledece:

5 0<F<V3/2

3, VB/2<Fg1
P1=%2 1<Fg3-3
1, F>3-3

Dakle,

(@) pi1<py, akojeV3/2<F<I

(%) p1>ps, akojel < F<3-—v3;

(o) p1 =p2, usvim ostalim slu¢ajevima.
Time je dokaz zavr3en. ]

Sledeéi stav, koji neéemo dokazivati (videti Brimberg, Mladenovié, Salhi (2003)),
daje uslove po kojima su reSenja kontinualnog i diskretnog modela lokacije asimp-
totski (u beskonaénosti) jednaka.

Stav 23. Neka su m lokacija korisnika generisane na jediniénom kvadratu
sa ravnomernom raspodelom i neka su teZine generisanih tacoka w; = 1/m, j =
1,...,m. Tada za m — oo, p; = p».

Koristeéi stavove 22 i 23, u gornjem radu je predlozena vise-etapna heuristika
bazirana na metodi Promena okolina razvijenom za reavanje diskretnog JLP-a
(Hansen, i dr. (2003)), na kojoj se neéemo zadrzavati.

6.6. Model lantanog snabdevanja (Supply chain management). Drugo
moguée prosirenje uklju¢uje u model i snabdevage novih distribudivnih centara, ili
fabrike. Za njih se pretpostavlja da su dati (njih ¢ < p) i da imaju neogranicen
kapacitet. Treba odrediti lokacije p novih distributivnih centara tako da ukupna
cena transporta (ili ukupno rastojanje) od korisnika do centra i od snabdevaéa do
centra bude minimalno. Donosioc odluke mora balansirati svoje (tj. od fabrike
do distributivnog centra) i troskove korisnika. Naravno, ako su troskovi korisnika
veliki, centar ée imati manji promet. '

U cilju formulisanja matematickog modela, uve§éemo i sledeée oznake:

g — broj snabdevaca (fabrika);

br, k = 1, .., ¢ — poznate lokacije snabdevaca;

zr; — promenljiva koja odreduje koli¢inu robe koju treba transportovati od
fabrike k£ do centra j; _

A € {0,1] - parametar kojim $e odreduje odnos troskova koje imaju korisnici i
distributivni centri; za A=1, donosioc odluke ne uzima u obzir svoje troskove.
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Model ima, sledeéi oblik:
m P q 14
(min)f(z,y,2) = Azzyij cw; - difai, z5) + (1= A) Z szj - d;(bk, z5)

i=1 j=1 k=1 j=1
p.o.

p
Zyijzl, i=1,...,m,

i=1
m q
Dovig ni<Y zkj, j=1,....p
=1 k=1

0<y; <1

Novo ograni¢enje je takozvano tranzitno ili protoéno ograniéenje koje kaze da
koli¢ina robe koja ude u centar mora biti veéa ili jednaka od koli¢ine koja iz njega
izade.
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