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R. Dedekind

Sledeéih nekoliko podataka treba da posluZe &itaocu samo kao obaves-
tenje o vremenu pojave prvenstveno Dedekindovih ovde prevedenih dveju ras-
prava kao i njihovom mestu u matematici. Njegova sabrana matematicka dela
pod naslovom Richard Dedekind, Gesammelte mathematische Werke, pri-
premili su i sa komentarima izdali Robert Fricke (Braunschweig), Emmy
Noether (Gottingen), i Oystein Ore (New Haven), Druck und Verlag von
Friedr. Vieweg & Sohn Akt. — Ges., Braunschweig, 1930—1932. Bibliografiju
za svestraniji uvid o Dedekindu i njegovom stvaralastvu mozZe Citalac naci u
biografsko-literarnom priruéniku egzaktnih prirodnih nauka J. C. Poggendorff,
Band VIIa, Supplement, Akademie — Verlag, Berlin, 1971, str. 148. S druge
strane, kako u predgovoru prve cd pomenutih rasprava Dedekind pominje
i jedan Kantorov rad, u kome je takode data definicija realnih brojeva, druk-
&ija cd Dedekindove, preveo sam i taj rad, vrlo znaCajan za dalji razvitak
matematike.

Julius Wilhelm Richard Dedekind, ili, kako je sam pojednostavio, Ri-
chard Dedekind, roden je 6. oktcbra 1831. gcdine u Braunchweigu. Od mate-
matiGara imao je za ucitelja M. A. Sterna (1807—1894) i K. F. Gaussa (1777—
1855), svoga mestanina, jer je i Gauss roden u Braunschweigu. Doktorsku
disertaciju pod naslovom »Uber die Elemente der Theorie der Eulerschen In-
tegrale« (O elementima teorije Eulerovih integrala) cdbranio je 1852. gcdine
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kod Gaussa. Zanimljivo je da je otprilike u to vreme kcd Gaussa cdbranio
svoju doktorsku disertaciju i B. Riemann (1826—1866) pcd naslovom »Grund-
lagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer verdnderlichen comp-
lexen Grosse« (Osnove za opstu teoriju funkcija jedne promenljive kompleksne
veli¢ine). Dedekind i Riman bili su prijatelji i o prerano preminulcm Rimanu
postoje Dedekindove biografske beleske. Poglede koji leZe u osnovi njegovih
najvainijih ostvarenja, posebno u aritmetici, izloZzio je Dedekind ve¢ u nje-
govoj habilitacionoj besedi 1854. godine, prilikom postavljenja za privatnog
docenta u Gottingenu (v1det1 njegov predgovor raspravi ,,Sta su i éemu sluZe
brojevi?¢). Sliéno tome je Riman u svojoj habilitacionoj besedi izloZio nove
poglede na geometriju, fundamentalne za njen dalji razvitak. Obe habilitacione
besede odrzZane su pred Gausom koji ih je visoko cenio osecajuéi njihov znacaj
u matematici. Dedekind je 1858. godine postao redovnim profescrcm Poli-
tehnicke Skole u Ziirichu, a od 1862. pa sve do 1894. godine radio je u Teh-
kaO] Velikoj Skoli u Braunschweigu. Godine 1894. povukao se u penziju, ali
je intenzivno istraZivao u matematici sve do pred kraj svoga Zivota, koji je
nastupio 12. februara 1916. godine, takode u Braunschweigu.

Dedekind je istraZivao u raznim oblastima matematike, izmedu ostalog
i u radunu verovatnoée. Stavise, iz njegova dva rada, publikovana po njegovoj
smrti, vidi se da je bio na tragu zasnivanja skupovno-teorijske topologije.
To su radovi: »Allgemeine Sétze iiber Rdume« (Opsti stavovi o prostorima)
i »Beweis und Anwendungen eines Satzes iiber mehrfach ausgedehnte Gebiete«
(Dokaz i primene jednog opSteg stava o viSestruko rasprostranjenim neprekid-
nim oblastima). Koriste¢i zapravo rezultate radova koji su u ovoj knjizici
prevedeni, Dedekind je u drugoj od navedenih rasprava dao tacan dokaz
stava da realna funkcija definisana i neprekidna na datom segmentu, mora
bar jednom proéi kroz nulu ako ona na tom segmentu uzima i pozitivne i ne-
gativne vrednosti. Dokaz toga stava koji je dao B. Bolzano (1781—1848) nije
bio ispravan, a nije to ni mogao biti, jer Bolzano nije imao na raspoloZenju
definiciju realnih brojeva koja je data docnije. Utemeljivacem topologije smatra
se Riman, ali je Dedekind, koji je dobro poznavao delo Rimana, u jednom
pismu G. Cantoru (1845—1918), datiranom 19. januara 1879. gcdine, nago-
vestio publikovanje jedne rasprave u kojoj bi se od pocetka razvila teorija
oblasti (Gebietslehre) bez uvladenja geometrijskih predstava. Naravno, bez
teorije skupova to nije bilo moguéno, pa je, kako u gore navedenim tako i u
nekim od ostalih njegov1h radova, medu kojima i u ovde prevedemm speci-
jalno u radu ,,Sta su i cemu s]uze brOJev1‘7“ Dedekmd Cesto prlmoran da
u drugoj polovini devetnaestog veka tu je teoriju sa novim, 1znenadujuc1m
rezultatima razvio njegov savremenik i prijatelj G. Cantor.

Medutim, Dedekindovi prilozi neprolazne vrednosti pripadaju aritmetici.
To su, izmedu ostalog, njegova definicija iracionalnih brojeva posredstvom
preseka u skupu racionalnih brojeva, izloZzena u ovde prevedenoj raspravi
»Neprekidnost i iracionalni brojevi«, i njegova definicija ideala sa novim pri-
lozima teoriji algebarskih brojeva. U oba navedena priloga pojam beskonacnog
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shvaéen je u aktualnom smislu. Zanimljivo je primetiti da je L. Kronecker
(1823—1891) takode dao niz priloga teoriji algebarskih brojeva, medu kec-
jima i analognih Dedekindovim, no koji, kao Sto beleZi istorija matematike,
pojam beskonaénog u aktualnom smislu nije prihvatao. Kronecker je takvim
shvatanjem izloZio sumnji &itavu matematiC¢ku analizu, Sto nije bilo mnogo
pravo jednom od njenih najboljih graditelja u devetnaestcm veku, njegovem
savremeniku i kolegi K. Weierstrassu (1815—1897), kao §to se moZe zakljuditi
iz jednog Weierstrassovog pisma Sonji Kovalevskoj (1850—1891).

Iz Dedekindovog predgovora raspravi »Neprekidnost i iracionalni bro-
jevi« vidi se da ga je ba$ potreba za strogim zasnivanjem matematicke analize
dovela 1858. godine do strogog zasnivanja sistema realnih brojeva. Dedekind
je uveo aksiomu kojom se postulira neprekidnost prave, a onim njegovim
presecima u skupu racionalnih brojeva koji ne proizvcde racionalne brojeve,
definisao je iracionalno brojeve i time ostvario neprekidnost sistema realnih
brojeva. Istu je aksiomu postulirao i Kantor u svojoj definiciji realnih
brojeva. Valja ovde ista¢i da je, polaze¢i od nekih gledista Aristotela
(oko 384—322 pre nase ere), ve¢ R. J. Boskovi¢ (1711—1787) postulirao
neprekidnost prave. StaviSe, on je iskazao i zamisao o neprekidnosti
sistema realnih brojeva kao $§to se moZe videti iz slededeg citata; ,,Ako
se zamisle svi brojevi koji bi mogli postojati, bilo da nastaju putem nep-
ravih razlomaka bilo putem korenskih izraza, ili putem drugih transcen-
dentno iracionalnih znakova, postojaée i kod njih kontinuirani niz; sve Sto
se upravo u geometriji defava, biva po nama ve¢ poznatim linijama, a u
konaénoj ili infinitezimalnoj algebri biva preko simbola i znakova‘. — De-
taljnije o razmatranjima Rudera Boskoviéa moZe C&italac naéi u njegovoj
raspravi ,,0 zakonu kontinuiteta i njegovim posledicama u odnosu na os-
novne elemente materije i njihove sile®, koju je sa latinskog prevela Da-
rinka Neveni¢-Grabovac, struéno redigovao i komentarima propratio Ernest
Stipanié¢, a publikivao Matematicki institut u Beogradu, kao knjigu 1 (16)
u novoj seriji klasi¢nih nau¢nih spisa, 1975. godine. Gornji citat nalazi
se na 81. strani te knjige. — S druge strane, Pitagora (oko 570—496 pre
nase ere), sigurno nije bio malo iznenaden kada je uvideo da dijagonala
kvadrata nije samerljiva sa stranom, tj. da odnos dijagonale i strane kvadrata
nije racionalan. U stvari, to je bio jedan od prvih sudara sa iracionalnim bro-
jevima koji ¢e precizno biti definisani tek posle vise od dve hiljade godina. Zato
su anti¢ki matematicari, ukljucujudii Euklida (oko 300. god. pre nase ere), do-
kaze mnogih stavova izvodili geometrijski, koriste¢i teoriju proporcija koja
poti¢e od Eudoksa (oko 408—355 pre nae ere). Za samerljive veli¢ine Euklid
je teoriju proporcionalnih veliina izloZio u njegovoj petoj knjizi Elemenata,
a za nesamerljive u desetoj (vid. Euklidovi elementi, u prevcdu A. Bilimovica,
koje je izdao Matematicki institut SANU, u intervalu vremena 1949—1957,
Beograd). Evo Eudoksove definicije jednakosti dveju razmera (vid. petu de-
finiciju pete knjige Elemenata) koja je inspirisala i Dedekinda: »KaZe se da su
veli¢ineu istoj razmeri, prva prema drugoj kao treca prema cetvrtoj,
ako su bilo koji jednakostruki multiplumi prve i treée u isto vreme ili ve¢i, ili
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jednaki, ili manji od bilo kojih multipluma druge i Cetvrte, svaki prema svakom
uzeti u odgovarajuéem poretku«. U anti€kih matematiara razmere nisu bili
brojevi. Aritmetizaciju geometrije izvr$io je Legendre (1752—1834), ali je ona
dobila strogu nauénu osnovu tek posle strogog zasnivanja definicije realnih
brojeva. Mada inspirisan anti€kom tecrijom proporcija i geometrijskim rasu-
divanjima, Dedekind definiSe realne brojeve ne uvlace¢i geometrijske pred-
stave, u skladu sa gledistem da su geometrijske predstave strane aritmetici
i da su brojevi slobodne tvorevine ¢ovekova uma.

D:dekindova rasprava »Neprekidnost i iracionalni brojevi« postala je
klasi¢na veé dugo jo$ za njegova Zivota. Ona je tako besprekorno pisana da
se kao uvod moze staviti u svaki dana§nji udZzbenik matematicke analize.
Danas se Dedekindovim nazivaju preseci koji se Dedekindovim postupkom
definidu i u drugim oblastima matematike. Stav1se, postoje postupci da se
ideja preseka za definiciju brojeva iskoristi ve¢ i ranije, a ne tek posto su de-
finisani racionalni brojevi.

Kao $to to biva, esto puta vise autora dolazi do istih velikih otkri¢a u raz-
nim oblastima Sovekove delatnosti, pa i u matematici. Dedekind i sam navodi
da su gotovo u isto vreme, ali na drukg&iji nadin, realne brojeve definisali i
G. Cantor, H. E. Heine (1821—1881) i K. Weierstrass, kojima treba prikljuciti
i Ch. Meray-a (1835—1911). I njihove definicije mogu se naci po raznim udz-
benicima matematike pa ih ovde necemo navcditi.

Tako je proces stvaranja realnih brojeva proSirivanjem pojma broja,
polazeéi od prirodnih, preko celih i racionalnih, okon¢an u drugoj polovii
devetnaestog veka uvodenjem iracionalnih brojeva. Matematicari su se dakle
sukobili sa problemom kako definisati prircdne brojeve, jer, u krajnjoj liniji,
oni predstavljaju bazu &itave aritmetike. Tome pitanju Je u stvari, Dedekind
posvetio ovde prevedenu raspravu pcd naslovom »Sta su i Semu sluze brojevi%«.

Saglasno njegovom shvatanju da je analiza jedna grana logike, Dedekind
u ovoj raspravi postavlja logi¢ke osnove za definiciju prircdnih i, dalje, trans-
finitnih brojeva. Kao §to se moZe videti i iz komentara koji je na kraju ove
rasprave dala E. Noether (1882—1935), Dedekindova istraZzivanja, koja Cine
sadrzaj te rasprave, bitno su uticala na aksiomatski razvitak teorije skupova
pa, s tim u vezi, na preispitivanje i dalji polet u razvijanju osnova matematike.
E. Zermelo (1871—1953) je usvojim radovima u aksiomatici teorije skupova
neposredno bio inspirisan Dedekindovim rezultatima. Kao primer Dedekindove
uloge u teoriji skupova, naves¢u ovde njegovu kratku raspravu »Ahnliche
(deutliche) Abbildung und dhnliche Systeme« (Sli¢no (razgovetno) preslika-
vanje i sli¢ni sistemi), datiranu 7. 11. 1887. godine, u kojoj, pre Kantora i
Bernstajna (F. Bernstein, 1878—1956), Dedekind daje dokaz osnovnog stava
teorije skupova, koji nosi ime Kantor-Bern3tajna, a koji glasi da su dva skupa
ekvivalentna ako je svaki ekvivalentan pravom delu drugog od njih. Za dokaz
tog stava Dedekind koristi jedan pomo¢ni stav koji je, u stvari, stav 63 iz
§ 4 njegove druge ovde prevedene rasprave. Zanimljiv komentar Dedekin-
dova dokaza Kantor-Bernstajnova stava dala je E. Ncether. Dedekindova
rasprava »Sta su i ¢emu sluZe brojevi?« sadrZi i elemente aksiomatskcg za-
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snivanja definicije prirodnih brojeva, koju je docnije ponovo zahvatio G. Peano
(1858—1932). Aksiomatskom zasnivanju definicije prircdnih brojeva prilazili
su i drugi autori cd kojih éu ovde pomenuti samo N. I. Lobadevskog (1792—
1856), jednog cd osnivada neeuklidske geometrije.

Inicijativom i podsticajem D. Hilberta (1862—1943) doslo je u prvoj
polovini dvadesetog veka do intenzivnog preispitivanja osnova matematike
koje se i dalje nastavlja. Rad u tome pravcu doveo je ve¢ i do sada do krupnih
saznanja kao §to pokazuju, na primer, radovi K. Gddela (1906— )iP.J.
Cohena (1934— ). Specijalno je to sludaj sa aritmetikom. Sigurno je da
Dedekind ne bi bio malo iznenaden kada bi saznao za samo ova dva rezultata,
dobivena otprilike za nepunih sto gedina posle njegovih predavanja matema-
ticke analize na Politehni¢koj Skoli u Ziirichu: 1. (Nepotpunost aritmetike):
Ne postoji algoritam pomocéu kojeg se mogu izvesti svi istiniti aritme-
tigki iskazi. 2. (Neodluéivost aritmetike): Ne postoji algoritam pomcc¢u kojeg
se za svaki aritmeti¢ki iskaz moZe u kona¢no mnogo koraka cdlugditi da Ii je
istinit ili neistinit. (Vid. Hermes, Aufzihlbarkeit, Entscheidbarkeit, Berechen-
barkeit, Springer-Verlag, drugo izdanje, 1971, str. 177). Isto bi to bio slucaj
sa saznanjem da izradunljivih realnih brojeva ima samo prebrojivo mnogo,
ili, jos vise, da se, pored analize koju je on tako valjano predavao studentima,
paralelno razvija tako zvana rekurzivna analiza koja priznaje samo konstruk-
tivne dokaze i u svojim osnovama ne sadrZi pojam beskona¢nog u aktualnom
smislu.

Prevodenje u ovoj knjiZici publikovanih Dedekindovih rasprava vrSen©
je iz treéeg toma sabranih Dedekindovih dela, koja sam naveo na poCetku
ovog predgovora. Sem toga imao sam pred sobom i drugo Dedekindovo
izdanje rasprave »Neprekidnost i iracionalni brojevi«. Nastojao sam da prevod
bude materijalno tadan. Autorov stil, termine i cznake, specijalno one koje s€
odnose na skupove (sisteme), ostavio sam neizmenjene, da bi Citalac bolje
osetio vreme u kome su te rasprave pisane.

Koristim i ovu priliku da zahvalim dr Tatomiru Andeli¢u, direktoru
Matematic¢kog instituta i dr Slobocdanu Aljanéi¢u, predsedniku NauCnog veca
Matematikog instituta, koji su pregledali rukopis preveda u ukazali na niz
omaski &ijim je odstranjivanjem prevod postao bolji i adekvatniji.

dr Zlatko P. Mamuzi¢
Beograd, aprila 1975. godine. profesor Univerziteta u Beogradu
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Neprekidnost i iracionalni brojevi 17

PREDGOVOR

Razmatranja koja &ine predmet ovog malog spisa poticu cd jeseni 1858.
godine. Kao profesor federalne politehnicke skole u Zirihu, prvi put nasao
sam se onda u situaciji da moram predavati elemente diferencijalncg racuna
i primetio sam pri tome, jace no ikad ranije, nedostatak istinski naucnog za-
snivanja aritmetike. Kod opisa pribliZavanja promenljive veliine cdredenoj
graniénoj vrednosti, a posebno ked dokaza stava da svaka veli¢ina, koja stalno
raste, ali ne neogranifeno, sigurno mora teZiti nekoj grani¢noj vrednosti,
pribegavao sam geometrijskim ociglednostima. Ja i sada smatram takvo uno-
Senje geometrijskog posmatranja, pri prvom uenju diferencijalncg racuna,
sa didakti¢ne tacke gledista, izvanredno korisnim, Stavise, neophcdnim, ako
Eovek ne Zeli da izgubi i suvie mnogo vremena. Ali, niko nece osporavati
da takav naéin uvodenja diferencijalnog raduna ne mcZe pclagati pravo na
naudnost. Za mene je tada to osecanje nezadovcljstva bilo tako snazno, da
sam doneo &vrstu odluku, da toliko dugo razmisljam, dok ne nadem sasvim
strogo zasnivanje principa infinitezimalne analize. Tako se desto govori da se
diferencijalni radun bavi neprekidnim veli¢inama, pa ipak nigde se ne daje
objasnjenje te neprekidnosti, pa i najstroza izlaganja diferencijalncg racuna
ne zasnivaju dokaze na neprekidnosti, nego ili apeluju, manje ili viSe svesno,
na predstave koje su geometrijske ili su geometrijom motivisane, ili se pak
oslanjaju na takve stavove koji ni sami nikada €isto aritmeticki nisu dokazani.
Njima pripada, na primer, gore pomenuti stav, a brizljivije istraZivanje uverilo
me je da se taj, ili svaki njemu ekvivalentni stav, u izvesnoj meri moze smatrati
kao dovoljna osnova infinitezimalne analize. Ostalo je jo§ samo da se otkrije
njegovo pravo poreklo u elementima aritmetike, a time da se istovremeno do-
bije definicija sustine neprekidnosti. To mi je uspelo 24. novembra 1858. go-
dine, a nekoliko dana posle toga saopstio sam rezultat moga razmiSljanja mcme
vernom prijatelju Durégeu, §to je dovelo do dugeg i Zivog razgovora. Te misli
o0 naudnom zasnivanju aritmetike sam docnije, deduse, izlagao ovem ili onom
od mojih udenika, StaviSe, ovde u Braunsvajgu (Braunschweig) cdrZao sam 1
jedno predavanje o tome predmetu u naucnom udruZenju profesora, ali se
zapravo nisam mogao odluéiti na pravo publikovanje, jer, prvo, izlaganje
nije sasvim lako, a, sem toga, sama stvar je tako malo plcdna. Medutim, ve¢
sam se upola bio odlugio da tu temu izaberem kao predmet spisa za ovu priliku,
kad je pre nekoliko dana, 14. marta, u moje ruke dospela rasprava »Elementi
teorije funkcija« od E. Hajnea (Heine) (Crelle-ov zurnal, Tom 74), dobrotom
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njenog visoko cenjenog autora, i ucvrstila me u mojoj odluci. Doduse, ja se
potpuno slaZem sa sadrZajem tog rada, Sto se tiCe sustine, ali, otvoreno ¢u
priznati, &ini mi se da je moje izlaganje po formi jednostavnije i pravo jezgro
stvari preciznije isti¢e. I bas dok piSem ovaj predgovor (20. mart 1872), primam
zanimljivu raspravu »O prosirenju jednog stava iz teorije trigonometrijskih
redova« od G. Kantora (Cantor) (Math. Annalen od Klebsa (Clebsch) i Noj-
mana (Neumann), Tom 5), za koju izraZavam moju najlepsu zahvalnost oS-
troumnom autoru. Koliko uo&avam pri brzom &itanju, aksioma u §2 te rasprave,
bez obzira na spoljasnje oblikovanje, potpuno se poklapa sa onim $to ja u §3.
oznaGujem su$tinom neprekidnosti. Ali, kakvu ce korist doneti, pa makar
samo pojmovno razlikovanje realnih brojnih veli¢ina jos vise vrste, to nisam
jo$ u stanju da razaznam baS zbog mog shvatanja o potpunosti realnog broj-
nog podrudja u samom sebi.
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§1

Osobine racionalnih brojeva

Mada se ovde pretpostavlja poznavanje razvitka aritmetike racionalnih
brojeva, ipak smatram da ¢e biti dobro da bez diskusije istaknem nekoliko
glavnih momenata, tek toliko da unapred ukaZem na stanoviste koje zauzimam
u onome §to sledi. Citavu aritmetiku smatram kao nuZnu, ili bar prircdnu
posledicu najjednostavnijeg aritmetic¢kog akta, brojanja, a samo brojanje nije
niSta drugo do sukcesivno stvaranje beskonaénog niza celih pczitivnih brojeva,
u kome se svaki individuum definiSe posredstvom neposredno prethcdnog;
najjednostavniji akt je prelaz cd jednog veé stvorenog individuuma na sledeci
kojeg treba stvoriti. Ve¢ sam po sebi lanac tih brojeva ¢ini covekovem duhu
veoma korisno orude i pruza neiscrpno bogatstvo ¢udesnih zakcna, do kojih
se dospeva uvodenjem Cetiri osnovne aritmeticke operacije. Sabiranje je saZi-
manje proizvoljnog ponavljanja gore navedencg najjednostavnijeg akta ujedan
jedini akt, a mnoZenje na isti naéin nastaje cd sabiranja. Dok su te dve ope-
racije uvek izvodljive, obrnute operacije, oduzimanje i deljenje, pokazuju se
samo ogranieno izvedljivim. Ma §ta da je bio prvi poved, i koja su uporedenja
ili analogije sa iskustvom, intuicijom dovela do toga, neka ostane postrani;
no, bas ta ograniCenost izvedljivosti obratnih operacija bila je svakog puta
pravi razlog jednog novog akta stvaranja; tako su ¢ovekovim umom stvoreni
negativni brojevi i razlomci, a u sistemu svih racionalnih brojeva dobijen je
instrument beskonaéno mnogo vece savrSenosti. Taj sistem, koji ¢u oznaciti
sa R, poseduje pre svega potpunost i zatvorenost, koje sam na jedncm drugem
mestu* oznadio kao odliku brojnog tela, a koja se sastoji u tome Sto
su Cetiri osnovne operacije sa po dve individue iz R uvek izvodljive, tj. rezultat
tih operacija je uvek ponovo jedan cdredeni individuum iz R, ako se izuzme
jedini slucaj deljenja nulom.

Ali je za nas slededi cilj jos vaZnije jedno drugo svojstvo sistema R, koje
moZemo iskazati tako $to sistem R predstavlja dobro uredeno pcdrucje od
jedne dimenzije, beskona¢no na dve uzajamno suprotne strane. Sta je time
zamisljeno, dovoljno je naznaéeno izborom izraza, koji su pozajmljeni iz geo-
metrijskih rasudivanja; utoliko je neophodnije ista¢i cdgovarajuce Cisto arit-

*) Predavanja iz teorije brojeva, od P.G. Lejeune Dirichlet-a, drugo izdanje, § 159.
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meti¢ke osobenosti kako, &ak, ni prividno ne bi izgledalo kao da su aritmetici
potrebna takva njoj strana rasudivanja.

Ako treba iskazati da oznake a i b zna&e jedan isti racionalan broj, onda
se stavlja bilo a=b bilo b=a. Da su dva racionalna broja a, b razlicita iskazuje
se time §to razlika a—b ima ili pozitivnu ili negativnu vrednost. U prvom
sludajujeavecée od b, bje manje cd a, Sto se takode opisuje i oznaka-
ma a>b, b<a.* Kako u drugom slu¢aju pozitivou vrednost ima b—a, to je
b>a, a<b. S obzirom na tu dvostruku mogué¢nost u nacinu razlikovanja ra-
cionalnih brojeva, vaZe tada sledec¢i zakoni.

I. Ako je a>bib>c onda je a>c. Svaki put kada su a, ¢ dva razlicita
(ili nejednaka) broja, i kada je b ve¢i cd jednog, a manji cd drugog, mi éemo
to, bez straha od prizivanja geometrijskih predstava, kratko iskazati: b leZi
izmedu brojeva a, c.

II. Ako su a, ¢ dva razlidita broja, tada uvek postoji beskonaéno mnogo
razli¢itih brojeva b koji leZe izmedu a, c.
III. Ako je a neki odredeni broj, tada se svi brojevi sistema R raspadaju
u dve klase, A, i 4,, od kojih svaka sadrZi beskona¢no mnogo individuuma:
prva klasa 4; obuhvata sve brojeve a; koji su <<a, druga klasa A, obuhvata
sve brojeve a, koji su >a; sam broj @ moZe povolji biti pridcdat bilo prvoj
bilo drugoj klasi i, korespondentno tome, on je tada ili najveci broj prve ili
najmanji broj druge klase. U svakom slu¢aju je razlaganje sistema R u dve klase
Ay, A, tako da je svaki broj prve klase 4 manji od svakog broja druge klase 4,.

§2

Uporedivanje racionalnih brojeva sa tatkama prave

Malodas istaknute osobine racionalnih brojeva pcdseaju na uzajamne
cdnose izmedu tadaka neke prave L. Ako se sa »desno« i »levo« budu na njoj
razlikovala dva postojeéa suprotna smera, i ako su p, g dve razlicite tacke, tada
ili p lezi desno od ¢, a g u isti mah levo cd p, ili, obrnuto, g je desno cd p,
a p u isti mah levo cd ¢. Ako su tacke p, g zaista razlicite, treci slucaj je
nemogué. U vezi sa tim razli€itim poloZajima postoje slede¢i zakoni.

I. Ako p leZi desno od g, a g lezi desno cd r, onda i p leZi desno cd r;
kaZe se da tada q leZi izmedu talaka p i r.

II. Ako su p, r dve razlidite tacke tada ima beskona¢no mnogo taaka g
koje leZe izmedu p i r.
III. Ako je p odredena tatka u L, tada se sve tatke u L razlaZu u dve
klase P;, P, od kojih svaka ima beskonano mnogo individuuma; prva klasa
P, obuhtava sve tagke p;, koje leZe levo od p, a druga klasa P, obuhvata sve

*) Ukoliko re& »apsolutno« ne bude dodata, u sledeem ¢e se, dakle, misliti uvek na
tako zvano »algebarski« veée i manje.



Neprekidnost i iracionalni brojevi 21

tadke p,, koje leZe desno od p; sama tadka p moZe biti povolji dodeljena prvoj
ili drugoj klasi. U svakom slutaju je razlaganje prave L na dve klase ili dela
P, P, takvo da svaka tatka prve klase P; leZi levo cd svake tacke druge kla-
se Pj.

Kao §to je poznato, ta analogija izmedu racionalnih brojeva i tacaka
prave postaje stvarna uzajamna korespondencija, kada se na pravoj izaberu
jedna odredena nulta tadka ili poetak O i jedna cdredena duZinska jedinica
za merenje duZi. Pomocu te jedinice se za svaki racionalan broj a moZe kon-
struisati cdgovarajuéa duZ, pa ako se ona nanese na pravoj nadesno ili nalevo
od tagke O, ve¢ prema tome da li je a pozitivno ili negativno, dobice se tako
jedna odredena krajnja tacka p, koju moZemo oznaciti kao tacku koja odgo-
vara broju a; racionalnom broju nula cdgovara tacka O. Na taj nacin, svakom
racionalnom broju a, tj. svakom individuumu u R, cdgovara, jedna i samo
jedna tadka p, tj. jedan individuum na L. Ako brojevima a, b cdgovaraju res-
pektivno tagke p, q i ako je a>b, tada tatka p leZzi desno cd ¢. Zakoni
I, 1I, 11T ovoga paragrafa potpuno cdgovaraju zakonima I, II, 111 prethodnog.

§3

Neprekidnost prave

Medutim, cd najvece vaznosti je sada Cinjenica da na pravoj L ima bes-
kona¢no mnogo tafaka koje ne cdgovaraju nijedncm racionalncm broju.
Ako naime tadka p cdgovara racionalnom broju a, onda je kao $to je poznato,
du? Op samerljiva sa stalnom duZinskom jediniccm, koja se kcd konstrukcije
koristi, tj. postoji tre¢a duz, tzv. zajedniCka mera, ¢iji su celi viSekratnici te
obe duzi. Medutim, ve¢ su stari Grei znali i dokazali da postoje duzi koje su
nesamerljive sa datom duZinskom jedinicom, na primer, dijagenala kvadrata,
&ija je stranica uzeta za duZinsku jedinicu. Nanese li se jedna takva duZ cd
tatke O, na pravu, dobice se tako jedna krajnja taka koja ne cdgovara ni-
jednom racionalnom broju. Kako se dalje lako moZe dokazati da ima besko-
naéno mnogo duzi nesamerljivih sa duzinskom jedinicom, to moZemo tvrditi:
Prava L je beskona¢no mnogo bogatija u tackama-individuumima no S§to
je podrucje R racionalnih brojeva kao brojeva-individuuma.

Hocemo li sada, a to je nasa Zelja, da sve pojave na pravoj propratimo
aritmeticki, to racionalni brojevi ne doseZu u tu svrhu, pa je zato neminovno
nuzno da se orude R, koje je konstruisano stvaranjem racionalnih brojeva,
ulini bitno finijim stvaranjem novih brojeva, tako da pcdruéje brojeva dobije
istu savrSenost, ili, kako ¢emo cdmah da kaZemo, istu neprekidnost,
kao i prava.

Dosadasnja razmatranja su svima tako poznata i laka da ¢e njihovo
ponavljanje mnogi smatrati sasvim suvi$nim. Ipak sam taj pregled smatrao
neophodnim da bih valjano pripremio glavno pitanje. Naime, do sada uobica-
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jeno uvodenje iracionalnih brojeva oslanja se upravo na pojam ekstenzivnih
veli¢ina — ali koji ni sam nigde strogo nije definisan — i broj objasnjava kao
rezultat merenja jedne takve veliine pomocu jedne drugeistovrsne veliCine. ¥)

Umesto toga trazim da aritmetika bude razvijena iz same sebe. Da su
takva povezivanja sa nearitmeti¢kim predstavama bila najbliZi povcd za pro-
Sirenje pojma broja, u opstem sluaju moZe biti i prihvaceno (ipak, kcd uvo-
denja kompleksnih brojeva to nasigurno nije bio slucaj); ali, u tome sasvim
sigurno ne lezi razlog da se ta tuda razmatranja uvedu i u samu aritmetiku,
u nauku o brojevima. Kao §to se negativni i razlomljeni racionalni brojevi
moraju i mogu obrazovati slobodnim stvaranjem, i kao Sto se zakoni radunanja
tim brojevima moraju i mogu svesti na zakone racunanja sa celim pozitivnim
brojevima, isto tako treba teZiti tome da se i iracionalni brojevi definiSu jedino
racionalnim brojevima. Ostaje samo pitanje kako?

Gornje uporedenje podruja R racionalnih brojeva sa jednom pravom
dovelo je do saznanja o rupiGavosti, nepotpunosti ili prekidnosti tog podrudja,
dok pravoj pripisujemo potpunost, nerupicavost ili neprekidnost. U emu se
zapravo sastoji ta neprekidnost? U ocdgovoru na to pitanje mora se sadrzati
sve, i njime ée se dobiti nau¢na osnova za istraZivanje s vih neprekidnih pcd-
rugja. Naravno, niSta se ne postiZe nejasnim prianjem o neprekinutoj vezi u
najmanjim delovima; radi se o tome da se pruZi precizna cdlika neprekidnosti
koja se moZe upotrebiti za istinita zakljucivanja. O tome sam dugo vremena
uzaludno razmisljao, ali sam na kraju naSao $to sam trazio. MoZda ¢e o tome
pronalasku razligita lica razliCito prosudivati, ipak, mislim da ¢e veéina naci
da je njegov sadr¥aj trivijalan. On se sastoji u sledecem. U prethcdnim para-
grafima skrenuta je paZnja na to da svaka tacka p prave proizvedi pcdelu
iste na dva komada, tako da svaka tacka jednog komada lezZi levo od svake
tatke drugog. Nalazim da je sutina neprekidnosti u inverziji, dakle, u slede¢em
principu:

»Ako se sve tatke prave podele u dve klase, tako da svaka tacka jedne
klase leZi levo od svake tatke druge klase, tada postoji jedna i samo jedna tacka
koja proizvodi tu podelu svih taaka u dve klase, to rasecanje prave na dva
komadac«.

Kao §to je veé refeno, mislim da se necu prevariti ako budem tvrdio
da ée svako odmah prihvatiti istinitost toga tvrdenja; mnogi od mojih Citalaca
bie veoma razodarani kada shvate da tajna neprekidnosti treba da bude otkri-
vena tom trivijalnodéu. Na to primecujem sledece. Vrlo mi je drago, ako svako
nalazi da je gornji princip tako jasan i tako u skladu sa njegovim predstavama o
nekoj liniji; jer, ja nisam u stanju da iznesem neki dokaz o njegovoj tacnosti,
i niko nije u stanju da tako $ta uini. Prihvatanje tog svojstva linije nije nista
drugo do jedna aksioma kojom liniji priznajemo njenu neprekidnost, kojom
mi liniji misaono unosimo neprekidnost. Ako uopste prostor ima realno po-

*) Prividno preimuéstvo opstosti te definicije odmah i§¢ezava kada se misli na kom-
pleksne brojeve. Obrnuto, po mome shvatanju pojam odnosa izmedu dve istovrsne veli¢ine
moZe se razviti jasno tek tada kada se uvedu iracionalni brojevi.
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stojanje, on ne mora nuno biti neprekidnan; mnoge cd njegovih osobina
ostale bi iste kada bi on bio i prekidan. I, ako bismo zacelo znali da je prostor
prekidan, niko nas ne bi mogao spreciti u tome da ga, ako nam se tako do-
padne, ispunjavanjem njegovih $upljina u mislima nacinimo neprekidnim; ali
bi se to popunjavanje sastojalo u stvaranju novih tadaka-individuuma i imalo
bi da se vrsi saobrazno gornjem principu.

§4

Stvaranje iracionalih brojeva

Poslednjim re¢ima je ve¢ dovoljno nagovesteno na koji se nadin prekidno
pcdrudje R racionalnih brojeva mora upotpuniti do nekog neprekidnog. U
§ 1 istakli smo, (IIT), da svaki racionalan broj a proizvcdi jedno razlaganje
sistema R u dve klase 4;, 4, tako da je svaki broj a; prve klase A4; manji
od svakog broja a, druge klase 4; broj a je ili najveci broj klase A, ili naj-
manji broj klase 4. Ako je sada data neka pedela sistema R na dve klase
Ay, Ay koja ima samo tu karakteristicnu osobinu da je svaki broj a; u 4;
manji od svakog broja a, iz A4,, tada ¢emo, kratkoce radi, takvu pcdelu
zvati presek i oznaliti sa (4], A;). MoZzemo tada kazati da svaki racio-
nalan broj a proizvedi jedan, ili zapravo dva preseka, no koje neemo sma-
trati bitno razli¢itim; sem to ga taj presek ima osobinu da ili medu bro-
jevima prve klase postoji najveéi, ili medu brojevima druge klase postoji
najmanji. I obrnuto, ako neki presek posedujeitu osobinu, onda je on proiz-
veden tim najveéim ili najmanjim racionalnom brojem.

Medutim, lako je uveriti se da postoji beskonano mnogo preseka
koje ne proizvode racionalni brojevi. NajbliZzi primer je sledeci.

Ako je D ceo pozitivan broj, ali koji nije kvadrat nekog celog broja,
tada postoji ceo pozitivan broj A takav da je

MN<D<(A+ D)2

Ako u drugu klasu 4, uzmemo svaki pozitivni broj a, &iji je kvad-
rat veéi od D, a u klasu A4, sve ostale racionalne brojeve, ta podela Cini
presek (4,, A4,), tj. svaki broj a; manji je od svakog broja a,. Ako je
naime a,=0 ili negativno, tada je a, ve¢ iz tog razloga manje od svakog
broja a,, jer je ovaj pozitivan po samoj definiciji; no ako je a, pozitivno,
tada je njegov kvadrat <D, pa je prema tome g, manje od svakog pozi-
tivnog broja a, ¢iji je kvadrat > D.

Ali, taj presek nije proizveden nijednim racionalnim brojem. Za do-
kaz toga, mora se pre svega pokazati da nema nijednog racionalnog broja
&ji je kvadrat=D. Mada je to poznato iz prvih elemenata teorije brojeva.
neka ipak ovde nade mesta slede¢i indirektan dokaz. Ako postoji raciona-
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lan broj &iji je kvadrat= D, tada takode postoje dva pozitivna cela broja
t, u koja zadovoljavaju jednacinu

— Du*=

i moZe se pretpostaviti da je ¥ najmanji pozitivan, ceo broj koji ima
tu osobinu da se mnoZenjem njegovog kvadrata sa D dobija kvadrat celog
broja t. Kako je ocevidno

ru<t<<(h+Du,
to je broj
u=t—hu
pozitivan, ceo broj, i to manji od u. Stavi li se dalje
t'=Du—2t,
to t' postaje takode pozitivan, ceo broj, i proizilazi da je
—Du'?=(?>—-D) (t>*—Du?) =0,

§to je u protivurecnosti' sa pretpostavkom o broju u.

Prema tome, kvadrat svakog racionalnog broja x ili je <D ili je>D.
Odatle lako sledi da niti u klasi 4, postoji najve¢i, niti u klasi 4, postoji
najmanji broj. Stavi i se naime

[ w(x* 3D
3x2+D
to je
_ 2x(D=x")
3x2+D

(x*— D)’

2 B Re—me——————————g
> (3 x2+ D)>

Uzme li se ovde za x neki pozitivan broj iz klase 4;, bice x*< D,
i, prema tome, y>x, i y?<<D, dakle y takode pripada klasi 4,. Medutim,
ako se za x uzme neki broj iz klase 4,, bice x*>D i, prema tome,
y<x, y>0, i y>>D, dakle y takode pnpada klasi 4,. Ta] presek stoga
nije proizveden nijednim racionalnim brojem.

U toj osobini, da nisu svi preseci proizvedeni racionalnim brojevima,
sastoji se nepotpunost ili prekidnost podrucja R svih racionalnih brojeva.

Svaki put dakle kada pred sobom budemo imali presek (4,, 4,), koji
nije proizveden nijednim racionalnim brojem, stvori¢emo jedan novi,
jedan iracionalan broj «, koji ¢emo smatrati potpuno definisanim
tim presekom (4,, 4,); kaza¢emo da broj « odgovara tom preseku, ili da
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on taj presek proizvodi. Prema tome, od sada pa nadalje, jednom odre-
denom preseku odgovara jedan i samo jedan racionalan ili iracionalan broj
i dva broja smatraemo razlic¢itim ili nejednakim, tada i samo
tada kada oni odgovaraju bitno razliCitim presecima.

Da bismo sada dobili osnovu za uredenje svih realnih, tj. svih
racionalnih i iracionalnih brojeva, moramo najpre istraZiti odnose izmedu
bilo koja dva preseka (4,, 4,) i (B,, B,), koje proizvode bilo koja dva
broja o i . OCigledno je preseck (4,, A,) ve¢ potpuno odreden kada je
poznata jedna od dve klase, na primer, prva A4,, jer se druga klasa 4,,
sastoji od svih racionalnih brojeva koji nisu sadrZani u A4,, i karakteristicna
osobina jedne takve prve klase 4, leZi u tome da ona sadrzi i sve brojeve
manje od a,, kada je u njoj sadrZan broj a,. Uporede li se sada dve tak-
ve prve klase 4,, B, izmedu sebe, tada moZe biti, prvo, da su one obe
potpuno identiéne, tj. da je svaki u klasi A, sadrZani broj a, takode i u
klasi B,, i da je svaki u klasi B, sadrzani broj b, takode i u klasi 4,. U
tome sludaju je tada nuZno i A, identicno sa B,, oba preseka su potpuno
identiéna, §to ¢emo u znacima oznafiti sa a=§ ili f=a.

Ako medutim dve klase A,, B, nisu identi¢ne, tada postoji u jednoj,
na primer u A4,, neki broj a,=5,’, koji nije sadrZan u drugoj B,, i koji
se, prema tome, nalazi u B, ; zato su sigurno svi brojevi b, koji su sadrZaniu B,
manji od tog broja a,"=5,’, pa su dakle svi brojevi b, takode sadrZani u 4,.

Ako je sada, drugo, taj broj a,” jedini u klasi 4; koji nije sadrZan
u B, to je u B, sadrzan svaki broj a, koji je sadrZan u 4, i zato manji
od a/, tj. a/ je najve¢i medu svim brojevima a,, prema tome presek
(4,, 4,) je proizveden racionalnim brojem «=a,"=b,". O drugom preseku
(B,, B,) ve¢ znamo da su svi brojevi b, iz B, takode i u A, i manji su od
broja a,"=5,’, koji je sadrzan u B,; medutim, svaki broj b, koji je sadrZan
u B,, mora biti ve¢i od b,’, jer bi inaCe bio manji od a,’, pa bi bi dakle
bio u A4,, a zato i u B,; prema tome je b,’ najmanji medu svim brojevima
sadrZzanim u B,, pa je zato i presek (B,, B,) proizveden istim racionalnim
brojem B8=5,"=a,’=o. Zato su ta dva preseka samo nebitno razli¢ita.

Ako medutm, tree, u klasi A, ima bar dva razliCita broja a,'=b,’
i a,”=b,”, koji nisu sadrZani u klasi B, tada takvih ima i beskona¢no
mnogo, jer brojevi koji leZe izmedu a,” i a,”, kojih ima beskonano mnogo,
(§ 1. II), oCigledno su sadrZani u A4,, ali ne i u B;. U tome slucaju kaza-
¢emo da su brojevi « i B, koji odgovaraju tim bitno razlifitim presecima
(4,, 4)) i (B,, B,), takode medusobom razliCiti, ito da je « vece
od B, da je f manje od «, §to ¢emo u znacima iskazati kako sa «>f3
tako i sa B<«. Pri tome treba ista¢i da se ta definicija potpuno poklapa
sa prethodnom kada su oba broja «, $ racionalna.

Preostali moguéni sluéajevi su jo§ ovi. Ako je 4) u klasi B, sadrzan
jedan i samo jedan broj b,"=a,’, koji nije sadrzan i u klasi 4,, tada su
oba preseka (4,, 4,) i (B,, B,) samo nebitno razli¢ita i proizveden i su
jednim istim racionalnim brojem a=a,’=b,'=f. Ako medutim 5) u klasi
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B, ima dva razli€ita broja, koja nisu sadrzana u klasi 4,, tada je B>«
o <.

Kako su time iscrpljeni svi sludajevi, to proizilazi da od dva razli-
gita broja nuZno jedan mora biti ve¢i, a drugi manji, Sto sadrzi dve mo-
guénosti. To je doduSe ve¢ lezalo u izboru komparativa (ve¢i, manji)
za oznaavanje odnosa izmedu o, B; ali je taj izbor tek sada naknadno
opravdan. Upravo kod takvih istraZivanja mora se Covek najbriZljivije Cu-
vati, pa ¢k i pri najboljoj Zelji da bude korektan, da brzopletim izborom
izraza, pozajmljenim iz drugih ve¢ razvijenih izlaganja, ne bude zaveden
da preduzima nedozvoljena preno¥enja iz jedne oblasti u drugu.

Osmotrimo li sada jo¥ jednom taéno sluaj «>@, to proizilazi da
manji broj B, kada je racionalan, zaista pripada klasi 4,; kako naime u
klasi 4, ima jedan broj a,'=b,” koji pripada klasi B,, to je broj. B zacelo
<a,’, pa bio on najve¢i broj u B, ili najmanji broj u B,, pa je zato sadr-
7an u A,. Isto tako iz a>>@ proizilazi da veéi broj «, kada je racionalan,
zacelo pripada klasi B,, jer je a>>a,". Objedine li se oba razmatranja do-
bija se sledeéi rezultat: Ako je presek (4,, 4,) proizveden brojem «, tada
bilo koji racionalan broj pripada klasi 4, ili klasi 4,, ve¢ prema tome da
li je manji ili veéi od «; ako je sdm broj « racionalan, tada on moZe
pripadati jednoj ili drugoj klasi.

Odatle kanatno proizilazi jo§ sledece. Ako je «>8, ako dakle ima
beskonaéno mnogo brojeva u A4,, koji nisu sadrZani u B, tada ima takode
beskonadno mnogo takvih brojeva koji su istovremeno razliCiti od « 1 B
svaki takav racionalan broj ¢ je <a, jer je sadrzan u klasi 4,, i on je u
isti mah>p, jer je sadrZan u klasi B,.

§5

Neprekidnost podruéja realnih brojeva

Na osnovu upravo utvrdenih razlikovanja, sistem R svih realnih bro-
jeva &ini potpuno uredenu oblast jedne dimenzije; o tome ne¢emo dalje
niSta govoriti, osim da vaZe slede¢i zakoni.

I. Ako je a>p i B>y, tada je i a>v. Kazacemo da broj B lezi
izmedu brojeva «, Y.

II. Ako su «, y dva razlifita broja, tada ima beskonano mnogo raz-
licitih brojeva B, koji leZe izmedu «, 1.

III. Ako je « neki odredeni broj, tada se svi brojevi sistema % ras-
padaju na dve klase %, i ,, od kojih svaka sadrZi beskonacno mnogo
individuuma; prva klasa A, obuhvata sve brojeve o, koji su <a, druga klasa
9, obuhvata sve brojeve «, koji su >o; sam broj « moZe povolji biti pri-
dodat prvoj ili drugoj klasi i, sledstveno tome, on je tada najve¢i broj prve



Neprekidnost i iracionalni brojevi 29

klase ili najmanji broj druge klase. U svakom sluaju je razlaganje sistema
R na dve klase ¥, U, takvo, da je svaki broj prve klase ¥, manji od
svakog broja druge klase ,, i mi kaZemo da je to razlaganje proizvedeno
brojem .

Kratkoée radi i da ne bih zamarao &itaoca, izostavi¢u dokaze tih sta-
vova, koji neposredno slede iz definicija prethodnog paragrafa.

Ali sem tih svojstava, poseduje oblast 9 i neprekidnost, tj.
vazi sledeci stav:

IV. Razlozi li se sistem 9 svih realnih brojeva na dve klase U, U,
tako da je svaki broj «, prve klase ,, manji od svakog broja o, druge
klase ,, tada postoji jedan i samo jedan broj «, kojim je to razlaganje
proizvedeno.

Dokaz Razlaganjem ili presekom sistema 9 na dve klase U, iU,
je istovremeno dat presek (4,, A,) sistema R svih racionalnih brojeva, koji
je definisan time to 4, sadrZi sve racionalnie brojeve klase ,, a 4, sadrZi
sve ostale racionalne brojeve, tj. sve racionalne brojeve klase U,. Neka je
« potpuno odredeni broj koji prcizvodi taj presek (4., 4,). Ako je sada
B bilo koji od « razliGiti broj, tada uvek ima beskonano mnogo racio-
nalnih brojeva c, koji leZe izmedu « i B. Ako je P <a, tada je c¢<<a; prema
tome, ¢ pripada klasi 4, pa zato i klasi %;, pa kako je u isti mah B<c,
to i B pripada istoj klasi 2, jer je svaki broju 2, ve¢i od svakog broja ¢ u
klasi A,. Medutim, ako je B>«, tada je c¢>o; prema tome, ¢ pripada
klasi 4, pa zato i klasi U, a kako je u isti mah B>c, to 1§ pripada
istoj klasi %,, jer je svaki broj klase U; manji od svakog broja c u klasi
,. Prema tome, svaki broj B, razli¢it od «, pripada klasi %, ili klasi A,
ve¢ prema tome da li je B<a ili B>o; pa je zato sim broj « ili najveci
broj u klasi ¥, ili najmanji broj u klasi ,, tj. « je jedan i, ocigledno,
jedini broj kojim je proizvedeno razlaganje sistema %R u klase U, U,, 3to
je trebalo dokazati.

§6

Radunanja sa realnim brojevima

Da bi se neki racun sa dva realna broja «, B sveo na racunanja sa
racionalnim brojevima, treba samo da se od preseka (4,, 4,) i (B;, B)),
koji odgovaraju brojevima « i B u sistemu R, definiSe presek (C,, C,) koji
treba da odgovara rezultatu radunanja y. Ovde ¢u se ograniciti na izvodenje
najjednostavnijeg primera, sabiranja.

Ako je c¢ neki racionalan broj, stavicemo ga u klasu C,, ako u klasi
A, ima neki broj @, i u klasi B, ima neki broj b, tako da je njihova suma
a,+b,>c; sve ostale racionalne brojeve uze¢emo u klasu C,. Ta podela
svih racionalnih brojeva na dve klase C,, C, ofegledno stvara presek, jer
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je svaki broj ¢, u klasi C, manji od svakog broja ¢, u klasi C,. Ako su
sada oba broja «, 8 racionalna, tada je svaki u klasi C, sadrZani broj
¢, <o+B, jer je a, <o, b <, pa je dakle i a,+b <a+p; ako bi dalje
u klasi C, bio sadrzan broj c,<o+ 8, dakle a+B=c,, gde je p pozitivan
racionalan broj, bilo bi

c,=(—(1/2)p) + (B —(1/2) p)s
$to je u protivurenosti sa definicijom broja c,, jer je o —(1/2) p neki broj
klase 4,, a B—(1/2)p je neki broj klase B,; prema tome je svaki u klasi
C, sadrzani broj ¢,>u+(. Zato je u tome sludaju presek (C,, C,) proiz-
veden sumom o+ 8. Zato se neéemo ogresiti o definiciju koja vazi u arit-
metici racionalnih brojeva, kada pod sumom «+3 dva proizvoljna
realna broja «, 8, u svim sluajevima budemo podrazumevali onaj broj v
kojim je proizveden presek (C,;, C,). Ako je dalje samo jedan od oba broja
«, B racionalan, na primer, «, tada je lako uveriti se da na sumu y=o0+8
nema nikakvog uticaja da li sz broj « uzima u klasu 4, ili u klasu A,

Isto kao i sabiranje, mogu sz definisati i ostale operacije tzv. ele-
mentarne aritmetike, naime, formiranje razlika, proizvoda, koliCnika, stepe-
na, korena, logaritama, pa se na taj naCin dolazi do ispravnih dokaza
stavova (kao na primer V2 V3 —16 ), koji, koliko ja znam, do sada
nikada nisu dokazani. Preopsirnosti, koje se mogu odekivati kod sloZenijih
operacija, leYe delimi¢no u prirodi stvari, ali najve¢im delom mogu se iz-
beéi. S tim u vezi je vrlo koristan pojam intervala, tj. jednog skupa
A racionalnih brojeva koji poseduje sledeée karakteristicno svojstvo: ako
su @ i @ brojevi skupa A, onda su u skupu A sadrZani i svi racionalni
brojevi koji leze izmedu a i a'. Sistem R svih racionalnih brojeva,
kao i obe klase svakog preseka, su intervali. Ali ako postoji neki
racionalan broj a,, koji je manji, i neki racionalan broj a,, koji je veéi
od svakog broja intervala A, tada ¢emo A zvati konacan interval; ocig-
ledno tada ima beskonadno mnogo brojeva istih osobina kao i a;, i bes-
kona¢no mnogo brojeva istih osobina kao i a,; celo podru¢je R raspada
se na tri dela 4,, A, 4,, i pojavljuju se dva sasvim odredena racionalna
ili iracionalna broja «,, «, koje respektivno moZemo zvati donja i gornja
(ili, manja i veéa) meda intervala 4; donja meda o, odredenja je onim
presekom kod kojeg prvu klasu formira skup 4, a gornja meda o, odre-
dena je onim presekom kod kojeg drugu klasu fermira skup 4,. Za svaki
racionalan ili iracionalan broj o, koji lezi izmedu o, i o,, moZe se kazati
da leZi u intervalu 4. Ako su svi brojevi nekog intervala A takode broje-
vi nekog intervala B, onda éemo A zvati delom od B.

Cini se da su na pomolu jo§ veée opsirnosti kada se Zeli pre¢i na
prenoenje bezbrojnih stavova artimetike racionalnih brojeva (kao na pri-
mer, (a+b)c—ac+bc) na proizvoljne realne brojeve. Medutim, to nije
tako; brzo se uveravamo da se ovde sve svodi na to da se dokaZe da i
same aritmeti¢ke operacije imaju izvesnu neprekidnost. Ono Sto pod time
podrazumevam, izloZi¢u u obliku jednog opsteg stava:
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,,Ako je A rezultat nekog rafuna koji treba izvrditi sa brojevima
o B, Y -.., 1 ako A leZi u intervalu L, tada se mogu odrediti intervali
A, B, C, ..., u kojima leZe brojevi o, B, v, ..., tako da rezultat istog ra-
&una, u kome su brojevi o, B, v, ..., zamenjeni proizvoljnim brojevima
iz intervala A, B, C, ..., bude uvek neki broj koji lezi intervalu L.« Medu-
tim, zastraSujuéa nezgrapnost, koja prati iskaz jednog takvog stava, uve-
rava nas da se tu neSto mora preduzeti da se pomogne izrazavanju; to se
zaista moZe posti¢i na najsavrSeniji na¢in kada se uvedu pojmovi prome-
nljivih veli¢ina, funkcija, granicnih vrednosti i, StaviSe,
bi¢e najcelishodnije da se na tim pojmovima zasnuju ve¢ definicije najjed-
nostavnijih arimeti¢kih operacija, $to se ipak ovde dalje ne moZe izvoditi.

§7

Infinitezimalna analiza

Ovde éemo na kraju jo§ samo rasvetliti odnos koji postoji izmedu
na$ih dosada$njih razmatranja i izvesnih glavnih stavova infinitezimalne analize.

Kaze se da neka promenljiva veli¢ina x, koja prolazi sukcesivnim,
odredenim brojnim vrednostima, teZi nekoj stalnoj grani¢noj vred-
nosti o, ako se u toku procesa x konano uvek pojavi izmedu svaka
dva broja medu kojima leZi i sAmo «, ili, to je isto, ako razlika x—a
po apsolutnoj vrednosti konalno bude manja od svake od nule razliCite
vrednosti.

Jedan od najvaZnijih stavova glasi ovako: ,,Ako neka veliCina raste
stalno, ali ne neogranifeno, onda ona teZi nekoj graninoj vrednosti®.

Dokazaéu ga na slede¢i nadin. Prema pretpostavci, postoji jedan, pa
prema tome, i beskonaéno mnogo, brojeva «, takvih, da stalno ostaje
x<a,; sa U, oznatimo skup svih tih brojeva «,, sa A, skup svih ostalih
brojeva o,; svaki od poslednjih brojeva ima tu osobinu da u toku procesa
konadno postaje x>a,, prema tome je svaki broj o, manji od svakog
broja o,, pa zato postoji neki broj « koji je ili najve¢i u klasi 2, ili
najmanji u klasi 9, (§5, IV). Kako x nikad ne prestaje da raste, prvo ne
moZe biti sludaj, pa je dakle « najmanji broj u klasi U,. Ma koji broj «;
sada uzeli, konadno ée postati o, <x<<a, tj. x teZi graniCnoj vrednosti o.

Taj je stav ekvivalentan principu neprekidnosti, tj. on prestaje da
vaZi ¢im budemo smatrali da u podrucuju R nije prisutan ma i jedan
realan broj; ili, druk&ije redeno: ako je tafan taj stav, onda je taan i stav
IV u §5.

Drugi, sa tim takode ekvivalentni stav infinitezimalne analize, koji se
jo¥ &e¥ée javlja u primeni, glasi ovako: ,,Ako se u toku procesa menjanja
neke veli¢ine x, za svaki dati positivan broj 3 moZe odrediti odgovarajuce
mesto od kojeg se pa nadalje x menja za manje od 3, tada x teZi nekoj
graniénoj vrednosti®.
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Taj obrat stava, koji je lako dokazati, da se svaka promenjiva veli-
¢ina, koja tezi nekoj graniénoj vrednosti, kona&no menja za manje od bilo
koje date pozitivne veli¢ine, moZe se izvesti kako iz prethodnog stava, tako
i neposredno iz principa neprekidnosti. Ja éu poéi ovim drugim putem.
Ako je 3 jedna proizvoljna pozitivna veli€ina (tj. 8>0), to ¢e, prema pret-
postavci, nastupiti trenutak od koga ée se nadalje x menjati za manje od
3, tj. ako x u tome trenutku ima vrednost a, to ¢e posle stalno biti
x>a—38 i x<a+3d. Sada éu privremeno napustiti prvobitnu pretpostavku
i zadrzaéu samo maloas dokazanu Cinjenicu da sve potonje vrednosti
promenjive x leZe izmedu nazna&ljivih, kona&nih vredosti. Na tome zasni-
vam jednu dvostruku podelu svih realnih brojeva. U skup A, uzecu broj
«, (na primer, a+3), ako u toku procesa kona¢no postaje x<<a,; u skup
A, uzeéu svaki broj koji nije sadrzan u skupu %,; ako je o, takav broj,
to ée jo§ beskonatno Cesto puta nastupiti da bude x>«,, ma koliko da-
leko da je proces odmakao. Kako je svaki broj o, manji od svakog broja
a,, to postoji neki potpuno odredeni broj o, koji proizvodi taj presek
@A, Ay sistema R, a koji cu zvati gornja grani¢na vrednost promenljive x
koja stalno ostaje konaCna. Isto tako se ponasanjem promenljive x proiz-
vodi drugi presek (&, &) sistema %: neki broj B, (na primer, a—39) sta-
vice se u &, ako u toku procesa kona&no postaje x=>B,; svaki ostali broj
B, koji treba staviti u £,, ima tu osobinu da nikada nije kona¢no x=>§,,
dakle, jos uvek beskonano mnogo puta postaje x<(,; broj B, proizveden
tim presekom, nazovimo donja graniéna vrednost promenjive x. Ta dva
broja o¢igledno su karakterisana i sledeéom osobinom: ako je & proizvoljno
mala pozitivna veli¢ina, to uvek kona¢no postaje x<To+e i x>B—¢, ali
nikada ne postaje konaéno x< o —e, i nikada konacno ne postaje x>f +e.
Sada su moguéna dva slucaja. Ako su o i (3 medusobom razliditi, to nuz-
no mora biti a8, jer je stalno o,>f,; promenljiva x osciluje i, ma ko-
liko da je proces cdmakao, dobiva jo§ uvek takve promene, ¢iji iznos pre-
masuje vrednost (a—p)—2¢, gde ¢ oznatuje proizvoljno malu pozitivou
veli¢inu. Medutim sa tom posledicom je u protivure¢nosti pretpostavka,
na koju se tek sada vracam; zato ostaje jo§ samo drugi slucaj o=08; pa
kako je ve¢ dokazano da uvek konacno postaje x<<a-+¢ i x>f—e, pa ma
koliko mala bila pozitivna veli€ina ¢, to x tezi grani¢noj vrednosti o, sto
je trebalo dokazati.

Neka ti primeri budu dovoljni za izlaganje odnosa izmedu principa
neprekidnosti i infinitezimalne analize.
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PREDGOVOR PRVOM IZDANJU

U nauci ne treba verovati bez dokaza u ono $to se moZe dokazati. Ma
kako taj zahtev izgledao ubedljiv, ipak, kako ja mislim, on se joS uvek ne moze
nipoSto smatrati zadovoljenim, ni kcd zasnivanja najjednostavnije nauke,
naime onog dela logike, koji obraduje ucenje o brojevima, pa ¢ak i prema naj-
novijim izlaganjima.*)

Kada aritmetiku (algebru, analizu) nazivam samo jednim delom logike,
time ve¢ iskazujem da pojam broja smatram sasvim nezavisnim cd predstava
ili intuicija prostora i vremena, da ga naprotiv smatram neposrednim rezul-
tatom distih zakona misljenja. Moj glavni cdgovor na pitanje postavljeno u
naslovu ovog spisa glasi: brojevi su slobcdne tvorevine ¢ovekovog uma, oni
sluZe kao sredstvo da jasnije i oStrije shvatimo raznolikost stvari. Tek ¢isto
logi¢nom izgradnjom nauke o brojevima i u njoj dobivenim neprekidnim pod-
rucjem brojeva, dovedimo sebe u stanje da tacno prou€imo nase predstave o
prostoru i vremenu, kada uspostavimo vezu izmedu njih i pedrucja brojeva,
stvorenog u nafem umu.*) Pratimo li taéno $ta &inimo kod brojanja skupa ili
mnoStva stvari, biéemo dovedeni na posmatranje sposobnosti uma da stvari
dovodi u vezu sa stvarima, da jednoj stvari dcdeli jednu stvar, ili da jednu
stvar predstavi jednom stvari, bez koje moguénosti uops$te nikakvo misljenje
nije moguéno. Po mome shvatanju, kako sam to ve¢ takode izjavio®) pri jednoj
najavi ovog spisa, ¢itava nauka o brojevima mora se izgraditi na toj jedinoj,
a i inade neophednoj osnovi. Veé prilikom izdanja moga spisa o neprekidnosti
ja sam se odlu&io na takvo izlaganje, ali sam tek posle pojave istcg i posle mno-
gih prekida, prouzrokovanih poveéanim sluzbenim poslovima i ostalim nuZ-
nim radovima, napisao prvu skicu na nekoliko listova, u gcdinama izmedu

*) Od meni poznatih spisa, pomenu¢u odli¢ni »UdZbenik aritmetike i algebre« od E.
Schr 6der-a (Lajpcig, 1873), u kome se takode nalazi spisak literature, i, sem toga, ras-
prave od Kronecker-ai Helmholtz-a o pojmu broja i o brojanju i merenju (u
kolekciji filozofskih ¢lanaka u ¢ast E. Zeller-a, Lajpcig 1887). Pojava tih rasprava je
povod koji me je podstakao da sada i ja istupim sa mojim shvatanjem, u izvesnim pogledu
sli¢nim, pa ipak u njegovom zasnivanju razli¢itim, koje sam izgradio ve¢ pre mnogo godina
i to bez uticaja sa bilo koje strane.

*) Uporediti § 3 moje rasprave: Neprekidnost i iracionalni brojevi (Braunivajg, 1872).

#) Dirichlet-ova Predavanja iz teorije brojeva, treée izdanje, 1879, §163, primedba
na str. 470.

3*
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1872. i 1878, koju je tada videlo viSe matematicara i delimi¢no sa mnom o tome
razgovaralo. Ona ima isti naslovi, mada ne na najbolji nalin sredeno, sadrZi
ipak sve bitne osnovne misli ovog mog rada, koji daje samo njeno briZljivo
izlaganje; kao takve glavne tacke pomenucu ovde ostro razlikovanje konacnog
od beskona&nog (64), pojam broja stvari (161), dokaz da je na&in dokazivanja,
poznat pod imenom matematicke indukcije (ili zaklju&ivanja cd n na n+1),
zaista snazno dokazno sredstvo (59, 60, 80), i da je definicija indukcijom (il
rekurzijom) takode odredena i neprotivurena.

Ovaj spis moZe shvatiti svako ko poseduje ono sto se naziva zdravim
tovekovim razumom; tome nisu ni najmanje potrebna filozofska ili matema-
ti€ka znanja iz Skole. Ali vrlo dobro znam da ¢e mo¥da poneko jedva prepo-
znati njegove brojeve, koji su ga kroz ceo Zivot pratili kao verni i pouzdani
prijatelji, u senovitim oblicima koje mu predstavljam: on ¢e se uplasiti dugim
redom prostih zakljutaka, koji odgovaraju osobenosti naSeg razuma da de-
luje postepeno, on ¢e se uplasiti trezvenog ras¢lanjivanja toka misli na kome
potivaju zakoni brojeva, i postace nestrpljiv §to mora pratiti dokaze istina koje
mu, prema njegovom toboZnjem unutra$njem shvatanju, unapred izgledaju
jasne i pouzdane. Naprotiv, basu moguénosti da se takve istine svode na druge,
jednostavnije, pa ma koliko red zakljuéaka bio jos uvek dug i prividno izves-
taen, vidim ubedljiv dokaz da njihovo posedovanje, ili verovanje u njih, ni-
kada nije dato neposredno unutra$njom intuicijom, ve¢ se uvek stie samo
sa vise ili manje potpunim opetovanjem pojedinaénih zakljucaka. Tu misaonu
delatnost, koju je zbog brzine njenog odvijanja tesko pratiti, uporedio bih sa
onom kojuvrsi pri &itanju jedan savrseno izverbani &italac; i to Citanje ostaje
uvek vise ili manje potpuno ponavljanje pojedina¢nih koraka, koje pocetnik
izvodi mudnim sricanjem; ali, za izveZbanog Citaoca dovoljan je vrlo mali
deo istih, pa zato i vrlo mali rad ili napor uma, da sazna pravu, istinitu re¢,
dakako samo sa vrlo velikom verovatnoéom; jer, kao §to je poznato, i naj-
uveZbanijem korektoru se deSava s vremena na vreme da propusti neku Stam-
parsku gresku, tj. da pogresno ¢ita, $to bi bilo nemoguéno kada bi potpuno
ponovio misaoni lanac koji odgovara gitanju slovo po slovo. Tako smo vec
i od naseg rodenja skloni da stalnoiusve jagoj meri uspostavljamo vezu izmedu
stvari i stvari, a time da uveZbavamo onu sposobnost uma na kojoj pociva
i stvaranje brojeva; tim neprestanim mada i nenamernim veZbanjem koje pada
veé u nase prve godine Zivota, a sa time povezanim izgradivanjem sudova i
toka zakljudivanja, stiemo i riznicu pravih aritmetic¢kih istina, na koje se
docnije nasi prvi ugitelji pozivaju kao na nesto jednostavno, samo po sebi ra-
zumljivo, u naem unutra¥njem pojimanju dato, i tako se deSava da pogresno
kao jednostavni vaZe poneki, zapravo vrlo sloZeni pojmovi (kao na primer,
broj stvari).

U tom smislu, koji ¢u oznaditi reima, prema jednoj poznatoj izreci,
&l & dvdowmoc dodunrifer (Covek uvek aritmetizira), neka listovi koji
slede, kao pokusaj da se nauka o brojevima izgradi na jedinstvenoj osnovi,
nadu blagonakloni prijem i neka podstaknu ostale matematifare, da duge
nizove zakljutaka svedu na skromniju, prijatniju meru.
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Saobrazno cilju ovog spisa ograni€i¢u se na posmatranje niza takozvanih
prirodnih brojeva. Na koji naéin treba docnije izvrSiti postepeno prosirivanje
pojma broja, stvaranje nule, negativnih, racionalnih, iracionalnih i komplek-
snih brojeva, stalnim svodenjem na ranije pojmove, i to bez ikakvog uno$enja
tudih predstava (kao na primer onih o merljivim veli¢inama), koje, po mome
shvatanju, mogu biti izgradene do potpune jasnoée tek pomocu nauke o bro-
jevima, to sam pokazao bar na primeru iracionalnih brojeva, u mome ranijem
radu o neprekidnosti (1872); na sasvim sliCan naéin daju se lako obraditi
ostala prosirenja, kao §to sam to na istom mestu (§ 3) vec izjavio, i za sebe
zadrZavam nameru da tome predmetu posvetim jednu povezanu raspravu.
Upravo sa takvim shvatanjem izlazi kao neSto samo po sebi razumljivo i ba§
nista novo da se svaki stav algebre i viSe analize, ma koliko daleko u njima
leZao, moZe iskazati kao neki stav o prircdnim brojevima, tvrdenje, koje sam
takode ¢uo i iz usta Dirichlet-a. Medutim, nikako ne vidim nesto ko-
risno — a to je i Dirichlet-u bilo sasvim daleko — u tome, da Covek stvarno
preduzme takvo muéno opisivanje i da ne Zeli da koristi i prizna druge brojeve,
izuzev prirodnih. Naprotiv, najveca i najplodnija dostignuéa u matematici i
ostalim znanostima ostvarena su prvenstveno stvaranjem i uvodenjem novih
pojmova, na §ta je primoralo uéestalo navracanje sloZenih pojava, kojima se
samo na muéan nadin moglo ovladati pomodu starih pojmova. O tome pred-
metu imao sam da cdrzim jedno predavanje na Filozofskom fakuitetu u leto
1854. prilikom moje habilitacije za privatnog docenta u Getingenu, Ciji je sa-
drZaj odobravao i Gaus; medutim, nije ovde mesto da u to podrobnije ulazim.

Koristim ovu priliku da, umesto toga, dam jo$ nekoliko primedbi koje se
odnose na moj raniji, gore pomenuti rad o neprekidnosti i iracionalnim bro-
jevima. U njemu izloZena, sjeseni 1858. pronadena, teorija iracicnalnih bro-
jeva zasniva se na onoj pojavi (§ 4), koja se javlja u pcdruéju racicnalnih bro-
jeva, koju sam oznacio imenom preseka i koju sam najpre istrazio; i ona se
zavrSava dokazom neprekidnosti novog podrucja realnih brojeva (§ 8. 1V).
Cini mi se da je ona nes$to jednostavnija, rekao bih mirnija, no $to su to obe,
od nje i medusobom razlidite teorije, koje suizloZili Weierstrass i G.
Cantor, akoja takode poseduje potpunu strogost. Nju je docnije bez bitne
promene U. Dini uzeo u Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili
reale (Piza, 1878); ali okolnost, da moje ime u toku tog izlaganja nije pomenuto
kod opisa &isto aritmeticke pojave preseka, ve¢ sludajno upravo tamo gde se
radi o egzistenciji merljive veliine koja preseku odgovara, lako bi mogla do-
vesti do pretpostavke da se moja teorija oslanja na posmatranje takvih veli¢ina.
Nista netacnije ne bi moglo biti; naprotiv, u § 3 moga rada naveo sam razli-
dite razloge zbog Cega potpuno odbacujem unosenje merljivih veli¢ina, a Sto se
tie njihove egzistencije, na kraju sam narodito primetio, da za veliki deo nauke
o prostoruneprekidnost njegovih tvorevina uopste nije neophcdna pretpostavka,
bez obzira na to $to se ona, dcduse, u delima o geometriji po imenu uzgred sva-
kako pominje, ali nikada nije jasno definisana, pa, prema tome, ni za dokaze
pristupaénom uéinjena. Da to jo$ pcdrobnije objasnim, napcmenu¢u primerice
sledeée. Izaberemo li povolji tri tatke A4, B, C koje ne leZe na jednoj pravoj,
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sa jedinim ogranienjem da odnosi njihovih rastojanja AB, AC, BC budu alge-
barski® brojevi, i smatramo li prisutnim u prostoru samo one tacke M, za koje
su odnosi AM, BM, CM prema AB takode algebarski brojevi, to je, kao $to je
lako videti, prostor koji se sastoji iz svih tih tadaka M, svuda prekidan; ali
uprkos prekidnosti, Supljikavosti toga prostora, u njemu su, koliko ja vidim,
takode tagno izvodljive sve konstrukcije, koje se javljagjuu Euklidovim
Elementima, kao i u potpuno neprekidnom prostoru; zato se u Euklidovoj
nauci prekidnost toga prostora ne bi ni primetila, ni osetila. Medutim, kada
mi neko kaze da prostor drukg&ije ne bismo mogli ni zamisliti do neprekidnim,
posumnjao bih u to i skrenuo bih paZnju na to koliko je daleko razvijena, utan-
¢ana nautna izgradnja potrebna, da se samo jasnije spozna sustina neprekid-
nosti, i da se shvati da se sem racionalnih veli¢inskih cdnosa, mogu zamisliti
takode iracionalni, sem algebarskih takode transcendentni. Utoliko mi se
gini lep$im da se Sovek moZe uzvinuti do stvaranja &istog, nepredidnog ped-
rudja brojeva bez ikakve predstave o merljivim veli¢inama, i to konaénim sis-
temom jednostavnih misaonih koraka; i, po mome shvatanju, tek to pomo¢no
sredstvo omoguéuje mu da jasno izgradi predstavu o neprekidnom prostoru.

Ista, na pojavi preseka zasnovana teorija iracionalnih brojeva, nalazi se
takode izlo¥ena u Introduction 2 la théorie des fonctions d’une variable, od
J. Tannery-a (Pariz, 1886). Ako ispravno shvatam jedno mesto iz pred-
govora toga dela, autor je tu teoriju pronasao nezavisno, dakle u vreme, kad
mu je bio jos nepoznat ne samo moj spis, Nego ni u ovom predgovoru pome-
nuto delo Fondamenti od Dini-a; to slaganje mi se €ini prijatnim dokazom
za to da je moje shvatanje prirode stvari ispravno, §to su priznali i drugi ma-
tematidari, na primer M. Pasch u njegovom Uvodu u diferencijalni i in-
tegralni radun (Lajpcig, 1883). Naprotiv, ne mogu se bez daljeg sloziti sa T a-
nnery-em kada on tu teoriju naziva razvijanjem jedne misli koja potide cd
J. Bertrand-a, koja je sadrZana u njegovom delu Traité d’arithmétique
i sastoji se u tome da se iracionalan broj definie nazna&ivanjem svih racio-
nalnih brojeva koji su manji i svih onih koji su veéi od broja koji treba defi-
nisati. Na tu izjavu, koju je ponovio O. Stolz — kako izgleda, bez blizeg
proveravanja — u predgovoru drugog dela njegovih Predavanja o opstoj arit-
metici (Lajpcig, 1886), dozvoljavam sebi da primetim sledece. Da jedan ira-
cionalan broj zaista treba smatrati potpuno odredenim upravo opisanimna-
znativanjem, to je uverenje bez sumnje i pre Bertran d-a oduvek bilo za-
jedni¢ko dobro svih matematiara, koji su se zanimali pojmom iracionalnog;
svakom onom ko priblizno izradunava iracionalni koren neke jednadine, lebdi
pred o&ima ba§ taj nagin njegovog odredivanja; i ako se iracionalan brcj shvata
kao odnos merljivih veli€ina, kako to Bertran d iskljuivo &ini u njego-
vom delu (predamnom je osmo izdanje iz 1885. gcdine), onda je taj nacin
njegovog odredivanja najjasnije iskazan ve¢ u Cuvenoj definiciji koju je
Euklid (Elementi, V, 5) postavio za jednakost cdnosa. Bas to prastaro
ubedenje zacelo je bilo izvor moje teorije, kao i one Bertran d-ove — i
ponekih drugih, manje ili viSe uspelih pokusaja, da se na Cvrstu osnovu po-

#)Dirichletova Predavanja o teoriji brojeva, § 159. drugog § 160. treceg izdanja.
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stavi uvodenje iracionalnih brojeva u aritmetiku. Medutim, ako ¢e se Covek
sa Tannery-em dotle potpuno saglasiti, ipak se pri jednom istinskom
ispitivanju cdmah mora primetiti da Bertrand-ovo izlaganje, u kome se
pojava preseka u svojoj logi¢noj Cistoti ne pominje ni jedan jedini put, sa
mojim ba§ nikakve sli¢nosti nema, ukoliko se u njemu cdmah pribegava egzis-
tenciji merljivih veliina, $to sasvim cdbacujem iz gore opisanih razloga; i ne-
zavisno od te okolnosti, &ini mi se da to izlaganje i u docnijim, na pretpostavci
te egzistencije zasnovanim definicijama i dokazima, sadrZi jo§ nekoliko tako
bitnih nedostataka, da ja smatram opravdanim tvrdenje, iskazano u mome
spisu (§ 6), da stav V2 ﬁ:]/ 6 jos nigde nije strogo dokazan, pa ni u
ovom u ponekom drugom pogledu cdli¢nog dela.

Harcburg, 5. oktobar 1887. R. Dedekind

PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

PriloZeni rad je ubrzo po njegovom objavljivanju naisao i na nepovoljne
ocene, pored povoljnih, StaviSe prebadene su mu grdne greske. Nisam se mogao
uveriti u ispravnost tih prebacivanja, pa ostavljam sada da se, cd nedavna
rasprodati spis, za &iju javnu cdbranu nemam vremena, bez ikakve promene
tampa, dok ¢u prvom predgovoru dedati samo nekoliko primedbi.

Svojstvo, koje sam koristio kao definiciju (64) beskonacnog sistema, is-
takao je jo§ pre pojave moga rada, G. Cantor (Prilog nauci o mnostvima,
Crelles-ov Journal, Tom 84, 1878), StaviSe to je istakao ve¢ Bolzano
(Paradoksi beskona¢nog, § 20, 1851). Ali nijedan cd pomenutih pisaca nije
pokusao da to svojstvo uzvisi na definiciju beskonanosti 1 da na toj osnovi
strogo logi¢ki izgradi nauku o brojevima, a bas u tome se sastoji sadrzaj moga
mukotrpnog rada koji sam u svemu bitnom bio zavrsio veé vise godina pre
pojave rasprave G. Cantora iu vreme kada mi je delo Bolzano-a
ak i po imenu bilo sasvim nepoznato. Primeti¢u jo3 sledece za one koji po-
kazuju interesovanje i razumevanje za teskoce jednog takvog peduhvata.
Moze se postaviti jedna sasvim druk&ija definicija konalnog i beskonacnog,
koja izgleda prostija utoliko §to se u njoj uopste ne pretpostavlja sli¢nost jed-
nog preslikavanja, naime:

»Sistem S je kona&an, ako se moZe preslikati u sebe sama (36) tako da se
nijedan pravi deo (6) cd S ne preslikava u sebe sama; u protivnom slucaju
S je beskonacan sistem«.

Pokugajmo sada da na toj osnovi podignemo zgradu! Ubrzo ¢emo naici
na velike teskocée i mislim da smem tvrditi da &ak i dokaz potpune saglasnosti
te i prethcdne definicije uspeva samo tada (a tada i lako), ako se niz prircdnih
brojeva mo¥e smatrati ve¢ razvijenim i zaklju¢no posmatranje u (131) uzeti
u pomo¢; pa ipak o svim tim stvarima nema govora ni u prvoj ni u drugoj
definiciji! Pri tome ée se uvideti koliko je velik broj misaonih koraka potreban
za takvo prepravljanje jedne definicije.
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Otprilike godinu dana posle objavljivanja moga rada upoznao sam G.
Fre ge-ove Osnove aritmetike, publikovane ve¢ u 1884. godini. Ma koliko
da je u tome delu postavljeno glediste o sustini broja i razlicito cd mojega,
ipak sadrZi ono, osobito cd § 79. pa nadalje, i vrlo bliske dodirne tacke sa
mojim spisom, naroéito sa mojom definicijom (44). Dakako, zbog razli¢itog
nadina izra¥avanja, to slaganje nije lako prepoznati; ali ve¢ odredenost, sa
kojom se pisac izraZava o na¢inu zaklju¢ivanja sa nna n-+1 (na strani 93 dole),
jasno pokazuje da on tu stoji sa mnom na istom tlu.

U meduvremenu su (1890—1891) gotovo potpuno publikovana E.
Schr 6der-ova Predavanja o algebri logike. U znacaj toga veoma suges-
tivnog dela, kome odajem moje najvece priznanje, nemogucno je ovde blize
ulaziti; naprotiv, Zeleo bih se ovde samo izviniti Sto sam, i pored na strani
253. prvog dela uéinjene primedbe, ipak zadrZao svoje nesto glomazne oznake
(8) i (17); ne zahteva se da one budu opste usvojene ve¢ im je uloga da je-
dino sluZe ciljevima ovog aritmetickog spisa, za Sto su one, po mome misljenju,
pogodnije od znakova za sumu i proizved.

Harcburg, 24. avgusta, 1893. R. Dedekind

PREDGOVOR TRECEM IZDANJU

Kada je otprilike pre osam godina od mene zatraZeno da tada ve¢ ras-
prodato drugo izdanje ovoga rada obnovim tre¢im, dvoumio sam se da u to
zalazim, jer su se u meduvremenu uvreZile sumnje u pouzdanost vaznih osnova
moga shvatanja. I danas su mu poznati znalaj i delimi¢no opravdanje tih
sumnji. Ali moje poverenje u unutra$nju harmoniju nase logike nije time uz-
drmano; verujem da ¢e strogo izuavanje stvaralatke mo¢i uma da iz odre-
denih elemenata stvara novi, njihov sistem, koji je nuzno razli¢it od tih ele-
menata, zacelo dovesti do toga da se osnovi moga spisa uoblice besprekorno.
Medutim, spreen sam drugim poslovima da jedno tako teSko istraZivanje
privedem kraju, pa zato molim za obzir ako se ovaj spis i po treéi put ipak
javlja u nepromenjenom obliku, §to se da opravdati samo time §to se intere-
sovanje za njega jos nije ugasilo, kao §to to pokazuje trajna potraZnja.

Braungvajg, 30. septembar 1911. R. Dedekind
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§1

Sistemi elemenata

1. U sled:éem éu pod pojmom stvari podrazumevati svaki predmet
naseg misljenja. Da bismo ud >bnije mogli govoriti o stvarima, obelezavacemo
ih znacima, na primer, slovima i dozvoliéemo sebi da kratko govorimo o
stvari a ili §taviSe o a, pri ¢emu uistinu mislimo na stvar oznacenu sa a, nikako
na samo slovo a. Jedna stvar je potpuno odredena svim onim §to o njoj moZe
biti iskazano ili zami§ljeno. Stvar a je isto $to i b (identi¢na sa b), i b je isto
$to i a, ako sve ono, §to moZe biti zamisljeno za a, moZe biti zamisljeno
iza b, i ako sve ono Sto vredi za b, moZe biti zamisljeno izaa. Dasuaib
samo znaci ili imena za jednu i istu stvar, opisiva¢emo znakom a=>b, a takode
i sa b=a. Ako je sem toga b=c, ako je, dakle, c takode kao i a, neki znak
za stvar oznadenu sa b, to je i a=c. Ako gornje pcdudaranje stvari oznacene
sa a sa stvari oznadenom sa b ne postoji, tada se te stvari ¢ i b nazivaju raz-
ligitim, a je neka druga stvar no $to je b, b je neka druga stvar no Stojea:
jpostoji neko svojstvo koje jednoj pripada, drugej ne pripada.

2. Vrlo &esto se defava da se iz nekog razloga razliite stvaria, b, c, . . .,
obuhvate jednim zajedni¢kim gledistem, da se u umu one zdruzuju, i tada se
ka¥e da one obrazuju jedan sistem S;stvaria, b, c,..., zovu se € le-
menti sistema S,onesusadrZane uS;obratno, S se sastojiiztih
elemenata. Jedan takav sistem (ili jedna skupina, jedno mnostvo, jedan skup)
je kao predmet naseg misljenja takode neka stvar (1); on je potpuno cdreden
&im je za svaku stvar cdredeno da li je ona element cd S ili nije.™® Stoga je
sistem S isto $to i sistem 7, u oznakama S=17, ako je svaki element cd S ta-
kode element od T a svaki element od 7 je takode element od S. Za jedno-
obraznost nadina izraZavanja je korisno dopustiti i poseban slucaj da se sistem
S sastoji iz jednog jedino g (iz jednog i samo jednog) elementa, atj. da

%) Na koji naéin se to odredivanje odvija i da li mi znamo neki put da o tome odlucu-
emo, za sve §to dalje sledi je potpuno svejedno; zajednicki zakoni koje treba razviti od toga
uopéte ne zavise, oni vrede pod svim okolnostima. To napominjem izri¢ito zbog toga, jer je
pre kratkog vremena (u tomu 99. Crelle’s Journal, strana 334. do 336) Kronecker hteo da
postavi izvesna ogranicenja slobodnom stvaranju pojmova u matematici, koja ne priznajem
kao opravdana; no izgleda da se u to moZze bliZe zalaziti tek onda kada ugledni matematicar
bude objavio svoje razloge za neophodnost ili bar za svrsishodnost tih ogranicenja.
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je stvar a element cd S, ali nijdedna stvar razliita cd a nije element cd S.
Naprotiv, iz izvesnih razloga ¢emo ovde potpuno iskljuciti prazan sistem
koji uopste ne sadrZi nijedan element, mada za druga istraZivanja mcze biti
udobno da se takav sistem zamisli.

3. Definicija. Sistem 4 je deo sistema S, ako je svaki element
od A takode element cd S. Kako ¢e u sledeéem &esto biti govora o tom cdnosu
izmedu nekog sistema A i nekog sistema S, to ¢emo ga kratkoce radi iskazivati
oznakom A< S. Zbog jasnoce i jednostavnosti potpuno ¢u izbegavati obratni
znak S>> A4, kojim bi mogla biti oznadena ista Cinjenica, ali ¢u u nedostatku
bolje re¢i katkada re¢ida je S nadskup cd 4, ¢ime dakle, treba da bude
iskazano da se medu elementima cd S nalaze takode svi elementi cd 4. Kako se
dalje prema 2. svaki element s nekog sistema S i sam moZe shvatiti kao sistem,
to i ovde moZemo primeniti oznacavanje s<S.

4. Stav. Prema 3. je A<{A.
5. Stav. Ako je A<B i B<<A tada je A=B.

Dokaz sledi iz 3, 2.

6. Definicija. Sistem A se zove pravi deo od S, ako je A4

deo od S, ali je razli¢it od S. Prema 5. tada S nije deo od 4, tj. (3)
postoji u S neki element koji nije element od A.

7. Stav. Ako je A<B i B<<C, §to se takode moZe kratko ozna-
giti sa A<B<C, to je A<C, i to A je sigurno pravi deo od C ako je
A pravi deo od B, ili ako je B pravi deo od C.

Dokaz sledi iz 3, 6.

8. Definicija. Pod sistemom sloZenim iz nekih sistema
A, B. C, ..., koji ée biti oznaten sa M (4, B, C, ...), podrazumevace se
onaj sistem &ji su elementi odredeni slede¢im propisom: jedna stvar vaZi
kao element od M (4, B, C, ...), tada i samo tada kada je ona element
nekog od sistema 4, B, C, ..., tj. kada je ona element od 4, ili B, ili
C, ... . Dopustamo i sludaj da je prisutan samo jedan jedini sistem A;
tada je otigledno 9 (4)— A. Primetiéemo dalje da sistem (4, B, C, ...),
slozen od 4, B, C, ..., treba dobro razlikovati od onog sistema Ciji su
elementi sami sistemi 4, B, C, ... .

9. Stav. Sistemi 4, B, C, ..., su delovi od (4, B, C,..)).
Dokaz sledi iz 8, 3.

10. Stav. Ako su A4, B, C,..., delovi nekog sistema S, to je
M@, B, C,..)<S.

Dokaz sledi iz 8, 3.
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11. Stav. Ako je P deo nekog od sistema 4, B, C,..., to je
P<M(4, B, C, ...). ‘

Dokaz sledi iz 9, 7.

12. Stav. Ako je svaki od sistema P, Q, ..., deo nekog od sistema
A, B, C, ..., t0 5 MP,Q,..)<MHA4, B,C,...).

Dokaz sledi iz 11, 10.

13. Stav. Ako je A4 slozen od nekih od sistema P, Q,..., to je
A<M, Q, ...).

Dokaz Svaki element od A4 je prema 8. element nekog od sistema
P, O, ..., pa je prema 8. takode od M (P, Q, ...), odakle sledi stav prema 3.

14. Stav. Ako je svaki od sistema 4,B,C, ..., sloZzen iz nekih
od sistema P, Q, ..., to je

M(A, B, C,..)<MP,Q,...)
Dokaz sledi iz 13, 10.

15. Stav. Ako je svaki od sistema P, O, ..., deo nekog od sistema
A, B, C, ..., 1ako je svaki od poslednjih sloZen iz nekih od prvih, tada je

MP,0,..)=IMA4,B,C, ...).
Dokaz sledi iz 12, 14, 5.

16. Stav. Ako je A=M(P, Q) i B=M(Q, R), tada je M(4, R)=
M (P, B).

Dokaz Jer, prema prethodnom stavu 15. je kako M (4, R) tako
i M(P, B)=MW (P, O, R).

17. Definicija. Stvar g je zajednicki element sistema 4,B,C, ...,
ako je sadrzana u svakom od tih sistema (dakle u A 150 Bl G n)L
Isto tako je sistem 7 zajednic¢ki deo od A, B, C, ..., ako je T deo
svakog od tih sistema, a pod zajedniStvom sistema A4, B, C, ...,
podrazumeva¢emo potpuno odredeni sistem ® (4, B, C, ...), koji se sastoji
od svih zajednikih elemenata g od 4, B, C, ..., i prema tome je takode
zajednicki deo istih sistema. Opet dopuStamo slucaj kada je prisutan samo
jedan sistem A; tada treba stavitt &(4)=4. Ali moZe nastupiti i sluéaj
da sistemi A4, B, C, ..., uopste nemaju zajednickog elementa, dakle ni
zajedni¢ki deo, zajedinistvo; oni se tada nazivaju sistemi bez zajedniCkog
dela i oznaka & (4, B, C, ...) je besmislena (uporedi zaklju¢ak od 2) Me-
dutim, miéemo skoro uvek prepustiti ¢itaocu da kod stavova o zajednis-
tvima u mislima pridoda uslov njihove egzistencije i da pronade pravo
tumadenje tih stavova i u sluCaju ne-egzistencije.



44 R. Dedekind

18. Stav. Svakizajedni¢kideo od 4,B,C, ..., jedeood & (4, B, C...).
Dokaz sledi iz 17.

19. Stav. Svaki deo od &(4,B,C,...) je =zajedniCki deo od
A B, C, vk s

Dokaz sledi iz 17, 7.

20. Stav. Ako je svaki od sistema 4, B, C, ..., nadskup (3) nekog
od sistema P, Q, ..., tada je

G, Q,..)<®(4,B,C,...).

Dokaz Svaki element od & (P, Q, ...) je zajednicki element od
P, Q, ..., dakle, takode je zajedniCki element od 4, B,C, ..., S§to je
trebalo dokazati.

§2

Preslikavanje sistema

21. Definicija.® Pod prislikavanjem ¢ sistema S podrazumeva
se neki zakon po kome svakom odredenom elementu s pripada jedna
odredena stvar, koja se zove slika od s i oznaduje sa ¢ (s); kaZemo ta-
kode da ¢(s) odgovora elementu s, da ¢(s) nastaje ili da se
proizvodi iz s, daspreslikavanjem ¢ prelaziu ¢ (s). Ako je sada T nekideo
od S, to je u preslikavanju ¢ sistema S u isti mah sadrzano odredeno pres-
kavanje dela T, koje, jednostavnosti radi, svakako mozZe biti oznaleno is-
tom oznakom ¢, i koje se sastoji u tome §to svakom elementu ¢ sistema
T odgovara ista slika ¢ (#) koju ¢ poseduje kao element od S; sistem, koji
se sastoji od svih slika ¢ (z), bice u isti mah nazvan slikom sistema 7°
i bi¢e oznaen sa ¢ (7T), ¢ime je objasnjeno i znacenje oznake ¢ (S). Kao
primer preslikavanja jednog sistema treba smatrati ve¢ i snabdevanje nje-
govih elemenata odredenim znacima ili imenima. Najjednostavnije preslika-
vanje nekog sistema je ono kod kojeg svaki od njegovih elementa prelazi
u sebe sdma; ono ¢e se zvati identi¢no preslikavanje sistema. Udob-
nosti radi, mi éemo u slede¢im stavovima 22, 23, 24, koji se odnose na
proizvoljno preslikavanje ¢ proizvoljnog sistema S, sa s’ i T’ oznalavati
slike elemenata s odnosno delova 7; sem toga, saglasi¢emo se da mala i
velika slova latinice bez crte, uvek treba da znade elemente i delove sistema S.

22. Stav.*® Ako je A< B tada je A'<B'.

*) Uporedi Dirichlet-ova ,,Predavanja iz teorije brojeva*, treée izdanje, 1879, §163.
**) Uporedi stav 27.
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Dokaz. Jer, svaki element od A4’ je slika nekog elementa sadrZanog
u A, dakle i u B, pa je zato element od B’, Sto je trebalo dokazati.

23. Stav. Slika od M (4, B, C,...) je M(4', B, C', ...).

Dokaz Oznati li se sistem I (4, B, C, ...), koji je prema 10. ta-
kode deo od S, sa M, to je svaki element njegove slike M’ slika m’ nje-
govog elementa m od M; kako je sada, prema 8, m takode element nekog
od sistema 4, B, C, ..., pa je zato m’ element nekog od sistema 4’, B’, C’, ..
dakle, prema 8, takode element od I (A4', B’, C’, ...), to je, prema 3,

M<MA, B, C,..).

S druge strane, kako su 4,B,C,..., prema 9, delovi cd M, dakle
A, B, C, ..., prema 22, delovi od M’, to je prema 10. takode

mi, B, C, .. ) <M,
a odatle u vezi sa gornjim prema 5. sledi stav koji treba dokazati:
=MA4,B,C,..).

24. Stav.® Slika svakog zajedni¢kog dela od 4, B, C, ..., dakle i
zajednistva & (4, B, C, ...), jeste deo od & (4, B’, C', ...).

>

Dokaz Naime, isto je prema 22. zajednicki deo od A', B, C,...,
odakle sledi stav prema 18.

25. Definicija i stav. Ako je ¢ preslikavanje sistema S, a ¢
preslikavanje slike S’'=q(S), tada odatle uvek proizilazi jedno iz ¢ i ¢
sloZen o*® preslikavanje 0 sistema .S, koje se sastoji u tome da svakom
elementu s iz S odgovara slika

0()=d(s) = (2()s

gde je opet stavljeno ¢ (s)=s". To preslikavanje 6 moZe biti kratko ozna-
&no oznakom ¢-o ili Yo, a slika 6(s) sa ¢o(s), pri Cemu treba dobro
paziti na poloZaj oznaka ¢, ¢, jer je oznaka o¢ u opstem slucaju besmis-
lena, a ima smisla samo tada kada je ¢(S")<(S. Ako sada y oznacuje
preslikavanje sistema ¢ (S)=¢¢(S), a n 1z ¢ i y sloZeno preslikavanje
1Y sistema S, to je x0(s)=xd (s)=n(s")=nY(s), dakle, sloZena presli-
kavanja X0 i nP poklapaju se za svaki element s iz S, tj. vazi y0=mnep.
Prema znadenju 0 i 7, taj stav moZe biti podesno iskazan sa

xbe=1y-e,
i to iz @, ¢, 1 sloZeno preslikavanje, moZe kratko biti oznaCeno sa y¢e.
*) Uporedi stav 29.

**) Ne treba se plasiti brkanja ovog slaganja preslikavanja sa onim koje se od-
nosi na sisteme elemenata (8).
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§3

Sli¢nost preslikavanja. Sli¢ni sistemi

26. Definicija. Preslikavanje ¢ sistema S je sli¢no (ili razgo-
vetno), ako razli¢itim elementima a, b sistema S uvek odgovaraju razlicite
slike @’ =q(a), b’ =9 (b). Kako u tome slucaju obratno iz s’ =" uvek sledi
s=1, to je svaki element sistema S’ =¢(S) slika s” jednog jedinog, popuno
odredenog elementa s sistema S, pa se zato preslikavanju ¢ moZe suprot-
staviti, recimo sa ¢ oznafeno obrnuto preslikavanje sistema ', koje se sas-
toji u tome Sto svakom elementu s” iz S’ odgovara slika @ (s')=s, i, oCigledno,
takode je sli¢no. Jasno je da je ¢(S')=S,da je dalje ¢ preslikavanje ob-
ratno preslikavanju ¢ i da je, prema 25, iz ¢ i ¢ sloZeno preslikavanje ¢o
identi¢no preslikavanje sistema S(21). U isto vreme proizilaze sledece do-
pune za §2. zadrZavajuéi tamoSnje oznake.

27. Stav.® Akc je A’'<<B' onda je A<B.

Dokaz Jer ako je a neki element od 4, to je a’ neki element od
A’, dakle i od B’, prema tome=»5’, gde je b neki element od B; ali kako
iz @’ =b' uvek sledi a=b, to je svaki element a od A4 takode element od
B, 3to je trebalo dokazati.

28. Stav. Ako je A'=B' to je A=B.
Dokaz sledi iz 27, 4, 5.
29. Stav.*® Akoje G—®(4, B, C,...) onda je G'—® (4,B,C",...).

Dokaz Svaki element od & (A4’, B', C’, ...) je svakako sadrZan u
S, dakle, slika je g’ nekog u S sadrZanog elementa g; ali kako je g’ za-
jednicki element za A’, B’, C’, ..., to prema 27, g mora biti zajednicki ele-
ment za A, B, C, ..., dakle, takode element od G; prema tome, svaki
element od & (A4, B, C' ...) je slika nekog elementa g iz G, dakle, ele-
ment je od G, tj. vazi &4, B, C', ... )<G’, a odatle sledi na$ stav s
obzirom na 24, 5.

30. Stav. Identiéno preslikavanje nekog sistema uvek je sliéno pres-
likavanje.

31. Stav. Ako je ¢ slino preslikavanje sistema S, a ¢ sliéno pres-
likavanje sistema @ (S), onda je iz ¢ i ¢ sloZeno pislikavanje sistema S

takode sli¢no i odgovarajuée obrnuto preslikavanje o je:@p.

*) Uporedi stav 22.
**) Uporedi stav 24.
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Dokaz Jer, razli¢itim elementima a, b iz S odgovaraju razliCite
slike a'=¢(a), b'=¢(b), a ovima ponovo odgovaraju razliCite slike
(@)=Y (a), b (b')=1Yo(b), dakle, ¢o je slino preslikavanje. Sem toga,
preslikavanjem ¢ prelazi svaki element o (s)=y(s") sistema $o(S) u
s'=q(s), a taj element preslikavanjem 5 prelazi u s, dakle, preslikavanjem
o prelazi element Yo (s) u s, Sto je trebalo dokazati.

32. Definicija. Sistemi R, Ssu sli¢ni, iko postoji takvo sli¢no
preslikavanje o sistema S da je ¢(S)=R, dakle i ¢ (R)=S. OCigledno je
prema 30. svaki sistem sliCan samom sebi.

33. Stav. Ako su R, S sli¢ni sistemi, to je svaki sa R sli¢ni sistem
Q sliéan i sa S.

Dokaz Jer, ako su o, ¢ takva sliéna preslikavanja sistema S, R
da je (S)=R, ¢ (R)=0, to je (prema 31) Yo jedno takvo sliéno pres-
likavanje sistema S, da je o (S)=0, sto je trebalo dokazati.

34, Definicija. Zato se svi sistemi mogu podeliti u klase, ako
se u jednu odredenu klasu stave svi oni i samo oni sistemi Q, R, S, ...,
koji su sliéni nekom odredenom sistemu R, predstavniku klase; prema
prethodnom stavu 33, klasa se ne menja ako se za predstavnika izabere
neki drugi njoj pripadajuéi sistem S.

35. Stav. Ako su R, S sli¢ni sistemi to je svaki deo od S takode
slitan nekom delu od R, svaki pravi deo od S takode je sliCan nekom
pravom delu od R.

Dokaz Jer, ako je ¢ sliéno preslikavanje sistema S, ¢(S)=R, a
T<S, to je, prema 22, sa T sli¢ni sistem ¢ (7)< R; ako je dalje T pravi
deo sistema S, a s neki element od S koji nije sadrzan u 7, to u R sadr-
7ani element ¢ (s), prema 27, ne moZe biti sadrzan u ¢ (7); prema tome
je ¢(T) pravi deo od R, $to je trebalo -dokazati.

§4

Preslikavanje sistema u sebe sama

36. Definicija. Ako je ¢ jedno preslikavanje sistema S, slicno
ili ne, a (S) deo sistema Z, to ¢ nazivamo preslikavanjem sistema S u
Z, S se sa o preslikava u Z. Zato ¢ nazivamo preslikavanjem sistema S u
sebe sama, ako je @(S)<S, i u ovom paragrafu ¢emo prouciti opste
zakone takvog preslikavanja. Pri tome c¢emo se posluZiti istim oz-
nakama kao i u §2, posto ponovo stavljamo ¢ (s)=s’, ¢(T)=T". Prema
22, 7, sada su te slike s', T' ponovo elementi ili delovi od S, kao sve
stvari oznalene slovima latinice.
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37. Definicija. K se zove lanac, ako je K'<K. Izricito na-
pominjemo da to ime ne pripada samom delu K sistema S, ve¢ se dodeljuje
samo u odnosu na odredeno preslikavanje ¢; u odnosu na neko drugo
preslikavanje sistema S u sebe sama, K zacelo moZe i ne biti lanac.

38. Stav. S je lanac.
39, Stav. Slika K’ lanca K je lanac.

Dokaz Jer, iz K'<<K prema 22. sledi i (K')<<K’, §to je trebalo
dokazati.

40. Stav. Ako je A4 deo lanca K tada je i 4'<{K.

Dokaz Jer, iz A<K sledi (prema 22) A'<K’, a kako je (prema
37) K'<K, to sledi (prema 7) 4'<K, $to je trebalo dokazati.

41. Stav. Ako je slika A’ deo nekog lanca L, tada postoji lanac K
koji ispunjava uslove 4< K, K'<L; naime, M (4, L) je neki takav lanac.

Dokaz Zaista, stavi li ses K= (4, L), to je prema 9. prvi uslov
A< K ispunjen. Kako je dalje, prema 23, K'=9 (4’, L") i po pretpostavci
A'< L, I'<L, to je, prema 10, ispunjen i drugi uslov K'<<L, a odatle
sledi i K'<<K, jer je, (prema 9) L<K, tj. K je lanac, S§to je trebalo
dokazati.

42. Stav. Sistem M, slozen od samih lanaca 4, B, C, ..., jeste
lanac.

Dokaz Kako je (prema 23) M'=9(4',B’,C’,...) i po pretpos-
tavei A’< A, B<B, C'<C, ..., to sledi (prema 12) M'<M, $to je tre-
balo dokazati.

43. Stav. Zajednistvo G samih lanaca 4, B, C, ..., jeste lanac.

Dokaz Kako je G prema 17. zajednitki deo od 4, B, C, ..., dak-
le, G' je prema 22. zajedni¢ki deo od 4',B’,C’,..., a po pretpostavci
A'< A, B<B, C'<C, ..., to je (prema 7) G’ takode deo od 4, B, C, ...,
i zato, prema 18, takode deo od G, §to je trebalo dokazati.

44. Defininicija. Ako je A neki deo od S, sa 4, oznalicemo
zajednistvo svih onih lanaca (na primer S) Ciji je deo A4; to zajedniStvo
postoji (uporedi 17), jer je sdm A zajednicki deo svih tih lanaca. Kako
je dalje, prema 43, A4, lanac, to ¢emo 4, zvati lanac sistema A4, ili
kratko lanac od A. I ova definicija odnosi se na odredeno osnovno pres-
likavanje ¢ sistema S u sebe sama, i kada jasnoce radi docnije bude bilo
potrebno, to ¢éemo umesto 4, radije staviti oznaku ¢, (4), a takode ¢emo
lanac od A, koji odgovara nekom drugom preslikavanju w, oznafiti sa
0, (A). Za taj vrlo vaZan pojam vaZe sada sledeéi stavovi.

45. Stav. Vazi A<A4,.
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Dokaz Jer, A je zajedniCki dzo svih onih lanaca, &je je zajed-
niStvo 4,, odakle sledi stav prema 18.

46. Stav. Vazi (4,))<A4,.
Dokaz Jzr, prema 44, 4, je lanac (37).
47. Stav. Ako je 4 deo lanca K, onda je i 4<K.

Dokaz Jer, 4, je zajedniStvo i zato takode zajedni¢ki deo svih onih

lanaca ¢iji je deo A4.

48. Napomena. Lako je uveriti se da je u 44. definisani pojam
lanca A, potpuno karakterisan prethodnim stavovima 45, 46, 47.

49. Stav. Vaii A'<(4,).
Dokaz sledi iz 45, 22.

50. Stav. Vazi 4'<<A4,.
Dokaz sledi iz 49, 46, 7.

51. Stav. Ako je A lanac, onda je 4,=A.

Dokaz. Kako je 4 deo lanca 4, to je prema 47. i 4,<A4, odak-
le sledi stav prema 45, 5.

52. Stav. Ako je B<<4 onda je B<{A,.
Dokaz sledi iz 45, 7.

53. Stav. Ako je B<{A4, onda je B,<(4,, i obratno.

Dokaz Kako je 4, lanac, to prema 47. iz B<A, sledi i By<{4,;
obratno, ako je Bj<(4,, tada, prema 7. sledi i B<{A4, jer je (prema 45)

B<B,.
54. Stav. Ako je B<{A tada je B;<{A,.
Dokaz sledi iz 52, 53.

55. Stav. Ako je B4, onda je i B'<{A,.

Dokaz Jer, prema 53. je By<<A4,, a kako je (prema 50) B'<B,,
to iz 7. sledi stav koji treba da se dokaZe. Kao §to je lako videti, isto se
dobija iz 22, 46, 7 ili takode iz 40.

56. Stav. Ako je B<<{A4, tada je (B))'<<(4,)"
Dokaz sledi iz 53, 22.

4
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57. Stav i definicija. Vazi (4;) =(4"),, tj. slika lanca od 4
je istovremeno lanac slike sistema A4. Zato se taj sistem moZe kratko ozna-
&iti sa Ay 1 po volji zvati lanac-slika ili slika-lanac od 4. Pre-
ma u 44. datom jasnijem oznaCavanju, stav bi mogao biti iskazan i sa
¢ (90 (4)) =, (9 (4)).

Dokaz Ako ukratko stavimo (4'),=L, to je L lanac (44) i pre-
ma 45. je A’<<L, dakle, prema 41. postoji lanac K, koji ispunjava uslove
A< K, K'<L; odatle prema 47. sledi takode A,< K, dakle (4,)'<K’, pa
zato prema 7. takode (4,)<L, tj.

(4p)'<(4'),-

Kako je dalje prema 49. A'<((4,)’, a (4,)’ je prema 44, 39. lanac, to je
prema 47. takode

(4)g=<(4p)’s

odakle, kad se objedini sa gornjim rezultatom, sledi (5) stav koji treba
dokazati

58. Stav. Vazi 4,=M(4, 4,), tj. lanac od 4 je sloZen iz 4 i
slike-lanca od A.

Dokaz. Stavimo li opet ukratko
L=A)=(4)' =), i K=M(4, L),

to je (prema 45) A'<<L i kako je L lanac, to isto vaZi prema 41. za K;
kako je (9) dalje A< K, to prema 46 takode sledi

A<K.

S druge strane, kako je (prema 45) A<A,, a prema 46. i L<(A4,, to je
prema 10. takode
K<A4,,

odakle, objedinjeno sa gornjim rezultatom, sledi (5) stav 4,=K koji je
trebalo dokazati.

59. Stav potpune indukcije. Za dokaz da je lanac A4, deo
nekog sistema X —pa bio ovaj deo od S ili ne—dovoljno je pokazati:

p. da je A<Z i

o. da je slika svakog zajedniCkog elementa od A4, i X takode ele-
ment od X.

Dokaz Jer, ako je p istinito, onda svakako postoji prema 45. za-
jednistvo G=@ (4,, X), naime (prema 18) je A< G; kako je sem toga,
prema 17,

G< 4,
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to je G takode deo naSeg sistema S, koji ¢ preslikava u sebe sama, a u
isti mah prema 55. takode sledi G'<A4,. Ako je sada ¢ takode istinito,
tj. ako je G'<<XZ, tada, kao zajedniCki deo sistema A4,,%, prema 18, mora
G’ biti deo njihovog zajedniStva G, tj. G je lanac (37) i kako je, kao $to
je gore ve¢ pomenuto, A<G, to prema 47. sledi takode

A0< Gs

a odatle, objedinjeno sa gornjim rezultatom, G=4,, dakle je, prema 17,
takode 4,<(Z, §to je trebaio dokazati.

60. Kao Sto ¢e se docnije pokazati, prethodni stav &ini nau¢nu os-
novu za nacin dokazivanja poznat pod imenom potpuna indukcija
(zakljuéivanje od » na n+ 1), a moZe se iskazati takode na sledeéi nadin:
Za dokaz da svi elementi lanca A4, poseduju izvesno svojstvo € (ili da
jedan stav &, u kome je re¢ o nekoj neodredenoj stvari n, stvarno vaZi
za sve elemente n lanca A;), dovoljno je pokazati:

p. da svi elementi a sistema A poseduju svojstvo € (ili da & vazi
za sve a), i

c. da slici n’ svakog, takvog elementa 7 iz 4,, koji poseduje svojstvo
€, pripada isto svojstvo € (ili da, ¢im vaZi za neki element n iz 4,, onda
stav © mora zacelo vaZiti i za njegovu sliku #n’).

Zaista, oznaCimo li sa X sistem svih stvari koje poseduju svojstvo €
(ili za koje vazi stav &), neposredno postaje jasno potpuno slaganje sa-
dasnjeg nadina izraZavanja stava sa onim koji je upotrebljen u 59.

61. Stav. Lanac od MM (4, B, C, ...) je M4y, By Cys <+ )

Dokaz. Oznadimo li sa M prvi, a sa K drugi sistem, to je, prema
42. K lanac. Kako je sada svaki od sistema 4, B, C, ... prema 45. deo
nekog od sistema A4, By, C,, ..., dakle je (prema 12) M<K, to prema
47. sledi takode
M<K.

S druge strane, kako je prema 9. svaki od sistema A4, B, C,... deo od
M, dakle prema 45, 7, takode deo lanca M, to, prema 47, mora i svaki
od sistema A4,, B,, C,, ..., biti deo od M, stoga, prema 10,

K<M,,
odakle, objedinjeno sa gornjim, sledi (5) stav koji treba dokazati, M,=XK.
62."S¢av, Lanac 'od B(4, B, C; ) je deo od "G (4. B Crlil)

Dokaz Oznalimo li sa G prvi, sa K drugi sistem, to je K prema
43. lanac. Kako je sada svaki od sistema 4,, B,, C,, ..., prema 45, nad-
skup nekog od sistema 4, B, C, ..., to jest (prema 20) G<<K, to iz 47.
sledi stav koji treba dokazati, G;<CK. e

4*
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63. Stav. Ako je K'<L<K, dakle, K je lanac, onda je i L lanac.
Ako je isti pravi deo od K, a U sistem svih onih elemenata iz K, koji
nisu sadrzani u L, ako je dalje U, pravi deo od K, a V sistem svih onih
elemenata iz K, koji nisu sadrzani U,, to je K=M(U,, V) i L=MU,, V).
Ako je najzad L=K', to je V<<V'.

Dokaz toga stava, koji neéemo koristiti (kao ni prethodna dva), neka
bude prepusten Citaocu.

§5

Konaéno i beskonacno

64. Definicija.® Sistem S je beskonacan, ako je sli¢an ne-
kom svom pravom delu (32); u protivnom slucaju, S je konacan sistem.

65. Stav. Svaki sistem koji se sastoji od jedinog elementa, jeste
konadan.

Dokaz Jer, takav sistem uopSte nema nijednog dela (2, 6).
66. Stav. Postoje beskonacni sistemi.

Dokaz** Moj misaoni svet, tj. ukupnost S stvari koje mogu biti
predmet moga misljenja, jeste beskonaCan. Jer, ako s znadi neki element
iz S, to je i sAma pomisao s’, da s moZe biti predmet moga misljenja,
element iz S. Smatramo li isti slikom ¢(s) elementa s, onda, zbog toga,
time odredeno preslikavanje ¢ sistema S ima svojstvo da je slika S’ deo
od S; Stavise, S’ je pravi deo od S, jer ima u S elemenata (na primer,
moje sopstveno Ja), koji su razliCiti od svake takve misli s’ i zato nisu
sadrzani u S. Naposletku, jasno je da, ako su a, b razliiti elementi iz S,
onda su i njihove slike @', b’ razlicite, da je dakle preslikavanje ¢ razgovetno
(sli€no), (26). Prema tome, S je beskonalan, Sto je trebalo dokazati.

67. Stav. Ako su R, S sliéni sistemi, onda je sistem R konaCan
ili beskonatan ve¢ prema tome da li je sistem S konaCan ili beskonacan.

*) Ako neéemo da koristimo pojam sli¢nih sistema (32), to moramo re¢i: S je
beskonadan, ako postoji (6) neki pravi deo od S, u koji se S moZe razgovetno (sli¢no)
preslikati (26, 36). Definiciju beskonatnog, koja ¢ini jezgro &itavog mog istraZivanja,
ja sam u tome obliku saopitio G. Cantoru u septembru 1882, a ve¢ vise godina pre
toga, takode Schwarz-u i Weber-u. Svi ostali meni poznati pokusaji, da se beskona¢no
razdeli od konatnog, &ine mi se tako malo uspelim, da mislim da se smem odreci
kritike istih.

*%) Slitno razmatranje nalazi se u § 13. knjige Paradoksi beskonacnog, od Bol-
zano-a, (Lajpcig, 1851).
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Dokaz. Ako je S beskonadan, dakle sliCan nekom svom sopstvenom
pravom delu, to prema 33. mora S’ biti sli€an sa R, jer su R i S sli¢ni.
pa prema 35. istovremeno mora biti slian sa nekim pravim delom od R,
koji je dakle, prema 33, i sim slian sa R; prema tome je R beskonacan,
$to je trebalo dokazati.

68. Stav. Svaki sistem S, koji poseduje neki beskonacni deo T,
takode je beskonadan; ili, drugim redima, svaki deo konaCnog sistema je
konacan.

Dokaz. Ako je T beskonadan, ako dakle postoji takvo slino pres-
likavanje ¢ sistema T, da je ¢ (T) neki pravi deo od T, onda, kad je T
deo od S, ovo preslikavanje ¢ moZe biti prosireno na preslikavanje ¢ sis-
tema S kada se, za neki element s iz S, stavi ¢ (s5)=4{(s) ili @ (s)=s, vec
prema tome da li je s element sistema T ili nije. To preslikavanje ¢ je
sli¢no; ako naime a, b znade razliCite elemente iz S, onda je, kada su oni
istovremeno sadrZani u 7, slika ¢ (a)=1{ (a) razli¢ita od slike ¢ (b)=1 (b),
jer je ¥ sliéno preslikavanje; ako je dalje a sadrZano u T, a b nije sadr-
7ano u T, onda je ¢ (a)=1 (a) razliito od ¢ (b)=>b, jer je ¢ (@) sadrzano
u T; ako najzad u T nije sadrzano ni a ni b, onda je takode ¢(a)=a
razli¢ito od ¢ (b)=b, §to je trebalo da se pokaZe. Kako je dalje ¢ (T) deo
od T, dakle, prema 7, takode deo od S, to je jasno ¢(S)<(S. Kako je
najzad ¢ (T) pravi deo od T, to ima u 7, dakle i u S, neki element ¢,
koji nije sadrzan u ¢ (T)=¢(T); kako je sada slika ¢(s)=s, za svaki
element s koji nije sadrzan u 7, dakle je i od ¢ razliCita, to ¢ uopSte ne
moZe biti sadrzano u ¢ (S); zato je @(S) pravi deo od S, pa je S besko-
nadan, §to je trebalo dokazati.

69. Stav. Svaki sistem, koji je slian nekom delu kona¢nog sistema,
i sim je konacan.

Dokaz sledi iz 67, 68.

70. Stav. Ako je a neki element iz S i ako je skup T svih od a
razli¢itih elemenata iz S konadan, onda je i S konacan.

Dokaz Kada je ¢ neko sli¢no preslikavanje sistema S u sebe sama,
imamo da pokaZemo (prema 64) da slika ¢(S) ili S’ nikad nije pravi deo
od S nego je uvek — S. O&igledno je S=M (a, T)i, prema23, je S'=M (a’, T"),
kad slike opet oznadimo crtama, zbog sli¢nosti preslikavanja o, i @’ nije sadr-
7ano (26) u T'. Kako je dalje, po pretpostavci, S'<S, to mora @' i isto
tako svaki element iz T, biti ili=ailineki elementiz T. Ako zato a nije u
T’ — sluaj koji Zelimo najpre obraditi— onda mora biti 7'<{T i zato 7" =T,
jer je o slino preslikavanje, a T konalan sistem; a kako a’, kao Sto je
primeéeno, nije u 77, tj. nije sadrZano u 7, to mora biti a'=a, pa je zato
u ovom sludaju zaista S’=S, kao $to je tvrdeno. U protivnom slucaju,
kada je a sadrzano u T, pa je zato slika b’ nekog u T sadrZanog elementa
b, sa U ¢emo oznaéiti skup svih onih elemenata iz T koji su razliiti od
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b; tada jc T=IM (b, U) i (prema 15) S=M(a, b,V), dakle S'=M (a’, a,U").
Definisacemo sada jedno novo preslikavanje ¢ sistema T kad stavimo
y (b)=a’ i, uopste, ¢ (u)=v, Cime (prema 23) nastaje ¢ (T)=M(a’, U").
Ocigledno je ¢ sli¢no preslikavanje, jer je ¢ bilo takvo i jer a nije sadr-
Yano u U, pa dakle ni @ u U’. Kako su dalje a i svaki element u raz-
ligiti od b, to moraju (zbog sli¢nosti preslikavanja @) i @’ i svaki element
4 biti razliditi od a i zato sadrzani u 7; prema tome je $(T)<T, a kako
je T kona&an, to mora biti ¢ (7)=7T, dakle M (a’, U')=T. No odatle sledi
(prema 15)
M@, a, U)=M(a, T),

tj. na osnovi gornjeg, S’=S. Prema tome, i u ovome sluaju je izveden
traZeni dokaz.

§o6

Prosto beskona&ni sistemi. Niz prirodnih brojeva

71. Definicija. Sistem Nje prosto beskonacan, ako pos-
toji takvo sliéno preslikavanje ¢ sistema N u sebe sama, da se N javlja
lancem (44) nekog elementa koji nije sadrzan u ¢ (N). Ovaj element, koji
gemo u sledeéem oznaliti simbolom 1, zvaemo osnovni element
sistema N i kazademo u isti mah da je beskonalni sistem N tim preslika-
vanjem ¢ ureden. Zadrzimo li ranija pogodna oznafavanja za slike i
lance (§4), onda se, dakle, sustina jednog prosto beskonacnog sistema N
sastoji u postojanju nekog preslikavanja ¢ sistema N i nekog elementa 1,
koji ispunjavaju sledec¢e uslove o, B, v, &

. N'<<N.

B. N—1,.

v. Element 1 nije sadrZan u N'.
3. Preslikavanje ¢ je slicno.

Iz «, v, 8 ofigledno sledi da je svaki prosto beskonaCni sistem N
zaista beskonadan sistem (64), jer je slican jednom svom pravom delu N'.

72. Stav. U svakom beskonaénom sistemu S je kao d:o sadrZan
neki prosto beskonafan sistem N.

Dokaz Prema 64. postoji takvo sli¢no preslikavanje ¢ sistema S
da ¢(S) ili S’ postaje pravi deo od S; postoji dakle neki element 1 u §
koji nije sadrzan u S’. Lanac 1,, koji odgovara tom preslikavanju ¢ sistema
S u sebe sima (44), jeste prosto beskonalan, preslikavanjem ¢ ureden sis-
tem; jer, oCigledno su ispunjeni svi uslovi «, B, v, 8 u 71.
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73. Definicija. Ako se pri posmatraju nekog prosto beskonacnog,
preslikavanjem ¢ urcdenog sistema N, potpuno zanemari posebna osobina
elemenata, a jedino zadrzi moguc¢nost razlikovanja i u obzir uzmu samo
odnosi u koje ih medusobom stavlja uredujuée preslikavanje ¢, onda se ti
clementi zovu prirodni brojevi ili redni brojevi, ili takode
prosto brojevi, i osnovni element 1 zove se osnovni broj broj-
nog niza N. S obzirom na to oslobadanje elemenata od bilo kog dru-
gog sadrzaja (apstrakciju), s pravom moZemo brojeve zvati slobodnom
tvorevinom &ovekovog uma. Odnosi ili zakoni, koji se potpuno izvode iz
uslova «, B, v, 8 u 71. i stoga su uvek isti u svim uredenim prosto bes-
konadnim sistemima, pa ma kako glasila imena prigodno data pojedinim
clementima, (uporedi 134), Cine prvi predmet nauke o brojevima
ili aritmetike. Od opstih pojmova i stavova u §4. o preslikavanju
jednog sistema u sebe samog, neposredno ¢emo uzeti najpre slede¢e osno-

vne stavove, pri ¢emu ¢emo pod a, b,..., m,n,..., stalno podrazume-
vati elemente iz N, dakle brojeve, pod 4, B, C, ..., delove od N, pod
&y B onsix B s Wi sl B C', ..., odgovarajuce slike koje stvara ure-

dujuée preslikavanje ¢ a koje su uvek ponovo elementi ili delovi od N;
slika n’ nekog broja n zove se takode i broj koji neposredno dol azi
posle n.

74. Stav. Svaki broj n je prema 45. sadrzan u njegovom lancu n;
i, prema 53, uslov n<m, ekvivalentan je sa ny<my.

75. Stav. Zbog 57. je ny =(ny) =(n'),-

76. Stav. Zbog 46. je ny’<n,.

77. Stav. Zbog 58. je ng=M(n, ny).

78. Stav. Vazi N=M(1, N’), dakle, svaki od osnovnog broja 1
razli¢iti broj je element iz N’, tj. slika je nekog broja.

Dokaz sledi iz 77 i 71.

79. Stav. N je jedini brojni lanac u kome nije sadrzan osnovni
broj 1.

Dokaz Jer, ako je 1 element nekog lanca K, prema 47. tada je
njegov lanac N<K, dakle, N —K, jer je, razume se, K<N.

80. Stav potpune indukcije (zakljuCak od n na n'). Za do-
kaz da neki stav vaZi za sve brojeve nekog lanca m, dovoljno je pokazati:

p. da on vaZi za n=m, i

6. ako stav vaZi za neki broj n lanca m,, onda on vazda vaZi i za
sledeéi broj n'.

To neposredno sledi iz opStijeg stava 59 ili 60. Najéesce Ce nastu-
piti slu¢aj kada je m=1, dakle, kada je m, Citav brojni niz N.
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§ 7
Veéi i manji brojevi
81. Stav. Svaki broj n je razli¢it od neposredno za njim sledeceg
broja n'.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer:

p. Stav je tadan za broj n=1, jer ovaj nije sadrzan u N’ (71), dok
je slede¢i broj 1’, kao slika u N sadrZanog broja 1, element od N'.

c. Ako je stav istinit za neki broj m, i ako se stavi slede¢i broj
n’' =p, to je n razlidito od p, odakle, prema 26. sledi da je »’, dakle, p,
razligito od p’, zbogsliénosti (71) uredujuceg preslikavanja ¢. Prema tome,
stav vazi i za broj p koji neposredno sledi iza n, Sto je trebalo dokazati.

82. Stav. U slici-lancu n, nekog broja n, sadrzana je, doduSe,
(prema 74, 75), njegova slika »’, ali ne i sdm broj 7.

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer:

p. Stav je istinit za n=1, jer je 1/=N’, i jer, prema 71, osnovni
broj 1 nije sadrZzan u N'.

o. Ako je stav istinit za neki broj », i stavimo li ponovo n'=p,
onda » nije sadrzano u p,, dakle, razli¢ito je od svakog u p, sadrzanog
broja g, odakle, zbog sli¢nosti preslikavanja ¢, sledi da je »’, dakle p, raz-
li¢ito od svakog u p,’ sadrzanog broja ¢’, pa zato nije sadrzano u p,’.
Prema tome, stav vazi i za broj p koji dolazi neposredno iza n, §to je
trebalo dokazati.

83. Stav. Slika-lanac n, je pravi deo lanca n,.
Dokaz sledi iz 76, 74, 82.

84. Stav. Iz my=n, sledi m=n.

Dokaz. Kako je (prema 74) m sadrzano u m, i (77)
my=ny=IM (n, ny),

to, kada bi stav bio pogreSan, kada bi dakle m bilo razliito od n, m bi
moralo biti sadrzano u n,’, pa prema 74. takode my<n,, tj. n<n,;
kako se to protivi stavu 83, to je naS stav dokazan.

85. Stav. Ako broj » nije sadrzan u brojnom lancu K, onda je
K<n,'.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer:

p. Stav je prema 78. istinit za n=1.
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o. Ako je stav istinit za neki broj n, onda vaZi on i za neposredno
slede¢i broj p=n'; jer, ako p nije sadrZzano u brojnom lancu X, to prema
40. ni » ne moZe biti sadrzano u K, pa je zato, prema na$oj pretpostavci,
K<n) ; kako je sada (prema77) n, =p,=M(p, p,’), dakle K<M(p, p,),
a p nije sadrZano u K, to mora biti K<(p,’, Sto je trebalo dokazati.

86. Stav. Ako u brojnom lancu K nije sadrzan broj n veé¢ njegova
slika »’, onda je K=n,'.

Dokaz. Kako n nije sadrzano u K, to je (prema 85) K<n/, a
kako je n'<K, to je, prema 47, takode n,/< K, odakle K=n,’, Sto je tre-
balo dokazati.

87. Stav. U svakom brojnom lancu K postoji jedan i (prema 79)

samo jedan broj k ¢iji je lanac k,=K.

Dokaz Ako je u K sadrzan osnovni broj 1, onda je (prema 79)
K=N=1,. U protivnom slu¢aju, neka je Z sistem svih brojeva koji nisu
sadrzani u K; kako je osnovni broj 1 sadrZan u Z, a Z je samo pravi
deo brojnog niza N, to (prema 79) Z ne moZe biti lanac, tj. Z’' ne moZe
biti deo od Z; zato u Z postoji neki broj n, ija slika »n' nije sadrZana u
Z, dakle nasigurno je sadrzana u K; kako je dalje n sadrZano u Z, dakle
ne u K, to je (prema 86) K=n,, dakle k=n', Sto je trebalo dokazati.

88. Stav. Ako su m, n razliditi brojevi, tada je (prema 83, 84) je-
dan i samo jedan od lanaca mgn, pravi deo drugog, naime, ili je n<(m,
ili je my<n,'.

Dokaz Ako jen sadrzano u m,, dakle je prema 74. takode ny<m,,
onda m ne moZe biti sadrzano u lancu n, (jer bi inafe prema 74. bilo i
my=<n,, dakle my=n,, prema 84. i m=n), a odatle prema 85. sledi da je
ny=<m,. U protivnom slu¢aju, kada » nije sadrZano u lancum,, mora (pre-
ma 85) biti my<n,’, $to je trebalo dokazati.

89. Definicija. Broj m je manji od broja n, a u isti mah je
n vecéi od m, u oznakama,

m<n 1 n>m,
ako je ispunjen uslov

r’
ny=<my’,
koji se, prema 74, moZe izraziti i sa

n<<my'.
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90. Stav. Ako su m, n bilo koji brojevi onda se deSava jedan i
samo jedan od slede¢ih slucajeva A, w, v:

Am=n, n=m, tj. m,=n,,
w.m<n, n>m, tj. ny<my,
v.m>n, n<m, tj. my=<ny.

Dokaz Jer, ako se desi 2 (84), onda ne moZe nastupiti ni p ni v,
jer, prema 83, nikada nije ny<(n,’. Ali ako se ne desi 2, onda, prema 88,
nastupa jedan i samo jedan od sluCajeva p, v, Sto je trebalo dokazati.

91. Stav. Vazi n<n'.
Dokaz Jer, uslov za sludaj v u 90. biva ispunjen za m=n'.

92. Definicija. Za opis da je m ili=nili <n, dakle da nije >n
(90), upotrebljava se oznaCavanje

m=n ili takode n=m,
i ka’e se da je m najvise jednako n,ida je n bar jednako m.
93. Stav. Svaki od uslova
m=n, m<n', ny=<mg,
ekvivalentan je svakom od preostala dva.

Dokaz Jer ako je m=n, onda iz A, & u 90. uvek sledi n,<m,
jer (prema 76) je m,<m,. Obratno, ako je n,<'m,, dakle, prema 74,
takode n<'m,, onda iz m,=M (m, m) sledi da je ili n=m ili n<m’,
tj. n>m. Prema tome je uslov m <n ekvivalentan sa ny<m,. Sem toga, iz
22, 27, 75, sledi opet da je taj uslov ny<m, ekvivalentan sa n,/<m,
tj. (prema p u 90) sa m<n’, §to je trebalo dokazati.

94. Stav. Svaki od uslova
m=n, m<n, m<n,
ekvivalentan je sa svakim od preostala dva.

Dokaz sledi neposredno iz 93, ako se tamo umesto m’ stavi m, i iz
w u 90.

95. Stav. Ako je 1<m i m=n, ili, ako jo 1=m i m<n, onda je
1<n. Ali ako je 1<m i m=n, onda je 1 <n.
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Dokaz Jer, iz (prema 89, 93) odgovaraju¢ih uslova my=<1," i
ny<m, sledi (prema 7) n,<(1,, a isto sledi takode iz uslova my=<jl, i
ny<m,', jer je zbog prvog takode m,'<1,". Kona¢no iz my=<1, i n,<(m,
sledi i ny=<{1,, $to je trebalo dokazati.

96. Stav. U svakom delu T od N postoji jedan i samo jedan
najmanji broj k, tj. neki broj k koji je manji od svakog ostalog u T
sadrzanog broja. Sastoji li se T iz jednog jedinog broja, onda je on i naj-
manji broj u 7.

Dokaz Kako je T, lanac (44), to postoji, prema 87, neki broj &
&iji je lanac k,—T,. Kako odatle (prema 45, 77) sledi T (k, k), to
mora najpre k biti sadrzano u T (jer, inae bi bilo T <k, dakle, prema
47, takode T,<k,, tj. k,<k,'. Sto je prema 83 nemoguéno), i, sem toga,
svaki od k razli¢iti broj sistema T mora biti sadrzan u k,’, tj. ve¢i od k
(89), odakle u isti mah prema 90. sledi da u T postoji samo jedan jedini
najmanji broj, §to je trebalo dokazati.

97. Stav. Najmanji broj lanca n, je n, a osnovni broj 1 je najmanji
medu svim brojevima.

Dokaz Jer, prema 74, 93, uslov m< n, ekvivalentan je sa m=n.
Ili, nas stav neposredno sledi takode iz dokaza prethodnog stava, jer, ako
se tamo uzme T =n,, ofigledno postaje k=n (51).

98. Definicija. Ako je n neki broj, sa Z, oznaCicemo sistem svih
brojeva koji nisu veéi od n, dakle nisu sadrzani u n,’. Uslov

m<Z,
je prema 92, 93 otigledno ekvivalentan sa svakim od slede¢ih uslova:
m=<n, m<n, ny<m,.
99. Stav. Vazi 1<Z, 1 n<Z,.
Dokaz sledi iz 98 ili takode iz 71 i 82.
100. Stav. Svaki od, prema 98, ekvivalentnih uslova
m<Z,, m=n, m<n, ny<mgy,
takode je ekvivalentan sa uslovom
Zi= L

Dokaz Jer, ako je m<Z,, dakle m=n, i ako je I<Z,, dakle
I<m, to je prema 95 i I<n, tj. I<Z,; ako je dakle m<Z,, tada je
svaki element / sistema Z,, takode element sistema Z,, tj. Z,,<Z,. Obratno,
ako je Z,~<Z,, to prema 7 takode mora biti m<Z,, jer je (prema 99)
m=<Z,, §to je trebalo dokazati.
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101. Stav. Uslovi za sluCajeve A, w, v u 90 daju se prikazati i na
slede¢i nacin:
Am=n, n=m, Z,=2,
w.m<n, n>m, Zy<Z,,
v.m>n, n<m, Zy<Z,.

Dokaz sledi neposredno iz 90, ako se uzme u obzir da su prema 100
uslovi ny<m, i Z,<Z, ekvivalentni.
102. Stav. Vazi Z =1.

Dokaz. Jer, prema 99 osnovni broj 1 je sadrZzan u Z,, i svaki od
1 razli¢iti broj je prema 78 sadrzan u 1., dakle, prema 98 nije sadrZan
u Z,, 8to je trebalo dokazati.

103. Stav. Usled 98 je N=M(Z,, n,).
104. Stav. Vazi n=®(Z,, n,)), tj. n je jedini zajedniCki element
sistema Z, i n,.

Dokaz. Iz 99 i 74 sledi da je n sadrzano u Z, in,; ali, svaki od
n razliGiti element lanca n, je prema 77 sadrZan u n,, dakle, prema 98,
nije sadrzan u Z,, $to je trebalo dokazati.

105. Stav. Usled 91, 98 broj »’ nije sadrzan u Z,.
106. Stav. Ako je m<mn, onda je Z, pravi deo od Z, i obratno.

Dokaz Ako je m<n, to je (prema 100) Z,<Z,, a kako prema
99 u Z, sadrZani broj » na osnovi 98 ne moZe biti sadrzan u Z,, jcr je
n>m, to je Z, pravi deo od Z,. Obratno, ako je Z, pravi deo od Z,,
to je (prema 100) m<n, a kako m ne moZe biti =n jer bi inace bilo i

Z,=Z,, to mora biti m<n, Sto je trebalo dokazati,

107. Stav. Z, je pravi deo od Z,.
Dokaz sledi iz 106, jer je (prema 91) n<n'.
108. Stav. Z,=M(Z,, n).

Dokaz Jer, svaki u Z, sadrzani broj je (prema 98)<n’, dakle ili
je =n' ili je <n' i1 zato prema 98 element od Z,; prema tome je zacelo
Zy<<M(Z,, n'). Kako je obratno (prema 107) Z,<<Z, i (prema 99)
n'<Zy to (prema 10) sledi

M (Z,, W) < Zw,
odakle prema 5 proizilazi na§ stav.

109. Stav. Slika Z, sistema Z, je pravi deo sistema Z,.
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Dokaz Jer, svaki u Z, sadrZani broj je slika m’ nekog u Z,
sadrzanog broja m, a kako je m=n, dakle (prema 94) m’'<n’, to (prema
98) sledi Z,'< Zy. Kako dalje prema 99 broj 1 jeste sadrzan u Zy, ali
prema 71 ne moZe biti sadrzan u slici Z,’, to je Z, pravi deo od Zy,
§to je trebalo dokazati.

110. Stav. Z, =M (1, Z,).

Dokaz Svaki od 1 razligiti broj sistema Z, je prema 78 slika m’
nekog broja m, a ovaj mora biti <n, dakle prema 98 mora biti sadrZan
u Z, (jer inade bi bilo m>n, dakle prema 94 i m'>n', pa zato, prema
98, m’ ne bi bilo sadrzano u Z,); no iz m< Z, sledi m'<Z,’ i zato je sigurno

Zu<MA, Z,).

Kako je obratno (prema 99) 1<Z, i (prema 109) Z,/<Z,, to (prema
10) sledi M (1, Z,)<Zy, a odatle sledi na$ stav prema 5.

111. Definicija. Ako u nekom sistemu E brojeva postoji neki
element g, koji je veéi od svakog ostalog broja, onda se g zove najveci
broj sistema E, a ofigledno prema 90 moZe u E postojati samo jedan ta-
kav najveéi broj. Ako se neki sistem sastoji samo od jednog jedinog broja,
onda je sam taj broj najveéi broj sistema.

112. Stav. Prema 96 je n najveéi broj sistema Z,.
113. Stav. Ako u E postoji najveéi broj g, onda je E<Z,.

Dokaz. Jer, svaki u E sadrZani broj je <g, stoga, prema 98, sadr-
Zan u Z,, $to je trebalo dokazati.

114. Stav. Ako je E deo nekog sistema Z,, ili, §to je isto, ako
postoji neki broj n takav, da su svi u E sadrZani brojevi <n, onda E po-
seduje najvei broj g.

Dokaz Sistem svih brojeva p, koji ispunjavaju uslov E<Z,—a
prema naoj pretpostavei takvih ima—, jeste lanac (37), jer iz 107, 7 sledi
i E<Zy, pa je zato (prema 87)=g,, gde g znai najmanji od tih brojeva
(96, 97). Zato je takode E<Z,, prema tome (98) je svaki u E sadrzani
broj <g, pa imamo samo da dokaZemo jo§ da je i sam broj g sadrzan
u E. To je neposredno jasno kada je g=1, jer se tada (prema 102) Z,,
pa prema tome i E, sastoji iz jednog jedinog broja 1. Ali ako je g razli-
gito od 1 i zato prema 78 slika f’ nekog broja f, to je (prema 108)
E<IM(Z;, g); ako sada g ne bi bilo sadrzano u E, to bi moralo biti
E<Z;, i medu brojevima p postojao bi neki broj f koji je (prema 91)<g,
Sto protvuredi gornjem; zato je g sadrzano u E, Sto je trebalo dokazati.

115. Definicija. Ako je I<m i m<n, kazacemo da broj m
leZi izmedu [ i n (takode izmedu n i /).
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116. Stav. Nema nijednog broja koji leZi izmedu n i n'".

Dokaz Jer, &im je m<n',dakle (prema 93) m=n, onda prema 90
ne moZe biti n<<m, §to je trebalo dokazati.

117. Stav. Ako je f neki broj u 7, ali ne najmanji (96), onda u
T postoji jedan i samo jedan slede¢i manji broj s, tj. neki broj s
takav, da je s<t, i da u T ne postoji broj koji leZi izmedu s it. Isto
tako, ako ¢ nije najveéi broj u T (111), postoji u T uvek jedan i samo
jedan sledeéi veéi broj u, tj. neki broj u takav, da bude f<u, i da
u T ne postoji nijedan broj koji leZi izmedu 7 i u. U isti mah u T’ je t
slede¢i veéi broj od s i slede¢i manji broj od u.

Dokaz Ako ¢ nije najmanji broj u 7, neka E bude sistem svih
onih brojeva u T koji su <f; tada je (prema 98) E<(Z, i zato (114) u E
postoji najveéi broj s, koji o€igledno poseduje u stavu navedena svojstva
i jedini je takav broj. Ako dalje ¢ nije najveéi broj u T, onda prema 96
medu svim brojevima od 7T, koji su >#, zacelo postoji najmanji broj u,
koji, i to jedini, poseduje svojstva navedena u stavu. Isto tako je jasna i
ta¢nost zakljuCne napomene stava.

118. Stav. U N je broj n’ sledeéi veéi od n, i n je sledeéi manji

’

od n'.
Dokaz sledi iz 116, 117.

§8

Konaéni i beskonaéni delovi brojnog niza

119. Stav. Svaki sistem Z, u 98 je konacan.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
o. stav je tafan za n=1 zbog 65, 102.

6. Ako je kona¢no Z,, onda iz 108 i 70 sledi da je konano i Zy,
§to je trebalo dokazati.

120. Stav. Ako su m, n razliGiti brojevi, onda sistemi Z,, Z, nisu
sli¢ni.

Dokaz Simetri¢nosti radi, prema 90 smemo pretpostaviti da je
m<n; tada je, prema 106, Z,, pravi deo od Z,, a kako je, prema 119,
Z, konatno, to (prema 64) Z, i Z, ne mogu biti sli¢ni, Sto je trebalo
dokazati.

121. Stav. Svaki deo E brojnog niza N, koji poseduje (111) naj-
vedi broj, jeste konacCan.
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Dokaz sledi iz 113, 119, 68.

122. Stav. Svaki deo U brojnog niza N, koji ne poseduje najveci
broj, jeste prosto beskonadan (71).

Dokaz Ako je u neki broj u U, tada prema 117 postoji u U je-
dan i samo jedan sledeéi broj veéi od wu, koji ¢emo oznaCiti sa ¢ (u) i
smatrati slikom od #. Time potpuno odredeno preslikavanje ¢ sistema U
ofigledno ima osobinu
w $ (U)<U,

ti. U se sa ¢ preslikava u sebe sama. Ako su dalje u, v razli€iti brojevi u
U, onda zbog simetrije prema 90 smemo pretpostaviti da je u<v; tada,
prema 117, iz definicije preslikavanja ¢ sledi da je ¢ @) =v i v<{ (),
dakle (prema 95) ¢ (u) <{ (v); zato su prema 90 slike ¢ (u), ¢ (v) razliCite, tj.

3. preslikavanje ¢ je sli¢no.

Znadi li dalje », najmanji broj (96) sistema U, to je svaki u U sadrzani
broj u=u,, a kako je uopste u<<{ (), to je (prema 95) u,<{ (u), dakle,
u, je prema 90 razliCito od ¢ (), tj.

v. element u, iz U nije sadrzan u ¢ (U).

Prema tome je ¢ (U) pravi deo od U pa je zato U prema 64, beskonalni
sistem. U skladu sa 44, ozna&imo 1li sada, kad je ¥V neki deo od U, sa
{, (V) preslikavanju ¢ odgovarajuéi lanac od ¥, pokazacemo najzad joS$ da je

B. U=1, (uy).

Zaista, kako je svaki takav lanac {, (V) prema njegovoj definiciji (44) neki
deo preslikavanjem ¢ u sebe sama preslikanog sistema U, samo po sebi je
razumljivo da je ¢, (#,)< U; obratno, iz 45 proizilazi najpre da u U sadr-
7ani element u, jeste zacelo sadrZan u {, (u,); no pretpostavimo li da ima
elemenata u U koji nisu sadrZani u ¢, (4,), onda prema 96 medu njima
mora biti neki broj w, a kako je isti prema re€enom razli¢it od najmanjeg
broja u, sistema U, to prema 117 mora u U postojati neki broj v, koji je
slede¢i manji od w, odakle u isti mah sledi da je w=1¢ (v); kako je sada
v<w, to v zbog detinicije w zacelo mora biti sadrZzano u ¢, (%,); ali prema
55 odatle sledi da i ¢ (v), dakle w, mora biti sadrzano u {,(x,), a kako
to stoji u suprotnosti sa definicijom w, to je naSa gornja pretpostavka ne-
dopustena; prema tome je U< Y, (»,) i zato U=1,(x,), kako je tvrdeno.
Iz «, B, v, § prema 71 proizilazi da je U preslikavanjem ¢ uredeni prost
beskonadan sistem, $to je trebalo dokazati.

123. Stav. Na osnovi 121, 122, neki deo T brojnog niza N je
kona¢an ili prosto beskonafan, ve¢ prema tome da li u T postoji ili ne
postoji najveéi broj.
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§9

Definicija preslikavanja brojnog niza indukcijom

124. I ubuduée ¢éemo sa malim slovima latinice oznaCavati brojeve i
uopste zadrZati sve oznake prethodnih §6 do 8, dok ¢e € znaliti proiz-
voljan sistem ¢iji elementi ne moraju nuzno biti sadrZzani u N.

125. Stav. Ako je dato proizvoljno (sli¢no ili ne) preslikavanje 0
nekog sistema Q u sebe sama i, sem toga, jedan odredeni element w u
Q, onda svakom broju n odgovara jedno i samo jedno preslikavanje ¢, od-
govarajuéeg sistema Z,, definisanog u 98, koje ispunjava uslove®

L 4,(Z)<Q,
IL ¢, (1) =,

I ¢,(t")=09¢, (), ako je t<mn, gde oznaka 6¢, ima znaCenje na-
vedeno u 25.

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer:

p. Stav je taCan za n=1. Naime, u tome slucaju sastoji se Z, prema
102 iz jedinog broja 1 i preslikavanje ¢, je zato ve¢ sa II potpuno defi-
nicano i to tako da je I ispunjeno, dok III sasvim otpada.

c. Ako je stav istinit za neki broj n, pokazaéemo da tada on vaZii
za slede¢i broj p=n’, i, StaviSe, poCeCemo sa dokazom da moZe postojati
samo jedno jedino odgovarajuce preslikavanje ¢, sistema Z,. Zaista, ispunjava
li neko preslikavanje ¢, uslove

I,' qu (Zp)<Qy
Ir'. ¢,()=wo,

Imr'. ¢,(m")=60¢,(m), kad je m<p, onda je u njemu, prema 21,
sadrzano i neko preslikavanje sistema Z,, jer je Z,<(Z, (107), koje ocig-
ledno ispunjava iste uslove I, IT, ITII kao i ¢, pa se zato sa ¢, potpuno
poklapa; za sve brojeve sadrzane u Z,, dakle (98) za sve brojeve m, koji
su <p, tj. <n, mora zato biti

¢p (m) T "'!Jn (m)a (m)
odakle kao specijalan sludaj sledi takode
b, (1) = 4, (n); (n)

*) JasnoCe radi sam ovde i u sledeéem stavu 126 posebno naveo uslov I, mada
je on zapravo veé posledica od II i III.
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kako je dalje p prema 105, 108 jedini broj sistema Z, koji nije sadrzan
u sistemu Z,, i kako prema III' i (#) takode mora biti

q)p(p):eq)n(n)’ (p)

to proizilazi talnost naSeg gornjeg tvrdenja, da moZe postojati samo jedno
jedino preslikavanje ¢, sistema Z, koje ispunjava uslove I', IT', III', jer ¢,
je upravo izvedenim uslovima (m) i (p) potpuno svedeno na ¢,. Imamo
samo da pokazemo da, obratno, to sa (m) i (p) potpuno odredeno pres-
likavanje ¢, sistema Z,, zaista ispunjava uslove I’, II', III'. O¢igledno, I’
proizilazi iz (m) i (p) s obzirom na I i na to da je 6 (Q)<{Q. Isto tako,
IT" sledi iz (m) i II, jer je broj 1 prema 99 sadrZzan u Z,. TaCnost za III
sledi najpre, za one brojeve m koji su <<m, iz (m) i III, a za jo§ jedini
preostali broj m=n, proizilazi ona iz (p) i (#n). Time je potpuno ustano-
vljeno da iz taénosti naSeg stava za broj n uvek sledi i njegova tacnost
za sledeéi broj p, Sto je trebalo dokazati.

126. Stav o definiciji indukcijom. Ako su dati neko
proizvoljno (sli¢no ili ne) preslikavanje 6 nekog sistema Q u sebe sama i,
sem toga, neki odredeni element w u €, tada postoji jedno i samo jedno
preslikavanje ¢ brojnog niza N koje zadovoljava uslove

L ¢(M)<Q,
I (D=0,
IML. ¢ (n')=06¢ (n), gde n znadi svaki broj.
Dokaz. Ako zaista takvo preslikavanje ¢ postoji, kako je, prema

21, u njemu sadrZano i neko preslikavanje {, sistema Z,, koje zadovoljava
uslove I, II, III, navedene u 125, to mora biti

Y (1) =1, (n),

jer uvek postoji jedno i samo jedno takvo preslikavanje ¢,. Kako je time
¢ potpuno odredeno, to sledi takode da moZe postojati samo jedno jedino
takvo preslikavanje (uporedi zakljuak od 130). Da, obratno, sa (n) odredeno
preslikavanje ¢ zadovoljava i naSim uslovima I, II, III sa lako¢om sledi
iz (n) s obzirom na svojstva I, II i (p) dokazana u 125, §to je trebalo
dokazati.

127. Stav. Pod ulinjenim pretpostavkama u prethodnom stavu je
(T =04 (T),
gde T znaéi proizvoljan deo brojnog niza N.

Dokaz. Jer, ako ¢ zna¢i bilo koji broj sistema 7, onda se ¢ (T)
sastoji od svih elemenata ¢ (z), a 0¢ (7)) od svih elemenata 0¢ (¢); odatle
sledi nas$ stav, jer je ¢ (z')=0¢ () (prema III u 126).

5
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128. Stav. ZadrZe li se iste pretpostavke i sa 0, oznace lanci (44),
koji odgovaraju preslikavanju 0 sistema Q u sebe sama, tada je

b (V) =6, ().
Dokaz. Pokaza¢emo najpre potpunom indukcijom (80) da je
b (V)<8, (o),
tj. da je svaka slika ¢ (n) takode element od 0, (w). Zaista,

p. taj stav je istinit za n=1, jer je (prema 126, II) ¢ (1)=0w i jer
je (prema 45) o<, (w).

6. Ako je stav istinit za neki broj n, ako je dakle ¢ (n)<0,(»), to
je prema 55 takode 6 (Y (n))<0,(v), tj. (prema 126, III) ¢ (n")<6,(w),
dakle, stav vaZi i sa slede¢i broj m’, $to je trebalo dokazati.

Da dokaZemo dalje da je svaki element v lanca 6,(w) sadrZan u
¢ (N), da je dakle
B, ()< (),

primeni¢emo takode potpunu indukciju, naime stav 59 prenet na Q i pres-
likavanje 0. Zaista,

p. element » je =¢ (1), dakle sadrzan je u ¢ (N).

c. Ako je v Za]edmckl element lanca 0,(w) i sistema ¢ (N), to je
$ (n), gde n znati neki broj, a odatle sledi (prema 126, III) 6 (v)=
Onp(n) ¢ (n"), prema tome je i 6 (v) sadrzano u ¢ (), §to je trebalo dokazati.

Iz dokazanih stavova ¢ (N)<0,(w) i 6,(w)<{¢ (N) sledi (prema 5)
Y (N)=0,(0), sto je trebalo dokazati.

129. Stav. Pod istim pretpostavkama je uopste
& (1) =8, (Y (m)).
Dokaz potpunom indukcijom 80. Jer
p. zbog 128 stav vazi za n=1, jer je ;=N i ¢(1)=o.
c. Ako je stav istinit za neki broj n, to sledi

0 (b (1)) =0 (0, (Y (m));
kako je sada prema 127, 75

' 8 (b)) =1 (1)
i prema 57, 126. III

6.0y (4 () =0,(0¢ (1)) =8, (¥ (n")),
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to proizilazi
b (ny)= 0, (Y (1)),
tj. stav vazi i za broj n’ koji sledi iza n, Sto je trebalo dokazati.

130. Primedba. Pre no §to predemo na najvaznije primene (§ 10
do 14) stava o definiciji indukcijom, dokazanog u 126, vredno je uloZiti
truda da se ukaZe na jednu okolnost kojom se isti bitno razlikuje od
stava o dokazu indukcijom, dokazanom u 80, ili ranije ve¢ u 59, 60, ma
kako blisko i izgledalo da je srodstvo onog i ovog. Naime, dok stav 59
vaZi sasvim uopSte za svaki lanac A;, gde je A4 neki deo nekog sistema
S preslikanog u sebe sama nekim preslikavanjem ¢ (§4), sasvim je druk-
gije sa stavom 126, koji trvdi samo egzistenciju neprotivure¢nog (ili jednoz-
nagnog) preslikavania ¢ prosto beskonatnog sistema 1,. Kada bi se u pos-
lednjem stavu (zadrzavajuéi pretpostavke o €1 6) htelo na mesto brojnog
niza 1, staviti proizvoljan lanac A4, iz nekog takvog sistema S, pa defini-
sati neko preslikavanje ¢ lanca 4, u Q na sli¢an nadin kao u 126, II, III,
tako da

p. svakom elementu a iz A odgovara jedan odredeni iz Q izabrani
element ¢ (a), i

6. za svaki u 4, sadrZani element n i njegovu sliku n'=¢ (n) treba
da vazi uslov ¢ (n')=0¢ (n),

to bi vrlo &esto nastupio sluéaj da takvo preslikavanje ¢ uopste
ne postoji, jer ti uslovi p, 6 mogu dospeti medusobno u protivurecnost
gak i onda, kada se, saobrazno uslovu o, i u uslovu p sadrZana sloboda
izbora unapred ograni¢i. Jedan primer bice dovoljan da se u to uverimo.
Preslikamo li preslikavanjem ¢ u sebe sama sistem S koji se sastoji iz dva
razliGita elementa a i b tako da je o' =b, b’ =a, to je ocigledno a,=b,=S;
neka je dalje sistem €, koji se sastoji iz razliCitih elemenata o, B i,
preslikavanjem 6 preslikan u sebe sama tako da bude 0()=0, 0@ =,
0 (y)—o; traZi li se sada takvo preslikavanje ¢ sistema a, u Q da bude
{ (@)= i, sem toga, da je uvek ¢ (n)=00(n) za svaki u g, sadrzani
element n, to se dolazi do protivurenosti, jer se, za n=a dobija ¢ (b)=0
(¢)=B, a odatle sledi, za n=b, da bi moralo biti Y(@=0 B)=y, a
bilo je ¢ (@)=«

Ali, ako postoji neko preslikavanje ¢ sistema 4, u Q koje bez pro-
tivuretnosti zadovoljava gornje uslove p, 5, onda iz 60 lako sledi da je ono
potpuno odredeno; jer, ako preslikavanje y zadovoljava iste uslove, to je
uopste x (n)=1{ (n), jer taj stav zbog p vaZi za sve elemente n = a sadrZane
u A, i zato, §to kad vaZi za neki element n iz 4,, zbog c mora vaziti i
za njegovu sliku #'.

131. Da rasvetlimo dalekoseZnost naeg stava 126, dodacemo ovde
jedno razmatranje koje je korisno i za druga istraZivanja, na primer, za
takozvanu teoriju grupa.

5
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Posmatra¢emo jedan sistem € ¢iji elementi dopustaju izvesno pove-
zivanje tako da iz jednog elementa v dejstvom nekog elementa « uvek po-
novo nastaje jedan odredeni element istog sistema Q, koji moZemo oznaditi
sa o-v ili v i koji uopSte treba razlikovati od vw. To se moZe shvatiti
i tako da svakom elementu » odgovara jedno odredeno, recimo sa ¢ oz-
naCeno preslikavanje sistema £ u sebe sama, ukoliko svaki element v daje
odredenu sliku & (v) =wv. Ako na taj sistem ( i njegov element «w prime-
nimo stav 126, dok u isti mah tamo sa 0 oznaGeno preslikavanje zamenimo
sa @, to svakom broju n odgovara jedan odredeni, u Q sadrZani, element
¢ (n), koji se sada moZe oznaliti oznakom " i ponekad se n-ti stepen od
®; taj je pojam potpuno definisan uslovima kojima je podvrgnut

I owl=o,
III. "' =wo?,
1 njegova egzistencija je osigurana dokazom stava 126.

Ako je sem toga gornje povezivanje takvo da za proizvoljne elemente
u, v, © stalno vazi o (vp)=(wv)y, tada vaZe stavovi

o =00, "e"=e"0",

Ciji se dokazi mogu lako izvesti potpunom indukcijom (80), pa se mogu
prepustiti Citaocu.

Prethodno opSte razmatranje moguéno je neposredno primeniti na
slede¢i primer. Ako je S sistem proizvoljnih elemenata, a Q odgovarajuéi
sistem Ciji su elementi sva preslikavanja sistema S u sebe sama (36), to se
prema 25 ova preslikavanja daju slagati, Jer ]e v(S)<S, a iz takvih pres-
hkavanja v i o sloZeno preslikavanje vo je i samo opet element od Q.
Sada ¢emo ista¢i jednu jednostavnu vezu koja postoji izmedu tog pojma
i pojma lanca «,(A), definisanog u 44, gde A4 opet znac¢i neki deo od S.
Ako se kratkoce radi sa A, oznali slika w”(A) proizvedena preslikavanjem
w", tada iz III, 25 sledi da je w(4,)=4,. Odatle lako proizilazi potpu-
nom indukcijom (80), da su svi ti sistemi A4, delovi lanca «,(A4); jer

p. to tvrdenje vazi prema 50 za n=1, 1

c. ako ono vaZi za jedan odredeni broj n, tada iz 55 i Ay =w(4,)
sledi da ono vaZi i za slede¢i broj n’, §to je trebalo dokazati. Kako je
dalje prema 45 i 4<{w;(A4), to iz 10 proizilazi da je i iz 4isvih slika 4,
sastavljenl sistem K deo od w,(4). Obratno, kako se (prema 23) oo(K)
sastoji iz w(A4)=4, i iz svih 51stema ®(A4,)=Ay, dakle (prema 78) iz
svih sistema 4,, to je (prema 10) o (K)<K, tj. K je lanac (37) a kako
je (prema 9) A< K, bice, prema 47,1 wy(4)< K. Prema tome je o,(4)=K,
tj. postoji slede¢i stav: Ako je @ neko preslikavanje nekog sistema S u
sebe sama i ako je 4 neki deo od S, tada se lanac od A4, koji odgovara
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preslikavanju o, sastoji od 4 i od svih slika ”(A), koje nastaju ponavljanjem
preslikavanja . Citaocu preporufujeme da se sa ovim shvatanjem lanca
vrati ranijim stavovima 57, 58.

§ 10

Klasa prosto beskonaénih sistema

132. Stav. Svi prosto beskonaéni sistemi su sliéni brojnom nizu N
i stoga (proma 33) i izmedu sebe.

Dokaz. Neka je prosto beskonalni sistem Q ureden (71) preslika-
vanjem 6, i neka je « osnovni element od Q koji se pri tome javlja;
ozna¢imo li ponovo sa 6, lance koji odgovaraju preslikavanju 6 (44), to
prema 71 vazi sledece:

a. 0(Q)<Q.
B. Q=0,(w).
Y. © nije sadrzano u 0 (Q).
c. Preslikavanje 0 je sli¢no.
Ako sada ¢ oznaCuje u 126 definisano preslikavanje brojnog niza N, tada

iz B i 128 sledi najpre
b (N)=Q,

1 zato prema 32 imamo samo da pokazemo jos da je ¢ jedno sliéno pres-
likavanje, tj. (26) da razli¢itim brojevima m, n odgovaraju i razliite slike
¢ (m), ¢ (n). Simetrije radi smemo prema 90 pretpostaviti da je m>n,
dakle m< n,’, pa se stav koji treba dokazati svodi na to da Y (1) nije
sadrzano u ¢ (n,"), dakle (prema 127) nije sadrzano u 6¢ (n)). To ¢emo
za svaki broj n dokazati potpunom indukcijom. Zaista,

p- prema vy taj stav vaZizan=1, jer je ()= i (1)=¢(N)=Q.

o. Ako je stav instinit za neki broj n, onda vaZi on i za sledeéi
broj n'; jer, ako bi ¢ (n'), ti. 6¢ (n), bilo sadrzano u 6y (n,), to bi (pre-
ma § i 27) moralo i ¢ (n) biti sadrzano u ¢ (n,"), dok naSa .pretpostavka
tvrdi upravo suprotno, $to je trebalo dokazati.

133. Stav. Svaki sistem koji je sli¢an jednom prosto beskonanom
sistemu a zato (prema 132, 33) i brojnom nizu N, jeste prosto beskonalan.

Dokaz. Ako je Q neki sistem sli¢an brojnom nizu N, tada prema
32 postoji jedno sliéno preslikavanje ¢ sistema N takvo, da bude

L (N)=Q;
II. §(1)=o.

tada ¢emo staviti
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Oznagimo 1li prema 26 sa 217 obratno, takode sli¢no, preslikavanje sistema

Q, tada svakom elementu v iz £ odgovara jedan odredeni broj ¢ (v)=n,
naime onaj &ija je slika ¢ (n)=v. Kako sada tome broju n odgovara jedan
odredeni sledeéi broj @ (n)=n’, a ovome ponovo odgovara jedan odredeni
element ¢ (n') u Q, to svakom elementu v sistema Q odgovara takode
jedan odredeni element ¢ (n') istog sistema, koji éemo oznagiti sa 6 (v) kao
sliku od v. Time je potpuno odredeno jedno preslikavanje 0 sistema € u
sebe sama,® i, da dokazemo naS stav, pokazacemo da je sa 0 sistem Q
ureden (71) kao prosto beskonatan sistem, tj. da su svi u dokazu stava
132 navedeni uslovi o, B, v, 8 ispunjeni. Najpre je jasno da « neposredno
izlazi iz definicije za 6. Kako dalje svakom broju n odgovara jedan ele-

ment v=1y (n), za koji postaje 0(v)=0(n'), to je uopste

L ¢ (1) =04 (n),

a odatle, u vezi sa I, II, «, proizilazi da preslikavanja 6, { ispunjavaju sve
uslove stava 126; prema tome, B sledi iz 128 i I. Prema 127 i I je dalje

Y(N) =04 (N)=0 (D),

a odatle u vezi sa II i sli¢nod¢u preslikavanja ¢ sledi v, jer bi inale ¢ (1)
moralo biti sadrzano u ¢ (N’), dakle, (prema 27), broj 1 morao bi biti
sadrzan u N’, §to (prema 71. y) nije slu¢aj. Ako su naposletku w, v ele-
menti iz Q, a m, n znafe odgovarajuce brojeve &ije su slike ¢ (m)=u,
{ (n)=v, to prema gornjem iz pretpostavke 0 (w)=0(v) sledi da je b (m')=
{ (n'), a odatle, zbog sli€nosti preslikavanja ¢, ¢ da je m' =n', m=n, dakle,
da je i w=v; prema tome, vaZi i 8, sto je trebalo dokazati.

134. Primedba. Zbog oba prethodna stava 132, 133, svi prosto
beskonadni sistemi &ine jednu klasu u smislu definicije 34. S obzirom na
71, 73, u isto vreme je jasno da svaki stav o brojevima, tj. o elementima
n, preslikavanjem ¢ uredenog prosto beskonatnog sistema N, i to svaki
takav stav, u kome se sasvim apstrahuje posebno svojstvo elemenata 7 a
re¢ je samo o takvim pojmovima koja proizilaze iz uredenja @, zadrZava
opstu vaznost i za svaki drugi preslikavanjem 6 uredeni prosto beskonalni
sistem Q i njegove elemente v, i da se deSava prenoSenje sa sistema N na
sistem Q (na primer, prevodenje nekog aritmetickog stava sa jednog jezika
na drugi) preslikavanjem ¢ posmatranim u 132, 133, koje svaki element
n iz N pretvara u jedan element v iz £, naime u { (n). Taj element v
mo¥e se nazvati n-tim elementom sistema Q, pa je time n-ti broj brojnog
niza N sam broj n. Isto znalenje, koje poseduje preslikavanje ¢ za zakone
u podrudju N, ukoliko za svakim elementom n sledi odredeni element
@ (n)=n', pripada preslikavanju 0, posle posredstvom preslikavanja { izvrSene
transformacije, za iste zakone u podrucju €2, ukoliko za elementom v={ (n),
nastalim transformacijom elementa n, dolazi element 0 (v)={(n'), koji je

*) Ogigledno je 6, prema 25, preslikavanje do{, slozeno iz ¢, 9, .
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nastao transformacijom elementa n’; zato se s pravom moZe re¢i da se o
posredstvom ¢ pretvara u 0, §to se u oznakama izrazava sa 6= Qo{, o= 0J.
Tim primedbama je, kako mislim, u 73 postavljena definicija pojma brojeva
potpuno opravdana. Prelazimo sada na dalje primene stava 126.

§ 11

Sabiranje brojeva

135. Definicija. Pojmljivo je da u stavu 126 izloZzenu definiciju
preslikavanja ¢ brojnog niza N ili ovim odredenu funkciju ¢ (n), pri-
menimo na slu¢aj kada je tamo sa Q oznaleni sistem, u kojem treba da
bude sadrzana slika (&), sam brojni niz N, jer za ovaj sistem Q veé
postoji preslikavanje 0 sistema Q u sebe sama, naime ono preslikavanje o,
kojim je N ureden kao prosto beskonacni sistem (71, 73). Tada je dakle
Q=N, 0(n)=¢(n)=r', prema tome

L $(N)<N,

pa za potpuno odredivanje preslikavanja ¢ ostaje samo jo§ da se povolji
izabere element o iz €, tj. iz N. Uzmemo li o= 1, to ¢ olevidno postaje
identi¢no preslikavanje (21) sistema N, jer su uopste sa ¢ (n)=rn zadovoljeni

uslovi
Y(D=1, $@)=W @)

Treba 1li dakle da proizvedemo neko drugo preslikavanje ¢ sistema N, to
se za «» mora izabrati neki od 1 razliCiti broj m’ koji je prema 78 sadr-
Zan u N’, gde i samo m znaéi neki broj; kako preslikavanje ¢ ocevidno
zavisi od izbora tog broja m, to ¢emo sa oznakom m-+n oznaCiti sliku
¢ (n) proizvoljnog broja n i taj broj éemo zvati suma, koja se od broja
m dobiva sabiranjem broja n, ili, kratko, suma brojeva m, n. Ona je
zato prema 126 potpuno odredena uslovima®

II. m+1=m,
III. m+n"=(m+n).
136. Stav. Vazi m'+n=m+n'.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer

*) Gornja definicija sabiranja, zasnovana neposredno na stavu 126, &ini mi se
da je najjednostavnija. Ali ako se pozovemo na pojmove razvijene u 131, moZemo su-
mu m+n definisati i sa ¢7(m) ili takode sa ¢™(n), gde @ opet ima gornje znacenje. Da
dokaZemo potpuno poklapanje ovih definicja sa gornjim, treba samo da pokazemo da
su ispunjeni uslovi ¢(1)=m’, Y (n)=0Y(n), ako sa Y (n) oznalimo ¢”"(m) ili ™ (n), §to
uz pomo¢ potpune indukcije (80) i pozivanjem na 131 lako uspeva.
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o. stav je istinit za n=1, jer je (prema 135. II)
m+1=m) =m+1)
i (prema 135. III) (m+1) =m+1".

o. Ako je stav istinit za neki broj n, i ako se stavi slede¢i broj n’ =p,
to je m'+n=m+p, dakle (m' +n) =(m+p)’ odakle sledi (prema 135. IlI)
m'+p=m+p’; prema tome, stav vaZi i za sledei broj p, Sto je trebalo
dokazati.

137. Stav. Vazi m' +n=(m+n).
Dokaz sledi iz 136 i 135. IIL.

138. Stav. Vaii 1+n=n'.

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
p. prema 135. II stav je istinit za n=1.

c. Ako stav vaZi za neki broj n, i ako se stavi n’'=p, to je 1+n=p,
dakle i (1+n) =p’, pa zato (prema 135.III) 1+p=p’, tj. stav vaZi i za
slede¢i broj p, §to je trebalo dokazati.

139. Stav. Vazi 1+n=n+1.

Dokaz sledi iz 138 i 135. IL

140. Stav. Vazi m+n=n+m.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
p. prema 139 stav je istinit za n=1.

6. VaZi li stav za neki broj n, to odatle sledi i (m+n) =(n+m),
tj. (prema 135.1I1) m=n"=n+m’, dakle (prema 136) m+n'=n'+m; zato
stav vaZi i za sledeéi broj n’, $to je trebalo dokazati.

141. Stav. Vazi (I+m)+n=1I14+(m+n).
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer

p. stav je istinit za n=1, jer je (prema 135. II, III II) (/+m)+ 1=
=(+m) =1+m=I+(m+1).

6. Vazi li stav za neki broj n, to odatle sledi i (({+m)+n)' =+
+(m+mn))’, tj. (prema 135. III)

(I+m)+n =1+(m+n) =1+(m+n),
dakle stav vaZi i za sledeéi broj n’, Sto je trebalo dokazati.

142. Stav. Vazi m+n>m.
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Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
p. prema 135.IT i 91 stav je istinit za n=1.

c. Vazi li stav za neki broj n, to prema 95 vazi on i za sledeci
broj »’, jer je (prema 135. 1II i 91)

m+n'=(m+n) >m+n,
Sto je trebalo dokazati.

143. Stav. Uslovi m>a i m+n>a-+n jesu ekvivalentni.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer,
p. stav vazi za n=1 zbog 135. I i 94.

o. Ako stav vazi za neki broj n, onda vaZi on i za slede¢i broj n’',
jer je uslov m+n>a-+n prema 94 ekvivalentan sa (m+n) >(a+n), pa
zato i sa

m+n>a+n

prema 135. III, Sto je trebalo dokazati.
144. Stav. Ako je m>a i n>b tada je i
m+n>a-+b.

Dokaz Jer iz nasih pretpostavki sledi (prema 143) m+n>a+ni
n+a>b+a, ili, to je prema 140 isto, a+n>a+b, odakle prema 95
proizilazi stav.

145. Stav. Ako je m+n=a-+n, onda je m=a.

Dokaz Jer, ako m nije —a, dakle prema 90 ili je m>a ili je
m<a, onda je prema 143, saobrazno tome, ili m+n>a+nilim+n<a-+n,
dakle (prema 90) zacelo ne moze biti m+n=a+n, Sto je trebalo dokazati.

146. Stav. Ako je I>n, onda postoji jedan i (prema 145) samo
jedan broj m koji zadovoljava uslov m+n=1.

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer

o. stav je istinit za n=1. Zaista, ako je />1, tj. (89) ako / jeste
sadrZano u N’, dakle je slika m’' nekog broja m, to iz 135. II sledi da je
I=m+1, $to je trebalo dokazati.

6. Ako stav vazi za neki broj n, pokazacemo da on vaZii za sledeci
broj n'. Zaista, ako je I>n', tada je prema 91, 95 takode />n, pa stoga
postoji broj k koji zadovoljava uslov /=k + n; kako je prema 138 isti raz-
licit od / (jer bi inale bilo /=n"), to je on prema 78 slika m’ nekog broja
m, pa je zato I=m’+n, dakle prema 136 i /=m-+n’, Sto je trebalo do-
kazati.
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§ 12

MnozZenje brojeva

147. Definicija. Po$to smo u prethodnom § 11 nasli beskonadan
sistem novih preslikavanja brojnog niza N u sebe sama, prema 126 mozemo
svako od tih preslikavanja opet upotrebiti da nanovo proizvedemo nova
preslikavanja ¢ sistema N. Kad tu stavimo Q=N i 6(n)=m+n=n+m,
gde je m neki odredeni broj, svakako je opet

L $(N)<N,

pa za potpuno odredivanje preslikavanja | ostaje samo jo§ da se povolji
izabere element w iz N. Najjednostavniji slu¢aj nastupa onda kada taj iz-
bor dovedemo u izvesnu saglasnost sa izborom preslikavanja 6, kad stavimo
naime o=m. Kako time potpuno odredeno preslikavanje ¢ zavisi od toga
broja m, to ¢emo odgovarajuc¢u sliku { (n) proizvoljnog broja n oznaditi
simbolom mxn ili m-n ili mn, i taj broj zvati proizvod, koji iz m
nastaje mnozZenjem brojem n, ili kratko proizvod brojeva m, n. Zato
je on prema 126 potpuno odreden uslovima

II. m-1=m,
1. mn' =mn+m.
148. Stav. Vazi m'n=mn+n.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
p. stav je istinit za n=1 prema 147. II i 135. IL.
c. Vazi li sjav za neki broj n, to sledi
m'n+m' =(mn+n)+m'
a odatle (prema 147. III, 141, 140, 136, 141, 147. III)
m'n' =mn+m+m)=mn+(m +n')=
=mn+(m+n")=mn+m)+n =mn' +n;
stav vazi dakle i za sledeéi broj n', $to je trebalo dokazati.
149. Stav. VaZi 1-n=n.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
p. stav je istinit za n=1, prema 147. II.

c. VaZi li stav za neki broj n, to sledi 1-n+1=n-+1, tj. (prema
147. III, 135. II) 1-n'=n', dakle stav vaZi i za sledeéi broj »’, $to je
trebalo dokazati.



Sta su i éemu sluze brojevi? 75

150. Stav. Vazi mn=nm.

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer

. prema 147. 1I, 149 stav vazi za n=1.

6. Vazi li stav za neki broj n, to sledi
mn -+~ m=nm+ n,

tj. (prema 147. III, 148) mn' =n'm, dakle stav vari i za sledeéi broj ',
§to je trebalo dokazati.

151. Stav. Vazi [(m+n)=Im+In.

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer

p. stav je istinit prema 135. 11, 147. III, 147. 11 za n=1.

6. Vazi 1i stav za neki broj n, to sledi

Im+n)+Il=Um+In)+1
medutim, prema 147. III, 135. III jeste
(Im+In)+1=I(m+n) =I(m+n'),
a prema 141, 147. III je
(Im+ln)+l=lm+(lm+l):lm+ln',

prema tome je I(m+n')=In+In, tj. stav vaZzi i za sledeci broj n', §to je
trebalo dokazati.

152. Stav. Vazi (m+n)l=ml+nl.

Dokaz sledi iz 151, 150.

153. Stav. Vazi (Im)n=I(mn).

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer

o. prema 147. II stav vaZi za n—= 1.

6. Ako stav vaZi za neki broj n, to sledi

(Im) n+ Im= 1 (mn) +Im,
tj. (prema 147. III, 151, 147. 111)
(Im) n' =1(mn+m)=1(mn"),

dakle, vaZi stav i za slede¢i broj n', §to je trebalo dokazati,



76 ‘ R. Dedekind

154. Primedba. Ako se u 147 ne bi prihvatila nikakva veza iz-
medu @ i 6, nego bi se stavilo o=k, 0(n)=m-+n, tada bi prema 126
odatle nastalo jedno manje jednostavno preslikavanje § brojnog niza N;
za broj 1 bilo bi ¢(1)=k, a za svaki drugi, dakle u obliku »' sadrZani
broj, bilo bi ¢ (n')=mn+k; jer time biva ispunjen uslov ¢ (n') =04 (n), tj.
Y (n')=m+¢(n) za sve brojeve n, u $to je lako se uveriti kad se u obzir
uzmu prethodni stavovi.

§13

Stepenovanje brojeva

155. Definicija. Ako se u stavu 126 ponovo stavi Q= N, dalje
w=a, §(n)=an=na, to nastaje jedno preslikavanje ¢ sistema N koje opet

ispunjava uslov
L §(N)<N;

odgovarajucu sliku ¢ () proizvoljnog broja n oznadiéemo simbolom a” i
zvati taj broj stepen osnove a, dok se » naziva izloZilac tog
stepena od a. Zato je taj pojam potpuno odreden uslovima

II. al=a,
II. a'=a-a"=a"-a.
156. Stav. Vaii g®"=a".q".
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
p. stav vazi sa n=1, prema 135. II, 155. III, 155. II.
c. Vazi li stav za neki broj n, to sledi
a™t.qg=(am-a") a;
prema 155. III, 135. III je medutim a™".a=a™"’, a prema 153, 155.
I je (a”-a")a=a™(a"-a)=a™-a"'; prema tome je a™" —ag™-g" tj. stav
vaZzi i za sledeéi broj n', $to je trebalo dokazati.
157. Stav. Vaz (a7)*=a™.
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
p. prema 155. II, 147. II stav vaZi za n=1.
6. Vazi li stav za neki broj n, to sledi

(am)n .t = gmn. am;
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medutim je prema 155. III, (a™)*-a”=(a™)*', a prema 156, 147. III,
am™. g™ =qg"™"=g™’'; prema tome je (@) =a™’, tj. stav vazi i za sledeéi
broj n’, §to je trebalo dokazati.

158. Stav. Vazi (ab)y*=a"-b".
Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer
e. prema 155. II, stav vaZi za n=1.

c. Vazi li stav za neki broj n, to prema 150, 153, 155. III sledi ta-
kode (ab)*-a=a(a"-b")=(a-a")b"=a"" -b", a odatlz ((ab)"- a)b= (a*’ - b")b;
prema 153, 155. III je medutim ((ab)"-a)b=(ab)"-(ab)=(ab)"" pa zato

(anl ,bn)b:an’ -(b"-b)——-a”' . bnr;

prema tome je (ab)"’' =a" -b"', tj. stav vazi i za slede¢i broj n’, 3to je
trebalo dokazati.

§ 14

Broj elemenata nekog kona¢nog sistema

159. Stav. Ako je X beskonani sistem, onda se svaki od u 98
definisanih sistema Z, moZe sli€no (tj. sli®no n=kom delu od X) preslikati
u X i obratno.

Dokaz. Ako je sistem X beskonadan, to prema 72 sigurno postoji
neki deo 7 od X koji je prosto beskonaCan, dakle, precma 132 slian
brojnom nizu N, pa j: zato prema 35 svaki sistem Z, kao deo od N ta-
kodo slican nekom delu od 7, dakle nekom delu o X, $to je trebalo do-
kazati.

Ma koliko obrat izgledao jasan, — njegov dokaz je zametniji. Ako
se svaki sistem Z, moZe slino preslikati uw X, onda svakom broju n od-
govara neko takvo sliCno preslikavanje o, sistema Z, da je «,(Z,)<ZX.
Iz egzistencije takvog, kao datog smatranog niza preslikavanja o,, ali o
kome niSta dalje nije pretpostavljeno, izve$¢emo najpre pomocu stava 126
egzistenciju jednog novog niza takvih istih preslikavanja ¢,, koji ima po-
sebno svojstvo, da svaki put, kada je m<n, dakle (prema 100) kada je
Z,<Z,, preslikavanje ¢, dela Z, jeste (21) sadrzano u preslikanju ¢,
dela Z,, tj. da se sva preslikavanja ¢, i ¢, potpuno poklapaju za sve
brojeve sadrzane u Z,, da dakle stalno bude i

‘.bm (m) 7 “I)n (”1)'

Da bismo saobrazno tome cilju upotrebili pomenuti stav, pod Q podrazu-
mevaéemo onaj sistem, €iji su elementi sva uopS$te mogucna slina presli-
kavanja svih sisiema Z, u X, i pomoéu datih, takode u £ sadrzanih ele-
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menta o,, definisaemo na slede¢i nalin jedno preslikavanje 0 sistema
u sebe sama. Ako je 8 neki element iz Q, dakle, na primer, jedno sli€no
preslikavanje odredenog sistema Z, u ¥, tada sistem o (Zw) ne moZe
biti deo sistema B(Z,), jer bi inale sistem Z,, prema 35, bio sli€an ne-
kom delu od Z, dakle, prema 107, nekom pravom delu sebe samog, pa
bi zato bio beskonadan, $to bi protivureéilo stavu 119; zato u Z,» zacelo
postoji neki broj ili postoje razli¢iti brojevi p tako, da o (p) nije sadrZano
u B(Z,); od tih brojeva p uvek ¢emo birati—samo da bismo nesto odredeno
utvrdili—najmaniji broj k (96) i, kako se, prema 108, Z sastojiiz Z, i n',
definisaéemo jedno preslikavanje v sistema Z, time Sto za sve u Z, sadr-
7ane brojeve m, slika y(m) treba da bude =@ (m), i, sem toga, y(@)=
= oy (k); to, otigledno, sli¢no preslikavanje vy sistema Z, u X, smatraemo
sada kao sliku 0 (B) preslikavanja B, pa je time potpuno definisano jedno
preslikavanje 0 sistema ) u sebe sama. PoSto smo u 126 pominjane stvari
Q i 0 odredili, za sa » oznaCeni element iz  izabrademo najzad dato
preslikavanje o, time je prema 126 odredeno jedno preslikavanje ¢ broj-
nog niza N u sistem Q koje ispunjava uslove

I ¢,=a,
L 4w =0(4,),

ako odgovarajuéu sliku proizvoljnog broja n ne ozna&imo sa Y (n) vec sa
{,. Potpunom indukcijom (80) proizilazi najpre da je ¢, jedno sli¢no
preslikavanje sistema Z, u X; jer

e. to je zbog II tatno za n=1, 1

6. ako je to tvrdenje tadno za neki broj n, to iz III i nadina kojim
je vise opisan prelaz § sa 8 na vy, sledi da tvrdenje vaZi i za sledec¢i broj

n', §to je trebalo dokazati. Posle ovoga takode ¢emo dokazati potpunom
indukcijom (80) da, kad je m neki broj, gore nagovesteno svojstvo

by (1) = ()

zaista pripada svim brojevima n koji su =m, pa zato prema 93, 74 pri-
padaju lancu m,; zaista,

e. to je neposredno jasno za n=m, i

6. ako to svojstvo pripada nekom broju n, to iz III i sklopa pres-
likavanja 0 ponovo sledi da ono pripada i broju »’, Sto je trebalo doka-
zati. Posto je i ta posebna osobna naeg novog niza preslikavnja ¢, usta-
novljena, moZemo lako dokazati naj stav. Definisaéemo jedno preslikavanje
y brojnog niza N na taj nacin Sto ¢emo za svaki broj n uzeti kao njegovu
sliku y (n) =4, (n); ocigledno su (prema 21) u tom jednom preslikavanju
y sadrzana sva preslikavanja {¢,. Kako je ¢, bilo jedno preslikavanje sis-
tema Z, u %, to sledi najpre da se brojni niz N preslikavanjem y takode
preslikava u X, da je dakle y(N)<X. Ako su dalje m, n razli¢iti brojevi,
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to se prema 90 sme pretpostaviti da je m<m; prema gornjem je tada
x (M) =14, (m)=1y,(m) iy (®m)=1J,(n); ali kako je ¢, bilo jedno sliéno pres-
likavanje sistema Z, u X, a m, n su razli€iti elementi iz Z,, to je {,(m)
razli¢ito od ¢, (n), dakle i % (m) je razliCito od y(n), tj. z je slicno pres-
likavanje sistema N. Kako je dalje N beskonadan sistem (71), to prema
67 isto vazi za njemu slican sistem y (N), a kako je ¥ (N) deo od X,
prema 68 vazZi to i za X, §to je trebalo dokazati.

160. Stav. Sistem X je konaan ili beskonacan ve¢ prema tome da
li postoji ili ne postoji neki njemu sliGan sistem Z,.

Dokaz. Ako je X konactno, onda prema 159 postoje sistemi Z,
koje nlje moguéno sliéno preslikati u X; kako se prema 102 sistem Z,
sastoji iz jedinog bI‘O_]a 1 pa se zato moze sliCno preslikati u svaki 51stem
to mora postojati najmanji broj k (96), razli¢it od 1, daklo (prcma 78)

, kome odgovara nzki sistema Z, koji nijz moguéno sli¢no pr slikati
u 2 a kako je n<<n’ (91), to postoji neko slino preslikavanje ¢ sistema
Z, u Z; ako bi sada slika ¢ (Z,) bilo samo pravi deo sistema X, kad bi,
dakle postojao neki element o u X koji nije sadrzan u ¢ (Z,), moglo bi
se, kako je (108) Z, =M (Z,, n'), to prcslikavanje ¢ prosiriti na neko
slicno preslikavaje ¢ sistema Z u X na taj nacin Sto se stavi ¢ (n')=ua,
dok medutim prema naSoj pretpostavci 51stem Z, nije moguéno sli¢no
preslikati u 2. Prema tome je ¢ (Z,)=2, tj. Z, i X su sliéni sistemi. Ob-
ratno, ako je nekisistem X slian nekom sistemu Z,, onda je prema 119,
67 sistem 2 konadan, $to je trebalo dokazati.

161. Definicija. Ako je £ neki konadan sistem, onda prema 160
postoji jcdan, a prema 120, 33, i samo jedan jedini broj n, kome odgo-
vara neki sistem Z, sliCan sistemu X; taj broj n zove se broj elemenata
sadrzanih u sistemu X (ili takode grad sistema X), i kaZe se da se sistem
X sastoji od » elemenata, ili da je to sistem od n elemenata, ili da broj
n pokazuje koliko je elemenata sadrzano u X.*) Kada se brojevi upot-
rebaljava]u da tacno iskaZu to odredeno SVOJstvo konacnih sistema, onda
se oni zovu kardinalni brojevi. Cim je izabrano jedno odredeno
slino preslikavanje ¢ sistema Z, kojim nastaje ¢ (Z,)=2X, onda svakom
u Z, sadrzanom broju m (tj. svakom broju m koji je =<n) odgovara jedan
odredeni element ¢ (m) sistema X, i unazad, svakom elementu iz ¥ pos-

redstvom obratnog preslikavanja ¢ odgovara prema 26 jedan odredeni broj
m iz Z,. Vrlo Cesto se svi elementi iz X ozna¢uju jednim jedinim slovom,
na primer, sa o, kojem se kao indeksi dopisuju razli¢iti brojevi m, tako
da se ¢ (m) oznaluje sa «,. KaZe se takode da se ti elementi broje i da
se preslikavanjem ¢ na odreden nain ureduju, i «, se zove m-ti

*) Zbog jasnoce i jednostavnosti, ograni¢iéemo u sledeéem pojam broja samo na
konacne sisteme; kad zato budemo govorili o nekom broju izvesnih stvari, tada time
treba da bude ve¢ iskazano da je sistem, &iji su elementi te stvari, konadan.
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element sistema X; ako je m<n, onda se o, zove element koji dolazi
neposredno za elementom o, a «, se zove poslednji element. Zato se pri
ovom brojanju elemenata, brojevi m opet javljaju kao redni brojevi (73).

162. Stav. Svi sistemi sliéni nekom konaénom sistemu poseduju
isti broj elemenata.

Dokaz sledi neposredno iz 33, 161.
163. Stav. Broj u Z, sadrzanih, tj. onih brojeva koji su <n, jeste n.
Dokaz Jer, prema 32 je Z, slian samom sebi.

164. Stav. Ako se neki sistem sastoji iz jednog jedinog elementa,
onda je broj njegovih elemenata =1, i obratno.

Stav sledi neposredno iz 2, 26, 32, 102, 161.

165. Stav. Ako je T pravi deo nekog konacnog sistema X, onda
je broj elemenata iz T manji od broja elemenata iz X.

Dokaz. Prema 68 je T konacan sistem, dakle sliCan nekom sistemu
Z,, gde m znadi broj elemenata iz T; ako je dalje n broj elemenata iz X,
dakle X je slian sa Z,, onda je prema 35 sistem 7 slican jednom pravom
delu E od Z,, i prema 33 su Z, i E takode medusobom slicni; ako bi
sada bilo n=m, dakle Z,<Z,, to bi, prema 7, E takode bio pravi deo
od Z,, pa bi zato Z,, bio jedan beskonaCan sistem, Sto protivureci stavu
119; prema tome je (prema 90) m<n, Sto je trebalo dokazati.

166. Stav. Ako je = (B, v), gde je B neki sistem od 7 eleme-
nata a y zna¢i neki element iz T koji nije sadrzan u B, onda se I' sas-
toji od »' elemenata.

Dokaz Jer, ako je B={(Z,), gde ¢ znaéi neko slicno preslika-
vanje sistema Z,, to se ono prema 105, 108 mozZe prosiriti na neko sli¢no
preslikavanje § sistema Z,, kad se stavi § (n') =+, i tako nastaje ¢ (Z,) =T,
Sto je trebalo dokazati.

167. Stav. Ako je v jedan element nekog sistema I' koji se sastoji
od n’' elemenata, onda je n broj svih ostalih elemenata iz T

Dokaz. Jer ako B znadi skup svih od y razliCitih elemenata iz T,
to je T=M (B, v); ako je sada b broj elemenata konaCnog sistema B,
onda je prema prethodnom stavu b’ broj elemenata iz I', dakle =n’, odakle
prema 26 sledi takode b=n, Sto je trebalo dokazati.

168. Stav. Sastoji li se 4 od m, a B od n elemenata, i A i B
nemaju zajednikog elementa, onda se I (4, B) sastoji od m+n elemenata.

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer,



Sta su i Cemu sluze brojevi? 81

p. stav je istinit za n=1 zbog 166, 164, 135. II.

c. Vazi i taj stav za neki broj n, onda vaZi oniza sledeéi broj n’.
Zaista, ako je I' neki sestem od ' elemenata, onda se (prema 167) moZe
staviti T =9 (B, v), gde je v neki element, a B sistem od 7 drugih eleme-
nata iz I'. Ako je sada A neki sistem od m elemenata od kojih nijedan
nije sadrzan u T, pa dakle ni u B, i ako se stavi I} (4, B)=2, onda je
prema naSoj pretpostavci m+n broj elemenata sistema X, pa kako vy nije
sadrZano u X, to je prema 166 broj u sistemu M (Z,v) sadrzanih eleme-
nata=(m+n)’, dakle (prema 135, II)=m-+#n'; no kako je, prema 15,
oCigledno M (Z,y) =MW (4, B, Y)=M (A, T), to je m+n' broj elemenata
sistema I (4, I), Sto je trebalo dokazati.

169. Stav. Ako su 4, B konaéni sistemi koji se respektivno sastoje
od m, n elemenata, onda je I (4, B) konadan sistem i broj njegovih ele-
menata je <m+n.

Dokaz. Ako je B<<A, onda je M (4, B)=A i broj m elemenata
toga sistema je (prema 142) <m+n, kako je tvrdeno. Ali, ako B nije
deo od 4, i T je sistem svih onih elemenata iz B koji nisu sadrZani u 4,
onda je prema 165 njihov broj p<n, pa kako je ocigledno

M (4, B)=M(4,T),

to je prema 143 broj m+p elemenata toga sistema <m +n, §to je trebalo
dokazati.

170. Stav. Svaki sistem sastavljen od nekog broja n konaénih sis-
tema je konadaan.

Dokaz potpunom indukcijom (80). Jer,
p. stav je prema 8 za n=1 sam po sebi razumljiv.

o. VaZi li stav za neki broj n, i ako je = sastavljen iz n’ konaénih
sistema, to neka je A jedan od tih sistema a B neka bude sastavljen od
svih ostalih; kako je njihov broj (prema 167)=n, to je prema nasoj pret-
postavci sistem B konacan sistem. Kako je sad ogigledno X — IR (4, B), to
odatle i iz 169 sledi da je i ¥ konadan sistem, 3to je trebalo dokazati.

171. Stav. Ako je ¢ neko preslikavanje nekog konatnog sistema
2 od 7 elemenata koje nije slitno, onda Je broj elemenata slike ¢ ()
manji od .

Dokaz. Izaberemo li od svih onih elemenata iz 2, koji imaju
jednu i istu sliku, uvek samo po jedan jedini, onda je sistem 7 svih tih
izabranih elemenata ogigledno neki pravi deo od X, jer preslikavanje ¢
sistema X nije sliéno (26). Medutim je u isto vreme jasno da (prema 21)
u {§ sadrZano preslikavanje toga dela T jeste sliéno, i da e v(T)=¢ D)
prema tome je sistem ¢ (Z) sli€an nekom pravom delu T od 2, a odatle
sledi na§ stav prema 162, 165.

6
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172. Zaklju&na primedba. Mada je upravo dokazano da je
broj m elemenata sistema ¢ (X) manji od broja n elemenata sistema X,
ipak se u nekim sluajevima rado govori da broj elemenata sistema b(Z)
iznosi n. Naravno, tada se re¢ broj upotrebljava u jednom drugom smislu
nego do sada (161); ako je naime « neki element iz %, i a broj svih onih
elemenata iz ¥ koji imaju jednu i istu sliku ¢ («), to se ista ipak Cesto
shvata jo§ kao predstavnik od a elemenata, koji se bar po svom poreklu
mogu smatrati kao medusobom razliciti, i saobrazno tome se broji kao
a-tostruki element od ¢ (X). Na taj nalin dolazi se do u mnogim slucaje-
vima korisnog pojma sistema u kojima je svaki element snabdeven izvesnim
brojem udestalosti, koji pokazaje koliko puta treba isti radunati kao ele-
ment sistema. U gornjem sluaju bi se kazalo na primer, da je n broj u
ovome smislu brojanih elemenata iz ¢ (X), dok se broj m stvarno razliéitih
clemenata toga sistema poklapa sa brojem elemenata iz 7. Sli¢na odstupanja
od izvornog znatenja nekog strunog izraza, koja nisu niSta drugo do pro-
Sirenja izvornih pojmova, vrlo Cesto se javljaju u matematici; medutim, nije
svrha ovog rada da u to bliZze ulazimo.

OBJASNJENJA UZ PRETHODNU RASPRAVU

Rasprava «Sta su i emu sluZe brojevi?« postala je zadetni¢ka u dva prav-
pravca, za istraZivanje osnova i za aksionati¢ku nauku o mno$tvima. Na znacaj
za istraZivanje osnova nedavno je Hilbert ponovo ukazao (Math. Ann. 104);
detaljna analiza spisa koja poti¢e cd E. Zermel o-a, nalazi se u posmrtnom
slovu od Landau-a (Gott. Nachr. 1917). Koliko je snazno De dekind
uticao na aksiomati¢ku nauku o mnostvima, pokazuje poredenje sa Zer-
melovim aksiomima (Math. Ann. 65), koji su delimi¢no neposredno pre-
uzetiiz Dedekindovih »definicija« (§ 1 spisa). Poznato je da je pri
tome »aksioma o beskona&nom« morala biti postulirana jer Dedekindov
(66) pokusaj dokaza po€iva na protivurecnom pojmu »mnostva svega zamis-
ljivog; isto tako je poznato daseu De d e kin d-ovim razmisljanjima po-
javljuje aksioma izbora (159). I drugi Zerme lov. dokaz stava o dobrom
uredenju moZe se smatrati kao prenoSenje na transfinitnu indukciju ovde datog
dokaza za moguénost potpune indukcije; pri tome je svakako morala u trans-
finitnom veé ovde biti pridcdata aksioma o izboru ostalim aksiomama, koje je
Dedekind implicitno upotrebljavao. Za obi¢nu potpunu indukciju D e-
dekind je mogao to zaobiéi time §to je na raspolaganju imao preslikavanje
koje ulazi u definiciju beskonanog. Stav o »definiciji« potpunom indukcijom
(126), koji prevazilazi »dokaz« potpunom indukcijom, za transfinitno je strogo
razradio J.v. Neumann (Math. Ann. 99). Stav ima narocito primene u
algebri beskona¢nih podrudja, korespondentno tome kako Dedekind
dobija pravila za rafunanje sa celim brojevima pomocu definicije potpunom
indukcijom.

Noether
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O proSirenju jednog stava iz teorije trigonometrijskih redova 85

U ovome $to sledi saopsticu izvesno prosirenje stava da su predstavljanja
u obliku trigonometrijskih redova jednoznacna.

Da dva trigonometrijska reda:

%b0+2(a,, sinnx + b, cosnx)

1 !
—b," +2(a, sinnx+b,’ cosnx),
2

koji za svaku vrednost x konvergiraju i imaju istu sumu, imaju jednake i sve
odgovarajuce koeficijente, pokusao sam da dokaZem u »Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik« (Zurnal za &stu i primenjenu matematiku)
Tom 72, str. 139; u jednoj beleski koja se cdnosi na taj rad pokazao sam dalje
na navedenom mestu, da taj stav ostaje na snazi i kada se za konacan broj
vrednosti x odustane bilo od konvergencije bilo od poklapanja suma redova.

Ovde najavljeno prosirenje sastoji se u tome da se cd konvergencije ili
poklapanja suma redova odustane za beskonacno mnogo vredncsti x u inter-
valu (0,2w), a da stav ostane i dalje u vaZnosti.

U tu svrhu primoran sam, medutim, da prethcdno, makar i samo nago-
veStajem, izloZim razmatranja koja mogu posluZiti da se rasvetle okolnosti
koje se redovno javljaju &im su brojne veliéine date u kona&nom ili beskcnaé-
nom broju; pri tome ¢u do¢i do izvesnih definicija, koje se ovde navcde samo
radi Sto saZetije formulacije najavljencg stava, &iji je dokaz dat u § 3.

§ 1.
Racionalni brojevi ¢ine osnovu za ustanovljivanje Sireg pojma brojne
veliine ; ja ¢u ih nazvati pcdruzjem A (ukljuéujuéi nulw).
Kada govorim o brojnoj veli€ini u §irem smislu, onda je to u prvom redu
za sludaj kada imamo nekim zakonom dat beskonadan niz racionalnih brojeva:
(1) G sty Ut s

koji ima osobinu da razlika an+n—an, sa rastuéim n postaje beskonaéno mala,
ma Sta bio pozitivan ceo broj m, ili, drugim re¢ima, da za povolji uzeto (po-
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zitivno, racionalno) € postoji ceo broj n; tako da je (@n+m—an) <e, C¢im je
n=ny, pri éemu je m bilo koji pozitivan ceo broj.

Tu osobinu niza (1) iskazacu sledeéim regima: »Niz ((1) ima cdredenu
granicu b. Ove redi, dakle, nemaju isprva nikakav drugi smisao do da iskaZu
gornju osobinu niza; okolnost, $to za niz (1) vezujemo poseban znak b, po-
vla&i da za razliite takve nizove treba stvoriti i razli¢ite oznake b, b’, b, . . . .

Ako je dat drugi niz:

(1') &, @5 ing By vun

n

koji ima cdredenu granicu b, onda nalazimo da izmedu nizova (D i(1") uvek
postoji jedna cd tri veze koje se uzajamno iskljuCuju: 1. ili ap—a,’ postaje
beskona&no malo kad » raste; 2. ili a,—a»’ postaje, pocev od izvesnog n, stalno
veée od jedne pozitivne (racionalne) veli¢ine <; 3. ili an—an’ ostaje, pcéev cd
izvesnog n, stalno manje cd jedne negativne (racionalne) veli€ine —e.

Ako nastupi prva veza, stavicu

b=>b',

kod druge veze stavicu b>b’, a ked trece b<b/,

Isto tako nalazimo da niz (1), koji ima granicu b, poseduje samo jednu
od sledec¢e 3 veze sa racionalnim brojem a:

1. 1li @, — a postaje beskona¢no malo kad n raste; 2. ili a,—a ostaje,
potev od izvesnog n, uvek veée cd jedne pozitivne (racionalne) veli€ine ¢;
3.1ili @, — a ostaje, podev cd izvesnog n, uvek manje cd jedne negativne (ra-
cionalne) veliine —e.

Da bismo iskazali postojanje tih veza, stavicemo redom:
b=a, b>a, b<a.

Iz tih, i definicija koje cdmah slede, dobija se kao posledica, da ako je b
granica niza (1), onda b—a, postaje beskona¢no malo kad n raste; ovim, pored
toga, naziv »granica niza (1)« za b dobija izvesno opravdanje.

Oznadimo sa B skup brojnih veli¢ina b.
Pomoéu gornjih postavki moguéno je prosiriti elementarne operacije,
koje se izvode sa racionalnim brojevima, na oba pcdrucja 4 i B uzeta zajedno.
Ako su naime, b, b’, b"’ tri brojne veli¢ine iz B, onda formule
b+b =b", bb'=b", blb'=>b"
iskazuju da medu nizovima
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koji odgovaraju redom brojevima b, b’, b”’, postoje veze
lim (a,+a, —a,”)=0,
lim (a,a, —a,”’)=0,
lim (a,/a, —a,’’)=0,

gde, prema prethodnom, nema potrebe da blize ulazim u znaenje oznake
lim. Sli¢ne definicije uvede se u sludajevima kada jedan ili dva cd tri broja
pripadaju pcdrudju A4.

Na taj nadin ée, u opstem sludaju, svaka pomoc¢u kona¢no mncgo ele-
mentarnih operacija formirana jednacina

Fb,bb', ..., b®)=0

izraZavati neku odredenu vezu koja postoji medu nizovima preko kojih su
date brojne veli¢ine b, b', b"’, ..., b®®

Podrugje B nastalo je iz podrudja 4; na sliCan nacin, cno, zajedno sa
pcdrudjem A4, proizvcdi novo podrucje C.

Ako je naime
) By gl (e bl

beskonadan niz brojnih veli¢ina iz pcdrudja 4 i B, koje ne leZe sve u podrudju
A, i ako taj niz ima osobinu da byn—by postaje beskcnaéno malo kada n
raste, ma §ta bilo m, osobinu, koja je prema prethcdnim definicijama pojmovno
nesto sasvim cdredeno, onda ¢éu za taj niz kazati da ima cdredenu granicu c.

Brojne veli¢ine ¢ obrazuju pcdrudje C.

Definicije jednakog, veéeg i manjeg, kao i elementarnih operacija kako
medu velid¢inama c, tako i izmedu njih i veli¢ina iz podru¢ja B i A4, daju se.
analogno prethodnom.

Tako se time podrudja Bi C donekle uzajamno poklapaju, bitno je u ovde
izloZenoj teoriji (u kojoj se brojna veli¢ina, isprva nestvarna sama po sebi,
javlja samo kao sastavni deo stvarnih stavova, na primer, stava da cdgcvara-
juéi niz ima za granicu tu brojnu veli€inu) &vrsto se drZati pojmovne razlike
izmedu pcdrudja Bi C, jer veé izjednadavanje dveju brojnih zveli¢ina b, b" iz B
ne ukljuduje njihovu identiénost veé izraZava samo jednu cdredenu relaciju
koja postoji medu nizovima na koje se one cdnose.

*) Ako na primer, neka jednagina p-tog stepena sa celim koeficijentima: f (x)=0,
ima realan koren «, onda to u opstem sluéaju ne znadi nista drugo nego da imamo niz

7 D PR S

oblika niza (1), za &iju smo granicu izabrali oznaku o, koji sem toga ima osobinu da je
lim f(a,)=0.
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Iz podruéja C i prethcdnih na analogan nacin proizilazi neko podrucje
D, iz ovoga E, itd.; posredstvom A takvih prelaza (ako se prelaz od 4 na B
smatra kao prvi) dospeva se do nekog podruéja L brojnih veli¢ina. Ako za-
mislimo da je cd podrucja do pcdrudja sproveden lanac definicija za jednako,
veCe, manje i za elementarne operacije, tada se podrucje L ponaSa prema
prethodnim, iskljucujuéi 4, tako da se brojna veli¢ina / uvek moZe izjednaciti
sa nekom brojnom veli¢inom %, i,... , ¢, b i obrnuto.

Na oblik takvih izjednacavanja moguéno je svesti rezultate analize (izuzev
malog broja poznatih slucajeva), iako (§to ovde neka bude dotaknuto samo
s obzirom na one izuzetke) pojam broja, kako je ovde razvijen, nosi u sebi
klicu za nuZno i apsolutno beskonacno proSirenje.

Kada je u podrudju L data brojna velidina, izgleda korisno da se poslu-
Zimo izrazom: ona je data kao brojna velicina, vrednost ili granica \-te vrste
odakle je jasno dase reéima brojna vrednost, velicinaili granica uopste sluzim
sa jednakim znacenjem.

Prema ovde nagoveStenoj teoriji, strogo uzevsi, neka jednacina F (I, I',

..., 1®)=0, formirana posredstvom konaéno mnogo elementarnih ope-
racija od brojeva [, I',... , [I® izrazava odredeni cdnos izmedu p-+1, u
opStem slucaju A-tostrukih beskonacnih nizova racionalnih brojeva; to su nizovi
koji proizilaze iz jednostruko beskonacnih nizova na koje se veliine [, I, . . . [®
najpre odnose, kad se u njima elementi zamene njihovim odgovavaju¢im ni-
zovima, zatim se na isti naéin postupi sa tako nastalim u opstem sluéaju dvo-
struko beskonadnim nizovima i taj se postupak nastavlja tako dugo dok se
ne pojave samo racionalni brojevi.

Za sebe zadrZzavam da se drugom prilikom vratim iscrpnije na sve ove
okolnosti. Isto tako nije ovde mesto da zalazim u to kako u ovome § izloZene
definicije i operacije mogu korisno posluZiti infinitezimalnoj analizi. Pa i ovo
§to sledi, gde se izlaZe veza brojnih veliina sa geometrijom prave linije, ogra-
nidava se gotovo samo na nuzne stavove, iz kojih, ako se ne varam, sve ostalo
moZe biti izvedeno posredstvom C&isto logi¢kog izvodenja dokaza. Radi po-
redenja sa § 11 § 2 neka bude pomenuta 10. knjiga »Euklidovih elemenata,
koja je merodavna za predmet koji se u tim paragrafima obraduje.

§ 2.

Tagke prave linije odreduju se pojmovno tako §to se, posto je utvrdena
jedinica mere, daju njihova rastojanja, apscise, od jedne utvrdene tacke O
prave linije, sa znakom + ili —, ve¢ prema tome da li uocena tacka leZi u
(unapred utvrdenim) pozitivnom ili negativnom delu prave u odnosu na tac-
ku O.

Ima 1i to odstojanje racionalan odnos prema jedinici mere, onda se ono
izraZava brojnom veli¢inom iz podruéja 4; u protivnhom sludaju, kada je re-
cimo tacka poznata posredstvom neke konstrukcije, uvek je moguéno navesti
niz

@)) Ay Agiyrtisosy Qo570 ns
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koji ima u § 1 opisanu osobinu, a prema dotiénom rastojanju takav odnos da
se tacke prave, kojima pripadaju rastojanja a;, a2, . . . , an, ... ,sarastuéim
n beskonaéno blizu primicu tacki koju treba cdrediti.

To izraZzavamo na taj nacin $to kaZemo: Rastojanje od tacke O tacke koju
treba odrediti jednako je b, gde je b brojna velicina koja odgovara nizu (1).

Potom se dokazuje da su vece, manje i jednako kod poznatih rastojanja
u skladu sa u § 1. definisanim ve¢im, manjim i jednakim kcd odgovarajuc¢ih
brojnih veli€ina, koje ta rastojanja cdreduju.

Da sada isto tako i brojne veli¢ine iz podru¢ja C, D, ... mogu cdre-
divati poznata rastojanja, sleduje bez teskoée. Medutim, da bismo naéinili
potpunom u ovom § izloZenu vezu podrudja u § 1 definisanih brojnih veli¢ina
sa geometrijom prave linije, moramo prirdcdati jo§ jednu aksiomu koja se
prosto sastoji u tome §to i obrnuto svakoj brojnoj veli€ini cdgovara jedna cd-
redena tacka prave, Cija je koordinata jednaka toj brojnoj veli¢ini i to jednaka
u onom smislu koji je u ovom § objasnjen*.

Nazivam taj stav aksioma jer u njegovoj prircdi je da se uopSte ne moZze
dokazati.

Njome, naknadno, brojne veli€ine dobijaju izvesnu stvarncst, cd kcje
su one, ipak, sasvim nezavisne.

Prema gornjem izlaganju, jednu tacku prave smatracu odredenom, kada
Jje njeno rastojanje od O, snabdeveno pripadajuéim znakom, dato kao brojna ve-
licina, vrednost ili granica \-te vrste.

Pristupajuéi blize naSem pravom predmetu, sada ¢emo razmotriti cd-
nose koji nastaju &im su brojne veli¢ine date u konaénom ili beskonatnom
broju.

Prema prethcdnom moZemo zamisliti da su brojne veli¢ine dodeljene
tatkama neke prave. O¢iglednosti radi (a ne $to bi to za stvar bilo bitno), u
sledeéem ¢emo se posluZiti tom predstavom i, kada budemo govorili o tackama,
stalno ¢emo u oku imati vrednosti kojima su one date.

Dati kona&an ili beskona&an broj brojnih veli¢ina ¢u, kratkcée radi,
zvati skup vrednosti, a shcdno tome zvacu skup tacaka dati konacan ili bes-
konadan broj taaka prave. Ono $to ¢e u sledecem biti receno o skupovima
tadaka, moZe se prema kazanom neposredno preneti na skupove vrednosti.

Ako je u nekom konaénom intervalu dat skup tacaka, onda je sa tim u
opstem sludaju dat drugi skup tadaka, sa ovim u opstem slucaju je dat treéi,
itd., koji su bitni za shvatanje prircde prvog skupa tacaka.

Za definiciju tih izvedenih skupova tacaka moramo najpre izloZiti pojam
granicne tacke skupa tacaka.

*) Prema tome, svakoj brojnoj veli¢ini odgovara jedna odredena tacka, ali jednoj
tacki odgovara beskona¢no mnogo jednakih brojnih veli¢ina kao koordinate u gornjem
smislu; jer, kao §to je gore ve¢ nagovesteno, iz Cisto logi¢nih razloga sleduje da jednakim
brojnim veli¢inama re mogu odgovarati razli¢ite tacke i da razli¢itim brojnim veli¢inama kao
koordinatama ne moze odgovarati jedna i ista tacka.
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Pod grani¢nom tadkom skupa P tadaka pcdrazumevam tacku prave sa
takvim poloZajem da se u svakoj njenoj okolini nalazi beskonano mnogo
tadaka iz P, pri éemu se moZe desiti da, sem toga, ona takode pripada tom sku-
pu. Neka ovde pod okolinom neke tacke bude smatran svaki interval koji
tu tadku sadr¥i u svojoj unutrasnjosti. Tada je lako dokazati da skup koji se
sastoji od beskona&nog broja tadaka uvek ima bar jednu grani¢nu tacku.

Postoji sada odreden odnos svake tatke prave prema datom skupu P
u smislu da ona jeste ili nije grani¢na tacka tog skupa, pa je zato za skup P
pojmovno vezan skup njegovih grani¢nih tafaka, koji cemo oznaciti sa P’
i zvati prvi izvodni skup tacaka skupa P.

Ako se skup P’ tadaka ne sastoji samo cd kona¢nog broja tacaka, onda
on takode ima izvcdni skup P tacaka, kcji ¢u zvati drugi izvod skupa P.
Posredstvom v takvih prelaza dolazi do se pojma v-togizvcdnog skupa PO
skupa P.

Ako se na primer skup P sastoji iz svih tadaka prave koje imaju racionalne
apscise izmedu 0 i 1, ukljudujuéi ili iskljuéujuci te granice, cnda se izvcdni
skup P’ sastoji cd svih tadaka intervala (0, 1) uklju€uju¢i granice 01 1. Ovde
se sledeéi skupovi P”’, P’"’,... , poklapaju sa P’. Ili, ako se skup P sastoji
iz tadaka &je su apscise 1, 1/,,4/5,... , /,,..., onda se skup P’ sastoji iz
jedne tacke 0 i sam nema izvcda.

MoZe se desiti, a to je sluéaj koji nas ovde iskljudivo zanima, da se posle v
prelaza skup P® sastoji iz konagnog broja taaka, dakle da ovaj nema iz-
vednog skupa; u tome sludaju nazvacemo polazni skup P tzCaka skup v-te
vrste, cdakle sledi da sutada P', P, ... ,skupovi (v—1)-ve, ("—2)—ge, ...,
vrste.

Pri takvom nadinu shvatanja, pcdru&e svih skupova cdredene vrste
smatra se kao poseban rcd (genus) u okviru svih skupova tacaka koji se mogu
zamisliti, a u tome rcdu posebnu vrstu sadinjavaju skupovi v-te vrste.

Primer skupa v-te vrste pruza ve¢ jedna jedina tacka, ako je njena aps-
cisa data kao brojna velidina v-te vrste, koja ispunjava izvesne uslove koje je
lako postaviti. RazloZimo li naime tu brojnu veli¢inu na ¢lanove ((v—1)-ve
vrste) niza koji joj cdgovara, a te ¢lanove ponovo razloZimo na clanove (v—2)
-ge vrste) koji ih sadinjavaju, itd., dobi¢emo na kraju beskonacan broj racic-
nalnih brojeva: zamislimo li skup tadaka koji cdgovara tim brojevima, onda
je to skup v-te vrste®.

Posle tih priprema u stanju smo sada da u slede¢em § ukratko izloZimo
i dokaZemo najavljeni stav.

§ 3.

TEOREMA : Ako je data jednacina oblika
@ 0=C,+Cy+ + =+ + Gyt v = -,
*) Mozda zasluzuje da jos izriGito bude istaknuto da to nije uvek slu¢aj.Skup koji na

gornji nadin proizilazi iz jedne brojne veliCine v-te vrste, moZe u opstem slucaju biti kako
niZe tako i viSe od v-te vrste ili ak i ne biti odredene vrste.
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gde je
C,=(1/2)d,, C,=c, sin nx+d, cosnx

za sve vrednosti x izuzev onih koje odgovaraju tackama nekog u intervalu (0,27)
datog skupa P v-te vrste, gde je v povolji velik ceo broj, tada je

d,=0, ¢,—d,=0.

Dokaz. Kada je re¢ o skupu P, kao $to e se videti iz toka izlaganja, u
ovom dokazu mi imamo u vidu ne samo dati skup v-te vrste iznimnih tacaka
u intervalu (0,27), nego onaj skup koji periodiénim ponavljanjem toga skupa
nastaje na &itavoj beskonacnoj pravoj.

Posmatrajmo seda funkciju

F(x)=Cyxx[2—C,—C,/4— - - - =C,[nn— - - -.

Iz prircde skupa v-te vrste tadaka lako sleduje da mora postojati neki interval
(¢, B) u kojem ne leZi nijedna tatka skupa P; zbog pretpcstavljene konvergen-
cije nadeg reda (I) bice dakle za sve vrednosti x u tom intervalu:

lim (¢, sinnx +d,, cos nx) =0,
pa je prema jednom poznatom stavu (vidi Annalen, Bd. 1V, strana 139):
lim ¢,=0, limd,=0.

Funkcija F(x) ima zato sledec¢e osobine (vidi: Riman (Riemann), 0 mogué-
nosti predstavljanja funkcije trigonometrijskim redem, § 8):

1) Ona je neprekidna u blizini svake vrednosti za x.

2) Vazilim (F (x+o)+F (x—o)—2 F (x))/ax=0, kada je lim «=0, za sve vred-
nosti x izuzev onih koje cdgovaraju tackama skupa P.

3) Vazi lim F (x+o)+F (x—a)—2 F (x))/2=0, kad je lim «=0, za svaku vred-
nost x, bez izuzetka.

Pokazadu sada da je F(x)=cx+c'.
U tu svrhu posmatraéu najpre neki interval (p, g) u kome leZi samo ke-

nadan broj tadaka skupa P; neka te tatke budu oznacene sa x,, Xi,... , X
prema njihovom redosledu.

Tvrdim da je u intervalu (p, g) funkcija F (x) linearna; jer, zbog osobina
1) i 2), F(x) je linearna funkcija u svakom cd intervala na koje se interval
(p, q) deli tatkama xj, X,,... , X,; kako naime izuzetne tacke ne padaju
u nijedan od tih intervala, to ovde vaZe zakljucci primenjeni u na pocetku
ovog ¢lanka citiranom radu (vidi Zurnal za &istu i primenjenu matematiku,
Tom 72, str. 159); ostaje zato samo da se jos dokaZe identi¢nost tih linearnih
funkcija.

To ¢u udiniti za po dve susedne i u tu svrhu izabracu one iz dva intervala
(x(): xl) i (xls x2)'

r
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U (x,, x1) neka je F (x)=kx—+1.

U (x1, x3) neka je F(x)=k" x+I'.

Zbog (1) je F(x;)=kx1+/; za dovoljno male vrednosti « je dalje
F(x;+a)=K (x;+a)+1I'; F(x1—o)=k (x;—o)+1L

Zbog (3) imamo dakle:

lim ((k" — k) x;+I'—/4o (K'—k))/2=0, kad je lim =0, §to je moguéno
samo kada je:
k=k/, "=l

Preglednosti radi taj ¢emo rezultat posebno istadi:

(A) »Ako je (p, q) neki interval u kome leZi samo konacan broj tacaka
skupa P, onda je funkcija F (x) linearna na tome intervalu«.

Posmatraéu dalje neki interval (p’, ¢') koji sadrzi samo konafan broj
tacaka x,’, x;’,... , x,/ prvog izvcdnog skupa P’; i tvrdim najpre da je u
svakom od pojedinih intervala-delova, na koje se interval (p, ¢) deli tatkama
x,’, xi’,... , na primer u intervalu (x,’, x;"), funkcija F (x) linearna.

s t
el ——1,

0 v x X, q

Jer svaki cd tih pojedinih intervala-delova sadrzi dcduSe, u opStem
sluCaju, beskonaéno mnogo tadaka iz P, tako da rezultat (A) ne moZe na njega
neposredno da se primeni; umesto tcga, svaki interval (s, ¢), koji potpuno
pada u interval (x,’, x;"), sadrZi samo konadan broj tacaka iz P (jer bi inade
izmedu x,, i x;" bilo jo§ drugih tacaka skupa P’), pa je dakle zbog (A) funk-
cija linearna na (s, ¢ ). Ali kako se krajnje tacke s i ¢ povolji blizu mogu prib-
liziti tackama x,’ i x;, bez daljeg zakljudujemo da neprekidna funkcija F (x)
jeste linearna i na (x,’, x1").

Nakon $to je to dokazano za svaki od intervala delova cd (p’, ¢'), istim
onim zakljuécima koji su doveli do rezultata (A), dobija se sledece:

(A") «dko je (p', q') neki interval u kome leZi samo konacan broj tacaka
skupa P’, onda je funkcija F (x) linearna u tome intervalu«.

Dokaz se dalje odvija u tome smislu. Ako se naime jednom utvrdilo da
je F (x) linearna funkcija u nekom intervalu (p®, g¢®) koji sadrzi samo ko-
nacan broj tacaka iz k-tog izvodnog skupa P® skupa P, onda se dalje zakljucuje
isto tako kao kod prelaza od (A) na (A'), da je F (x) linearna funkcija i na nekom
intervalu (p%+D, g®&+D) koji u sebi sadrZi samo konacan broj tacaka (k-+1)-og
izvodnog skupa P*+D,

Posredstvom konacénog ‘broja prelaza zakljucujemo tako da je funkcija
F (x) linearna u svakom intervalu koji sadrzi samo konadan broj taaka skupa
P®. Medutim, kao §to je pretpostavljeno, skup P je v-te vrste, pa zato pro-
izvoljno uzeti interval (a, b) na pravoj sadrZi uopste samo konadan broj tadaka
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iz P™. Zato je funkcija F (x) linearna na proizvoljno uzetom intervalu (a, b)
i, kao $to je lako videti, za F (x) sledi odatle oblik: F (x)=cx-c’ za sve vred-
nosti x. Nakon §to smo to uradili, dokaz dalje te€e na isti nacin kao i u ve¢
dvaput citiranoj raspravi i to poGev od onog trenutka kada je u toj raspravi
za funkciju F (x) takode dokazan linearan oblik.

Ovde dokazanom stavu moZe se dati i sledeci oblik:

»wPrekidna funkcija f (x), koja je razlicita od nule ili neodredena za sve
vrednosti x koje odgovaraju tackama nekog u intervalu (0,2w) datog skupa P
v-te vrste, a za sve ostale vr ednostz X je jednaka nuli, ne moZe se predstaviti trigo-
nometrijskim redom«.

Hale, 8. novembra 1871.
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Knj.

14.

15.

KLASICNI NAUCNI SPISI

1949. 8°, str. 66
. 1950. 8°, str. 29
1953. 8°, str. 48
1953. 8°, str. 31
1953. 8°, str. 58
1955. 8°, str. 56
1955. 8°, str. 58
1955. 8°, str. 44
1956. 8°, str. 48
1956. 8°, str. 19
1957. 8°, str. 64

. — Euklidovi elementi —
. — Euklidovi e’eneati —
. — FEuklidovi elementi —
— FEuklidovi elexenti —
— Euklidovi elementi —
— FEuklidovi elemeati —
— Euklidovi elemeati —
— FEuklidovi elementi —
— Euklidovi elementi —
— Euklidovi elemeati —
. — Euklidovi elementi —
— Euklidovi elemeati — 1957. 8°, str. 58
. — Euklidovi elementi — 1957. 8°, str. 80

Preveo i komentar dodao ANTON BILIMOVIC
Svih 13 knjiga povezano je u jednu knjigu.
Pogovor napisao ANTON BILIMOVIC.
— D. Hilbert, Osnove geometrije. — B. 1957. 8°, str. 232
Preveo sa osmog nemackog izdanja Z. GARASANIN

PRI ER B W R W

— Lobadevski, Geometrijska ispitivanja iz teorije
paralelnih linija. — B. 1951. 8°, str. 81
Preveo i napomene dodao BRANISLAV PETRONIJEVIC

(drugo prosireno izdanje).

NOVA SERIJA

Knj. 1(16) — Ruder Boskovi¢, O zakonu kontinuiteta

i njegovim posledicama u odnosu na osnovne
elemente materije i njihove sile. — B. 1975. 8°, str. 170

S latinskog prevela DARINKA NEVENIC-GRABOVAC
Predgovor i komentar napisao i prevod strucno redigovao

ERNEST STIPANIC

Tehni¢ki urednik: Milan CAVCIC






