
































































































































































































































Analogni elektronski raCunari i 111 

Ako taj da se pre10mne ta­

na1aze funkc1ji f(X) + (s1. 111 funkc1-

f(X) - (s1. u zav1snost1 od toga da 11 funk­

f(X) konveksna 111 konkavna, da pravo11n1jsk1 

---

I 
I 
I 
I 
I 
I 

f(X>-&! 
I 

·1 . 

51. 5.1.2. 5egmentna pravo11nijska aproksimacija 

funkcije sa znaka 
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за kojina зе aproks1mira funkcija f(X) u pojedin1m 1nterva11-

та dodiruju funkciju, u prvom slu~aju f(X) - б, а u druqam 

f(X) + б, tada је ocigledno д~ qreska pri1ikom aproks1macije 

iznosi 2б. Prema tame, slicn1m razmatranj1ma, za duz1nu kora­

ka h j , prema (5.1.5) dobi11 bismo 

(5.1.6) 

u ovom slucaju qreska pri1ikom aproksimac1je funkcije f(X) 

menja ае u ораечu ±б, dok зе duz1na koraka aproksifflac1je pove-

6ava .f2 pu ta. 

U praksi, kada зе koristi ova aproksimacija, cesto је zqodno da 

зе konstruise kriva drugoq 1zvoda funkc1je koju treba aproksim1-

rati. Odаеёс! ћј зе sada odredjuju па taj nacin §to зе polaz1 

од odsecka u kojem је vrednost druqoq izvoda najve6a, а prema 

(5.1.5) 111 (5.1.6). 

АХо је funkcija f(X) data u obliku kr1ve, i1i tablice parova 

vrednost1 za Х i У, ра је nala!enje druчoq izvoda skopcano sa 

ve1ikim tesk06ama 1 greskama, tada зе ova aproksimac1ja izvodi 

graf1~k1. Graficka зе metoda sastoji u tome sto se pored funkc1-

је f(X) nacrtaju јоА i funkcije f(X) + б 1 f(X) - ~ u ро­

ve6anoj razmer1. Zat1m se, po1aze6i od tacke Хо' pov1aci 1z10-

m1jena linija koja весе kr1vuf(X), а dod1ruje 111 зе pre1ama 

па krivoj f(X) + б, odnosno krivoj f(X) - б. Ta~ke prelama­

nja Х., У. sada se ocitavaju ва crteza, а pravo1inijski зеч-
) ) 

ment1 izmedju njih odredjuju korake Ьј • 

Uko1iko зе koristi aproks1macija kod koje 6 ne menja znak, 

onda зе aproksimacija vrsi па taj nacin, sto se tacke Хј , Уј 

na1aze tako da po1aze6i od tacke Хо' tet1va 1zmedju susednih 

dveju tacaka dodiruje krivu f (Х) .+ б, odnosno krivu f (х) - б. 

5.2. Potenciometarski generatori funkcija 

Naponsko podesavanje zeljene Сunkcјје 

Jedan од nac1na gener1ranja funkcijc У = f(X) koristi potenci­

ometar koji је naprav1jen tako da duz otpornoq te1a ima 1zvode 
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па jednaktm rastojanjima (51. 5.2.1). Broj ovakv1h 1zvoda zav1-

+U 

у, 

х о 

~ 
н D--ГO-----.::()-- У=Т(.) 

~ y" •• ~ 
-џ -

УП 
51. 5.2.1. Potenc1ometarsk1 generator funkcija 

з1 od konstrukcije potenciometra. Kod savremenih racunara nајсе­

зсе зе koristi 19 1zvoda pored dva.krajnja, tako da је poten­

ciometar pode1jen u 20 otpornih segmenata. 

Ovakav potenciometar зе stav1ja па osovinu jednog servomnozaca 

koj1 pokrece klizac potenciometra, u zavisnosti оа u1a,zne funk­

cije х. 

Da Ы зе па takvom generatoru postavi1a neka funkcija У Е f(X) , 

zadata u interva1u Хс ~ Х ~ Xn ' pod~1i зе interval [~o' xnJ 

па 20 ekvid1stantnih seqmenata, zatim зе za svako Хј (ј = 

О, 1, 2, ••• , 20) izracunaju vrednosti za У. (ј = О, 1, 2, 
Ј 

••• , 20). Ovako dobijene vrednosti (з1. 5.2.2) postav1jaju зе 

kao odgovarajuci nароn! па izvode potenciometra obe1ezene за 

Уј (ј = О, 1, 2, ••• , 20). Na taj nacin је funkcija postav1je­

па па generator. Лkо зе sada klizac potenciometra krece duz ot­

pora potenciometra, onda се зе па njemu za svako Х jav1jati 

nароn у = r(x). Ovde је potrebno da зе napomene аа зе izmedju 

pojedinih izvoda па potenciometru funkcija menja pravolinijski, 

ра зе pri1ikom izracunavanja pojedinih napona, koje treba роз­

taviti па izvode, mora voditi racuna о greski, о kojoj је Ы10 

reci u predhodnom ode1jku. 
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Postav1janje pojedinlh vrednosti 

se роmоси posebnih potenclometara 

У. (ј = О, 1, ••• , 20) vrsl 
Ј 
Р ј (ј = О, 1, ••• , 20), а 

V 

Х20 Х 

VS 

У, У2 VS У,о v's 
1111 Т ТЈ 1 Т!: 1 Т Ј I! Ј I 1 

~~[::::::::::::::::.;~::::::::::::::::::~~Y20 
---·У=Т(х) 

51. 5.2.2. Prlnclp postav1janja funkcije па 

potenclometarskom generatoru 

prema semi datoj па s1ici 5.2.3. Prekldaci 5ј (ј = О, 1, ••• , 

20) s1uze da odrede znak odgovarajuce vrednostl za Уј. Postav-

+U------. 
-u ----+-...., 

о 

51. 5.2.3. sema postav1janja funkclje па potenclometarskom 

generatoru 
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1janje nароnа Уј mora biti paz1jivo izvedeno. Stoqa зе treba, 

pri1ikom postav1janja ovih napona, pridrzavati uputstava, koja 

ве uz ovakav qenerator funkcija dobijaju, а вато postav1janje 

treba neko1iko puta kontro1isati snimanjem krive У = [(Х) • 

Uproscen nacin prikazivanja ovoq generatora" funkcija dat је па 

slici 5.2.4. 

+и 

х о 
I SM5 D ~(.) 

:!:11 ---у- У=-Т(х) 

-и 

Sl. 5.2.4. Graficki simbo1 za potenciometarski generator 

funkcija 

Treba/ napomenuti daako se па krajeve ovog generatora obe1ezene 

sa +U i -U dovede neka funkcija +Z i -Z, onda ве па iz1a­

zu dobija funkcija Zf(X). На taj ве nacln, pomocu ovakvog tipa 

generatora funkcija, moze izvrsiti i mnozenje date funkcije 

f(X) sa nekim promen1jivim naponom Z(t). 

Tacnost ovakvog generatora funkcija"je oko 1%, а zavisi od оЬ­

lika funkcije f(X). 

Potenciometarski generator funkcija sa pэralеlnim 
promen1jivim otporima 

ovaj qenerator funkcija sastoji se od jednog potenciometra otpo­

ra R sa izvodima, ciji se klizac pokrece pomocu servomehaniz-
р _/ 

та i niza promenljivih otpornika Pk (k .. 1, 2, ••• , 20) ko-

ј! su povezani па nacin prikazan па slicl 5.2.5. Svaki od ot­

pornlka Pk (k .. 1, 2, •.• , 20) vezan je"p~rale1no de1u otpora 

potenciometra Rp izmedju dva uzastopna izvoda. 
, 

Ekvivalentni otpor k-toq de1a potenclometra, izmedju taca-

ka Zk i Zk+l' oznacimo sa Rk,k+l' Ысе" 
rkr (5.2.1) 

R .. =-~~ k,k+1 r
k 

+ r 
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А 

Ft 

Р, 

х 
~ 

~ 
Нс) 

z,. R, 

z. 

Z2Q 

В 

51. 5.2.5. Potenciometarski generator funkcija sa para1el-

nш promen1jivim otpor1ma 

gde је r k vrednost promen1jivog otpornika 

izmedju dva uzastopna izvoda potenciometra 

ukupan ekvivalentni otpor izmedju tacaka А 

а r otpor 

Oznacimo за 

В. 

usvajanjem gornjih oznaka тo~e se pokazati da је ukupni otpor 

izmedju tacke А i izvoda Zk proporcionalan ordinati Yk 
funkcije У = Т(Х) koju ~e1imo da postavimo. 

R 

Оа Ывто ovo pokaza1i predpostavicemo da maksima1na vrednost ra­

zlike izmedju dve uzastopne ordinate date funkcije mora da za-

dovo1j1 us10v 

Yk)max ~ r k + r 
тах 

(5.2.2) 

Na osnovu ovog uslova bira se vrednost za R. 
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Rad1 jednestavn1jeg'Objainjenja рrеdроstаv1беmо takodje da зе 

rad1 о monotono rastu60j funkcij1 У = f(X) u 1nterva1u 

-1 ~ X~ +1' 1 О ~ У ~ 1 koju treba postav1t1 па generator. 

Vrednost funkc1je УО postav1ja зе pomocu otpora Р о ' tako da 

otpor 1zmedju tacke А i Zo (з1. 5.2.5) bude 

(5.2.3) 

Izmedju 1zvoda Zl i Zo pomo6u otpora Р 1 postav1ja зе vre-

dnost otpora 
R 1 = R(Yl - У ) 

о 
(5.2.4) 

Na s11can nас1n izmedju 1zvoda 

postav1ja зе otpor 

1 рomоси otpora Pk 

I па kraju pomocu otpora РВ postav1ja se otpor 

Ra = R(1 - У20 ) 

(5.2.5) 

(5.2.6) 

Postupaju61 па ovaj nас1n ukupni otpor 1zmedju tacaka А 1 В 

Ы6е 
1=20 

RAВ = L R1 + Ra 
1=0 

(5.2.7) 

RAB = R[Yo + (Уl - Уо) + (У2 - У 1 ) + .оо + (У20- Уи) + '(1 - У20 )] 

111 
RAB = R 

Pored toga otpor izmedju 1zvoda Zk 1 1zvoda А Ысе 

1=k 
RAК = L Ri = R[Yo + (Уl - УЬ) + (У2 - Уl) + 

1=0 

tj. izmedju та kojeg 1zvoda k 1 tacke А Ы6е 

(5.2.8) 

(5.2.9) 

(5.2.10) 

Preтa tome, ako зе tacka А pr1k1juc1 па nu1t1 nароn, а tacka 

В па naроn +U onda 6е зе па 1zvodu Zk pojaviti nароn koji odgo­

vara vrednost1 funkc1je Yk , ра kada se k11zac kre6e od tacke А 
prema tacki В, па njemu 6е bit1 promenlj1v1 nароn f(X). Роnе­

kad је zgodn1je, da Ы зе 1zbegle kumulat1vne greske, pr1 
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merenju postav1jati sta1no otpor 1zmedju tacaka А 1 Zk. 

op1sani postupak vaz1 za postav1janje monotono rastu61h 111 0-

padaju6ihfunkc1ja. Postav1janje funkc1ja koje iшaји 1 opadaju-

61 1 rastu61 tok за vise ekstremuma vrs1 se па taj nacin sto 

se па prik1jucke Zj' koji odgovaraju ordinatama ekstremuma, 

prik1juce dodatni potenc10metri 1 роmo6и nj1h postave odgovara­

ји6е vrednosti, а zatim u opsezima gde је funkc1ja monotona pri­

meni prethodno op1sani postupak. 

Vazno је ovde napomenuti da se podesavanje funkcije vrsi nepo­

sredno namestanjem odgovaraju6ih vrednosti ekviva1entnih otpo­

ra u pojedinim tackama' Zk. 

5.3. Diodni generatori Cunkсјја 

D10dn1 generator funkc1ja sastoji se od diodnih e1emenata, koji 

najces6e ~ade u sprezi sa racunskim jednosmernim pojacavacima. 

5vi diodni e1ement1 razvijeni su iz osnovnog diodnog ko1a pred­

stav1jenog па slici 5.3.1. Na slic1 је prikazana i karakteri-

UB 

1 ""'.R' 
51. 5.3.1. Dlodno ko10 
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stika struje u zavisnosti od napona па ulazu ovog kola. Puna 

1inija predstav1ja idea1nu karakteristiku, ,dok isprekidana pred­

stavlja stvarnu karakteristiku diodnog kola. 

posmatraju6i idealnu karakteristiku diodnog kola vidimo da зе 

dioda vezana u ovoj sprezi, mo~e smatrati kao naponski osetlji­

vi prekidac. Naime, strujno зе kolo zatvara, ako је nароn па а­

nodi diode pozitivan u odnosu па katodu, tj. za Ui > UB. Isto 

ta~strujno зе kolo otvara, ako је napon па anodi negativan 

u odnosu па katodu, tj. za Ui < UB. Napon UB зе mo~e ро ~e1j! 

pode~avati cime зе tacka prelamanja pomera du! apscisne озе. 

Karakteristike ovakvog diodnog kola iskori~6ene su па razne na­

~~ne da Ы зе napravili diodni e1ementi. Ма s1ici 5.3.2. dati 

ви diodni elementi koji зе koriste u sklopu за racunskim ројаса-
/' _.-

vacem za diodne generatore funkcija, zajedno sa njihovim struj-

nim karakteristikama. 

1 

1 -
RB 

I I U 

! UP 

UP=ii'B 
(а) Us (О 

1 
1 -

• UP U 1. 

~ 
u,=fsU8 

(Ь) 
UB) О 

S1. 5.3.2. (а,Ь) Diodni elementl za generatore funkcija 

Diodni generatori funkcija dele зе u dve grupe. Prvu grupu 
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sacinjavaju tzv. de1ite1ji nароna, koji imaju promen1jive koe-

1 

1 -
11 U 

I 
(с) 

I 
1 

R 

U:Д 
Ue 

14 Ј-
I I 

~ 
(d) 

51. 5.3.2. (c,d) Diodni e1ementi za generatore fUnkcija 

ficijente delenja, а drugu grupu sacinjavaju racunski pojacava­

с! koji imaju promen1jivi prenosni faktor, jer se u ovim ko1ima 

na1aze d1odn1 e1ementi. Na slici 5.3.3 date su serne dva de1ite-

1ја napona sa karakteristikama koje se pritom dobljaju. 

Drugi tip diodnog generatora funkcije koji koristi diodne е1е­

mente, pr1kazan је па slici 5.3.4. Funkcije f1(X) i f 2 (X) 

dobijaju sc kombinovanjem n1za d1odn1h e1emenata sa slike 5.3.2. 

Naprimer, ako ze1imo da napravimo generator funkcije koji 6е da 

generira funkciju у = лх2 , onda se podesi da пат bude f1(X) = 
х 2 , i f 2 (X) = А = l/R, (tj. stav1mo u povratnu spregu otpor R). 

Potpuna вета gcneratora kvadratne funkc1je data је па slic1 

5.3.5. Otpori R
j 

i r j biraju.se tako da se dobije Ьаs kvad­

ratna karakter1stika struje 1 kada se Х теnја u granicama 

О ~ Х ~ u. Na s11can nac1n 1zborom vrednost1 otpora Rj 1 r j 
mочи se dobiti i druge funkc1je. OVakv1 generatori funkcija u­

glavnom se koriste za gcner1ranje fiksnih funkc1ja, koje se и-
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potrebljavaju kod mno~a~a i11 za gener1ranje t1pi~nih funkc1ja 

R 

R 

1 
Х 

I 

51. 5.3.3. Delite1ji паропа 

као 
х 

е , 1пХ 1 drugih. 

х 

у 

у 

Uoэ --------
I 
I 

\102 I 
I 

uot 1 

Х 

Х, Xz ХЭ Х 

у 
>--+--

51. 5.3.4. Princip specijalnih diodnih generatora funkcija 

Univerzalni d10dni generatori funkcija, кој! se mogu 1ako ро­

desavati па proizvoljnu funkciju obi~no se grade iz d10dnih е-

1emenata u obliku mosta као §to prikazuje slika 5.З.б.а. OVa­

kav jedan element даје pravolinijski seqment, kod којеч se na­

qib а i ta~ka prelamanja м mogu lако menjati (sl.5.3.б.Ь). 

Postupak dobijanja jednog segmenta moze se objasnit1 uz рото6 
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slike 5.3.6. а i Ь, ako predpostavimo da se Х menja u grani­
R 

R 

Rэ 

1'.1 

51. 5.3.5. Diodni generator kvadratne funkcije 

х 

R2 R2 R 

+U~t==:::::I--:_,U 
у 

yo ..... ---~ 
М" 

. " 

з 

(а) 

" " х "" " (Ь) "'" 
51. 5.3.6. Princip jednog e1ementa univerza1nog diodnog gene-

ratora funkcija 
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сата -о ~ х ~ +о. Када је ulazni napon Х = -о, onda dioda D 

ne provodi, jer је napon па anodi diode negativan u.odnosu па 

katodu. Кako kroz diodu ne protlce struja, naponl u tackama а 

i Ь ви jednaki, ра је napon па izlazu У = Уо' Лkо пароп Х 

raste ovi ве uslovi zadrzavaju sve dotle dok dioda D пе pocne 

da provodi. Tacka u kojoj dioda pocinje da provodi moze ве ро­

de§avati pomo6u potenciometra Р 2 , sto odgovara pomeranju tacke 

М duz horizontale У = Уо' Kada dioda provodi, onda vise nisu 

jednaki пароп! u tackama а i Ь, ра ве napon У па izlazu iz 

drugog pojacavaca mепја linearno, u zavisnosti od napona па u­

lazu. Nagib ove promene zavisi od polozaja klizaca potenciome­

tra Р!. Лkо је klizac potenciornetra Р 1 па sredini, onda је 

а = О, а ako је klizac blize kraju а, tada је а > О. 

Paralelnirn vezivanjem, preko tacaka 1, 2, i З, vise ovakvih 

.dlodnih e1ernenata па iste pojacavace rnочи зе dobiti vise pravo­

linijskih segmenata, te se rno~e generirati funkcija sastavljena 

od vise segmenata. Otpornik Ro sluzi da эе preko пјеча dovodi 

пароп рomо6и kojeg зе podesava Уо' 

Ovakav generator funkcija gradi эе obicno ва 20 diodnih eleme­

nata, tako da эе funkcija moze aproksimiratl рото6и 20 pravoli­

nijskih segmenata u dornenu -о ~ х ~ +О, 1 -о ~ У ~ +О. Pode­

savanje generatora је rel~tivno prosto. Posebno эе podesavaju 

tacke prelamanja па taj nacln sto эе ulazni napon х postavi 

па vrednost gde treba da зе nalazi tacka м (з1. 5.З.6.Ь) i 

potenciometar Р2 эе podesava sve dotle dok ве ne primeti pro­

menanapona па 1z1azu, sto pokazuje da је dioda D pocela da 

provodi. Na 1sti зе nacln podese sve ostale tacke prelamanja. 

Kada ви prelomne tacke podesene, onda ве podesava nagib svakog 

segmenta polazeci od Х = -и. Merenje napona зе vrsi па izlazu. 

Osobine dlodnog generatora funkcija зи prilicno dobre. Таске 

prelarnanja эе mogu postavljati ро zelji, ра nije potrebno da зи 

interva11 ро Х оэ1 ekvidistantni, sto је glavni nedostatak ро­

tenc10metarskog generatora funkcija. Na taj se nacin Moze veci 

broj segmenata postaviti tarno чде ви krivine vece, pr1 сети ве 

postize veca tacnost 1 fleksibilnost ovog ge,leratora. Pored to­

ча, diodni generator funkcija пе sadrzi nikakve mehanicke delo-
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ve kojl зе kre6u, ра је njeqov propusni opseq (dlnaml~ka ta~­

nost) prill~noveliki. U poq1edu stati~ke ta~nosti i potenciome­

tarski i diodni qenerator ponaiaju se pribli~no isto. 

6. UNlVERZALNI NELINEARNI ELEKТRONSКl 
RACUNSКl ELEМENТ 

Princip rada univerza1nog nelinearnog e1ektronskog racunskog 

elementa objasni6emo najpre па princlpu generiranja fUnkcije, 

а zatim сето pokazati kako se osta1e nelinearne operacije moqu 

izvrsavati pomocu ovog racunskog elementa. 

Neka је potrebno qenerirati funkciju 

у = f (х) (6.1) 

Matemati~kim ve1i~inama х i У 

У. Prema tome, problem generiranja 

dobijanja nароnа У za dati nароn 

neka odqovaraju naponi Х i 

funkcije ве svodi па problem 

Х (в1.6.1). 

х 

51. 6.1. 5tepenasta aproksimacija funkcije 

Izvrs!mo 5tepena5tu aprok5!maciju napon5ke funkcije 

tako da је УО = f(Xo ) 

У1 = f(Xl) 

Oznacimo sa 

чде је 

6Yk = Yk - Yk - 1 , (k = О, 1, 

Y-1 = О, tada се biti 

} 
," п) 

У (51.6.1), 

(6.2) 

(6. З) 
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k 
Yk =-}; I1Yi = f(~); (k = 0,1, ••• , п) 

1==0 

125 

(6.4) 

Ocig1edno da tacnost stepenaste aproksimacije (sl. 6.1) zavisi 

od broja n. Sto је п vece generirana funkcija Ьiбе tac­

nija. Iz jednacine (6.4) se vidi da је za realizaciju iz1oze­

nog principa generiranja funkcije potreban jedan elektronski 

sabirac. Za postav1janje рrirазtаја I1Y
k

, koji od slucaja do 

slucaja mogu biti raz1iciti, potrebni su potenciometri, а za 

sukcesivno dovodjenje prirastaja па u1az sabiraca neophodni su 

amplitudno zavisni e1ektronski prekidaci. Ovakvi prekidaci su 

sagradjeni od kombinacije amp1itudnog komparatora i obicnog е-

1ektronskog prekidaca. 

B10k зета e1ektronskog uredjaja za generiranje funkcija ро 

iz1ozenom principu prikazana је па slici 6.2. Na u1az I dovo­

di ве napon Х, а па ulaz II konstantan napon u. 

РОо 

I%LAZ 

"* 

+ 

51. 6.2. Blok зета univerza1nog ne1inearnog racunskog 

e1ementa 

Postavljanje zadate funkcije (6.1) sastoji se u slеdебеm: па 

potenciometre oznacene sa P~, (k = 0,- 1, ••• , п) postav1jaju 

se naponi proporcionalni vrednostima apscisa Xk , зато suprot­

nog znaka, а па potenciometrima POk naponi proporcionalni sa 

vrednostima I1Yk' (k = О, 1, ••• , п). Pos1e ovoga nije tesko 



12б Pa'V/e Pejooic ј N edeljko PaтezanotJic 

objasniti rad generatora funkcija. 

Amp1itudni komparator A~ poredi vrednost u1aznog napona Х 

sa naponom па k1izacu potenciometra P~, а to је napon Xk • 

Sve dok је Х < ~ iz1azni nivo aтp1itudnog komparatora је vi­

sok, us1ed сеча је e1ektronski prekidac EPk zatvoren, te pri­

rastaj ~Yk sa potenciometra POk , ne dospeva па u1az pojacava­

са А. Medjutim, cim bude Х ~ X
k

, iz1azn1 nivo amp11tudnog kom­

paratora postaje manji od nu1e i to to1iko da e1ektronski preki­

dac EP
k 

prekine vezu sa masom (uzem1jenjem), te nap6n sa poten­

ciometra POk pre1azi па u1az pojacavaca А. Prema tome, kada је 

zadovo1jen us10v Х ~ Xk , napon па iz1azu iz generatora dobija 

prirastaj ~Yk' preko potenciometra POk , sto је и. sag1asnosti 

sa oblikom funkcije па s1ic1 б.1. 

Na u1az II (s1ika 6.2) doveden је napon +U i napon -U, ci­

те је omoguceno generiranje 1 opadajucih funkcija. OCig1edno је 

da vrednost napona U ut1ce saтo па razmeru, а da је oblik 

stepenaste funkcije odredjen po1ozaj1ma potenciometara POk 1 

P~ (k = О, 1, '" , п). 

Oznacimo sa Y
G 

naponsku funkciju па iz1azu generatora па s11-

с! 6.2, а sa F stepenasto aproksirniranu funkciju f, postav-

1jenu па potenciometrima POk , za ekviva1entne vrednosti apsci­

sa odredjenih potenciometrima P~. Tada је 

Y
G 

= U'F(X) (б.5) 

Ako umesto konstantnog napona U 

funkciju z(t), а umesto naponske 

mensku funkciju g(t), gde је t 

dobija 

dovedemo vremensku naponsku 

funkcije Х, proizvo1jnu vre­

vreme, onda se iz (б.5) 1ako 

z(t) 'F[g(t» (б. 6) 

Iz re1acije (б.6) vidi se da univerza1ni ne1inearni e1ement то­

ze da generira datu funkciju F, od proizvo1jne u1azne funkc1je 

g(t) i da rezu1tat ove operacije pomnozi sa drugom proizvo1j­

nom u1aznom funkc1jom z(t). 

Navedimo osnovne operacije koje se rnogu izvrsavati роmоси uni­

verzalnog n~1inearnog racunskog e1ementa. 
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1. Za z (t) = 1 i q(t) .. t, dobija зе generiranje funk-
cije: 

YG(t) = F(t) (б. 7) 

2. Za z (t) proizvo1jno i 9 (t) = t, dobija зе rnnozenje 

funkcija, tj. 
(б.8) 

З. Za z(t) = 1 i g(t) proizvo1jno, dobija зе generi­

ranje zadate. funkcije od proizvo1jne u1azne funkcije g(t), tj. 

У (t) = F [ч (t)] 
G 

(б.9) 

4. Za z(t) i g(t) proizvo1jno dobija se operacija (б.б), 

tj. 
(б .10) 

Prbner: Na s1ici 6.З prikazan је izg1ed funkcije 

YG(t) = U(l - e-t ) (б .11) 

kada зе generira pomo6u univerza1nog ne1inearnog e1ektronskog 

ra~unskog ·e1ementa. Funkcija је gener·irana u interva1u 

О ~ t ~ 3. Ovaj interva1 је pode1jen па 20 podinterva1a, а vred­

nost funkcije .unutar svakog podinterva1a је konstantna i jednaka 

vrednosti funkcije па sredini interva1a. 

1,0 

0,6 

:А 
u 

о 0,5 1 1,5 t 

51. 6.3. Izg1ed funkcije (б.11) generirane pomocu univer­

za1nog ne1inearnog e1ektronskog ra~unskog e1ementa 
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7. LOGltКI 1 DRUGI ELEМENТI ANALOGNIН RAtUNARA 

Poja~ava~, potenc10metar, mnoza~ 1 generator funkc1ja c1ne os­

novne ra~unske elemente jednog un1ver~alnog analognog·ra~unara. 

Medjutim, vrlo ~esto takvi racunar1, ako su ve6eg kapac1teta, 

sadrze i neke 10g1~ke 1 druge elemente, koj1 sluze kao dopuna, 

да Ь1 se mog11 resavat1 1 nek1 s10zenij1 problem1. U ovu grupu 

spadaju napr1mer: dioda, komparator, rez01ver i razni pas1vni 

e1ementi pomo~u kojih se mogu praviti pas1vne mreze. Na taj se 

nac1n prosiruju mogucnost1 univerza1nih ana10gnih ra~unara 1 

па resavanje ne1inearnih problema, koji se vr10 ~csto tesko i1i 

nikako ne mQ9u resit1 matemati~kim metodama. 

7.1. Dioda 

D10da se ustvari ponasa kao neka vrsta vent11a. Ova njena oso­

bina se koristi narocito kod diodnih generatora funkcija, о ko­

jima је ve6 Ы10 reci, gde ona s1uzi да se generator prebaci iz 

jednog radnog stanja u drugo. ОЫсnо se koristi u zajednici sa 

ra~unskim poja~avacem. Ona је sastav1jena od dve e1ektrode, а­

node i katode, i nekog, tzv. po1uprovodni~kog medijuma. Kada је 

e1ektricni potencija1 па anodi diode ve6i od potencija1a па ka­

todi, onda ona provodi struju, i ponasa se kao provodnik. Ako 

је ~ak, potencija1 katode visi od potencija1a anode, onda dio­

da ne provodi struju, vec se ponasa kao iz01ator, te kazemo da 

је dio~a zatvorena. Stoga se dioda moze uporediti sa nekim ven­

ti10m koji u jednom smeru propusta, а u drugom ne propusta te~­

nost, ~dnosno u s1u~aju diode radi se о provodjenju i11 nepro­

vodjenju e1ektricne struje. Idealna karakteristika diode је ta­

kva da је njen e1ektricni otpor u propusnom smeru nu1a, а u ne­

propusnom beskonacan. Medjutim, 'stvarna karakteristika diode u 

propusnom smeru ima neki veoma та1! otpor, raz1i~it od nu1e, 

dok u nepropusnom smeru ima vc1iki, а1! ipak kona~ni otpor. 0-

vaj .odnos otpora, kod dioda koje se koriste u ra~unske svrhe 

iznosi od 10000:1 do 100000:1, ра se za praksu karakterist1-

ka diode moze smatrati idcalnom (s1. 7.1.1) 
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I 

idcatna 
I-stvarna , 

u 

S1. 7.1.1. Karakteristika diode 

NaCin korШenја diode 

129 

Dioda se moze koristlti па dva nacina. Prvl је nacln kada se 

ona koristi kao usmerac, tako da prenosi pozitlvan potenclja1, 

а ne prenosl negativan potencljal sa svog ulaza па lz1az. АХо 

је lz1aznl napon lz nekog racunskog e1ementa Уl (t), 1 ako зе 

taj napon dovodl па u1az u diodu (s1.7.1.2) па iz1azu iz diode 

зе dobija napon 

za у 1 (t) > О 

у (t) 

za 

kojl moze biti ulaznl napon za sledecl racuns·kl element. 

PREJlHODHI Y,(t) Y(t) SL Е ОЕС I 
RAfuHSКI t--=-....... II-..;....-i RAfuHSKI 
ELEMEHT ELEMEHT 

si. 7.1.2. Koriscenje diode kao usrneraca 

(7.1.1) 

Drugl nacin korlscenja dlode sastojl зе u povezlvanju dlode sa 

dva otpornlka, kako је to oznaaeno па sllci 7.1.3· U ovoms1u­

caju napon Yl(t) dovodl зе па jedan kraj otpora R1 , сlј! је 

drugi kraj preko otpora R2 spojen за potencijalom -u. Кada 
dloda ne provodl, struja kroz ova dva otpora odredjena је lzra-

zom: Y1 (t) + U 
I(t) = (7.1.2) 
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~(t) --1:== ................. - Y(tJ 

-u 
51. 7.1.3. Koriscenje diode kao 1ogi~kog e1ementa 

Prema torne, potencija1 ta~ke D bice 

UD = Уl (t) - R1I (t) = --R-l-+-R-2- (7.1.3) 

Iz (7.1.3) s1edi da се se tacka D na1azltl па nu1torn potenci-

ja1u ako је 
(7.1.4) 

tako da za izlazni napon dlode У (t) vaH 

Rl 

(ио . za У 1 (t) > - u R:z 
Y(t) = 

Rl 
(7.1.5) 

О, za Уl (t) ~ -о 
R2 

Dioda зе ovde pojavljuje kao logl~kl elernent sa slrlrn rnogucno­

stirna, nego sto је to bilo u predhodnorn slucaju, kada је prirne­

nјеnа kao usmerac. Ovaj nacin kori§6enja diode primenjen је kod 

generatora funkclja. 

7.2. Komparator 
Na s1ican nacin kao i dioda, kornparator је racunski elernentko­

ј! lта dva razlicita stanja u zavlsnostl od toga kakav је odnos 

napona па njegovirn ulazirna. UproB6ena blok вета kornparatora да­

ta је па s1ici 7.2.1. 
- + - + 

~:~_~l_~' 
1 2 

51. 7.2.1. Principska вета komparatora 
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Komparator зе sastoji ~d jednog e1ektronskog poja~ava~a i jed­

nog re1ea за dva prebaciva~ka kontakta. Poja~ava~ki deo ima 

dva u1aza па које зе dovodera~unski nароn! Ul i U2, а pode-
гс 

!еn је tako da kada је zbir ovih nароnа manji od nULe, onda зе 

kontakti re1ea na1aze u jednom po10zaju (ozna~enom за -), а 

kada је zbir veci оо nu1e, kontakti re1ea зе prebacuju u drugi 

po10zaj (ozna~en за +). 

Dobre strane komparatora su !to зе promen1jivi naponi X(t) i1i 

Y(t), ако зе dovedu па kontakte ozna~ene за (-) odnosno за (+), 

mogu u potpunosti preneti па kontakt (1) i1i (2) u zavisnosti 

od kriterijuma па u1azu. Na taj na~in, s1edeci ra~unski e1ement, 

ако је spojen за ta~kom (1) i1i (2) dobija odgovaraju6i napon 

X(t) i1i Y(t), u zavisnosti od stanja napona Ul i U2 па 

u1azima komparatora. Medjutim, 105а strana komparatora је nemo­

gucnost·trenutnog prebacivanja re1ea. Vreme prebacivanjG re1ea 

које obicno iznosi 1 do 2 ms, u zavisnosti od tipa poja~ava~­

коч de1a i saтog re1ea, unosi izvesnu gre5ku u rad ra~unara. 

A1i, u najvecem broju tehni~kih problema, кој! se resavaju па 

ana10gnim ra~unarima, vreme prebacivanja re1ea је zanemar1jivo 

та10. 

Nacin kоriiСепја komparatora 

Komparator se moze koristiti па vise na~ina i u raz1icite .svr­

he. OVde сето зе ograni~iti saтo па najprostije na~ine kori!ce­

nja u ci1ju objasnjenja osnovnih mogucnosti ovog e1ementa u а­

na1ognom racunaru. S10zenije primene komparatora za generira­

nje tipicnih ne1inearnosti i za promene strukture prograтa па 

ana10gnim racunarima Ысе date u da1jem tekstu. 

Komparator као racunski e1ement omogucuje uvodjenje logickih 

us10va u matematicke modele кој! зе postavljaju па ana1ognom 

racunaru. Na ovaj nacin је moguce automatski menjati strukturu 

prograтa u zavisnosti od rezu1tata dobijenih u toku rada racu­

nara. Na s1ici 7.2.2. data је Ыок зеmа komparatora sa jednim 

prekidacem. 

Rad komparatora К, matematicki se opisuje s1edecim relacijama: 
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(7.2.1) 

, ' ј х (t) 
z (t" ==, ' 

, Y'(t) 

za U 1 (t) + U 2 (t) ~ о 

za Ul (t) + U2 (t) > О 

X(t) У(О 

~(~]Г 
U)t>--1..:..I 1 

Z(t) 
51. 7.2.2. Komparator 

Izborom razn1h vrednost1 za napone Ul(t) 1 U2 (t) mogu se pos­

tav1jati raz11~1t1 us1ov1 za 1z1aznu funkc1ju Z(t). Tako, ako 

је U1 (t) = const., onda se moze us1ovlt1 lz1az Z(t) u zavl­

snosti od nivoa funkc1je Ul (t). Takodje i jedna od funkcija 

X(t) 111 Y(t) moze bit1 ko~stanta, ра prema tome, 1z1azna 

funkc1ja Z(t) moze predstav1jati promen1jivu funkc1ju 111 kon­

stantu, а u spec1ja1nim slu~ajevima i nu1u. 

Komparator moze da sluz1 1 z'a dobijanje apso1utne vrednost1 

(modu1a) neke funkc1je, ako se poveze sa jo~ jednim poja~ava­

~eт (sl. 7.2.3). кada је Х ~ О, onda se kontakt re1ea na1azi u 

Х - ........... ~-........... ~-д IХI 

51. 7.2.3. коri~беnје komparatora za dobijanje funkc1je 

Ix (t) I 
ta~k1 (-), ра se u ta~k1 А jav1ja ve11~1na -х sa promenje­

nim znakom, tj. Ixl. Ako је pak Х > О, onda бе se kontakt1 re-

1еа prebacit1 u po1ozaj (+) 1 u ta~ki А se jav1ja ve11c1na 

+х. Prema tome, па 1z1azu 1z ovako povezanog komparatora, tj. 

u ta~k1 А, pojav1juje se funkc1ja Ixl, ~1j1 је graf1~k1 pr1-

kaz dat па s11c1 7.2.4. 
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у= IXI 

х 

51. 7.2.4. Iz1az 1z komparatora за §ете па з11с1 7.2.3. 

7.3. Rezolver - пшрс 

U problemima koj1 зе odnose па stab11nost 1 putanje let111ca, 

aviona, raketa, brodova, podmorn1ca i s11cn1h objekata, jav1ja 

зе potreba za kor1scenjem razn1h koord1natn1h s1steтa u jednom 

1stom zadatku koj1 зе resava па racunaru. То зе naroc1to ispo­

ljava kada ovi problemi sadrze si1e, ~mente i slicne ve1ic1ne, 

с1је komponente treba da budu izrazene u razn1m koord1natnim 

sistemima. Stoga, da Ь! se ovakv1 problem1 mog11 lakse resava­

t1 potrebno је vrs1t1.transformaciju raznih vektorskih velicina 

iz jednog u drugi koordinatni sistem. Pritom зе jav1ja potreba 

za generiranjem tr1gonometrijsk1h funkcija (najcesce sinusa 

i kosinusa) neke promenljive. 

Оа Ы зе omoquci1a transformacija neke vektorske velicine iz 

jednoq koordinatnog sistema u drugi potrebno је па prvom mestu 

izvrs1t1 razlaganje vektorSke' ve1ic1ne па komponente, u odredje­

пот koordinatnom sistemu. Racunski element koji moze da vrsi 0-

vakvu operaciju naziva se,razlagac 11! rezo1ver. Ustvari razla­

час 111 rezo1ver је racunsk1 element koji moze da da па svojim 

iz1azima sinus i kosinus nekoq promen1j1voq ug1a е koji је u 

obl1ku napona 0doveden па u1az rezolvera. 

Ро svojoj ~onstrukc1ji rezo1ver је ustvari servomnozac, koji и­

mesto svih 11nearnih potenciometara sadrz1 i ne1inearne potenci­

ometre koji~su gradjeni tako da se па njihavim klizacima jav1ja 

napon propDrc1ona1an ва s1n0 umesto sa в, kao sto је to s1u­

сај kod 11nearnog potenciometra. Ustvar1 па osovini motora ser-
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vomnozaca na1aze se dva potenclometra sa ро dva k11zaea, kojl 

su kod jednog potenclometra pomereni za 900 jedan u odnosu 

па drugl (sl. 7.3.1). Na jednom k1izacu jav1ja se napon propor-

Jl 
2 

+U 

-U +R 

51. 7.3.1. Rezo1ver - raz1agac 

ciona1an sa slne а па drugom sa cose. 

-R 

Potenciometar, kojl se naziva јоз 1 slnus-koslnus potenciometar, 

naprav1jen је tako да ima 4 kvadranta koji su ekviva1~ntni за 

vrednostlma slnusnefunkclje ug1a е izmedju _1800 .$ е.$ + 1800. 
о о 

U tackama кОје odgovaraju ug1u е = о i е = ±180 potencio-

metar је spojen за masom (napon nu1a), dok se u tackama, koje 

odgovaraju О = ±900 па potenciometar dovodl napon ±R, propor­

clonalan sa intenzitetom vektora ~, koji tr~ba raz1oz1tl па 
komponente u pravoug1om kooordinatnom slstemu. Prema tome, kada 

se па u1az u servoslstem dovodl promen1jlv napon 0, proporclo­

na1an ug1u е, па k1izacima se jav1ja napon proporclona1an sa 

Rsin0 i Rcos0 (sl. 7.3.1). Na osovini serva ovakvog rezo1ve­

ra na1aze se obicno dva sinus-koslnus potenciometra 1 2 до 3 

1inearna potenclometra, од kojih jedan sluzl za pozicioniranje, 

kao kod servomnozaca, dok se osta1i mogu koristiti za mnozenje. 

7.3.1. Transformacija koordinata pomocu rezolvera 

u ana1ognoj racunskoj tehnici korlste se raz1icite transforma­

Сlје koordinata koje se ug1avnom svode па 
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а) Transformaciju po1arnih u pravoug1e koordinate, 

Ь) Transformaciju pravoug1ih u po1arne koordinate i 

с) Rotaciju pravoug1og koordinatnog sistema za ugao ф. 

Тransfоrшасјја poJarnЉ u pl'Вvougle koordiпаtе 

Da Ы se koordinate r i е neke ta~ke Р date u po1arnom ko­

ordinatnom sistemu, izrazi1e u pravoug1om koordinatnom sistemu, 

kao koordinate х i у, koriste se poznate re1acije (s1. 7.3.2), 

р 

х 

SI. 7.3.2. Veza po1arnih i pravouglih koordinata 

х = r cose i у = r sine (7.3.1) 

OVe se re1acije mogu 1ako ostvariti pomo6u rezo1vera povezanQg 

prema slici 7.3.1, pri cemu se па klizacima ne1inearnog poten­

ciometra jav1jaju naponi R sin0 i R cos0, gde је 0 napon 

koji se dovodi па u1az rezo1vera. Rad~ 1akseg Odredjivanja raz­

mere umesto 0, па u1az se dovodi napon 0/2, а па krajeve ро­

tenciornetra za pozicioniranje dovodi se napon ±О.9 U (О је-је­

dini~nt napon racunara). Prerna torne, па k1izacirna se jav1jaju 

naponi 

х = R cos0 i у R sin0 (7.3.2) 

Transformacija pravouglih u ро1аrnе koordinate 

Koordinate х i У neke tacke Р iz pravoug1og koordinatnog 

sistema mogu se transformisati u po1arne koordinate r i е 

uz pomo6 re1acija 

i е arctg r 
х 

(7.3.3) 
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Umesto direktnih matematickih operacija, koje BU definisane re-

1acijama (7.3.3) za ovu transformaciju koriBti ве imp11citni 

ra~un. Тiше зе izbegava kvadriranje ve1i~ina х 

ranje kvadratnog korena, kao i de1enje ve1i~ina 

neriranje inverzne funkcije tangensa. 

i у, generi­

х i У 1 ge-

Da Ь1 зе koristi1e imp11citne matemati~ke operacije posmatrajmo 

s11ku 7.3.3. Sa slike ве vidi da је du! ОР odredjena u pra-

у 

х 

Sl. 7.3.3. Transformacija pravoug1ih u po1arne koordinate 

voug1om sistemu ва 

ОР - r = х сов8 + У sin6 (7.3.4) 

Isto tako је OPl • х sin8 = У созе (7.3.5) 

Re1aclja (7.3.5) mo!е da pos1u!1 za odredjlvanje ug1a 8. Sto­

ga, ako ве па odgovaraju6e potenciometre rezo1vera dovedu napo­

nl Х 1 У (вl. 7.3.4), а ва k1izaca naponi Х sine i У сове 

vode па s~irac, а raz11ka ova dva napona dovodl па pojacavac 

kojl зе korlstl za pozicioniranje serva, onda бе re1aclja 

(7.3.5) biti zadovo1jena вamo za ono 0, za ko~e j~ raz1ika 

х sine 1 У созе jednaka nu1i. Oclg1edno је da se tada па lz-

1azu servopoja~avaca jav1ja napon nu1a, te osovlna motora zau­

zima odredjen ugao е. 

po§to зе napon za pozlcionlranje osovlne serva dobija kao raz-

1ika ve11~1na Х sine 1 У созе, to бе оуа raz11ka koja ве 

vodi na servopoja~avac, za odredjeno Э, zavislti od vrednostl 

Х i У. Prema tome, napon gre§ke koji pokre6e servomotor zзv1-
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si6e i od ve1icine R, ра 6е ројасапје servomehanizma biti pro-

+U 

-U +Х -Х+У -У 

X.n& Y.in& y~ 

х-& 

51. 7.3.4. Rez01ver za transfonnaciju pravoug1ih'u po1arne 

kcordinate 

men1jivo, tj. proporciona1no sa R. Ovo Ь! sa tehnicke strane 

dove10 do ve1ikih smetnji, nar~cito pri mа10m R, jer Ь! dove-

10 do nestabi1nog rada serva. 5toga, da Ь! se izbeg1a ova роја­

va, koristi se jedan uredjaj za automatsku regulaciju рој аса­

пја (ARP), koji podesava ројасапје serva tako da је pno uvek 

konstantno bez obzira па promene R. 

5abiranjem napona-sa preostala dva k1izaca preko јеdПОЧ sabira­

са, dobija зе 
х у 

R = x·cose + Y·sin0 

sto ustvari nije nista drugo nego re1acija (7.3.3). 

/х2 + у2 

(7.3.6) 

Ovako izvedena imp1icitna rea11zacija za dobijanje ug1a 0 i 

ve1icine R, veoma se cesto kor1sti i ima ve1iku vaznost u апа­

lognoj racunskoj tehnici. 5toga је potrebno 1spitati da 11 је 

s1stem, povezan prema з11с1 7.3.4, stabi1an. Kriterijum stabil~ 

nost1 zav1s1 od znaka parcija1nog izvoda ро 0, i ako је ovaj 

izvod negativan u ok01ini nu1tc tacke, onda је sistem stabi1an. 
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Kako је prema (7.3.5) 

to је 
3F 
30 

F -х sin0 + у cos0 

х2 у2 
-х cos0 - У sin0 = - Fl - Fl = - R 

(7.З.7) 

(7.3.8) 

ра kako је R uvek pozitivno parcija1ni izvod Ысе uvek nega­

tivan te се oVako povezan sistem biti stabi1an u sva ~etiri kva­

dranta z,a 0. 

Ovde treba napomenuti da se napon koji odgovara ug1u 0/2, moze 

dobiti па k1izacu potenciometra za pozicioniranje, koji se u 

ovorn sluбајu ne koristi u ko1u servosistema (sl. 7.З.4) 

Rotacija pravouglog koordinatnog sistema 

Rotacija pravoug1og koordinatnog sistema za ugao ф, tj. tran­

sformisanje koordinata neke tacke Р iz sistema Оху u sistem 

Оху (зl. 7.З.5) moze зе vrsiti pomocu re1acija 

х = х соsф + у Sinф 

у = -х sinф + у соsф } (7.3.9) 

gde је за Ф оznабеn ugao izmedju pozitivnog smera x-ose i 

pozitivnog srnera х-озе mere~ u obrnutom, srneru kaza1jke па за­

tu. 

81. 7.З.5. Rotacija pravoug1og koordinatnog sistema 

Re1acije (7.З.9) mogu зе ostvariti po~ocu seme па slici 7.3.6, 

gde Бе iz1azi за klizаба pojedinih sinus-kosinus potenciometa­

ra dovode па odgovarajuce sаЫrабе. Ugao Ф pozicionira Бе ро­

тоси napona Ф koji podesava sve k1izace potenciometara. 

Jednacine (7.З.9) mogu se smatrati i kao izrazi za transforma-
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ciju koordinata jednog'vektora iz jednog pravoug1og koordi-

ф 

т--+-г--t 

+и 

-и +Х -Х+У 

Уslnф 

Х_ф 

Х.inф 

-У 

+ 
+ 

У-Ф 

51. 7.3.6. Rezo1ver za rotaciju pravoug1og 

kooordinatnog sistema 
+ + 

natnog sistema u drugi. Neka su naprimer 
+ 

i i ј jedini~ni vek-
+ 

tori du! х i у osa resprektivno, а а i Ь jedini~ni vek-

tori du! х i 
+ 

osa rotiranog sistema (51.7.3.7). Vektor ~ 

у 

х 

51. 7.3.7. Transformacija koordinata. vektora 

~1j1 se vrh na1azi u ta~k1 Р u Оху sistemu se raz1a!e па 

-; = хI + уј (7.3.10) 

odnosno u sistemu Оху па 

~ = ха + уЬ (7.3.11) 
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gde su х i у odnosno х i у_ komponente vektora 
pravcu odgovaraju6ih osa. 

.... 
r u 

Veza izmedju dva koordinatna sistema u matricnom obliku data је 
relacij"om 

[ 
........ 
i'a 

!·ь 
(7.3.12) __ 

Kada se ova matrica razvije даје relacije (7.3.9), jer kvadrat­

па matrica daje kosinuse pravaca u оЬа koordinatna sistema, tj. 

[И 
!·ь 

Н] [со.ф 

ј.Ь = -sinф 
.inФ] 

соsф 

posto је 

j.~ = lјl·I~lсоsф = сOsФ 
gde је Ф ugao izmedju dva vektora, u ovom-sluсаЈu ј 
Kako је medjutim, prema slici 7.3.7 

Ф = 900 - Ф 

to se izraz (7.3.14) svodi па 

j.~ = sinф 

(7.3.13) 

(7.3.14) 

i 
... 
а. 

(7.3.15) 

(7.3.16) 

Na slican se nacin dokazuje pravac ostallh jedinicnih vektora 

iz relacije (7.3.13). 

Posto је rezolver u sustini potenciometarski uredjaj, оп 1ma 

veliku izlaznu impedansu, ра је stoga, kao i svaki potenciome­

tar, podlo!an greskama usled opterecenja klizaca ulaznom otpor­

noscu slede6eg racunskog elementa. Ali za razliku ~d obicnog 

potenciometra ove se greske ne mogu lako korigovati"obicnim do­

davanjem јоs jednog otpora па kliza~ potenciometra za pozicio­

niranje, jer su sinus-kosinus potenciometri nelinearni. ZЬog 

toga se ve6 prilikom konstrukcije oyakvog potenciometra mora 

voditi о tome racuna, te se sinus-koslnus potenciometar gradi 

tako da se па njemu javlja tacan napon samo onda-kada је njegov 

klizac opeterecen jedinicnim racunskim otporom (kod racunara 

koji rade sa 100V ovaj 6tpor iznosi 1М). Na taj nacin se е-
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1iminise greska, а1! saтo u s1ucaju kada rez01ver daje пароп 

racunskom pOjacavacu preko jed1n1cnog u1aza. 

Osta1e osobine rezolvera su 1ste kao i kod servomnozaca kojj i­

ma jednoobrtne potenc10metre. Stoga se оЫспо па osov1~u rezol­

vera dodaju јов nek011ko {1 do 3) 11nearn1h potenc10metara 

za mnozenje, ра ako se пе kor1sti kao rez01ver, ovaj racunsk1 

e1emenLmoze da se korist1 kao оЫсап servomnozac. OVde иеЬа 

napomenuti da 1 u pog1edu razrnera za Х, У 1 R vazi 1sto 

sto 1 za servomnozac. 

~to se t1ce razmere za u1aznu promenljivu е, опа se odredjuje 

tako da za ugao е = 10 пароп па u1azu е treba da је 0.5V 

(kod racunara koj1 rade sa U = 100V), 111 е = 0.05V (kod ra­

cunara koj1 rade sa U = 10V). zbog toga se па potenc1ometar 

za pozicioniranje i пе dovodi pun racUn$ki naроп, уес Q.9U. 

Qvo daje dov01jno dobru tacnost, а11 ogran1cava ugao е u 

opsegu -1800 < е < + 1800 • 

7.4. Е1еmепt "рпо-рашо" (track--store) 

-Qva3 e1ement ima dva u1aza i jedan iz1az (s1. 7.4.1). Na jedan 

u1az se dovodi funkcija X(t), а па drugi u1az komandni singa1 

U (t). Komandn1 s1gna1 moze biti jednak nu11 111 imat1 vrednost 

X(t) 

с 

u (О 0---____ 

S1. 7.4.1. E1ement "prati-pamt1" (track-store) 

Uo > O.Iz1az Y(t) 1z ovakvog e1ementa iшaсе raz11c1te vrednosti 

u zav1snosti od vrednost1 komandnog signa1a U(t). 



142 Pavle Pejuuic i N edeljko ParezatlO'lJic 

а) Ako је U(t) = О, tada 6е ovaj ra~unski e1ernent pratiti 

u1aznu funkciju x(t), sa prornenjenirn znakorn, tj. Ы6е 

y(t) = -X(t) (7.4.1) 

Ь) Ako је u trenutku t 1 , kornandni signa1 dobio vrednost 

U(t) = Uo > О, tada 6е iz1azna funkcija irnati vrednost 

(7.4.2) 

Ovaj e1ernent (sl. 7.4.1) se rea1izuje па sli~an na~in kao i 

integrator (sl. 3.2.6), s tirn sto se u1azna funkcija X(t) dovo-

d1 па u1az za pocetni us1ov, cirne ве prerna re1aciji (3.2.25) za 

dovo1jno rna10 С, postize da u1az y(t), prati u1aznu funkciju 

X(t) ва prornenjenirn znakorn. Prekidac 51 se kornanduje u1aznirn 

signalorn U(t) , tako da је 51 u po1ozaju 1 ako је U(t) = О, 

а 51 је u po1ozaju 2, "ako је U(t) = Uo > О, ~ime se prekida 

pra6enje u1azne funkcije X(t) i iz1az dobija vrednost y(t)=-X(t
1
). 

Za datu u1aznu funkciju X(t), па зl. 7.4.2., i dat kornandni 

X(t) 

о 

y(t) 

t1 

t 

t 

t 
51. 7.4.2. Iz1az 1z elernenta "prati-parnti" u zavisnosti 

od u1aza i kornandnog signa1a 

signa1 U(t), prikazan је oblik iz1azne fUnkcije y(t). 
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п ORGANlZACIJA UNJVERZALNIН ANALОGNШ 
ELEKТRONSКIН RACUNARA 

1. UVOD 

143 

u predhodnoj g1avi bi10 је reci о pojedinim racunskim e1ementi­

та ana10gnih e1ektronskih racunara. Svaki ovakav racunski е1е­

ment, kao sto smo vide1i, konstruisan је tako da izvrsava odre­

djenu e1ementarnu matematicku operaciju. Rезаvаnје s10zenih та­

tematickih zadataka obav1ja se odgоvаrајuбim povezivanjem pot­

rebnog broja racunskih e1emenata, а u zavisnosti od oblika та­

tematickog mode1a koji зе ze1i ana1izirati роmoбu racunara. 

Sastav1janje blok зemе za povezivanje racunskih elemenata u ci­

lju prenosenja problema - postavljanja i resavanja, па ana1og­

nom racunaru, naziva se programiranje. Fizicko povezivanje ra­

cunskih e1emenata prema zadatoj blok зemi - programu, kod raznih 

racunara, izvodi se па raz1icite nacine u zavisnosti од konstru­

kcije racunara. 

Struktura blok зеmе - programa, ро kojoj se povezuju racunski 

e1ementi па analognom racunaru zavisi od oblika matematickog 

modela. Medjutim, па analognom racunaru точи se rезаvаti samo 

oni problemi koji imaju odredjene konkretne vrednostf svih ma­

tematickih ve1icina koje ulaze u matematicki mode1. Kada је rec 

о diferencijalnim jednacinama, to znaci da svi pocetni uslovi 

kao i svi koeficijenti moraju biti odredjeni brojno i postav1je­

n! па ana1ognom racunaru. St~ga se pre pocetka rезаvаnја nekog 

problema mora obezbediti nacin postavljanja pocetnih uslova па 

racunaru. Sa postav1jenim pocetnim uslovima racuna~ moze da pre­

dje па reZirr. rada и kojem se dobija resenje matematickog mode-

1а. Ovo resenje nајсезсе је funkcija koja se па ana1ognom racu­

naru predstavlja odgovarajucom naponskom funkcijom. 

uredjaj koji sluzi za rrikazivanje naponske funkcije, u obliku 

pogodnom za pracenje resenja matematickog modela od strane ko­

risnika racunara, naziva зе iz1azni uredjaj i1i uredjaj za oci­

tavanje resenja. 

Svi problemi, kao sto su prenosenje programa па analogni racu­

nar, postavljanje pocetnih uslova, ocitavanje i indikacija re-
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Беnја, kamandovanje rad~ racunara i s1. bi6e razmatrani u ovoj 

g1avi. Prema tome, pod organizacijom ana10gnih racunara podrazu­

mevaтo nе saтo tehnicka resenja vezana za rad racunskih е1еrnеnа­

ta, ve6 i za rad ana1ognog racunara u ce1ini. Pos1ednjih se go­

dina znatno usavrsio nacin koris6enja savremenih ana10gnih racu­

nara, te smatramo da ova oblast zas1uzuje da bude tretirana iz­

dvojeno od racunskih e1emenata racunara. 

Na s1ici 1.1. data је Бета па kojoj је prikazana struktura ana-

1ognog racunara u celini. Izvori za napajanje obezbedjuju potre­

Ьnе nароnе za rad racunara. Ovde је potrebno raz1ikovati racuns­

ke napone i napone napajanja pojedinih e1emenata i uredjaja ra­

cunara. 

,- Program -

Izvori Ratunski lz'azni 
"арајаф c'cmcnti urcdjaj 

t 
. ~ t I 

I I 
I I 
I L..-- Кomandni 1--- I L ______ 

Ыоk t-------J 

51. 1.1. Organizacija analognog racunara 

Program se па racunaru postav1ja fizickim povezivanjeffi odgovara­

ju6ih racunskih elemenata. Pored ovoga, kod najmodernijih racu­

nara, programom se mogu predvideti i posebne intervencije sa ko­

mal'dnog bloka racunara. 

Kornandni blok obezbedjuje sve komandne signale koji upravljaju 

radom analognog racunara. Osnovni signali ove vrste su nаrnеnје­

n! za pustanje racunara u rad i zaustavljanje racunara. Pored 

ovoga, komandni blok obezbedjuje raz1icite rezime rada racunara, 

kao sto su podesavanje potenciometara,pocetnih us10va, radni re­

zim i dr. 5avremeni racunari, grade se tako аа mogu da rade 

sporo i repetitivno, ра se i za ove rezime па koтandnom bloku 

na1aze odgovaraju6e komande. 



An~logni e1e\ctronski raCunзri i пјЉоvз рrimепз 145 

2. SPORI ANALOGNI RAL:UNARI 

2.1. КеЈiшi rada sporih аnaIОgnih raeunara 

Kod sporih ana10gnih racunara potrebna је intervencija coveka, 

preko komandnog bloka, da Ы se racunar doveo u radni re!im 

i1i da Ы se zaustavio u toku rada. Оа Ы se оmоguбiо norma1an 

rad sporog ana1ognog racunara potrebni su s1еdебi rezimi rada 

u koje se racunar moze dovesti spo1jasnjom intervencijom 

coveka: 

- postav1janje potenciometara, 

- postav1janje pocetnih us1ova, 

- norma1ni rad racunara - "racunanje", i 

- zaustav1janje racunara - "рamбеnје". 

Pored ovih osnovnih rezima rada,kod savremenih vecih racunara, 

postoje i drugi rezimi rada koji obav1jaju posebne operacije, 

kao ito su provera pojedinih racunskih e1emenata,ispitivanje pro­

Ыета u statickom rezimu, itd. Uz ротос ovih re!ima u nekim s1u­
cajevima se moСЈи 1ako otkriti greske koje se jav1jaju bilo us-

1ed kvara nekoq od racunskih e1emenata, Ы10 us1ed pogresnog 

programiranja, cime se o1aksava i uЬrzava rad sa racunarom. 

U da1jem iZ1aganju сета se zadrzati samo па osnovnim rezimima 

rada racunara. 

Svaki od navedenih pet osnovnih rezima rada Ысе posebno razma­

tran. 

2.2. Postavljanje potenciometara 

Kada su racunski e1ementi e1ektricno povezani prema postav1je­

nom programu, treba izvrsiti postav1janje svih potenciometara 

koji ucestvuju u programu. Postav1janje potenci6metara se ~as­

toji u prenosenju brojnih vrednosti za konstante i parametre iz 

matematiCkog mode1a па odgovaraju6e potenciometre \t ana1ognom 

тodе1и па racunaru. Pri1ikom postav1janja potenciometara treba 
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vod1t1 racuna о eventualnom ореtёrесепјu potenc1ometra ulaznom 

otpornoscu sledeceg racunskog elementa. Ut1caj opterecenja па 

tacnost potenciQmetra razmatran"j~ u prvom delu knjige (odeljak 

I.2). Оа Ы se kod postav1janja potenc1ometara uze10 u obzir 1 

opterecenje potenc1ometra,potrebno је najpre izvrs1t1 e1ektricno 

povez1vanje racunsk1h e1ernenata ротоси odgovarajuc1h spojnih vo­

dova tako da svak1 potenciomet,ar dobije опо opterecenje koje се 

1mat1 u norma1nom radu rаСunцrа~.u rez1mu postav1janja potenc1o­

metara па rele РР dovod1 se napon.upp (s1.2.2.1),koj1 vrsi pre­

bacivanje prekidaca Р 1 1z polozaja (А) u polozaj (B).Na taj su 

nacin sv1 u1azn1 otpor1,kod sabiraca odnosno 1ntegratora,odvo­

јеп1 od samog pojacavaca 1 spojen1 sa masom. Ako је nek1 od u1az­

nih otpora R
i

(i=1,2, ••• ,n) Ыо vezan za k1izac nekog od poten­

ciometara, оп ostaje vezan 1 u ovom rezimu. Otpor i11 kondenza­

tor u povratnoj sprez1 pojacavaca ostaje spojen te је 1z1azni 

пароп svakog pojacavaca пи1а. U 1sto vreme пароп upp vrs1 pre­

bac1vanje i prekidaca Р па s11ci 2.2.2 u po1ozaj (В), te se 

па svak1 od potenciometara dovodi konstantan racunsk1 пароп U. 

Izmedju k1izaca potenc1ometra Р 1 , koj1 se ze11 postaviti, i 

referentnog potenc1ometra Pref na1azi se oset1jiv1 instrument 

Z(p) 

R2 Р, д 

S1. 2.2.1. Sabirac u rez1mu postav1janja potenciometara 

- m1kroampermetar, ротоси kojeg se prec1zno konstatuje postojanje 
naponske raz11ke. Na referentni potenciometar se takodje dovo-

d1 пароп u. Vrednost koja se ze11 postav1t1 па potenc1ometarP1 , 

postav1 se najpre па referentnom potenc1ometru, а zat1m se k1i­

zacpotenc1ometra Р 1 pomera dok m1kroampermetar пе pokaze 

пи1и. Tada је u 1 = ur ' ра је potenc1ometar podesen па ze1je-

пи vrednost bez obzira па opterecenje. 
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Kod vecih savremenih racunara u tacki (С) (в1. 2.2.2) vezan је 

precizni numericki vo1tmetar, umesto mlkroampermetra i referen­

tnog potenciometra. Ovaj lnstrument ima vr10 ve11ki unutrasnji 

otpor, te nе opterecuje k1izac potenciometra. Ротоеи nјеча se 

U--~~--------------------~ 

в р 
PREDНOONI 
RAёuNSKI 1---
ELEMENТ А I 

U"-ih 
р, t 

U, 

I 

с 

SLE ОЕС I 
RA~UNSKI 
ELEMENТ 

51. 2.2.2. Postav1janje potenclometara 

t 
Ur 
I 

Pr1f 

podesavanje potenclometra vrsi veoma 1ako 1 brzo, jer se vred­

nost nароnа U1 lndlclra u obllku dekadnog broja. 

2.3. Postavljanje росеtnЊ uslova 

U ovom re~imu rada treba izvrsiti punjenje konde~zatora u pov­

ratnoj sprezi svih integratora do naponske vrednosti koja odgo­

vara odredjenom pocetnom us10vu svakog од njih. Оа Ы зе ovo 

rea1izova10 potrebno је odvojiti u1azne otpornike od u1aza u 

pojacavac i па kondenzator dovest1 nароn koji odgovara pocetnom 

us10vu (з1. 2.3.1). 

5igna1 U , koji зе jav1ja u ovom re~imu rada racunara, posred-
ри 

stvom re1ea PU, vrsi prebacivanje prekidaca Р1 i Р2 па s1ici 

2.3.1 iz po1ozaja (А) и po1ozaj (В). Preko potenciometra р 

dovodi se deo nароnа U koji odgovara pocetnom us1ovu. Napon 

U је pozitivan i1i negativan u zavisnosti od znaka pocetnog и-
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s1ova. Punjenje kondenzatora С (sl. 2.3.1) se vrsi preko ot-

u 

R R 

51. 2.3.1. Postav1janje pocetnih uslova 

pora R, tako da је vreme postavljanja pocetnog uslova odredje­

по vremenskom konstantom RC. Otpori R se оЫсnо biraju tako 

da vreme punjenja kondenzatora bude dovo1jno malo u odnosu па 

vreme intervencije coveka u ci1ju promene re!1ma rada racuna­

ra. 

2.4. Normalni rad racunara - "racunanje" 

U ovom rezimu rada vrsi se resavanje postavljenog problema па 

ana1ognom racunaru. Prema tome, u ovom rezimu treba obezbediti 

da svi racunski elementi dodju u stanje predvidjeno programom. 

Posto ne postoje signali U i о .. , to 6е potenciometri do-
рр ри 

6! u stanje pre6vidjeno programom, jer se prekidac Р па slici 

2.2.2 na1azi u polo!aju (А). Integratori 6е imati funkciju za 

koju su namenjeni, jer odsustvo signala Ори ' (s1. 2.3.1) dovo­

di prekidace РI i Р2 U polo!aj (А). Prekidac РI u polo!a­

ju (А) ostav1ja u povratnoj sprezi integratora kondenzator С, 

а prekidac Р2 u ро10!аји (А) uspostav1ja vezu izmedju u1aznih 
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otpora i pojacavaca, tako da integrator moze norma1no da Obav-

1ја svoju funkciju. Pre ovog rezima racunar se mora na1aziti u 

rezimu postav1janja focetnih uslova. Za vreme rezima postavlja­

nja poeetnih uslova izvrAeno је punjenje odgovaraju6ih kondenza­

tora па napon koji odgovara pocetnim uslovima. Ako se zatim pre­

dje па rezim normalnog rada racunara, svaki racunski element 0-

bavlja6e odgovaraju6u funkciju i Ы6е povezan sa ostalim racun­

skim elementima prema postavljenom programu. 

2.5. Zaustavljanje racunara - "pamcenje" 

Kada se racunar na1azi u rezimu norma1n09 rada integratori оЬа­
vljaju funkciju integra1jenja, ра se u skladu аа tom funkcijom 

menja i naponski nivo па kondenzatorima u povratnoj sprezi. Као 

sto је ve6 od ranije poznato, nezavisno promen1jiva kod ana1og­

nih racunara је vreme. Prema torne, integracija se obav1ja u vre­

menu. Ako se, medjutim, ze1i prekinuti proces integracije u ne­

kom vremenskoт trenutku, а da se naponski nivoi па kondenzator1-

та zadrze па onim vrednostima koje su Ы1е u trenutku prekida 

integracije, racunar treba dovesti u rezim zaustav1janja i1i 

"рат6еnј а" • 

Ovde treba napomenuti da ako Ы se pos1e rezima normalnog rada, 

racunar doveo u rezim postavljanja pocetnih us1ova, takodje Ы 

proces integracije Ыо zaustavljen, ali Ы kondenzatori, u pov-

ratnoj sprezi integratora, Ы1! ponovo dovedeni па napone sraz­
merne pocetnim us1ovima. 

Medjutim, u rezimu zaustavljanja - n~am6enjan izvrsi se odvaja­

nје u1aznih otpora od u1aza u.pojacavac integratora, а konden­

zator u povratnoj sprezi ostaje па dostignutom naponskom nivou 

(s1. 2.5.1). Signa1 UpA' koji definiAe ovaj rezim rada racunara, 

vrAi prebacivanje prekidaca Р2, preko relea РА, па s1ici 
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2.5.1 iz po1ozaja (А) u po1ozaj (В). 

51. 2.5.1. Zaustav1janje racunara sa "pam6enjem" 

Ako se pos1e rezima zaustavljanja - "pamcenja" predje ponovo u 

rezim normalnog rada, racunar nastav1ja rad, od vremenskog tre­

nutka zaustav1janja па dalje, sa korektnim naponskim stanjima 

па svim racunskim e1ementima. Na оуај nacin proces racunanja зе 

nastavlja kao da nije ni Ыо prekinut. 

3. REPEТITIVNI ANALOGNI RACUNARI 

3.1. Repetitivni rad racunara 

Repetitivni analogni racunari su dobi11 ime ро osobini da se re­

senje kod ovakvih racunara ponav1ja vise puta u sekund1. On1 ra­

de ve1ikom brzinom i па njima se resenje obicno ponav1ja 20 do 

100 puta u sekund1, а postoje repetit1vni racunari kod kojih u­

cestanost ponav1janja resenja iznosi 1 ро nekoliko hiljada u 

sekundi (ultrabrzi repetitivni racunari). Zbog ve11ke brzine 

ponavljanja resenja, ono se moze vizuelno prat1ti па ekranu 

katodnog osciloskopa. 

Rad racunara za vreme jedne repetic1je, 11! jednog c1k1usa sas­

toji зе iz dva de1a (s1. 3.1.1). Prv1 deo је neradni i11 pri­

premn1 per1od, u kojem зе vrs1 dovodjenje pocetnih.uslova i pri­

prema racunara za radni rezim. U ovom periodu vrsi se praznjenje 

kondenzatora u povratnoj sprezi kod integratora, i integratori 
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se dovode u stanje od kojeg treba da pocne resavanje problema, 

koji је u vidu programa postav1jen па racunar. 

ENcradni pcriOd-;t:RаdПi PCriOd? 

Ioo->-----Vrcm С С I kt us а -----::::J--I 

81. 3.1.1. Vremenski cik1us kod repetitivnih racunara 

Iza ovog perioda'nai1azi radni deo ciklusa koji se obicno nazi­

va radni period. U ovom de1u racunar obav1ja resavanje postav-

1jenog problema. 

Оа Ы se omogu6io automatskipre1azak iz neradnog u radni peri­

od, а zatim ponav1janje ovog cik1usa, u integratore su ugradje­

ni specija1ni e1ektronski 11i elektromehan'icki sistemi koji pre­

bacuju integratore u pocetni i1i radni rezim. Kod raznih racu­

nara ovaj sistem је izveden па razne nacine. Naprimer, kod ra­

cunara koji rade sa manjim brojem ponav1janja u sekundi.para1e1-

по sa kondenzatorom na1azi se jedan re1ejni prekidac (RP) 

(sl. 3.1.2) koji је za vreme neradnog perioda zatvoren, tako da 

RP 
г--, 

81. 3.1.2. Praznjenje kondenzatora u povratnoj 

sprezi integratora 
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зе kondenzator prazni. U radnom periodu ovaj prekidac је otvo­

ren, te је omogucen pravilan rad integratora. Kod brzih racunara 
koriste se elektronski prekidaci. 

Upravljanje radom ovlh prekidaca (relea) vr§i se iz komandnog 

bloka pomocu pravougaon1h naponskih impulsa. Obllk ovih impul­

sa prikazan је па slici 3.1.3, gde је uzeto da impuls zatvara 

prekldac. Kada nema impu1sa prekidac је otvoren 1 integrator је 

u radnom re i1lщ1. 

I N.юdпl 
pcriod 

Radni 
pcriod 

I I 
Ncradni 
pcriod 

Radni 
pcriod 

г 

51. 3.1.3. Komandni naponski signa1 

t . 

Kod modernijih racunarasistem za promenu radnog reiima integra­

tora је nезtо komp1ikovanij1 1 vrз1 јоз neke funkcije, ра сemo 
u narednom iz1aganju о ovome detaljnije govor1t1. 

3.2. Izbor repeticije 

Za pravilan rad repet1t1vn1h racunara potrebno је obezbed1t1 ро­

godne duzine trajanja radnog 1 neradno~ per1oda. Izbor radnog 

perioda zav1s1 od toga kako се se posmatrati rезеnје koje daje 

racunar i kako се зе meriti vreme, kao nezav1sno promenlj1va. 

Duz1na neradnog perioda odredjuje se tako da racunaru ostane 

dovoljno vremena kako Ь! se svi racunski element1 doveli u ро-
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~etno stanje. Prema tome, da Ь! obezbedili pravilan rad repeti­

tivnog ra~unara, potrebno је pogodno odabrati repeticiju, tj. 

u~estanost ponavljanja rеЙеnја. 

Prilikom izbora repeticije kod repetitivnih analognih racunara, 

treЬa imati u vidu i sledece: 

- ucestanost ponavljanja rейеnја mora biti dovoljno visoka da 

omoguci vizuelno pracenje rейеnја па ekranu katodnog osciloskopa, 

- visoka ucestanost repeticije zahteva dobre konstruktivne 

performanse pojacavaca. 

Qva dva zahteva su medjusobno kontradiktorna. Prvi zahtev naтe­

се da donja granica repeticije ne ide ispod 20 IIz, а drugi da 

gornja ne ide preko 100 Hz. 

Neka је, naprimer, па ulaz integratora repetitlvnog analognog' 

racunara doveden napon u obliku jedinlcne odskocne funkclje 

X(t) - { 

о 

za t ~ О 

(3.2.1) 

za t > О 

gde је U
o 

jedlnicnl racunski napon. Neka је kondenzato~u ро­

vratnoj sprezl integratora, u trenutku t = О, па nultom naponu, 

tj. lntegrator poclnje rad od nule. Tada је izlaz iz lntegrato­

ra odredjen sa 
т 

у (t) - ..!... Јо 'dt RC о 
(3.2.2) 

О 

gde је Т vreme trajanja radnog perloda. Iz (3.2.2) za t Т, 

dobija se 

У(Т) - ..!.. u 
RC о 

(3.2.3) 

Qznacimo sa t r ma§lnsko vreme. Ako zelimo da пат radni period 

racunara bude t r 1 sek. onda iz (3.2.3) sledi da је 

..!.. = 1 
RC 

(3.2.4) 
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odakle se dobija 

т = RC (3.2.5) 

Kod repetitivnih racunara treba omoqu6iti da se resenje ponav-

1ја vise puta и sekundi. Oznacimo broj ponavljanja resenja и se­

kundi sa f m• Uzmimo da је trajanje neradnoq perioda n·T, и 0-

dnosu па radni, gde п moze biti razlic1ta konstanta, sto za­

visi od toga, kojom se brzinom integrator moze dovesti и pocet­

по stanje. Najces6e зе uzima da је п = 1, sto znaci da зи rad­

ni i neradni period istoqa trajanja. Prema tome, trajanje eeloq 

eiklusa Те' iznosi 

Odavde је ucestanost ponavljanja resenja odredjena sa 

f m 
1 

Те 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

Ako zelimo, naprimer, da racunar ponavlja resenje 20 puta и se­

kundi, а da.radni i neradni period budu jednakoq trajanja, tada 

је f m 20, а iz (3.2.7) зе dobija 

1 
Те = 20 = 0,050 sek (3.2.8) 

Ako је i п = 1, tada је iz (3.2.6) 

Те 
Т = -- = 0,025 sek 

2 
(3.2.9) 

Ako zelimo sada da radni period od 25 msek odgovara rea1nom 

vremenu od 1 sek, onda, prema (3.2.5), treba da је: 

RC = 0,025 (3.2.10) 

Iz ove se relaeije тoqи proizvoljno b1rati R i С. Radi lak­

зеч racunanja ob1cno se uzima ulazni otpor od R = 1 М, ра iz 

(3.2.10) sledi da је 

С 
0,025 

10' 
0,025 \.IF (3.2.11) 

Kod nekih tranzistorskih racunara је R = 0,1 М, ра se iz rela-

е1је (3.2.11) dob1ja 

С = 
0,025 

0,1010' 
= 0,25 \.IF (3.2.12) 
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Prema tome, pri ucestanosti .od 20 ponavljanja resenja u sekun­

di i izboru R = 1 М i С = 0,025 ~F, па kraju radnoq perioda ша­

s1nsko vreme се odqovarati realnom vremenu od 1 sek. Ovo sledi 

iz relacije (3.2.4), tj. 

т 0,025 
t r = Rё = 0,025 = 1 sek (3.2.13) 

Kod nekih tipova repetitivnih racunara uz1ma se promenljiva и­

cestanost repetlcije. Tada se pri najve~oj ucestanostl uz1ma da 

radnl period bude jednak 5 masinsklh jed1nlca vremena (sekun­

di), а prl nајтanјој oko 100 masinskih jedinica. 

OVde se necemo upustatl u analizu veze. repeticije i frekventnlh 

oqranlcenja koja su diktlrana konstruktivn1m karakteristlkama 

pojacavaca. Napomen1mo зamo da зе ova anallza izvodi па osnovu 

analize tacnosti rada inteqratora (PRVI DEO, I, 3.4). 

3.3. Postavljanje роёеtпih uslova 

Napomenuto је. ranlje da se postavljanje pocetnih uslova vrsi pu­

nјеnјет kondenzatora u povratnoj sprezl lnteqratora, kollc1nom 

elektrlclteta О(о), tako da ј.е 

У(о) 
о(о) 

с 
(3.3.1) 

Kod repetitlvnih analoqnlh racunara, najcesce se nе vrsi posta­

vljanje pocetnlh uslova рunјеnјет kondenzatora u povratnoj spre­

zi in~eqratora, jer ovaj nacin zahteva posebna tehnicka resenja. 

Zato сето najpre objasnlti nacin postavljanja pocetnih uslova 

koji nе zahteva рunјеnје kondenzatora za vreme neradnoq perio­

da. 

Ovaj se nacin sastoji u tome з~о зе kodenzator praznl, tj. ln­

teqrator dovodl па nultl napon za vreme neradnoq perloda. Kada 

lnteqrator poelnje lnteqraciju ulaznoq napona x(t) па izlazu 

lz inteqratora pojavljuje se napon 

t 

- 1 Ј Y(t) = - RC X(t)dt (3.3.2) 

о 

Prema tome, па izlazu iz inteqratora u trenutku t = О, је i 
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У(о) = О. Medjutim, aЭtо је ve1icina У(о) 1: О, onda iz1az iz 

integratora predstav1ja funkciju Y(t) umanjenu za vrednost 

У(о), tj. 

Y(t) = Y(t) - У(о) 

Zamenom (З.З.З) u (З.З.2) dobija ве 

t 

Y(t;) = - ;с fX(t)dt + У(о) 
о 

(З.З.З) 

(З.З.4) 

Na s1ici З.З.1 prikazana је аета koja obezbedjuje postav1janje 

pocetnih us10va kod repetitivnih ana10gnih racUnara. Iz1az iz 

integratora umanjen је za vrednost poeetnog us10va У(о). Iza 

integratora d01azi sabirac па kojem se vrsi sabi,ranje iz1aza iz 

integratora i konstantnog napona У(о). Na izlazu iz sabiraca 

dobija se ve1icina Y(t) sa obracunatim pocetnim us10vom. 

-V(t) 

У(о) 

-
51. З.З.1. Postav1janje pocetnih us10va preko sabiraca 

Umesto sabiraca па sl1ci З.З.l moze bit1 1 integrator, ako to 

zahteva rnatemat1ck1 rnodel. Dodavanjern pocetnog uslova па ulaz u 

~.ntegrator, dobi6e ве takodje korektna vrednost па izlazu iz 

drugog integratora. Naprirner, neka је potrebno da se odredi: 

t 

УI (t) = - JY(t)dt (3.З.5) 
о 

gde је У 1 (о) = О, а Y(t) zadato relacijorn (З.З.4). Na s11ci 

З.З.2 data је вета koja obezbedjuje korektno povezivanje е1ете­

nata prema re1ac1jl (З.З.5). 

Ukoliko rnatematicki model zahteva da se izla~ni nароn iz inte­

gratora (bez obracunatog pocetnog uslova) dovodi па ulaze u vi­

ве racunskih elernenata, onda је potrebno па u1az svakog od tih 
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e1emenata dodati јоз i pocetni us10v У(о), kako Ы se obezbe-

У(о) 

S1. 3.3.2. Postav1janje pocetnih us10va preko 

u1aza u s1edeci inteqrator 

di10 da svaki od e1emenata racuna Ба funkc1jom Y(t). OVo је 

prikazano па s1ici 3.3.3. Zboq toqa је ovakav nacin postav1ja­

nja pocetnih us10va nepoqodan, jer ovo znatno povecava broj ve­

za pri postav1janju proqrama па racunaru. 

V(t)-V(o) -

У(о) _. --+1---11---11 
51. з.з.з. Postavljanje pocetnih uslova па veci 

broj racunskih elemenata. 

Kod repetitivn1h analognih racunara, као sto је receno, mora Бе 

obezbediti praznjenje kondenzatora za vreme neradnog per1oda. 

Kod racunara sa visom ucestanoscu repeticije ovo se postize ро­

тоси elektronskih prekidaca, koji se komanduju pravougaonim im­

pulsom, кој! definise neradn1 period. Na slici З.З.4 pr1kazan 

је elektronsk1 prek1dac kroz koj1 se vrs1 praznjenje konden­

zatora. Rad e1ektronskog prekidaca sastoj1 Бе u sledecem: Kada 

Бе па resetke cev1 dovede poz1tivan пароп (od oko 20V),onda 

bar kroz jednu od cev1 prolaz1 maksima1na struja, te Бе cev1 
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ponasaju kao zatvoren prekidac. Tada је kondenzator u kratkom 

~----... 
Кomandnj 

signal 

X(t) V(t) - V(O) 

51. 3.3.4. Pra!njenje kondenzatora preko 

e1ektronskog prekidacao 

spoju i inteqrator па iz1azu daje napon nu1a. Ako se sada па 

resetke dovede neqati~an napon (reda oko 120 V), onda su оЬе 

resetke па neqativnom potencija1u u odnosu па оЬе katode, te 

kroz сеуl ne protlce nikakva struja. Tada se сеу! ponasaju kao 

otvoren prekidac, te inteqrator inteqrira ve1icinu dovedenu па 

njeqov u1az. 

Druqi nacin postav1janja pocetnih us1ova, koji se prlmenjuje 

kod repetitivnih racunara sa ni!om frekvencijom repetlclje pri­

kazan је па s1icl 3.3.5. Pocetni us10vi se dovode direktno na 

lnteqrator (PRVI DEO, 1, 3.2), а1! u neradnom perlodu. Kada ne­

та komandnoq impu1sa, re1e А је otpusteno, ра је prekldac Р 

u po1ozaju (1), te se па kondenzator С inteqratora dovodi na­

pon -у(о) preko otpornlka R1 • Izbor otpornlka Rl treЬa iz­

vrsitl tako da se па kraju neradnog perioda па izlazu lz inte­

gratora dobija napon У(о). 

Kada па rele А dodje komandni slgnal radnog perioda, prekidac -
Р se prebaci u polozaj (2), te se па ulaz inteqratora dovodi 

napon X(t), 1 lz1azni napon inteqratora definisan је re1acljom 

(3.3.4) • 
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R 
X(t) о r==1 • I 

2 , 

h ~ r "9-
Кomandni 

signal ~ 

51. 3.3.5.Postav1janje pocetnih us10va 
punjenjem kondenzatora 

4. REPETIТIVNI RAD SPORIH ANALOGNIН RACUNARA 

159 

Kod repetitivnih ana10gnih racunara, vide1i srno, da se radni i 

neradni period autornatski зrnеnјији. Ovakav rezirn rada оrnочисије 

аа se za vreme rada racunara vrse prornene pararnetara u аnа1очnоrn 

rnode1u i da se resenje odrnab prati па ekranu katodnog osci1osko­

ра. Kako је ovo vr10 cesta prakticna potreba, kada se resavaju 

tehnicki problerni па ana10gnirn racunarirna, to se repetitivni 

rad оrnочисије i kod sporih ana10gnih racunara. Vec је ranije. ~e­

сеnо da se repetitivni rad sastoji iz norrna1nog rada za vrerne 

radnog perioda i dovodjenja pocetnih us1ova, za vrerne neradnog 
-

perioda. Prerna torne, da Ы se kod sporog аnа1очnоч racunara 

ostvario repetitiVni rad, potrebno је obezbediti automatsko srnе­

njivanje ova dva rezirna rada, tj. 

- norrna1nog rezirna rada i 

--postav1janja pocetnih us1ova. 

Ovo se moze ostvariti ako se komandni signa1 Upu (s1. 2.3.1) 

periodicno ponav1ja, kao sto је prikazano па s1ici 4.1. 

! Upu ( t) 

~_ г t 
РоёCltпi Normalan Роёеtпi Normalan 
uslovl rad uslovl rad 

51. 4.1. Oblik komandnog signa1a za repetitivni rad 
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U vremenu kada је napon komandnog s1gnala U razl1c1t od nu-pu 
1е prek1daci Рl 1 P z se prebacuju u роl0!аје (8), а kada је 
napon U nu1a, prek1dac1 se vra6aju u po1o~aj (А). Na ovaj na-pu 
cin је obezbedjen repet1t1vn1 rad kod spor1h analogn1h racunara. 

Medjutim, treba imat1 u v1du da su prekidac1 Рl 1 Pz kod 

sporih ana1ogn1h racunara mehan1ck1, ра prema tame, ucestanost 

repet1cije ne mо!е bit1 v1soka. Najce§6e se kor1st1 repet1t1vn1 

rad sa repet1c1jom od 1 do 30 radn1h per10da u jednoj sekun­

d1. кako је vreme 1ntegrac1je, kod repet1t1vnog rada, vr10 mа10, 

to se pove6ava vremenska razmera 1zmedju ma§1nskog 1 rea1nog 

vremena , pramenom kondenzatora u povratnoj sprez1 1ntegratora. 

Najce§6e se u povratnoj sprez1 integratora na1az1 vl§e konden­
zatora (s1. 4.2 ). 

з~ 
001 

0.1 

R, 
5 1 

R2 

----
Rn 

51. 4.2. Kondenzator1 u povratnoj sprezl 1ntegratora 

Ako su u1azn1 otpori od 1М (s1. 4.2. ) , а u s1ucaj11 kada је 

prek1opn1k s u po1ozaju (1), vremenska konstanta 1zn')si 

RC = 10"10-' = 1 sec, 

te ве racunar korist1 kao spor1 ana1ogn1 racunar. Kada se pre­

dje па· repet1t1vn1 rad, moze ве 1zabrat1 ро1о!ај (2) 111 (3), 

gde је kondenzator 10 odnosno 1~0 puta manjeg kapac1teta od 

onog prl sporom radu, cime ае vremenska razmera uЬrzava 10 111 

100 puta. U repet1t1vnom re!1mu rada ne mogu se kor1st1t1 ele­

ktromehan1ck1 racunsk1 e1ement1, kao §to su servomno!ac1. Pored 

toga, kao 1z1azn1 uredjaj za oc1tavanje re§enja u ovom rezimu 

rada obicno se kor1st1 osc11oskop, jer p1sac ne moze da prat1 

ovako brze promene napona. 
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5. PROGRAMlRANJE 

Postupak izrade strukturne blok зете, ро kojoj se па osnovu та­

tematickog modela povezuju racunski elementi па analognom racu­

naru, tj. sastavljanje programa, isto је kako za spore tako i 

za repetitivne racunare. Razlika је jedino u tome sto spori ana­

logni racunari imaju ve6i izbor racunskih elemenata, posto se 

kod njih koriste i elektromehanicki racџnski elementi. 

Medjutim, fizicka realizacija programa koja se sastoji u uspos­

tavljanju elektricnih veza izmedju pojedinih racunskih elemena­

ta, kako је to predvidjeno ЫОК &ешош programa, mo!е da bude 

razlicita u zavisnosti od konstrukcije racunara. 

мogиса su, uglavnom, dva nacina realizacije programa 

- direktnim povezivanjem racunskih elemenata i 

- povezivanjem racunskih elemenata preko tzv. 

programske рl0Се. 

Direktno povezivanje racunskih elemenata vrsi ве spoljnim veza­

ша па вашan racunaru. Svakiracunski element ima па svojoj pre­

dnjoj рl0С! izvedene prikljucke za ulaz i izlaz 1 nj1hovo se 

povezivanje vrsi'u saglasnosti sa programom koji se postavlja. 

Drugi nacln postavljanja programa је preko programske рlоее. 

Svi izlazi i ulazi u racunske elemente su izvedeni па posebne 

kontakte па koje se moze postaviti prog.ramska рl0Са. povezi­

vanje programa vrsi зе па programskoj рl0С! odvojeno od racuna .... 

ra. Kada је program па programskoj рl0С! povezan, рl0са se ро­

stavi па racunar, сiше зе 1 fizlcki uspostavljaju potrebne veze. 

Posle toga racunar је sprema~ za resavanje programlranog zadat­

ka, te se odgovaraju6im ukljucivanjem'komandnih signala za роее­

tak rada dobijaju naponske funkcije koje predstavljaju tra!ena 

resenja.. 

Programska рl06а ima znatne prednosti, jer оmogи~ије efikasnlje 

korlscenje racunara. prenosenje programa па programsku рl0си 

vrsi se odvojeno od racunara. Tako,'dok ае program prenosi па 

је; рl0си, racuna~ ве то!е korlst.1ii za resavanje materriatH!­

kog modela postavljenog па drugoj programskoj рlоеl. Eventualne 
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greske kod sastav1janja programa takodje se mogu 1akse uoc1t1 1 

1sprav1t1 bez nepotrebnog anga~ovanja racunara. Program postav-

1jenna jednoj programskoj р10с1 тo~e se cuvat1 pr01zv01jno du­

go 1 prema potreb1 kor1st1t1, а da se racunar ne anga~uje се'10 

vreme,vec saтo kada se ova programska ploca kor1st1. Sve.ove 

prednosti programske р10се nad d1rektn1m postav1janjem programa 

па racunaru c1ne da se danasnj1 vec1 ana10gnl racunarl ug1avnom 

grade sa programskom р10сom, а uz svakl racunar korlsnikmo~e: 

dob-1tl. ~e1jen1 broj prograтsklh р10Са •. 

6. UREDAJI ZA OCIТAVANJEREZULTATA 

Kod sporih ana10gnih racunara zaposmatranje i ocitavanje 'rese­

nja koristi' se vise razl1citih uredjaja. Da11asnji .ana1ogn1 racu­

nar1 kor1ste ug1avnom tr1t1pa ovakvlh uredjaja .1 to . 

- v01tmetre, 

p1sace, 1 

- osc110skope. 

Za ocltavanje' i podesavanje pojedlnih konstantnih naponskih' . 

vrednosti s1u~i v01tmetar.Modernivecl a.na1ogni racUhi1ri sadr'­

ze' ob'icno dva tipa ovakv1h v01tmetara~sa kaza1jkom lsa numeri­

ckom indikacijom. Voltmetar sa kaza1jkom sluH za kontr01unapo­

па napajanja 1 dr.ugih pomocnih napona, dok numericki v01tmet,ar 

s1uzi za tacno ocitavanje pojedinih rac.unskill napona. V01tmetri 

koji se koriste kod ana10gnih racunara su k1ase. 0,5 sto odgo­

vara gresci merenja od 0,5% maksima1ne vrednost1 па skali, а 

numericki voltmetri iтaju tr1 111 cetiri cifre,tako.da moguda 

oc1tavaju 1 mere sa tacnoscu 0,1%' do .0,01% .. racunskognapona. 

Kod sporih аnа1!Эgn1h racunara u normalnom radu nзрОn'skе'fUhkсi­

jenemaju btze prbmene, 'te se zaocitavanje promen1j1v1h napona 

kor1ste pisac1. Postoje dva tipa pisaca. Jedna grupa pisaca Ье­

lezi naponske funkcije u zavisnost1 od vr.f3Щеnа •. То su pisaci ko­

ji rade sa ro1nama papira i imaju mehanizam za kontinua1no pok~ 

retanje papira. коа njih se pero krece.samo ро jednom pravcu. u 

zavisnosti оа naponske velicine dovedene па u1зzmеhаnizmа. Ме­

han1zam za pokretanje papira vuce pap1r sta1nom brz1nom upravno 

па pravac kretanja pera, te se tako па papiru pojav1juje kr1va 
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1inija koja predstav1ja graficki prikaz posmatrane naponske ve1i­

cine u funkciji vremena. Ovakvih pisaca ша vise vrsta u zavis­

nosti od broja pera i kana1a koji зе zapisuju. postoje pisaci 

за 1, 2, 4, 8, 12 i 24 kana1a. Ovakvi visekana1ni pisaci зе ko­

riste kada је potrebno istovremeno be1eziti vise naponskih funk­

cija. 

Drugl tip pisaca је tzv. Х - У pisac. То је pisac koji зе koris­

ti kada 'је potrebno snimiti jednu naponsku funkciju u zavisnos­

ti оа druge naponske funkeije, pri cemu зе оЬе menjaju за vre­

menom. Оп зе sastoji od dva nezavisna servosistema, od kojih pr­

vi pomera jedan pokretni 1enjir duz horizonta1ne озе u zavisnos­

ti оа nap6nske funkeije X(t) dovedene па u1az pisaca (oznacen 

за х), а drugi servosistem pomera pero duz 1enjira u zavisnosti 

оа naponske funkeije y(t) dovedene па u1az pisaca (oznacen за у). 

Papir koji зе koristi kod ovakvih pisaca је оЫсап mi1imetarski 

papir i оп зе ротоси vakuuma drzi па р1ос! za ispisivanje, i1i 

па neki drugi nacin u zavisnosti od konstrukcije pisaca. 

Pomocu specija1nih potenciometara za kontro1u "para1akse", moze 

зе pero postaviti u Ы10 koji росеtn! po1ozaj па papiru, а рото­

си odredjenih prek10pnika moze зе podesiti ze1jena oset1jivost 

svake od ve1icina Х i1i У. Staticka tacnost ovakvog pisaca 

ogranicena је jedino mrtvim hodom servosistema i obicno је Ьо-

1ја od 0,1% pune ska1e. Dinamicka tacnost је dovo1jna аа pra­

ti i brze promene napona (1 do 2 Hz) koje зе jav1jaju kao iz1a­

zne ve1icina u racunaru, а1! је ogranicena, t.ako аа зе mog,u ро­

sti6i brzine od oko 25 ао SO ст/зее • 

Х - У pisac зе moze koristiti i za be1ezenje naponskih funkci­

ја u zavisnosti оа vremena. Qvo зе postize па taj nacin §to зе 

па u1az Х dovodi napon X(t) = K·t. Qvaj napon зе аоЫја iz 

jednog od integretora па racunaru, ako зе па u1az integratora 

dovede konstantan napon, preko potenciomptra. Na u1az У pisaca 

dovodi зе naponska funkeija ciji зе graficki oblik ze1i zabe1e­

ziti (nacrtati) u .zavisnosti od vremena. 
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Za posmatranje 1 oC1tavanje naponsk1h funkc1ja koje se dobijaju 

kao resenja па repetit1vnom ana1ognom racunaru kor1ste se speci­

ja1n1 iz1azni uredjaji. Kako vreme rada, tj. radni period repe­

titivnih racunara 1znosi od neko1iko mi11sekundi do neko11ko de­

setina m111sekundi, to se za ovu svrhu ne mogu koristiti e1ektro­

mehanic~i uredjaji, kao pisaci 11! s1icno, ve6 se kor1ste speci­

ja1ni osc11oskop1 kod kojih se resenje posmatra па zastoru kato­

dne cevi. 

KRtodna cev osci1oskopa omogu6uje da se m1azom e1ektrona, koj1pa­

da па zastor cevi i 1zaziva svet1u tacku, moze uprav1jat1 spo-

1ја (51. 6.1) • U cevi su ugradjene р1осе рото6и koj1h se moze 

pomerat1 zrak horizonta1no i vertika1no. Na р1осе za hor1zonta1-

по pomeranje m1aza, kod repetitivnih racunara, dovod1 se pravo-
1inijski testerasti napon oblika kao па slici 6.2. Na pocetku 

lzvor mlaza 
elektrona 

/ 

51. 6.1. Katodna cev osci1oskopa 

zastor 

radnog perioda ovaj nароn је nи1а, а zatim raste do kraja rad­

nog perioda Т. U zavisnost1 оа ovog napona m1az e1ektrona, ko-

51. 6.2. Naponska funkcija za horizontalno 
pomeranje mlaza katodnc cevi 
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ј! па zastoru katodne cevi daje svetlu tacku, kre6e зе s leva 

па desno, tako da tacka opisuje horlzontalnu, tj. vremcnsku osu. 

Na kraju radnog perloda, tacka se nalazi па desnoj strani zas­

tora. Posle ovoga napon pada па nulu, te se tacka па zastoru 

vra6a u krajnji 1evl po1ozaj gde ostaje sve dok napon ne росnе 

ponovo da raste, da Ы је pomerao u desno za vreme radnog perio­

da. Cesto se m1az e1ektrona gasi prl11kam vracanja tacke па ро­

cetak kako se s1ika па zastoru nе Ь! kvari1a, u toku neradnog 

perioda. Na р1осе za vertika1no porneranje e1ektronskog m1aza 

dovodi se naponska funkcija Y(t) koja se ze1i posmatrati. 

Ovaj napon pornera tacku па zastoru osciloskopa ро vertika11, ра 

kako se u radnorn perlodu tacka kre6e i horlzonta1no, па zasto­

ru se jav1ja kriva 1in1ja koja predstav1ja graficki prlkaz na­

pona Y(t) kao funkcije vrernena. 

Pored rnogucnost1 vizue1nog pracenja resenja па zastoru katodne 

cevi, iz1aznl uredjaj treba da obezbed1 1 rnogucnost merenja or­

d1nata naponske funkc1je koja зе posrnatra. U tu svrhu koriste 

se razna elektronska resenja, koja obezbedjuju dovo1jnu brzinu 

rada kao i dovo1jnu tacnost rnerenja odabrane ordinate. Jedno od 

najprostij1h resenja је upotreba kornparatora, kojl uporedjuje 

testerast1 nароn proporc1ona1an vremenu t sa nek1rn nароnom tJ 

koji se bira роrnо6и potenciornetra P 1 (S1. б.3). U vremenskorn 

V(t)--.-------------+-Y OSC 

Х 

к 
t 
~ 

t=t, 
Y·(t,)= Const. 

у (t,) 

-/.- н 
ЕР 

Sl. б.3. Merenje ord1nata naponskih funkcija 
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trenutku t l u kojem su ova dva napona jednaka, а suprotna ро 

znaku, aktivira se komparator К, koji omoquci da za veoma kra­

tko vreme elektronski prekidac ЕР propusti trenutnu vrednost 

napona Y(t) па tzv. kolo za pamcenje Н (holding circuit). 

Na izlazu iz ovoq kola javlja se konstantan napon y*(tl) cija 

је vrednost jednaka ordinati naponske funkcije y(t) u trenut­

ku tl. На izlaz ovoq kola prikljucuje se obican voltmetar, ko­

ј! meri vrednost napona y*(tl). Po§to se re§enje ponavlja u ri­

~u repeticije racunara, to se u 1stom r1tmu javlja 1 napon 

y(tl), te se па voltmetru V meri konstantna vrednost sa do­

voljnom tacno§cu. 

Za merenje ord1nata naponsk1h funkcija postoje 1 druga tehnicka 

re§enja. Medjutim, ona se zasnivaju na s1icnom principu, tj. па 

pr1ncipu merenja trenutn1h vrednosti napona. 

u najnov1je vreme kor1ste se tzv. prostorni osciloskop1 sa te­

levizijskim ekranom, tako da se mogu posmatrati krive u ravni 

ekrana koje daju utisak da su u prostoru. Pogodnim programira­

njem за ovakvim osc11oskopom moze se dobit1 1 prikaz povr§ina u 

prostoru. 

7. AUTOМATSKI IZBOR IZLAZA - SELEKTOR 

Prilikom resavanja nekog problema па analognom racunaru, kao iz-

1azna funkc1ja koja se ze11 posmatrat1 111 be1eziti. moze da bu­

de izlazna ve11cina 1z ma kojeg racunskog elementa. Pored toga, 

u toku rada је vrlo cesto potrebno kontrolisati izlazne velici­

n~ koje se javljaju па pojedinim racunskim e1ementima~ Naprimer, 

u rezimu postavljanja potenciometara treba omoquc1t1 1ako pos­

matranje izlaza iz pojedinih potenciometara,.kako bi_se lako i 

brzo mog11 postav1jati potenciometri prema referentnom potencio­

metru (vidi s1. 2.2.2). 

Оа Ы se olaksala manipulacija oko dovodjenja 1z1aza 1z pojedi­

nih racunskih е1emечаtа па uredjaje za ocitavanje i kontrolu,u 
savremenim racunarima nalazi ве posebna loqicko - prek1dacka 

mreza - selektor pomocu koje se moze па jednostavan nacin odab-
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rati napenska funkcija koja se ze1iposmatrati. Komandovanje 0-

VOIil 1og1cko-prek1dackom mrezom vrsi зе pomo6u tr1 n1zad1rki, 

od koj1h је prvi n1z obe1ezen's10v1ma А i 'Р, а 'druga dva ni­

za obe1ezena зи brojev1ma od О до 9. Pr1t1skom па ро jednu-dlr­
ku iz svakog n1za form1ra зе troznacn1 k8d, а па 1z1az se1ekto-

ra prenosi зе 1z1az onog racunskog elementa koj1 nоз1 odgovara­

ји6! k8d. Kod ana1ognog racunara TARA-50, naprimer, koj1 sadr­

z1 50 racunskih pojacavaca, sv1 pojacavac1 зи rasporedjeni па 

se1ektoru od АОО do А49. Potenc10metr1, koj1h ima БО, raspo­

redjen1 зи od РОО do Р59. Prit1skom па ро jednu d1rku 1z sva­

kog n1za dirki па se1ektoru (s1. 7.1. ) formira se naprimer oz­

naka А26 sto znaci da је па 1z1az se1ektora doveden 1z1azni na­

роn koj1 d01az1 1z pojacavaca obe1ezenog sa brojem26. Na sli­

саn nacin, ako se pritiskom па dirke se1ektora formira oznaka 

Р3В, па ~z1azu se1ektora Ысе doveden iz1azni napon sa potenc10-

metra oznacenog sa brojem 38. 

А ОО 

Д 01 

д49 

РОО 

Р01 

Р59 

----
----

- ---
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51. 7.1: 5e1ektor 

Ako se sada, 1z1az se1ektora.poveze sa instrumentom, 111 se do-
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vede па У osu p1sa~a 111 osc11oskopa, onda se vr10 1ako 1 brzo, 

sашо pr1t1skom па tr1 d1rke, mo~e dcvest1 1z1az lz Ы10 kojeq 

ra~unsk09 e1ementa na odqovarajuc1 uredjaj za o~1tavanje rezu1-

tata. 
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DRUGI DEO 

PRIМENA ANALOGNIН RAtUNARA 
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1 RESAVANJE <?ВIСNПI DIFERENCIJALNПI ]EDNACINA 

Univerzalni analoqni racunari prvenstveno su патепјеп! za resa­

vanje problema koji зе mogu opisati pomocu obicnih diferencijal­

nih jednacina kao i sistema diferencijalnih jednacina. U ovoj 

qlavi Ысе izlo!eno resavanje obicnih diferencijalnih jedna­

cina pomocu analognoq racunara. 

мatematicki posmatrano, оЫспе diferencijalne jednacine mogu зе 

podeliti u tri osnovne qrupe i to: 

1. Linearne diferencijalne jednacine sa konstantnim ko­

eficijentima, 

2. Linearne diferencijalne jednacine sa promenljivim ko­

eficijentima i 

з. Nelinearne diferencijalne jednacine. 

Prve dve qrupe mogu se podeliti па homogene i nehomoqene difere­

ncijalne jednacine. 

U ovom izlaqanju najpre сemoзе osvrnuti па matematicke osnove 

resavanja ovih jednaCina. 

1. HOMOGENE LlNEARNE DIFERENCIJALNE JEDNA­
CINE SA KONSTANТNIM KOEFICIJENТIМA 

1.1. Мatematicke OSDove 

Pod linearnom diferencijalnom jednacinom n-tog reda podrazume­

va se, kao sto је poznato, jednacina koja је 1inearna ро nepoz­

natoj funkciji i njenim izvadima do reda ~, а та kako fiqurisa-

1а nezavisno promen1jiva. То је, dak1e, jednacina oblika 

а dx + аох = f(t) 
1 dt (1.1.1) 

qde su a
i 

(! = О, 1, ••• , п) i f(t) funkcije od t i11 

konstante. Ako funkcija f(t) ne fiqurise u jednacini (1.1.1), 

onda se ovakva jednacina naziva homoqena. Ako su а. (! = О, 
1. 

1, ••• , п) konstante, onda se jednacina (1.1.1) naziva 1ine-

arna diferencija1na jednacina sa konstantnim koeficijentima. 

Jednacina (1.1.1) то!е se napisati i u obliku 
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L(p)oX = f(t) (1.1.2) 

ako зи koeficijenti a
i 

(! = О, 1, ••• , п) konstante, gde је за 

L(p) oznacen linearni operator oblika 

L(p) apn+ a рП-l+ ••• + а1Р + а 
п n-l О 

(1.1.3) 

d/dt i predstavlja diferencijalni operator ро 

naziva зе ulazna funkcija. Vrednosti funkcije 

gde је р 

Funkcija f(t) 

x(t) i njenih 

t. 

(n-l) izvoda za t=O, nazivaju se pocetni изl0-

vi-, koji зи dati u obliku 

х(О) ~ X~', .х' (О) = x~, ••• , 

Х (i) gde је за 

(1.1.4) 

Iz teorije diferencijalnih jednacina, poznato је da зе opste re­

senje nehomogene linearne diferencijalne jednacine (1.1.1) do­

Ыја kao zbir opsteg resenja homogenog dela jednacine i partiku­

larnog resenja date jednacine (koje ne sadr!i proizvoljne kons­

tante). Stoga сето se najpre osvrnuti па resavanje homogene 1i­

nearne diferencijalne jednacine sa konstantnim koeficijentima. 

Jednacina 

L(p)·X = О (1.1.5) 

је homogena jednacina i dobija se kada se 1eva strana jednacine 

(1.1.1), odnosno (1.1.2) izjednaci sa nulom, а то!е se resiti 

ako se suvi 
(1.1.6) 

i jednacina (1.1.5) skrati sa faktorom e rt '1' О. Као rezultat 

ove smene dobija -;Зе. jedn_acina' n-tog stepena ро r, oblika 
'.! 

L(r} = о (1.1.7) 

koja se naziva karakteristicna jednacina. 

Algebarska jednacina (1.1.7), n-tОg stepena ро r, ima п ko­

rena r 1, r 2 , '." , r n • Syakom od ovih korena odgovara ро је­

dno resenje (1.1.6) diferencijalne jednacine (1.1.5). Za na1a­

!enје opsteg resenja jednacine (1.1.5) potrebno је analizirati 

s1edece moguce slucajeve korena karakteristicne jednacine. 

1°. Svi koreni ka~akteristicne jednacine (1.1.7) su re-
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alni i razliciti. КаКо зu funkcije 

(1.1.8) 

resenja diferencijalne jednacine (1.1.5), а linearno su nezavi­

вnе, to opste resenje ima oblik 

x(t) = c 1e r1t + C2er2t + ••• + cnernt 

gde su с 1 , С2, ••• , СП proizvoljne konstante. 

(1.1.9) 

20. Svi koreni karakteristicne jednacine su realni, 

ali medju njima ima i visestrukih korena. Da Ы зе i u ovom 

slucaju dobilo п linearno nezav1snlh funkc1ja, radl dobijanja 

opsteg resenja, potrebno је za svaki koren r i koj1 зе javlja 

k i puta obrazovati funkcije 

. .. , (1.1.10) 

Moze зе pokazati da ovako obrazovane funkcije с1nе п linear­

по nezav1sn1h resenja d1ferenc1jalne jednac1ne (1.1.5), ра nj1-

hova linearna kombinac1ja за п pro1zvoljn1h konstanata с ! 
(1 = 1, 2, ••• , п) daje opste resenje jednac1ne (1.1.5). 

З О • Medju koren1ma jednac1ne (1.1.7) nalaze зе 1 ko­

njugovano kompleksni koren1. Kor1stec1 relac1je 1z teorije kom­

pleksnih funkc1ja realne promenlj1ve mo~e зе pokazati da је za 

dobijanje п linearno nezav1sn1h funkc1ja, u c11ju fprm1ranja 

opsteg resenja jednacine (1.1.5) potrebno svakom konjugovano 

kompleksnom korenu prip1sat1 funkc1je 

(1.1.11) 

gde је predpostavljeno da је koren ri konjugovano kompleksan, 

tj. а. ± јВ .• Linearnom kombinac1jom ovih funkc1ja ва п pro-
1 1 

izvoljn1h konstanata Ci (! = 1, 2~ ••• , п) dobija зе opste 

resenje jednac1ne (1.1.5). 

40. Medju korenima jednacine (1.1.7) nalaze зе v1se­

struki konjugovano kompleksn1 koreni. U ovom slucaju treЬa pr1-

meniti slican postupak kao i u slueaju vЏ!еstrukih realnih ko­

rena. Tako, ako зе koren r i = а! ± јВ ! pojavljuje k i puta, 

'to za v1sestrukost korena а! + jB
i 

treba uvesti funkcije 
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(1.1.12) 

(1.1.13) 

Razdvajajuc1 realne 1 Lmaqinarhe de1ove, lako se dolaz1 do 

2k i realn1h re§enja jedna~ine (1.1.5) obl1ka 

(1.1.14) 
1 

(1.1.15) 

Na ovaj se na~ln form1ra п llnearno nezav1sn1h funkcija i nji­

hovom 1inearnom komb1nacijom sa п proizvo1jnih konstanata 

С! (1 = 1, 2, ••• , п) dobija se opste re§enje jedna~ine 

(1.1.5). 

Da Ы se dobilo potpuno re§enje nekoq fizi~koq problema koji је 

op1san 1inearnom d1ferenc1jalnom jedna~1nom, potrebno је uvest1 

1 po~etne us1ove, koj1 odredjuju jedno part1kularno re§enje Ьо­

moqene jedna~1ne. Uvodjenjem po~etn1h us10va u op§te re§enje 

homoqene 11nearne d1ferenc1ja1ne jedna~lne sa konstantnLm koef1-

c1jent1ma, odredjuju se pro1zvo1jne konstante С! (1 = 1, 2, 

••• , п). Ovo zahetva resavanje п simu1tan1h 11nearn1h alqe­

barskih jedna~lna od ~ nepoznat1h, jer је potrebno 1zjedna~1t1 

vrednost1 za ~ 1 prv1h ~ 1zvoda od ~, za t = О, sa ~ 
, (n-1) 

dat1h konstanata Хо' Хо' ••• , Хо , а prema (1.1.4). Prema 

tome, ako se uzme re§enje (1.1.9) jedna~1ne (1.1.5), nadje pr­

vih п - 1 1zvoda, te za t = О 1zjedna~1 sa odqovaraj.u61m 

konstantama (1.1.4) dob1ja se s1stem 

С 1 + Са + ••• + СП = Хо 
Clrl+ Czrz + ••• + Cnrn = X~ ............................. ............................ . 

n-1 n-1 n-1 (n-1) Clr l + CZ r 2 + ••• + Cnrn = хо (1.1.16) 

1z kojeq se moqu odred1t1 pro1zvo1jne konstante С! (1 = 1, 2, 

• •• , п). 

predhodna 1z1aqanja (Юkаzuјu kol1ko treba uio!1t1 truda 1 rada 

da Ы se res11a jedna homoqena llnearna d1ferencija1na jedna~1-

па sa konstantnLm koef1cijent1ma za odredjene po~etne uSlove, 
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iako је teorijski potpuno jasan put i na~in reiavanja ovakvih 

jednacina. Ako je,naprimer,red ~ visok i ako se trazi ana1iza 

resenja jedna~ine za slu~aj variranja'koeficijenata i po~etnih 

us1ova, onda se mora neki od koraka resavanja ponav1jati vise 

puta za svaku od navedenih promena Ы10 koeficijenata Ы10 ро­

~etn1h us1ova. U praksi, broj ovih varijac1ja moze da bude па 

stotine 111 hi1jade, tako da matemat1cko i1i numeri~ko resavanje 

postaje vr10 zamorno i dugotrajno. Medjutim, ana10gni racunar 

ovde moze da pos1uz1 kao vr10 pogodno sredstvo Ьаз za ovakva is­

trazivanja, jer se svaka promena Ы10 k,onstante Ы10 poeetn09' .. 

us1ova, kao sto 6е зе videti, svodi па jednostavno podesavanje 

nek09' potenciometra i па posmatranje reienja. 

1.2. Struktura programa 

Лkо па ana109'nom ra~unaru treba da зе resava jedna obicna 1ine­

arna hom09'ena diferencija1na jedna~ina sa kons,tantnim koefici­

jentima, onda је potrebno imati па raspo1aganju slede6e racun­

ske e1emente: 
- sabira~e, 

- integratore i 

- potenciometre za mnozenje за konstantom. 
О ovim komponentama bilo је re~i u prvom de1u, knjige(I dео,1,2,З). 

Diferencija1ne jedna~ine se па ena1ognom ra~unaru resavaju tako 

da se 1zbegava operacija diferenciranja, poito se ova operacija 

ne moze p09'odno rea1izovati usled pojave nezanemarljivo velik09' 

Зuша. Stoga se resenje diferencijalnih jedna~ina dobija pomo6u 

operacije integracije, ра se programiranje sastoji u tome da se 

jednacina transformise ta~~' da se najviii izvod ро nezavisno 

promen1jivoj na1azi па 1e~oj strani, а svi ostali clanovi па 

desnoj strani jedna~ine. Drugim recima, diferen~ija1nu jednaci­

nu treba resiti ро najvisem izvodu. Da bismo pokazaii nacin pro­

gramiranja uzmimo kao primer jednacinu 

dx 
а dt + Ьх = О (1.2.1) 

koju treba resiti za pocetni uslov Х(О) .. хо. 

Pos1e resenja ро najviiem izvodu jednacina (1.2.1) postaje 
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(1.2.2) 

Da Ы зе ova jednal51na postavi1a па ral5unar, potrebno је da ве 

Bvaka ve1i15ina predstavi pomo6u napona. Predpostavimo da ве u 

nekoj tal5ki ral5unara ve6 na1azi napon proporciona1an ва dx/dt. 

Ako зе taj napon. dovede u inteqrator, koji ujedno i menja zna~ 

(Prvi deo I, 3.2), onda se па njeqovom iz1azu jav1ja napon 

proporciona1an sa - х (s1. 1.2.1). Мо зе sada ovaj napon ро-

dx Ь 
dt -'ОХ 

51. 1.2.1. Formiranje proqrama za re§avanje 

diferencija1ne jednal5ine (1.2.2) 

mnozi ва ь/а, pomo6u potenciometra па kojem ве postavi.brojna 

vrednost Ь/а (О < ь/а < 1), onda se dobija 151an koji se na1azi 

па desnoj strani јеdn~l5inе (1.2.2). Po§to'jednal5ina (1.2.2) is­

kazuje tvrdnju da BU dx/dt i -(Ь/а)х jednaki, to је potrebno 

ove dve ve1i15ine i naponski izjednal5iti. Qvo ве pOBtize, ako ве 

tal5ke па ral5urtaru, u k.ojima ве jav1jaju ove dve velil5lne, вро­

је па kratko, kao !to· .prikazuje вliм 1.2.2. Na ovaj nal5in do-

51. 1.2.2. 5truktura proqrama za re§avanje 

jednal5ine (1.2.2) 

bija ве Btrukturna blok !ета proqrama za re§avanje jednal5ine 

(1.2.2) па ana1oqnom ral5unaru. 

Neka је potrebno re§iti па anа1оqnот ral5unaru diferencija1nu је­

dnal5inu druqog reda oblika 

(1.2.3) 

------~-----------------
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za poeetne uз1оvе у(О) = уо i у' (О) = y~ • 

Лkо зе jednacina (1.2.3) reзi ро nајviзem izvodu dobija зе 

= - (1.2.4) 

Iz jednacine (1.2.4) зе vidi да је potrebno заЬrаti ve1icine 

а2 dy i аз да Ы зе доЫо - а;- dt - а;- у 
а 2 у 

nајviзi izvod ---. OVо зе 
dt 2 

izvodi poma6u заЬirаса (з1. 1.2.3). Na njegovom зе iz1azu dobi-

S1. 1.2.3. Formiranje рrogrаща za rезаvаnје diferen­

cijalne jednacine (1.2.4); korak 1. 

d 2 y 
ја заdа napon proporciona1an за - --- , jer заЫrас pored оре-

dt 2 

racije заЫrаnја vrзi i promenu znaka (v. Prvi deo 1, 3.1}. 

Лkо зе uzmu dva integratora i dobijeni iz1az iz заЫrаса do-

vede па u1az prvog~ а iz1az prvog potom па u1a~ drugog integra­

tora, dobijaju зе.nароni proporciona1ni за dy/dt i за -у 

(з1. 1.2.4), па iz1azima odgovaraju6ih integratora. Da Ы зе 

S1. 1.2.4. Formiranje programa za rезаvаnје diferen-

cija1ne јеdцаСinе (1.2.4); korak 2. 

formira1a зtrukturnа зета za rезаvаnје jednacine (1.2.4) potre­

bno је ve1icinu dy/dt pomnoziti за a2/al' (О < а2/а\ < 1), 

pomo6u potenciometra па kojem зе розtаvi brojna vrеdnозt ove 

kоnзtаntе. Na iзti зе nacin pomnozi i ve1icina - у за аз/а\, 

(О < аз/а\ < 1). Kako је ve1icina (а2/а\) (dy/dt) pozitivna, 
а jednacina (1.2.4) zahteva da ova ve1icina bude negativna, 

mora se izvrsiti promena znaka pomo6u јоз jednog sabiraca. Sada 
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se ovako formirane ve1icine 

dovode па odgovaraju~e u1aze sabiraca, па kojiroa је predposta­

v1jeno da se ve~ na1aze (s1. 1.2.3), te se tako доЫја struk­

turna blok зета programa za rезаvаnје (s1. 1.2.5) jednacine 

(1.2.4) • 

-у 

, I 

~ -~ 
~----------------~ 

в1. 1.2.5. Struktura programa za rезаvаnје 

jednacine (1.2.4). 

Iz ova dva prirnera se vidi да је, zadobijanje strukturne blok 

зете programa za rезаvаnје hornogenih 1inearnih diferencija1nih 

jednacina па ana1ognom racunaru, potrebno pridrzavati se s1ede­

~eg pos tupka : 

1. Diferencija1na јеdnаСinа se rезi ро najviSero izvodu,tj. 

sa 1eve strane se ostavi c1an koji sadrzi najvisi izvod, dok se 

па desnu stranu prebace svi osta1i c1anovi jednacine. 

2. Predpostavi se da па iz1azu једnоч sabiraca postoji na­

pon proporciona1an najvisem izvodu u diferencija1noj jednacini. 

З. Ovaj se napon integra1i ono1iko puta ko1iko је potrebno 

da se доЫји sve promen1jive koje figurisu па desnoj strani di­

ferencija1ne jednacine. 

4. Funkcija i njeni izvodi mnoze se odgovaraju~im konstanta-

та, а ako је potrebno roenja im se znakl zatim se 

lazne ve1icine u sabirac па cijem iz1azu, prema 

роn proporciona1an najvisem izvodu. 

dovode kao и-
2. postoji nа-

5. Na kraju se obezbedi prisustvo pocetnih us10va па odgo-

varaju~e integratore, о cemu ~e biti reci kasnije. 

Na isti se nacin sastav1ja program i za sistem homogenih 1ine­

arnih diferencija1nih jednacina ва konstantnim koeficijentima. 

Svaka od jednacina sistema se najpre rезi ро najvisem izvodu 

jedne fUnkc1je 1 predpostav1 se da је taj nајv1з1 1zvod poznat. 
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Zatim se svaki od njih integrali potreban broj puta 1 obrazuju 

se svi ~lanovl koji se pojavljuju u sistemu diferencijalnih је­

dna~ina. Ovako obrazovani ~lanovi se dovode па odgovarajuce u­

laze, tako da se ostvare uslovi zadatl sistemom diferencijalnlh 

jedna~lna, ~lтe se dobija strukturna blok вета programa. Radi 

objasnjenja naveden је s1edeci pr1mer: 

Neka је zadat slstem dlferencljalnih jedna~ina kojl treba resl­

ti pomocu analognog ra~unara 

у + alY + a2z + азz = О 

z + Ь 1 ! + bzz - ЬЭУ О } (1.2.5) 

gde su al, а2, aJ"bl, Ь 2 

od jedlnice. Kada se sistem 

1 Ьз pozitlvne konstante manje 

(1.2.5) resl ро najvls1m lzvodima 

dobija ве 
у = -
z 

. 
alY - a2Z - аэ z 

b 1 z - b 2 z + ЬэУ } (1.2.6) 

Primenom opisanog postupka 1ako se do1azi do programa za resava­

nје sistema diferencija1nlh jedna~lna (1.2.6) па ana1ognom ra~u­

naru (s1. 1.2.6). 

-у 

- -- -- -------,1-------, 

-z 

51. 1.2.6. 5truktura programa za resavanje slstema 

dlferenclja1nih jednacina (1.2.6) 
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Smanjenje broja raeunskih е1етеnaц 

Ako зе postupa ро gornjim pravi1ima onda зе dobija struk­

turna blok sema programa. Medjutim, pri1ikom sastav1janja blok 

seme programa mogu зе racunski e1ementi koristiti ekonomicnije 

ako зе ima u vidu cinjenica da integrator vrsi i sumiranje u1a­

znih napona. 

u primeru pri1ikom reSavanja jednacine (1.2.4) koristi зе blok 

sema data па s1ici (1.2.5). Ovde 8е па dva u1aza u prvi integra­

tor dovode ve1icine - (а2/аl) (dy/dt) i -(а,/аl}У, pri cemu 
se па njego~m iz1azu jav1ja ve1i~ina - (dy/dt). а па izlazu 

drugog integratora + у (81. 1.2.7). Odavde se odmah vidi da 

је za dobijanje prvog c1ana dovo1jno pomno!iti iz1aznu ve1icinu 

iz prvoq integratora , pomocu potenciometra, за а2/аl i dove-

-у 

Оэ 

01 

51. 1.2.7. 5truktura programa sa smanjenim brojem ra~un­

skih e1emenata za resavanje jednacine (1.2.4) 

sti је direktno па jedan od u1aza istoq integratora. Za dobija­

nje drugog c1ana potrebno је ve1i~ini + у prvo promeniti znak. 

pomocu sabiraca, а zatim tako dobijenu ve1i~inu pomnoziti. рото­

cu drugog potenci9metra, за аз/аl 1 dovesti па drugi ulaz pr­

vog integratora. 

Poredjenjem s1ika 1.2.5 i 1.2.7 vidi зе da је, uz ma1u tran­

sformaciju 8trukturne blok seme, ustedjen jedan ra~unski e1ement, 
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u ovom slucaju sabirac. Na slican se nacin, posmatranjem slike 

1.2.6,. moze zakljuciti da izlazna velicina - у iz sabiraca 

(1) ne sluzi nicemu druqom, sem kao u1azna velicina u inteqra­

tor (2). Isto tako se i iz1azna velicina iz sabiraca (4) dovo­

di samo па ulaz inteqratora (5). Ako se i ovde iskoristi nave­

dena osobina inteqratora, точи se izvrsiti slicne ustede, te se 

tako dobija uproscena strukturna blok эета data па slici 1.2.8, 

za resavanje sistema jednacina (1.2.6). Ovde treba napomenuti 

+Z 

Sl. 1.2.8. Struktura ~roqrama sa smanjenim brojem racunskih 

e1emenata za resavanje sistema jednacina (1.2.6) 

da se ovakve ustede, moqu vrsiti uvek kada se najvisi izvod pro­

menljive odqovarajuce jednacine ne pojav1juje па nekom druqom 

mestu u jednacini 11! sistemu jednacina, i1i ako nije potrebno 

da postoji radi merenja i1i oCitavanja. 
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1.3. Uvoc1 ~DJe ~etnЉ uslova 

Као sto је ran1je objasnjeno (Prv1 deo 1, 3.2) 1ntegrator rad1 

tako da mu зе па 1z1azu jav1ja funkc1ja proporc1ona1na за 
t 

у (t) = - I х (t)dt + У (О) (1.3.1) 

О 

gde је x(t) u1azna ve11~ina u integrator, а у(О) ve11~1na 

koja зе dovod1 па poseban u1az 1ntegratora. Оуа зе ve11~1na na­

z1va 1ntegrac1ona konstanta 111 poeetn1 us1ov, od koje 1ntegra­

tor роеlnје da radi, tj. to је napon па koј1 је napunjen konden­

zator integratora pre po~etka rada. Takodje је poznato da зе ро­

stav1janje 1ntegrac1one konstante 111 poaetnog us10va kod.ana1o­

чnоч ra~unara то!е vrs1t1 па dva na~1na 1 ~o: 

- punjenjeт kondenzatora u povratnoj sprez1 integratora 

pre pocetka integrac1je 111 

- dodavanjem 1ntegrac1one konstante pos1e izvrsene 1nte­

grac1je. 

Prema tome, ako зе !е1е postav1t1 poeetn1 us1ov1, pri11kom re­
savanja nekog problema па ana1ognom racunaru, mogu зе kor1st1tl 

jedan od ova dva op1sana nac1na. Vrednost pocetnog us10va se do­

vodl preko potenc1ometra па poseban u1az u lntegrator, ako зе 

korlst1 prv1 na~in. Tako naprimer, potpuna strukturna blok зета 

programa za resavanje jednaclne (1.2.2) data је па s11c1 1.3.1. 

dx 
dТ 

ь 
ёi 

51. 1.3.1. Program за pocetn1m us10vlma za resavanje 

jednac1ne (1.2.2) 
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Vrednost х(О) = хо formlra зе tako sto зе jedlnlcnl racunskl 

napon U pomnozl pomocu potenclometra sa brojnom vrednoscu Хо' 

u nekoj razmeri 1 dovodl зе па u1az za pocetnl us10v ~ lntegra­

tor. 

Na s11can nacln, prl11~om resavanja,jednaclne (1.2.4) poeetnl 

uslovi зе dovode па lntegratore, kao premas11cl 1.З.2. 

51. 1. З'. 2. Program sa pocetnim uslovima za resavanje 

jednacine (1.2.4) 

Ako зе koristi drugi nacin postav1janja pocetnih uslova, napri­

mer, za rезаvаnје jednaclne (1.2.4), onda Ы strukturna blok 

зemа programa lzg1eda1a kao па slici 1.З.З. Ва s11ke se vidi da 

зе lz1az iz integratora (1) vodl preko potenclometra па njegov 

u1az i па integrator (2). Stoga је potrebno dovestl poeetni u-. 
slov Уо' na.oba mesta, а pored toga, tamo gde је potrebno, pom-
noziti ча sa odgovaraju6om konstantom (Prvi deo II, 2.З). ТО 

је u ovom slucaju i ucinjeno па ulazu u lntegrator (1), te је 

njegov pocetnl uslov pomnozen konstantom а2/аl preko potencl­

ometra (1). 

1.4. Razmera za zavisno promenIjivu 

Poznato је od ranije da se ana10gni racunar sastoji od skupa 

racunsklh e1emenata koji, predstav1jaju fizlcke uredjaje name­

njene za obav1janje odredjenih matemaficklh operaclja. Prema 
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tome, ако se ovi ra~unski elementi povezu prema strukturnoj 

Ыок зет! proqrama, onda ge moze uspostav1ti ana10gni mOdel ze-

51. 1.· з. з. Program sa uvodjenjem poeetnih us10va 

preko u1aza u sledece ra~unske e1emente 

ljenog problema •. Medjutim, као i svaki fizi~ki objekt, elektron­

ski ana10qni ra~unar ima svoja oqrani~enja, unutar.. kojih vaze. 

matemati~ke re1acije nad fizi~kim ve1i~inama, u ovom slu~aju na­

ponima, које орisuјц ponasanje pojedinih ra~unskih e1emenata. 

Stoqa је potrebno da promen1jive problema кој! se resava, budu 

postav1jene па ra~unar tako da seodqovarajuci naponi menjaju 

u radnom opsequ svakoq ra~unskog lementa. То zna~1, treba od­

rediti razmere za svaku promen1jivu која fiquriSe u problemu, 

како Ы odqovarajuci napon па ra~unskom e1ementu Ыо u dozvo-

1jen1Jl1 qranicama. Naponi, i1i masinske promenljive, које su ve­

zane za pojedlne ra~unske elemente, moraju se obavezno menjati 

unutar unapred utvrdjenih qranica (obi~no ±100V, ±50V i1i ±lOV) , 

da Ы ве izbeq1a preopterecenja 11! zas16enja ov1h e1emenata. 

Un1verza1ni ana10qni ra~unar1 imaju uqradjene ind1katore preop­

~ere6enja кој1 upozoravaju operatora па eventua1no preopterece­

nje nekoq od ra~unskih e1emenata. 

Sa druqe strane, da Ы se ut1caj qresaka, које smanjuju ta~nost 

operacije koju izvrsava odredjeni ra~unski element (као sto Su 

greske us1ed kona~noq poja~anja, drifta, kona~ne u1azne struje 

kod poja~ava~a i s1., - Prv1 deo, 1, 3.4), smanj10 па najmanju 
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meru, po!e1jno j~ da se svaka ma§inska promen1jiva menja u qra­

nicama najve6ih dozvo1jenih ra~unskih napona ra~unara. Tako, 

ako se radi о ra~unaru sa rа~unзkim naponom 

da зе nароnзkе funkcije ~re6u u qranicama 

10V, po!e1jno је 

- 10V, + 10V. 

Ranije su definisani (Prvi deo, 1) koeficijenti razmere k za 

svaki rа~unзki e1ement kada је re~eno da ti k~ficijenti pokazu­

ju sa ko1iko jedinica fizi~ke ve1icine, tj. napona је predstav-

1jena odqovarajuca matemati~ka ve1i~ina . (Prvi deo, 1.1). Ovde 

је ta definicija pro§irena, tj. па univerza1nom ana1oqnom ra~u­

naru su promen1jive ve1icine nekog prob!ema,oznacimo ih за х,у, ••• 
predstav1jene pomocu odqovaraju6ih ma§inskih ve1icina i1i napon­

skih ve1i~ina - tj. napona Х, У, ••• , tako da је 

(1.4.1) 

qde su kx , ky , • koeficijenti razmere, prekokojih ве usa-
qlasavaju brojne vrednosti pojedinih fiz1~kih vell~1na. Koef1c1-

jente razmere kx , ky , ••• , treba birati tako da apsoIutna vre­

dnost svake mа§'inзkе promen1jive Х,.У, ••• , bude sto ve6a, а 
da pr1tome ne predje dozvo1jene qran1~ne vrednosti (±100V, 

±SOV 111 ±10V). 

Maks1ma1ni dozvo1jeni napon ро apso1utnoj vrednosti, koji se ko-

r1sti u e1ektronskom ana1oqnom ra~unaru, obicno ве naz1va 

ra~unski naPQn ra~unara u. ~ako napr1mer, ako ra~unar rad1 за 

±100V ra~unski napon racunara U 6е biti 100V, ako r~~unar 

rad1 за ±SOV, ra~unski napon6e'biti 50V. Za tranzistorske а­
na10gne racunare, koj1 rade sa ±10V, ra~unsk1 napon је 10V. 

U зvim ovim s1u~ajev1ma koeficijent razmere def1nise зе re1aci-

јот: 
х u [ V ] 

kx = х ~Ixlтax jed1nica za х (1.4.2). 

qde је Iхlтах najve6a o~ekivana vrednost promen1jive х ро 

modu1u. Ovde treba primetitl da se sve ma§inske promenljive 

kre6u u ppsequ +U i -U. 1zprakti~nlh razloqa kod univer~a1-

nth analoqnih ra~unara koeficijent razmere kx bira se tako da 

ima pogodnu zaokru!enu vrednost oblika 10n , -2-10П i1i 5-10n 

(жа = О, ±1, :1:2, ••• ) ,11i, redje, 2,5-10n i 4·10n • Medjutim, 

kod speclja11zovanih ra~unara kx mole se izabratl ~ako da је 
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. u 
kx =~­

I х l П1ах 

Treba pr1metiti da је za izbor koeficijenata razmere potrebno 

odrediti maksima1ne vrednosti pojedinih promen1jivih ve11cina 

problema. Ako је problem fizicke prirode, onda se cesto, па os­

novu fizickih zakona mogu priblizno odrediti maksU;a1ne moguce 

vrednosti pojedin1h ve1icina. Ponekad se uzimaju proizv01jne 

razmere i problem se tako postavi па racunar, ра sepos1e jedne 

i11 nek01iko proba па racunaru izvrsi izbor razmere. Kod sloze­

nijih problema metoda probanja se сезсе koristi, jer ве brze do­

lazi do rezultata. 

Kada ви faktori razmere odabrani, onda se pisu tzv. masinske 

jednacine. Ove jednac~ne su ustvari veze izmedju naponskih ve-
1icina unutar racunara. Masinske jednacine ве, prema tome, do­

Ыјаји kada se promenljive х, у, ••• , zamene па s1edeci nа­

cin х 
х = - , k x 

У ., ... (1.4.3) 

Vazno је ovde napomenuti da ве promen1jive Х, У, ••• , javlja­

ји kao nароn! cije maksimalne apsolutne vrednosti nе mogu да 

predju racunski nароn racunara. 

KoefiCijenti razmere kx ' ky , ••• , odredjuju broj volti ро је­

dinici fizicke ve1icine х, у, ••• , ра ве cesto ovaj nароn.nа­

ziva jedinicni nароn za odgovarajucu promen1jivu х, У; ••• 

Ako u nekom problemu figurise vise promen1jivih, pogodno је da 

jedini~ni nароn za sve promen1jive bude jednak,.medjutim, ako 

је ва g1edista raimere па racunaru ovo nepogodno, onda raz11ci­

te promen1jive mogu imati raz!icite ~edlnicne nароnе. 

Na primeru algebarskog saЬiranja 

(1.4.4) 

qde је O~ а 1 .$ 1; O~ а2 .$ 2; Iх 1 1 ~ 80; Iх 2 1 ~ 60;. prika­

zan је nacin odredjivanja razmera. 

Neka је racunski nароn racunara U = 10V. Stavimo da је 

k)[ 
1 

(1.4.5) 

ра kako је 
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у = lalXl + а2Х2i ~ lalX11 + lа2Х21 ~ 80 + 120 = 200 

to је 
у 10 

k;y = У ~ 200 (1.4.6) 

Zamenom vrednost1 za Xl, Х2 1 У 1z (1.4.5) 1 (1.4.6) u 

(1.4.4) dobija se masinska jednac1na 

a1ky a 2ky 
у = Хl + ---- Х2 k X1 k X2 

(1.4.7) 

Ovde se rno9u usvojiti raz11c1t1 koef1c1jent1 razrnere: 

1? Мо se, napr1rner, usvoje s1edec1 koef1c1jent1 razmere 

k X1 = k 
Х2 

= 0,1 1 ky 0,05 jednac1na (1.4.7) posta-

је·: 

у = 0,5 a1X 1 + 0,5 а2Х2 (1.4.8) 

2? Мо se usvojl da su sv1 Koef1c1jent1 razmere jednak1, onda 

se to cin1 па osnovu najrnanje9, ра је tada 

з? 

kX1 = k X2 = ky = 0,05 

1 jednac1na (1.4.7) postaje 

(1.4.9) 

Kako koef1c1jent а2 rnoze da uz1ma vrednost1 do а2 = 2, 

to зе ve1ic1na Х2 rnora pomnoz1t1 за 0,10а2 1 dovest1 

па u1az 10 u заЫrаС. 

Мо зе, pak, usvoje з1edес1 

kx =01· kx -.0',151 
1 " 2 

(1.4.7) 91as1 

koef1c1jent1 razmere 

k y = 0,05; tada jednac1na 

(1.4.10) 

Na з11с1 1.4.1. а, Ь 1 с pr1kazanl зu sab1rac1 1 potenc1o­

rnetrl pomocu kojih se rea11zuju mas1nske jednacine (1.4.8), 

(1.4.9) 1 (1.4.10). 

1.5. Razmera za DezavisDo promeoljivu 

svak1 racunsk1 e1ement, kako је ran1je receno, obav1ja 1zvesnu 

matemat1cku operac1ju nad naponlrna koj1 зе menjaju u toku vrame­

па. Prema tame, nezav1sno promen1j1va ve11c1na kod ana1ogn1h ra­

cunara је vreme. Sto9a ako зе nek1 matemat1ck1 problem resava 
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pomo6u ana1oqnoq racunara, onda nezavisno promen1jiva problema 

mora da odqovara , u nexoj razmer1, vremenu rada racunara. Za 

obicne d1ferenc1ja1ne jednac1ne, хоје зе resavaju па ana1oqnom 

racunaru, nezavisno promen1j1va зе predstav1ja за vremenom Т 

rada racunara. OVo је naroc1to poqodno, ахо зе p0m06u ana­

loqnoq racunara proucavaju d1nam1cx1 s1stem1, хој1 su op1sanl 

pomo6u d1ferenc1ja1n1h jednacina, jer је 1 xod nj1h nezav1sno 

promen1jiva vreme. 

0.501 

-ХI 

У 

-Ха 

01 

-Х1 

У 

-Ха 

0.5 а, 

-Х1 
У 

-Ха 

51. 1.4.1. Pr1mer1 odredj1vanja razmere za zavisno 

promen1j1vu 

Prema tome, ахо зе nezavisno promen1jlva problema 111 vreme t 

predstavl за mas1nsx1m vremenom Т u razmer1 1:1 (t = Т), 

tada зе ха!е da racunar rad1 u realnoj vremensxoj razmer1. Jed­
пој sexund1 u problemu odqovara jedna se~unda rada racunara, te 

зе па racunaru dobija rea1na vremensxa interpretac1ja sv1h pro­

men1j1v1h ve11c1naf1z1cxoq procesa хој1 зе proucava 111 s1mu11-
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ra. Rad u rea1noj vremenskoj razmeri cesto se zahteva kada је, 

naprimer, ana10gni racunar uk1jucen u sam proces te cini njegov 

sastavni deo, 111 kada зе pona§anje pojed1n1h stvarn1h e1emena­

ta 111 uredjaja 1sp1tuje pomocu апа1ОЧnoq racunara. 

Мedjut1m, vr10 cesto, rea1na vremenska razmera moze da bude пе­

podesna za re§avanje problema pomocu ana1oqnog racunara. Tako, 

ako зе, pomocu ana1ognoq racunara, 1spituju vr10 brze pojave, 

tada racunar treba da u vr10' kra~kom vremenu obav1 potrebne 0-

perac1je, ра se jav1jaju problem1 prenosa v1sok1h ucestanost1. 

5 druqe strane, kod spor1h pojava, dugotrajna 1ntegracija Ы 1-

zazva1a ve11ke kumu1at1vne qre§ke. U takv1m slucajevima, izme­

dju vremena, 111 nezav1sno promen1j1ve t 1 maA1nskoq vremena 

• uspostav1ja зе re1ac1ja 

(1.5.1) 

gde је O~ . koef1c1jent razmere za vreme. Odmah treba pr1met1t1 

da је za 0t > 1 vreme t usporeno па racunaru, tj. da racu­
nar rad1 spor1je печо §to зе stvarn1 proces odv1ja, а za 1nter­

va1 О < 0t <. 1 vreme t па racunaru је ubrzano. 

Prema tome, ako је potrebno 1zvr§1t1 promenu vremenske razmere 

u nekoj d1ferenc1ja1noj jednac1n1 tada зе, prema (1.5.1), svako 

t mora zameniti njeqovom vrednoAcu, tj. 
1 

t = - • (1.5.2) 
°t 

Pojedini izvod1, prema (1.5.1) i (1.5.2) Ысе tada 

d d 
dt = °t d. = °tP (1.5.3) 

i11 u op§tem slucaju 

(п = 1,.2, ••• ) (1.5.4) 

u poq1edu izbora vremenske razmere treba reci да za probleme za 

koje зе ne zahteva rad racunara u realnom vremenu, izbor ove 

razmere predstav1ja komprom1s izmedju ze1je za brz1m racuna­

njem i mogucnosti rada racunskih e1emenata i uredjaja za oeita­

vanje re§enja u poq1edu frekventnog орзеча koji даје opt1ma1nu 

tacnost. Ma§1nsko vreme rada јеdnоч sporoq analognog racunara 
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obicno iznosi 5 do 200 s, а prosecno traje 10 do 60 s. 

Ako Ь! se uze10 da racunar radi du~e od 300 s, tada Ь! gre§ke 

u$1ed drifta i konacne ulazne struje kod integratora (Prvi deo 

1, 3.4) точ1е da dovedu u pitanje tacnost dobijenih re§enja. 5 

druge strane, suvi§e brze promene uticu па tacnost rada e1ektro­

mehanickih racunskih komponenata. :toga izbor vremenske razme­

re treba da bude takav da se izbegnu svi ovi uzroci gre§aka. 

1.6. Primeri 

Primer 1. Neprigu~eDe harmonijske osci1acije 

Као primer proucavanja homogen~ 1inearne diferencija1ne jednaci­

ne posmatrajmo ~ehanicki harmonijski osci1ator (s1. 1.6.1), ko-

-1 x(t) 

51. 1.6.1. Mehanicki harmonijski osci1ator 

ј! se sastoji od тase М obe§ene роmоси opruge sa koeficijen­

tom e1asticnosti К. Ako se masa М nekom spo1ja§njom silom i­

zvede iz ravnoteznog po1ozaja ро vertika1i tada се kre -

tanje x(t) ove mase biti opisano diferencija1nom jednacinom 

11. х + к х = О (1.6.1 ) 

sa pocetnim us10vima 

х(О) = Ао i (1.6.2) 

Jednacina (1.6.1) је homogena 1inearna diferencijalna jednaci­

па sa konstantnim koeficijentima, cije op§te re§enje ч1аз! 

(1.6.3) • 

gde su С 1 i С2 proizvo1jne integracione konstante, а ш је 

I r :. 
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dato kao w = /к/м . Uvr~tavanjem pocetni~ us10va i transfor­

macijom jednacine (1.6.3) dobija se jednacina kretanja mase .. М 

u obliku 
АI 

Х = Ао coswt + (; sinwt (1 6.4) 

koja se тo~e napisati u obliku 

х = А sin(wt + ф) (1.6.5) 

gde su 

А = А2 + А2 ~ i . Ао 1щ 
tgф = - -о I К А 1 М 

(1.6.6) 

Iz jednacina (1.6.4), (1.6.5) i (1.6.6) ,fidi se да је karak­

teristika ovakvog sistema da mu је kretanje sinusnog oblika, 

cija је ugaona ucestanost w = ~K/M, i1i prirodna ucestanost 

f = 2~ = 2~ "'ш (1.6.7) 

а amplituda А, te da је kretanje nepriguseno. Ako је Х(О) = о 

tada se resenje (1.6.5) jednacine (1.6.1) svodi па oblik 

х = Ао cos (~.t) (1.6.8) 

Priprema za postavljanje na racunar 

Оа Ы se jednacina (1.6.·1) postavila па racunar, treba је nај­

pre resiti ро najvisem izvodu, tj. 

(1.6.9) 

Sada se predpostavi postojanje nароnа proporciona1nog sa х. Od 

ovako predpostavljenog х treba па neki nacin dobiti clan 

-(К/И)х koji treba izjednaciti sa х, kao sto zahteva jednaci­

па (1.6.9). Kada se nароn proporcionalan sa -(К/М)х dobije, 

isti se tada vodi u tacku gde se ranije predpostavi10 postoja­

nје nароnа proporcionalnog sa х. Ovakav se proces naziva "za­

tvaranje povratne sprege", jer se ranije predpostavljena veli­

cina (х) dobija ustvari vra6anjem unazad velicine dobijene ро 

izvrsenim odredjenim matematickim'operacijama nад predpostav­

ljenom velicinom (х). Ovo је jedan.od najvaznijih principa па 

kojem se z~sniva rad analognih racunara. 

Ako se velicina Х. dovede па ulaz integratora (1) (s1 •. 1.6.2), 



192 Pavle Рејuviс ј N edeljko ParezanmJic 

tada зе па njegovom iz1azu jav1ja ve1i~ina 
. 

- х. Ponovnom inte-

+u- -U 

51. 1.6.2. Principska blok §ета za re§avanje 

jedna~ine (1.6.9) 

gracijom ve1i~ine - х pomo6u integratora (2) dobija зе ve1i­

~ina х. Оа Ь! зе dobi1a ve1i~ina -(К/М)х, mora зе upotrebiti 

jedan sabira~ (3), koji ovde s1u!i заmo za promenu znaka i па 

~ijem зе iz1azu dobija -х i potenciometar (1) па kojem зе 

postavi brojna vrednost К/М. Predpostavimo da је u konkretnom 

primeru (К/М) < 1. Sada зе iz1az iz potenciometra(l) зраја ва 

ulazom u integrator (1), ~iшe је povratna sprega zatvorena i 

zahtev jedna~ine (1.6.9) zadovo1jen. 

Оа Ь! зе dobi10 .re§enje jedna~ine (1.6.9) za odredjene ро~еtnе 

us10ve (1.6.2), potrebno је па odgovarajuce u1aze svakog inte­

gratora, preko potenciometara (2) i (3), dovesti vrednosti ро­

~etnih us10va (в1. 1.6.2) ва odgovaraj~6im znakom. Time је re­

a1izovana strukturna blok §ета programa za postav1janje date 

jedna~ine па ra~Unar. Potrebno је јо§ odrediti razmere za роје­

dine veli~ine, kako Ы зе re§enje datog problema dobilo за Ato 

ve60m ta~no§cu. 

Odre4ivanje razmera 

ааа1 jednostavno8t1, predpostavimo najpre аа је ~ = 0,25. Tada 

jedna~lna (1.6.9) чЈ.аз1 

х .. - 0,25 х (1.6.10) 
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Neka su pocetni uslovi 

х(О) .. 1 cm i О (1.~,.1l) 

i neka~e potrebno оуај problem postav1ti па tranzistorsk1 ana­

loqn1 racunar с1ј1 је racunski napon U .. 10V, tada ве 1zbor 

razmere vr§i па slede61 nacin: 

мaksimalna vrednost za х u toku vremena ne moze bit1 ve6a bd 

1 ст, §to se moze zakljuciti 1z pr1rode ваточ p~oЫeтa, ра ве 

uzima 
k x " U .. !Е. .. 10 .::!.... 

'х' DI&X 1 ст 
(1.6.12) 

Iшаји6! u vidu relaciju (1.4.3) i uzimaju61 iste razmere za 
funkc1ju х (t) 1 njen drug1 1zvod х (t), Ы6е. 

]с х 
- .. - 0,25 k

x kx 

odnosno ma§inska jednacina u ovom primeru 1та oblik 

х .. - 0,25 Х 

(1.6.13) 

(1.6.14) 

Kako је вато jedan росеtn! uslov razlicit od nule, to је i za 

njega uzeta ista razmera, ра је, prema (1.6.11) i (1.6.12), 

Х(О) .. k x х(О) = 10 V (1.6.15) 

Na slic1 1.6.3 prikazana је blok §ета proqrama za analoqni ra­

cunar. Na potenc1ometru (2) postavljena је vrednost 1. 

-1OV 

S1. 1.6.3. Б10k sema za re§avanje jednacine (1 .• 6.14) 



194 PtrVle PejO'lJic i Nedeliko Parezatlooic 

кako је, prema jednacin1 (1.6.~) frekvencija 

w 1 ~ 0,5 
f = 2п = 2п fO,~5 = -rп = 0,0796 per1oda/sec (1.6.16) 

bira se slede6a razmera za vreme Qt = 1, tj. rad1 se u realnoj 

vremenskoj razmer1. U toku vremena od 10 sekundi izvr§i6e se 

0,796 ; 111 ne§to manje od jedne osc1ac1je. Na s11c1 1.6.4 pr1-

kazana su graf1ck1 re§enja x(t) 1 x(t) jednacine (1.6.10) 

dobi·jena па ana1ognom racunaru, za pocetne uslove (1.6.11). 

51. 1.6.4. Graf1k re§enja 1 njegovog 1zvoda 1ednac1ne 

(1.6.10) za pocetne us10ve (1,6.11) 

U slucaju da је dato ~ = 25 tada Ы jednaclna (1.6.9) 1ma1a 

oblik 
х = - 2S х (1.6.17) 

5ada se v1di da је pr1rodna frekvencija pove6ana u odnosu па 

predhodni slucaj, te se mora usvojiti druga razmera za vreme. 

Neka је (1.6.18) 

tada 1z (1.5.3) i (1.5.4) sledi 

d d 
= 10 i 100 (1.6.19) 

dt 
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Лkо зе ove vrednost1 uvrste u jedna~1nu (1.6.17) 1 ако зе usvo­

је 1ste razmere za х 1 х као 1 ran1je, d?b1ja зе 

100 d 2X 
= - 25 Х (1.6.20) 

d,2 

111 

d 2X - 0,25 Х -- = (1.6.21) 
d;т2 

Ova jedna~ina је istoq oblika као i jedna~ina (1.6.14). Pr11i­

кош postavljanja па ra~unar treba jedino voditi ra~una da је ma­

§insko vreme , 10 puta sporije od realnog vremena t, te da 

10 зес ma§1nskoq vremena odgovara 1 зес realnog vremena. То 

zna~i da је vremenska skala raz~ena. Ugaona u~estanost u ovom 

slu~aju је 

w - m - 5 radjsec 0.6.22) 

ра је 
111 

f = 2~ = 0,796 Hz (1.6.23) 

Лkо Ь1, napr1mer, b110 

bila 

к 
м = 0,0001; tada Ь1 jedna~ina (1.6.9) 

х = - 0,0001 х (1.6.24) 

Tada зе mora uvest1 sledeca razmera za vreme, tj. a t = 0,01; 

ра је 
t = 100 t (1.6.25) 

Kada зе оуа vrednost uvrsti·u jedna~inu (1.6 •. 24) 1 vodeci ra~u­

па da је prema (1.5.3) i (1.5.4) 

i _1_.~ (1.6.26) 
10~ d,2 

dob1ja зе 
(1.6.27) 

Оуако dobijena jedna~ina·lako зе postavlja па ra~unar, jer n1je 

potreban potenciometar (1) (sl. 1.6.2). Pr111kom o~1tavanja re­

§enja treba vod1ti ra~una da је 

w = 110-- = 0,01 rad/sec (1.6.28) 

ра se jedna osc11acija dob1ja za 



196 

odnosno za т' 

2'П 
ci) 
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= 100'2'П = 628 вес 

6,28 masinskih jedinica za vreme. 

Primer 2. Prigusene harmonijske oscilacije 

(1.6.29) 

u ovom se primeru proucava kretanje mase М mehanickoq harmo­

nijskoq osci1atora koji pored opruqe ima i jedan viskozni (hidra­

ulicni) pr1qusivac (вl.1.6.5). Otporna зНа priqusivaca propor-

51. 1.6.5. Mehanicki harmonijski osci1ator за priqusenjem 

ciona1na је brzini х. Kretanje таве М opisano је 1inearnom 

diferencija1no~ jednacinom druqoq reda oblika 

м х + с х + к х = О (1.6.30) 

ва pocetnim us1ovima. 

х (О) = Ха i х (О) 
. 
Ха (1.6.31) 

qde је ва Х obe1ezen pomeraj mase М meren od ravnoteznoq 

po1ozaja. Ve1icine М, С i К ви konstante. 

Interesantne ve1icine vezane za kretanje mase М ви put 

x(t), brzina x(t) i ubrzanje X(t>. Neka ве u pocetnom tre­

nutku t = О masa М na1azi u po1ozaju х(О) = хо i neka ima 

pocetnu brzinu х(О) = О. Pored toqa, neka ви zadate s1edece 

brojne vrednosti 

- 0,18 
: : ~,~;1~k:] хо = 0,18 m Ј 
к = 420 [k9/S2 J 
С = 2 [kq/s] 

(1.6.32) 
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Jednacina (1.6.30) је homogena linearna diferencijalna jednaci­

па sa konstantnim koeficijentima cije opste resenje glasi 

gde su rj i r2 

С2 integracione 

su relacijama: 

koreni karakteristicnog polinoma, а 

konstante. Izrazi za korene rj i r2 

-с + ~c2 - 4МК 
r j = 

2М 

-с - '/ё2 - 4МК 
r z = 

2М 

Као sto је poznato ovde mogu da nastupe 

1. Лkо је с 2 > 4МК tada su rj i 

Ј 
tri slucaja: 

r 2 оЬа realna 

(1.6.33) 

Сј i 

dati 

(1.6.34) 

i печа-

tivna, te је resenje (1.6.33) aperiodic~o, i kada t ~ ~, 

х ~ О. 

2. Ako је с 2 
z 4МК tada su rl i r2 jednaki, realni i 

negativni, ра је resenje (1.6.33) jednacine (1.6.30) kriticno 

aperiodicno, tj. predstavlja granicu izmedju aperiodicnog i pri­

gusenog oscilatornog kretanja. Vrednost С = 21МR naziva эе 

kriticni faktor prigusenja. 

3. Ako је с 2 < 4МК tada эи rj i r2 konjugovano komp­

leksni brojevi, ра эе resenje (1.6.33) moze napisati u obliku 

- д".t 
х = 2 е 2М (Djcoswt + D2si nwt) (1.6.35) 

gde su Dj i D2 integracione konstante "koje эе odredjuju iz 

pocetnih uslova, а 

w = У4МК - с 2 

2М 

ugaona kruzna ucestanost. 

Priprema za postavlj,anje na псunи 

(1.6.36) 

Da Ь! se jednacina (1.6.30) mogla resavati pomocu analognog ra­

cunara potrebno је najpre resiti је ро najvisem izvodu, pri се­

ти se dobija 

(1.6.37) 
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Jednacina (1.6.37) razlikuje ае od jednacine (1.6.9) iz predho­

dnog primera аата ро tome §to је drugi izvod jednak zbiru dva 

c1ana. 5toga 6е blok §ета programa za postav1janje jednacine 

(1.6.37), па ana10gni racunar, izgledatikao па s1ici 1.6.6. 

-u 

х 

К/М 
L..-.--t 2 )-----------' 

51. 1.6.6. Principska blok зета za rезаvаnје 

jednacine (1.6.37) 

Vidi se da se velicini -х mora promeniti znak pomo6u sabira­

са (4) i da se tako dobijena ve1icina mnо!! аа С/М pomo6u ро­

tenciometra (1) i vodi па sabirac (1) gde se sabira sa ve1ici­

пот (К/М)х, koja se dovodi sa potenciometra (2). 

Odre4ivanje razinera 

Da Ы se odredile razmere za pojedine funkcije i za vreme, pred­

postavimo da 6е ае za rезаvanј~ jednacine (1.6.37) koristiti 

tranzistorski analogni racunar с1ј1 је racunski napon U = 10 V. 

Kako је prema (1.6.32) u ovom slucaju с 1 < 4КМ, re§enje 6е ы­

ti oscilatorno 1 pr1guseno. Prirodna ucestanost sisteтa Ы6е 

Caln - 11!. V 420 = 73 rad/sec 
,М 0,08 

(1.6.38) 

Budu6i da 8U osc11acije рr1guзеnе, maks1malna amplituda oscila-
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cija nastupa вата u prvom cik1usu. Predpostavimo da је С = О, 

ра rейеnје (i.6.35) ima oblik 

Х = Хо coswt (1.6.39) 

Odavde је 

i (1.6.40) 

Uzimajuci sada da је Ixl.ax • 0,18 т, mogu ве odrediti maksi­

ma1ne vrednosti brzina i ubrzanja, tj. . 
Х.ах '" 

Х.ах '" 

0,18'73 '" 13 т/вес } 
(1.6.41) 

0,18'7з2 '" 950 т/вес 2 

U ci1ju odabiranja pogodne razmere uzima ве da је Х.ах < 0,2 т; . 
Х.ах < 20 т/вес i х < 1000 т/вес 2 • s obzirom da је U 10 V 

razmera za gornje velicine bi6e 

10 
50х 

Х 

) 
za х: k = 0,2 ~ 50; х= Х = 50 х . . 

k· 
10 1 • х . 

2Х (1.6.42) za х: 
20 " '2 

, х = '2 ; х 
х .. 

k-
10 1 х 

х 100Х za х: = 'iOOO ~ Wo' х = 100; 
х 

Uved1mo izabrane razmere (1.6.42) u jednacinu (1.6.37) ра 6е 

biti 

1- С1· К1 
k:' X(t) = - м k7 X(t) - м iC X(t) 
х х х 

а zamenom brQjnih vrednosti za razmere dobija ве 

.. 
X(t) 

Kako је 

2 С· 1 К 
= - тоо м X(t) - 5000 М X(t) 

x(t) = ~~ x(t) = dx(t) 
dt 

(1.6.43) 

(1.6.44) 

(1.6.45) 

odnosno uvode6i raz~re za fUnkcije, prema (1.6.42), dobija ве 

da је 

2X(t) = a%[X~8)]; 

Iz (1.6.46) sledi da је 

t 

100X(t) = d~[2X(t)] 

х (t) I [100X(t)]dt 

о 

(1.6. (6) 

(1.6.47) 
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t 

X(t) = ![50X(t)]dt 

о 

(1.6.48) 

Као зtо зе v1d1, usvajanjem razmere za vreme, mode1 procesa зе 

па ana10gnom racunaru moze ubrzat1 111 uspor1t1. Kako је prema 

(1.6.38) ucestanost ~n' u ovom primeru, ve11ka, b1ra зе takva 

razmera za vreme da зе 1zvrз1 usporenje odv1janja procesa u а­

na10gnom mode1u. Neka је at = 100 te prema (1.5.3) 1 (1.5.4) 

s1ed1 

...!! = 100 ~ 
dt dt 

1 

Zamenom (1.6.49) u (1.6.46) dob1ja зе 

2X(t) = 100 ~[X(t)] 
dt 50 

odnosno t 

X(t) = f U«t)]dt 

о 

t 

X(t) • I[0,5'X(t)]dt 

О 

(1.6.49) 

(1.6.50) 

(1.6.51) 

(1.6.52) 

Poredjenjem (1.6.51) 1 (1.6.52) за (1.6.47) 1 (1.6.48) v1d1 зе 

da је za pred10zenu transformac1ju vremenske baze potrebno sto 

puta smanj1t1 vremensku konstantu sv1h integratora u programu. 

Оо 1stog зе zak1jucka d01az1 i ako зе ima u vidu princip rada 

1ntegratora (Prvi deo 1, 3.2). B10k зema programa za rезаvаnје 

jednac1ne (1.6.44), uzimajuci u obzir 1 re1ac1je (1.6.50), tj. 

~1.6.5~) 1 (1.6.52), data је па s1ici 1.6.7. Konstanta 

re1acij1 (1.6.52) је dobijena u programu па s1ici 1.6.7 

0,5 u 

tako 

зtо је dodat potenc10metar (1) koji је postav1jen па vrednost 

0,5 Ј 'а 1z ovog se potenc10metra sada u1az1 u1ntegrator. Ро­

tenciometar (2), kao зtо se v1di iz re1acije (1.6.51) treba Р9-

stav1t1 па vrednost 1, зtо znaci da prakticno ovaj potenciome­

tar ne postojl u programu, vec зе d1rektno sa lz1aza prvog ide 

па u1az drugog 1ntegratora. pocetn1 uslov kojl treba postaviti 
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па potenciometar (3), prema (1.6.32) i (1.6.42), bi6e 

Х(О) = 50'0,18 = 9 V = 0,9'10V 

-1ОУ 

0.5 
Х 

А 
В 

2С ---
100М 

К 

5·10' М 5 

51. 1.6.7. B10k зеmа za rезаvаnје jednacine (1.6.44) 

зtо znaci da se па potenciometar (3) postav1ja vrednost 

х -ј х 

1000 20 Q2 

500 10 0.1 

51. 1.6.8. Grafik rезеnја i njegovih izvoda jednacine 

(1.6.30) za vrednosti konstanata (1.6.32) 

201 

(1.6.53) 

0,9. 
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Ovako dobijena blok зета sada se postavlja па analoqni ra~unar 

i o~itavanjem naponskih funkcija u ta~kama А, В i С dobijaju 

зе resenja x(t), x(t) i x(t) u odqovarajucim razmerama. Sa­

da зе moze prou~avati kako se funkcije x(t), x(t) i x(t) те­

njaju kada зе menjaju konstante М, С i К. Za vrednosti konsta­

nata (1.6.32) qrafi~ki izqled resenja x(t) i njeqovih izvoda 

dobijenih па analoqnom ra~unaru dat је na slici 1.6.8. 

Primer З. Dinamika hemijske reakcije 

U hemijskom reaktoru, koji зе nalazi па konstantnoj temperaturi, 

odvija зе hemijska reakcija tako da supstanca А nestaje а iz 

nje postaje supstanca В, iz koje daljom reakcijom postaje 

supstanca с. Ovaj proces se hemijski ozna~ava па sledeci nacin 

gde su kl i k2 konstantp. brzina reakc.ija. Ovakva reakcija 

poznata је u hemiji pod imenom redna reakcija prvog reda, koja 

se obavlja u istoj zapremini. Potrebno је naci promene koncen­

tracija supstanci А, В i С u zavisnosti od vremena i to za 

slucaj kada је kl = 1.0 i k2 / k 1 :f= 1. 

Ako sa ХА' "в i Хс oznacimo koncentracije supstanci А,В i С 

onda је (1.6.54) 

Pretpostavimo da зе pre po~etka reakcije u reaktoru nalazi saтo 

supstanca А. Preтa tome za t = О, Ысе 

ХА (О) = 1 = 100 , I (l. 6. 55) • 
~(O) Хс (О) = О. 

Brzine promena koncentracija za pojedine supstance mogu зе de­

finisati relacijama 
dX

A """dt =-k 1" ХА 

(1.6.56) 



Anаlо!'(пј elektronski ra(-unari i пјЉоуа ргјтепа 203 

Preтa tome, da Ь1 зе prou~ila dinam1ka date hemijske reakcije 

potrebno је postaviti па analogni ra~unar. sistem diferenc1jaln1h 

jednacina (1.6.56) za pocetne uslove (1.6.55) uz uslov da је u 

svakom trenutku 

(1.6.57) 

Priprema za pQstavljanje па racunar 

Розtо је s1stem jednacina (1.6.56) vec resen ро 1zvodima vel1-

cina ХА' ХВ i Хс to blok зета programa za postavljanje siste­

та па analogni racunar 1zg1eda kao па з11с1 1.6.9. 

-10 

Хд(О) 

10 

>----....--х д 
k 1 

>----~-xc 

SI. 1.6.9. Principska bloksema za resavanje sistema 
jedna~ina (1.6.56) 

Odredi:vanje razmera 

Posto је poznato da koncentracije.komponenata А, В i С koje se 

nalaze u reaktoru пе mogu biti тапј! od О niti vece od 1 
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(100 %) to se, za ana10gni racunar, kod koga је U 

uzeti da је 

10, moze 

u 10 
kx = \::Т- = -1- = 10 

Xl max 
(1.6.58) 

Za svaku koncentraciju ХА' Хв i хс' Ako usvojimo i razmeru 

za vreme 

CL t = -{ = 10 

i uvrstimo re1acije (1.6.58) i (1.6.59) u sistem jednacina 

(1.6.56) dObi6emo sistem ma§inskih jednacina oblika 

-10 

>----...--х д 
0.1 k, 

>--Хв 

>-------;- Х с 

Sl. 1.6.10 

а pocetni us10vi (1.6.55) 

svode se па 

ХА (О) = k x • ХА (О) 

Хв(О) = Хс(О) = о. 

10 V. 

Na slici 1.6.10. prikazana је blok эета programa za ana10gni 

,р t Т,.. , Ј,: 
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racunar. Na potenciometar ll) postavljena је vrednost 1 а па 

potenciometar (2) postav1jena је vrednost 0,1, koja odgovara 

konstanti kl = 1. Na s1ici 1.6.11а prikazana su resenja z·a 

ХА' ХВ i Хс za s1ucaj kada su kl = 1, k 2 = 2,5 а па s1ici 

1.6.11 Ь resenja za kl = 1 i k2 = 0,8. 

Хс 

о t [s~ 

а 

60 t ~J 

ь 
51. 1.6.11 Grafici resenja sistema jednacina 

(1.6.55) za pocetne us10ve (1.6.54) 
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2. NEHOMOGENE LINEARNE DlFERENCIJALNE 
JEDNACINE SA KONSTANТNIM KOEFICIJENТIМA 

2.1. Маtеmаtiёkе OSDove 

Лkо u jednac1n1 (1.1.1) odnosno (1.1.2) funkc1ja f(t) n1je nu-

1а vеб konstanta razlic1ta od nu1e il1 funkc1ja od ne·zavisno 

promen1jive t, onda se takva jednacina naziva nehomogena 11ne­

arna diferencija1na jednac1na. Funkcija f(t) se u matemat1ci 

naziva slobodan c1an, а u tehn1ckoj praks1 u1azna i11 pobudna 

funkcija. 

Iz teorije diferencija1n1h jednacina 90znato је da se opste re­

senje nehomogene 11nearne diferencija1ne jednac1ne dobija kao 

zbir opsteg resenja homogenog de1a date jednac1ne 1 part1ku1ar­

nog resenja jednacine, koje ne sadrZi proizvo1jne konstante. 

Prema tome, opste resenje jednac1ne 

L(p)'X(t) "'f(t) (2.1.1) 

Ы6е 
(2.1.2) 

gde је xh(t) resenje homogenog de1a, а xp(t) partiku1arno 

resenje jednacine (2.1.1). Postupak resavanja homogenog de1a 
jednacine је opisan u predhodnom ode1jku. 5ada беmo se ukratko 

osvrnuti па dobijanje part1ku1arnog resenja xp(t) nehomogene 

jednacine. 

Part1ku1arni integr.a1 nehomogene jednacine moze se nабi роmoбu 

jedne od dve metode: 

l~ Lagranzeve (Lagrange) metode var1jac1je konstanata, 11! 

2~ Kos1jeve (C~ushy) metode. 

Ро prvoj metod1 kada se zna opst1 integra1 homogenog de1a jed­

nac1ne (2.1.1) tj. opst1 1ntegra1 jednacine 

L(p)'x(t) .. о (2.1.3) 

onda se роmобu kvadratura moze nаб1 1ntegra1 jednac1ne (2.1.1), 

па taj nacin sto se opsti 1ntegra1 jednac1ne (2.1.3) nap1se u 

obl1ku 
п 

x(t) = L Cix i (t) 
i=1 

(2.1.4) 
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qde xi(t) (1 = 1, 2, ••• , п) с1пе osnovn1 s1stem resenja 

(2.1.3) а С! (1 = 1, 2, ••• , п) pro1zvoljne konstante 1nteq­

rac1je. Ako зе predpostav1 da С! (1 = 1, 2, ••• , п) n1su kon­

stante neqo funkc1je od nezav1sno promenljive, tj. Ci(t), onda 

је potrebno odred1t1 ove funkcije ta~o da 1zraz (2.1.4) ident1-

cki zadovoljava.jednac1nu (2.1.1). 

Оа Ызто odred111 nepoznate funkc1je Ci(t) (1 

potrebno је п uslova. Rad1 toqa зе uvod1 

п 

x(t) = r Ci(t)xi(t) 
i"'l 

odakle зе diferenciranjem.dobija 

п п 

х' (t) ... r С! (t).x~(t) + r С ~ (t) Х! (t) 
i ... l i=I·~ . 

Uvedimo uslov 

koj1 1zvod funkc1je (2.1.6) svod1 па obl1k 

п , 
х' (t) ... r С ! (t) Х! (t) 

i-l .~ 

D1ferenc1ranjem (2.1.8) dobija зе 

п п 

х· (t) .. r Ci(t)x~(t) + r C~(t)x~(t) 
1=1 1=1 

UVedimo uslov 
п 

r C~ (t)x~ (t) о 
1-1 ~ .~ 

ра зе iz (2.1.9) dobija 

п 

x·(t) r С. (t)x~ (t) 
1=1 ~ ~ 

1, 2, ••• , п) 

(2.1.5) 

(2.1.6) 

(2.1.7) 

(2.1.8) 

(2.1.9) 

(2.1.10) 

(2.1.11) 

Primenjujuci isti postupak па izvode yiseq reda sve do n-l, tj. 

п r 
1=1 

п 

r 
1=1 

С ~ (t) х ~ n- z) (t) 
~ ~ 

(2.1.12) 

dop~ja зе uslov 
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п 

r 
i=1 

c.(t)x~n-2)(t) = О 
~ 1 

(2.1.13) 

koji daje 

x(n-l)(t) = I C.(t)x~n-l)(t) 
i=1 1 1 

(2.1.14) 

Diferenciranjern (2.1.14) dobija se 

х(n) (t) = 
п 

I 
i=1 

С. (t)x~n) (t) + 
1 1 

п 

r 
i=1 

C~ (t)x~n-l) (t) 
1 1 

(2.1.15) 

Zarnenorn funkcije (2.1.5) 1 sv1h njenih izvoda (2.1.8), (2.1.11) 

sve do (2.1.14) i (2.1.15) u (2.1.1), i irnaju6i u vidu da је 

L(p)X
i 
(t) = О (1 = 1, 2, ••• , п) (2.1.16) 

dob1ja se pos1ednji us10v 

п 

L 
i=1 

C~ (t)x~n-l) (t) = f (t) 
1 1 

(2.1.17) 

Prerna torne, da Ь! resenje jednacine (2.1.1) irna100blik (2.1.5), 

dovo1jno је da funkcije Ci(t), (! = 1, 2, ••• , п) ispunjavaju 

us10ve (2.1.7), (2.1.10) 1td. do (2.1.13) i (2.1.17). Tako resa­

vanjern sisterna jednacina 

п , r Ci(t)xi(t) = О 
i=1 

п , , r C
i 

(t)xi (t) = О 
i=1 

· ............... . 
· ............... . 
· ............... . 
п 

r 
i=1 

C~(t)x.(n-2)(t) =0 
1 1 

п r 
i=1 

C~(t)x~n-l)(t) = f(t) 
1 1 

(2.1.18) 
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dobijaju зе funkcije 

(! 1, 2, ••• , п) (2.1.19) 

odakle зе dobija 

Ci = fл(t)dt + Di = I!i(t) + Di (1 = 1,2, ••• , п) (2.1.20) 

gde зи Di integracione konstante. 

Zamenom relacije (2.1.20) u jednacinu(2.1.5) dobija зе opsti 

1ntegral jednacine· (2.1.1) u obliku 

п п 

x(t) = L D.x. (t) + L I!.(t)x. (t) = xh(t) + xp(t) 
i=1 ~ ~ i=1 ~ ~ 

(2.1.21) 

Odredjivanje integracionih konstanata Di' vrlH зе kao i rani­

је, па osnovu pocetnih uslova. 

Ро drugoj - Kosijevoj metodi partikularni integral jednacine 

(2.1.1) mo~e зе odrediti iz opsteq integrala (2.1.4), ako зе 

konstante Ci (! = 1, 2, ••• , п) odrede tako da integral 

(2.1.4) i njegovih n-2 uzastopnih izvoda ро t budu jednaki 

nuli, а n-1 izvod jednak jedinici za neku vrednost t = t v • 

Obelezimo tako dobijenu funkciju за . ф(t,tv ). Mo~e зе pokazati 

da funkcija 

t 

f(t) а f ф(t,tv)f(tv)dtv = xp(t) 

t o 

(2.1.22) 

predstavlja partikularni integral Хр (t) jednacine (2.1.1). 

opste resenje је, kao i ranije, oblika 

(2.1.23) 

kod kojeg зе integracione konstante odredjuju iz pocetnih изl0-

va. 

АХо jefunkcija f(t) рочоdnоч oblika, mo~e зе koristiti meto­

da neodredjenih koeficijenata da Ы зе пазао partikularni inte-
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gral jednacine (2.1.1). 

2.2. Struktura programa 

Strukturn~ blok serna prograrna za resavanje nehornogene 1inearne 

diferencijalne jednacine sa konstantnirn koeficijentima, је is­
tog oblika kao i za resavanje hornogene jednacine, s tirn sto је 

potrebno uvesti jos i funkciju f(t) u prograrn. Radi i1ustra­

cije, uzrnirno jednacinu 

ах + Ьх = с (2.2.1) 

za pocetni us10v х(О) = О. I1ornogeni deo оуе jednacine isti је 

kao kod jednacine (1.2.1). 

Dа Ь! se оуа jednacina postavi1a па racunar, potrebno је, kao 

i ranije, resiti је ро najvisern izvodu, tj. 

х = - ~ х + с (2.2.2) 
а а 

Kada c1an с/а ne Ь! postojao, tada Ь! strukturna blok зеrnа 

prograrna izg1eda1a kao na.slici 1.2.2. Medjutirn, prerna (2.2.2) 

vidi se da је potrebno izvrsiti sabiranje dva clana da Ь! se 

dobio izraz х. 5toga strukturna serna prograrna irna oblik pri­

kazan па slici 2.2.1. 5abirac (1) sluzi da se па njernu konstan-

+U +x(t) 

51. 2.2.1. B10k ј;еrnа za resavanje. jednacine (2.2.2) 

tna vrednost с/а i prornen1jiva 

па njegovorn iz1azu јаУ1ја ve1iclna 

-(b/a)x(t) saberu, ра se 

-x(t). Ба slike 2.2.1 vidi 

se da sabirac (3) sluzi sarno za prornenu znaka ve1icine x(t). А­

ko Ы se integrator koristio i za sabiranje, onda rnogu da se i­

zostave ОЬа sabiraca, te nakon ovih transforrnacija, strukturna 

зеrnа za resavanje jednacine (2.2.2) izg1eda kao па slici 2.2.2. 
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+ U -x(t) 

-~ 
а Ь/а 

S1. 2.2.2. B10k ~eтa sa minima1nimbrojem raeunskih 

e1emenata za resavanje jednacine (2.2.2) 

'Н1 

Na slican se nacin formiraju strukturne seme i za druge nehomo­

qene jednacine. Naprimer, strukturna ~eтa za re~avanje jednacine 

oblika 
d 2 y dy 

a 1--- + а 2-- + а з у = f(t) 
dt 2 dt 

(2.2.3) 

koja resena ро najvisem izvodu ima oblik 

(2.2.4) 

izg1eda kao па s1ici 2.2.3. Као sto se vidi па sabiracu (1) зе 

vrsi sabiranje ve1icina -(a 2 /a 1) (dy/dt), -(a,/a1)y i u1azne 

funkcije f(t) pomnozene sa 1/a1• 

-y(t) 

S1. 2.2.3. B10k sema za resavanje jednacine (2.2.4) 

Лkо је funkcija f(t) konstanta onda se 1ako formira mnozenjem 

racunskoq napona U за odqovaraju6im faktorom. Medjutim, ako 
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је potrebno da ta funkcija bude promenljiva sa vreтenom, onda 

је potrebno generirati је. 5toga сето u narednim izlaganjima 

dati neke metode generiran;a funkcija f(t) koje se pojavljuju 

kao pobudne funkcije za resavanje nekih homogenih nelinearnih 

diferencijalnih jednacina. 

2.3. С (~ne.riranje funkcija nezavisno promen1jive 

Ranije smo govorili о generatorima funkcija (Prvi deo 1, 5). 

Tada је receno, da је generator funkcija fizicki uredjaj koji 

moze da ostvari operaciju 

у = f (х) (2.3.1) 

gde su х i 

velicina у 

у funkcije vremena, а operator f oznacava da 

zavisi od velicine х ро nekom odredjenom zakonu. 

Ako se u relaciji (2.3.1) uvede da је 

х = kt (2.3.2) 

gde је k koeficijent proporcionalnosti, tada se dobija 

у = f (kt) = F (t) (2.3.3) 

Prema tome, generator funkc1ja зе moze upotrebiti, ako se zel1 

generirat1 neka funkcija vremena. Za ovo је potrebno generator 

podesit1 па zeljenu funkc1ju, а па ulaz generatora dovesti na­

pon koji raste linearno sa vreтenom. Za doЫjanje napona defi­

n1sanog jednacinom (2.3.2) moze se kor1st1ti 1ntegrator povezan 

prema эет! па slici 2.3.1. Na 1z1azu 1z integratora doЫja se 

-u F(t) 

51. 2.3.1. Generiranje funkc1je vremena 

vel1c1na х = kt koja se uvodi u generator funkcija GF, sa 

с1јеч se izlaza dobija zeljena funkcija (2.3.3). 

OVde treba napomenuti da se 1ntegrator povezan prema s11ci 

2.3.1 шоzе kor1stiti i za pokretanje pera pisaca u pravcu X-ose, 
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kada se. pisa~ koristi za ocitavanje re§enja u zavisnosti od 

vremena. 

Generiranje funkcije F(t) па analognom ra~unaru moze se izvr­

§iti i ротоси linearnih racunskih elemenata (sabiraca, integra­

tora i'potenciometara), ako se funkcija F(t) javlja kao re§e­

nje neke obicne linearne diferencijalne jednacine sa konstant­

nim koeficijentima za odredjene pocetne uslove. Ovakav nacin 

generiranja funkcija u nekim slu~ajevima daje vecu tacnost i 

lak§u realizaciju funkcije па. ra~unaru. Тио, funkcije sinwt, 

coswt, e Qt
, t n i neke slozene funkcije sastavljene od ovih 

funkcija точи se dobiti kao re§enja pomogenih linearnih difere­

ncijalnih jednacina sa konstantnim koeficijentima pri odredje­

nim pocetnim uslovima. 

U sledecem uzlaganju Ысе pokazano kako se па ovaj nacin gene­

riraju sinusna, eksponencijalna i stepena funkcija nezavisno 

promenljive t. 

Genешanје sinuшih funkcija 

Vec је re~eno u predhodnoj glavi da se funkcije sinwt i 

coswt moчи dobiti kao dva nezavisna re§enja diferencijalne је­

dnacine druqog reda 

(2.3.4) 

Da Ы~mo ovo proverili, stavimo da је 

(2.3.5) 

gde је А neka proizvoljna konstanta, ра је . 
х = Aw·coswt (2.3.6) 

i 

(2.3.7) 

Na isti ае nacim moze proveriti da је i х = В coswt, gde је 

В neka druga proizvoljna konstanta, takodje re§enje jednacine 

(2.3.4); ра је па osnovu principa superpozicije, i 

х = А sinwt + В coswt (2.3.8) 

re§enje jednacine (2.3.4). Mo~e se pokazati da ае re§enje 

(2.3.8) moze dObiti, ako ае stave vrednosti za pocetne uslove 
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х(О) ='В i х (О) = АIII (2.3.9) 

Isto tako, za pocetne us10ve 

Х(О) = о i х(О) =А (2.3.10) 

rезеnје (2.3.8) jednacine (2.3.4) је 

х = А sinlllt (2.3.11) 

а za pocetne us10ve 

х(О) = в i х(О) = о (2.3.12) 

rезеnје је 

х = в COSlllt (2.3.13) 

5ada 6emo pokazati kako зе шоqu qenerirati funkcije (2.3.11) i 

(2.3.13) pomo6u jedne blok зете. Posmatrajmo blok зemu па s11-

с! 2.3.2. АХо зе па potenciometre (1) i (2) postave iste vred­

nosti 111, onda зе па iz1azima odqovaraju6ih inteqratora, za ро-

+U -u 

L-_________ ._ .. __ .. ________ ---' 
51. 2.3.2. Generiranje sinusnih i kosinusnih funkcija 

cetne us10ve А i В, dobijaju funkcije naznacene па зl.2.3.2. 

АХо зе stavi da је В = О па iz1azu iz 1nteqratora (2) dobija 

зе . 
- ~ = AIII·coslllt = А COSlllt 

111 

а па iz1azu iz inteqratora (3) 

х = А sinlllt 

(2.3.14) 

(2.3.15) 

pomo6u blok зете па slici 2.3.2 moqu зе~ dak1e, qenerirati оЬе 
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funkcije (2.3.14) i (2.3.15), pri cemu se amplituda А lako 

podeAava pomocu potenciometra (3). Promena vrednosti za w ne 

utice па amp1itudu озсilасiја. Pored toga, ako se zeli da se 

generira funkcija (2.3.8), onda је potrebno izlazn~ velicine iz 

integratora (2) i (3) dovesti па sabirac, pri cemu velicinu iz 

integratora (2) treЬa pomocu potenciometra pomnoziti sa В/А. 

Лkо је potrebno da bude w > 1, onda se ulazi u odgovarajuce 

integratore mnoze faktorom vecim od 1. Medjutim, kada se uzi­

maju ve1ike vrednosti za w javljaju se greAke koje nastaju u· 

sled kasnjenja па visim frekvencijama (Prvi deo 1, 3.4) sto 

se manifestuje time da amplitude oscilacija rastu sa vremenom. 

Оа bismo ovo pokazali predpostavimo da svaki pojacavac unosi 

kasnjenje. Tako; ako је па ulaz u pojacavac dovedena velicina 

у = sinwt (2.3.16) 

па iz1azu се se jav1ti 

хв = - sin(wt - ф) ф"> О (2.3.17) 

Iz1az 1z 1ntegratora, za u1aznu ve1icinu (2.3.16) Ысе 

1 . 1!. - ф) = ! cos(wt - ф) (2.3.18) х = - (;ј sin(wt -1 2 w 

jer integrac1ja sinusnih funkcija unos1 pomeranje faze za w/2. 

Prema tome, ako se otvori povratna sprega n1za racunsk1h е1е­

menata koj1 generiraju sinusne funkcije (s1. 2.3.3) i ako se 

x(t) 

51. 2.3.3. Ana1iza greske generatora s1nusn1h 

funkcija pri visim frekvencijama 

па u1az sabiraca (1) dovede velic1na 

х = s1nwt 

па njegovom iz1azu pojav1ce se ve1icina 

(2.3.19) 

(2.3.20) 
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Ulazna velicina u inteqrator (2) Ы6е tada 

- II.Iх .. ! .. -lI.IsiП(lI.It - Фl) 
11.1 

ра se па njeqovom izlazu javlja velicina . 
- ! .. cos(lI.It - Фl - Ф2) 

11.1 

Ulazna velicina u inteqrator (3), па sli~an na~in, Ы6е 

- х = 11.1 сов (lI.It - 'Фl - Ф2) 

ра је izlazna veli~ina iz istoq inteqratora data ва 

х = sin(lI.It .. ф) 

qde је 

(2.3.21) 

(2.3.22) 

(2.3.23) 

(2.3.24) 

(2.3.25) 

pri ~emu su Фl > О, Ф2 > О i ф.> О, fazni pomeraj-i sabira­

са (1) i inteqratora (2) odnоапо (3), а Ф ukupan fazni роте­

raj celoq kola па slici 2.3.3. U idealnom slu~aju treba da је 

Ф = о, ра је 
.. 
х 

--- = - х - - sinll.lt 
1112 

(2.3.26) 

Medjutim, kada se Ф пе moze zanemariti, onda se prilikom zat­

varanja povratne spreqe, dobija da је 

х .. - sin(lI.It - ф) (2.3.27) 

Rastavljanjem desne strane jedna~ine (2.3.27) dobija se 

" х 
sinll.lt соsф + COSll.lt siпф (2.3.28) -= -

i kako је Ф mala velicina, moze se uzeti da је siпф = ф, а 

соsф = 1, ра jednacina (2.3.28) postaje 

х ---- = - sinll.lt + Ф·СОSll.lt 
11.12 

koja se od jednacine (2.3.26) razlikuje za velicinu 

Ф·СОSll.lt = Ф ! 
11.1 

(2.3.29) 

(2.3.30) 
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Prema tome, па racunaru је stvarno postav1jena jedna~ina . 
+ ф ! 

w (2.з.fl~ 

C1an ф (Х/ОО) odgovara negativnom prigusenju, tj. оп utice па 
osci1acije tako da im зе amp1ituda povecava tokom vremena. 5to­

ча da Ы зе uticaj ovog c1ana ponistio uvodi зе pozitivno pri­

gusenje·u integrator (2), koje је proporcionalno за Х, kao 

prema s1ici 2.3.4. Za svako w moze зе podesiti vrednost ро-

KOREKC1JA AMPLIТUDE 

51. 2.3.4. Korekcija greske pri visokim frekvencijama 

tenciometra (3) tako da зе uticaj с1anа ф (х/оо) u jednacini 

(2.3.31) ponisti, cime зе postize da amp1ituda osci1acija bude 

kons.tantna. Na taj зе nacin точи generirati i sinusne i kosinu­

sne funkcije kod kojih w moze da bude pri1icno ve1iko, а pri 

сети amp1itude ostaju konstantne i za duze vreme rada racunara. 

Generiranje eksponencijalnЉ funkcija 

Као sto је poznato eksponencija1na funkcija 

(2.3.32) 

је resenje 1inearne diferencija1ne jednacine prvog reda oblika 

(2.3.33) 

za pocetni us10v 

х(О) = А 
Prema tome, za generiranje funkcije (2.3.32) moze ве koristltf 
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strukturna blok ~eтa programa data па s11ci 2.3.5, pri ~emu ае 

~eтa па slici 2.3.5а koristi za generiranje funkcije (2.3.32) 
za а < О, а ~eтa па slic1 2.3.5Ь za а > О. 

~ +U 

(а) (Ь) 

51.2.3.5. Generiranje eksponencija1nih funkcija 

Eksponencijalna funkcija 

t 
х = а 

је ustvari re~enje 11nearne diferencija1ne jedna~1ne 

dx 
dt 

za pocetni us10v 

x·R.n а 

х(О) = 1 

(2.3.35) 

(2.3.36) 

(2.3.37) 

Stoga se funkcija (2.3.35) moze generirati роmo6и strukturne 
blok ~eтe prikazane па slici 2.3.6а, ako је R.n а < О, а рото­

си зете prikazane па slici 2.3.6Ь, ako је R.n а > О. 

Generiranje potencijalnЊ redova nez3visno· promenljive 

Red oblika 

п 

х = Х ait
i 

= ао + a 1 t + a 2 t
2 + 

i"O 
••• + а t n- 1 + а t n !2.3.38) 

П-l п 

naziva se potencijalni 11i stepeni red nezavisno promen1jive 

t. Uzastopnim diferenciranjem reda (2.3.38) dobija se 
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+U 

lno 
(о) 

xlna 

+U 

lna 
(Ь) 

s1. 2.3.6. Generiranje funkcija a t 
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.х' = а 1 + 2а t + 3а t 2 + ••• + (n-1)а t n- 2 + па t n- 1 l 
х ~::.:.~:~::~.:.:::.:.~:~:~~:~~~:~:~~~~:.:.n(n-:)antn-'l 

•••• ••••••••••••••••••••••••••••••• ••• ..... (2.3.39) 

х(П-1) = (n-1) 1 

х (п) = п! а 
п 

а 
П-1 

+ п! а t 
п 

Prema tome, diferencija1na jednacina 

x(n) = nl а 

sa роёеtnim us10vima 

х(О) .. ао 

х' (О) .. а l 
Х·(О) ,. 2а 2 

п 

х (n-I) (О) = (n-1)! а 
П-I 

Ј 
(2.3.40) 

(2.3.41) 

ima resenje oblika (2.3.38). Stoga зе red (2.3.38) moze gene­

rirati pomocu blok seme prikazane па s1ici 2.3.7. Znak iz1azne 

ve1icine х odredjen је stepenom po1inoma п, tako ako је п 

paran сео broj znak је pozitivan, а ako је п neparan сео broj 
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znak је negativan. 

(n-1) ! а 
n-I 
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-(n-2)1 а 
n.-2 

f 

.>-x_<_n-_, ~ ___ ~~.x 

51. 2.3.7. Generiranje potencijalnog reda 

Drugi nacin generiranja potencija1nih redova то!е зе ostvariti 

ротоси blok seme prikazane па s1ici 2.3.8. Роmoеи ove 

k ~kt ...... - ..... 
. ...'" 

ф. ~., 
I 
l 

51. 2.3.8. Drugi nacin generiranja potencija1nog reda 

seme se generiraju c1anovi reda 

-Y(t) 

t 2 t' 
х = k - kt + k -- - k'~! + ••• + 2! .Н 

(2.3.42) 

koriscenjem integratora i bez dovodjenja pocetnih us1ova, vec 

зато integracijom konstantnog napona proporciona1nog sa k. Na 

iz1azu iz lntegratora dobijaju se odgovaraju6i c1anovl reda 

(2.3.42), а potenciometri izmedju integratora s1u!e za izbor 

najpogodnije razmere za pojedine clanove reda. Роmoси potencio-
, 

metara Р о ' P 1 , ••• , Р n 1 sabiraca (1) lako зе generira red 

( 
t2 t' п t n

] 
y(t) = k ао - al t + а22Т - аэЗТ + + (-1) a n nт <2.3.43) 

gde зе koeficljentl ао, а 1 , ••• , аn postavljaju па potencio­

metrlma Ро, Рl' ••• , Рn respektlvno. 
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Primer: Za generiranje funkcije 

x(t) = e
sint (2.3.44) 

razvijanjem u Mak1orenov red i uzimanjem ~etiri prva ~1ana ovog 

reda dobija se da је 

t 2 t-
x(t) ~ 1 + t + 2т - 3 4т (2.3.45) 

Diferenciranjem izraza (2.3.45) dobija se 

, 1 t' х .. 1 + t - '2 

- 1 
3 t 2 

х - '2 
(2.3.46) 

хIII = - 3t 

ра jednacina koju treba resavati da Ь! se dobila funkcija 

(2.3.45) kao resenje, g1asi 

zapo~etne us10ve 

х(О) = 1 

х-(О) 1 

Na slici 2.3.9 data је 

fUnkcije (2.3.44) • 

О 
З 
U хlY 

-U 

х'(О) - 1 

хIII (О) = О 

blok sema za 

-1 

-х"' х· 

(2.3.47) 

} (2.3.48) 

pribl1Zno generiranje 

-1 

-х' Х 

51. 2.3.9. Generiranje funkcije e sint razvijanjem u red 

Na s1i~an na~in, formiranjem diferencija1nih jedna~ina i odre­

djivanjem pojedinih po~etnih us10va mogu se generirati i druge 

funkcije nezavisno promenljive t. 



222 Pav{e РејOfJјс i N edeljko ParezQМ'Oi': 

2.4. Primeri 

Primer 1. }{retanje materija1ne tис" u ишlјinОШ gravitacionom 
polju (slobodan pad) 

Jednacina kretanja materija1ne tacke тазе М u zem1jinom gra­

vitacionom po1ju чlаз! 

М х = м g ( 2 • 4 .1 ) 

11! роз1е skrабivаnја за М 

х = 9 (2.4.2) 

gde је 9 ubrzanje zem1jine teze (graVitacije) koje de1uje па 

tacku u slobodnom padu. Obe1ezimo rastojanje iznad horizonta1-

ne ravni за negativnim, а ispod nje за pozitivnim znakom i ne­

ka зе tacka u pocetnom trenutku t = О na1azi·. па visini 

Х(О) = Хо i neka је pocetna brzina х(О) = Хо' usmerena navise. 

Opste resenje homogenog de1a jednacine (2.4.2) је 

X h = А t + В (2.4.3) 

Partiku1arno resenje jednacine (2.4.2) dobija зе integracijom 

jednacine (2.4.2), tj. 

i (2.4.4) 

Prema tome, opste resenje jednacine (2.4.2) чlаз! 

Х = Х + Х = At + В + ! gt 2 
h р 2 (2.4.5) 

UvrstavaDjem pocetnih us10va u jednacinu (2.4.5) dobija зе za 

putanju (zakon kretanja) 

Х = хо + xot + ! gt2 

а za brzinu . . 
Х хо + gt 

-u 

(2.4.6) 

(2.4.7) 

51. 2.4.1. B10k sema za resavanje jednacine (2.4.2) 

,Ј 1 
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Strukturna blok §ета za re§avanje jednacine. (2.4.2) data је па 

зНе! 2.4.1. Sema зе $astoji od dva integratora (1) 1 (2) 1 је­

dnog potene1ometra (1) па kojem se postav1ja vrednost ubrzanja 

zem1jine te!e g Ц odredjenoj razmeri. Sema па s1ici 2.4.1 sa­

stav1jena је sa sledecim koefieijentima razmere kx = ki = 0,1 

i k g = G/g = 0,1. Re§enje jednac1ne (2.4.2) ро Х 1 х za 

pocetne uslove хо = - 10 т i хо = - 40 m/s dato је па sliei 

2.4.2. OVde treba primetiti da је reienje х parabola а х 
prava linija, kao §to kazuju re1aeije (2.4.6) 1 (2.4.7). Od ka-

. 
х х 

[m/s] [т) 
100 100 

50 50 

t[s] 
О О 

-50 -50 

-100 -100 

51. 2.4.2. Graf1k promene puta 1 brz1ne u s1ucaju 

kretanja materija1ne tacke u grav1tac1-

оnот po1ju 

rakter1st1ka koje treba kontro11sat1, kada se resenje dobije, 

jeste da 11 је nag1b prave x(t) jednak g i da 11 је pravac 

tangente па krivu xo(t) za t = О upravo хо. Isto tako, ako 

kr1va x(t) 1та m1n1mum, treba prover1t1 da 11 se m1n1mum jav-
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lja za 
(2.4.8) . 

odakle је za gornje vrednosti ХО i 9 . 
40 ХО 

t 1 = = -= 4,07 зес. 
9 9,81 

(2.4.9) 

PriJner 2. Кretanje materijalne tacke kroz otpornusredinu 

Predhodni зе primer moze prosiriti ako ае predpostavi da ве та­

terijalna tacka kre6ekroz otpornu sredinu. Neka је sredina 

kroz koju зе tacka kre6e viskozna. Tada је otpor sredine pro-. 
porcionalan brzini 

glasi 

Х, ра diferencijalna jednacina kretanja 

. 
м х + с Х = м 9 (2.4.10) 

gde је М masa materijalne tacke, а С konstanta koja karak­

terise viskoz1tet sred1ne. Predpostavimo kao i ranije; da su 

pocetn1 uslovi 

Х(О) = ХО 
х(О) = хо } 

Jednac1na (2.4.10) moze зе nap1sat1 u obl1ku 

м С· 
Х + М Х = 9 

llomogeni deo jednacine (2.4.12) 1111а resenje 
С - и· t 

ХЬ = А + В'е 

(2.4.11) 

(2.4.12) 

(2.4.13) 

gde su А 1 В proizvoljne integracione.konstante. Partikula­

rno resenje jednacine (2.4.12) је 

М 
Хр = ё gt (2.4.14) 

ра је opste resenje jednacine (2.4.12) 

- ~ t 
Х = Хь + Хр = А + В е М + ~ gt 

Uvodjenjem pocetnih uslova (2.4.11) moze se pokazati da resenje 

jednacine (2.4.10), tj. ~akon Jtretanja, glasi 

- ~ t 
М· М м, М М 

Х = Хо + ё(ХО - ё ч) - ё(ХО - ё Ч)'е + ~ gt 
С 

(2.4.16) 
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а zakon promene brzine 

М 
+ ё 9 (2.4.17) 

Moze ве pokazati da za 

definisanoj jedna~inom 

t + оо, 
• м 
х + ё 9, а х tezi asimptoti 

М· М М 
Х .. ХО + ё(ХО - ё ч) + ё 9t (2.4.18) 

Оа Ызmo napravili blok ~eтu pro9rama za re~avanje 90rnje9 

probleтa, rезimo jednacinu (2.4.10) ро najvi~eт izvodu, tj. 

- С • 
Х .. - иХ + 9 (2.4.19) 

Na osnovu re1acije (2.4.19) blok зета programa izgleda 

kao па sliei 2.4.3. Vi.di зе da зе ova blok зета raz1ikuje od 

+U -u 

Sl. 2.4.3. B10k ~eтa za re~avanje jednacine (2.4.19) 

one date па sliei 2.4.1 зато.ро tome sto је uvedena povratna 

sprega u prvi integratoT preko poteneiometra (4) па kojem је 

podesena vrednost С/М. Re~enja x(t) i x(t) za pocetne us1o-
ve Х ..­о 

С/М" 0,75 

10 т i Хо " - 40 т/з, kao za odnos konstanata 

data su па зНе! 2.4.4. 

Primer 3. Sistem drugog reda sa prinudnim oscllacijama 

u primerima 1 i 2 predhodne glave razmatrali вто slobodne 

osei1acije јеdnоч 1inearnog sistema drugog reda. Sada сето, mе­

djutim, posmatrati prinudne osei1aeije istog sistema. То su u-
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stvari osci1acije, koje nastaju kada па sistem sta1no de1uje 

. 
х х 

[m/s] [т] 

50 50 

25 25 

о о 
t [s] 

-25 -25 

-50 -50 

51. 2.4.4. Grafik promene puta i brzine u вlисаји 

kretanja" materija1ne tacke kroz otpornu 

sred1nu u grav1tac1onom po1ju 

neka spo1jna si1a. 

Neka па sistem drugog reda, koji ima 1 pr1gusenje, de1uje spo-

1jna s11a s1nusnog obl1ka, def1n1sana 1zrazom 

у = А c08wt (2.4.20) 

gde је А amp11tuda, а w ugaona ucestanost promene В11е 

(sl. 2.4.5). D1ferenc1ja1na jednac1na kretanja ovakvog s1stema 
data је sa 

М х + с х + К х = А coswt (2.4.21) 

koja se pos1e resavanja ро najvisem izvodu moze nap1sat1 u оЬ-

liku 

х 
С . К А = - м х - М х + М coswt (2.4.22) 
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Usvojimo, radi jednostavnosti, da su svi pocetni us10vi nule, 

tj. х(О) = х(О) = о. 

с 

~ __ .. -i x(t) 

51. 2.4.5. Mehanicki osci1ator sa prigusenjem 

i prinudnom si10m y(t) 

Кako је jednacina (2.4.21) nehomogena, njeno opste resenje ы­

се dato kao zbir opsteg resenja homogenog de1a, koje је izvede­

по u primeru 2 predhodne g1ave i koje ima oblik 

(2.4.23) 

gde su С 1 , С2, rl i r2 defini~ani u primeru 2 predhodne 

g1ave i partiku1arnog resenja jednacine (2.4.21) koje se moze 

naci metodom neodredjenih koeficijenata (Т. Pejovic, Diferenci­

jalne jednacine, Naucna knjiga 1951, Beograd, str. 275). Qvo 

partiku1arno resenje је oblika 

хр В1 coswt + В2 sinwt (2.4.24) 

gde је А(К - Mw 2) 
1:51 

Mw 2)2 (Cw) 2 (К - + 
(2.4.25) 

A·C·w 
В 2 = 

(К - H( 2 )2 + (Cw) 2 

Prema (2.4.;:3), (2.4.24) i '(2.4.25) opste resenje jednacine 

(2.4.22) glasi 

(2.4.26) 

proizvo1jne konstante СI i С2 odredjuju se pomocu pocetnih 
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uslova, а vrednosti za rl i r2 date su relacljama (1.6.34). 

Ako зи rl 1 r2 realn1 1 negat1vn1 111 kоmр1еkзп1 за negat1-

vn1m ~ea1nim delov1ma, onda бе resenje u uзtа1јепоm зtапјu, ko­

је nastaje pos1e pre1aznog perioda, biti Slпuзпоg oblika, за 

frekvencljom jednakom frekvenc1jl pobudne si1e оо. 

Jednac1na (2.4.22) moze зе розtаvit1 па ~acunar prema blok йе­

mi koja је prikazana па s1ici 2.4.6. Као sto se за з11-

51. 2.4.6. B10k зета za resavanje jednac1ne (2.4.22) 

ke v1d1 ыkk йета зе зазtој1 iz de1a koji generlra funkc1ju 

(А/м)созооt, sазtаv1јепоg od 1ntegratora (1) 1 (2), saЬ1raca (3) 

i potenc1ometara (1) 1 (2) 1'de1a koj1 resava вати jednaclnu. 

Generlranje funkc1je озtvаrепо је ovde resavanjem d1ferencija1-

ne jednac1ne drugog reda (2.3.4). 

Resenja jednaclne (2.4.21) x(t), x(t) i x(t), za росеtnе 
us10ve х(О) а ~(O) = о 1 za vrednostl konstanata М = 0,08 kg 

К = 420 kg/s 2 J С = 2 kg/s Ј А = 0,568 kg·m/s 2 J w = 20 rad/s 

data зu па з11сl 2.4.7. 
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х[т/з 2 ] х[т/З] х[т] 

100 2 0,2 

О О О 
t[s] 

-100 -2 -0,2 

51. 2.4.7. Promena puta brzine i ubrzanja u funkcijivremena 
u s1u~aju priqu!enih prinudnih oscilacija 

з. LlNEARNE DIFERENCI]ALNE JEDNAClNE SA 
PROМENLJIVIM KOEFICIJENТlМA 

3~1. МatemadCke osnove 

Linearna diferencija1na jedna~ina 
dnx d n- 1x dx 

а. (t)- + а (t)-- + 
п dtn n-. dtn-1 

••• + а 1 (t)- + ao(t)x = f(t) (3.1.1) 
dt 

за ро~еtniш us10vima 

I I 

x(to ) = Хо ' х (to ) = хо ; (3.1.2) 

qde su ai(t) (! = О, 1, , п) funkcije od nezavisno promen-

ljive t, naziva зе linearna diferencijalna jedna~ina за pro­

men1jivim koeficijentima. U teoriji obi~nih diferencijalnih је-
\ 
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dnacina, 1inearne diferencija1ne jednacine за koeficijent1rna ko­

ј1 зи funkcije od nezav1sno prornen1j1ve, tretiraju зе kao розе­

bna klasa jednac1na. Оуе зе jednacine u opstern зlисаји tesko re­

эауаји u k~nacnorn obliku, rnada 1 kod nj1h vaz1 pr1nc1p superpo­

zic1je, koji u nekim slucajev1ma olaksava resavanje. 

Metode ana1ize linearnih diferencija1nih jednac1na за konstant­

nim koeficijentirna nе vaze 111 зи nepodesne za jednac1ne sa pro­

menljiv1rn koeficijentirna. Tako napr1rner, ana11za u vrernenskorn 

dornenu, ротоси koje зе dobija konvolucija 1rnpu1snog odz1va (te­

zinske funkcije) i pobudne funkcije, se vr10 tesko rnoze sprove­

sti kada su koeficijent1 promen1jiv1 sa vremenorn, jer зе јаУ1ја­

ju velike teskoce pri11korn izracunavanja konvo1ucionog 1ntegra-

1а. Kod jednacina sa konstantnirn koeficijent1rna tezinska funkc1-

ја је ustvari impu1sni odziv sisterna za odredjene vrednost1 ko­

eficijenata u jednacini. Medjutirn, ako se koeficijenti rnenjaju 

за vremenom, jasno је da се зе i obl1k tezinske funkcije menja­

ti за vremenom, ра се konvo1ucion1 integra1, koj1 predstav1ja 

resenje jednac1ne (3.1.1), imati oblik 

х (t) 

t 

Jf(T)W(t,T)dT 

о 

(3.1.3) 

pri cemu sada tez1nska funkcija W(t,T) ne zav1s1 samo od raz-

1ike t - Т, Уес је to funkc1ja dve prornen1j1ve t 1 Т. Funk­

cija f(T) је u1azna funkcija i1i desna strana jednac1ne 

(3.1.1) • 

Klasa linearnih diferencijalnih jednacina sa prornenljivim koefi­

cijentima nе rnoze se u opstem slucaju resavat1 pomocu kvadratu­

ra. Veoma је та1! broj ovakvih jednacina, koje se pos1e 1zves­

nih transformacija mogu integraliti. Stoga је Ы10 potrebno u­

vesti druge metode za integraciju ovakyih jednac1na. Jedna tak­

уа l'1etoda, koja sе najcesce koristi za matematicko resavanje 0-

vakvih jednacina је integracija ротоси redova. U nekim klasic­

nim slucajevirna оу! redovi mogu da daju уеота pogodno ana1itic­

ko resenje. Ukr'atko сето pokazati kako se moze naci resenje је­

dne linearne diferencijalne jednacine n-tog reda за promen1ji­

vim kbeficijentima pomocu reda. 
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Jednacina (3.1.1) зе moze napisati u obliku 

X(n) (t) = Ф[t, х, х, ••• , X(n-l)] 

231 

(3.1.4) 

gqe је Ф neprekidna funkcija kao i пјеn! parcijalni uzvodi ро 
, (n-l) 

t, х, х, ••• , х u posmatranom intervalu. Potrazimo re§e-

пје jednacine (3.1.4) u obliku Tajlorovog reda 

, (t - t o )2 
x(t) п 

= х + (t - to)xo + хо + ... + 
о 2! 

(t - t ) п 
(п) 

(t _ t )n+l 
(n+l) о о 

(3.1.5) + хо + хо + ... 
п! (п + 1) I 

Predpostavimo da је ovaj red konvergentan u okolini tacke 

t = t o i da zadovoljava pocetne uslove (3.1.2), koji odredju­

ju prvih п koeficijenata reda (3.1.5). 

. . (п) (n+l) 
Vrednosti ostalih koeficiJenata хо ' хо ' ••• , reda 

(3.1.5) mogu ае odrediti iz jednacine (3.1.4) i njenih izvoda 

ро t, kada зе uvrste pocetni uslovi (3.1.2). Tako se iz jedna­

cine (3.1.4) dobija 

(n-l ) Ј , хо 

а iz пјепоч izvoda 
аф аф 

x(n+ 1
) (t) = --- + -- х' 

at ах 

Эф 

+ - х· 
ах' 

аф + ••• + ________ x(n) 
ax(n-l) 

zamenom за (3.1.6) dobija se 

X(n+l) = ф [t ' о I о' Хо' Хо' ••• , 

(3.1.6) 

(3.1.7) 

(3.1.8) 

Zamenom vrednosti (3.1.2), (3.1.6) 1 (3.1.8) u red (3.1.5), pod 

predpostavkom da је isti konvergentan u oko11ni tacke t = t o ' 

dobija зе funkc1ja 

[ 
, (n-l )] 

x(t) .. 'f t, t o ' Хо' Хо' ••• , хо (3.1.9) 

koja zavisi od nezav1sno promenljive t i pocetn1h uslova 

(3.1.2), pri ceтu vrednosti x~i) (1 = О, 1, ••• , п-1) mogu bi­

ti proizvoljne. FUnkcija (3.1.9), predstavljena Taj1orovim re­

dom (3.1.5) zadovoljava jednacinu (3.1.4) i pocetne uslove 

(3.1.2). Stoga опа predstavlja op§te re§enje jednacine (3.1.4), 
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u okolini ta~ke t = t o ' 

АХо se u redu (3.1.5) .stavi t o - О, onda se dobija Мak1orenov 

red, koji predstavlja resenje jedna~ine (3.1.1) odnosno (3.1.4) 

i zadovoljava po~etne us10ve 

I I ( n- I ) (n-I ) ( 
х(О) = хо • х (О) = хо • оо. ; х (О) = хо 3.1.10) 

Resenje jedna~ine (3.1.1) odnosno (3.1.4) moze se traziti i ро­

тоси reda oblika 

(3.1.11) 

gde su а! (! = О, 1, ••• , п, ••• ) konstante koje treba odre­

diti tako da red (3.1.11) zadovo1java jedna~inu (3.1.1). АХо se 

х 1 njegovih п uzastopnih izvoda ро t .iz (3.1.11) zamene u 

jednacini (3.1.1), а zatim izjedna~e koeficijenti uz iste stepe­

ne ро t, dobice se svi koeficijenti а! (! = О, 1, 2, ••• , 

п, ••• ) reda (3.1.11) kao funkcije prvih п koeficijenata а! 

(! = О, 1, ••• , n-l). 

Zamenom tako dobijenih koeficijenata u red (3.1.11) dobice se 

resenje jednacine (3.1.1) predstav1jeno redom (3.1.11), pod u­

slovom da је red konvergentan u interva1u u kojem se trazi re­

senje. Qvo се resenje zavisiti od п nepoznatih koeficijenata 

а! (! = О, 1, ••• , n-l), koji se mogu odrediti pomocu п ро-
I 

cetnih- us10va (3.~.2). Qvde treba napomenuti da је red (3.1.11) 

ustvari specija1an slu~aj Mak1orenovog reda. 

Kod fizickih sistema, 1inearne diferencija1ne jedna~ine sa pro­

men1jlvlm ~oeficijentima jav1jaju se ug1avnom u dva slucaja. U 

prvom sluca"ju kada koeficijenti u jednacinama zavise od f1zic­

k1h parametara sistema, а ovi se Parametri menjaju за vremenom. 

Tako, masa rakete зе menja kada зе trosi gorivo. brzina hemij­

ske reakclje u nekim slucajevima зе menja u zavisnosti od tem­

perature, brz1ne mesanja, koncentracije katalizatora. parametar­

sk1 pojacavac sadrzi promenljive kapacitivne 11! induktivne е1е­

mente сlј1т variraojem spo1ja moze da se menja pojacanje nekog 
ulaznog s1gna1a u ројасауас, itd. 

U drugom slucaju do linearnih diferencijalnih jednacina за pro­

men1jlvlm koeficijentima se dolazi kada se ро~азаnје flzickog 
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sistema opisuje u nekom drugom koordinatnom sistemu а ne u Ое­

kartovom. Naprimer, problem izrazen u ortogona1nim ci1indri~nim 

11! sfernim koordinatama gotovo se uvek svodi па jedna~inu ~iji 

su koeficijenti promen1jivi. 

3.2. Struktura programa 

Linearne diferencija1nejedna~ine sa promen1jivim koeficijent}­

та programiraju se па ana1ognom ra~unaru slicno kao i jednacine 

sa konstantnim koeficijentima. Као osnovni racunski e1ementi 

koriste se kao i ranije: 

- sabiraci, 

- integratori i 

- potenciometri za mnozenje konstantom. 

A1i, posto se u ovakvim jednacinama jav1jaju funkcije nеzаvisцо 

promen1j'ive t, kao i mnozenje odnosno de1enje funkcija, to је 

pored gornjih e1emenata potrebno imati i ne1inearne racunske е-

1emente kao: 

- mnozace, 
- generatore funkcija i 

- logi~ke i druge ra~unske e1emente, 

о kojima је vec Ы10 govora (Prvi deo I, 4, 5 i 6). 

Programiranje se vrsi па isti nacin kao i ranije. Naime, jedna­

cina зе resi ро najvisem izvodu, а zatim se formiraju svi с1а­

novi sa desne strane jedna~ine i dovode se sa odredjenim znakom 

kao u1azne ve1icine u jedan sabir!c i1i integrator. Medjutim, 
posto se u ovim jednacinama jav1jaju koeficijenti koji su funk­

cije nezavisno promen1jive t, to је potrebno generirati poseb­

по ove funkcije, а zatim ih mnoziti odgovarajucim izvodima u 

diferencija1noj jednacini. 

Neka је data diferencija1na j~dna~ina 

dx 
dt + a(t)x = f(t) 

sa pocetnim us1ovom 

х(о) .. хо 

Opste resenje jednacine (3.2.1) ima oblik 

(3.2.1) 

(3.2.2) 
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t 

x(t) e to С 
-1 a.(t)dt[ 

(3.2.3) 

gde је С 1ntegrac1ona konstanta. 

Za resavanje jednac1ne (3.2.1) па ana1ognom racunarupotreЬno 

је resiti је ро najvisem izvodu, ра је 

dx dt = - a(t)x + f(t) (3.2.4) 

jednacina (3.2.4) эе postavlja па racunar prema blok эeшd па 

slici 3.2.1. Za generiranje funkc1ja f(t) i a(t) moze se 

koristiti neki od ranije op1san1h nacina generiranja funkcija 

u 

BLOK ZA ( ) 
GENERIRAN::JE t---_'-'-t..:......._--f 

'(t) 

BLOK ZA 
GENERIRAN:JE 

a(t) 

51. 3.2.1. B10k эета za resavanje jednac1ne (3.2.4) 

(Prv1 deo 1, 2.3). Medjut1m, za formiranje prvog c1ana па des­

пој stran1 jednacine (3.2.4) moraju se pomnoziti funkc1je a(t) 

i x(t) i tako dobijeni proizvod uvod1t1 па u1az 1ntegratora 

(1). Za ovu svrhu kor1st1 se mnozac. 

3.3. Mnozenje funkcija 

f1nOZenje funkc1ja moze se vrs1t1 па у1эе nac1na 1 u zav1snosti 

od toga postoje razn1 tipov1 mnozaca (Prv1 deo I, 4). М! 6emo 

se ovde ogranic1t1 па mnozenje funkc1ja pomo6u servomnozaca i 

pomo6u e1ektronskog d1odnog mnozaca, kao 1 па de1enje funkcija. 

Ve6 је ranije receno da se mnozenje nekog promenlj1vog napona 

sa konstantom moze vrs1t1 pomo6u potenc1ometra. Za оуо је bilo 
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рФtrеЬnо promen1jivi napon dovesti па u1az ·potenciometra, а k1i­

za~ pOstaviti па vrednost konstante i па iz1azu se jav1ja proi­

zvod konstante i promen1jivog napona. 

Medjutim, ako se omogu6i da se k1iza~ potenciometra pomera ро 

nekoj funkciji, onda se dobija proizvod dve funkcije. pokreta­

nje k1iza~a se ostvaruje роmo6и e1ektromehani~kog pozicionog 

s~rvomehanizma, ра se takav mnoza~ naziva servomnoza~. 

Servomnoza~ (Prvi deo I, 4.2) se oznacava grafi~kim simbo1om 

prikazanim па slici 3.3.1, gde је за z(t) ozna~ena funkciia 

+X(t) 

а(О I SM1 
_ ! I 1 ~-ф- z(t}= a(t)·x(t) 

u 

- x(t) 

51. 3.3.1. Grafi~ki simbo1 servomnozaca u slucaju 
mnozenja funkcija proizvo1jnog znaka 

па iz1azu iz servomnozaca, за U racunski napon, а sa Аl ро­

tenciometar servomnozaca. Ako оЬе funkcije koje se mnoze, tj. 

a(t) i x(t) mogu аа Ьиаи istog i1i raz1icitog znaka, kaze se 

da servomnozac radi u sva cetiri ~vadranta ravni Оах. Medjutim, 

ako su оЬе funkcije nenegativne, i11 ako funkcija a(t) ne mе­

nja znak, onda зе moze servomnoza~ povezati prema semi па slici 

3.3.2, gde је sa z(t) oznacena funkcija па iz1azu iz servo-

+x(t) 

а (>---t) ---I1t---'S::....:,-:M-7-2 1}- -~_2 _ 
+11_ 1 z (t) 

о ~ a(t) $ 1 

51. 3.3.2. Graficki simbo1 servomnozaca u s1ucaju 

mnozenja funkсiјд od kojih jedna ne menja 

znak 
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А2 potenciometar servomnozaca. Pr1tom зе 1 gre­

pr1 mnozenju nem1novno javljaju, smanjuju (Prvi 

Treba napomenuti da postoje dve vrste servomnozaca. Jedna vrsta 

s1uZ1 za sporo-promen1jive funkc1je 1 nj1hova tacnost је veca, 

jer sadrze desetoobrtne potenc1ometre. Druga vrsta s1uzi za br­

ze promen1jive funkc1je, a11 1m је tacnost manja, jer sadrze 

jednoobrtne potenciometre. Pri1ikom koriscenja servomnozaca 

treba uvek funkciju, koja зе ~por1je menja dove~1 па u1az ser­

vopojacavaca, а funkciju koja зе brze menja па u1az potenc1ome­

tra. Time зе smanjuju greske koje nastaju us1ed 1nercije meha­

nickih de10va servosistema. 

E1ektronski mnozaci imaju prednost nad servomnozacima, jer зе 

оЬе promen1jive, koje зе mnoze, mogu brze menjati а da зе pri 

tome ne javljaju vece dinamicke greske. Postoj1 vise vrsta е1е­

ktronskih mnozaca, а1! зе diodni mnozaci najsire primenjuju u 

savremenim ana1ogn1m racunarima. E1ektronski mnozac зе па ana­

lognim blok semama prikazuje graficki u oЫiku datom па s1ici 

3.3.3, gde su a(t) i x(t) u1azne funkcije u mnozac, а z(t) 

iz1aznafunkcija, odnosno rezu1tat mnozenja. Na s1ici је за U 

oznacen racunski napon. Treba napomenuti da зе па iz1azu ovak­

vog mnozaca dobija proizvod за promenjenim znakom. 

a(t) 

x(t) <>:-.--1 z(t)=- a(t) x(t) 
u 

51. 3.3.3. Graficki simbo1 za e1ektronski mnozac 

Ovakvi mnozaci mogu da rade u f'azlicitim kvadrantima, sto zavi­

si o~njihovih konstruktivnih osobina (Prvi deo t, 4.3). 

posto kod 1inearnih diferencija1nih jednacina за promen1jivim 
koefioijentima, neki od clanova a i (t) x.(i) mogu da budu raci­

onalne funkcije oЫika 
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( . ) х (i) 
а. (t) х 1 = ~ 

1 Фi(t) 
(З.З.l) 

to зе jav1ja potreba i za de1enjem funkcija. Za oVU зе svrhu, 

kao sto је ran!je receno (Prvi аео I, 4.4.), korist'i mnozac. 

U ana10gnim зешаша uredjaj za de1enje fUnkcija cesto se prikazu­

је u obliku datom па slici З.З.4, gde је sa zi(t) oznacena i­

zlazna ve1icina, tj. rezu1tat џе1еnја, а sa U racunski nароn. 

51. з. з. 4. 

3.4. Рriше" 

Graficki simbo1 e1ektronskog uredjaja 

za de1enje funkcija 

Primer 1. Diferencijalna јеdnaсina prvog reda sa promenljivim 
koeficijentima 

Neka је data diferencija1na jed~ac!na prvog reda sa promen1ji­

vim koeficijentima 

dx - + t-x(t) 
dt 

sa pocetnim us1ovom 

х(О) = хо 

.. е 
- ! t 2 

2 

koju treba resiti па ana1ognom racunaru. 

Jednacina (З.4.1) ima opste resenje 

- ! t 2 

x(t) = (С + t).e 2 
\ 

(3.4.1) 

(3.4.2) 

(3.4.З) 

sto se 1аКо dobija primenom formu1e (З.2.З), gde је С integra-

ciona kons~anta. Iz us10va da resenje (З.4.3) mora da zadovo1ji 

pocetni us10v (3.4.2) 1ako зе dobija da је 
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с = Ха 

tako da resenje jedna~ine q1asi 

_ .!. t 2 

X(t) = (хо + t)'e 2 

(3.4.4) 

(3.4.5) 

Da bismo sastavi1i proqram za ana10qni ra~unar, mora se jedna­

cina (3.4.1) resiti ро najvisem izvodu, tako da је 

dx - ~ t
2 

dt = - t,x(t) + е (3.4.6) 

B10k зеша proqrama za resavanje jedna~ine (3.4.6)., sa po~etnim 

us1ovom (3.4.2), data је па slici 3.4.1. Proqram је pri1aqodjen 

0.5 
-10У , 

+10У 

10 

оЩ ХЮ 
10 

~---i' _ o(t) z(t} 

o.25~_-_O_(t _____ ,.---~ 10 

0.1 . 

+~} 

Sl. 3.4.1. Proqram za resavanje diferencija1ne jedna~ine 

prvog reda sa promen1jivim koeficijentima 

za ana10gni ra~unar TARA-50 i broj~e oznake odgovaraju ovom 

racunaru. U prograrnu је funkcija па desnoj strani jednacine 

<3.4.1), koja је oznacena sa 
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1 t 2 
- 2' 

z(t) ... е 

realizovana resenjem diferencijalne jedna~ine 

dz dt = -' t'z(t) 

за pocetnim uзlоvоm 

Z(O) = 1 

239 

(3.4.7) 

(3.4.8) 

(3.4.9) 

Primenom formule (3.2.3) lako зе moze proveriti da је relacija 

(3.4.7) resenje diferencijalne jedna~ine (3.4.8) za pocetni us-

10v (3.4.9). Generiranje promen1jivog koeficijenta uz funkciju 

x(t) u jedna~ini (3.4.1), kojeg сето oznaciti за a(t), tj. 

a(t) = t 

1ako se rea1izuje resavanjem diferencijalne jedna~ine 

~=1 
dt 

za pocetni uslov 

а(О) = О 

(3.4.10) 

(3.4.11) 

(3.4.12) 

i11 па nacin kako је opisano u g1avi 2.3 (s1. 2.3.1) za pokre­

tanje pera pisaca u pravcu Х - озе. 

Na slici 3.4.2 prikazana зu resenja diferencijalne jednacine 

(3.4.1) za po~etni uз10v хо = - 1, dobijena па ana10gnom ra~u­

naru ТАМ-50. 

Primer 2. Мathieu-ova јednaCina 

Matieova (Mathieu) jednacina је 1inearna diferencija1na jedna­

~ina за promenljivim koeficijentima. Оо ove зе jedna~ine d01a­

zi pri matematickom opisu raznih fizi~kih pojava. Tako зе ova 

jedna~ina jav1ja u kvantnoj teoriji meta1a, gde se opisuje kre­

tan,je elektrona kroz neke kz;istalne resetke. Оо ove зе jednaci­

nе d01azi i pri1ikom prou~avanja pro~tiranja e1ektromagnetnih 

talasa kroz sredine koje imaju periodi~nu strUkturu (В.В. Бол­
ТИНI Динамическая устойчивость упругих систем. Гос. Тех. Издат. 

Москва. 1956, стр. 22). 
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мatieova jednacina se moze napisati u obliku 

d 2 x 
--- + (а - 2p'cos 2t)·x = О 
dt 2 

sa pocetnim uslovima 

х' (tO ) 

gde su а i р konstante. 

, 
= Xoi 

(3.4.13) 

(3.4.14) 

Da bismo sastavili program za resavanje'Matieove jednacine po~ 

mocu analognog racunara, potrebrto је najpre da se ona resi ро 

najvisem izvodu. 

z(t) a(t) x(t) 

1.0 

0.5, 

t 

О 
1.0 

-0.5 

-1.0 

51. 3.4.2. Resenja diferencijalne jednacine (3.4.1) 

Tako se dobija 

d 2 x 
а'Х + 2p'x'cos 2t 

Uvedimo sledecu smenu 

1 
t = 2' (јјТ 

('3.4.15) 

(3.4.16) 
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ра jednacina (3.4.15) postaje 

(3.4.17) 

Izraz z ~ i w2 p·COSWT moze se generira~i resavanjem diferen­

cija1ne jednacine drugog reda 

d2 Z 
w2 z О -+ = 

dT 2 
(3.4.18) 

za pocetne us10ve 

z(O) 1 щ 2 р; i ~ (О) = О· =2' . (3.4.19) 

Prema tome, blok 

gled dat па slici 

racunar TARA-50 i 

зета za resavanje jednacine (3.4.17) imace iz-

3.4.3. Program је prilagodjen za analogni 

brojne oznake odgovaraju ovom racunaru. 

Za date konstante р i а i pocetne uslove 

р 2; а = 2,38; х(О) = 1 i х(О) = О (3.4.20) 

i za izabrano w = 1, dobija se 

i 2,38 = 0,595 
} (3.4.21) 

Diferencijalna jednacina (3.4.17) је resena па analognom racuna­

ru TARA-50. Na potenciometrima Р01 i Р02 postavlja se kon­

stanta w i pomocu integratora (02) i (03), kao i sabiraca 

(05) resava se diferencija1na jednacina (3.4.18) sa pocetnim u­

slovima (3.4.19). Na potenciometru Р15 postav1ja se konstanta 

i щ2 а i pomocu integratora (16) i (17), kao i sabiraca (14) 

resava se diferencijalna jednacina (3.4.17), pri cemu se za 

formiranje proizvoda 

! w2 ·P·X(T)·COS(WT) 
2 

koristi mnozac. Faktor razmere pri resavanju jednacine (3.4.18) 

је k z = 10. а pri resavanju jednacine (3.4.17) k x = 2. Na 

slici 3.4.4 prikazano је resenje Matieove jednacine. 
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-10У 

L----------t____o - »i. pcost.ro 
2 

х('() - х\-с) 

1+ -I~ ~22p COS{t60J_+ Х У 01 
1-___ --+--00 _..1-. ~px COSt.i() 

_W: PCOS(cJO 10 2 
2 

, r.'I2 
- _. ~px cos{AlТ) 

10 2 

-ЮУ 

~------~------~ 
~a 
4 

x(t) 

-х ('() 

Sl. 3.4.3. Program za resavanje ~~tieove jednacine 

па racunaru TARA - 50 

4. ~EI.l1\EAl~1\E DIFERENCIJALNE JEDNACINE 

4.1. Matematicke osnove 

Ne11nearne diferencijalne jednacine mogu se definisati kao jed­

nacine kod kojih su koeficijenti zavisnl ne samo od nezavisno 

promenljive, ve~ i od zavisno promenljlve i njenih izvoda. Ovim 

se jednaclnama opisuje najveci broj fizlcklh зistеmа, jer је ро­

nasal1je velike ve~ine tih sistema u sustini nelinearno. 

Karakteristike nelinearnih sistema se vrlo cesto bitno raz1ikuju 
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х 

1 

t[s] 

о 

50 

-1 

51. 3.4.4. Re§enje Matieove jednacine 

od karakteristika 1inearnih sistema, te зе ni u kakvom obliku , 
n~ mogu predstaviti 1inearno. Tako naprimer, razni fenomeni kao 

subharmonici prinudnih osci1acija, slobodne osci1acije niskih 

ucestanosti, itd. koji зе jav1jaju kod ne1inearnih sistema, ро­

tpuno su nemoguci za 1inearne sisteme •. U nekim slucajevima se 

ne1inearni sistem aproksimira 1inearnim sistemom sa promen1ji­

vim i11 за konstantnim koeficijent1ma. Ponekad se ovakva 1inea­

rizac1ja ne moze koristiti, jer daje veoma ve1ika odstupanja. 

Stoga зе metode 1inearne analize ne mogu koristiti za potpuno 

proucavanje nelinearnih sistema. 

IstraZivanje dase kod nelinearnih sistema nadju' i konstatuju 

karakteristicni fenomeni vrlo cesto, prilikom projektovanja, 

predstavlja osnovn1 zahtev, jer prisustvo ovakvih fenomena moze 
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аа predstavlja znacajnu osobinu sistema. Stoga ovakva proucava­

nja nelinearnosti u fizickim sistemima uzimaju sve ozbiljnije 

razmere poslednjih godina. Ona .lmaju za еНј pObo1j§avanje ka­

rakterist1ka i ef1kasnost1 sistema. Matematicki aparat, koji 

tretira nelinearne difereneija1ne jednacine jos uvek је mnogo 

manje efikasan od onoga koji tretira 1inearne jednacine. 

Kod 1inearnih diferene1ja1nih jednacina vazi prineip superpozi­

cije koji kaze da је i 1inearna kombinaeija re§enja takodje re­

senje sistema. Pored toga, zbir dvaresenja, i1i resenje pomno­

zeno sa konstantom takodje su resenja sistema. Metode re§avanja 

linearnih jednacina pomocu redova (Furijeov, Taj10rov i drugi 

redovi) baziraju bas па prineipu superpozieije. Иеdјutim, ovaj 

prineip ne vazi za ne1inearne sisteme, ра se uobicajene metode 

које se koriste u ana1izi linearnih jednacina, ne mogu koristi~ 

ti za nelinearne jednacine. Као pos1ediea ovoga, i pored toga 

sto је teorija 1inearnih sistema potpuno razradjena, о opstim 

karakterist1kama ne1inearnih oistema та10 se zna. Teorija 

i ana1iza ne1inearnih jednacina је ogranicena saтo па speeija1-

ne slucajeve, кој! зе odnose па difereneija1ne jednacine drugog 

reda, а које opisuju osei1aeije. 

Problemi koji зе svode па ne1inearne difereneija1ne jednacine 

ЫН su predmet izucavanja mnogih istrazivaca, аН do danas ni­

jedna razvijena metoda nije tako efikasna da u potpunosti resa­

va problem ne1inearnih difereneija1nih jednacina. Veci broj 0-

vih metoda su i1i nepodesne za primenu u praksi i1i daju nedo­

voljno tacne rezu1tate zbog aproksimaeija Које se koriste, i1i 
рак daju mа10 informaeija о op§tem resenju nelinearnog sistema 

jednacina. 

Navescemo cetiri metode које se danas ug1avnom koriste za re§a­

vanje nel1nearnih difereneija1nih jednacina: 

- iterac10na metoda Pikara, 

- metOda 11nearne aproksimaeije, 

- metoda fazne ravni 1 

- metoda opisne funkeije. 
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Iteraciona metoda pikara 

OVа зе metoda mo~e koristiti i za resavanje linearnih i neline­

arnih diferencijalnih jednacina pod uslovom postojanja jedinst­

venog resenja. Metoda se sastoji u sledecem: 

Neka је data diferencijalna jednacHna 

dy 
- = f(t,y) 
dt (4.1.1) 

Integracijom leve i desne strane ove jednacine dobija зе 

t 

y(t) = уо + ]f(Z,y)dZ 

t o 

(4.1.2) 

gde је уо = y(to ). Jednacina (4.1.2) sadrzi па desnoj strani, 

pod integralom nepoznatu funkciju y(t) i ро metodi Pikara оnа 

зе moze zameniti proizvoljnom funkcijom УI (t)*, tako da зе то­

~e odrediti integral, pri ceтu зе dobija 

t 

Y2(t) = Уо + ]f(Z'YI)dZ (4.1.3) 
t o 

Posle ovoga funkciju Y2(t) treba zameniti па desnoj strani 

jednacine (4.1.2), cime зе odredjuje 

t 

уз(t) = Уо + Jf(Z,Yz)dZ 

t o 

(4.1.4) 

Proces iteracije зе nastavlja tako џа vazi opsta relacija 

t 

Yi(t) = уо + Jf(Z'Yi_l)dZ (i=2,3, ••• ) (4.1.5) 

t o 

Pri dovoljno velikom п 

koja predstavlja resenje 

rane funkcije Уl (t) па 

funkcija yn(t) te~i funkciji y(t), 

jednacine (4.1.1), nezavisno od izab­

pocetku iteracionog procesa. 

Nedostaci ove metode su sledeci: 

- moze se dogoditi qa је tesko izvrsiti 

- brzina konvergencije funkcija yi(t) 

funkciji y(t) moze biti spora i 

potrebnu integraciju, 

(! = 1,.2, ••• ) ka 

*) Za prvu aproksimaciju оЬ1сnо se uzima pocetni uslov уо 
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-resenje se dobija u obliku beskona~nog reda. 

Metodf' ,еатnе aproksimacije 

Оуа se metoda koristi u dva vida: 

1~ Nelinearna diferencijalna jedna~ina se zamenjuje linear­

nim diferencijalnim jedna~inama u pojedinim seqmentima nezavis­

по promenljive, i 

2~ Razvijanjem u red nelinearnih ~lanova diferencijalne је­

dnacine i zanemarivanjem clanova viseg reda nelinearna jedna­

cina se svodi па linearnu diferencijalnu jednacinu. 

Nedostatak prvoq vida ove metode је sto moze biti veoma sloze­

па u slucaju kada se radi sa vecim brojem segmenata, а nedosta­

tak drugog vida ove metode је sto se linearizacija ne moze uvek 

primeniti. ОЬа vida ove metode su vrlo ogranicene tacnosti. 

Prirner: Jednacina kretanja matematickog klatna ima oblik 

d 2 e 9 
-- + - sinO = О 
dt 2 1. 

(4.1.6) 

ч·је је 1. udaljenje mase М od tacke oko koje se vr§i oscilo­

уаnје (duzina klatna), а е ичао koji zaklapa klatno prema ve­

rtikali. 

Jednacina (4.1.6) је nelinearna diferenciJalna jednacina drugog 

reda i za male amplitude moze se uzeti da је 

sin 8 " 8 (4.1.7) 

(vidi Uvod, 1.2), cime se jednacina (4.1.6) svodi па oblik 

(4.1.8) 

Razlika 8(t) - 81 (t) cini gresku uCinjenu zamenom nelinear-

nе diferencijalne jednacine (4.1.6) linearnom jednacinom 

(4.1.8). Za velike vr~dnosti ugla О relacija (4.1.7) nе vazi, 

ра i grcska nе moze biti zanernarljivo mala. 

Metoda fazne ravni 

OVа se rnetoda odnosi па nelinearnu dif~rcncijalnu jcdnacinu' 

.drugog rp.da oblika 
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gde је с - kоnзtаntа. 

Oqran1~enja ove metode su: 
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{4.1.9) 

- sto зе moze pr1men1t1 па jednacinu cblika (4.1.9), kod 

кој1Ь зе nеzаviзnо promenlj1va nе javlja eksp11c1tno u koef1ci­

jentima а 1 Ь 1 

- sto је pobudna funkcija ogran1cena па konstantu. 

Ana11za metodom fazne ravni vrsi зе па s1edec1 na~in: 

1~ Uvodi зе promen1j1va у = Х, ра jednacina (4.1.9) dobi­

ја оbl1к 
dy dt + а(х,у)'У + Ь(х,у)'Х = с (4.1.10) 

2~ De1enjem 1eve 1 dезnе strane jednalHne (4.1.10) sa у 

dobija зе 
с 1 dy х 

У dt + а(х,у) + Ь(х,у) у = -

ра kako је 
dy 
dt = 
у 

dy dx 
dX'dt 
ах 
dt 

jedna~1na (4.1.11) postaje 

dy 
dx 

dy 
- =-
dx 

а(х,у) - Ь(х,у) ~ + ~ 
у у 

у 
(4.1.11 ) 

(4.1.12 ) 

(4.1.13) 

Ako se u faznoj ravn1 оху konstruise sada kriva у(х) takva 

da za svaku tacku N(x,y) па toj kr1voj koeficijent pravca ta­

ngente u toj tacki bude jednak dy/dx 1 da zadovoljava jednac1-

nи (4.1.13), onda је ta kr1va resenje jednacine (4.1.9). Kr1va 

u faznoj ravn1, koja predstavlja resenje jednac1ne (4.1.9), се­

sto se naziva fazni portret 111 fazna trajektor1ja. Da Ы se 0-

laksa10 crtanje fazne trajektor1je za razlic1te pocetne uslove 

u faznoj ravn1 se najpre odredi fami11ja krivih 1inija које i­

таји konstantan nач1Ь 

dy = k 
dx 

(4.1.14) 

gde је Ј;: - konstanta. Ove se linije naz1vaju izokl1ne. Posto­

јаnјет 1zoklina lako se crta fazna trajektor1ja. 
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Pomocu ana1ognog racunara fazne trajektorlje se vr10 1ako mogu 

dobiti, sto се u da1jem tekstu па ~rimeru bitl pokazano. 

Metoda орisnе funkcije 

Metoda opisne funkcije koristi se za ana1izu ne1inearnih homo­

genih diferencija1nih jednacina n-tog reda. Sustina ~tode је 

da se utvrdi kakav зе obllk slnusne funkclje тo~e uzeti kao 

priblizno reserije ne1inearne dlferencijalne jednaclne. Лkо зе 

sinusna funkcija тo~e uzeti kao pribli~no resenje, onda se те­

todom oplsne'funkcije mo~e odredltl njena amplituda i uсезtа­

nost. Лkо s~uзnа funkcija nlje resenje, onda se ovom metodom 

mogu odrediti uslovl pod kojima се resenje date jednacine biti 

harmonijsko. 

Ova зе metoda najce§6e korlsti prillkom ana1ize зtаЬilnоsti si­

stema automatskog upravljanja. 

4.2. Struktura programa 

Ana10gni racunar зе pokazao kao pogodno зrеdstvо za resavanje 

nelinearnlh diferencija1nih jednacina, 5 obzirom da 510-

zen05t i red diferencijalne jednacine ne uticu па P05tu-

pak resavanja па racunaru.Izrada i struktura programa za re­

savanje nelinearnih diferencijalnih jednacina u sustini se ne 

razlikuje od izrade i strukture programa za linearne jednacine. 

Razlika је jedino u tome sto se javlja mno~enje i generiranje 

funkcija, о cemu је ve6 bilo reci kod linearnih sistema sa pro­

menljivim koeficijentima. Prema tome, da Ы se mogle resavati 

nelinearne diferencijalne jednacine pomocu analognog racunara 

potrebno је imati, pored 1inearnih racunskih elemenata, kao sa­

biraca, integratora i potenciometara, јоз i mnozace, generato­

re funkcija i n.eke logicke racunske e1emente. 

Primer: Kretanje materijalne tаёke u nelinearnoj otpornoj sre( ini 

Ако 5е materijalna tacka krece pod uticajem zemljinog gravita­

cionog polja u sredini koja ima otpor proporcionalan kvadratu 
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brzine, onda diferencijalna jednacina kretanja glasi 

М х = - сх2 + Мч 

249 

(4.2.1) 

OVо је nelinearna diferencijalna jednacina, jer se javlja clan 

koji sadrzi kvadrat prvog izvoda funkcije. Uzmimo pocetne uslo­

ve х(О) = О i х(О) = О. 

Izabrali smo оуај problem kao ilustrativni jer је jednacina 

(4.2.1) jedna odmalog broja nelinearnih diferencijalnih jedna­

cina koje se mogu resiti ~naliticki, ра se ОУО resenje moze ko­

ristiti da Ы se proverilirezultati dobijeni па analognom ra­

cunaru. 

Analiticko resenje jednacine (4.2.1) moze se dobiti ako se sta­

у! da је . 
х = у (4.2.2) 

odakle se dobija 

х = :~ ( 4 • 2 • 3 ) 

Jednacina (4.2.1), prema (4.2.2) i (4.2.3), postaje sada 

:~ = - ~ у 2 + 9 (4 • 2 • 4) 

opste resenje оуе jednacine glasi 

у = "fi th("fj t + А) 
gde је А integraciona konstanta, koja za х(О) 

pos taj е А = О, ра resenje (4.2.5) glasi 

у = ~ th(~ t) 

(4.2.5) 

у (.о) = о 

(4.2.6) 

Resenje jednacine (4.2.1), prema (4.2.2) i (4.2.6) i za 'pocetni 

uslov х(О) = О, glasi 

м [сч 
х = ё 1n ch(If1 t) (4.2.7) 

Kako је 

Нт th ("': t) 
t·CD , 

1 (4.2.8) 

to је 
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. 
Нт х = Нт у (4.2.9) 
t .. '" t+oo 

ра је i 

Нт х = о (4.2.10) 
t+'" 

Prema tome, funkcije x(t) i x(t), kada t+Ф, as1mptotsk1 se 

priblizavaju konstantnim vrednost1ma (4.2.9) 1 (4.2.10). 

Da bismo jedna~inu (4.2.1) postav11i па ana1ogn1 ra~unar, pot­
rebno је resiti је ро najvisem izvodu, tj. 

(4.2.11) 

Strukturna blok зета programa za resavanje gornje jedna~ine da­

ta је па sl1ci 4.2.1. Progr.aJ!I је prilagodjen za ana1ogn1 racu-

-10V 

51. 4.2.1. Blok зета za resavanje jedna~ine (4.2.11) 

nar TARA - SO i brojne vrednosti odgovaraju ovom racunaru. Za 

dobijanje ne1inearnosti upotrebljen је mnozac kojim se vrsi mnо­

zenje fUnkcije ~(t) saтe sa sobom da Ы se dobio njen kvadrat. 

Za ovu svrhu semoze koristiti i gen~rator па kojem treba pode­
sit1 kvadratnu funkciju. 

Krive, koje predstav1jaju resenja x(t), x(t) i x(t) za vre­

dnosti С/М - 0,8; dobijene па analognom ra~unaru TARA-SO, pri­

kazane su па slici 4.2.2. Veli~ina x(t) tezi konstanti ~ 
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сНја је vrednost 3,5 т/з, а velicina x(t)+ О, kada t + "'. 

х х х 
[т/з 2 ] [т/з] [т] 

37,5 7,5 75 

25 5,0 50 

12,5 2,5 25 

О О О 
10 20 

t[sJ 

51. 4.2.2. Resenje jednacine (4.2.11) 

Ovaj primer pokazuje da за g1edista programiranja ne1inearnih 

problema па analognom racunaru nе postoje nikakve teskoce. Pro­

gramiranje зе izvodi kao i za 1inearne sisteme, s tim sto је 

jedino potrebno voditi racuna о ispravnom koriscenju generato­

ra funkcija i mnozaca. 



" 
;, 
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п MODELIRANjE РRENОSNПI FUNКCIJA 

1. UVOD 

U predhOdnoj q1avi razmatrano је resavanje obicnih 9iferencija1-

nih jednacina pomocu ana10qnih racunara. Medjutim, u mnoqim te­

hnickim problemima, kao sto su problemi iz aerodinam1ke, teori­

је automatskoq uprav1janja i sl., ovakav pri1az primene ana1oq­

nih racunara nije poqodan. Uobicajeno је да se ana1iza i sinte~ 

za tehnickih sistema vrsi primenom prenosnih funkcija. OVakav 

pri1az ima visestruke prednosti u odnosu па matematicke modele 

istih sistema u obliku diferencija1nih jednacina. Poqodnosti 

koje pruzaju prenosne funkcije oq1edaju se pre sveqa u moqucno­

sti posmatranja nekog slozenog sistema kao Objekta sacinjenog 

od vise manjih podsistema, za које su poznate prenosne funkcije. 

Svaki podsistem pritom zadrzava parametre u okviru svoje pre­

nosne funkcije, tako да se pri modeliranju па ana1oqnom racuna­

ru takodje zadrzava struktura podsistema, kao i sistema u ce1i­

ni. uvo omoqucuje jednostavan uvid u uticaje pojedinih parame­

tara u sistemu i njihovo lako podesavanje па ana1oqnom racunaru. 

Како se analogni racunari najvise primenjuju Ьаз za ·analizu te­

hnickih sistema, to је ova q1ava posvecena prilazu mode1iranja 

па analognim racunarima primenom prenosnih funkcija. Medjutim, 

како ројат prenosnih funkcija bazira па Lap1asovoj transforma­

ciji, to је u prvom delu ove glave detaljnije obradjena Lap1a­

sova transformacija. Cita1ac кој! је vec upoznat sa Lap1asovom 

transformacijom moze preskociti materija1 u ode1jku 2. Medjutim, 

za one кој! nisu upoznati sa Laplasovom transformacijom Qvaj deo 

је neophodan, да Ы moqli da рrаtё osta1i materija1 obradjen u 

ovoj glavi. 
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2. LAPLASOVA TRANSFORМACIJA 

2.1. Definicija Laplasove transformacije 

Pre ne90 sto predjemo па definiciju Lap1asove transformacije ро­

stavicemo izvesna o9ranicenja za funkcije па koje сеmo primenji­

vati ovu transformaciju. I<ako nas interesuju ug1avnom praktic­

ni problemi vezani za rea1ne f~zicke objekte, to mozemo odmah. 

konstatovati da сеmo raditi sa funkcijama f(t) rea1ne promen-

1jive t, чде је t vreme. Pored toga, interesovace nas pona­

sanje objekta od nekog trenutka kOji сemo prog1asiti za pocetni, 

tj. t = О, sto znaci da nas interesuju vrednosti funkcija za 

t > О, ра se moze smatrati da је 

f(t) = о za t < о (2.1.1) 

Predpostavimo, isto tako, da је funkcija f(t) za t > О ne­

prekidna, i1i da ima u konacnom broju tacaka prekide prve vrste 

i да је ogranicena, tako da se uvek moze naci pozitivan broj М 

takav да је 

If(t)1 < м za t ~ о (2.1.2) 

vrednost funkcije f(t), za t = О, odredjena је sa 

f(O) = 1im f(t) (2.1.3) 
t + О 

ugranicenja (2.1.1), (2.1.2) i (2.1.3) nad fџnkcijom f(t), su 

najcesce prisutna za зvе funkcije које poticu iz rea1nih prob­

lema. Stoga ona i ne predstav1jaju nikakve розеЬnе us10ve za 

funkcije за kojima сеmo зе sresti u tehnickoj рrаkзi. 

Relacija '" 
F(з) = I f(t)·e-stdt (2.1.4) 

о 

која definise funkciju F(s) za sve vrednosti s za које in­

tegral egzistira, naziva se Lар1азоvа tranзfоrmасiја funkcije 

f(t). Integra1 па desnoj strani re1acije (2.1.4) naziva se La­

plasov integral. Funkcija f(t) naziva se orig~, а funkci­

ја F(з), dobijena Lар1азоvоm tranзfоrmаСiјоm, naziva зе komp­

lеkзni Цк i11. ~ funkcijE;! f (t). Veza izmedju f (t) i F (з) 
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data relacijom (2.1.4), simboli~ki зе obelezava за 

F(s) = L[f(t)] (2.1.5) 

u relaciji (2.1.4) ~ је kompleksan broj koji зе ~oze napisa­

ti u obliku 

s = а + јш (2.1.6) 

2.2. Laplasova transformacija пеШ fun1cija 

u ovom odeljku сето izvesti Laplasovu. transformaciju i dati kom­

pleksne likove nekih funkcija koje зе cesto koriste u tehnickoj 

praksl. Na kraju odeljka data је tabela (tab. 2.2.1) за komp­

leksnim likovima veceg broja funkcija koje зе javljaju u prak­

ti~nim·problemima. 

Јеdiniena funkcija 

Qva funkcija је definisana за 

{ za t < О 

u (t) (2.2.1) 

za t ~ О 

Grafickl prikaz funkcije u(t) dat је па зНс! 2.2.1. 

U(t) 

• 
о 

51. 2.2.1. Jedinicna funkcija 

Laplasova transformaclja funkclje u(t) daje 
(1) 

[
1 -st]'" 1 ... - 5 е = s 

О 

(2.2.2) f -st 
и(з) = е dt 

о 

u relaciji (2.2.2) је predpostav1jeno da је Re(s) = а > о. 
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Impul~ (Dirakova) {Unkсјја 

posmatrajmo funkciju 

Н 
za t ~ О 

o(t,h) = MU(t) - U(t-h)] = za О < t < h 

t ) h 

(2.2.3) 

Graficki prikaz ove funkcije dat је па $НС! 2.2.2. 

Ј< t,h.) 

1 
"'h1--...... 

~ 
51. 2.2.2. Impu1sna funkcija 

Funkcija o(t,h) moze se fizicki predstaviti i posmatrati kao 

konstantna si1a l/h, koja dejstvuje za vreme h. Impu1s ove si-

le Ысе .. 
[6(t,h)dt = 1 

О 

(2.2.4) 

U slucaju kada је intenzitet si1e veliki, а prema relacijio 

(2.2.3) vreme dejstva vr10 kratko, si1a dejstvuje trenutno. 

Stoga se ovakva funkcija 

6(t) = 1im 6(t,h) 
Ь+О 

naziva impulsna i1i Dirakova funkcija. 

Laplasova transformacija ove funkcije daje 
оо 

L[o(t») = lim !e-stО(t,h)dt 
Ь+О О 

Zamenom relacije (2.2.3) u (2.2.6) dobija se 

1 _ e- Sb 
L [О( t)] = lim - 1 

Ь+О зЬ 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

(2.2.1) 
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Prema tоше, kompleksni lik 1mpulsne funkcije је jedinica. 

SinUSD8 frakcija 

Sli~n1m razmatranjem za sinusnu funkciju dobija se 
... 

[ ] Ј -st w 
L 8inwt = е 8inl.llt dt = 82 + 1.112 (2.2.8) 

О 

Kori8teci relaciju (2.1.4) то!е se izvesti Laplasova transfor­

macija i za druge funkcije. Kompleksni likovi funkcija koje se 

naj~e~ce koriste u praksi dati su u tabeli 2.2.1. 

FUNKCIJA LAPLASOVA TRANSFORМACIJA 

6 (t) 1 

u(t) I/s 

t l/s 2 

t D n!/sD + 1 

,. kt 
';~ е 1/(s - k) 

sinl.llt 1.II/(S2 + 1.112) 

COSl.llt s/(s2 + 1.112) 

ektsinl.llt 1.11/ [(s-k) 2 + 1.112] 

ektcosl.llt (s-k) / [(s-k) 2 + 1.112] 

e-ktsinl.llt 1.11/ [(s+k) 2 + 1.112] 

e-ktcosl.llt (s+k) / [(s+k) 
2-

+ 1.112] 

ТаЬlеlа 2.2.1 

2.3 Lap1asova transformacija fuпkclја pod operacijom u 
пеmeaskoш domenu 

u оуom је odeljku izlo!ena primena Laplasove transformacije па 

funkcije nad kojima је primenjena operacija u vremenskom domenu 

(diferenciranje, integracija i sl.), ро nezavisno promenljivoj 
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Teorema zbira 

Pod ovom teoremom podrazumeva se Lap1asova transformacija sume 

origina1a funkcija fi(t), (! = 1, 2, ••• , п). Lako se dokazu­

је re1acija 

L[ r' C.f. (t)] = 
i=l ~ ~ 

(2.3.1) 

Odno5no, komp1eksni 1ik вuше origin~la Cifi(t)jednak је вUШi od­

govaraju6ih komp1eksnih 1ikova CiFi(s), gde је 

L[fi(t)] = Fi (5); (! = 1, 2, ••• , п) 

Теопша sliCnosd 

Odredimo Lap1asovu transformaciju funkcije f(at), gde је а 

rea1an pozitivan broj. Prema (2.1.4) sledi da је 

ао 

L[f(at)] = t Ј e-stf(at)dt 

О 

(2.3.2) 

Uvedimo novu promen1jivu т = at. Iz re1acije (2.3.2) dob1ja ве 

kako је 

to је 

L[f(at)] 

ао S 

Ј 
- i' т 

= ~ е f(T)dT 

О 

ао 

- .!. т ! е а f(T)dT 

1 5 
L[f(at)] = а F(a) 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

Re1acija (2.3.5) izra~ava teoremu 51icnosti о promeni komp1ek5-

nоч lika kada se menja razmera argumenta funkcije orig,ina1a. 

Teorema о kaSnjenju 

Neka је funkcija 

(51.2.3.1), tako 

f(t), pomerena trans1atorno du~ apscise 

da је pri т > О, 

о za t < т 

t 

f(t-<) .ј (2.3.6) 

f (t-T) za t ~ т 



f(t) 

о 
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t о 

f{t-'t) 

r-----/ 
I 
I 
I 
I 

81. 2.3.1. Kasnjenje funkcije 
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Veza izmedju komp1eksnog 1ika funkcije f(t) i funkcije f(t-T) 

data је re1acijom 

Re1acija (2.3.7) ве mo!е dokazati па s1edeci nacin. 

• 
L[f(t-T)] ~ f e-stf(t-T)dt 

О 

Iz definicije funkcije f(t-T) s1edi da је 

• 
L[f(t-T)] = I e-stf(t-T)dt 

т 

(2.3.7) 

(2.3~8) 

(2.3.9) 

Uvedimo novu promen1jivu t' = t-T, tada ве iz (2.3.~) dobija 

• 
L[f(t-T)] = I e-st'е-SТf(t')dt' 

О 

odnosno 

L[f(t-T)] = e-STF(S) 

сiшe је re1acija (2.3.7) dokazana. 

Laplasova transformacija izvoda funkcija originala 

potra!imo kompleksni 1ik izvoda funkcije f(t), tj. 

(2.3.10) 

(2.3.11) 

L (f' (t)] = f е - S t f' (t) d t (2. 3 • 12) 

О 

Integracijom re1acije (1..3.12) dobija se 
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са 

L[f' (t)] = [e-stf(t)Ј: + s f e-stf(t)dt = - f(O) + S F(s) 

О (2.3.13) 

АХа је f(O) = о, iz (2.3.13) se dobija 

L[f' (t)] = s F(s) (2.3.14) 

АХа se u relaciji (2.3.13) f(t) zarneni sa f'(t) dobija se 

L[fw(t)] = 5 L[f'(t)] - f'(O) (2.3.15) 

adakle se, prema (2.3.14) dabija 

L(fw(t)] = s2F(s) - s f(O) - f'(O) (2.3.16) 

u apstem slucaju se,na slican nacin.dabija relacija 

_ f(n-I) (О) 

(2.3.17) 

(1 slucaju da su svi росеtn! uslovi jednaki nuli, tj. 

f(O) = f'(O) = ••• = f(n-I)(O) = О 

Relacija (2.3.17) svodi se па oblik 

Laplasova transformacija funkcije pod znakот integra1a 

Neka је funkcija F(S) kampleksni lik funkcije 

то sa ф(t) funkciju 

t 

ф(t) = Jf(t)dt 

О 

Iz (2.3.20) sledi 

ф'(t)=f(t) i ф (О) = О 

(2.3.18) 

(2.3.19) 

f(t).Oznaci-

(2.3.20) 

(2.3.21) 

Ako se relacija (2.3.14) primcni па funkciju (2.3.21) dobija se 

odnosno 

S'L[Ф(t)] = F(S) 

= ! F (s) s 

(2.3.22) 

(2.3.23) 

~~--- --~~--~ ~~-----------------
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u зlu~ајu da donja qranica inteqrala n1je nula, lako ае dokazu­

је, па озпоvu озоЫпе (2.3.13), da је 

t а 

L[ff(t)dt] = ~ F(з) - ~ Jf(t)dt (2.3.24) 

а о 

u зluсајu v1sезtrukе pr1mene operac1je 1nteqrac1je funkc1je 

f(t), па озпоvu (2.3.24), dobija зе 

L[jdtn.j~tn_l ••• j;(t1 )dt 1] = F~:) 
о о о 

(2.3.25) 

Теопта proizvoda 

Neka зu date funkcije f 1 (t) 1 f 2 (t), obrazujmo funkc1ju f(t) 

па зlеdесi na~in 

t 

f(t) = ff 1 (t-Т)f 2 (Т)dТ 
о 

(2.3.26) 

Funkcija f(t) naziva зе konvolucij~ funkcija f1(t) i f 2 (t). 

Zamenom t-T t' u (2.3.26) dobija зе 

f (t) 

о 

= - ff 1(t')f 2 (t-t')dt' 

t 

t 

= ff 1 (T)f 2 (t-Т)dt 
о 

(2.3.27) 

Iz (2.3.27) i (2.3.26) sledi da konvolucija f(t) ne zаviзi od 

toqa koja је funkcija pod znakom inteqrala за argumentom t-t. 

Neka su poznat1 komрlеkзпi likovi Fl(З) i Fz(s) funkcija 

fl(t) i f 2 (t). Moie зе pokazati da kompleksni lik funkcije 

f(t) dеfiпiзапе за (2.3.26).iша oblik 

(2.3.28) 

2.4. Operacije nad Laplasovom transformacijom 

IzУod Laplasove transformacije 

Difеrепсirаnјеш relacije (2.1.4) ро з n-puta dobija зе 

(2.4.1) 
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qde зmo predpostavili da је moquce diferenciranje inteqrala па 

desnoj зtrаni relacije (2.1.4) ро parametru з. 

Розтаtranјеm relac1je (2.4.1) moie зе zakljucHt1 da је 

dn(F(S)] 
L[(-1)n t n f (t)] = 

dsn 

Integracija Laplasove transformacije 

(2.4.2) 

Рrеdрозtavimо da је mogu6a 1nteqrac1ja dезnе зtrаnе relac1je 

(2.1.4) 1 ako зе iзtа izvrs1 u gran1caтa od з do -, tada зе 

dobija - ао 

IF(S)dЗ Ie-
st tf(t)dt (2.4.3) 

5 О 

odnosno 

L[t f(t) ] fF(S)dS (2.4.4) 

5 

Translacija Laplasove transformaclje 

АХо зе u relacij1 (2.1.4) zamen1 з sa s-a, gde је ~ kons­

tanta, dobija зе 

- -
F(з-а) = Ie-(s-a)tf(t)dt - Ie-steatf(t)dt 

о о 

(2.4.5) 

Iz relacije (2.4.5) зlеdi да је 

(2.4.6) 

2.5. Iпуеппа .Laplasova transformacija 

Ako је u relacij1 (2.1~4) poznata funkc1ja F(s), а treba odre­

d1ti funkc1ju f(t), оуо зе simbol1cki oznacava за 

(2.5.1) 

Operacija nalazenja funkcije originala f(t) па озnоvu kon\plek­

snog lika F(s) naziva зе inverzna Laplasova transformacija. 
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Relacija (2.1.4) posmatrana kao jednacina u kojoj је nepoznata 

funkc1ja f(t), predstavlja integralnu jednacinu Laplasovog ti-

ра. оо 

If(t) e-stdt = F(S) 

О 

(2.5.2) 

Opste resenje jednacine (2.5.2) moze se odred1t1. Medjut1m, za 

primenu Laplasove transformacije u problemima modellranja ovo 

resenje П1је 1nteresantno. Za nas је mnogo interesantnije da se 

ispitaju neke osobine 1ntegralne jednacine (2.5.2) 1 njena rese­

пја za specijalne slucajeve. 

1 ~ Inverzna transformacija zbira funkcija 

Neka је desna strana jednacine (2.5.2) zbir poznatih funkcija, 

tj. 
(2.5.3) 

Predpostavfmo da зи orig1nali funkcija Fi(s) dati за fi(t), 

(1 - 1, 2, ••• , п). Odavde sledi da је 
оо 

If 1 (t).e-stdt = F 1 (s) 

о 

оо 

If2 (t)'e-
st

dt = F 2 (s) 

о ..................... 
..................... 
оо 

ffn(t)'e-stdt = Fn(s) 

О 

(2.5.4) 

Sabiranjem levih i desn1h strana јеdnас1па (2.5 .• 4) dobija se re­

lacija 

!(f 1 (t) + f 2 (t) + ••• + fn(t)]e-stdt 

О 

(2.5.5) 

F 1 (s) + F 2 (s) + ••• + Fn(S) 

Relacija (2.5.5) omogucuje jednostavno dobijanje inverzne Lapla­

sove transforrnacije originala sume funkcija , odredjivanjem 

originala pojed1nih sabiraka u zbiru (2.5.3). 
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2? Нeaviside-ova teorema raпоја 

Neka funkcija па desnoj strani jedDa~ine (2.5.2) ima oblik 

Р(8) --q(s) 
F(8) (2.5.6) 

gde su р(з) i q(s) polinami рс з, koji nemaju zajedni~ki 

cinilac, tj. 

p(s) .. а з· + а 8·-1 + ••• + а 1 8 + ао } • а-1 (2.5.7) 
q(s) .. ь 8n + Ь sn-1 + ••• + ь 1 в + ЬО п n-1 . 

pri Ce1l1U је m < n. 

Ovde сemo izloiiti o8novne 81u~ajeve inverzne Laplasove trans­

formacije racionalne funkcije (2.5.6) ne upu§tajuci se u dokaze 

svih stavova, koje citalac шоiе na6i u literaturi [31] • 

а. Neka po1inom q(s) ima proste korene Si, i - 1,~, ... , п, 

tako da зе шоiе napisati u obliku 

(2.5.8) 

Racionalna funkcija (2.5.6) тойе se tada napisati, rastav1janje1l1 

па proste rаzlошkе, u obliku 

An p(s) -- + ••• +---
q(s) S - sn 

gde је 
р(81) 

А! • 
q' (81) 

(i .. 1,2, ••• , п) 

Zamenom (2.5.10) u (2.5.9) dobija se 

p(s) 
--= q(s) 

Kako је 

С1[ 1 ]=e81t 

s - s1 

to па osnovu (2.5.5) sledi da је 

(2.5.9) 

(2.5.10) 

(2.5.11) 

(2.5.12) 

(2.5.13) 
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Prema tome, origina1 komp1eksne funkcij~ F(s) koja predstav-

1ја ko1icnik dva po1inoma p(s) i q(s), pri ~emu је stepen 

po1inoma q(s) veci od stepena po1inoma p(s), а za s1ucaj da 

q (s)", ima sve proste korene, dat је re1acijom 

Ь. Neka је funkcija F(s) data u obliku 

p(s) 
F(s) = sr(s) 

s't е 1 (2.5.14) 

(2.5.15) 

pri ~emu stepen po1inoma 

r(s). Resenje integra1ne 

re1acije (2.5.13) smenom 

p(s) nije veci od stepena po1inoma 

jedna~ine (2.5.2) moze se odrediti iz 

q(s) = s'r(s) (2.5.16) 

gde po1inom r(s) пета visestrukih korena i korena jednakih nu-

1i. Ako se vrednost (2.5.16) zameni u re1aciju (2.5.13) dobija 

se 
п 

f(t) 2 
i=1 d 

-[s'r(s) ] 
ds 5=Si 

s·t е 1 

Imenilac u izrazu (2.5.17) moze se napisati u obliku 

(2.5.17) 

(2.5.18) 

Po1inom (2.5.16) ima jedan koren jednak nuli. Neka је taj koren 

Зl = О. Tada se relacija (2.5.18) za s = Sl moze naplsati u 

obliku 
d 
--(s'r(s)] = r(O) 
ds 5=51 

(2.5.19) 

Prema tome, izraz (2.5.17) svodi se sada па oblik 

(2.5.20) 

Ako predpostavimo da је polinom r(s) stepena п, а ne n-1, 

kao u relaciji (2.5.20), tada se indeks i moze menjatl od 1 

do n. umesto od 2 do n. tj. 
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f(t) = р(О) + 
q (О) 

(2.5.21) 

Re1acija (2.5.21) naziva se Hev1sajdova teorema razvoja 1 pred­

stavlja resenje Laplasove 1ntegralne jednac1ne (2.5.2) kada је 

funkc1ja F(5) oblika (2.5.15), 5а navedenim ogranicenjima za 

polinom r(5). 

с. АКо polinom q(s) 1ma visestruki koreni cinilac (s - a)k 

reda k, onda 5е funkc1ja (2.5.6) moze napi5ati u obliku 

Р(5) r(s) 
F(5). = ~ = ------ = ----

q(s) (s - a)kq1 (5) .(5 - a)k 
(2.5.22) 

gde је r(5) = Р(5) /ql (5). 

Rastavljanjem rac1ona1ne funkc1je (2.5.22) па proste razlomke 

доЫја se 

F(5) 
А 1 

+ ••• + --- + g(5) 
s-a 

(2.5.23) 

Navescemo rezu1tat inverzne Lap1a50ve transformac1je funkc1je 

(2.5.23) bez dokaza (1iteratura [31]). 

Inverzna Lap1a50va tran5formac1ja daje or1g1na1 komp1eksne fun­

kcije (2.5.23) u obl1ku 

odnosno 

f(t) = e at [ r(a) 
(k-l) ! 

t k - 1 +r'(a) 
1! (k-2)! 

tk-1 + оо. + r(k-l) (а)] + 
(k-l)l 

(2.5.24) 

d. Pri1ikom rastav1janja funkcije (2.5.6) па pro5te raz1omke, 

ni5mo vodi1i racuna da 11 su koreni po11noma q(s) rea1n1 11i 

komp1ek5ni. Medjut1m, kada po~inom q(s) 1mа konjugovano kom­

p1eksne korene, onda 5е ra5tav1janje funkcije (2.5.6)moze upro-

5tit1. 

Neka su 
i - а - је (2.5.25) 
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kompleksni 

napisati и 

koreni polinoma 

obliku 

q(s). Tada se funkcija (2.5.6) moze 

r(s) p(s) 
---- = = + g(s) 
q(s) (s+a)2 + в2 . (s+a) 2 + в 2 

Ms + N 
(2.5.26) 

odakle је 

r(s) = Ms + N + g(s)[(s+a)2 + 62] (2.5.27) 

Zamenom vrednosti za SI i S2 iz (2.5.25) и (2.5.27)dobija 

se 

} r (s 1) '" М(- а + ј6) + N (2.5.28) 
r(s2) = М(- а - ј6) + N 

Leve strane relacija (2.5.28) su kompleksni brojevi, ра se moze 

pisati 

} r (s 1) = r 1 + ј r 2 
.. М(- а + ј6) + N (2.5.29) 

r(s2) rl - ј r 2 = М(- а • ј6) + N 

odakle Slj! dobija 

rl = - Ма + N } r 2 = М6 
(2.5.30) 

ра је r 2 r 1 6 + r 2a 
М .. i. N = 

6 6 
(2.5..31) 

Zamenom (2.5.31) и (2.5.26) dobija se 

p(s) 1 (s+a)r2 + 6Т 1 
-- = _. + g(s) 
q(s) в (s+a) 2 + в 2 

(2.5.32) 

Kako је prema taЬeli 2.2.1 

) (2.5.33) 

to, па osnovu (2.5.5) sledi da је 

[ 
(s+a)r2 + 6r 1 ] 

f(t) = (- 1 ~ • + g(s) 
.. (s+a)2 + 62 
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odno5no 

(2.5.34) 

е. Neka po11nom q(5) 1та v1sestruke kompleksne korene reda 

К. Tada 5е funkc1ja (2.5.6) moze nap1sat1 u obl1ku 

р (5) r (5) k Mi 5 + N i 
- = k= r + g(s) 
q(5) [(5+(1)1 + j3~ i=l [(5+(1)1 + j31Ji 

(2.5.35.) 

Vrednosti za Mi i N i (1 = 1, 2, ••• , К) mogu зе odred1t1 те­

todom jednak1h koef1c1jenata. Kada 5е odrede vredno5t1 za Mi 

i N., tada 1h treba zamen1t1 u relac1ju (2.5.35) 1 па61 1nver­
~ 

znu Laplasovu tran5formac1ju 5VakOg ~lana p05ebno. 

f. Oznac1mo realne korene jedna~1ne 

q(5) = О 
5а si' (1 = 1, 2, ••• , т), а komplek5ne korene 5а (li ± jBi 

(1 = 1, 2, ••• , n;m)J 1 uvedimo oznake 

P(5i) 
А. = (2.5.36) 

1 5ir' (5i) 

1 ±ју. р(ај ± j6 i ) 
- В.е ~. (2.5.37) 
2 1 (ai±jB i ) .r' (ni±jBi) 

Relacija (2.5.21) prema (2.5.36) i (2.5.37) tada dobija оЫ1к 

f(t) 
р(О) 
-+ 
q(O) 

111 

I Aiesit + 
i=l 

Prema tome, pri trazenju inverzne Lapla50ve tran5formac1je ne­

ке racionalne funkcije, potrebno је datu funkc1ju rastavit1 па 

pro5te razlomke i traziti 1nverznu Lapla50vu transformac1ju 

svakog razlomka ponao50b. 
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3. ANALIZA LINEARNIН SISTEMA PUТEM MODELIRANJA 

3.1. Prenosna funkcija 

u tehnickoj praksi vr10 cesto se korist1 ројат prenosne funkc1-

је. Ovaj ројат se narocito kor1sti и ana1iz1 1 sintezi sistema 

automatskog uprav1janja. Ыа s11ci 3.1.1 pr1kazan је sematski 

tehn1cki uredjaj i1i sistem па ciji se u1az dovodi funkcija x(t). 

Pod u1aznom funkcijom podrazumeva se neko spo1jasnje dejstvo 

па sistem. Reakciju sistema па spo1jasnje dejstvo x(t) oznacimo 

sa y(t). Funkcija y(t) naziva se iz1azna funkcija i1i odziv 

sistema па funkciju x(t). Odnos komp1eksnih 1ikova iz1azne fun­

kcije y(t) i u1azne funkcije x(t), pri nu1tim pocetnim us1ovima, 

x_!t_) --· ... ISISTEM I y(t) .. 

S1. 3.1.i. Sematsk1 prikaz s1stema 

naz1va зе prenosna funkcija. 

Oznac1mo prenosnu funkc1ju за G(s), ра је prema gornjoj defi­

п1с1ј! 

G(s) = У(з) (3.1.1) 
X(s) 

Navescemo neke osobine prenosnih funkcija za stabi1ne dinamicke 

s1steme: 

- prenosna funkcija је rac1oan1na funkcija obl1ka (3.1.1), 

takva da su Y(s) 1 X(s) po1inom1 ро s, pr1 сети stepen ро­

linoma Y(s) nikada nije veci od stepena polinoma X(s), 

- sv1 koeficijenti po1inoma Y(s) 1 x(s) su rea1ni i 

- sve nule polinoma X(s) imaju negativne realne delove. 

Nu1e pollnoma X(s) 

а пи1е po1inoma Y(s) 

nazivaju se polovi prenosne funkcije 

nazivaju se nule prenosne (unkc1je 

G(s), 

G(s). 

Као sto је poznato, opsti oblik matemat1ckog mode1a 11nearn1h 

sistema dat је diferencijalnom jednaclnom 

dx . 
••• + Ь 1 00-0 + ЬОХ (3.1.2) 

dt 
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sa odgovarajucim poeetnim us1ovima, gde su а! i Ь! konstan­

te. 

Primenom Lap1asove transformacije па 1evu i desnu stranu jedna­

cine (3.1.2), za slucaj kada su svi poeetni us10vi jednaki nu1i, 

prema (2.3.18), dobija зе 

'i(s) 

X(s) 
(3.1.3) 

Iz (3.1.3) sledi da su po1ovi prenosne funkcije ustvari nu1e· 

karakteristicnog po1inoma diferencijalne jednacine (3.1.2). 

Za ana1izu dinamickih osobina 1inearnih sistema, dovo1jno је 

poznavati iz1aznu funkciju, tj. odziv sistema па jedinicnu fun­

kciju u(t), koja је dovedena па u1az, а definisana је re1aci­

јот (2.2.1). Ponasanje 1inearnog sistema (sl. 3.1.2) kada mu зе 

па u1az dovede jedinicna funkcija u(t), od stanja mirovanja do 

novo~ stabi1nog po1ozaja, naziva зе jedinicna funkcija prelaza 

i1i jedinicni odziv i oznacava зе за h(t). 

u(t) 1 G(s) 
h(t) 

• .. 

51. 3.1.2. 5istem sa jedinicnom funkcijom па ulazu 

Poznavanjem funkcije h(t) moze зе odrediti reagovanje 1inear­

поч sistema па та koju u1aznu funkciju x(t), pomocu obrasca 

t 

y(t) = x(O)h(t) + {~~') h(t - ,)d, 

О 

(3.1.4) 

Prema tome, funkcija h(t) koja nosi sve dinamicke karakteri­

!'>i:.ike line:.\rnog sistema dobij<?- se dovodjenjem jedinicne funkci­

је u(t) па u1az sistema. Ovo је narocito vazno kada зе radi о 

modeli~anju i a'lalizi linearnih sistema pomocu ana10gnih modela. 
Funkciju u(t) jednostavno је ostvariti па racunaru а naponski 

nivo ove funkcije predstav1ja jedinicni napon па ana1ognom то­

delu. 
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Poznavanjem funkcije h(t) 1ako se uspostav1ja veza sa 1mpu1s­

nom funkc1jom pre1aza 111 1mpu1sn1m odz1vom w(t), koja se do­

Ь1ја kada se па u1az 11neranog s1stema dovede 1mpulsna fUnkc1ja 

def1n1sana re1acijama (2.2.3) 1 (2.2.4) pod us1ovom (2.2.5). 

Qva је veza def1n1sana sa 

w(t) = ~ 
dt 

(3.1.5) 

Da b1smo ovo pokaza11 pr1men1mo Lap1asovu transformac1ju па 

(3.1.5) odak1e se dob1ja 

L[w(t)] = s'L(h(t)] 

Kako prenosna funkc1ja ро def1n1c1j1 glas1 

L[h(t)] 
G(s) = ~ s·L[h(t)] 

L[u(t)] 

iz (3.1.6) 1 (3.1.7) sled1 da је 

. G(s) = L[w(t)] 

odnosno ... 
G(s) = Iw(t)oe-stdt 

о 

111 zamenom (3.1.5) u (3.1.9) .. 
J
dh(t) -st 

G(s) = -- е dt 
dt 

о 

(3.1.6) 

(3.1.7) 

(3.1.8) 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

Na ovaj nacin re~ac1je (3.1.5) 1 (3.1.10) daju vezu 1zmedju је­

d1n1cnog odziva h(t), 1mpuIsnog odz1va w(t) 1 prenosne funk­

cije G(s). 

u nekim slucajev1ma za ana11zu sistema Pogodnije је primen1ti 

tzv. ana11zu u frekventnom domenu. Qvde su karakter1stike line­

arnog sisterna prikazane kao zavisnost amp11tude lz1azne funkci­

је od ucestanosti u1azne funkc1je, а ova fUnkc1ja se naziva !!!!­
p11tudna frekventna karakter1st1ka. Amp11tudna frekventna kara­

kter1stika А(ш) se dobija kada se u prenosnoj funkciji G(s) 

argument s zameni sa јш i izracuna modu1·ove funkcije, tj. 

А(ш) = !С(јш)! (3,1,11) 
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Eksperimenta1no se ova funkcija moze dobiti ako se па u1az sis­

tema dovodi sinu.sna funkcija poznate amplitude i ucestanosti i 

meri amp1ituda iz1azne funkcije. Odnos amp1ituda iz1azne i u1az­

ne funkcije za razne ucestanosti u1azne funkcije definise атр-

1itudnu frekventnu karakteristiku. 

Druga karakteristika 1inearnih sistema pri ana1izi u frekvent­

nom domenu је fazna karakteristika. 

Ako se u prenosnoj funkciji G(s) argument ~ zameni sa j~,. 

dobija se 
g(j~) = А(~)ејф(~) (3.1.12) 

Funkcija A(~) је definisana sa (3.1.11) а funkcija ф(~) је 

fazna karakteristika. I fazna karakteristika se moze dobiti ek­

sperimentalno. Ovo se postize ako se па u1az sistema dovede ре­

riodicna (sinusna) funkcija i meri zaostajanje iz1azne periodi­

спе funkcije u odnosu па u1aznu u funkciji ucestanosti u1azne 

funkcije. 

3.2. Strukturne blok seme slozenili modela 

Kod rea1nih sistema automatskog uprav1janja vr10 cesto је tesko 

i neprakticno sastavljati matematicki mode1 sistema u obliku је­

dnog izraza koji predstav1ja prenosnu funkciju sistema. Primena 

prenosnih funkcija u modeliranju slozenih sistema ima bas tu pre­

dnost da se slozeni sistemi razbijaju па blokove, а zatim se vr-

5i mode1iranje prenosnih funkcija pojedinih blokova. Mode1 се-

10g sistema dobija se sada povezivanjem mOde1a pojedinih blokc­

va па nacin kako su oni medju sobom povezani kod rea1nog siste­

та, koji је predmet modeliranja. Prednost modeliranja putem pre­

nosnih funkcija u odnosu па matematicki model definisan skupom 

diferencija1nih jednacina, takodje је znatna kada se radi о то­

deliran.ju slozenih sistema. U matematickim modelima datim u оЬ­

liku diferencija1nih jednacina, cesto se gubi fizicki smisao ро­

jedinih pararoetara, dok је pri mode1iranju putem prenosnih funk­

cija' svaki parametar sistema zadrzan i па mode1u u odgovaraju­

сет bloku sistema. 

prikazivanje slozenih sistema razdvajanjem па blokove, koji·pre­

dstavljaju fizicke ce1ine i njihovo povezivanje u jedinstven si-

; , 
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stem vrз1 se ·'reko strukturn1h зета. 

Strukturne зemе sastoje se od ~etiri grupe osnovnih e1emenata 

i to: 

- blokova sa definisan1m prenosn1rn funkc1jama, 

- e1emenata za sabiranje 111 oduzimanje s1gna1a, 

- ~vorova u koj1ma se vrз1 grananje signa1a, radi dovo-

djenja па v1зе biokova sistema 1 
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- veza 1zmedju pojed1n1h e1emenata strukturne зеmе sa nа­

znakom pravca рrеnозеnја s1gna1a 1zmedju blokova. 

Na s1ici 3.2.1 dat је primer strukturne blok зеmе sa oznakama 

pojed1n1h e1emenata. Sa W1 , W2, W З 1 W_ ozna~en1 su blokov1 

за odgovarajuc1m prenosnim funkcijama, sa Sl i S2 oznaceni 

~и element1 za sabiranje, а sa А i В ozna~eni su cvorovi. 

U1azni signal је oznacen sa x(t), а 1z1azn1 sa y(t). 

51. 3.2.1. Ftrukturna blok зеmа 

Razlic1te strukturne зeme sa 1stim odzivom па isti ulazn1 s1g­

nа! zvacemo medjusobno ekvivalentnim. ёinјеniса da razlicite 

strukturne зеme mogu u osnovi prikaz1vati isti sistem, kor1sti 

se cesto kOd mode11ranja u c11ju transformac1je 1st1h па РОчо­

dan obl1k sa g1еd1зtа samog model1ranja. 

OVde su date cetiri osnovne transformacije strukturnih зета: 

а. 5trukturna blok зemа sastavljena od v1зе blokova vezan1h па 

red (з1. 3.2.2) koj1 1maju prenosne funkcije W1 , W2, ••• , WN 

trаnsfОrmiзе зе u blok sa prenosom 

п 

W(s) = п Wi(s) 
i=1 

(3.2.1) 
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ХШ-Ј W1 Н W2 Ј- ... -1 Wn ~t) 
51. 3.2.2. 5trukturna blok §еша па "red vezanih blokova 

Ь. 5trukturna blok !еша sastav1jena od v1!e" para1elno vezan1h 

blokova (вl. 3.2.3) ва prenosnim funkc1jama W1 , W2 , ••• , Wn 
transformi!e ве u blok за prenosnom funkc1jom 

п 

W(s) = I Wi(s) 
i-l 

Х(О 

(3.2.2) 

51. 3.2.3. 5trukturna blok зета para1elno vezanih blokova 

с. 5trukturna blok !ета sastav1jena od bloka obuhva6enog sa ne­

gativnom povratnom spregom (вl. 3.2.4) 1ma prenosnu funkc1ju 0-

blika 

W(s) • ---- (3.2.3) 
1 + Wl (в) 

y{t) 

51. 3.2.4. 5trukturna blok зета sa povratnom spregom 

d. 5trukturna blok зета sastav1jena od bloka W1 ('в) obuhva~e­

nog povratnom spregom preko bloka W2 (s), (зl. 3.2.5) iша pre-
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nosnu funkciju W1 (s) 
W(S) .. ------

1 ± W1 (s)W2 (s) 
(3.2.4) 

y(t) 

51. 3.2.5. 5trukturna blok йеmа sa blokom u povratnoj 

sprezl 

9de је znak + u з1исаји ne9atlvne povratne sprege, а znak 

u з1uсајu PQzltlvne povratne зрrе9е. 

U в1исаји з1оzеnlјlh зtrukturnlh йеmа moze зе primenom navedena 

cetlrl з1uсаја lzracunatl рrеnозnа funkcija зlзtеmа u ce11ni. 

4. MODELlRANJE PRENOSNIН FUNKCIJA NA 
ANALOGNOM RACUNARU 

Matematicki mode11 fizlckih objekata koje treba mode1iratl па 

anа1О9nот racunaru nајсейсе зu dati u obliku sistema diferenci­

ja1nih jednacina 11! јеdnе diferencijalne jednaci:&e vise9 reda. 

Prenosna funkcija, medjutim, definisana је ва 

G(з) = !i& 
Х(з) 

i ona sadrzi ar9ument з, koji је ustvari kompleksna promenlji­

уа. U maternatickirn rnodelirna: izrazenim preko diferencijalnlh је­

dnacina prirnenjuje зе па fUnkcije operator dlferenciranja. U 

tehnicklm problemirna nајсейсе зе radl о diferenciranju ро vre­

теnи, ра је operator diferenciranja 

р = d~ 
Inverzni operator l/p predstavlja operator lnte9rlranja. 

Neka је data diferenclja1na jednacina koju treba modellrati па 

аnа1О9nОrn racunaru u obliku 
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d~y d 3 Y d 2 y dy 
а_ + а з + а 2 + а 1 + аоу 

dt- dt 3 dt 2 dt 

d 2x dx 
= Ь2 -+ Ь 1 + ЬоХ 

dt2 dt 

gde је x(t) poznata funkcija, а y(t) funkcija koja se tra­

zi. Primenom Laplasove transformacije па gornju diferencijalnu 

jednacinu, za nulte pocetne uslove, dobija se da је 

Y(s) 
= 

X(s) a_s~ + а з s 3 + a 2 s 2 + a1s + ао 

Medjutirn, uvodjenjem operatora р, ista diferencijalna jednaci­

па dobija oblik 

y(t) 

x(t) a~p~ + аэрЭ + а2р2 + a1P + ао 

Prerna torne, ako su svi pocetni uslovi jednaki nuli, prenosna 

funkcija koja se dobija zarnenorn prvog izvoda sa р, drugog iz­

voda sa р2 itd. је ista kao i prenosna funkcija koja se dobi­

ја prirnenorn Laplasove transformacije. На ovaj nacin је rnodelira­

nje prenosnih funkcija izrazenih ~ornocu operatora р svedeno 

па realizaciju operatora u vrernenskorn domenu, sto odgovara prin­

cipu rada analognih racunara. 

4.1. Racunski pojacavac sa pasivnim mreiama 

Prenosna fUnkcija racunskog pojacavaca definisana је sa 

п z(p) 
y(t) = - I Zi(P) Х 1 (t) 

1=1 
(4.1.1) 

gde је z(p) impedansa u povratnoj sprez1 racunskog pojacavaca, 

а zi (р) impedansa 1-tog ulaza u pojacavac (v1di Prv1 deo 1, 

3.3). Za jedan ulaz u pOjacavac, relacija (4.1.1) daje 

--
z(p) 

z 1 (р) 
(4.1.2) 

Impedanse z(p) i ~zi (р) rnogu biti razlic1te kombinacije R-C 
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e1emenata. U tabeli 3.3.1 (Prvi deo 1, 3.3) data su neka ра-

sivna R - С ko1a koja se mogu koristiti kao z(p) i1i Zi(P) 

impedanse. Pogodnim izborom pasivnih'mreza u ko1u povratne Spre­

че iulaznom kolu racunskog pojacavaca точи se modelirati razli­

cite prenosne funkcije. Ovaj nacin modeliranja ima tu prednost 

sto se i s10zene prenosne funkcije modeliraju роrnоеи jednog ra­

cunskog pojacavaca. Kako је broj pojacavaca па racunaru ograni­

сеп to је vr10 cesto potrebno izvrsiti mOdeliranje slozenih 

prenosnih funkcija sa sto manjim brojemracunskih pojacavaca. 

Ovaj nacin mOde1iranja se ipak пе primenjuje па standardnim uni­

verza1nim analognim racunarima, jer korisniku racunara пајсезсе 

nije dostupno da тепја pasivna kola па u1azu, а pogotovu u pov­

ratnoj sprezi racunskih pojacavaca. 

Nedostatak modeiiranja prenosnih funkcija,izborom pasivnih mreza 

па ulazu i u povratnoj sprezi pojacavaca, је u torne sto su pot­

rebne odredjene, raz1icite, vrednosti otpornika i kondenzatora, 

pri svakoj promeni prenosne funkcije, а sto nije 1ako obezbedi­

ti za vecinu korisnika ana10gnih racunara. Stoga su u ovoj knji­

zi prvenstveno obradjene опе metode modeliranja koje koriste 

standardne e1emente univerza1nih analognih racunara. 

4.2. Metoda uzastopne integracije 

Neka diferencija1na jednacina 

dny dn-1y dШХ dШ-1х 

--- + а ----- + ••• + аоу = Ьш --- + Ь 
dtn n-l dtn-1 dtШ Ш-l dtШ-1 

+ ••• + ЬОХ 

(4.2.1) 

sa konstantnim koeficijentima ai' (! О, 1, ••• , п) i bk , 

(k = О, 1, ••• , т), predstav1ja matemati6ki model nekog fizic­

kog objekta. Isti matematicki mod~l izrazen preko prenosne fun­

kcije ima oblik 

+ ••• 
И(р) = (4.2.2) 

+ ••• 

predpostavimo, u da1jem tekstu, da stepen po1inoma u imeniniocu 

raciona1ne funkcije (4.2.2) nije тапј! od stepena polinoma u 

brojiocu, tj. da је m ~ п. 

Diferencijalna jednacina (4.2.1) moze se naplsati u obliku 
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y(t) = bnX + !(Ь Х - a n_ 1y) + ~(Ь х - .n_ 4Y ) + 
р n-1 р" " 11.-2 .. 

+ ••• 1 + -(Ь Х - а у) pn о о 
(4.2.3) 

qde је b i - О za i > т. Jedna~1na (4.2.3) то!е se napisati 

u obl1ku poqodnom za modeliranje u vidu niza inteqracija, tako 

da је 

y(t) = Ь х+ !{Ь х - а у + ![Ь Х - an_.y + .,. 
п р 11.-1 11.- 1 Р n- z .. 

••• + !(ЬОХ - аоу)]} (4.2.4) 
р 

Na slici 4.2.1 data је blok зета koja omoqucuje modeliranje pre­

nosne funkcije (4.2.2) primenom relac1je (4.2.4). 

y(t) 

-y(t) 

51. 4.2.1. B10k зета za modeliranje rac1ona1ne funkc1je 

тetodom uzastopne 1nteqrac1je 

Prirner: Predpostav1mo da је ovom metodom potrebno modelirati 

prenosnu funkc1ju 

pZ + о,2р + 1 
W(p) = -

"pZ _ О ,2р + 1 

Kor1steci орзtu зеmu па з11с! 4.2.1, 1ako se do1az1 do зете па 
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з11с! 4.2.2 za mode1iranje prenosne funkcije (4.2.5). 

x(t) 

y(t) 

S1. 4.2.2. Primer mode1iranja raciona1ne prenosne 

funkcije metodom uzastopne inte9racije 

4.3. Metoda uvodenja поуе promenjive 
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Mode1iranje prenosne funkcije (4.2.2) moze se izvr!iti i па .dru-

9i. nacin. Лkо зе uvede nova promen1jiva z(t), takva da је 

1 
z = х 

рП + а рП-l + ••• + аlР + ао 
П-l 

(4.3.1) 

odnosno z(t) zadovo1java d1ferencija1nu jednacinu 

(4.3:2) 

Imaju6i u vidu relaciju (4.2.2) i (4.3.1) lako se dolazi иО ve­

*е izmedju izlazne funkcije y(t) i nove promenljive z(t) 

••• + (4.3.3) 

Modeliranje prenosne funkcije оуот metodom vr!i se па taj nacin 

sto se modelira diferenc1jalna jednacina (4.3.2) radi dobijanja 

funkcije z(t) i njenih izvoda, а zatim se obrazuje funkcija 

y(t) prema relaciji (4.3.3). Na slici 4.3.1 data је opsta blok 

!ета za modeliranje prenosne funkcije (4.2.2) ро ОУОј metodi. 

Primer: Radi ilust:racije modeliranja prenosn1h funkcija metodom 
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uvodjenja nove promenljlve uzm1mo ponovo funkolju (4.2.5), tj. 

51. 4.3.1. B10k !ета za modellranje rac10nalne prenosne 

funk01je metodom uVodjenja nove promen1j1ve 

рl _ о,2р + 1 
W(p) = - ----­

р! + 0,2р + 1 
(4.3.4) 

Kor1stec1 op!tu !emu datu па s1101 4.3.1 1ako se do1az1 do !ете 

za mode11ranje prenosne funkc1je (4.3.4), koja је prlkazana па 

sliei 4.3.2. 

x(t) 
о 

~l. 4.3.2. Primer modeliranja raeiona1ne prenosne funke1je 

metodom uvodjenja nove promenljive 



Analogni c;lektronski rзeunаri i пјЉоvз primena 281 

Poredjenjem metode uzastopne inteqracije i metode uvodjenj~ no­

ve promenljive, ро broju anqazovanih ra~unskih poja~ava~a za 

modeliranje prenosne funkcije (4.2.2), moze зе zakljuciti da 0-

Ье metode zahtevaju п inteqratora, а da prva metoda zahteva 

Э sabiraca, dok druqa zahteva 4. 

ОЬе izlozene metode modeliranja prenosnih funkcija oblika 

(4.2.2) predpostavljaju da su росеtn! us10vi za funkciju i nje­

ne izvode jednaki nu1i. Uvodjenje pocetnih us10va Ьiбе obja§nje­

по па s1еdебој metodi modeliranja prenosnih fUnkcija. 

4.4. Metoda Lap1asove transformacije 

Vеб је receno da је prenosna funkcija izrazena pomo6u Laplasove 

transformacije, za nulte росеtnе us1ove, identicna sa prenosnom 
funkcijom datom preko operatora р. Prema tome је i metoda mode-

1iranja Rrimenom Lap1asove transformacije identicna sa vec opi­

sanim metodaтa uzastopne inteqracije i1i uvodjenja nove promen-

1jive, za s1ucaj nu1tih pocetnih uslova. Medjutim, ako su росе­

tni"us1ovi raz1iciti od nu1e, tada primena Lap1asove transforma­

cije па diferencija1nu jednacinu (4.2.1) ne daje saтo c1an 

(4.2.2) vec i clan koji zavisi od pocetnih us1ova. Kako је, za 

op§ti oblik jednacine (4.2.1), c1an koji sadrzi pocetne uslove 

veoma qlomazan, razmatranje бета sprovesti za diferencijalnu је­

dnacinu oblika 

(4.4.1) 

qde su ai i b i konstante, а pocetni uslovi 

у(О) Уо 

У(О) 
. 

... Уо 

у (О) .. Уо (4.4.2) 

х (О) .. хо 
х (О) 

. 
хо 

Рriп\епоm Laplasove transformacije па jednacinu (4.4.1) sa pocet­

nim uslovima (4.4.2), а prema (2.3.16) dobija se da је 

Y(s) = К Ј (s) + Kz (s) (4.4.3) 
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gde је 

i 

К\ (з) • 
з3 + azs Z + а\з + ао 

х(з) (4.4.4) 

YoSZ + (azyo+yo-Ьzхо)s + а\уо + azyo + Уо - Ь 1 Хо - bzXo 
Kz(S) = ---------------------------------------------------

з3 + azs Z + а 1 з + ао 
(4.4.5) 

Posto је sistem 1inearan, problem mode1iranja funkcije (4.4.3) 

moze зе razdvojiti u dva de1a; prvi deo зе sastoji u mode1ira­

nји prvog c1ana К\(З), а drugi u modeliranju drugog c1ana 

К ! (з). Neka зи origina1i funkcija К 1 (з) i Kz(S) funkcije 

К\ (t) ~ К 2 (t). Tada је 

(4.4.6) 

Za mode1iranje raciona1ne funkcije (4.4.4) moze зе primeniti те­

toda sukcesivne integracije i1i metoda uvodjenja nove promen1ji­

ve. U1azna funkcija u ovakav mode1 bi1a Ы funkcija x(t), а па 

iz1azu зе tada dobija funkcija k 1 (t). Za mode1iranje prenosne 

funkcije (4.4.5), oblika 

czs z + с\з + со 
к 2 (з) = ----------------~--

з3 + a 2 s Z + a\s + ао 
(4.4.7) 

gde је . . 
со = а\уо + а2УО + Уо - Ь\ХО - bzXo . 

bzXo С\ = а2УО + уо -
С 2 о: уо 

) (4.4.8) 

moze зе takodje primeniti jedna od ranije iz10zenih metoda. Ме­

djutim, u1azna funkcija Ы u ovom slucaju bila impulsna (Dirako­

va fUnkcija), jer је njen kompleksn1 11k, prema (2.2.7), jednak 

jedinici, ра se moze smatrati da ona mnozi clan па desnoj stra­

ni 1zraza (4.4.7). Dobijanje impulsne funkc1je, prema njenoj de­

finiciji (2.2.5), vrlo tesko је izvodljivo па analognom racuna­

ru. Medjutim jedinicna funkcija u(t) moze зе па racunaru 1ako 

dobiti. Stoga је pogodnije modifikovati izraz (4.4.7) u oblik 

(4.4.9) 
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Po~to је, prema (2.2.2), l/з komp1eksni 1ik jedinicne funkci­

је u(t)~ to је iz (4.4.9) 

Ка(з) • u (з) 
~3 + аа з 2 + a1s + ао 

(4.4.10) 

Preмa tome,ulazna funkcija u blok koji mode1ira funkciju (4.4.10)7 

Ы6е funkcija u(t). Na iz1azu iz ovog bloka dobija зе k
2
(t). 

Prostim sabiranjem funkcija kl(t) i k2(t) dobija зе sada tra­

zena funkcija y(t), (з1.4.4.1). 

x(t) --... 
-Y(t) 

u(t) 

51. 4.4.1. B10k ~ema za mode1iranje prenosne 

funkcije за pocetnim us10vima 

5. MODELlRANJE NELlNEARNOSTI 

u ovom su ode1jku opisane neke specija1ne vrste nelinearnosti 

koje se javljaju u fizickim sistemima, а koje ne zahtevaju п! 

mnozenje niti generiranje funkcija, da Ы зе realizovale па ~­

naloqnom racunaru. То su tzv. tipicne ne1inearnosti. 

Ima mnочо tipova nelinearnosti koje зе pojavljuju u razJ1i.I!1 н­

zickim sistemima. Medjutim, prilicno је ogranicen broj 0'1: [-, nе­

linearnosti koje зе сеs6е pojavljuju. То зи relativno je·lnosta­

vnе nelinearnosti koj е зе mogu svrstati u sledece gr\l;::.~·, pro­

sta ogranicenja, suvo Kulonovo trenje, mrtav hod (zazc.,:::. : i!.pri­

mer kod zupcanika), histerezisna karakteristika, re1c;r,a l:arak­

teristika, itd. 5уе ove nelinearnosti moqu зе dov.ol ~:. :iooro 

realizovati роmo6и standardnih logickih racunskih г' ,.:::nata, 

о kojima је ve6 bilo govora (Prvi deo I, 6), а koj,c, :заСi.nја-

vaju diode i komparatori. U narednom izlaganju ::1'::. n.eki 



284 PlWle Рејоојс ј N edeljko Parezanooii 

primeri upotrebe ovih logickih elemenata za generiranje tipi~­

nih nelinearnosti. 

5.1. Pr(' 'to ogranieenje 

Vrlo cesto se kod fizickih sistema javlja linearna veza izmedju 

pojed1nih ve11cina u odredjenoj oblasti. Medjutim, оуа linearna 

veza vaz1 samo u odredjenoj oblasti, а уап date oblasti uspostav­

lja neki,drugi oblik linearne veze. U celini gledano sistem sa 

ovakv1m vezama је nelinearan. Najprostiji oblik ovakve ne11near-
nosti је t.z. ogranicenje. 

Matematicka relacija хоја definiSe ogranicenje moze se napisati 

u obl1ku 

( 
в х < в za k 

у хХ 
В 

Х ~ 
А (5.1.1) = za k~ k 

А Х > А za k 

gde su А, В i k konstante, Х ulazna velic1na, а У 1z1az­

па velicina nelinearnog e1ementa. Оуа relacija је graf1cki pri­

kazana па s1ici 5.1.1, gde је uzeto da је А < О, В > О 1 

k < О. 

v 

k=tgV 

х 

51. 5.1.1. Ne1inearnost t1pa ogran1cenja 

Re1ac1ja (5.1.1) moze se па ana1ognom racunaru rea11zovati pomo­

cu зете prikazane па s11ci 5.1.2, pr1 cemu su upotrebljene d1o­

de, pojacavac1 1 potenc1ometr1, i11 pomocu зеmе па s1ici 5.1.3, 

чйе se koriste sabiraci i komparator1. 

K~da је izlazni napon iz pojacavaca u granicama А ~ У ~ В, 

tada diodc О 1 i О 2 пе provode, te ројасауас radi kao da 
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ovih dioda i potenciometara (2) i (3) (з1. 5.1.2) nema. 

х 

-u +u 
D, 

а 

~-..<~-~y 
.----'-'L.oo"'" 

А 
a=u+д 

В 
b=u+ё 

51. 5.1.2. §еmа mode1iranje ogranicenja pomocu dioda 

+u 

х 

-u 

51. 5.1.3. Sema za mode1iranje ogranicenja pomocu komparatora 

Nedjutim kada postane У = В tada dioda О2 ima takav po1aritet 

da predstav1ja kratku vezu, drzcci па taj nacin konstantnu vred­

nost В па iz1azu, jer зе ukupni otpor povratne sprege ројаса­

уаса smanjio. Isti зе efekat јау1ја i kada napon па iz1azu роз­

tane У = А, s tim §to sada pocinje da provodi dioda о Ј • 

Pri1ikom pode§avanja vrednosti А i в које treba аа daju gra­

nicne vrednosti, treba voditi racuna i о otporu dioda. Stoga зе 

па potenc1ometrima (2) 1 (3) postave pr1blizne vrednost1 
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А 
1 

в 
ьс:-u + в (5.1.2) а = -u + А 

koje se zat1m merenjem na iz1azu kor1guju na ta~ne vrednost1. 

Ovde је potrebno napomenut1 da otpor d10de ut1~e 1 na to da 1Z-

1azni napon n1je konstantan tj. А 111 В, vec зе neito та10 menja 

kada Х raste 111 opada van opsega B/k ~ Х ~ Y/k. 

Ako је potrebno da napon У со А 111 У = В bude konstantanza 

Х < B/k 1 Х > A/k respekt1vno, onda se kor1st1 blok Аета pr1-

kazana па s11c1 5.1.3. OVde se kor1ste re1ejni komparatori koji 

prebacuju kontakte re1ea па ta~no podeien konstantn1 napon А 

111 II kada napon па 1z1azu poja~ava~a dost1gne odgovarajucu 

vrednost. 

Ako је potrebno generirat1 funkc1ju 

( kk.X + В(1 - '.) za Х < B/k 

У kX za B/k ~ Х ~ A/k (5.1.3) 

kklX + А(1 - k l ) za Х > A/k 

kod koje van lnterva1a B/k ~ Х ~ A/k vrednost1 za У n1su 

konstantne (sl. 5.1.4), vec se 1inearno menjaju, moze зе koris­

tlti зета па s11c1 5.1.5, gde је uzeto da је А < О, В > О 

i k < О. Vrednost1 otpornika R1 1 R2 biraju se prema ze1je-

у 

k= tg'l 

х 

д 

51. 5.1.4. Grafi~k1 pr1kaz fUnkc1je (5.1.3) 

nom nagibu karakter1st1ke, а prema re1acijama 

1 (5.1.4) 
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-u +u 

R, 
а 

х у 

S1. 5.1.5. Sema za rea1izaeiju funkeije (5.1.3) 

Vrednosti а i Ь koje зе postav1jaju па poteneiometre (2) i 

(3) takodje зи date re1aeijama (5.1.2). Uko1iko зе ze1i veca 

tacnost podesavan~a potrebno је uzeti u obzir i otpore potenei­

ometara. 

Ovde treba napomenuti da poteneiometri (2) i (3) па зНе! 5.1.2, 

kao i па s11ei 5.1.5, treba da imaju оЬа kraja izvedena da Ь! 

зе mоч11 kor1stiti kao sto pokazuju seme. Ve6ina savremenih ra­

cunara raspo1aze за ovakvim poteneiometrima, cija зи оЬа kraja 

1zvedena па programskoj p1oci. 

5.2. Suvo trenje 

Cesto је potrebno prilikom modeliranja nekog fizickog sistema 

па analognom racunaru uzeti u obzir i tzv. suvo 11! Kulonovo 

trenje, koje se suprotstav1ja kretanju sistema. Sistem 

ostaje u miru sve dok sila ubrzanja ne predje vrednost si-

1е trenja, а posle сеча s11a trenja ostaje konstantna. Prema 

tome, si1a Ku1onovog trenja moze se definisati izrazom . 
У С = - C'sign Х (5.2.1) 

ili 

-{ -: х <. za О 
'[ С . (5.2.2) 

za х > о 

Graficki prikaz funkelje (5.2.1) dat је па sliei 5.2.1. 

Funkelja definlsana re1aeijom 5.2.1, odnosno 5.2.2, moze se re­

a1izovatl па analognom racunaru pomocu seme па sliei 5.2.2, i1i 
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pomocu зете па slici 5.2.3. U оЬа slucaja nароn па iz1azu У 

v 

---.....ј С 

-С 1-----

51. 5.2.1. Ne1inearnost tipa suvog trenja 

-u +u 
D, 

с 

х 

с 

v 
С 

с=­
U+C 

Sl. 5.2.2. Scma za mode1iranje suvog trenja pomocu 

dioda 

-u +U 

С ~c 
х-р_ 

v 

51. 5.2.3. Зета za mode1iranje suvog trenja 

pomocu komparatora 

је konstantan za Х ~ О, s tim зtо u zavisnost1 od znaka funk-



Analogni elektronski ratunari i njihova рпrпeпа 289 

cije Х zavisi i znak izlazne veliclne У. Kada је Х = О, on-

da treba da је 

se izmedju +С 

Kod komparatora 

у = О, a1i iz1azni napon је nedefinisan i krece 

i -с, зtо zavisi od рodезеnоsti pojacavaca. 

(sl. 5.2.3) postoji nedefinisanost u oko1ini nu-

1e, jer је potrebno oko 10 mV da se re1e komparatora prebaci, 

зtо medjutim, za praksu пета znacaja, jer se u1azni napon Х 

menja u зirim granicama, а kroz zonu neoset1jivosti komparato­

ra funkcija Х nајсезсе pro1azi pri1icno brzo. Stoga se то!е 
smatrati da ova neoset1jivost i ne postoji i da se prebacivanje 

iz +с u -с prakticno vrзi u tacki х = О. 

5.3. Мrtva zona i zazor u шрCaniсјша 

Мrtva zona је matematicki definisana re1acijom 

( 

k (Х + Хо) 

у = о 

k(X - Хо) 

za Х ~ - ХО 

za (5.3.1) 

za 

Funkcija (5.3.1) graficki је prikazana па slici 5.3.1. Re1acija/ 

v 

х 

k=tgtL 

S1. 5.3.1. Graficki prikaz mrtve zone 

(5.3.1) moze se па ana1ognom racunaru rea1izovati ротоси dioda, 

potenciometara i pojacavaca, ako se koristi blok зеmа data па 

slici 5.3.2, i1i ротоси komparatora, pojacavaca i potenciometa­

ra, ako se koristi blok зеmа data па slici 5.3.3. U prvoms1uca­

ju potencicmetre (1) i (2) treba pOdesiti па vrednost 

IХоl 
а = ----- (5.3.2) 

u + IХоl 
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+u 

х 

-u 

51. 5.3.2. Sema za mode1iranje mrtve zone 

p0m06u dioda 

+о -о 

х 

51. 5.3.3. sema za mode1iranje mrtve zone 

pomo6u komparatora 

у 

у 

pri cemu treba 1zvrsit1 korekciju zbog otpora d1oda, dok зе u 

drugom sLucaju svi potenciometri podesavaju па vrednost ХО. 

Regu1isanje nagiba prav1h vrs1 .зе pomo6u potenciometra (3) па 

slic1 5.3.2, 111 pomo6u potenciometra (5) па s11ci 5.3.3. 

Pomo6u ko1a koje gener1ra mrtvu zonu moze зе generirati fUnkci­

ја histerezisne petlje, ciji је graficki prikaz dat па slici 

5.3.4. B10k sema па зНс1 5.3.5 prikazuje semu p,ove.zivanja ra­

cunsk1h elemenata pomo6u kojih se па analognom racunaru moze 
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rea1izovati histerezisna karakteristika, koja ujedno predstav-

1ја i karakteristiku zazora u zupcanicima. 

v 

х 

51. 5.3.4. Graficki prikaz histerezisne karakteristike 

+U 

x-_ .... ~ ..... >----- V 

-U 

~--------~Э~----------~ 

51. 5.3.5. Sema za mode1iranje histerezisne karakteristike 

Ovde treba napomenuti da navedena serna irna ogranicen frekventni 

орзеч, sto znaci da је pogodna za sporo prornen1jive funkcije. 

Medjutirn, ako зе radi о brzirn prornenarna, jav1jaju зе velike gre­

ske. Nairne, dok nароn Х raste do neke Vrednosti Хо ' koja od­

redjuje rnrtvu zonu i koja је data izrazorn (5.3.2), izlazni nа­

роn У зе nе rnеnја i ostaje nu1a dok nе bude Х - У = Хо. Kada 

postane Х - У > Хо ' onda зе iz1azni nароn integratora rnеnја 

brz1nom 

Х - у - Хо 

(Rd + aR)·C 
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gde је Rd otpor d10de D1 111 D2 , R otpor potenc1ometra, 

а С kapacitet kondenzatora u povratnoj sprez1 1ntegratora. 

Prema tome, ko10 se ponasa kao da i>0stoj1 kasnjenje prvog re.da; 

cija vremenska konstanta 1znos1 (Rd + aR)C. Kako зu otpor1 Rd 

i R ma11, treba 1zabrat1 i та11 kapac1tet kondenzatora С, 

tako йа ova vremenska konstanta bude sto manja. Na taj nac1n 

nece doci do kasnjenja kada se napon Х menja re1at1vno brzo. 

Kada napon Х pocne da opada oko zone neoset1jivost1 tada па 

izlazu nece bit1 promene napona sve dok ne bude Х - У < -хо. 

Kada se ovo ostvar1 dioda D2 poc1nje da provodi i odrzava 

relac1ju Х - У = -х • Tako se dobija karakter1stika prika-
о 

zana па slici 5.з.4. 

Upotreborn diodnih 1 re1ejn1h ko1a slicn1h op1san1m, mogu se s1-

mulirati i razni drugi fizicki fenomeni cije su karakteristlke 

sastavljene od pravo1inijskih segmenata. Postav1janje 1 podesa­

vanje ovakvih ko1a vrsi se па s11can nac1n, te 1h ovde necemo 

da1je opisivati. 

5.4. Kasnjenje 

Kod mode11ranja raznih fizlckih sistema i11 procesa cesto se 

pojav1juje potreba za rea1izacijom kasnjenja па ana1ognom racu­

naru. Postojl vlse razlicitlh metoda za rea11zaciju kasnjenja.ov­

de su obradjene saтo one metode, koje omogucuju rea11zaclju ka­

snjenja sa standardnim racunsklm eiementima ana1ognog racunara. 

Pod kasnjenjem funkclje f(t) podrazumeva se dobijanje funkcl­

је f(t - Т), kada је data funkcija f(t), gde је t nezav1s­

по promen1jlva, а Т ve11clna kasnjenja. Da bismo rea11zova11 

kasnjenje, potrazlmo najpre prenosnu funkciju slstema kojl lта 

ovu osobinu. Na.u1az takvog sistema (sl. 5.4.1) dovodl se funk­

cija f(t), а па iz1azu se dobija funkcija f(t - т). 

Prenosna funkcija za sistem па s11cl 5.4.1 1ako se dobija, lта­

јис! u v1du osoblnu (2.3.7), tako da је 

f ...... (t;.:...) _ .... 1 w (5)1..-_f .... 1t -'I") 

Sl. 5.4.1. B10k sa kasnjenjem 
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W(s) = 
F(s).e- ST 
_________ _ e-ST 

(5.4.1) 
F(s) 

Za idealnu prenosnu funkciju ka~njenja (5.4.1) amplitudna kara­

kteristika је konstantna za зуе ucestanosti w, jer је 

W(jW) = e-јWТ = COSWT - ј sinwT (5.4.2) 

ра је amplitudna kar~teristika data sa 

IW(jw) I = 1 (5.4.3) 

Fazna karakteristika prema (5.4.2) је tada 

ф(W) = - WT (5.4.4) 

tj. fazni pomeraj је proporcionalan ucestanosti ~, funkcije 

f (t) • 

Prenosna funkcija (5.4.1) ne moze se direktno mOdelirati па ana­

lognom racunaru, уес se mora aproksimirati nekim pogodnim izra­

zom koji dozvoljava priblizno modeliranje па analognom racunaru. 

Posmatrajmo najpre aproksimaciju funkcije ka~njenja ротоси redo­

уа. Razvijanjem funkcije (5.4.1) u Maklorenov red dobija se 

(ST) 2 

e-ST = 1 - ST + ----- + ••• (5.4.5) 
2! 

Konacan broj clanova reda (5.4.5) za male vrednosti proizvoda 

s·~ daje dosta dobru aproksimaciju, ali za уесе vrednosti ka~­

njenja i vise ucestanosti ne zadovoljava. Pored toga, modelira­

nje desne strane relacije (5.4.5) па analognom racunaru zahteva 

operaciju diferenciranja sto takodje cini оуај prilaz mOdelira­

nja kasnjenja nepodesnim. 

Madjutim, za realizaciju ka~njenja па analognorn racunaru, pogo­

dnija је aproksimacija funkcije (5.4.1) ротоси racionalnih pre­

nosnih funkcija. ~akvu aproksimaciju daje Pad~-ova aproksimaci­

ја funkcije (5.4.1), prema kojoj је 

-ST 
е 

Fab(-ST) 
Нт 
(а+ъ) ..... Gab(-ST) 

(5.4.6) 
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gde је 

b(-s"[) 
1 + + 

b(b-l) (-s"[) 2 

(а+Ь) ta+b-l)21 
+ ••• 

а+Ь 

a(-s"[) 
Gab(-s"[) = 1 - а + Ь + 

а(а-l) (-s"[) 2 

(а+Ь) (a+b-l)21 
- ... 

(5.4.7) 

(5.4.8) 

Za konkretne vrednosti konstanata а i Ь dobijaju se racio­

na1ne funkcije pomQcu kojih se moze aproksimiratl prenosna fun­

kcija kasnjenja. Zbir а+Ь odredjuje red Pad~-ove aproksimaci­

је. Тако naprimer, za а = Ь = 2 dobija зе da је 

S2"[2 - бs"[ + 12 
W(s) = (5.4.9) 

OVo је Pad~-ova aproksimacija c:etvrtog reda funkcije kasnjenja 

(5.4.1). Na slici 5.4.2 data је fazna karakteristika prenosne 

funkcije (5.4.9, kriva Ь), i idea1na fazna karakteristika 

(5.4.4, kriva а), za s = jw. 

о 2 6 8 10 rad 

\.. c;)t 

-100 '\. 
1~ 
,~ » .' r--..... 

a~' '" ~ ~ .. 
-200 

" ............ ~ ., ' -.--300 
;-

-
~фО 

51. 5.4.2. Fazna karakteristika Pad~-ove aproksimacije 

cetvrtog reda 

Sa slike 5.4.2 vidi se da se za ~t > 2,5 jav1ja znatno odstu­

panje fazne karakteristike prenosne funkcije (5.4.9) od idea1ne 

fazne karakteristike funkcije kasnjenja. Prema tome, raciona1na 
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funkcija (5.4.9)aproksimira zadovo1javaju6e prenosnu funkciju 

(5.4.1) зamo za тa1e vrednosti kазnјеnја т, odnosno za niske 

ucestanosti CiI. 

51. 5.4.3. B10k З~ za mode1iranje Pade-ove aproksimacije 

cetvrtog reda 

Na slici 5.4.3 data је зета povezivanja racunskih e1emenata za 

mode1iranje funkcije (5.4.9). 

Pade-ove aproksiтacije viзеg reda daju bo1je aproksimacije pre­

nosne funkcije kаЗnјеnја. Naprimer, Pade-ova aproksiтacija sed­

moч reda oblika 

840 - 3БОsт + боs 2 т 2 
- 4з'т' 

W(s) = (5.4.10) 

moze зе mode1irati па ana1ognom racunaru prema зетi datoj па 

зНс! 5.4.4. 

f(t-t) 
~~----------------~~------------

51. 5.4.4. B10k зета za mode1iranje Pade-ove aproksimacije 

sedmog reda 

Na slici 5.4.5 prikazan је odziv sistema cija је prenosna funk­

cija (5.4.10) kada mu зе па u1az dovede jedinicna funkcija u(t), 
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pri cemu је t = lsec,gde је sa u(t - t) oznacena aproksimacl­

ја funkcije u(t - t). 

u( t)t-----+-~..----

о t [sec] 

51. 5.4.5. Kasnjenje jedlnlcne funkcije za slucaj 

Pade-ove aproksimacije sedmog reda 

5.5. Pribli!no diferenciranje 

u glavi I (Prvl deo) jednaclna (З.З.8) l1ustruje mogu6nost 

mode11ranja operaclje dlferenclranja па ana1ognom racunaru. 

Medjutlm ,operaclja dlferenclranja se ne то!е rea11zovatl 

kada зе па u1azu racunskog pojacavaca na1azi kondenzator, а u 

povratnoj sprezl otpor, jer do1azl do ve11klh ројасanја sumova, 

сlје prlsustvo u u1aznom slgna1u је nem1novno, narocito prl vl­

sokim ucestanostlma u1aznog slgna1a. 

Posto se ne то!е posticl idea1na karaxterlstlka diferenclranja, 

pribegava ае aproksimaciji operacije dlferenclranja. Jedan na­

cln је da se ldea1nom ko1u za diferenclranje (аl. 3.З.2, glava 

I, ~rvl deo) doda kondenzator. С para1e1no spregnut sa otporom 

u povratnoj sprezl pojacavaca (аl. 5.5.1) 

с 

С, 

X(t)-i 8..---<r.-...,,·ооК ~--+-- V(t) 

Sl. 5.5.1. ко10 za diferenciranje sa kondezatorom 

u povratnoj sprezi 
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Ako је u1azna impedansa Z1(P), а impedansa u povratnoj sprezi 

Z(p), tada је prenosna funkcija pojacavaca па зНе! 5".5.1 data 

sa 

!l:l 
X(t) = -

Z(p) -=-Z 1 (р) 
(5.5.1) 

Ako se izabere та1а vrednost kapaeiteta С, tada prenosna fUnk­

cija (5.5.1) aproksimira operaciju diferen~iranja. Kada С ~ а 

prenosna funkeija (5.5.1) tezi idea1noj karakteristiei diferen­

eiranja - RC1P' 

Na s1ican ве nacin moze dobiti prenosna fUnkcija za aproksima­

eiju operaeije diferenciranja, dodavanjem otpora R1 па u1az 

pojacavaca, kao sto је prikazano па s1iei 5.5.2. 

R 

V (О 

51. 5.5.2. Ко10 za diferenciranje sa otporom па u1azu 

Za ovaj в1исај prenosna funkeija g1asi 

!..w. 
X(t) 

= - (5.5.2) 

Za male vrednosti otpora R1 prenosna funkeija (5.5.2) aproksi­

mira operaciju diferenciranja. Kada R1 + О, prenosna funkcija 

(5.5.2) tezi idealnoj karakteristici difereneiranja - RC\p. 

Neka је, naprimer R = 1М; С\ = 1џF; с = a,Ol~F. Tada је pre­

та (5.5.1), 

у (t) -X(t) 

р 

(5.5.3) 
1 + 0,а1р 

Ako је X(t) = at iz (5.5.3) dobija зе diferencija1na jednaci-

па 

а 01 ~ + Y(t) = - а , dt 
(5.5.4) 

sa pocetnim us10vima У(а) = О. Resenje jednacine (5.5.4) ima 

obHk 
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-100t 
Y(t) = - а(l - е ) (5.5.5) 

Prerna tome, razlika izrnedju tacno9 resenja pri idea1noj operaci­

ј1 d1ferenciranja i dobijeno9 prenosnorn funkcijorn (5.5.3) је 

6Y(t) = - а -[-а(l _ e-100t)] = _ a'e-100t (5.5.6) 

9йе 6Y(t) predstav1ja 9resku koja se dobija prirnenom predlo!e­

ne aproksirnacije operacije diferenciranja. OVа 9reska је najve­

са za t = О, а zat1rn brzo opada i tez1 nи1! kada t raste. 

Ovo је prikazano па slici 5.5.3, 9de је uzeto da је а = 1. 

t 

-1 

51. 5.5.3. Aproksimacija difereqciranja 

Dru91 nac1n rea11zacije operac1je diferenciranja па ana1ognom 

racunaru sastoji se u rnode11ranju 1mp1ic1tno izrazeno9 diferen­

c1ranja izrazorn 
t 

Х (t) + IY(t)dt О (5.5.7) 

О 

odnosno 
Y(t) = -

dX 
dt 

(5.5.8) 

Posmatrajmo sernu па s11c1 5.5.4. Za prvi pojacavac па slic1 

5.5.4 vaz1 jednacina t 

X(t) + џУ(t) + fY(t)dt = 
О 

1 - к У (t) (5.5.9) 
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X(t) ----+К >--~- Y(t) 

51. 5.5.4. B10k зеmа za aproksimaciju operacije diferenciranja 

Diferenciranjem 1eve i desne strane jednacine (5.5.9) i sredjiva­
njem, dobija зе 

Y(t) [1 + (џ + ~)p] = - p·X(t) (5.5.10) 

Како је u jednacini (5.5.10) ројасanје pojacavaca vr10 ve1iko, 

moze зе uzeti da је I/К priЫizno nu1a, ра је 

Y(t) ~ - pX(t) (5.5.11) 
1 + .џр 

Biranjem ma1ih vredhosti za џ skup racunskih e1emenata pove­

zanih prema зemi па з118! 5.5.4 vrsi priblizno operaciju difere­

nciranja. 

Priblizno diferenciranje moze зе па ana1ognom racunaru vrsiti i 

па drugi nacin, ako зе racunski e1ementi, naprimer, povezu kao 

па s1ici 5.5.5. 

X(t 

1 
1rf 

>--_y(t) 

51. 5.5.5. Druga varijanta blokseme za aproksimaciju 

diferenc1ranja 

Za prvi sabirac па s1ici 5.5.5 vazi re1acija 
t 

X(t) - {Y(t)dt = T·Y(t) 

о 

(5.5.12) 
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Diferenciranjem 
njem, dobija se 

у (t) [1 

1eve i desne strane jednacine (5.5.12)1 sredjiva-

odak1e је 

Y(t) 

+ рт) = pX(t) 

р 
X(t) 

тр + 1 

(5.5.13) 

(5.5.14) 

Ako predpostavimo da је ve1icina Т dovo1jno та1а, onda роз1е­

dnja re1acija aproksimira operaciju diferenciranja. Vr10 та1а 

vrednost za Т postize зе ako зе potenciometar па s1. 5.5.5 ро­

stavi па vrednost blizu jedinice, а u1az u drugi sabirac odabe­

re se tako da prenosni odnos sabiraca bude 10. 

5.6. Primeri Oscilacije sa suvim trenjem 

Posmatrajmo osci1acije mase М oko ravnoteznog po1ozaja pod 

dejstvom e1asticne opruge sa koeficijentom e1ast1cnosti К. 0-

vo kretanje opisuje diferencijalna jednacina 

м х + к х = О (5.6.1) 

sa pocetnim uslovima х(О) ~ хо; х(О) = Хо. Ova jednacina је ро­
znata iz neprigusenih harmonijskih Qscilacija (Drugi deo 1, 1.6). 

Posmatrajmo slicnu fizicku situaciju uz prisustvo suvog trenja 

izmedju тase М i podloge ро kojoj se masa М krece (s1.5.6.1). 

с 

--x(t) 

51. 5.6.1. Mehanicki oscilatorni sistem sa suvim trenjem 

Diferencijalna jednacina koja op1suje kretanje u ovom s1ucaju 

ima Oblik 

М'Х + C'sign Х + К'Х = О (5.6.2) 

sa pocetnim uslovima х(О) • хо i х(О) ХО' ~onstanta С u 

u jednacini (5.6~2) predstav1ja vrednost si1e trenja. 
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Neka је u d1ferene1ja1noj jednac1n1 (5.6.2) м = к а 1 1 posma­

trajmo s11u trenja kao parametar С1ј! se utieaj па re~enje ispi­

tuje. Jednac1na koja se postavlja па racunar 1ma oblik 

х = - C's1gn х - Х (5.6.3) 

sa pocetn1m us10vima х(О) = хо 1 х(О) Хо ' Na sliei 5.6.2 

dat је program za resavanje jednac1ne (5.6.3). 

х 

+1OV -1OV 

51. 5.6.2. B10k зеmа programa za rезаvаnје 

difereneija1ne jednac1ne (5.6.3) 

u ovom programu primenjena је зеmа za mode11ranje suvog trenja 

op1sana u ode1jku 5.2. оуе glave. 

Na sHei 5.6.3 prikazana su rезеnја difereneija1ne jednacine 

(5.6.3) za с = 0,25; pocetni us10v х(О) = О i dve vrednosti 

za pocetn1 uslov х(О), tj. х(О) = 2,5 i х(О) = 1,5. 

Na s11ei 5.6.4 prikazano је resenje jednacine (5.6.3) u faznoj 

ravn1 za С = 0,25; х(О) = О i Х(О) = 3. 

Ыа s11e1 5.6.5 pr1kazana su rезеnја 

(5.6.3) za с = 0,5; pocetni us10v 

za pocetni us10v х(О), tj. х(О) = 

d1fereneija1ne jednac1ne 

х(О) = О i dve vrednost1 

2,5 i х(О) = 1,5. 

Ыа sliei 5.6.6 prikazano је resenje d1fereneija1ne jednacine 

(5.6.3) u faznoj ravni za С - 0,5. х(О) = о i х(О) = 3. 
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Х 
3,0 

2,0 

',0 

О 20 (sec) 

-',0 t 

-~O t 
е=о,25 

х 
~O 

',0 

О 20 (ис) 

-1,0 

51. 5.6.3. Resenja diferencijalne jedna~ine (5.6.3) za 

С = 0,25; х(О) = О; х(О) = 2,5 i х(О) = 1,5 

3.0 г---'---У-, , 
I , 

2Ј) г- ~ 

I 
1,0 I +-

С=Оо25 
-'-т--' 

1 ~ 

о i-t-t--t-++-+--+--+-___ --
х 

I 
-1,0 Г I 

-2Р l- ---
f I 

_эр L_L._L_ 
-31) -2Р -1.0 о 

51. 5.6.4. Resenje jedna~ine (5.6.3) u faznoj ravni za 

С = 0,25; ~(O) = Q i х(О) = 3 
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х 
3.0 

о 
10 20 <зес) 

-1,0 

-2,01 
с=о,5 

Х 
2,0 

1,0 

О 
10 20 t .. 

(sec) 

-1,0 

51. 5.6.5. ReAenja diferencijalne jednacine (5.6.3) za 

с - 0,5; х(о) = о; х(о) = 2,5 i х(О) = 1,5 

эр г_-т_~_li_~~5, 
I i , t , I I 

21Ј L_+_+-_+-_+-_-+-_J 
I I I i , 

1,0 г' - +-- -+-, , ,1 
О, 

-1,0 r- -.t--
I 

-2Р L_f-
I , , 

-3,0 L_.L_L_ 
-~ -21> -\О о 

I 

х 

51. 5.6.6. Rейеnје jednacine (5.6.3) u faznoj ravni.za 

С = 0,5; Х(О) = о i х(О) = 3 
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6. MOL'ELIRANJE SLOZENlН SISТEMA 

6.1. M .. deliranje prostih prenosnih funkсјја 

u ode1jku 4 ove glave vide1i smo kako se mo!e mode1irati prenos­

па funkcija, ako је ona data u obliku raciona1ne funkcije 

(4.2.2). Medjutim, pored ovog opsteg pri1aza u mode1iranju pre­

nosnih funkcija, vr10 cesto је potrebno mode1irati pojedine pre­

nosne funkcije u obliku u kakvom su zadate bez njihovog dovodje­

nja па oblik (4.2.2). Ovo znaci da је nekada pogodnije zadr!ati 

u imeniocu i1i brojiocu proizvod po1inoma, nego svoditi brojioc 

i11 1men1oc prenosne funkcije па jedan po1inom viseg reda, pr1 

cemu koeficijenti ne zadr!avaju prvobitno fizicko znacenje i 0-

dgovarajuce mesto u mode1u. U ode1jku 2 је receno da se prime­

nom Hev1sajdove teoreme razvoja raciona1na funkcija mo!e rasta­

viti па raz10mke i па taj nacin odredjivati inverzna Lap1asova 

transformacija. Rastav1janje raciona1ne funkcije takodje omogu­

cuje i jedan poseban pri1az u izgradnji mOde1a. Imajuci u vidu 

pravi1a za dobijanje prenosnih funkc1ja slo!enih s1stema (ode-

1jak 3.2) jasno је da u prakticnim problemima pojedini blokovi 

imaju cesto proste prenosne funkcije. Navescemo neke va!nije 

prenosne funkcije 1 blok seme za njihovo mode1iranje па univer­

za1nim ana10gnim racunarima. 

1~ Prenosna funkcija 

lШ = ---.,;К ___ _ 

x(t) Тр + 1 
(6.1.1)" 

moze se mode1irati povezivanjem racunskih e1emenata prema slici 

6.1.1. 

Х(О 

>---.-- -V ( t) 

Sl. 6.1.1. Mode1iranje prenosne funkcije (6.1.1) 

Vrednosti А i В koje se postav1jaju па potenciornetrima па 
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s1iei 6.1.1 vezane su за konstantama u prenosnoj funkciji 

(6.1.1) s1edecim re1aeijama 

305 

А = 1 i В = К (6 1 2) 
Т Т •• 

2~ Prenosna funkeija 

у (t) Кр 

x'(t') = Тр + 1 
(6.1.3) 

moze se mode1irati povezivanjem racunskih e1emenata prema sliei 

6.1.2. 

X(t) 

-У(О 

51. 6.1.2. Mode1iranje prenosne fu~keije (6.1.3) 

Vrednosti А 

зНе! 6.1.2, 

keiji (6.1.3) 

i н koje se postav1jaju па poteneiometrima.na 

vezane BU за konstantama К i Т u prenosnoj fun-

s1ede6im re1aeijama 

А=.!. i В = ! 
т 

(6.1.4) 
т 

3? Prenosna funkeija kod koje је imeni1ae po1inom drugog stepe­

па, rastav1jen па dva binomna cinioea u obliku 

y(t) к 

- = (6.1.5) 

Moze se mode1irati povezivanjem racunskih e1emenata prema s1iei 

6.1.3. 

X(t Y(t) 

51. 6.1.3. Mode1iranje prenosne funkeije (6.1.5) 
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Veze izmedju konstanata А, В i С, koje se postavljaju па ро-

tenciometrima i konstanata К, Тl i Т 2 U prenosnoj funkciji 

(6.1.5) date su sledecim relacijaтa 

1 1 К 
А =- ; в =- i С = 

Т 2 
(6.1.6) 

T 1 Т 2 

40. f' Prenosna unkciJa 

y(t) Кр 
(6.1.7) 

x(t) (T1P + 1) (т 2 р + 1) 

!>1oze se lnodelirati povezivanjem racunskih elemenata prema slici 

6.1.4. 

х (t) -Y(t) 

Sl. 6.1.4. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.7) 

Veze izmedju konstanata 

stanata К, T 1 i Т 2 

А, В, С i D па slici 6.1.4 i kon­

u prenosnoj funkciji (6.1.7) odredjene 

зи relacijama 
1 1 К К 

А = В С i D = (6.1.8) 
T 1 Т 2 т 2 T 1 T 2 I 

,0 
Prenosna funkcija sa istim imeniocem kao. u slucaju funkcije 

(6.1.5) зато sa kvadratnim clanom u brojiocu, tj. 

y(t) Кр 2 
= (6.1.9) 

x(t) (TIP + 1) (Т2Р + 1) 

moze зе modelirati povezivanjem racunskih elernenata prema slici 

6.1.5. Veze izmedju konstanata А, В, i С u semi па slici 

6.1.5 1 konstanata К, T 1 i Т 2 U prenosnoj funkciji (6.1.9") 

uate su relacijaтa 

А = 
1 1 К (6.1.10) 
т7 

в т; i С T 1T 2 
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51. б.l.5. Mode1iranje prenosne funkcije (б.l.9) 

б? Prenosna funkcija 

y(t) к 
-= 
x{t) р 

(б.l.ll) 

moze зе mode1irati povezivanjem racunskih e1emenata prema s1ici 

б.l.6. 

Х( t) ---0---{1::>--- Y(t) 

51. б.l.б. Mode1iranje prenosne funkcije (6.1.11) 

7? Prenosna funkcija 

y(t) к --= - (6.1.12) 
x(t) р + а 

moze зе mode1irati skupom racunskih e1emenata povezanih kao pre­

та s1ici 6.1.1. Vrednosti А i В, koje зе sada postav1jaju па 

potenciometre su 

А = а i В = К (б.l.131 

в? Prenosna funkcija 

у (t) к 

-=-
x(t) р2 + а 1 р + ао 

(6.1.14) 

moze зе mode1irati povezivanjem racunskih elemenata prema slici 
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6.1.7. Vrednosti konstanata ао, а 1 i К direktno se postav-

1jaju па odqovarajuce oznace.ne potenciometre. 

X(t) V(t) 

51 .• 6.1.7. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.14) 

Prenosna funkcija (6.1.1'4) moze se napisati i u obliku 

у (t) 
= (6.1.15) 

x(t) р2 + 2~~0'p + ~~ 

gde ~ predstavlja koeficijent prigusenja, а ~o prirodnu ne­

prigusenu ucestanost. Prenosna funkcija (6.1.15) moze se modeli-

rati povezivanjem racunskih elemenata као prema slici 6.1.8. 

Vrednosti za ~, ~o i К direktno se postavljaju па odgovara­

juce potenciometre. 

УН) 

::>1. 6.1.8. Modeliranje prenosne funkcije (6.1-,15) 

9? РТ'.lю;snа funkcijёi. 

y(t) К(р + Ь) 
= (6.1.16) 

x(t) р2 + а 1 р + ао 

ыo:!~ se mode1irati povezivanjem racunsk1h e1emenata prema slici 

6 .• 1.9. Vrednost1 konstanata ао, а1' Ь i К postavljaju se 

neposredno па odqovarajuce potenciometre. 
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УЩ 

51. 6.1.9. Mode1iranje prenosne funkcije (6.1.16) 

6.2, Modeliranje elemenata пеkШ procesa 

Као зtо је уес receno, prednost mode1iranja putem prenosnih Ыо­

kova је u tome зtо se svaki blok u slozenom sistemu modelira пе­

zavisno od ce1ine sistema, а zatim vrsi povezivanje pojedinih 

b)Okova prema strukturi sistema. Jasno је da ае u raz1icitim te­

hnickim objektima vr10 cesto ugradjuju isti podsk1opovi. Prema 

tome, prenosne funkcije i naciri modeliranja takvih podsk1opo~a 

mogu se izucavati nezavisno od strukture sistema. U konkretnom 

problemu mode1iranja slozenih sistema, Ысе strukturnom зеmоm 

zadato mesto sVakog podsk1opa u sistemu. 

U оуоm ode1jku prikazan је nacin mode1iranja e1emenata nekih 

procesa bez uрuзtапја u strukturu samog sistema u ce1ini. 

1. Posmatrajmo prost primer procesa зеmаtski prikazanog па sli­

с! 6.2.1. U rezervoar роvrзiпе А dotice tecnost О1' а pumpa 

р 

----------

н 

51. 6.2.1. Primer e1ementa procesa 
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р omogucuje isticanje tecnosti 02. Neka је povrsina А mere­

па u т2 , а ko1iclne tecnosti 0i' i :: 1, 2i u mJ/s. Matemati­

ck1 model ovakvog procesa moze se opisati diferencija1nom jed-

nacinom 
А dH(t) = О (t) - 02(t) 

dt 1 
(6.2.1) 

gde је Н visina vode u rezervoaru merena u metrima. Kolicina 

tecnosti Q2' koja otice iz rezervoara proporcionalna је ugao­

пој brzini rotora рuшре, tj. 

Q2(t) = KIU(t) (6.2.2) 

gde је К konstanta koja zavisi od konstruktivnih karakteristi­

ka рuшре. Zamenom (6.2.2) u (6.2.1) dobija se 

dН(t) 
А ----- = 0l(t) - KIU(t) dt 

gde је Н(О):: НО. 

Jednacina (6.2.3) napisana u operatorskom obliku glasi 

(6.2.3) 

Н (t) = 1[1 о (t) - ! Ы (t)] (6.2.4) 
Р А 1 А 

Funkcije 0l(t) i ш(t) su poznate funkcije koje predstavlja­

ju ulazne velicine u blok koji зе modelira. Na slici 6.2.2 pri-

Q,(t) 

н (t) 

-(,.)( t) 

51. 6.2.2. Blok sema modeliranja elementa procesa 
за slike 6.2.1 

kazana је blok sema za modeliranje opisanog procesa. 



Апаlоgпi еlеktroпski rасuпаri i пјЉо'оа r,оimеrщ 311 

6.3. Modeliranje slozenih sistema 

U оуоm ode1jku Ысе navedeni priw~ri mode1iranjd slozenih dina­

mickih sistema роmоси prenosnih funkcija ројеdiniћ podsisteMa ос1 

kojih је sistern sacinjen. 

6. 3. 1. Pozicioni servosistem 

Neka је dat pozicioni servosistern, cija је blok зета prikazuna 

па з1. 6.3.1. 

х 

+ 

51.6.3.1. B10k зета pozic.ionoq servosistema 

U tabe1i 6.3.1. objasnjene зи pojedine oznake аа з1. 6.3.1 i da­

te prenosne funkcije pojedinih podsisterna. 

Oznaka Opis podsisterna Рrеnозnа funkcija 

О 1 оiзkriminаtоr Е (р) = х(р) - у (р) 

W1 
Uskladnik W

1 
(р) 

Zl (р) 
= К1 

те + 1 
= ЕГРГ аТр + 1 

W2 Servopojacavac W2 (р) = 
Z2(1') 

.. К2 zll1') 

О2 Diзkrirninаtоr Z4 (р) = Z2 (р) + Zз (р) 

5ervomotor за У(1') Кз 
Wз reduktororn i opte- Wз(р) .. 

Z4(1') .. p~+alP+aO recenjern 

W4 Tahoqenerator W4 (p) = 
zз (р) 

YТPr = К4р 

таЬе1а 6.З.1. 

у 



312 Pavle РејOfJiC i Nedeljko Parez_u: 

Da Ь1 se dob11e зtо bolje d1naт1cke karakter1st1ke servosisteтa 

uveden је uskladn1k W1, за paraтetrima K1, а 1 Т с1је vredno-

st1 se шоgu podesavati tako da зе dobije sto bolje ponasanje 

sеrvоs1зtema u ce11n1. 

Da Ы зе зазtаv11а blok Зета za modeliranje servos1stema па ana­

lognom racunaru, treba sазtаv1ti blok зете pojed1nih podз1зtema, 

а zatim izvrs1t1 njihovo povezivanje saglasno зет1 servos1steтa 

па з1. 6.3.1. U tabe11 6.3.2. date su blok зете pojed1nih pod-

51stema 5ervosistema. Treba napomenuti da је modeliranje taho­

qeneratora 1zvedeno tako da se umesto d1ferenc1ranja funkc1je 

y(t) 1 mno!enja sa konstantom К4 , uzima funkc1ja y(t) 1z то­

dela servomotora 5а reduktorom i mnoz1 konstantom К4 • ;.Ја ovај 

nacin iZbegnuta је operacija diferenciranja ,fUnkcije y(t). 

Na 51. 6. ~. 2. da ta је ~tpuna blok зета programa za modeliranje 

зеrvоsistema па analognom ra~unaru TARA-50. 

+€. 
~-----<'9r-------~ 

81. 6.3.2. Blok Аета modeliranja poz1c1onog 
5ervosistema sa slik~ б.3.1 

-у 
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Na modelu је ispitivano ponai&nje 8ervО818tеша 8а 1 bez usklad­

nika, za razne vrеdno8ti.parашеtrа а1 u poda18te.u -3' а za 

Element 
servosistema 

Diskriminator-D1 

Diskriminator-D
2 

Servomotor 8а re­

duktorom 1,optere 

6еnјеllнtз 

таhоqenеr.tor-И4 

Blok lema 

х 

+ -Е 

-у 

-у 

• к; 
-у 

О 
-zз 

о о 

ТаЬе1а 6.3.2. 
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izabrane.karakteristike usk1adnika 

а = 0,146 т = 1,25 

servopoja~ava~a 

К2 = 0,494 

tahogeneratora 

К4 - 0,74 

i servomotora за reduktorom i opterecenjem 

ао = 0,674 

На вl. 6.3.3. prikazan је odziv servosistema za а1 '" 3,32. Na 

istoj s1ici је за а ozna~en odziv servosistema bez usk1adnika, 

а ва Ь odziv servosistema ва usk1adnikom. 

y(t) 

1.5 

1.0 

0.5 

5 10 15 20 t [aek] 

51. 6.3.3. Odzivi servosistema Z8 81 - 3,32 

Uk1jucivanje i isk1jucivanje usk1adnika vr!i зе prekida~em р 

(s1. 6.3.2), tako ako је preki~~ u po1o~aju L usk1adnik је 

ukljucen u sistem, а ako је prekida~ u po1o~aju D usk1adnik 
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је 1sk1jucen 1z s1stema. Sa s1. б.3.3. зе v1d1 da је Odz1v озс1-

latoran ako s1stem rad1 bez uskladn1ka. 

y(t) 

1.0 

0.5 

'. 

о 5 10 15 20 

81. б.3.4. Odziv1 servosistema za a
1 

= 3,72 

Na в1. 6.3.4. pr1kazan је odz1v servosistema za a 1 = 3,72. Na 

istoj s11ci је sa а oznacen odz1v servos1stema bez usk1adnika, 

а sa Ь odz1v servosistema sa uskladnikom. 

уЮ 

1.0 

0.5 

81. б.3.5 Odz1vi servosistema za a
1 

= 4,78 

Na s1. 6.3.5. prikazan је odziv servosistema za a
1 

= 4,78. Na 
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istoj sllcl је ва а ozna~en Qdziv sеrvовistеща bez uskladnika, 

а sa Ь odz1v servosistema sa uskladnikom. 



Analogni elcktronski гзeuпагi i пјihо\'з primcna 

LITERATURA 

[1] Rogers А.Е. and Connoly Т. W. :. 

Analog Computation in Engineering Design, 

Мс Graw-Hill, New York, 1960. 

r 2] Fifer 5. : 

Analogue Computa~ion, vol. 1, 11, 111 and lV, 

Мс Graw-Hill, New York, 1960. 

[З] Korn G.A. and Korn Т.М. : 

Electronic Analog Computers, 

Мс Graw-Hill, New York, 1956. 

[4Ј Soroka W.W. : 

Analog Methods in Computation and 5imulation, 

Мс Graw-Hill, New York, 1954. 

[5Ј Johnson C.L. : 

Analog Computers Techniques, 

Мс Graw-Hill, New York, 1956. 

[6] Karplus W.J. : 

Analog 5imulation: 501ution of Field Problems, 

Мс Gra',,-Hill, New York, 1958. 

[7Ј Grabbe Е.М., Ramo Б. and Wooldridge О.Е. : 

эр 

Handbook of Automation, Computation and Control, vol. 11, 

ЈоЬn \'liley and 50ns, New York, 1956. 

(В] Karplus W.J. and 50roka \i.W. : 

Analog Methods, Computation and 5imulation, 

Мс Graw-Hill, He~ York, 1959. 

[9Ј Huskey H.D. and Korn G.Л. 

Computers liandbook, 

Мс Grаw-Иill, New York, 1962. 

[10Ј Tomovi6 R. : 

Calculateurs Analogiques Repetitif~, 

Hasson et Соmр, Paris, 195В. 



318 PafJle Pejooii ј Nede/jko ParezQI/OrI;i 

(l1Ј Tomovic R. and Carplus W.J. t 

High-Speed Anа1оч Computers, 

John Wi1ey and Sons, New York, 1962. 

[12Ј P~legrin М. : 

Мachines А Ca1culer E1ectronlques. 

Dunod, Paris, 1959. 

~зЈ Мас Кау D.M. and Flsher М.Е. : 

Ana10gue Compitatlon at Ultra-High Speed. 

Chapman and На11 LTD, London, 1962. 

[14] Scott N.R. 

Analog and Digital Computer Technology, 

Мс Graw-Hl11, New York, 1960. 

[15] Danloux-Dumesnl1 М. : 

Le Calcul Analogique par Courants Continus, 

Dunod, Parls, 1964. 

[16] Levine L. 

Мethods for Solving Engineerlng Problems 

USing Analog Computers. 

Мс Graw-Hill, New York, 1964. 

(postoji prevod па ruskom jezlku pod naslovoffia 

Левин Л. I Методы реwеНИR технических задач с исполь­

зованием аналоговых вычислительных маwин, Москва, 1966.) 

(17] Sydow А. : 

Programmierungstechnik fur elektronlsche Analogrechner, 

УЕв Verlag Technik вerlln, 1967. 

[18] веЬеу G.A. and Karplus W.J. t 

Hybrld Computation, 

John Wl1ey and Sons, New York, 1968. 

[19] Ноган Б.А. I 

Электронные моделируащие устройства и их применение 

ДЛR исследоваНИR систем автоматического регулироваНИR, 

Москва, 1963. 

[20] Фельдбаум д.д. I 

8wчислитвльные устройства в автоматических системах, 

Москва, 1959. 



Analogni elcktronski faeunаЛ i пјјЬоvз rrimena 

[21Ј 3ттеРl'1ан И.И. I 

Матеl'1атичесние маwины непрерыв~ого деЙствия. 

Моснва. 1957. 

[22Ј St1ebitz G.R. and Larr1vee Ј.А. 
Mathemat1cs and Computers, 

Мс Graw-H111, New York, 1957. 

[23] Br~16 V. : 

Tehn1ka ra~unanja, 

Gradjev1nska knj1qa, Beoqrad, 1961. 

[24Ј Рејоу16 Р. 1 Parezanov16 N. : 

Anа10gnе ra~unske ma§1ne 1 nj1hova pr1mena, 

Rad, Beoqrad, 1963. 

[25] Korn G.A. and Korn Т.М. : 

E1ectron1c Ana10q and Hybr1d Computers, 

Мс Graw-H111, New York, 1964. 

[26] G1lbert С.Р. 
ТЬе Des1qn and Use of E1ectron1c Ana10que Computers, 

Chapman and На11, London, 1964. 

~7J B1nqu1ac S. 1 Dujmov16 Ј. : 
E1ektronske ra~unske ma§1ne I. 

Sav. stud. E1ektrotehn. fak. Beoqrad, 1967. 

l28J Dujmov16 Ј. : 

E1ektronske ra~unske ma§1ne - Ana10qna ra~unska 

sredstva - Zadac1, 
Izdanje ЕТЛN, Beoqrad, 1966. 

[29] S1m16 D. I 

• 

E1ektronsk1 ana1oqn1 ra~unar1 - Uvod u tehn1ku 

program1ranja, 

Izdanje Tehn1~ka knj1qa, Beograd, 1~70. 

[30] uputstva za upotrebu ra~unara 
а) TARA - 50 (pro1zvodnja IAT ·М. PUPIN-, Beoqrad) 

Ь) ЕА! РАСЕ 231 R (E1ectron1c Assoc1ates) 

с) TR - 10 • • 

319 



з 20 ћr.:lt PtjO'i:ii i :-ledeljko Partzanovii 

[31] Pejovi6 Т.: 

Diferencija1ne jedna~ine, eqzistencija reienja. 

Izdanje: Zavod za izdavanje ud!ben1ka SRS, 

Веоqrаd,19б7 . 

• 



321 

SA VREМENA ИЛСUNSКА 1'EНNIКA I NJENA PRIМENA 

u ovoj seriji МatematiCkog instituta dosada su publikovane sledece 
knjige: 

1. Nedeljko ParezQ1/(J'oic 
Algoritmi i progtamski jezik FORTAN IV, 
Вeograd, 1972., зtr. 272. 

2. PQf)le PгjwiC ј Nedeljko PareztJ1lOfJiC 
Anшоgni elektronski raeunari i njihova primena 
Beograd, 1972., зtr. 322. 

U pripremi za iitampu: 

3. Јuriј Sl~ 
Dinamika pro5tomih mehanаата, Вeograd, 1972. 

4. DragiJQ SlojantnJic 
Ekoпоmskо-matemаtiёki modeli Iinearnog programiranja, 
Вeograd, 1972. 

5. Мјтko StojakwiC 
AIgoritmi i automati, Вeograd, 1972. 



'4 Дт 



Pavle Рејопс 
Nedeljlto Parezanovic 

ANALOGN1 ELEКТRONSКI ВЛСUНARI 1 NJlНОVЛ РRIМENЛ 

Nacrt za korice . 

Кorekture izvrSiIi 

Tiraz ..... 

Stampanje zavrSeno 

Milan (;avCiC 

N ada Рејooiс 
Мјlan (;avCiC 
N edeljlw Parlzanwil 
Pavle PejO'ViC 

1.000 primeraka 

seplembra 1972. коЈјnе 



г4 


