


















































































































































































































































































































































112 Pavle Pejovic i Nedeljko Parezanovic

sa kojima se aproksimira funkcija £(X) u pojedinim intervali-
ma dodiruju funkciju, u prvom sluXaju f£(X) - §, a u drugom
f(X) + §, tada je o&igledno da grefka prilikom aproksimacije
iznosi 26. Prema tome, sli&nim razmatranjima, za du?inu kora-
ka hj' prema (5.1.5) dobili bismo

[
h, = 4 =
] |£(£) |

(5.1.6}
max

U ovom sludaju gredka prilikom aproksimacije funkcije £(X)
menja se u opsequ t§, dok se duZina koraka aproksimacije pove-
dava 2 puta.

U praksi, kada se koristi ova aproksimacija, &esto je zgodno da
se konstruife kriva drugog izvoda funkcije koju treba aproksimi-
rati. Odse&ci h se sada odredjuju na taj nadin 3to se polazi
od odsetka u kojem je vrednost drugog izvoda najveda, a prema
(5.1.5) 111 (5.1.6).

Ako je funkcija f£(X) data u obliku krive, ili tablice parova
vrednosti za X 1 Y, pa je nalaZenje drugog izvoda skop&ano sa
velikim te¥kodama i gre3kama, tada se ova aproksimacija izvodi
grafi®ki. Grafifka se metoda sastoji u tome 3to se pored funkci-~
je £(X) nacrtaju jo¥ i funkcije £(X) + & 1 £(X) - § u po-
veéfanoj razmeri. Zatim se, polazedi od tacke xo, povladi izlo-
mljena linija koja sede krivu -f(X), a dodiruje ili se prelama
na krivoj f£(X) + &, odnosno krivoj £(X) = §. TaXke prelama-
nja xj, Y, sada se o&itavaju sa érteia, a pravolinijski seg-
menti izmedju njih odredjuju korake hj.

Ukoliko se koristi aproksimacija kod koje & ne menja znak,
onda se aproksimacija vr3i na taj na&in, Eto se tadke xj' ?j
nalaze tako da polazeéi od tadke Xy tetiva izmedju susednih
dveju tataka dodiruje krivu f£(X) -+ §, odnosno krivu f£(X) - §.

5.2. Potenciometarski generatori funkcija

Naponsko podefavanje Zeljene funkcije
Jedan od nadina generiranja funkcije ¥ = f(X) koristi potenci-
ometar koji je napravljen tako da duZ otpornog tela ima izvode
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na jednakim rastojanjima (Sl1. 5.2.1). Broj ovakvih izvoda zavi-

+U Yo

X ,__[:Ea__ N ’:DH V=T ()

-U Y.
sl. 5.2.1. Potenciometarski generator funkcija
si od konstrukcije potenciometra. Kod savremenih ra&unara naj&e-

8¢e se koristi 19 izvoda pored dva .krajnja, tako da je poten-
ciometar podeljen u 20 otpornih segmenata.

Ovakav potenciometar se stavlja na osovinu jednog servomnoZada
koji pokrece kliza¥ potenciometra, u zavisnosti od ulazne funk-
cije X.

Da bi se na takvom generatoru postavila neka funkcija Y = f£(X),
zadata u intervalu X_ < X § X_, podeli se interval [Xo, Xn]

na 20 ekvidistantnih segmenata, zatim se za svako Xj (i =
0,1, 2, ... , 20) izradunaju vrednosti za Y. (j=0,1, 2,
ees 5 20). Ovako dobijene vrednosti (sl. 5.2.2) postavljaju se
kao odgovaraju¢i naponi na izvode potenciometra obeleZene sa

Yj (3 =0,1, 2, «.. , 20). Na taj na¢in je funkcija postavlje-
na na generator. Ako se sada kliza& potenciometra krece duZ ot-
pora potenciometra, onda e se na njemu za svako X Jjavljati
napon Y = T(X). Ovde je potrebno da se napomene da se izmedju
pojedinih izvoda na potenciometru funkcija menja pravolinijski,
pa se prilikom izradunavanja pojedinih napona, koje treba pos-
taviti na izvode, mora voditi raduna o greski, o kojoj je bilo
re¢i u predhodnom odeljku. :
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Postavljanje pojedinih vrednosti Yj (3 = 6, 1, ... , 20) vrsi
se pomodéu posebnih potenciometara Pj (j=0,1, «.. , 20), a

Yi Yio
|
1 \X2 1//1’—-\\\\\Sﬁs Y20

V]
% \V2 %5 X0 i;\‘-—"frxm X
I
I

Ys
Ys Yio Vis
AERRAREREREREERES
j——.

Yo —
[ F=T(x)

Sl. 5.2.2. Princip postavljanja funkcije na
potenciometarskom generatoru

Yi Yz
11

Y20

prema 3emi datoj na slici 5.2.3. Prekida&i Sj (=90,1, ... ,
20) sluZe da odrede znak odgovarajufe vrednosti za Yj. Postav-

+U
Y —ﬂso B
Y | o ¥
7 %
1, ¥
w VT
RIH v...:D— "
o Y
|
I.‘—ls Vao

'tf;

-]
sl. 5.2.3. &ema postavljanja funkcije na potenciometarskom
generatoru
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ljanje napona Yj mora biti paZljivo izvedeno. Stoga se treba,
prilikom postavljanja ovih napona, pridrZavati uputstava, koja
se uz ovakav generator funkcija dobijaju, a samo postavljanje
treba nekoliko puta kontrolisati snimanjem krive Y =f(x).

Upro$den na&in prikazivanja ovog generatora funkcija dat je na
slici 5.2.4.

+U
= F(x)
-uU
Ssl. 5.2.4. Grafidki simbol za potenciometarski generator
funkecija

Trebd‘napomenuti da -ako se na krajeve ovog generatora obeleZene
sa +U 1 -U dovede neka funkcija +Z i -2, onda se na izla-
zu dobija funkcija 32f(X). Na taj se na&in, pomocu ovakvog tipa
generatora funkcija, moZe izvrEiti i mnoZenje date funkcije

f(X) sa nekim promenljivim naponom 2Z(t).

Tagnost ovakvog generatora funkcija je oko 1%, a zavisi od ob-
lika funkcije f£fI(X).

Potenciometarski generator funkcija sa paralelnim

promenljivim otporima

Ovaj generator funkcija sastoji se od jednog potenciometra otpo-
ra Rp sa izvodima, &iji se klizaé_gpkreée pomoéu servomehaniz-
ma 41 niza promenljivih otpornika Pk (k =1, 2, ... , 20) ko-
ji su povezani na na¢in prikazan na slici 5.2.5. Svaki od ot-
pornika Pk (k =1, 2, ... , 20) vezan je. paralelno delu otpora
potenciometra Rp izmedju dva uzastopna izvoda.

Ekvivalentni otpor k-tog deia potenciometra, izmedju tada-

ka 2, i zk+1 ¢ Oznadimo sa Rk’k+l, bice

r,r (5.2.1)
R = ————
k,k+1 rk +r
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F(x)

Sl. 5.2.5. Potenciometarski generator funkcija sa paralel-
nim promenljivim otporima ’

gde je T vrednost promenljivog otpornika Pk' a r otpor
izmedju dva uzastopna izvoda potenciometra R_. Oznadimo sa R
ukupan ekvivalentni otpor izmedju tadaka A i B.

Usvajanjer gornjih oznaka moZe se pokazati da je ukupni otpor
izmedju tatke A 1 izvoda Zk proporcionalan ordinati ?k
funkcije ¥ = F(X) koju Zelimo da postavimo.

Da bismo ovo pokazali predpostavidemo da maksimalna vrednost ra-
zlike izmedju dve uzastopne ordinate date funkcije mora da za-

dovolji uslov Iy r
_ _ max
R(Yk+1 - Yk)max $ o5 7 ' (5.2.2)

Na osnovu ovog uslova bira se vrednost za R.
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Radi jednestavnijeg obja3njenja predpostavidemo takodje da se
radl o monotono rastudoj funkciji Y = F(X) u intervalu
~1gXg+l 1 0g¥ g1 koju treba postaviti na generator.
Vrednost funkcije ?o postavlja se pomodu otpora Po’ tako da
otpor izmedju tatke A i 2z  (sl. 5.2.5) bude

R, = ReY (5.2.3)
Izmedju izvoda 2, 1 Z° pomoéu otpora P; postavlja se vre-

dnost otpora . -
Ry = R(Y, - Y ) (5.2.4)

Na sli&an na&in izmedju izvoda zk i zk_1 pomodéu otpora 2%
postavlja se otpor _ _
R = R(Y - T _)) (5.2.5)

I na kraju pomocu otpora Py postavlja se otpor
Ry = R(1 - Yzo) (5.2.6)

Postupajuéi na ovaj nadin ukupni otpor izmedju tafaka A i B

bice
i§20
R, = R, +
aB = L Rt Re
(5.2.7)

Ryp =R[¥ + (T2 = Y)) + (T2 = ¥u) + oov + (T0- ¥ ) + (1 - ¥,0)]

ili
Ryp = R (5.2.8)
Pored toga otpor izmedju izvoda zk i izvoda A bice
i=k - - - - _ - _
Rax =i£0 Ri = R[YO + (Y, - YO) + (Y2 = Y1) + oo¢ 4+ (Yk - Yk_l)]
{5.2.9)
tj. izmedju ma kojeg izvoda k 41 tadke A bide
Ry = ReY, (5.2.10)

Prema tome, ako se tadka A priklju&i na nulti napon, a tadka

B na napon +U onda ¢e se na izvodu 2y pojaviti napon koji odgo-
vara vrednosti funkcije Yk’ pa kada se kliza& krede Sd tadke A

prema ta&ki B, na njemu fe biti promenljivi napon £(X). Pone-
kad je zgodnije, da bi se izbegle kumulativne grelke, pri
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merenju postavljati stalno otpor izmedju tadaka A i zk.

Opisani postupak vaZi za postavljanje monotono rastuéih ili o-
padajucéih funkcija. Postavijanje funkcija koje imaju i opadaju-
€i i rastuéi tok sa viSe ekstremuma vrii se na taj nadin 3to
se na prikljudke Z., koji odgovaraju ordinatama ekstremuma,
prikljuce dodatni potenciometri i pomoéu njih postave odgovara-
jude vrednosti, a zatim u opsezima gde je funkcija monotona pri-
meni prethodno opisani postupak.

VaZno je ovde napomenuti da se podeSavanje funkcije vr¥i nepo-
sredno name$tanjem odgovarajuéih vrednosti ekvivalentnih otpo-
ra u pojedinim ta&kama- Zy .

5.3. Diodni generatori funkcija

Diodni generator funkcija sastoji se od diodnih elemenata, koji
naj&esée rade u sprezi sa radunskim jednosmernim pojadava&ima.

svi diodni elementi razvijeni su iz oénovnog diodnog kola pred-
stavljénog na slici 5.3.1. Na slici je prikazana i karakteri-

R D
+
U I
- — {1 "
Us
I4
//
//
S
Us U
“‘lln

Sl. 5.3.1. Diodno kolo
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stika struje u zavisnosti od napona na ulazu ovog kola. Puna
linija predstavlja idealnu karakteristiku, dok isprekidana pred-
stavlja stvarnu karakteristiku diodnog kola.

Posmatrajuéi idealnu karakteristiku diodnog kola vidimo da se
dioda vezana u ovoj sprezi, moZe smatrati kao naponski osetlji-
vi prekida&. Naime, strujno se kolo zatvara, ako je napon na a-
nodi diode pozitivan u odnosu na katodu, tj. za Ui > UB‘ Isto
také?fstrujno se kolo otvara, ako je napon na anodi negativan
. Napon U

u odnosu na katodu, tj. za U, <v se moZe po Zelji

pode$avati &ime se tadka prelamanjg pomera dug apscisne ose.
Karakteristike ovakvog diodnog kola iskoriZdene su na razne na-
€ine da bi se napravili diodni elementi. Na slici 5.3.2. dati
su diodni elementi koji se koriste u sklopu sa radunskim pojada-
vadem za diodne generatore funkcija, zajedno sa njihovim struj-
nim karakteristikama.

1 )
R L
bt—C—1P— U
Re "
Ug— L3 — j{ Ur
= Up=RUs
(a) Us <O
I
R L
’ ' 1 Up U
|
8
Uﬁa‘sus
(b) Ug> 0

sl. 5.3.2. {(a,b) Diodni elementi za generatore funkcija

Diodni generatori funkcija dele se u dve grupe. Prvu grupu
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safinjavaju tzv. delitelji napona, koji imaju promenljive koe-

1
R L /
U } o h Io
Re ] / U
Us — ) — I Up up=§ U
Ug?> 0
(c)
1
1
R —
R = ] UP U
8
Ug —LC3—
® = lng(’/’1:r={%BUB
(d) Ug <0

sl. 5.3.2. (c,d) Diodni elementi za generatore funkcija

ficijente delenja, a drugu grupu safinjavaju rafunski pojadava-
i koji imaju promenljivi prenosni faktor, jer se u ovim kolima
nalaze diodni elementi. Na slici 5.3.3 date su Seme dva delite-~
lja napona sa karakteristikama koje se pritom dobijaju.

Drugi tip diodnog generatora funkcije koji koristi diodne ele~-
mente, prikazan je na slici 5.3.4. Funkcije £,(X) 1 £.(X)
dobijaju se kombinovanjem niza diodnih elemenata sa slike 5.3.2.
Naprimer, ako Zelimo da napravimo generator funkcije koji e da
generira funkciju Y = AX?, onda se podesi da nam bude f£,(X) =
X2, 1 £,(X) = A= 1/R, (tj. stavimo u povratnu sprequ otpor R),
Potpuna Zema generatora kvadratne funkcije datavje na slici
5.3.5. Otpori Rj i rj biraju.se tako da se dobije ba3 kvad-
ratna karakteristika struje I kada se X menja u granicama
0 £ X £ U, Na slifan nalin izborom vrednosti otpora Rj i r
mogu se dobiti i druge funkcije. Ovakvi generatori funkcija u-

3

glavnom se koriste za generiranje fiksnih funkcija, koje se u-
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potrebljavaju kod mnoZaa ili za generiranje tipi&nih funkcija

R \ ]
Ry R, Ry Ugp—— -
X Y Ugaf——— ‘ =
- |
Uy Uan [~ | }
) e 3 i
Un Uoz Ugs |L l }
X| Xz X; X
R \J
Ry R, Ry
X Y Um'———"“"—"""‘l
Us U }
Uo Up Us ’ |
1t 2 3 Um _ I
Xy X2 X X
Sl. 5.3.3. Delitelji napona
kao ex, £nX i drugih.
S )
X | Y

—11,= (X)

Sl. 5.3.4. Princip specijalnih diodnih generatora funkcija

Univerzalni diodni generatori funkcija, koji se mogu lako po-~
deSavati na proizvoljnu funkciju obi&no se grade iz diodnih e-
lemenata u obliku mosta kao 3to prikazuje slika 5.3.6.a. Ova-
kav jedan element daje pravolinijski segment, kod kojeg se na-~
gib a i tafka prelamanja M mogu lako menjati (sl.5.3.6.b).
Postupak dobijanja jednog segmenta moZe se objasniti uz pomoé
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slike 5.3.6. a i b, ako predpostavimo da se X menja u grani-

R;
X o— R
5]

Ug——
Sl. 5.3.5. Diodni generator kvadratne funkcije
a R R R ¥=Hx)
Ry
R
X
=t -Y,
R
3
(a)
Yo
X
\\
(b)) N\
Sl. 5.3.6. Princip jednog elementa univerzalnog diodnog gene-

ratora funkcija
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cama -U < X £ +U. Kada je ulazni napon X = -U, onda dioda D
ne provodi, jer je napon na anodi diode negativan u. ocdnosu na
katodu. Kako kroz diodu ne protife struja, naponi u tadkama a
i b su jednaki, pa je napon na izlazu Y = Yo. Ako napon X
raste ovi se uslovi zadrZavaju sve dotle dok dioda D ne po&ne
da provodi. Tatka u kojoj dioda poéinje da provodi moZe se po-
deSavati pomodu potenciometra P,, Z5to odgovara pomeranju talke
M duZ horizontale Y = Yo. Kada dioda provodi, onda visSe nisu
jednaki naponi u tadkama a i b, pa se napon Y na izlazu iz
drugog pojacdavada menja linearnoc, u zavisnosti od napona na u-
lazu. Nagib ove promene zavisi od poloZfaja klizada potenciome=-
tra P;. Ako je kliza& potenciometra P, na sredini, onda je

a = 0, a ako je kliza¢ bli%¥e kraju a, tada je o > 0,

Paralelnim vezivanjem, preko tadaka 1, 2, i 3, vi$e ovakvih

. dlodnih elemenata na iste pojafavafe mogu se dobiti viSe pravo-
linijskih segmenata, te se mo¥e generirati funkcija sastavljena
od viSe segmenata. Otpornik Ro sluZi da se preko njega dovodi
napon pomocu kojeg se podeSava Y.
Ovakav generator funkclja gradi se obi&no sa 20 diodnih eleme-
nata, tako da se funkcija moZe aproksimirati pomoéu 20 pravoli-
nijskih segmenata u domenu -U < X < +U, 1 ~U £ Y £ +U., Pode-
Savanje generatora je relativno prosto. Posebno se podesavaju
tatke prelaﬁanja na taj na¢in 3to se ulazni napon X postavi
na vrednost gde treba da se nalazi taka M (sl. 5.3.6.b) i
potenciometar P, se podeSava sve dotle dok se ne primeti pro-
mena napona na izlazu, 5to pokazuje da je dioda D polela da
provodi. Ma isti se nadin podese sve ostale tadke prelamanja.
Kada su prelomne tadke podeZene, onda se podeZava nagib svakog
segmenta polazeéi od X = -U. Merenje napona se vr3i na izlazu.

Osobine diodnog generatora funkcija su prili&no dobre. Tadke
prelamanja se mogu postavljati po Z2elji, pa nije potrebno da su
intervali po X osi ekvidistantni, &to je glavni nedostatak po-
tenciometarskog generatora funkcija. Na taj se nadin moZe vedi
broj segmenata postaviti tamo gde su krivine vede, pri Zemu se
postiZe veda talnost i fleksibilnost ovog ge.neratora. Pored to-
ga, diodni generator funkcija ne sadrZi nikakve mehanidke delo-
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ve koji se kreéu, pa je njegov propusni opseg (dinamidka tad-
nost) prili&no veliki. U pogledu statidke taZnosti i potenciome-
tarski i diodni generator ponaZaju se pribliZno isto.

6. UNIVERZALNI NELINEARNI ELEKTRONSKI
RACUNSKI ELEMENT

Princip rada univerzalnog nelinearnog elektronskog raunskog
elementa objasni€emo najpre na principu generiranja funkcije,
a zatim femo pokazati kako se ostale nelinearne operacije mogu
izvrSavati pomoéu ovog radunskog elementa.

Neka je potrebno generirati funkciju
y = £(x) (6.1)

Matemati®kim veli®inama x 1 y neka odgovaraju naponi X i
Y. Prema tome, problem generiranja funkcije se svodi na problem
dobijanja napona - Y za dati napon X (sl., 6.1).

Yy
VR S
aYx ¢
Yx ¥ !
Y ¥ 1
Yo ... f
Q:x;’: """"" ]
1 l
Yo K
X
X xzx’x‘ Xy X O

Sl. 6.1. Stepenasta aproksimacija funkcije

IzvrSimo stepenastu aproksimaciju naponske funkcije Y (sl. 6.1),

tako da je . =
Yo f(xo)
n = £0) (6.2)
Y = f(xn}

Oznadéimo sa ’

AY, =Y =~ X (k =0, 1, ... , n} (6.3)

x k x-17

gde je Y-l = 0, tada fe biti
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Yk =.Z AYi = f(xk); (k = 0, 1, ees ¢ n) (6'4)

Ofigledno da tacdnost stepenaste aproksimacije (sl. 6.1) zavisi
od broja n. 3to je n vede generirana funkcija bide ta&-
nija. Iz jednaline (6.4) se vidi da je za realizaciju izloZe-~
nog principa generiranja funkcije potreban jedan elektronski
sabira&. Za postavljanje priraitaja AYk, koji od slu&aja do
sludaja mogu biti razli&iti, potrebni su potenciometri, a za
sukcesivno dovodjenje prira3taja na ulaz sabirafa neophodni su
amplitudno zavisni elektronski prekida&i. Ovakvi prekida&i su
sagradjeni od kombinacije amplitudnog komparatora i obi&nog e-
lektronskog prekidada.

Blok Sema elektronskog uredjaja za generiranje funkcija po
izloZenom principu prikazana je na slici 6.2. Na ulaz I dovo-
di se napon X, a na ulaz II konstantan napon U.

v POe
+‘——ﬁ 05M OS5M

<
F
»
NE X

Al

]
05M 0S5M

EPa

Sl. 6.2. Blok Zema univerzalnog nelinearnog rafunskog
elementa

Postavljanje zadate funkcije (6.1) sastoji se u slededem: na
potenciometre oznalene sa PAk, (k = 6; 1, ... , n) postavljaju
se naponi proporcionalni vrednostima apscisa X, samo suprot-
nog znaka, a na potenciometrima PO, naponi proporcionalni sa
vrednostima AYk, (k =0,1, ... ,_n). Posle ovoga nije tesko
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objasniti rad generatora funkcija.

Amplitudni komparator AKk poredi vrednost ulaznog napona X

sa naponom na kliza&u potenciometra PAk, a to je napon Xk.

Sve dok je X < Xk izlazni nivo amplitudnog komparatora je vi-
sok, usled &ega je elektronski prekida& EPk zatvoren, te pri-
radtaj AYk sa potenciometra Pok' ne dospeva na ulaz pojadava-
¢a A. Medjutim, &im bude X 3 Xk, izlazni nivo amplitudnog kom-
paratora postaje manji od nule i to toliko da elektronski preki-
da¢ EPk prekine vezu sa masom (uzemljenjem), te napon sa poten-
ciometra POk prelazi na ulaz pojatavaa A. Prema tome, kada je
zadovoljen uslov X 2> Xk, napon na izlazu iz generatora dobija
prirastaj AYk, preko potenciometra POk, 8to je u saglasnosti
sa oblikom funkcije na slici 6.1.

Na ulaz II (slika 6.2) doveden je napon +U i napon -U, &i-
me je omoguéeno generiranje i opadajuéih funkcija. O¢igledno je
da vrednost napona U utife samo na razmeru, a da je oblik
stepenaste funkcije odredjen poloZajima potenciometara PO, i
PAk (k =0, 1, ... , n).

k

Oznatimo sa Y. naponsku funkciju na izlazu generatofa na sli-
ci 6.2, a sa F stepenasto aproksimiranu funkciju £, postav-
ljenu na potenciometrima Pok' za ekvivalentne vrednosti apsci-

sa odredjenih potenciometrima PAk. Tada je

Y, = U-F (X} (6.5)

Ako umesto konstantnog napona U dovedemo vremensku naponsku
funkciju z(t), a umesto naponske funkcije X, proizvoljnu vre-
mensku funkciju g(t), gde je t vreme, onda se iz (6.5) lako
dobija

Yo (£) = z(t)-F[g(t)] (6.6)
Iz relacije (6.6) vidi se da univerzalni nelinearni element mo-
Ze da generira datu funkciju F, od proizvoljne ulazne funkcije
g(t) i da rezultat ove operacije pomno%fi sa drugom proizvolj-
nom ulaznom funkcijom z(t).

Navedimo osnovne operacije koje se mogu izvrZavati pomoéu uni-
verzalnog nelinearnog ra&unskog elementa.
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1. 2Zza z(t) =1 1 g(t) =t, dobija se generiranje funk-
cije:
YG(t) = F(t) (6.7)
2. za z(t) proizvoljno i g(t) = t, dobija se mnoZenje
funkcija, tj. '
Y (t) = z(t) F(t) {6.8)
3. Za z(t) =1 i g(t) proizvoljno, dobija se generi-
ranje zadate funkcije od proizvoljne ulazne funkcije g(t), tj.

Y (t) = Flgt)] (6.9)

4, zZa z(t) 1 g({t) proizvoljno dobija se operacija (6.6},
t3.
J Yo (t) = 2(t)-Flg(v)] (6.10)
Primer: Na slici 6.3 prikazan je izgled funkcije

t) (6.11)

Yo (t) =uQ - e
kada se generira pomodu univerzalnog nelinearnog elektronskog
radunskog elementa. Funkcija je genefirana u intervalu
0 £ t € 3. Ovaj interval je podeljen na 20 podintervala, a vred-
nost funkcije unutar svakog podintervala je konstantna i jednaka
vrednosti funkcije na sredini intervala.

()

U
1,0
0,81
0,6
0,4
0,2}

o 0,5 1 1,5 2 2,5 3 ¢

Sl. 6.3. 1Izgled funkcije (6.11) generirane pomodu univer-
zalnog nelinearnog elektronskog radunskog elementa
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7. LOGICKI I DRUGI ELEMENTI ANALOGNIH RACUNARA

PojaZava&, potenciometar, mno%al i generator funkcija &ine os-
novne radunske elemente jednog univerzalnog analognog- radunara,
Medjutim, vrlo &esto takvi ra&unari, ako su vedeg kapaciteta,
sadrfe i neke logiZke i druge elemente, koji sluZe kao dopuna,
da bi se mogli redavati i neki sloZeniji problemi. U ovu grupu
spadaju naprimer: dioda, komparator, rezolver i razni pasivni
elementi pomoéu kojih se mogu praviti pasivne mreZe. Na taj se
na&in pro3iruju moguénosti univerzalnih analognih radunara i

na re3avanje nelinearnih problema, koji se vrlo &esto telko 1ili
nikako ne mogu re$iti matematiZkim metodama.

7.1. Dioda

Dioda se ustvari pona3a kao neka vrsta ventila. Ova njena oso-
bina se koristi naroéito kod diodnih generatora funkcija, o ko-
jima je veé bilo re&i, gde ona sluZi da se generator prebaci iz
jednog radnog stanja u drugo. Obi&no se koristi u zajednici sa
radunskim pojacavalem. Ona je sastavljena od dve elektrode, a-
node i katode, i nekog, tzv. poluprovodnifkog medijuma. Kada je
elektriéni potencijal na anodi diode veéi od potencijala na ka-
todi, onda ona provodi struju, i pona3a se kao provodnik. Ako
je pak, potencijal katode viZi od potencijala anode, onda dio-
da ne provodi struju, veé se ponaSa kao izolator, te kaZemo da
je di&ﬂa zatvorena. Stoga se dioda moZe uporediti sa nekim ven-
tilom koji u jednom smeru propulta, a u drugom ne propuita ted-
nost, odnosno u sluaju diode radi se o provodjenju ili nepro-
vodjenju elektri¥ne struje. Idealna karakteristika diode je ta-
kva da je njen elektriéni otpor u propusnom smeru nula, a u ne-
propusnom beskona&an. Medjutim, stvarna karakteristika diode u
propusnom smeru ima neki veoma mali otpor, razliéit od nule,
dok u nepropusnom smeru ima veliki, ali ipak konadni otpor. O~
vaj .odnos otpora, kod dioda koje se koriste u rafunske svrhe
iznosi od 10000:1 do 100000:1, pa se za praksu karakteristi-
ka diode mofe smatrati idealnom (sl. 7.1.1)
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idealna

[—stvarna
I

e e s S u

Sl. 7.1.1. Karakteristika diode

Nadlin koriiéenja diode
Dioda se moZe koristiti na dva nadina. Prvi je na&in kada se
ona koristi kao usmera&, tako da prenosi pozitivan potencijal,
a ne prenosi negativan potencijal sa svog ulaza na izlaz. Ako
je izlazni napon iz nekog radunskog elementa Y;(t), i ako se
taj napon dovodi na ulaz u diodu (sl.7.1.2) na izlazu iz diode
se dobija napon

Y, (t) za Y,;(t) >0

Y(t) = (7.1.1)
| o za Y;(t) €0

koji moZe biti ulazni napon za slededi radunski element.

PREDHODNI |  Y(t) . . Y(t) SLEDEéI'

~—] ratunski —————] ratunsii —

ELEMENT ELEMENT

Ssl. 7.1.2. Kori¥denje diode kao usmerada

Drugi nad&in koriScéenja diode sastoji se u povezivanju diode sa
dva otpornika, kako je to oznadeno na slici 7.1.3- U ovom slu-
gaju napon Y, (t) dovodi se na jedan kraj otpora R;, &iji je
drugi kraj preko otpora R: spojen sa potencijalom =-U. Kada
dioda ne provedi, struja kroz ova dva otpora odredjena je izra-

zom: Y,{t) + U
I(t) = —m—o (7.1.2)
Ry + Ry
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§l. 7.1.3. KoriScdenje diode kao logidkog elementa
Prema tome, potencijal tadke D bide

RY; (t) - RU
U = Ya(t) - RyI(E) = (7.1.3)
’ "Ry + Ry

Iz (7.1.3) sledi da ée se tatka D nalaziti na nultom potenci-
jalu ako je R,

Y, () = 5 v (7.1.4)

tako da za izlazni napon diode Y(t) va%fi

R,
UD' za Y, (t) > ﬁ; U
Y(t) = R (7.1.5)
0, za Y3 (t) € " U
2

Dioda se ovde pojavljuje kao logi&ki element sa Eirim moguéno-
stima, nego %to je to bilo u predhodnom sludaju, kada je prime-
njena kao usmera&. Ovaj na&in koriSfenja diode primenjen je kod
generatora funkcija.

7.2. Komparator

Na slian na&in kao i dioda, komparator je radunski element ko-
ii ima dva razli&ita stanja u zavisnosti od toga kakav je odnos
napona na njegovim ulazima. Upro3éena blok 3ema komparatora da-

ta je na slici 7.2.1.
+

U/

- 4+
A
2 K I
1 2
Sl. 7.2.1. Principska ¥ema komparatora

]
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Komparator se sastoji od jednog elektronskog pojagavaa i jed-
nog relea sa dva prebaciva¥ka kontakta. Pojafavalki deo ima
dva ulaza na koje se dovode radunski naponi U; i U,, a pode-
Sen je tako aa kada je zbir ovih napona manji od nule, onda se
kontakti relea nalaze u jednom poloZaju (oznafenom sa =), a
kada je zbir veéi od nule, kontakti relea se prebacuju u drugi
poloZaj (ozna&en sa +).

Dobre strane komparatora su $to se promenljivi naponi X(t) ili
Y(t), ako se dovedu na kontakte ozna¥ene sa (-) odnosno sa (+),
mogu u potpunosti preneti na kontakt (1) 1ili (2) u zavisnosti
od kriterijuma na ulazu. Na taj na&in, sledeéi radunski element,
ako je spojen sa tadkom (1) ili (2) dobija odgovarajuéi napon
X(t) 1ili ¥ (t), u zavisnosti od stanja napona U; i U, na
ulazima komparatora. Medjutim, losSa strana komparatora je nemo-
guénost: trenutnog prebacivanja relea. Vrewme prebacivanja relea
koje obi&no iznosi 1 do 2 ms, u zavisnosti od tipa pojafava&-
kog dela i samog relea, unosi izvesnu gres$ku u rad raéunara.
Ali, u najvedem broju tehnifkih problema, koji se reSavaju na
analognim radunarima, vreme prebacivanja relea je zanemarljivo
malo.

Nadin kori$éenja komparatora _

Komparator se moZe koristiti na viSe na&ina i u razli&ite .svr-
he. Ovde éemo se ograniditi samo na najprostije na¥ine kori¥de-
nja u cilju obja3njenja osnovnih mogudnosti ovog elementa u a-
nalognom radunaru. SloZenije primene komparatora za generira-
nje tipiénih nelinearnosti i za promene strukture programa na
analognim raunarima bide date u daljem tekstu.

Komparator kao radunski element omoguéduje uvodjenje logi&kih
uslova u matematidke modele koji se postavljaju na analognom
rafunaru. Na ovaj nadin je moguée automatski menjati strukturu
programa u zavisnosti od rezultata dobijenih u toku rada radu-
nara. Na slici 7.2.2. data je blok Sema komparatora sa jednim
prekida&em,

Rad komparatora K, matematitki se opisuje sledeéim relacijama:
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‘X(t) za U, {t) + U () €0
ZeE) =~ ' (7.2.1)
' Y(t) za Up(t) + U(t) > 0

X Y

LI
Uftl—

Z(t) |
§1. 7.2.2. Xomparator

Izborom raznih vrednosti za napone U,(t) i U,(t) mogu se pos-

tavljati razli&iti uslovi za izlaznu funkciju Z(t). Tako, ako
je U, (t) = const., onda se moZe usloviti izlaz 2Z(t) u zavi-
snosti od nivoa funkcije U, (t). Takodje i jedna od funkcija
X(t) 1ili Y(t) moZe biti kornstanta, pa prema tome, izlazna
funkcija 2Z(t) moZe predstavljati promenljivu fﬁnkciju 11i kon-
stantu, a u specijalnim Sluéajevima i nulu.

Komparator moZ¥e da sluZi i za dobijanje apsolutne vrednosti
(modula) neke funkcije, ako se poveZe sa jod jednim poja¥ava-
Cem (sl. 7.2.3). Kada je X < 0, onda se kontakt relea nalazi u

X *—1%—3‘ Ixl
O .

Sl. 7.2.3. Kori¥éenje komparatora za dobijanje funkcije
[x(t) |

tatki (-), pa se u tagtki A 3Jjavlja velidina -X sa promenje-
nim znakom, tj. |X|. Ako je pak X > 0, onda e se kontakti re-
lea prebaciti u poloZaj (+) 1 u ta¥ki A se javlja veli&ina
+X. Prema tome, na izlazu iz ovako povezanog komparatora, tij.

u tafki A, pojavlijuje se funkcija |X|, &iji je grafi¥ki pri-
kaz dat na slici 7.2.4.
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Y=

sl. 7.2.4. 1Izlaz iz komparatora sa 3Seme na slici 7.2.3,

7.3. Rezolver — razlagat

U problemima koji se odnose na stabilnost i putanje letilica,
aviona, raketa, brodova, podmornica i sli&nih objekata, javlia
se potreba za koriféenjem raznih koordinatnih sistema u jednom
istom zadatku koji se reSava na radunaru. To se narolito ispo-
ljava kada ovi problemi sadrZe sile, momente i sli&ne veliline,
&ije komponente treba da budu izra¥ene u raznim koordinatnim
sistemima. Stoga, da bi se ovakvi problemi mogli lak3e reSava-
ti potrebno je vr¥iti .transformaciju raznih vektorskih veliéina
iz jednog u drugi koordinatni sistem. Pritom se javlja potreba
za generiranjem trigonometrijskih funkcija (najéesSdée sinusa

i kosinusa) neke promenlijive.

Da bi se omoquéila transformacija neke vektorske velidine iz
jednog koordinatnog sistema u drugi potrebno je na prvom mestu
izvr3iti razlaganje vektorske veli&ine na komponente, u odredje-
nonm koordinatnom sistemu. Rafunski element koji moZe da vrii o-
vakvu oﬁeraciju naziva se razlagal ili rezolver. Ustvari razla-
ga® ili rezolver je radunski element koji mo%e da d4 na svojim
izlazima sinus i kosinus nekog promenljivog ugla 6 koji je u
obliku napona 0 Vdoveden na ulaz rezolvera,

Po svojoj konstrukciji rezolver je ustvari servomnoZad, koji u-
mesto svih linearnih potenciometara sadr#i i nelinearne potenci-
ometre koji_su gradjeni tako da se na njihavim klizaZima javlja
napon proporcionalan sa sin® umesto sa 0, kao 5to je to slu-
¢aj kod linearnog potenciometra. Ustvari na osovini motora ser-
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vomnoZada nalaze se dva potenciometra sa po dva kl;za&a, koji
su kod jednog potenciometra pomereni za 9o° jedan u odnosu
na drugi (sl. 7.3.1). Na jednom kliza®u javlja se napon propor-

POZICIONY ’ |
SERVO

*-U +R 1-R
Rsin © Rcs®

Sl. 7.3.1. Rezolver - razlagad
cionalan sa sin® a na drugom sa cos©.

Potenciometar, koji se naziva jo3 i sinus-kosinus potenciometar,
napravljen je tako da ima 4 kvadranta koji su ekvivalentni sa
vrednostima sinusne funkcije ugla © izmedju -180° < o < +180°.
° 4 o= +180° potencio-
metar je spojen sa masom (napon nula), dok se u tafkama, koje

U tatkama koje odgovaraju uglu © = 0

odgovaraju 0 = +90° na potenciometar dovodi napon $R, propor-
cionalan sa intenzitetom vektora T, koji treba razlofiti na
komponente u pravouglom kooordinatnom sistemu. Prema tome, kada
se na ulaz u servosistem dovodi promenlijiv napon 0, proporcio-
nalan uglu 6, na kliza&ima se javlja napon proporcionalan sa
Rsin@ i Rcos® (sl. 7.3.1). Na osovini serva ovakvog rezolve-
ra nalaze se obi¢no dva sinus-kosinus potenciometra i 2 do 3
linearna potenciometra, od kojih jedan sluZi za pozicioniranije,
kao kod servomnoZfala, dok se ostali mogu koristiti za mno%enje.

7.3.1. Transformacija koordinata pomoéu rezolvera

U analognoj radunskoj tehnici koriste se razli¥ite transforma-
cije koordinata koje se uglavnom svode na
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" a) Transformaciju polarnih u pravougle koordinate,
b) Transformaciju pravouglih u polarne koordinate i
c¢) Rotaciju pravouglog koordinatnog sistema za ugao ¢.
Transformacija polarnih u pravougle koordinate

Da bi se koordinate r i 6 neke take P date u polarnom ko-
ordinatnom sistemu, izrazile u pravouglom koordinatnom sistemu,
kao koordinate x i y, koriste se poznate relacije (sl. 7.3.2),

y

y
O— 'Q

S1. 7.3.2. Veza polarnih i pravouglih koordinata

X = r cosf i y = r siné (7.3.1)

Ove se relacije mogu lako ostvariti pomoéu rezolvera povezanng
prema slici 7.3.1, pri Zemu se na klizalima nelinearnog poten-
ciometra javljaju naponi R sin® i R cos@, gde je © napon
koji se dovodi na ulaz rezolvera. Radj lakfeg odredjivanja raz-
mere umesto ©, na ulaz se dovodi napon 0/2, a na krajeve po-~
tenciometra za pozicioniranje dovodi se napon 0.9 U (U je- je~
dini&nf napon radunara)., Prema tome, na klizadima se javljaju
naponi

X = R cos® i Y = R sin0® (7.3.2)

Transformacija pravouglih u polarne koordinate

Koordinate x 1 y neke tagdke P iz pravouglog koordinatnog
sistema mogu se transformisati u polarne koordinate r i 6
uz pomo¢ relacija

r=+v x*+y? i 8 = arctg % (7.3.3)
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Umesto direktnih matemati&kih operacija, koje su definisane re-
lacijama (7.3.3) za ovu transformaciju koristi se implicitni
ratun. Time se izbegava kvadriranje veli&ina x i vy, generi-
ranje kvadratnog korena, kao i delenje veli&ina x i y i ge-
neriranje inverzne funkcije tangensa.

Da bi se koristile implicitne matematilke operacije posmatraijmo
sliku 7.3.3. Sa slike se vidi da je du¥ OP odredjena u pra-

&
-2

ol X Q
sl. 7.3.3. Transformacija pravouglih u polarne koordinate

vouglom sistemu sa

OP =r = x cos® + y sin® (7.3.4)
Isto tako je &5 . x sine = y cos® (7.3.5)

Relacija (7.3.5) moZe da posluZi za odredjivanje ugla 6. Sto-
ga, ako se na odgovarajude potenciometre rezolvera dovedu napo-
ni X i Y (sl. 7.3.4), a sa kliza%a naponi X sin® i Y cos@
vode na sabira%, a razlika ova dva napona dovodi na poja¥avad
koji se'koristi za pozicioniranje serva, onda e relacija
(7.3.5) biti zadovoljena samo za ono O, za koje je razlika

X sin@ 1 Y cos® jednaka nuli. Ofigledno je da se tada na iz-
lazu servopojadava&a javlja napon nula, te osovina motora zau-

zima odredjen ugao O,

Po3to se napon za pozicioniranje osovine serva dobija kao raz-
lika veli¥ina X sin® i Y cosB, to fe ova razlika koja se
vodi na servopojadaval, za odredjeno 9, zavisiti od vrednosti
X i Y. Prema tome, napon gredke koji pokrefe servomotor zavi-
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sife i od veli&ine R, pa €e pojafanje servomehanizma biti pro-

+U

AR SERVO

Y -X+Y =Y

. Xsin 8 Ysin © chﬂ

[Fes® :l >“'-R

Sl. 7.3.4. Rezolver za transformaciju pravouglih u polarne

kcordinate

menljivb, tj. proporcionalno sa R. Ovo bi sa tehnidke strane
dovelo do velikih smetnji, naro&ito pri malom R, jer bi dove-
lo do nestabilnog rada serva. Stoga, da bl se izbegla ova poja-
va, koristi se jedan uredjaj za automatsih regulaciju pojaZa-
nja (ARP), koji podeSava pojafanje serva tako da je ono uvek
konstantno bez obzira na promene R.

Sabiranjem napona-sa preostala dva klizada preko jednog sabira-

&a, dobija se
X Y

4 Y
AT+ y? &7+ ¥l

= /X% + y?

(7.3.6)

R = X-cosO + Y+sin® = X

8to ustvari nije ni3ta drugo nego relacija (7.3.3).

oOvako izvedena implicitna realizacija za dobijanje ugla © i
veli&ine R, veoma se Cesto koristi i ima veliku vaZnost u ana-
lognoj radunskoj tehnici. Stoga je potrebno ispitati da 1i je
sistem, povezan prema slici 7.3.4, stabilan. Kriterijum stabil-
nosti zavisi od znaka parcijalnog izvoda po 0, i ako je ovaj
izvod negativan u okolini nulte ta&ke, onda je sistem stabilan.
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Kako je prema (7.3.5)

F = =X sin® + Y cos® (7.3.7)
to je ) )
3F _ _ - =X _ ¥ _.
6 = X cos® Y sind = - R R R (7.3.8)

pa kako je R uvek pozitivno parcijalni izvod biée uvek nega-
tivan te €e ovako povezan sistem biti stabilan u sva Cetiri kva-
dranta za 0. ‘

Ovde treba napomenuti da se napon koji odgovara uglu ©/2, moZe
dobiti na klizadu potenciometra za pozicioniranje, koji se u
ovom sludaju ne koristi u kolu servosistema (sl. 7.3.4)

Rotacija pravouglog koordinatnog sistema

Rotacija pravouglog koordinatnog sistema za ugao ¢, tj. tran-
sformisanje koordinata neke tatke P iz sistema Oxy u sistem
0xy (sl. 7.3.5) moZe se vriiti pomodu relacija

X cosd + y siné

X
(7.3.9)

Yy -x sin¢ + y cos¢

gde je sa ¢ oznaden ugao izmedju pozitivnog smera x-ose i
pozitivnog smera x-ose meren u obrnutom smeru kazaljke na sa-
tu.

y P

Sl. 7.3.5. Rotacija pravouglog koordinatnog sistema

Relacije (7.3.9) mogu se ostvariti poroéu Zeme na slici 7.3.6,
gde se izlazi sa klizaZa pojedinih sinus-kosinus potenciometa-
ra dovode na odgovarajuc€e sabirade. Ugao ¢ pozicionira se po-
mocu napona ¢ koji pode3ava sve klizade potenciometara.
Jedna&ine (7.3.9) mogu se smatrati i kao izrazi za transforma-
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ciju koordinata jednog vektora iz jednog pravouglog koordi-

Xsin® Yoo hi!:)»:y

Sl. 7.3.6. Rezolver za rotaciju pravouglog

kooordinatnog sistema

> >
natnog sistema u drugi. Neka su naprimer 41 i j jedini&ni vek-
tori duZ2 x i1 y osa resprektivno, a a ib jedini&ni vek:
tori du¥ X 1 Y osa rotiranog sistema (S1.7.3.7). Vektor r.

Sl. 7.3.7. Transformacija koordinata vektora
&1ji se vrh nalazi u tadki P u Oxy sistemu se razlaZe na
t=xl+y3 (7.3.10)
odnosno u sistemu O§§ na

> - -
r = xa + yb (7.3.11)
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gde su x i y odnosno x i y komponente vektora r u
pravcu odgovarajuéih osa. —

Veza izmedju dva koordinatna sistema u matridnom obliku data je
relacijom

»®i

13 18] [ g

. (7.3.12) __
v 1.5 3.8] |y
Kada se ova matrica razvije daje relacije (7.3.9), jer kvadrat-
na matrica daje kosinuse pravaca u oba koordinatna sistema, tj.

1.2 3-3 cos¢d siné
= (7.3.13)
1. 3-% -sin¢ cosé
posto je
3.3 = |3|-|3]cosv = cosy (7.3.14)

gde je ¥ ugao izmedju dva vektora, u ovom sludaju J -
Kako je medjutim, prema slici 7.3.7

¥ = 90° - ¢ ' (7.3.15)
to se izraz (7.3.14) svodi na
J.a = sin¢ (7.3.16)

Na slifan se na&in dokazuje pravac ostalih jedini&nih vektora
iz relacije (7.3.13).

Poito je rezolver u sultini potenciometarski uredjaj, on ima
veliku izlaznu impedansu, pa je stoga, kao i svaki potenciome-
tar, podloZan grefkama usled opteredenja klizafa ulaznom otpor-
no$éu slededeg ratunskog elementa., Ali za razliku od obi&nog
potenciometra ove se grefke né mogu lako korigovati obi&nim do-
davanjem jo3 jednog otpora na kliza§ potenciometra za pozicio-
niranje, jer su sinus-kosinus pdtenqiometri nelinearni. Zbog
toga se veé prilikom konstrukcije ovakvog potenciometra mora
voditi o tome rafuna, te se sinus-kosinus potenciometar gradi
tako da se na njemu javlja taZan napon samo onda-kada je njegov
kliza¢ opeterefen jedini&nim rafunskim otporom (Kod ra&unara
koji rade sa 100V ovaj otpor iznosi 1M). Na taj nadin se e-
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liminiSe gre3ka, ali samo u sluaju kada rezolver daje napon
ra&unskom pojadavau preko jedini&nog ulaza.

Ostale osobine rezolvera su iste kao i kod servomnoZada koji i-
ma jednoobrtne potenciometre. Stoga se obi&no na osovinu rezol-
vera dodaju jo$S nekoliko {1 do 3) linearnih potenciometara

za mnoZenje, pa ako se ne koristi kao rezolver, ovaj radunski
element moZfe da se koristi kao obilan servomnoZa&. Ovde treba
napomenuti da i u pogledu razmera za X, Y i R va¥i isto
ito 1 za servomnoZacd. .

$to se tide razmere za ulaznu promenljivu 6, ona se odredjuje
tako da za ugao 6 = 1° napon na ulazu © treba da je 0.5V
(kod radunara koji rade sa U = 100V), il1li © = 0.05V (kod ra-
dunara koji rade sa U = 10V). Zbog toga se na potenciometar
za pozicioniranje i ne dovodi pun rafungki napon, veé 0.9U.
Ovo daje dovoljno dobru tadnost, ali ograniava ugao 6 u

opsegu -180° < o < +180°.

7.4. Element ,prati—pamti“ (track—store)

—~Qvaj element ima dva ulaza i jedan izlaz (sl. 7.4.1). Na jedan
ulaz se dovodi funkcija X(t), a na drugi ulaz komandni singal
U(t). Komandni signal mo¥e biti jednak nuli ili imati vrednost

R

X(t)°—é:}j>——I:C)-—7
St b
i

2
(>—<>—o Yl

S1, 7.4.1. Element "prati-pamti" (track-store)

U, > 0.Izlaz Y(t) iz ovakvog elementa imade razlifite vrednosti
u zavisnosti od vrednosti komandnog signala U(t).
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a) Ako je U(t) = 0, tada €e ovaj ralunski element pratiti
ulaznu funkciju X(t), sa promenjenim znakom, tj. bide

Y(t) = =X{(t) (7.4.1)

b) Ako je u trenutku tl’ komandni signal dobio vrednost
U(t) = Ug > O, tada e izlazna funkcija imati vrednost

Y(t) = -X(tl), t >t (7.4.2)

1
Ovaj element (sl. 7.4.1) se realizuje na slidan naéin kao i
integrator (sl. 3.2.6), s tim 3to se ulazna funkcija X(t) dovo-
di na ulaz za podetni uslov, &ime se prema relaciji (3.2.25) za
dovoljno malo C, postiZe da ulaz Y(t), prati ulaznu funkciju
X(t) sa promenjenim znakom. Prekida& S1 se komanduje ulaznim
signalom U(t) , tako da je S1 u poloZaju 1 ako je U(t) = O,

a s, je u poloZaju 2, ako je U(t) = Ug > O, &ime se prekida
pradenje ulazne funkcije X(t) i izlaz dobija vrednost !(t)=-x(t1).

Za datu ulaznu funkciju X(t), na sl. 7.4.2,, i dat komandni
x(t)

———
-
-

utt)

y(t)

é:
o™ o——T —>™ o©o
[
y

t, t

S1., 7.4.2. Izlaz iz elementa "prati-pamti" u zavisnosti
od ulaza i komandnog signala

signal U(t), prikazan je oblik izlazne funkcije Y(t).




Analogni elektronski ratunari i njihova primena 143

11 ORGANIZACIJA UNIVERZALNIH ANALOGNIH
ELEKTRONSKIH RACUNARA

1. UVOD

U predhodnoj glavi bilo je reéi o pojedinim radunskim elementi-
ma analognih elektronskih ra&unara. Svaki ovakav ra¥unski ele-~
ment, kao 5to smo videli, konstruisan je tako da izvr$ava odre-
djenu elementarnu matematifku operaciju. ReSavanje sloZenih ma-
tematidkih zadataka obavlja se odgovarajuéim povezivanjem pot-
rebnog broja radunskih elemenata, a u zavisnosti od oblika ma-
tematifkog modela koji se Zeli analizirati pomodu ra&unara.

Sastavljanje blok Zeme za povezivanje ra&unskih elemenata u ci-
lju prenoSenja problema - postavljanja i refavanja, na analog-
nom ralunaru, naziva se programiranje. Fizi&ko povezivanje ra-
dunskih elemenata prema zadatoj blok Zemi - programu, kod raznih
radunara, izvodi se na razli&ite nadine u zavisnosti od konstru-
kcije radunara.

Struktura blok Seme - programa, po kojoj se povezuju radunski
elementi na analognom radunaru zavisi od oblika matematidkog
modela. Medjutim, na analognom ra&unaru mogu se reSavati samo
oni problemi koji imaju odredjene konkretne vrednosti svih ma-
tematidkih veli¢ina koje ulaze u matematidki model. Kada je reé&
o diferencijalnim jednad¢inama, to znadi da svi po&etni uslovi
kao i1 svi koeficijenti moraju biti odredjeni brojno i postavlje-
ni na analognom rafunaru. Stoga se pre poletka reSavanja nekog
problema mora obezbediti na&in postavljanja po&etnih uslova na
radunaru. Sa postavljenim poletnim uslovima raduna> moZe da pre-
dje na reZim rada u kojem se dobija reSenje matemati&kog mode-
la. Ovo reSenje najle3ce je funkcija koja se na analognom radu-
naru predstavlja odgovarajuéom naponskom funkcijom.

Uredjaj koji sluZi za prikazivanje naponske funkcije, u obliku

pogodnom za pradenje reSenja matematifkog modela od strane ko-

risnika ra&unara, naziva se izlazni uredjaj ili uredjaj za odi-
tavanje resenja.

svi problemi, kao $to su prenoZenje programa na analogni radu-
nar, postavljanje podetnih uslova, o&itavanje i indikacija re-
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Senja, komandovanje radom rafunara i sl. bife razmatrani u ovoj
glavi. Prema tome, pod organizacijom analognih ra¥unara podrazu-
mevamo ne samo tehnidka reZenja vezana za rad ra¥unskih elemena-
ta, veé¢ i za rad analognog rafunara u celini., Poslednjih se go-
dina znatno usavrXio na&in kori%éenja savremenih analognih ra¥u-
nara, te smatramo da ova oblast zasluZuje da bude tretirana iz-
dvojeno od radunskih elemenata rad&unara.

Na slici 1.1. data je Sema na kojoj je prikazana struktura ana-
lognog radunara u celini. Izvori za napajanje obezbedjuju potré-
bne napone za rad ra¥unara. Ovde je potrebno razlikovati ra&uns-
ke napone i napone napajanja pojedinih elemenata i uredjaja ra-
&unara.

Progra m‘
1zvori Radunski 1zlazni
napajarya elementi uredjaj
B 1 f
| I [
1 A !
! Komandni |
IO blok F————— 4

S1. 1.1, Organizacija analognog ra&unara

Program se na radunaru postavlja fizi&kim povezivanjem odgovara-
juéih raZunskih elemenata. Pored ovoga, kod najmodernijih radu-
nara, programom se mogu predvideti i posebne intervencije sa ko~
mandnog bloka ra&unara. '

Komandni blok obezbedjuje sve komandne signale koji upravljaju
radom analognog ra%unara. Osnovni signali ove vrste su namenje-
ni za puStanje radunara u rad i zaustavljanje radunara. Pored
ovoga, komandni blok obezbedjuje razli&ite reZime rada ra¥unara,
kao ¥to su pode¥avanje potenciometara, podetnih uslova, radni re-
Zim i dr. Savremeni ralunari, grade se tako da mogu da rade
Sporo i repetitivno, pa se i za ove reZime na komandnom bloku

nalaze odgovarajuée komande.
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2. SPORI ANALOGNI RACUNARI
2.1. Re%imi rada sporih analognih ratunara

Kod sporih analognih radunara potrebna je intervencija &oveka,
preko komandnog bloka, da bi se raZunar doveo u radni reZim
ili da bi se zaustavio u toku rada. Da bi se omoquéio normalan
rad sporog analognog radunara potrebni su sledeéi reZimi rada
u koje se radunar moZe dovesti spoljasnjom intervencijom
Goveka:

postavljanje potenciometara,

postavljanje pofetnih uslova,

normalni rad rafunara - "radunanje", i
- zaustavljanje ralunara - "pamcéenje".

Pored ovih osnovnih reXima rada,kod savremenih veéih radunara,
postoje i drugi reZimi rada koji obavljaju posebne operacije,

kao #to su provera pojedinih radéunskih elemenata,ispitivanje pro-
blema u statifkom reZfimu, itd. Uz pomoé ovih refima u nekim slu-
tajevima se mogu lako otkriti gre3ke koje se javljaju bilo us~
led kvara nekog od rafunskih elemenata, bilo usled pogreinog
programiranja, &ime se olakSava i ubrzava rad sa ra&unarom.

U daljem izlaganju femo se zadrZati samo na osnovnim reZimima
rada radunara. ' V

Svaki od navedenih pet osnovnih reZima rada bide posebno razma-
tran.

2.2, Postavljanje potenciometara

Kada su radunski elementi elektriZno povezani prema postavlje-
nom programu, treba izvrSiti postavljanje svih potenciometara
koji udestvuju u programu. Postavljanje potenciometara se sas-
toji u prenofenju brojnih vrednosti za konstante i parametre iz
matematikog modela na odgovarajude potenciometre u analognom
modelu na radunaru. Prilikom postavljanja potenciometara treba
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voditi racuna o eventualnom opetéreéenju potenciometra ulaznom
otpornoscu slededed rafunskog elementa. Uticaj opteredenja na
tadnost potenciometra razmatran“jé u prvom delu knjige (odeljak
I.2). Da bi se kod postavljanja éotenciometara uzelo u obzir i
opteredenje potenciometra,potrebno je najpre izvr3iti elektriéno
povezivanje radunskih elémenata pomodu odgovarajuéih spojnih vo-
dova tako da svaki potenciometar dobije ono opteredenje koje ce
imati u normalnom radu raéunafé,U reZimu postavljanja potencio=-
metara na rele PP dovodi se napon.U (s1.2.2.1) ,koji vrsi pre-

bacivanje prekida&a P, iz poloZaja (A) u poloZaj (B).Na taj su

nadin svi ulazni otpoii,kod sabirafa odnosno integratora,odvo-
jeni od samog pojadavada i spojeni sa masom. Ako je neki od ulaz-
nih otpora Ri(i=1,2,...,n) bio vezan za klizal nekog od poten-
ciometara, on ostaje vezan i u ovom reZimu. Otpor ili kondenza-
tor u povratnoj sprezi pojafavala ostaje spojen te je izlazni
napon svakog poja¢avada nula. U isto vreme napon U _ vrsi pre-
bacivanje i prekida®a P na slici 2.2.2 u poloZaj (B), te se

na svaki od potenciometara dovodi konstantan radunski napon U.

Izmedju klizafa potenciometra Pl' koji se Zeli postaviti, i

referentnog potenciometra Pref nalazi se osetljivi instrument

Z(p)

Ry

Upp

o
°
‘0

S1. 2.2.1. Sabira& u reZimu postavljanja potenciometara

- mikroampermetar, pomoéu kojeg se precizno konstatuje postojanje
naponske razlike. Na referentni potenciometar se takodje dovo-
di napon U, Vrednost koja se Zeli postaviti na potenciometarPl,
postavi se najpre na referentnom potenciometru, a zatim se kli-
za&. potenciometra P1 pomera dok mikroampermetar né pokaZe

nulu, Tada je U, =U., pa je potenciometar podeZen na Zelje-

nu vrednost bez obzira na opteredenje.
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Kod veéih savremenih rafunara u tadki (C) (sl. 2.2.2) vezan je
precizni numeridki voltmetar, umesto mikroampermetra i referen-
tnog potenciometra. Ovaj instrument ima vrlo veliki unutradnji
otpor, te ne optereduje klizal potenciometra. Pomodu njega se

U
PREDHODNI 1 sLepeci
—1 RACUNSKI RACUNSKI b
ELEMENT ELEMENT
UPP_Ej
PP =
’ Pref
(JA Ulr

Sl. 2.2.2. Postavljanje potenciometara

§ode§avanje potenciometra vr3i veoma lako i brzo, jer se vred-
nost ﬁapona U, indicira u obliku dekadnog broja.

2:3. Postavljanje poletnih uslova

U ovom refimu rada treba izvr3iti punjenje kondenzatora u pov-
ratnoj sprezi svih integratora do naponske vrednosti kéja odgo-
vara odredjenom poZetnom uslovu svakog od njih. Da bi se ovo
realizovalo potrebno je odvojiti ulazne otpornike od ulaza u
pojadavaé i na kondenzator dovesti napon koji odgovara po&etnom
uslovu (sl. 2.3.1).

Signal Upu' koji se javlja u ovom reZimu rada ra&unara, posred-
stvom relea PU, vrii prebacivanje prekidaa P; i P, na slici
2.3.1 iz polo%Zaja (A) u poloZaj (B). Preko potenciometra P
dovodi se deo napona U koji odgovara po&etnom uslovu. Napon

U je pozitivan ili negativan u zavisnosti od znaka pofetnog u-
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slova. Punjenje kondenzatora C (sl. 2.3.1) se vrii preko ot-

U
R R
P 1 =
G LAy
1 c

Sl. 2.3.1. Postavljanje poletnih uslova

pora R, tako da je vreme postavlijanja poletnog uslova odredje-
no vremenskom konstantom RC. Otpori R se obi&no biraju tako
da vreme punjenja kondenzatora bude dovoljno malo u odnosu na
vreme intervencije &oveka u cilju promene reZima rada raduna-
ra.

2.4, Normalni rad rafunara — ,ratunanje“

U ovom re¥imu rada vrii se refavanje postavljenog problema na
analognom raunaru. Prema tome, u ovom reZimu treba obezbediti
da svi radunski elementi dodju u stanje predvidjeno programom.
Po3to ne postoje signali Upp i Up“, to ée potenciometri do-
€i u stanje predvidjeno programom, jer se prekida® P na slici
2.2.2 nalazi u poloZaju (A). Integratori e imati funkciju za
koju su namenjeni, jer odsustvo signala U u’ (sl. 2.3.1) dovo-
di prekidae P, i Py u poloZaj (A). PrekidaZ P, u poloZa-
ju (A) ostavlja u povratnoj sprezi integratora kondenzator C,
a prekida& P, u polo%aju (A) uspostavlja vezu izmedju ulaznih
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otpora i poja&avafa, tako da integrator mo%e normalno da obav-
1ja svoju funkciju. Pre ovog reZima raunar se mora nalaziti u
refimu postavljanja pofetnih uslova. Za vreme re¥ima postavlja-
nja podetnih uslova izvrSeno je punjenje odgovarajuéih kondenza-
tora na napon koji odgovara poletnim uslovima. Ako se zatim pre-
dje na réiim normalnog rada radunara, svaki radunski element o-
bavljaée odgovarajudu funkciju i bife povezan sa ostalim radun-
skim elementima prema postavljenom programu.

2.5. Zaustavljanje raunara — , pamdéenje

Kada se racunar nalazi u reZimu normalnog rada integratori oba-
vljaju funkciju integraljenja, pa se u skladu sa tom funkcijom
menja i naponski nivo na kondenzatorima u povratnoj sprezi. Kao
gto je veé¢ od ranije poznato, nezavisno promenljiva kod analog-
nih raéunara je vreme. Prema tome, integracija se obavlja u vre-
menu., Ako se, medjutim, Zeli prekinuti proces integracije u ne-
kom vremenskom trenutku, a da se naponski nivoi ﬁa kondenzatori-
ma zadrfe na onim vrednostima koje su bile u trenutku prekida
integracije, radunar treba dovesti u reZim zaustavljanja ili
"paméenja”.

Ovde treba napomenuti da ako bi se posle re¥ima normalnog rada,
raZunar doveo u reZim postavljanja poZetnih uslova, takodje bi
proces integracije bio zaustavljen, ali bi kondenzatori, u pov-

ratnoj sprezi integratora, bili ponovo dovedeni na napone sraz-
merne pofetnim uslovima,

Medjutim, u reZimu zaustavljanja - "paméenja" izvr3i se odvaja-
nje ulaznih otpora od ulaza u pojadaval integratora, a konden-
zator u povratnoj sprezi ostaje na dostignutom naponskom nivou
(sl. 2.5.1). Signal UPA' koji definiSe ovaj reZim rada radunara,
vrii prebacivanje prekidada P,, preko relea PA, na slici
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2.5.1 iz polo%aja (A) u poloZaj (B).

e

Upa

PA

Sl. 2.5.1. Zaustavljanje radunara sa "paméenjem"

Ako se posle refima zaustavljanja - "paméenja" predje pohovo u
reZim normalnog rada, radunar nastavlja rad, od vremenskog tre-
nutka zaustavljanja na dalje, sa korektnim naponskim stanjima
na svim radunskim elementima. Na ovaj na¥in proces radunanja se
nastavlja kao da nije ni bio prekinut.

3. REPETITIVNI ANALOGNI RACUNARI

3.1. Repetitivni rad racunara

Repetitivni analogni rafunari su dobili ime po osobini da se re-
Senje kod ovakvih ra&unara ponavlja vi%e puta u sekundi. Oni ra-
de velikom brzinom i na njima se re3enje obi¥no ponavlja 20 do
100 puta u sekundi, a postoje repetitivni raunari kod kojih u-
Cestanost ponavljanja reSenja iznosi i po nekoliko hiljada u
sekundi (ultrabrzi repetitivni ra&unari). Zbog velike brzine
ponavljanja re3enja, ono se moZfe vizuelno pratiti na ekranu
katodnog osciloskopa.

Rad radunara za vreme jedne repeticije, ili jednog ciklusa sas-
toji se iz dva dela (sl. 3.1.1). Prvi deo je neradni ili pri-
premni period, u kojem se vr3i dovodjenje podetnih .uslova i prdi-
prema racunara za radni reZim. U ovom periodu vr¥l se praZnjenje
kondenzatora u povratnoj sprezi kod integratora, i integratori
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se dovode u stanje od kojeg treba da po&ne reXavanje problema,
koji je u vidu programa postavljen na radunar.

——Neradni period—-l-—Radni period—

Vreme ciklusa

sl., 3.1.1. Vremenski ciklus kod repetitivnih ra&unara

Iza ovog perioda nailazi radni deo ciklusa koji se obi&no nazi-
va radni period. U ovom delu radunar obavlja re¥avanje postav-

ljenog problema.

Da bi se omoguéio’automatski-pfelazak iz neradnog u radni peri-
od, a zatim ponavljanje ovog ciklusa, u integratore su ugradje-~
ni specijalni elektronski ili eléktromehani&ki sistemi koji pre-
bacuju integratore u pofetni ili radni reZim. Kod raznih radu-
nara ovaj sistem je izveden na razne nadine. Naprimer, kod ra-
dunara koji rade sa manjim brojem ponavljanja u sekundi paralel-
no sa kondenzatorom nalazi se jedan relejni prekidad (RP)

(sl. 3.1.2) koji je za vreme neradnog perioda zatvoren, tako da

R
>~

sl. 3.1.2. PraZnjenje kondenzatora u povratnoj

sprezi integratora
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se kondenzator prazni. U radnom periodu ovaj prekida& je otvo-
ren, te je omoguden pravilan rad integratora. Kod brzih radunara
koriste se elektronski prekidadi,

Upravljanje radom ovih prekidaZa (relea) vr¥i se iz komandnog
bloka pomoéu pravougaonih naponskih impulsa. Oblik ovih impul-
sa prikazan je na slici 3,1.3, gde je uzeto da impuls zatvara
prekidaé. Kada nema impulsa prekida& je otvoren i integrator je
u radnom re¥imu. ‘

[

Neradni Radni Neradni Radni
period period period period

Sl. 3.1.3. Komandni naponéki signal

Kod modernijih raunara .sistem za promenu radnog reZima integra-
tora je ne3to komplikovaniji i vr$i jo§_neke funkeije, pa éemo
u narednom izlaganju o ovome detaljnije govoriti.

3.2. Izbor repeticije

Za pravilan rad repetitivnih radunara potrebno je obezbediti po-
godne duZfine trajanja radnog i neradnoag perioda. Izbor radnog
perioda zavisi od toga kako fe se posmatrati redenje koje daje
radunar i kako fe se meriti vreme, kao nezavisno promenljiva.
DuZina neradnog perioda odredjuje se tako da rafunaru ostane
dovoljno vremena kako bi se svi radunski elementi doveli u po-
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Zetno stanje. Prema tome, da bi obezbedili pravilan rad repeti-
tivnog ralunara, potrebno je pogodno odabrati repeticiju, tj.
udestanost ponavljanja resenija.

Prilikom izbora repeticije kod repetitivnih analognih radunara,
treba imati u vidu i sledede:

- u¢estanost ponavljanja reSenja mora biti dovoljno visoka da
omoguéi vizuelno pradenije reSenja na ekranu katodnog oscilgskopa,
- visoka ufestanost repeticije zahteva dobre konstruktivne

performanse pojafavacda.

Ova dva zahteva su medjusobno kontradiktorna. Prvi zahtev name-
¢e da donja granica repeticije ne ide ispod 20 Hz, a drugi da
gornja ne ide preko 100 Hz.

Neka je, naprimer, na ulaz integratora repetitivnog analognog
radunara doveden napon u obliku jediniZne odsko&ne funkcije

0 za t < 0
X(t) = (3.2.1)
Uo za t >0

gde je Uo jedini&ni radunski napon. Neka je kondenzator-u po-
vratnoj sprezi integratora, u trenutku t = 0, na nultom naponu,
tj. integrator po&inje rad od nule. Tada je izlaz iz integrato-
ra odredjen sa ’

Y(t) =

T
-1 . 2

o JUO dt (3.2.2)
0

gde je T vreme trajanja radnog perioda. Iz (3.2.2) za t =T,
dobija se :

Y(T) = - == U (3.2.3)

Oznac&imo sa t, ma$insko vreme. Ako Zelimo da nam radni period
radunara bude tr = 1 sek. onda iz (3.2.3) sledi da je

=1
tr = RC 1 (3.2.4)
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odakle se dobija
T = RC (3.2,5)

Kod repetitivnih radunara treba omoguéiti da se refenje ponav-
lja vi¥e puta u sekundi. Ozna&imo broj ponavljanja reSenja u se-
kundi sa fm. Uzmimo da je trajanje neradnog perioda n+T, u o-
dnosu na radni, gde n moZe biti razlidita konstanta, %to za-
visi od toga, kojom se brzinom integrator moZe dovesti u podet-
no stanje. Naje3ée se uzima da je n = 1, ¥to znadi da su rad-
ni 1 neradni period istoga trajanja. Prema tome, trajanje celo§
ciklusa Tc' iznosi ‘ ’

T, =T + nT (3.2.6)

Odavde je ulestanost ponavljanja reSenja odredjena sa

1
fn =T
[o]

(3.2.7)

Ako Zelimo, naprimer, da ra&unar ponavlja re3enje 20 puta u se-
kundi, a da radni i neradni period budu jednakog trajanja, tada

je £ = 20, a iz (3.2.7) se dobija

m
=1 -
Tc =25 " 0,050 sek (3.2.8)
Ako je 1 n =1, tada je iz (3.2.6)
T .
T = - = 0,025 sek (3.2.9)
2

Ako Zelimo sada da radni period od 25 msek odgovara realnom
vremenu od 1 sek, onda, prema (3.2.5), treba da je:

RC = 0,025 (3.2.10)

Iz ove se relacije mogu proizvoljno birati R i C. Radi lak-
Seg ra&unanja obifno se uzima ulazni otpor od R =1 M, pa iz
(3.2.10) sledi da je

0,025
108

6

c = = 0,025+10 ° F = 0,025 uF (3.2.11)

Kod nekih tranzistorskih ra%unara je R = 0,1 M, pa se iz rela-

cije .2.11) dobija
Je (3 ) J 0,025

= ———— = 0,25 uF (3.2.12)
0,110
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Prema tome, pri uestanosti od 20 ponavljanja re3enja u sekun-
di i izboru R=1M4i C = 0,025 uF, na kraju radnog perioda ma-
Sinsko vreme ¢e odgovarati realnom vremenu od 1 sek. Ovo sledi
iz relacije (3.2.4), tj.

¢ =L = 2025 3.2.13
r RC 0,035 " ls (3.2.13)

Kod nekih tipova repetitivnih ra&unara uzima se promenljiva u-
¢estanost repeticije. Tada se pri najvedoj udestanosti uzima da
radni period bude jednak 5 maZinskih jedinica vremena (sekun-
di), a pri najmanjoj oko 100 maZinskih jedinica.

Ovde se nedemo upuidtati u analizu veze repeticije i frekventnih
ogranifenja koja su diktirana konstruktivnim karakteristikama
poja&avada. Napomenimo samo da se ova analiza izvodi na osnovu
analize ta&nosti rada integratora (PRVI DEO, I, 3.4).

3.3. Postavljanje pocetnih uslova

Napomenuto je ranije da se postavljanje po&etnih uslova vrii pu-
njenjem kondenzatora u povratnoj sprezi integratora, koli&inom
elektriciteta Q(o), tako da je

Y(o) = 9121 (3.3.1)
C

Kod repetitivnih analognih radunara, naj&e3ée se ne vrii posta-
vljanje po&etnih uslova punjenjem kondenzatora u povratnoj spre-
zi integratora, jer ovaj nadin zahteva posebna tehnifka reZenja.
Zato demo najpre objasniti nafin postavljanja pofetnih uslova
koji ne zahteva punjenje kondenzatora za vreme neradnog perio-
da. '
Ovaj se nalin sastoji u tome 3to se kodenzator prazni, tj. in-
tegrator dovodi na nulti napon za vreme neradnog perioda. Kada
integrator po€inje integraciju ulaznog napona X(t) na izlazu
iz integratora pojavljuje se napon

t
T(t) = - -R% Jx(t)dt (3.3.2)
[e]

Prema tome, na izlazu iz integratora u trenutku t =0, je 1
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Y(0o) = 0. Medjutim, ako je veli&ina Y(o) # 0, onda izlaz iz
integratora predstavlja funkciju Y(t) umanjenu za vrednost
Y (o), tj.

Y(t) = ¥Y(t) - Y(0) (3.3.3)
Zamenom (3.3.3) u (3.3.2) dobija se
t
= - L _
Y(t) = - g= Ix(t)dt + Y (o) (3.3.4)
o

Na slici 3.3.1 prikazana je Zema koja obezbedjuje postavljanije
podetnih uslova kod repetitivnih analognih radunara. Izlaz iz
integratora umanjen je za vrednost pofetnog uslova Y (o). Iza
integratora dolazi sabira& na kojem se vrii sabiranje izlaza iz
integratora i konstantnog napona Y(o). Na izlazu iz sabirada
dobija se veli¥ina Y(t) sa obraZunatim podetnim uslovom.

X(t) {Dv(t)-Y(o) 1 =Y(t)

Y(o)

sl. 3.3.1. Postavljanje poéetnih uslova preko sabiraca

Umesto sabira&a na slici 3.3.1 moZe biti i integrator, ako to
zahteva matematifki model. Dodavanjem pofetnog uslova na ulaz u
integrator, dobide se takodje korektna vrednost na izlazu iz
drugog integratora. Naprimer, neka je potrebno da se odredi:
t
Y, (t) = - JY(t)dt (3.3.5)
o

gde je Y;(o0) = 0, a Y(t) =zadato relacijom_(3.3.4). Na slici
3.3.2 data je Zema koja obezbedjuje korektno povezivanje eleme-
nata prema relaciji (3.3.5).

Ukoliko matematifki model zahteva da se izlazni napon iz inte-
gratora (bez obrafunatog pofetnog uslova) dovodi na ulaze u vi-
Se ralunskih elemenata, onda je potrebno na ulaz svakog od tih
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elemenata dodati jo$§ i pofetni uslov Y(o), kako bi se obezbe-

X(t) Y()-Y(o), Y, (1)

Y(o)

sl. 3.3.2. Postavljahje potetnih uslova preko
ulaza u sledeéi integrator

dilo da svaki od elemenata rafuna sa funkcijom Y(t). Ovo je
prikazano na slici 3.3.3. Zbog toga je ovakav nadin postavlja-
nja po&etnih uslova nepogodan; jer ovo znatno povedava broj ve-
za pri postavljanju programa na radunaru.

X(t) ID Y(1)-Y(o) -

— = -

Y(o)

Sl. 3.3.3. Postavljanje poetnih uslova na vedi
broj rafunskih elemenata.

. R
Kod repetitivnih analognih rad&unara, kao 3to je refeno, mora se

obezbediti praZnjenje kondenzatora za vreme neradnog perioda.
Kod radunara sa viSom ulestano8cu repeticije ovo se postiZe po-
modu elektronskih prekidaZa, koji se komanduju pravougaonim im-
pulsom, koji definiSe neradni period. Na slici 3.3.4 prikazan
je elektronski prekida& kroz koji se vr3i praZnjenje konden-
zatora. Rad elektronskog prekidada sastoji se u slededem: Kada
se na reSetke cevi dovede pozitivan napon (od oko 20V), onda
bar kroZz jednu od cevi prolazi maksimalna struja, te se cevl
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ponaSaju kao zatvoren prekida&. Tada je kondenzator u kratkom

Xt) _R Y(t) -
— D - (t) - Y(0)

51. 3.3.4. PraZnjenje kondenzatora preko
elektronskog prekida&a ~

reSetke dovede negativan napon (reda oko 120 V), onda su obe
reSetke na negativnom potencijalu u odnosu na obe katode, te
kroz cevi ne protiée nikakva struja. Tada se cevi ponafaju kao
otvoren prekida&, te integrator integrira veli&inu dovedenu na
njegov ulaz,

Drugi nac¢in postavljanja po&etnih uslova, koji se primenjuje
kod repetitivnih ra%unara sa niZom frekvencijom repeticije pri-
kazan je na slici 3.3.5. Pocetni uslovi se dovode direktno na
integrator (PRVI DEO, I, 3.2), ali u neradnom periodu. Kada ne-
ma komandnog impulsa, rele A je otpuiteno, pa je prekida& P
u poloZaju (1), te se na kondenzator C integratora dovodi na-
pon -~Y(o) preko otpornika R,. Izbor otpornika R; treba iz-
vrSiti tako da se na kraju neradnog perioda na izlazu iz inte-
gratora dobija napon Y(o).

Kada na rele A dodje komandni signal radnog perioda, prekidad
P se prebaci u poloZaj (2), te se na ulaz integratora dovodi
napon .x(t), i izlazni napon integratcra definisan je relacijom
(3.3.4).
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R R;

Vo) — =
C
HE-
P
Xt ,__=__,, ; —D——a»vu)

Komundnl
signal

Sl. 3.3.5.Postavljanje po&etnih uslova
punjenjem kondenzatora

4, REPETITIVNIRAD SPORIH ANALOGNIH RACUNARA
Kod repetitivnih analognih racdunara, videli smo, da se radni i
neradni period automatski smenjuju. Ovakav reZim rada omoguduje
da se za vreme rada racunara vrSe promene parametara u analognom
modelu i da se reSenje odmah prati na ekranu katodnog oscilosko-
pa. Kako je ovo vrlo &esta praktidna potreba, kada se re3avaju
tehni¢ki problemi na analognim radunarima, to se repetitivni
rad omogucduje i kod sporih analognih radunara. Ve¢ je ranije re-
¢eno da se repetitivni rad sastoji iz normalnog rada za vreme
radnog pefioda i dovodjenja podetnih uslova, za vreme neradnog
perioda. Prema tome, da bi se kod sporog analognog radunara
ostvario repetitivni rad, potrebno je obezbediti automatsko sme-
njivanje ova dva reZima rada, tj.

- normalnog reZima rada i

-.postavljanja pofetnih uslova.
Ovo se moZe ostvariti ako se kaomandni signal Up {(sl. 2.3.1)
periodi¥no ponavlja, kao $to je prikazano na slici 4.1l.

' Upu(t)

[ 1 I -

Poéetni Normalan Poéetni Normalan
uslovi rad uslovi rad

Sl. 4.1. Oblik komandnog signala za repetitivni rad
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U vremenu kada je napon komandnog signala Upu razli&it od nu-
le prekidati Py, 1 P, se prebacuju u poloZaje (B), a kada je
napon U u nula, prekida&i se vradaju u poloZaj (A). Na ovaj na-
&in je obezbedjen repetitivni rad kod sporih analognih ra&unara.
Medjutim, treba imati u vidu da su prekida&i P, i P, kod
sporih analognih ra&unara mehani¥ki, pa prema tome, u&estanost
repeticije ne mo¥e biti visoka. Naj¥eife se koristi repetitivni
rad sa repeticijom od 1 do 30 radnih perioda u jednoj sekun-~
di. Kako je vreme integracije, kod repetitivnog rada, vrlo malo,
to se povedava vremenska razmera izmedju masSinskog i realnog
vremena , promenom kondenzatora u povfatnoj sprezi integratora.
Najle3ée se u povratnoj sprezi integratora nalazi viZe konden-
zatora (sl. 4.2 ).

Q01

Sl. 4.2, FKondenzatori u povratnoj sprezi integratora

Ako su ulazni otpori od 1M (sl. 4.2.) , au sludajn kada je
preklopnik S u poloZaju (1), vremenska konstanta iznosi

RC = 10%:107°% = 1 sec,
te se radunar koristi kao spori analogni ragunar. Kada se pre-
dje na repetitivni rad, mo¥e se izabrati poloZaj (2) ili (3),
gde je kondenzator 10 odnoéno 100 puta manjeg kapaciteta od
onog pri sporom radu, &ime se vremenska razmera ubrzava 10 ili
100 puta. U repetitivnom reZimu rada ne mogu se koristiti ele-
ktromehani®ki raZunski elementi, kao 3to su servomnoZa&i. Pored
toga, kao izlazni uredjaj za o&itavanje refenja u ovom reZimu
rada obi¥no se koristi osciloskop, jer pisal ne mo%e da prati
ovako brze promene napona.
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5. PROGRAMIRAN]JE

Postupak izrade strukturne blok Seme, po kojoj se na osnovu ma-
tematidkog modela povezuju radunski elementi na analognom radu-
naru, tj. sastavljanje programé, isto je kako za spore tako i

za repetitivne rafunare. Razlika je jedino u tome $to spori ana-
logni radunari imaju vedéi izbor raunskih elemenata, po3to se
kod njih koriste i elektromehani&ki radunski elementi.

Medjutim, fizilka realizacija programa koja se sastoji u uspos-
tavljanju elektriénih veza izmedju pojedinih ra¥unskih elemena-
ta, kako je to predvidjeno blok Zemom programa, mo¥e da bude
razli€¢ita u zavisnosti od konstrukcije ra&unara.

Mogucéa su, uglavnom, dva na&ina realizacije programa
- direktnim povezivanjem ra&unskih elemenata i
- povezivanjem raéunskih‘elemenata preko tzv.
programske ploce,

Direktno povezivanje ra&unskih elemenata vrii se spoljnim veza-
ma na samom radunaru. Svaki radunski element ima na svojoj pre-
dnjoj plo&i izvedene priklju¥ke za ulaz i izlaz i njihovo se
povezivanje vrZi u saglasnosti sa progrémom koji se postavlja.

Drugi naéin postavljanja programa je preko programske ploce.
Svi izlazi i ulazi u rafunske elemente su izvedeni na posebne
kontakte na koje se moZe postaviti programska plofa. Povezi-
vanje p;ograma vrii se na programskoj plo¥i odvojeno od ra&una-
ra. Kada je brogram na programskoj plo&i povezan, plo¥a se po-~
stavi na radunar, &ime se i fizi¥ki uspostavljaju potrebne veze.
Posle toga rafunar je spreman za refavanje programiranog zadat-
ka, te se odgovarajuéim uklju¥ivanjem komandnih signala za pole-
tak rada dobijaju naponske funkcije koje predstavljaju tra¥ena
reSenja.

Programska ploéa ima znatne prednosti, jer omogucuje efikasnije
koriééenje radunara. Prenofenje programa na programsku plodu
vrii se odvojeno od radunara. Tako, dok $e program prenosi na’
jes plo¥u, radunar se moZe koristiti za refavanje matematig-
kog modela postavljenog na drugoj programskoj plo&i. Eventualne
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gre3ke kod sastavljanja programa takodje se mogu lak3e uo&iti i
ispraviti bez nepotrebnog anga%ovanja radunara. Program postav-
ljen na jednoj programskoj plo&i moZe se &uvati proizvoljno du-
go i prema potrebi koristiti, a da se ra&unar ne anga%uje celo
vreme, veé samo kada se ova programska plo&a koristi. Sve.ove
prednosti programske plode nad direktnim postavljanjem programa
na rafunaru &ine da se dana3nji veéi analogni raZunari uglavnom
grade sa programskom plofom, a uz svaki:ra&unar korisnik moZe:
dobiti Zeljeni broj programskih ploga. -

6. UREDAJI ZA OCITAVANJE 'REZULTATA
Kod sporih analognih ra&unara za posmatranje i ofitavanje reZe-
nja koristi se vife razliditih uredjaja. Dana3nji analogni ra&u-
nari koriste uglavnom tri tipa ovakvih uredjaja i to-

- voltmetre, o )

- pisacde, i

- osciloskope.
Za o¥itavanje i pode¥avanje pojedinih konstantnih naponskih -
vrednosti slu¥i voltmetar. Moderni veéi analogrii radunari sddr-
%e obiho dva tipavovakvih voltmetara, sa kazaljkom i sa numeri-
¢kom indikacijom. Voltmetar sa kazaljkom sluZi za kontrolu napo-
na napajanja i drugih pomoénih napona, dok numeri&ki voltmetar
sluZi za tadno oditavanje pojedinih ra&unskilh napona. Voltmetri
koji se koriste kod analognih rafunara su klase. 0,5 3to odgo-
vara grelci merenja od 0,5% maksimalne vrednosti na skali, a
numeri8ki voltmetri imaju tri ili Cetiri cifre,-takofda mogu- da
o&itavaju i mere sa tano3¢u 0,1%. do: :0,01%  rafunskog-napona.

Kod ‘sporih analegnih ra¥unara u normalnom radu naponske” funkci=
je nemaju brzé promene, te se za o¥itavanje promenljivih napona
koriste pisadi. Postoje dva tipa pisaZa. Jedna grupa pisafa be-
leZi naponske funkcije u zavisnosti od- vremena. To su pisadi. ko-
ji rade sa rolnama papira i imaju mehanizam za kontinualno pok-
retanje papira. Kod njih se pero krede .samo po jednom pravcu. u
zavisnosti od naponske veli&ine dovedene na ulaz mehanizma. Me-
hanizam za pokretanje papira vu&e papir stalnom brzinom upravno
na pravac kretanja pera, te se tako na papiru pojavliuje kriva
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linija koja predstavlja grafifki prikaz posmatrane naponske veli-
¢ine u funkciji vremena. Ovakvih pisaa ima vise vrsta u zavis-
nosti od broja pera i kanala koji se zapisuju. Postoje pisadi

sa 1, 2, 4, 8, 12 i 24 kanala. Ovakvi viZekanalni pisali se ko-
riste kada je potrebno istovremeno beleZiti viSe naponskih funk-
cija.

Drugi tip pisa&a je tzv. X - Y pisa&. To je pisal& koji se koris-
ti kada je potrebno snimiti jednu naponsku funkciju u zavisnos-
ti od druge naponske funkcije, pri Zemu se obe menjaju sa vre-
menom. On se sastoji od dva nezavisna servosistema, od kojih pr-
vi pomera jedan pokretni lenjir duZ horizontalne ose u zavisnos-
ti od naponske funkcije X(t) dovedene na ulaz pisaa (oznaden

sa X), a drugi servosistem pomera pero duZ lenjira u zavisnosti
od naponske funkcije Y(t) dovedene na ulaz pisaXa (oznalen sa Y),
Papir koji se koristi kod ovakvih pisada je obifan milimetarski
papir i on se pomodu vakuuma drZi na plodi za ispisivanje, ili
na neki drugi na&in u zavisnosti od konstrukcije pisala.

Pomodu specijalnih potenciometara za kontrolu "paralakse®, moZe
se pero postaviti u bilo koji po&etni pclo%aj na papiru, a pomo-
¢u odredjenih preklopnika moZe se podesiti Z%eljena osetljivost
svake od veli&ina X ili Y. Statidka ta¥nost ovakvog pisa&a
ogranidena je jedino mrtvim hodom servosistema i obi&no je bo-
lja od 0,1% pune skale. Dinamidka ta¥nost je dovoljna da pra-
ti i brZe promene napona (1 do 2 Hz) koje se javljaju kao izla-
zne veliZina u radunaru, ali je ograniZena, take da se mogu po-
stiéi brzine od oko 25 do 50 cm/sec .

X - Y pisa® se moZfe koristiti i za beleZenje naponskih funkci-
ja u zavisnosti od vremena. Ovo se postiZe na taj na&in 3to se
na ulaz X dovodi napon X(t) = Ket. Ovaj napon se dobija iz
jednog od integratora na raunaru, ako se na ulaz integratora
dovede konstantan napon, preko potenciometra. Na ulaz Y pisada
dovodl se naponska funkcija €iji se grafi&ki oblik Zeli zabele-
2iti (nacrtati) u zavisnosti od vremena.
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Za posmatranje i ofitavanje naponskih funkcija koje se dobijaju
kao reSenja na repetitivnom analognom radunaru koriste se speci-
jalni izlézni uredjaji. Kako vreme rada, tj. radni period repe-
titivnih radunara iznosi od nekoliko milisekundi do nekoliko de-
setina milisekundi, to se za ovu svrhu ne mogu koristiti elektro-
mehanitki uredjaji, kao pisa&i 11i sli¥no, veé se koriste speci-
jalni osciloskopi kod kojih se reSenje posmatra na zastoru kato-
dne cevi.

Katodna cev osciloskopa omoguluje da se mlazom elektrona, koji pa-
da na zastor cevi i izaziva svetlu ta&ku, moZe upravljati spo-
1ja (S1. 6.1) . U cevi su ugradjene plofe pomoéu kojih se moiZe
pomerati zrak horizontalno i vertikalno. Na plofe za horizontal-

no pomeranje mlaza, kod repetitivnih radunara, dovodi se pravo-
linijski testerasti napon oblika kao na slici 6.2, Na podetku

zastor

Ploée za horizontalno
Izvor mlaza  Pomeranje mlaza

el/ektronq .
/ J
(27 PR
——— | mlaz
/7 IZ

Ploée za vertikalno
pomeranje mlaza

Sl. 6.1. Katodna cev osciloskopa

radnog perioda ovaj napon je nula, a zatim raste do kraja rad-
nog perioda T. U zavisnosti od ovog napona mlaz elektrona, ko=

S§l. 6.2. Naponska funkcija za horizontalno
pomeranje mlaza katodne cevi
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ji na zastoru katodne cevi daje svetlu tadku, krefe se s leva

na desno, tako da tadka opisuje horizontalnu, tj. vremensku osu.
Na kraju radnog perioda, tafka se nalazi na desnoj strani zas-
tora. Posle ovoga napon pada na nulu, te se tafka na zastoru
vraéa u krajnji levi poloZaj gde ostaje sve dok napon ne po&ne
ponovo da raste, da bi je pomerao u desno za vreme radnog perio-
da. Cesto se mlaz elektrona gasi prilikom vradanja ta¥ke na po-
¢etak kako se slika na zastoru ne bi kvarila, u toku neradnog
perioda. Na plo&e za vertikalno pomeranje elektronskog mlaza
dovodi se naponska funkcija Y(t) koja se Zeli posmatrati.

Ovaj napon pomera talku na zastoru osciloskopa po vertikali, pa
kako se u radnom periodu tacka kreée i horizontalno, na zasto-
ru se javlja kriva linija koja predstavlja grafi&ki prikaz na-
pona Y(t) kao funkcije vremena. '

Pored moguénosti vizuelnog pracdenja reienja na zastoru katodne
cevi, izlazni uredjaj treba da obezbedi i moguénost merenja or-
dinata naponske funkcije koja se posmatra. U tu svrhu koriste

se fazna elektronska reSenja, koja obezbedjuju dovoljnu brzinu
rada kao i dovoljnu ta&nost merenja odabrane ordinate. Jedno od
najprostijih reSenja je upotreba komparatora, koji uporedjuje

testerasti napon proporcionalan vremenu t sa nekim naponom U
koji se bira pomodéu potenciometra P, ( Sl. 6.3). U vremenskom

®

) Y
Y(t) . osc
U (:) K t '
= Y"(t,)= Const.
¥ (t)
EP =

Sl. 6.3. Merenje ordinata naponskih funkcija
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trenutku t, u kojem su ova dva napona jednaka, a suprotna po
znaku, aktivira se komparator K, koji omoguéi da za veoma kra-
tko vreme elektronski prekida® EP propusti trenutnu vrednost
napona Y(t) na tzv. kolo za paméenje H (holding circuit).
Na izlazu iz ovog kola javlja se konstantan napoh Y*(t,) &ija
je vrednost jednaka ordinati naponske funkcije Y(t) u trenut-
ku t;. Na izlaz ovog kola priklju¥uje se obi¥an voltmetar, ko-
ji meri vrednost napona Y*(t,;). Po3to se refenje ponavlja u ri-
tmu repeticije rafunara, to se u istom ritmu javlja i napon
Y(t:), te se na voltmetru V meri konstantna vrednost sa do-
voljnom taé&noidéu.

Za merenje ordinata naponskih funkcija postoje i druga tehni&ka
reSenja. Medjutim, ona se zasnivaju na sli&nom principu, tj. na
principu merenja trenutnih vrednosti napona.

U najnovije vreme koriste se tzv. prostorni osciloskopi sa te-
levizijskim ekranom, tako da se mogu posmatrati krive u ravni
ekrana koje daju utisak da su u prostoru. Pogodnim programira-
njem sa ovakvim osciloskopom moZe se dobiti i prikaz povrSina u
prostoru,

7. AUTOMATSKI IZBOR IZLLAZA — SELEKTOR

Prilikom reSavanja nekog problema na analognom ra&unaru, kao iz-
lazna funkcija koja se Zeli posmatrati 11i beleZiti, moZe da bu-
de izlazna veliina iz ma kojeg radunskog elementa. Pored toga,
u toku rada je vrlo festo potrebno kontrolisati izlazne velili-
ne koje se javljaju na pojedinim ra¥unskim elementima. Naprimer,
u reZimu postavljanja potenciometara treba omoguéiti lako pos-
matranje izlaza iz pojedinih potenciometara, kako bi.se lako i
brzo mogli postavljati potenciometri prema referentnom potencio-
metru (vidi sl. 2.2.2).

Da bi se olak3ala manipulacija oko dovodjenja izlaza iz pojedi-
nih radunskih elemenata na uredjaje z;‘oéitavanje i kontrolu, u
savremenim raéunariﬁa nalazi se posebna logitko - prekida&ka

mreZa - selektor pomodu koje se mo%fe na jednostavan na¥in odab-
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rati napbhska funkcija koja se %eli-posmatrati. Komandovanje o-
vom logi&ko-prekidackom mreZom vrSi se pomodu tri niza.dirki,-
od kojih je prvi niz obeleZen slovima A i P, ‘a druga dva ni-

za obeleZena su brojevima od 0 do 9. Pritiskom na po jednu- dir-
ku iz svakog niza formira se trozna&ni k&d, a na izlaz selekto-

ra prenosi se izlaz onog radunskog elementa koji nosi odgovara-
juéi k8d. Kod analognog radunara TARA-50, naprimer, koji sadr-
£i 50 radunskih pojagavaa, svi poja&ava¥i su rasporedjeni na
selektoru od A00 do A49. Potenciometri, kojih ima 60, raspo-
redjeni su od P00 do P59, Pritiskom na po jednu dirku iz sva-
kog niza dirki na selektoru (sl. 7.l1l. ) formira se naprimer oz-
naka A26 %to znali da je na izlaz selektora doveden izlazni na-
pon koji dolazi iz pojafavada obeleZenog sa brojem 26, Na sli-
¢an nadin, ako se pritiskom na dirke selektora formira oznaka
P38, na izlazu selektora bice doveden izlazni napon sa potencio-
metra oznadenog sa brojem 38.

A 00
A 01

—_—— ——y

1ZLAZ
(A26)

P59 —

OL\"
cJololololCICINIOJO)
cJolol JelclelcIefo)

S1., 7.1. Selektor

Ako se sada, izlaz selektora.povefe sa instrumentom, ili se do-
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vede na Y osu pisaa ili osciloskbpa, onda se vrlo lako i brzo,
samo pritiskom na tri dirke, moZe dcvesti izlaz iz bilo kojeg

radunskog elementa na odgovarajuéi uredjaj za o¥itavanje rezul-
tata.
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DRUGI DEO

PRIMENA ANALOGNIH RACUNARA
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I RESAVANJE OBICNIH DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Univerzalni analogni ralunari prvenstveno su namenjeni za re3a-
vanje problema koji se mogu opisati pomoéu obifnih diferencijal-
nih jedna&ina kao i sistema diferencijalnih jedna&ina. U ovoj
glavi bide izloZeno re3avanje obinih diferencijalnih jedna-
&¢ina pomoéu analognog radunara.

Matematiki posmatrano, obi&ne diferencijalne jednaZine mogu se
podeliti u tri osnovne grupe i to:
1. Linearne diferencijalne jedna&ine sa konstantnim ko-
eficijentima,
2. Linearne diferencijalne jednafine sa promenljivim ko-
eficijentima i
3. Nelinearne diferencijalne jedna&ine.

Prve dve grupe mogu se podeliti na homogene i nehomogene difere-
ncijalne jednaline.

U ovom izlaganju najpre cemo -se osvrnuti na matematifke osnove
reSavanja ovih jedna&ina.

1. HOMOGENE LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNA-
CINE SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

1.1, Matemati¢ke osnove

Pod linearnom diferencijalnom jednadinom n-tog reda podrazume-

va se, kao 3to je poznato, jednadina koja je linearna po nepoz-

natoj funkciji i njenim izvodima do reda n, a ma kako figurisa-
la nezavisno promenljiva. To je, dakle, jedna¥ina oblika

dx ar-lx

n dtn n-1 dtn‘l

teeeva, Erax=tw (1.1.1)
gde su a; (L=0,1, «.c. , n) 1 £f(t) funkcije od t {11
konstante, Ako funkcija f(t) ne figuriZe u jedna&ini (1.1.1),
onda se ovakva jedna&ina naziva homogena. Ako su a, (1 =0,
1, ... , n) konstante, onda se jedna&ina (1.1.1) naziva line-

arna diferencijalna jedna&ina sa konstantnim koeficijentima.

Jedna¥ina (l1.1.1) mo%e se napisati i u obliku
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L(p)ex = £(t) (1.1.2)

ako su koeficijenti a; (1t=0,1, ... , n) konstante, gde je sa
L{p) oznaZen linearni operator oblika

p"7! + +es +a,p+ a (1.1.3)

n
L(p) ap + a

n-1
gde je p = d/dt 1i predstavlja diferencijalni operator po t.
Funkcija f(t) naziva se ulazna funkcija. Vrednosti funkcije
x(t) 1 njenih (n-1) izvoda za t=0, nazivaju se po&etni uslo-
viy koji su dati u obliku

x(0) = xg, x'(0) = Xy eee x8=1) o) = xé““’ (1.1.4)

gde je sa k(i) oznaen izvod funkcijé~ dix/dti.

Iz teorije diferencijalnih jedna&ina, poznato je da se op3te re-
Senje nehomogene linearne diferencijalne jedna&ine (1.1.1) do-
bija kao zbir opiteg re3enja homogenog dela jednaline i partiku-
larnog reenja date jednadine (koje ne sadrZi proizvoljne kons-
tante). Stoga femo se najpre osvrnuti na refavanje homogene 1li-
nearne diferencijalne jedna&ine sa konstantnim koeficijentima.

Jednadina
L(p)*x =0 (1.1.5)

je homogena jedna¢ina i dobija se kada se leva strana jednadine
- (1.1.1), odnosno (1.1.2) izjednai sa nulom, a moZe se refiti

ako se stavi rt
- X = e (1.1.6)

i jedna¥ina (1.1.5) skrati sa faktorom e™ # 0. Kao rezultat
ove smene dobija“se jednadina n-tog stepena po r, oblika

L(r) = 0 (1.1.7)
koja se naziva karakteristina jednadina.
Algebarska jedna&ina (1.1.7), n-tog stepena po r, ima n ko-
rena Xy¢ T2y oo o Ty. Svakom od ovih korena odgovara po je-
dno reSenje (1.1.6) diferencijalne jednaZine (1.1.5). Za nala-

Zenje op3teg reSenja jednadine (1.1.5) potrebno je analizirati
sledede moguée sludajeve korena karakteristi¥ne jednaline.

1°, svi koreni karakteristilne jednaZine (1.1.7) su re-
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alni i razli¢iti. Kako su funkcije

r;t
et erzt’ ryt

P - (1.1.8)

reSenja diferencijalne jedna&ine (1.1.5), a linearno su nezavi-
sne, to op3te reSenje ima oblik

x(t) = Ce"1 4 cpetrt 4 el s cne"nt (1.1.9)

gde su C,, Cz, ... , C, proizvoljne konstante.

2°, svi koreni karakteristi&ne jednadine su realni,
ali medju njima ima i viZestrukih korena. Da bi se i u ovom
slu€¢aju dobilo n 1linearno nezavisnih funkcija, radi dobijanja
op3teg reSenja, potrebno je za svaki koren r, koji se javlja
ki puta obrazovati funkcije
rit’ terit, tzerit, ., tki—l erit

e (1.1.10)

MoZe se pokazati da ovako obrazovane funkcije &ine n linear-
no nezavisnih resenja diferencijalne jedna&ine (1.1.5), pa nji-
hova linearna kombinacija sa n proizvoljnih konstanata Ci
(i =1, 2, ... , n) daje opite reSenje jedna¥ine (1.1.5).

3°. Medju korenima jednaZine (1.1.7) nalaze se i ko-
njugovano kompleksni koreni. Koristeéi relacije iz teorije kom-
pleksnih funkcija realne promenljive moZe se pokazati da je za
dobijanje n linearno nezavisnih funkcija, u cilju fprmiranja
opiteg refenja jednadine (1.1.5) potrebno svakom konjugovanc
kompleksnom korenu pripisati funkcije

e%it cosB;t, e%it sinB;t (1.1.11)

gde je predpostavljeno da je koren r; konjugovano kompleksan,
tj. a, t jsi. Linearnom kombinacijom ovih funkcija sa n pro-
izvoljnih konstanata Ci (i=1, 2, ... , n) doblja se opite

reSenje jednadine (1.1.5).

4°, Medju korenima jedna&ine (1.1.7) nalaze se vi3le-
struki konjugovano kompleksni koreni. U ovom sluéaju'treba pri-
meniti sli%an postupak kao i u slufaju viZestrukih realnih ko-
rena. Tako, ako se koren r; =a, ¢ jBi pojavljuje ki puta,
+to za viSestrukost korena a, + jBi treba uvesti funkcije
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Qlag+iBydt (ay+3Bg)e o ki-1 (a@34385)t (1.1.12)

a za viSestrukost korena a, - j8;, treba uvesti funkcije
oloi=18i)t  (ag-3Bidt  pki-1 (ai-3Bi)t (1.1.13)

Razdvajajuéi realne i imaginarhe delove, lako se dolazi do
2k; realnih refenja jednafine (1.1.5) oblika
ajt

ki-leait

e i‘cosBjt, te“itcoseit, R

cosBjt (1.1.14)

eaitsineit, teuitsinBit, cee 4 tki'leaitsinﬂit (1.1.15)

Na ovaj se nadin formira n linearno nezavisnih funkcija i nji-
hovom linearnom kombinacijom sa n proizvoljnih konstanata

C; (i=1, 2, ... , n) dobija se op3te reSenje jedna&ine
(1.1.5).,

Da bi se dobilo potpuno reSenje nekog fiziZkog problema koiji je
opisan linearnom diferencijalnom jednainom, potrebno je uvesti
i poletne uslove, koji odredjuju jedno partikularno re3enje ho-
mogene jednadine. Uvodjenjem podetnih uslova u op3te reSenje
homogene linearne diferencijalne jednaine sa konstantnim koefi-
cijentima, odredjuju se proizvoljne konstante C; (i =1, 2,

s+« : n), Ovo zahetva reSavanje n simultanih linearnih alge-
barskih jedna¥ina od n nepoznatih, jer je potrebno izjednaditi
vrednosti za x i prvih n -1 izvodaod x, za t=0,sa n
datih konstanata X, Xgs s s xén'l), a prema (1.1.4). Prema
tome, ako se uzme redenje (1.1.9) jednaZine (1.1.5), nadje pr-
vih n -1 izvoda, te za t = 0 1izjedna¥i sa odgovarajuéim
konstantama (1.1.4) dobija se sistem

C]+Cz+"'+cn=xo

'
Cir)+ Caoxy + *°°° + Cnrn = X

[+

D R R I A I R R I R e e IR ]
P I R I R I I A A A A ]

n-1 n-1 n-1 _ _{(n-1)
Ciry — +Cr, T4 ces + Cxp T =X, (1.1.16)

iz kojeg se mogu odrediti proizvoljne konstante Cj (i =1, 2,
eee ¢ M),

Predhodna izlaganja pokazuju koliko treba uloZiti truda i rada
da bi se resila jedna homogena linearna diferencijalna jednaZi-
na sa konstantnim koeficijentima za odredjene potetne uslove,
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iako je teorijski potpuno jasan put i nalin reSavanja ovakvih
jednaéina. Ako je,naprimer,red n visok i ako se tra%i analiza
refenja jednafine za slufaj variranja koeficijenata i poetnih
uslova, onda se mora neki od koraka reZavanja ponavljati viZe
puta za svaku od navedenih promena bilo koeficijenata bilo po-
Cetnih uslova. U praksi, broj ovih varijacija moZe da bude na
stotine ili hiljade, tako da matematilko ili numeridko re3avanje
postaje vrlo zamorno i dugotrajno. Medjutim, analogni racunar
ovde moZe da posluZi kao vrlo pogodno sredstvo bas za ovakva is-
traZivanja, jer se svaka promena bilo konstante bilo poletnog
uslova, kao %to fe se videti, svodi na‘jednostavno pode3avanje
nekog potenciometra i na posmatranje refenja.

1.2. Struktura programa
Ako na analognom radunaru treba da se reSava jedna obi&na line-
arna homogena diferencijalna jednalina sa konstantnim koefici-
jentima, onda je potrebno imati na raspolaganju sledede radun-
ske elemente:

-~ sabirade,

- integratore i

- potenciometre za mnoZenje sa konstantom.
0 ovim komponentama bilo je refi u prvom delu knjige(I‘deo,l,Z,BL
Diferencijalne jedna&ine se na analognom radunaru re$avaju tako
da se izbegava operacija diferenciranja, po¥to se ova operacija
ne mo%e pogodno realizovati usled pojave nezanemarljivo velikog
Suma. Stoga se re¥enje diferencijalnih jedna¥ina dobija pomoéu’
operacije integracije, pa se programiranje sastoji u tome da se
jedna®ina transformiSe tako da se najviZi izvod po nezavisno
promenljivoj nalazi na levoj strani, a svi ostali &lanovi na
desnoj strani jedna&ine. Drugim re¥ima, diferencijalnu jednadi-
nu tréba re$iti po najviSem izvodu. Da bismo pokazaii naé¢in pro-
gramiranja uzmimo kao primer jednadinu

dx. _
a3t + bx =0 (1.2.1)

koju treba re¥iti za podetni uslov  x(0) = x,.

Posle refenja po najviZem izvodu jednadina (1.2.1) postaje
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d b
SE=-2x (1.2.2)

Da bi se ova jednalina postavila na radunar, potrebno je da se
svaka veli&ina predstavi pomoéu napona. Predpostavimo da se u
nekoj tadki ra¥unara veé nalazi napon proporcionalan sa dx/dt.
Ako se taj napon dovede u integrator, koji ujedno i menja znak
(Prvi deo I, 3.2), onda se na njegovom izlazu javlja napon
proporcionalan sa - x (sl. 1.2.1). Ako se sada ovaj napon po-

95.__“> X O b
dt ~“a*

Sl. 1.2.1. Formiranje programa za re3avanje
diferencijalne jedna&ine (1.2.2)

mnoZi sa b/a, pomoéu potenciometra na kojem se postavi.brojna
vrednost b/a (0 < b/a < 1), onda se dobija &lan koji se nalazi
na desnoj strani jedna&ine (1.2,2). Po3to-jedna&ina (1.2.2) is-
kazuje tvrdnju da su dx/dt 1 -(b/a)x jednaki, to je potrebno
ove dve veliZine i naponski izjednaZiti. Ovo se postiZe, ako se
tatke na radunaru, u kojima se javljaju ove dve veli&ine, spo-
je na kratko, kao 3to prikazuje slika 1.2.2. Na ovaj na&in do-

dx bla
dt -X b

Sl. 1.2.2. Struktura programa za reSavanje
jedna&ine (1.2,2)

bija se strukturna blok 3Zema programa za refavanje jednaéine
(1.2.2) na analognom ra&unaru.

Neka je potrebno re¥iti na analognom radunaru diferencijalnu je-
dnaéinu drugog reda oblika
a2y dy

a1y + a g * ay = 0 (1.2.3)
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za pofetne uslove y(0) =y, 1 y'(0) = y; .
Ako se jedna&ina (1.2.3) reSi po najviSem izvodu dobija se

2 a,
b ALY L (1.2.4)

Iz jedna&ine (1.2.4) se vidi da je potrebno sabrati veli&ine
a; d 2

I ¢ i - as y da bi se dobioc najvii izvod ay . Ovo se
ay dt a) dtz

izvodi pomoéu sabiraga (sl. 1.2.3). Na njegovom se izlazu dobi-

)
ay dZ
_ady °_‘: | at
a; dt

Sl. 1.2.3. Formiranje programa za reSavanje diferen-

cijalne jednadine (1.2.4); korak 1.
2
ja sada napon proporcionalan sa - Q_% s jer sabira& pored ope-
dt
racije sabiranja vrEi i promenu znaka (v. Prvi deo I, 3.1).

Ako se uzmu dva integratora i dobijeni izlaz iz sabiraa do-
vede na ulaz prvog, a izlaz prvog potom na ulaz drugog integra-
tora, dobijaju se naponi proporcionalni sa dy/dt i sa -y

(sl. 1.2.4), na izlazima odgovarajuéih integratora. Da bi se

A

o >—d—t2 dt -y
_Gdy! [[ [[:
[=]] ?t

Sl. 1.2.4. Formiranje programa za refavanje diferen-
cijalne jedna&ine (1.2.4); korak 2.

formirala strukturna Sema za reSavanje jednacine (1.2.4) potre-
bno je veli¥inu dy/dt pomnoZiti sa as/a;, (0 < a,/a; < 1),
pomoéu potenciometra na kojém se postavi brojna vrednost ove
konstante. Na isti se na&in pomnoZi i velidina -y sa. aj/a),
(0 < aj/a; < 1). Kako je veli&ina (az/a;) (dy/dt) pozitivna,
a jedna&ina (1.2.4) zahteva da ova veli&ina bude negativna,
mora se izvr3iti promena znaka pomodu jo3 jednog sabirafa. Sada
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se ovako formirane veliline - (a;/a;)(dy/dt) i .- (as/a)y
dovode na odgovarajuce ulaze sabirafa, na kojima je predposta-
vljeno da se veé nalaze (sl. 1.2.3), te se tako dobija struk-
turna blok Zema programa za resavanje (sl. 1.2.5) jednaline
(1.2.4).

- 4y
: |
-S4y 1
[

o 1O &

S1l, 1.2.5. Struktura programa za refavanije
jednaine (1.2.4).

Iz ova dva primera se vidi da je, za dobijanje strukturne blok
feme programa za re¥avanje homogenih linearnih diferencijalnih
jednatina na analognom ra&unaru, potxebﬁo pridrZavati se slede-
¢eg postupka: : .

1. Diferencijalna jednadina se reZi po najvi¥em izvodu, tj.
sa leve strane se ostavi &lan koji sadrZi najvisi izvod, dok se
na desnu stranu prebace svi ostali &lanovi jednadine.

2. Predpostavi se da na izlazu jednog sabirafa postoji na-
pon proporcionalan najvifem izvodu u diferencijalnoj jednadini.

3. Ovaj se napon integrali onoliko puta koliko je potrebno
da se dobiju sve promenljive koje figuri%u na desnoj strani di-
ferencijalne jednadine.

4. Funkcija i njeni izvodi mnoZe se odgovarajuéim konstanta-
ma, a ako je potrebno menja im se znak, zatim se dovode kao u-
lazne veli&ine u sabira¥® na &ijem izlazu, prema 2. postoji na-
pon. proporcionalan najvidem izvodu.

5. Na kraju se obezbedi prisustvo pofetnih uslova na odgo-
varajuée integratore, o &emu ée biti rei kasnije, ‘

Na isti se nadin sastavlja program i za sistem homogenih line-
arnih diferencijalnih jednaZina sa konstantnim koeficijentima.
Svaka od jedna®ina sistema se najpre rei po najviem izvodu

jedne funkcije i predpostavi se da je taj najvisi izvod poznat.
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Zatim se svaki od njih integrali potreban broj puta i obrazuju
se svi &lanovi koji se pojavljuju u sistemu diferencijalnih je-
dna&ina. Ovako obrazovani &lanovi se dovode na odgovarajuée u-
laze, tako da se ostvare uslovi zadati sistemom diferencijalnih
jedna&ina, &ime se dobija strukturna blok Sema programa. Radi
objasnjenja naveden je sledeéi primer:

Neka je zadat sistem diferencijalnih jednadina koji treba refi-
ti pomodu analognog radunara
9+a,y+azz+agi=0 (1.2.5)

Z 4+ b12 +byz-by =0

gde su a,, az, as,, by, b2 i bs; pozitivne konstante manje
od jedinice. Kada se sistem (1.2.5) re3i po najvi3im izvodima

n

dobij . 2
obija se 3 - a1y - a;z - asz (1.2.6)

- byz - byz + bay

5
Primenom opisanog postupka lako se dolazi do programa za redava-
nje sistema diferencijalnih jedna&ina (1.2.6) na analognom ra&u-
naru {(sl. 1.2.6).

Qy

Sl. 1.2.6. Struktura programa za reSavanje sistema
diferencijalnih jedna&ina (1.2.6)
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Smanjenje broja ratunskih elemenata

Ako se postupa po gornjim pravilima onda se dobija struk-
turna blok Sema programa. Medjutim, prilikom sastavljanja blok
Seme programa mogu se radunski elementi koristiti ekonomiénije
ako se ima u vidu &injenica da integrator vr3i i sumiranje ula-
znih napona.

U primeru prilikom reZavanja jedna&ine (1.2.4) koristi se blok
Sema data na slici (1.2.5). Ovde se na dva ulaza u prvi integra-
tor dovode veli¥ine - (a./a;)(dy/dt) 1 -(ai/a)y, pri &emu
se na njegovom izlazu javlja veli&ina - (dy/dt), a na izlazu
drugog integratora + y (sl. 1.2.7). Odavde se odmah vidi da
je za dobijanje prvog &lana dovoljno pomnoZiti izlaznu velidinu
iz prvog integratora , pomoéu potenciometra, sa a;/a: i dove-

-%y 4y _dy +y -y

dt dt
L ad
o7} g Q3
a a

81, 1.2.7. Struktura programa sa smarijenim brojem radun-
skih elemenata za refavanije jednaline (1.2.4)

sti je direktno na jedan od ulaza istog integratora. Za dobija-
nje drugog &lana potrebno je veli¥ini + y prvo promeniti znak,
pomoéu sabiraZa, a zatim tako dobijenu veli®inu pomno%2iti, pomo-
éu drugog potenciometra, sa as/a; i dovesti na drugi ulaz pr-

vog integratora.

Poredjenjem slika 1.2.5 i 1.2.7 vidi se da je, uz malu tran-
sformaciju strukturne blok 3eme, u¥tedjen jedan radunski element,
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u ovom slufaju sabiraf. Na slifan se na&in, posmatranjem slike
1.2.6, mofe zaklju¥iti da izlazna veli¥ina - y iz sabirada
(1) ne sluZi niCemu drugom, sem kao ulazna veliina u integra-
tor (2). Isto tako se i izlazna velidina iz sabirafa (4) dovo-
di samo na ulaz integratora (5). Ako se i ovde iskoristi nave-
dena osobina integratora, mogu se izvr$iti sli&ne u3tede, te se
tako dobija uproddena strukturna blok Sema data na slici 1.2.8,
za reSavanje sistema jednadina (1.2.6). Ovde treba napomenuti

Sl., 1.2.8. Struktura programa sa smanjenim brojem ra&unskih
elemenata za re3avanje sistema jedna&ina (1.2.6)

da se ovakve ustede, mogu vr3iti uvek kada se najvisl izvod pro-
menljive odgovarajuée jednadine ne pojavlijuje na nekom drugom
mestu u jednadini ili sistemu jednadina, ili ako nije potrebno
da postoji radi merenja ili o&itavanja.
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1.3. Uvod :nje podetnih uslova

Kao 8to je ranije objainjeno (Prvi deo I, 3.2) integrator radi
tako da mu se na izlazu javlija funkcija proporcionalna sa
t
yu)=-IxWMt+ym) (1.3.1)
0

gde je x(t) ulazna velifina u integrator, a y(0) veliédina
koja se dovodi na poseban ulaz integratora. Ova se velifina na-
ziva integraciona konstanta ili podetni uslov, od koje integra-
tor polinje da radi, tj. to je napon na koji je napunjen konden-
zator integratora pre poletka rada. Takodje je poznato da se po-
stavljanje integracione konstante ili poZetnog uslova kod analo-
gnog radunara moZe vrEiti na dva na&ina i to:

- punjenjem kondenzatora u povratnoj sprezi integratora
pre poletka integracije ili

- dodavanjem integracione konstante posle izvrZene inte-
gracije.

Prema tome, ako se %ele postaviti poéetni uslovi, prilikom re-
%avanja nekog problema na analognom radunaru, mogu se koristiti
jedan od ova dva opisana nafina. Vrednost poletnog uslova se do-
vodi preko potencicmetra na poseban ulaz u integrator, ako se
koristi prvi na&in. Tako naprimer, potpuna strukturna blok Zema
programa za re$avanje jednafine (1.2.2) data je na slici 1.3.1,

Sl. 1.3.1. Program sa pofetnim uslovima za re3avanje
jednadine (1.2.2)
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Vrednost x(0) = x, formira se tako Sto se jedinifni raZunski
napon U pomnoZi pomoéu potenciometra sa brojnom vredno$éu Xg s

u nekoj razmeri i dovodi se na ulaz za poletni uslov u integra-
tor.

Na slitan na¢in, prilikom reSavanja .jednadine (1.2.4) pofetni
uslovi se dovode na integratore, kao prema slici 1.3.2.

+U -U

Yo Yo

-y y -y

Q;
at

olg

§l. 1.3.2. Program sa poletnim uslovima za redavanje
jedna&ine (1.2.4)

Ako se koristi drugi nadin postavljanja poéetnih uslova, napri-
mer, za reS$avanje jedna&ine (1.2.4), onda bi strukturna blok
gema programa izgledala kao na slici 1.3.3. Sa slik@ se vidi da
se izlaz iz integratora (1) vodi preko potenciometra na njegov
ulaz i na integrator (2). Stoga je potrebno dovesti pofetni u-
slov §°, na oba mesta, a pored toga, tamo gde je potrebno, pom-
noziti ga sa odgovarajudom konstantom (Prvi deo II, 2.3). To

je u ovom sludaju i udinjeno na ulazu u integrator (1), te je
njegov podetni uslov pomnoZen konstantom a,/a; preko potenci-
ometra (1).

1.4. Razmera za zavisno promenljivu

Poznato je od ranije da se analogni radunar sastoji od skupa
radunskih elemenata koji, predstavljaju fizi¥ke uredjaje name-
njene za obavljanje odredjenih matematidkih operacija. Prema
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tome, ako se ovi ratunski elementi poveZu prema strukturnoj
blok Semi programa, onda se moZe uspostaviti analogni model Ze-

Sl, 1.3.3. Program sa uvodjenjem poletnih uslova
preko ulaza u sledefe rafunske elemente

ljenog problema. Medjutim, kao i svaki fizi&ki objekt, elektron-
ski analogni ra&unar ima svoja ograni¥enja, unutar kojih vaZe.
matematifke relacije nad fizifkim velidinama, u ovom sludaju na-
ponima, koje opisuju ponaSanje pojedinih rafunskih elemenata.
Stoga je potrebno da promenljive problema koji se reSava, budu
postavljene na rafunar tako da se odgovarajuéi naponi menjaju

u radnom opsegu svakog rafunskog lementa. To zna¥i, treba od-
rediti razmere za svaku promenljivu koja figuriZe u problemu,
kako bi odgovarajuéi napon na rafunskom elementu bio u dozvo-
ljenim granicama, Naponi, ili maZinske promenljive, koje su ve-
zane za pojedine radunske elemente, moraju se obavezno menjati
unutar unapred utvrdjenih granica (obi&no +100V, :S50V ili *10V),
da bi se izbegla preopteredenja ili zasicenja ovih elemenata.
Univerzalni analogni ra&unari 1maju ugradjene indikatore preop-
teredenja koji upozoravaju operatora na eventualno preopterefe-
nje nekog od rafunskih elemenata.,

Sa druge strane, da bi se uticaj grelaka, koje smanjuju talnost
operacije koju izvr¥ava odredjeni raZfunski element (kao Xto su
gre3ke usled kona&nog pojadanja, drifta, kona¥ne ulazne struje
kod pojatava&a i sl., - Prvi deo, I, 3.4), smanjio na najmanju
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merﬁ, poZeljno je da se svaka ma¥inska promenljiva menja u gra-
nicama najveéih dozvoljenih ra&unskih napona ra&unara. Tako,
ako se radi o rafunaru sa rafunskim naponom 10V, pp!eljno'je
da se naponske funkcije kreéu u granicama - 10V, + 10V.

Ranije su definisani (Prvi deo, I) koeficijenti razmere k za
svaki rafunski element kada je refeno dd ti koeficijenti pokazu-
ju sa koliko jedinica fizifke velidine, tj. napona je predstav-
ljena odgovarajuca matemati&ka veli&ina '(Prvi deo, I.l). Ovde

je ta definicija proZirena, tj. na univerzalnom analognom ra&u-
naru su promenljive veli&ine nekog problema,oznadimo ih sa x,y,...
predstavljene pomocu odgovarajuéih maSinskih veli¥ina ili napon-
skih velifina - tj. napona X, Y, ... , tako da je

X =Kkyx, Y = KkyY, o.. (1.4.1)

gde su ky, ky, ... , koeficijenti razmere, preko kojih se usa-
glasavaju brojne vrednosti pojedinih fizi&kih veli%ina. Koefici-
jente razmere ky, ky, .es , treba birati tako da apsolutna vre-
dnost svake maXinske promenljive X, ¥, ... , bude &to vefa, a
da pri tome ne predje dozvoljene grani¥ne vrednosti (:100V,
$50V  11i $10V).

Maksimalni dozvoljeni napon po apsolutnoj vrednosti, koji se ko-
risti u elektronskom analognom radunaru, obifno se naziva
ratunski napon radunara U. Tako naprimer, ako rafunar radi sa
£100V raZunski napon radunara U ¢e biti 100V, ako ra&unar -
radi sa *50V, racunski napon.ée.biti 30vV. Za tranzistorske a-
nalogne ra&unare, koji rade sa $10V, ra&unski napon je 10V,

U svim ovim sluCajevima koeficijent razmere defini3le se relaci-

jom:
X U v ‘
kx =x ¢ %] nax [jedinica za x] (1.4.2)

gde je |x|pqex najveda olekivana vrednost promenljive x po
modulu, Ovde treba primetiti da se sve ma§1nske promenljive
kredu u ppsequ +U i -U. Iz prakti®nih razloga kod univerzal-
nih analognih rafunara koeficijent razmere k, bira se takd da
ima pogodnu zackrufenu vrednost oblika 107, -2-10" 114 5-107
(n =0, £1, £2, ... ), 114, redje, 2,5°10® 1 4-10°. Medjutim,
kod specijalizovanih rafunara kyx moZe se izabrati tako da je
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U

ky

[%| nax

Treba primetiti da je za izbor koeficijenata razmere potrebno
odrediti maksimalne vrednosti pojedinih promenljivih veli&ina
problema. Ako je problem fizilke prirode, onda se &esto, na os-
novu fiziZ¥kih zakona mogu pribli¥no odrediti maksimalne mogude
vrednosti pojedimih veliZina. Ponekad se uzimaju proizvoljne
razmere i problem se tako postavi na radunar, pa se posle jedne
ili nekoliko proba na ra¥unaru izvr3i izbor razmere. Kod slofe-
nijih problema metoda probanja se ZeZfe koristi, jer se br¥e do-
lazi do rezultata.

Kada su faktori razmere odabrani, onda se pi%u tzv. maZinske

jednadine. Ove jednadine su ustvari veze izmedju naponskih ve-
li¢ina unutar radunara. Masinske jednadine se, prema tome, do-
bijaju kada se promenlijive X, Ys «s. , zamene na sledeéi na-

éin X
X =TC— ’ Y T T ) ees (1-4-3)
X y .

vaZno je ovde napomenuti da se promenljive X, Y, ... , javlja-
ju kao naponi &ije maksimalne apsolutne vrednosti ne mogu da
predju radunski napon ra&unara.

Koeficijenti razmere ki, ky, ... , odredjuju broj volti po je-
dinici fizi&ke veli&ine x, ¥y, ... , pa se &esto avaj napon na-
ziva jedinidni napon za odgovarajuéu promenljivu X, ¥, ...

Ako u nekom problemu figurife viSe promenljivih, pogodno je da
jedini¥ni napon za sve promenljive bude jednak, medjutim, ako
je sa gledista razmere na radunaru ovo nepogodno, onda razli&i-
te promenljive mogu imati razlicite 1ediniéne napone.

Na primeru algebarskog sabiranja
Yy = a,x, + a,x, (1.4.4)

gde jJe 0< a, €1; 0< a, «2; |x| <« 80; |[x,|] ¢ 60;. prika-
zan je naf¢in odredjivanja razmera.
Neka je radunski napon radunara U = 10V. Stavimo da je

X1 10 Ay 10
= —g — 3 —= g e 1.4.5
ke, "% 80 ¢ Fx, % S %0 ( )

pa kako je
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y = Ialxl + azXzi < la,xll + la;x:! < 80 + 120 = 200
to je
J Y
ky = = € = (1.4.6)
Y

Zamenom vrednosti za x;, X, 1 y iz (1.4.5) i (1.4.6) u
(1.4.4) dobija se madinska jednagina

a;k a,k
Y =—l—le + 4 X2 (1.4.7)
kg, kx, .

Ovde se mogu usvojiti razli&iti koeficijenti razmere:

1. 2Ako se, naprimer, usvoje sledeéi koeficijenti razmere
kxl = ka =0,1 i ky = 0,05 jedna&ina (1.4.7) posta-
3%
Y =0,5 a;X, + 0,5 axX; (1.4.8)
2% Bako se usvoji da su svi koeficijenti razmere jednaki, onda

se to &ini na osnovu najmanjeg, pa je tada
kxl = ky, = ky = 0,05

i jedna&ina (1.4.7) postaje
Y = a;X; + aX; (1.4.9)

Kako koeficijent a,; moZe da uzima vrednosti do a; = 2,
to se veli&¥ina X, mora pomnoZiti sa 0,l*a; i dovesti
na ulaz 10 u sabira&.

3° Ako se, pak, usvoje sledeéi koeficijenti razmere
ky =0,1; ¥x,=0,15 1 ky=0,05; tada jednafina
(1.4.7) glasi

Y = 0,5 a;X1 + 05333 a,X, ’ (1.4.10)

Na slici 1.4.1. a, b 1 c¢ prikazani su sabira¢i i potencio-
metri pomocu kojih se realizuju ma3inske jedna&ine (1.4.8),
(1.4.9) 1 (1.4.10).

1.5. Razmera za nezavisno promenljivu

svaki radunski element, kako je ranije reeno, obavlja izvesnu
matematiku operaciju nad naponima koji se menjaju u toku vrame-
na. Prema tome, nezavisno promenljiva veliZina kod analognih ra-
¢unara je vreme. Stoga ako se neki matemati¥ki problem re3ava
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pomoéu analognog rafunara, onda nezavisno promenljiva problema
mora da odgovara , u nekoj razmeri, vremenu rada ra%unara. Za
obi&ne diferencijalne jednaine, koje se relavaju na analognom
radunaru, nezavisno promenljiva se predstavlja sa vremenom T
rada radunara. Ovo je naro&ito pogodno, ako se pomoéu ana-
lognog radunara proudavaju dinamidéki sistemi, koji su opisani
pomoéu diferencijalnih jednaina, jer je i kod njih nezavisno
promenljiva vreme.

0.54a,

0.5 q

Sl. 1.4.1. Primeri o&redjivanja razmere za zavisho
promenliivu

Prema tome, ako se nezavisno promenljiva problema ili vreme t
predstavi sa maZinskim vremenom T u razmeri 1:1 (t = T},
tada se kaZe da radunar radi u realnoj vremenskoj razmeri. Jed-
noj sekundi u problemu odgovara jedna sekunda rada radunara, te
se na ra¥unaru dobija realna vremenska interpretacija svih pro-
menljivih veliZina fiziZkog procesa koji se proudava ili simuli-
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ra. Rad u realnoj vremenskoj razmeri &esto se zahteva kada je,
naprimer, analogni rafunar ukljuen u sam proces te &ini njegov
sastavni deo, ili kada se ponaSanje pojedinih stvarnih elemena-
ta ili uredjaja ispituje pomoéu analognog ra&unara.

Medjutim, vrlo &esto, realna vremenska razmera mo¥e da bude ne-
podesna za reSavanje problema pomoéu analognog radunara. Tako,
ako se, pomoéu analognog rafunara, ispituju vrlo brze pojave,
tada radunar treba da u vrlo kratkom vremenu obavi potrebne o-
peracije, pa se javljaju problemi prenosa visokih ufestanosti.
S druge strane, kod sporih pojava, dugotrajna integracija bi i-
zazvala velike kumulativne grefke. U takvim sluéajevima, izme-
dju vremena, ili nezavisno promenljive t i ma¥inskog vremena
T uspostavlja se relacija

T = a.t (1.5.1)

gde je a; "koeficijent razmere za vreme. Odmah treba primetiti
da je za ‘“t > 1 vreme t usporeno na radunaru, tj. da radu-

nar radi sporije nego 5;0 se stvarni proces odvija, a za inter-
val 0 < ay <1 vreme t na radunaru je ubrzano.

Prema tome, ako je potrebno izvrEiti promenu vremenske razmere

u nekoj diferencijalnoj jedna&ini tada se, prema (1.5.1), svako
t mora zameniti njegovom vredno¥éu, tj.

1
t = a: T {1.5.2)
Pojedini izvodi, prema (1.5.1) i (1.5.2) bide tada
é% = oy é% = ayp (1.5.3)

11i u op3tem sluaju

n n
Q_; = a: Q_; = u: p" (n=1,2, ...) (1.5.4)
dt dt

U pogledu izbora vremenske razmere treba reéi da za probleme za
kojé se ne zahteva rad rafunara u realnom vremenu, izbor ove
razmere predstavlja kompromis izmedju Zelje za brZim raduna-
njem i moguénosti rada rafunskih elemeriata i uredjaja za otita-
vanje refenja u pogledu frekventnog opsega koji daje optimalnu
ta&nost. MaZinsko vreme rada jednog sporog analognog radunara
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obi%no iznosi 5 do 200 s, a proseno traje 10 do 60 s.

Ako bi se uzelo da rafunar radi duZe od 300 s, tada bi greXke
usled drifta i kona&ne ulazne struje kod integratora (Prvi deo
I, 3.4) mogle da dovedu u pitanje ta&nost dobijenih refenja. S
druge strane, suvife brze promene uti&a naitaénost rada elektro-
mehanickih radunskih komponenata. ! toga izbor vremenske razme-
re treba da bude takav da se izbegnu svi ovi uzroci gresaka.

1.6. Primeri

Primer 1. NepriguSene harmonijske oscilacije

Kao primer proudavanja homogene linearne diferencijalne jedna&i-
ne posmatrajmo mehanilki harmonijski oscilator (sl. 1.6.1), ko-

M _; x()

Sl. 1.6.1. Mehaniki harmonijski oscilator

ji se sastoji od mase M obefene pomoéu opruge sa koeficijen-
tom elastic¢nosti K. Ako se masa M nekom' spolja¥njom silom i-
zvede iz ravnotefnog poloZaja po vertikali , tada ¢e kre -
tanje x(t) ove mase biti opisano diferencijalnom jednaZinom

MX+Kx=0 (1.6.1)
sa podetnim uslovima
x(0) = A, ; i x(0) = A, (1.6.2)

Jedna¢ina (1.6.1) je homogena linearna diferencijalna jedna&i-
na sa konstantnim koeficijentima, &ije opite refenje glasi

x = C, e-""t + C, e'J“’t (106.3).

gde su C, i C, proizvoljne integracione konstante, a u je
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dato kao w = /§7ﬁ . Uvr3tavanjem podetnih uslova i transfor-
macijom jednadine (1.6.3) dobija se jednadina kretanja mase ‘M
u obliku

x = Ao cosut + %f sinwt (1 6.4)

koja se moZe napisati u obliku

x = A sin(wt + ¢) (1.6.5)
gde su
_ a2 2 M 5 Ao YKk .
A= A, + A % i tge = E\—;V; (1.6.6)

Iz jedna¥ina (1.6.4), (1.6.5) 1 (1.6.6) vidi se da je karak-
teristika ovakvog sistema da mu je kretanje sinusnog oblika,
¢ija je ugaona udestanost w = VK/ , 11i prirodna udestanost

£=2 LYK (1.6.7)

a amplituda A, te da je kretanje neprigufeno. Ako je x(0) = 0
tada se re3Senje (1.6.5) jednadine (1.6.1) svodi na oblik

x = Ay cos (|3+t) (1.6.8)

Priprema za postavljanje na ratunar
Da bi se jednadina (1,6.1) postavila na radunar, treba je naj-
pre refiti po najvifem izvodu, tj.

v . _K
F=-g5x (1.6.9)

Sada se predpostavi postojanje napona proporcionalnog sa X. 0d
ovako predpostavljenog X treba na neki na¥in dobiti &lan

- (K/M)x  koji treba izjednaditi sa %, kao 3to zahteva jednali-
na (1.6.9). Kada se napon proporcionalan sa -(K/M)x dobije,
isti se tada vodi u tadku gde se ranije predpostavilo postoja-
nje napona proporcionalnog sa X. Ovakav se proces naziva "za-
tvaranje povratne sprege”, jer se ranije predpostavljena veli-
&ina (X) dobija ustvari vradanjem unazad veli¥ine dobijene po
izvrSenim odredjenim matemati&kim ‘operacijama nad predpostav-
ljenom veli&inom (X). Ovo je jedan od najvaZnijih principa na
kojem se zasniva rad analognih radunara.

Ako se veli&ina % , dovede na ulaz integratora (1) (sl. 1.6.2),
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tada se na njegovom izlazu javlja veli¥ina - X. Ponovnom inte-

Sl. 1.6.2. Principska blok ZSema za reXavanje
jednaé&ine (1.6.9)

gracijom veli&ine - X pomodéu integratora (2) dobija se veli-
&ina x. Da bi se dobila velifina -(K/M)x, mora se upotrebiti
jedan sabira& (3), koji ovde slu¥fi samo za promenu znaka i na
¢ijem se izlazu dobija -x i potenciometar (1) na kojem se
postavi brojna vrednost X/M. Predpostavimo da je u konkretnom
primeru (K/M) < 1. Sada se izlaz iz potenciometra(l) spaja sa
ulazom u integrator (1), &¢ime je povratna sprega zatvorena i
zahtev jednadine (1.6.9) zadovoljen.

Da bi se dobilo reZenje jedna&ine (1.6.9) za odredjene po&etne
uslove (1.6.2), potrebno je na odgovarajucde ulaze svakog inte-
gratora, preko potenciometara (2) 11(3), dovesti vrednosti po-
getnih uslova (sl. 1.6.2) sa odgovarajuéim znakom. Time je re-
alizovana strukturna blok ¥ema programa za postavljanje date
jednatine na ra¥unar. Potrebno je jo¥ odrediti razmere za poje-

dine veliline, kako bi se relenje datog problema dobilo sa 3to
vedom taZnoldcu.

Odredivanje razmera

Radi jednostavnosti, predpostavimo najpre da je % = 0,25, Tada
jednaina (1.6.9) glasi :

=-0,25x (1.6.10)
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Neka su poletni uslovi
x(0) =1 cm i x(0) =0 (1.6.11)

i neka_je potrebno ovaj problem postaviti na tranzistorski dna-
logni rafunar &iji je radunski napon U = 10V, tada se izbor
razmere vr3i na sledeéi nadéin:

Maksimalna vrednost za x u toku vremena ne moZe biti veéa od
1 cm, 3to se moZfe zaklju€iti iz prirode samog problema, pa se

uzima '
kx = g .10 = 10 ' (1.6.12)
|x]max 1 cm

Imajuéi u vidu relaciju (1.4.3) i uzimajuéi iste razmere za
funkciju x(t) i njen drugi izved X (t), bife

X .. X

Kx 0,25 Ko (1.6.13)
odnosno maZinska jednadina u ovom primeru ima oblik

X =-0,25x (1.6.14)

Kako je samo jedan pofetni uslov razli&it od nule, to je i za
njega uzeta ista razmera, pa je, prema (1.6.11) i (1.6.12),

X(0) = ky x(0) =10V (1.6.15)

Na slici 1.6.3 prikazana je blok ¥ema programa za analogni ra-
dunar. Na potenciometru (2) postavljena je vrednost 1.

S§1. 1.6.3. Blok Zema za refavanje jednaine (1.6.14)
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Kako je, prema jednadini (1.6.7) frekvencija

w 1 0,5
£ =5 = 5 /0,25 = —-2'“ = 0,0796 perioda/sec {1.6.16)

bira se sledefa razmera za vreme a, = 1, tj. radi se u realnoj
vremenskoj razmeri. U toku vremena od 10 sekundi izvri¥ide se
0,796 ; ili ne3to manje od jedne osclacije. Na slici 1.6.4 pri-
kazana su grafifki reenja x(t) i x(t) jedna¥ine (1.6.10)
dobijena na analognom radunaru, za poletne uslove (1.6.11).

w0 20 éﬂﬂ

-1

S1. 1.6.4. Grafik re3enja i njegovog izvoda jednaline
(1.6.10) za poletne uslove (1:6.11)

U slutaju da je dato % = 25 tada bi jedna®ina (1.6.9) imala
oblik .

X =-25x (1.6.17)
Sada se vidi da je prirodna frekvencija povedana u odnosu na
predhodni sludaj, te se mora usvojiti druga razmera za vreme.
Neka je

ay = 10 (1.6.18)
tada iz (1.5.3) 1 (1.5.4) sledi
d d a2 4?2
—= 10 — i -— = 100 — (1.6.19)

dt dt dt? ar?



Analogni elektronski ratunari i njihova primena 195

Ako se ove vrednosti uvrste u jedna&inu (1.6.17) i ako se usvo-
je iste razmere za x i % kao i ranije, dobija se

2
100 &% - - 25 x (1.6.20)
_ dr?
114
2
X - _ 9,25 x (1.6.21)
dr?

Ova jednafina je istog oblika kao i jedna&ina (1.6.14). Prili-
kom postavljanja na ra&unar treba jedino voditi raduna da je ma-
Sinsko vreme T 10 puta sporije od realnog vremena t, te da

10 sec maSinskog vremena odgovara 1 sec realnog vremena. To
zna&i da je vremenska skala razvufena. Ugaona ulestanost u ovom
sludaju je

w = /25 = 5 rad/sec {1.6.22)
pa Jje w
£ =57 =0,79 Hz (1.6.23)
Ako bi, naprimer, bilo X = 0,0001; tada bi jednaZina (1.6.9)
bila
% =- 0,0001 x (1.6.24)

Tada se mora uvesti slededa razmera za vreme, tj. oy = 0,01;
pa je

t =100 1t (1.6.25)
Kada se ova vrednost uvrsti-u jednadinu (1.6.24) i vodeéi ra&u-
na da je prema (1.5.3) i (1.5.4)

2 2
4.1.4 5 & _1 & (1.6.26)
at? 10" dr?
dobija se
d*x X
—_— = - (1.6.27)
at?

Ovako dobijena jednaldina-lako se postavlja na radunar, jer nije
potreban potenciometar (1) (sl. 1.6.2). Prilikom o&itavanja re-
Zenja treba voditi rafuna da je

w = /10" = 0,01 rad/sec (1.6.28)

pa se jedna oscilacija dobija za
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T=4= 2T - 100-27 = 628 sec (1.6.29)
odnosno za T' = 6,28 ma%inskih jedinica za vreme.

Primer 2. Prigufene harmonijske oscilacije

U ovom se primeru proudava kretanje mase M mehani&kog harmo-
nijskog oscilatora koji pored opruge ima i jedan viskozni (hidra-
uli&ni) prigu3iva& (sl.1.6,5)., Otporna sila prigu3ivala propor-

M —‘ x(t)

51. 1.6.5. Mehani¥ki harmonijski oscilator sa priguZenjem

cionalna je brzini X. Kretanje mase M opisano je linearnom
diferencijalnoﬁ jednadinom drugog reda oblika

MRE+Cx+Kx=0 (1.6.30)
sa podetnim uslovima.
x(0) = x4 i x(0) = xq (1.6.31)

gde je sa x obeleZfen pomeraj mase M meren od ravnoteZnog
poloZaja. Velidine M, C i K su konstante.

Interesantne velidine vezane za kretanje mase M su put
x(t), brzina x(t) i ubrzanje x(t). Neka se u podetnom tre-
nutku t = 0 masa M nalazi u poloZaju x(0) = Xq i neka ima
poéetnu brzinu i(0) = 0, Pored toga, neka su zadate sledede
brojne vrednosti

- 0,18 ¢ x < 0,18 m; X, = 0,18 m

M= 0,08 [kg] (1.6.32)
K = 420 [kg/s?] -
C = 2 [kg/S]
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Jednadina (1.6.30) je homogena linearna diferencijalna jednadi-
na sa konstantnim koeficijentima &ije opSte reSenje glasi

r]t t

x =C,e"'t + c,ef? (1.6.33)

gde su r; i r2 koreni karakteristidnog polinoma, a C; 1
C2 integracione konstante. Izrazi za korene r; i r, dati

=-c+\lc2-4m<

su relacijama:

1 2M
(1.6.34)
. i VE’ - 4MK
2
2M

Kao $to je poznato ovde mogu da nastupe tri slucaja:

1, Ako je C? > 4MK tada su r, i r, oba realna i nega-
tivna, te je re3enje (1.6.33) aperiodiénd, i kada t + «,
x + 0, U

2, Ako je C? = 4MK tada su r; i r, jednaki, realni i
negativni, pa je resenje (1.6.33) jednadine (1.6.30) kriti&no
aperiodi¢no, tj. predstavlja granicu izmedju aperiodiénog i pri-
gufenog oscilatornog kretanja. Vrednost C = 2/MK naziva se
kritiéni faktor priguSenja.

3. Ako je C? < 4MK tada su r; i r, konjugovano komp-
leksni brojevi, pa se reSenje (1.6.33) moZe napisati u obliku

x=2e (Dycoswt + Dysinwt) (1.6,35)

gde su D; 41 D; integracione konstante koje se odredjuju iz

v - 2 .
- JMK - C (1.6.,36)

2M

po&etnih uslova, a

(]

ugaona kruZna ulestanost.

Priprema za postavljanje na ratunar
Da bi se jedna&ina (1.6.30) mogla reSavati pomoéu analognog ra-
¢unara potrebno je najpre reSiti je po najvidem izvodu, pri e-
mu se dobija
f=-SCx-
R=-gx

=

b (1.6.37)
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Jedna¢ina (1.6.37) razlikuje se od jedna&ine (1.6.9) iz predho-
dnog primera samo po tome %to je drugi izvod jednak zbiru dva
¢lana. Stoga ée blok 3Sema programa za postavljanje jednaZine
(1.6.37), na analogni radunar, izgledati kao na slici 1.6.6.

-U

KM

S1l. 1.6.6, Principska blok 3ema za re3avanje
jedna&ine (1.6.37)

Vidi se da se veli¥ini -x mora promeniti znak pomoéu sabira-
&a (4) i da se tako dobijena veliina mno%i sa C/M pomoéu po-
tenciometra (1) i vodi na sabira& (1) gde se sabira sa veli&i-
nom (K/M)x, koja se dovodi sa potenciometra (2).

Odredivanje razmera

Da bi se odredile razmere za pojedine funkcije i za vreme, pred-
postavimo da fe se za reSavanje jednadine (1.6.37) koristiti
tranzistorski analogni rafunar &iji je radunski napon U = 10 V.

Kako je prema (1.6.32) u ovom slufaju C2? < 4KM, reZenje ée bi-
ti oscilatorno i prigueno. Prirodna ulestanost sistema bide

W, = Vg- V—Qg = 73 rad/sec (1.6.38)
0,08

Buduéi da gu oscilacije prigulene, maksimalna amplituda oscila-
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cija nastupa samo u prvom ciklusu. Predpostavimo da je C = 0,
pa refenje (1.6.35) ima oblik

X = x, coswt (1.6.39)
Odavde je
x = =Xow Sinut i X = 4x°m2coswt (1.6.40)

Uzimajuéi sada da je |[x|,,, = 0,18 m, mogu se odrediti maksi-
malne vrednosti brzina i ubrzanja, tj.

Xpax = Xmax® im&x = 0,18+73 = 13 m/sec
(l.6.41)
Xpax = XpaxW? Xmax = 0,18+73% = 950 m/sec?
U cilju odabiranja pogodne razmere uzima se da je Xpax < 0,2 m;
Xpax < 20 m/sec i X < 1000 m/sec?, S obzirom da je U = 10 V
razmera za gornje velidine bide

za X: ky = Ul% £ 50; x= 50x ; x = é%
’ -
za x: ks =43¢ i x=2; x = 2% (1.6.42)
¢ x 20537 2! ‘0
- 10 1.2 % e -
za X: k; = 1060 < Yooi X = 100°¢ X = 100X

Uvedimo izabrane razmere (l1.6.42) u jednadinu (1.6.37) pa ¢e
biti

X(t) -

4 ES

Q(t) ==

<4{[e}
x;.rlv-

1
E X(t) (1.6.43)

oy

a zamenom brojnih vrednosti za razmere dobija se

X(t) = - 1—(2)0- < k() - 30—105 5 X(t) (1.6.44)
Kako je R
. dx _ ax(t
we) = $; xw =ER (1.6.45)

odnosno uvodeéi razmere za funkcije, prema (I.6.42), dobija se

da je

2k (t) = a—‘é—[ﬁs‘%?-]; 100 (t) = g2[2%k(t)) (1.6.46)
Iz (1.6.46) sledi da je
t .
X(t) = J[lOOf((t)]dt (1.6.47)

0
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n
X(t) = I[soi(t)]dt (1.6.48)
0

Kao Sto se vidi, usvajanjem razmere za vreme, model procesa se
na analognom radunaru moZe ubrzati ili usporiti. Kako je prema
(1.6.38) ufestanost w,, u ovom primeru, velika, bira se takva
razmera za vreme da se izvr3i usporenje odvijanja procesa u a-
nalognom modelu., Neka je at = 100 te prema (1.5.3) i (1.5.4)
sledi

2 2
<4 - 100 3 1 L - 10000 4= (1.6.49)
dt drt at? dat?

Zamenom (1.6.49) u (1.6.46) dobija se

. X
2% () = 100 —‘1[—“-)-]

dv{ s0
(1.6.50)
- ar .
100X (1) = 100 a[zx(r)]
odnosno T
X(1) = I[).((t)]dt (1.6.51)
0
T
X(t) = I[O,S'i(‘t)]dt (1.6.52)
0

Poredjenjem (1.6.51) i (1.6.52) sa (1.6.47) 1 (1.6.48) vidi se
da je za predlo¥fenu transformaciju vremenske baze potrebno sto
puta smanjiti vremensku konstantu svih integratora u programu.
Do istog se zakljufka dolazi i ako se ima u vidu princip rada
integratora (Prvi deo I, 3.2). Blok Zema programa za re$avanje
jednadine (1.6.44), uzimajuéi u obzir i relacije (1.6.50), tj.
{1.6.51) L (1.6,52), data je na slici 1.6.7, Konstanta 0,5 u
relaci}i (1.6.52) je dobijena u programu na slici 1.6.7 tako
8to je dodat potenciometar (1) koji je postavljen na vrednost
0,5 ; a iz ovog se potenciometra sada ulazi u integrator. Po-
tenciometar (2), kao 3to se vidi iz relacije (1.6,51) treba po-
staviti na vrednost 1, 3to znali da praktiZno ova} potenciome-
tar ne postoji u programu, veé se direktno sa izlaza prvog ide
na ulaz drugog integratora. Po&etni uslov koji treba postaviti
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na potenciometar (3), prema (1.6.32) i (1.6.42), bide

X(0) = 50+0,18 =9 V = 0,910V (1.6.53)

-0V

5-10 M’f\\sf |

Sl. 1.6.7. Blok Sema za reSavanje jednadine (1.6.44)

gto znali da se na potenciometar (3) postavlja vrednost 0,9,

X -k x
1000t 20t Q2
500 10} Q)

0+ 0{ 0

sl. 1.6.8. Grafik re$enja i njegovih izvoda jednacine
(1.6.30) za vrednosti konstanata (1.6.32)
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Ovako dobijena blok Sema sada se postavlja na analogni radunar

i o&itavanjem naponskih funkcija u taZkama A, B i C dobijaju

se refenja x(t), x(t) 41 %(t) u odgovarajuéim razmerama. Sa-
da se moZe prou¥avati kako se funkcije x(t), x(t) i %(t) me-
njaju kada se menjaju konstante M, C i K. Za vrednosti konsta-
nata (1.6,32) grafifki izgled red3enja x(t) i njegovih izvoda
dobijenih na analognom ra&unaru dat je na slici 1.6,8.

Primer 3. Dinamika hemijske reakcije
U hemijskom reaktoru, koji se nalazi na konstantnoj temperaturi,
odvija se hemijska reakcija tako da supstanca A nestaje a iz

nje postaje supstanca B, iz koje daljom reakcijom postaje
supstanca C. Ovaj proces se hemijski oznalava na sledeéi na&in

Ak, gk ¢

gde su k; 1 k: konstanté brzina reakcija. Ovakva reakcija
poznata je u hemiji pod imenom redna reakcija prvog reda, koja
se obavlja u istoj zapremini. Potrebno je nac¢i promene koncen-
tracija supstanci A, B 1 C u zavisnosti od vremena i to za
sludaj kada je k; = 1.0 i k2 / ky # 1.

Ako sa Xpr Xy i Xo oznaéimo koncentracije supstanci A,B i C
onda je 0 s Xy 1 Xgo %g < 1. (1.6.54)

Pretpostavimo da se pre poSetka reakcije u reaktoru nalazi samo

supstanca A. Prema tome za t = 0, bide

1 =100 %

»
~
=
~
[}

(1.6.55) .
= xc(O) = 0,

ot
-~
(=4
-~

[

Brzine promena koncentracija za pojedine supstance mogu se de-

finisati relacijama

dx

ot Tk X

ax
B__ - K,- {1.6.56)

at = k;-xA k2 XB ’

dx
c = -

gt = ke ¥p
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Prema tome, da bi se prou&ila dinamika date heinijske reakcije
potrebno je postaviti na analogni radunar sistem diferencijalnih
jednaéina (1.6.56) za poCetne uslove (1.6.55) uz uslov da je u

svakom trenutku

Xy +oxp + Xo = 1 (1.6.57)

Priprema za postavljanje na ra¢unar

Po3to je sistem jednadina (l.6.56) veé reSen po izvodima veli-
¢ina Xps Xp i X to blok Sema programa za postavljanje siste-
ma na analogni rad&unar izgleda kao na slici 1.6.9.

-10

Xa(0)
10

Py ~XA

Db

1> Xs
Sl. 1.6.9. Principska blok Semd za reSavanje sistema
jedna&ina (1.6.56)

Odredivanje razmera

Po¥to je poznato da koncenf:racije.komponenata A, BicC koje se
nalaze u reaktoru ne mogu biti manji od O niti vede od 1
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(100 %) to se, za analogni radunar, kod koga je U = 10, moZe
uzeti da je
U 10
k. = = &— = 10 (1.6.58)
b |x[max 1 .

Za svaku koncentraciju Xy Xp i Ao Ako usvojimo i razmeru

za vreme

ap = ¢ =10 (1.6.59)

i uvrstimo relacije (1.6.58) i (1.6.59) u sistem jednalina
(1.6.56) dobicemo sistem maZinskih jedna&ina oblika

-10
ax
dTA = -0,1 ky X,
Xal0) ax,
10 T = 0Lk X, - 0,1k Xp

¢ XA dx.
= 0,1'k2X
@ o1k, :

a potetni uslovi (1.6.55)

svode se na

X, (0) = kx- X, (0) = 10 V.

sl. 1.6.10 XB(O) = X, (0) = 0.

Na slici 1.6.10. prikazana je blok Zema programa za analogni
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radunar. Na potenciometar (1) postavljena je vrednost 1 a na
potenciometar (2) postavljena je vrednost 0,1, koja odgovara
konstanti k), = 1. Na slici l.6.1lla prikazana su refenja za

Xy Xp i Xc za sluc¢aj kada su k; =1, k2 = 2,5 a na slici

1.6.11 b reSenja za k, =1 i k, =0,8,

Xa

0sr

0 (R 80 ¢ [sed

D

Xe¢
XA

051

Xs

7

0 30 60 t fsek]
b

S1. 1.6.11 Grafici re3enja sistema jednadina
(1.6.55) za podetne uslove (1.6.54)
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2. NEHOMOGENE LINEARNE DIFERENCIJALNE
JEDNACINE SA KONSTANTNIM KOEFICIJENTIMA

2.1. Matematicke osnove

Ako u jednadini (1.1.,1) odnosno (1.1.,2) funkcija £(t) nije nu-
la veé konstanta razlidita od nule iliufﬁhkcija od nezavisno
promenljive t, onda se takva jednafina naziva nehomogena line-
arna diferencijalna jedna%ina. Funkcija f(t) se u matematici
naziva. slobodan &lan, a u tehni&koj praksi ulaznd ili pobudna
funkcija.

Iz teorije diferencijalnih jednafina poznato je da se op3te re-
Senje nehomogene linearne diferencijalne jedna&ine dobija kao

zbir op$teg reienja homogenog dela date jedna&ine i partikular-
nog reSenja jednaline, koje ne sadrZi proizvoljne konstante.

Prema tome, op3te re3enje jednaline
L(p)x(t) = £(t) (2.1.1)

bide

x(t) = xp(t) + xp(t) (2.1.2)
gde je x,(t) resenje homogenog dela, a xp(t) partikularno
reSenje jednacdine (2.1.1). Postupak re$avanja homogenog dela
jedna&ine je'opisan u predhodnom odeljku. Sada €emo se ukratko
osvrnuti na dobijanjevpartikularnog reSenja xp(t) nehomogene
jedna&ine.

Partikularni integral nehomogene jednadine moZe se naéi pomoéu
jedne od dve metode:

19 LagranZeve (Lagrange) metode varijacije konstanata, ili
2? Ko$ijeve (Caushy) metode.

Po prvoj metodi kada se zna op3ti integral homogenog dela jed-
nadine (2.1.1) tj. op3ti integral jedna&ine

L(p)+x(t) = 0 (2.1.3)

onda se pomoéu kvadratura moZe naéi integral jednaline (2.1.1),
na taj naéin sto se op3tli integral jedna&ine (2.1.3) napiSe u
obliku n

x(t) = zrcixi (t) (2.1.4)

i=
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gde x;(t) (i=1, 2, ... , n) ¢&ine osnovni sistem reSenja
.(2.1.3) a C; (i =1, 2, ... , n) proizvoljne konstante integ-
racije. Ako se predpostavi da C; (i =1, 2, ... , n) nisu kon-
stante nego funkcije od nezavisno promenljive, tj. C;(t), onda
je potrebno odrediti ove funkcije tako da izraz (2.1.4) identi~-
&ki zadovoljava jedna&inu (2.1.1).

Da bismo odredili nepoznate funkcije C;(t) (i =1, 2, ... , n)
potrebno je n uslova, Radi toga se uvodi

n
x(t) = ] Cj(t)x;(t) o (2.1.5)

i=1

odakle se diferenciranjem dobija

n . n
x'(t) = ] Ci(ixi(e) + ] Ci(t)x; () (2.1.6)
i=l1 . i=1
Uvedimo uslov n . )
I cittixj(e) =0 (2.1.7)
i=}

koji izvod funkcije (2.1.6) svodi na oblik

n 0
x'(t) = i:z-l' C;i (t)x; (¢) (2.1.8)

Diferenciranjem (2.1.8) dobija se

n n

x"(e) = [ cie)xi(e) + [ ci(e)xg(t) (2.1.9)
. i=1 i=1

Uvedimo uslov .

I clit)x)(t) =0 (2.1.10)

imp * 0t

pa se iz (2.1.9) dobija
n
x"(t) = ] C (e)x](¢) (2.1.11)
i=1 - -
Primenjujuéi isti postupak na izvode videg reda sve do n-l, tj.

b

' (n-2)
(L ci(t)xi (t) (2.1.12)

2 :
@) = § e wxP o)
i=1 .

dobija se uslov
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] (n-2)

_{1 c; (B)x; (¢) =0 (2.1.13)
1=

koji daje

n
gy = 7 e @xP (e (2.1.14)
i=l

Diferenciranjem (2.1.14) dobija se

n n f .
ey = 7 cixPo + [ ocpex™ ) (2.1.15)

i=1 i=1
Zamenom funkcije (2.1.5) i svih njenih izvoda (2.1.8), (2.1.11)
sve do (2.1.14) i (2.1.15) u (2.1.1), 1 imajuéi u vidu da je
Lip)x,(t) =0 (i=1,2, «oe , 1) (2.1.16)
dobija se poslednji uslov
T A (n-1)
I C.(t)x, (t) = £(¢) (2.1.17)
i=1 *

Prema tome, da bi re3enje jednadine (2.1.1) imalo oblik (2.1.5),
dovoljno je da funkcije Cj;(t), (i =1, 2, ... , n) ispunjavaju
uslove (2.1.7), (2.1.10) itd. do (2.1.13) i (2.1.17). Tako re3a-
vanjem sistema jednalina '

TN
n '
izl C/(t)x, (t) =0
n ' '
i£1 c;(t)x (£) =0
teavsesseresseboe > (2.1.18)

TN (n=2)
'_21 c (e)x; " (e) = 0
1=

n t
I c;@x ) = (0
i=1
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dobijaju se funkcije

Cilt) = A (8) (L =1, 2, eu ,m) (2.1,19)

odakle se dobija

c, = Ik(t)dt + D, = u () + oi' (i=1,2, ... ,0) (2.1.20)

gde su D; integracione konstante,

Zamenom relacije (2.1.20) u jednaZinu (2.1.5) dobija se op3ti
integral jedna&ine (2.1.1) u obliku

n n
x(t) = ] D, x, (t) + ) uy(E)x, (8) = x (€) + x_(t) (2.1.21)
i=1 i=1 P

Odredjivanje integracionih konstanata D;, vr¥i se kao i rani-
je, na osnovu po&etnih uslova.

Po drugoj - KoZijevoj metodi partikularni integral jednaline
(2.1.1) moZe se odrediti iz op3teg integrala (2.1.4), ako se
konstante C; (i =1, 2, ... , n) odrede tako da integral
(2.1.4) i njegovih n-2 uzastopnih izvoda po t budu jednaki
nuli, a n=1 izvod jednak jedinici za neku vrednost t = t,.
ObeleZimo tako dobijenu funkciju sa ’¢(t,tv). Mo¥e se pokazati
da funkcija

¥(E) = | (t,ty)E(t,)at, = xp(t) (2.1.22)

O S,

(]

predstavlja partikularni integral xp(t) jedna¥ine (2.1.1).
OpSte resSenje je, kao i ranije, oblika

x(t) = xp(t) + ¥(t) (2.1.23)

kod kojeg se integracione konstante odredjuju iz po&etnih uslo-
va,

Ako je funkcija £(t) pogodnog oblika, moZfe se koristiti meto-
da neodredjenih koeficijenata da bi se na3ao partikula;ni inte~
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gral jednadine (2.1.1),

2.2, Struktura programa

Strukturna blok 3ema programa za re3avanje nehomogene linearne
diferencijalne jedna®ine sa konstantnim koeficijentima, je is-
tog oblika kao i za re3avanje homogene jedna&ine, s tim 3to je
potrebno uvesti jo3 i funkeciju £(t) u program., Radi ilustfa-
cije, uzmimo jedna&inu

aXx + bx = ¢ (2.2.1)

za poéetni uslov x(0) = 0., Homogeni deo ove jednadine isti je
kao kod jedna&ine (1.2.1).

Da bi se ova jednadina postavila na radunar, potrebno je, kao
i ranije, re¥iti je po najviSem izvodu, tj.

. b c
x__;x+-a- (2.2.2)

Kada &lan c¢/a ne bi postojao, tada bi strukturna blok Zema
programa izgledala kao na.slici 1.2.2. Medjutim, prema (2.2.2)
vidi se da je potrebno izvriiti sabiranje dva &lana da bi se
dobio izraz X . Stoga strukturna Sema programa ima oblik pri=-
kazan na slici 2.2.1. Sabira& (1) sluZi da se na njemu konstan-

a4 . .
- ' x(t

Sl. 2.2.1. Blok Zema za reSavanje jednafine (2.2.2)

tna vrednost c/a i promenljiva -(b/a)x(t) saberu, pa se

na njegovom izlazu javlja veli¥ina =-x(t). Sa slike 2.2.1 vidi
se da sabira&é (3) sluZi samo za promenu znaka veliZine x(t). A-
ko bi se integrator koristio i za sabiranje, onda mogu da se i-
zostave oba sabiraa, te nakon ovih transformacija, strukturna
Sema za re3avanje jedna&ine (2.2.2) izgleda kao na slici 2.2,2,
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£
+Uo—-®_g_t -xito)
b
—a* b/a

&

S1., 2.2.2, Blok %ema sa minimalnim brojem ra&unskih
elemenata za reSavanje jednadine (2.2.2)

Na sli&an se nadin formiraju strukturne Zeme i za druge nehomo-
gene jednadine. Naprimer, strukturna Zema za reSavanje jednaline
oblika

a’y dy
a,—— + a,— + a,y = £(t) (2.2.3)
dat? at

koja reSena po najvi¥em izvodu ima oblik

dzy a, dy a, 1
d—tz-=-'-aTd—t-a—l'y+;f(t) (2.2.4)

izgleda kao na slici 2.2,3., Kao 3to se vidi na sabiradu (1) se
vrEi sabiranje veli&ina =-(a,/a,)(dy/dt), -(a,/a,)y i ulazne
funkcije £(t) pomnoZene sa 1/a,.

Sl. 2.2.3. Blok %ema za reiavanje jednaline (2.2.4)

Ako je funkcija f£f(t) konstanta onda se lako formira mnoZenjem
radunskog napona U sa odgovarajuéim faktorom. Medjutim, ako
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je potrebno da ta funkcija bude promenljiva sa vremenom, onda
je potrebno generirati je. Stoga demo u narednim izlaganjima
dati neke metode generiranja funkcija £(t) koje se pojavlijuju
kao pobudne funkcije za re3avanje nekih homogenih nelinearnih
diferencijalnih jednacina.

2.3. Ceneriranje funkcija nezavisno promentljive

Ranije smo govorili o generatorima funkcija (Prvi deo I, 5).
Tada je refeno, da je generator funkcija fizi&ki uredjaj koji
moZe da ostvari operaciju

y = £(x) (2.3.1)

gde su x 1 y funkcije vremena, a operator £ oznaava da
velidina y zavisi od veli¥ine x po nekom odredjenom zakonu,

Ako se u relaciji (2.3.1) uvede da je

X = kt (2.3.2)
gde je k koeficijent proporcionalnosti, tada se dobija

y = £(kt) = F(t) (2.3.3)

Prema tome, generator funkcija se moZe upotrebiti, ako se Zeli
generirati neka funkcija vremena. Za ovo je potrebno generator
podesiti na Zeljenu funkciju, a na ulaz generatora dovesti na-
pon koji raste linearno sa vremenom. Za dobijanje napona defi-
nisanog jedna®inom (2.3.2) moZe se koristiti integrator povezan
prema Semi na slici 2.3.1. Na izlazu iz integratora dobija se

k £(x)

kt |

Sl. 2.3.1. Generiranje funkcije vremena

veli€ina x = kt koja se uvoedi u generator funkcija GF, sa
&ijeg se izlaza dobija Zeljena funkcija (2.3.3).

Oovde treba napomenuti da se integrator povezan prema slici
2.3.1 moZe koristiti i za pokretanje pera pisafa u pravcu X-ose,
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kada se pisa® koristi za ofitavanje reSenja u zavisnosti od
vremena.

Generiranje funkcije F(t) na analognom rafunaru mofe se izvr-
§iti 1 pomodu linearnih ra&unskih elemenata (sabira&a, integra-
tora i potenciometara), ako se funkcija F(t) javlja kao reSe-
nje neke obi&ne linearne diferencijalne jedna¥ine sa konstant-
nim koeficijentima za odredjene podetne uslove. Ovakav na&in
generiranja funkcija u nekim sluajevima daje vedu ta&nost i
lak3u realizaciju funkcije na ra&unaru. Tako, funkcije sinwt,
cosuwt, eut, t?
funkcija mogu se dobiti kao reSenja homogenih linearnih difere-

i neke sloZene funkcije sastavljene od ovih

ncijalnih_jednaéina sa konstantnim kbeficijentima pri odredje-
nin podetnim uslovima.

U slededem uzlaganju bice pokazano kako se na ovaj na&in gene-
riraju sinusna, eksponencijalna i stepena funkcija nezavisno
promenljive t.

Generiranje sinusnih funkcija

Veé je receno u predhodnoj glavi da se funkcije sinwt i

cosut mogu dobiti kao dva nezavisna re3enja diferencijalne je-
dnaéine drugog reda

% =2 -plx (2.3.4)
Da bismo ovo proverili, stavimo da je

x = Aessinwt (2.3.5)
gde je A neka proizvoljna konstanta, pa je

X = Awecoswt (2.3.6)

% = ~Aw?+sinut = -w2x (2.3.7)

Na isti se naZim mo%e proveriti da je i x = B coswt, gde je
B neka druga proizvoljna konstanta, takodje re3enje jednadine
(2.3.4), pa je na osnovu principa superpozicije, i

x = A sinwt + B coswt (2.3.8)

redenje jedna&ine (2.3.4). MoZe se pokazati da se reSenje
(2.3.8) moZe dobiti, ako se stave vrednosti za podetne uslove
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x(0) =B i x(0) = Aw (2.3.9)
Isto tako, za po&etne uslove

x(0) = 0 i k(0 =a (2.3.10)
reSenje (2.3.8) jednadine (2.3.4) je

x = A sinwt (2.3.11)
a za poletne uslove

x(0) = B i x(0) =0 (2.3.12)
redenje ije

X = B cosut (2.3.13)

Sada €emo pokazati kako se mogu generirati funkcije (2.3.11) i
(2.3.13) pomoéu jedne blok Z¥eme, Posmatrajmo blok Zemu na sli-
ci 2.3.2., Ako se na potenciometre (1) i (2) postave iste vred-
nosti w, onda se na izlazima odgovarajuéih integratora, za po-

Y -y

Sl. 2.3.2. Generiranje sinusnih i kosinusnih funkcija

%etne uslove A i B, dobijaju funkcije nazna&ene na sl.2.3.2.
BAko se stavi da je B = 0 na izlazu iz integratora (2) dobija
se .. Awecosut
- m

= A coswt (2.3.14)

]
EXe

a na izlazu iz integratora (3)
X = A sinwt (2.3.15)

pomodéu blok %eme na slici 2.3.2 mogu se, dakle, generirati obe
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funkcije (2.3.14) 1 (2.3.15), pri ¢emu se amplituda A 1lako
podeSava pomodu potenciometra (3). Promena vrednosti za w ne
utide na amplitudu oscilacija. Pored toga, ako se Zeli da se
generira funkcija (2.3.8), onda je potrebno izlazne veli&ine iz
integratora (2) i (3) dovesti na sabiraé&, pri &emu velidinu iz
integratora (2) treba pomodu potenciometra pomnoZ¥iti sa B/A.

Ako je potrebno da bude w > 1, onda se ulazi u odgovarajuce
integratore mno%fe faktorom veéim od 1. Medjutim, kada se uzi-
maju velike vrednosti za « javljaju se gre3ke koje nastaju u=
sled ka3njenja na visim frekvencijama (Prvi deo I, 3.4) %to

se manifestuje time da amplitude oscilacija rastu sa vremenom.
Da bismo ovo pokazali predpostavimo da svaki pojafavaZ® unosi
kasnjenje. Tako; ako je na ulaz u pojadavad dovedena velidina

y = sinwt . (2.3.16)
~na izlazu e se javiti

Xg = - sin(ut = ¢) 4> 0 (2.3.17)
Izlaz iz integratora, za ulaznu veli&inu (2.3.16) bide

x; = - % sin(ut - 3 = ¢) = % cos (at = ¢) (2.3.18)

jer integracija sinusnih funkcija unosi pomeranje faze za w/2,
Prema tome, ako se otvori povratna sprega niza ra&unskih ele-~
menata koji generiraju sinusne funkcije (sl. 2.3,3) i ako se

Sl. 2.3.3. Analiza gre3ke generatora sinusnih

funkcija pri viSim frekvencijama
na ulaz sabira&a (1) dovede veliéina
x = sinwt (2.3.19)
na njegovom izlazu pojaviée se veliéina

-x = =gin(wt - ¢;) (2.3.20)
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Ulazna veli&ina u integratdr (2) bide tada

- ux == = —wsin(wt = ;) (2.3.21)
pa se na njegovom izlazu javlja veli&ina
- % - cos(ut - ¢1 - ¢2) (2.3.22)

Ulazna veli&ina u integrator (3), na sliZan nadin, bide
- x=uwcos(ut - ¢1 = ¢2) (2.3.23)
pa je izlazna velifina iz istog integratora data sa
x = sin(ut = ¢) (2.3.24)

gde je
b =¢; + 62 + ¢y >0 ‘ (2.3.25)

pri Semu su ¢, >0, ¢ >0 i ¢, > 0, fazni pomeraji sabira-
¢a (1) i integratora (2) odnosno (3), a ¢ ukupan fazni pome-
raj celog kola na slici 2.3.3, U idealnom sludaju treba da je

¢ =0, pa je

x
— = = X = - ginwt (2.3.26)

w?
Medjutim, kada se ¢ ne moZe zanemariti, onda se prilikom zat-
varanja povratne sprege, dobija da je

& = - sin(ut - ¢) (2.3.27)
w? .

Rastavljanjem desne strane jednadine (2.3.27) dobija se

. S sinwt cos¢ + coswt siné (2.3.28)

w?
i xako je ¢ mala veli¥ina, moZe se uzeti da je sind = ¢, a
cos$ = 1, pa jedna&ina (2.3.28) postaje

XL sinwt + ¢°*cosut (2.3.29)

mz

koja se od jednadine (2.3,26) razlikuje za veli&inu

decosut = ¢ % (2.3.30)
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Prema tome, na ratunaru je stvarno postavljena jedna&ina
_.x—=|-’x+¢
w?

(2.3.71y

EfX.

¢lan ¢(i/w) odgovara negativnom prigusSenju, tj. on uti&e na
oscilacije tako da im se amplituda povedava tokom vremena. Sto-
ga da bi se uticaj ovog ¢lana poni3tio uvodi se pozitivno pri-
gufenje u integrator (2), koje je proporcionalno sa i, kao
prema slici 2.3.4. Za svako w moZe se podesiti vrednost po-

KOREKCIJA AMPLITUDE

S1l. 2.3.4. Korekcija gredke pri visokim frekvencijama

tenciometra (3) tako da se uticaj &lana ¢(§/w) u jednadini
(2.3.31) poniiti, &ime se postif¥e da amplituda oscilacija bude
konstantna. Na taj se na¢in mogu generirati i sinusne i kosinu-
sne funkcije kod kojih w moZe da bude prili&no veliko, a pri
¢emu amplitude ostaju konstantne i za duZe vreme rada radunara.
Generiranje eksponencijalnih funkcija
Kao 5to je poznato eksponencijalna funkcija

x = A.e%t (2.3.32)

je reSenje linearne diferencijalne jednafine prvog reda oblika

&= ax (2.3.33)
za poCetni uslov )
x(0) = A (2.3.34)

Prema tome, za generiranje funkcije (2.3.32) moZe se koristiti
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strukturna blok Zema programa data na slici 2.3.5, pri gemu se
Sema na slici 2.3.5a koristi za generiranje funkcije (2.3.32)
za a < 0, a 3ema na slici 2.3.5b za o > 0.

+J +U

Sl. 2.3,5. Generiranje eksponencijalnih funkcija

Eksponencijalna funkeija

x =a’ (2.3.35)

je ustvari reSenje linearne diferencijalne jednadine

H=xna (2.3.36)
za pofetni usloy
x(0) =1 (2.3.37)

Stoga se funkcija (2.3.35) moZe generirati pomoéu strukturne
blok $eme prikazane na slici 2.3.6a, ako je 2&n a < 0, a pomo-
éu Zeme prikazane na slici 2.3.6b, ako je 2&n a > 0.

Generiranje potencijalnih redova nezavisno promenljive

Red oblika
3 i n- n
x= ] at'=a +at+at?+ e +a £ +at” (2.3.38)
im0 1 ) n-1 n

naziva se potencijalni ili stepeni red nezavisno promenljive
t. Uzastopnim diferenciranjem reda (2.3.38) dobija se
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-xlha xlna

lna lha
(@) (b)
sl. 2.3.6. Generiranje funkcija at
'\
x' = a, + 2a,t + 3a,tz + e + (n-l)an_ltn'2 + nantn-1
[’} n-3 2

nNne=
x = 2a, + 3-2a,t + ¢ + (n—l)(n-Z)an_lt + n(n-l)ant

80000 $60 2L ES 0L RBLPEePENORsCEGEOIIBIRGETSEESE

20 8 AP BSOS OO PS ORI PNIEPIINIRNBOIOLOEOEIEBRIEDROSES (2‘3.39)

x®1) = (p-1)1a +ntat
Nel n
x(n) =n! a J
n
Prema tome, diferencijalna jednalina
<2 - a_ ' (2.3.40)

sa poéetnim uslovima

x(0) = a, 9

x'(0) = a,

x (0) = 2a, s (2.3.41)
x(0) = (-1 a,_, )

ima re#enje oblika (2.3.38). Stoga se red (2.3.38) moZe gene-
rirati pomoéu blok Zeme prikazane na slici 2.3.7. Znak izlazne
velidine x odredjen je stepenom polinoma n, tako ako je n
paran ceo broj znak je pozitivan, a ako je n neparan ceo broj
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znak je negativan.

(n=1) ¢ a _, -(n=2)t a,.

Sl. 2.3.7. Generiranje potencijalnog reda

Drugi nad&in generiranja potencijalnih redova moZe se ostvariti
pomoéu blok 3eme prikazane na slici 2.3.8. Pomoéu ove

1 =¥(t)

Sl. 2.3.8, Drugi na&in generiranja potencijalnog reda

Seme se generiraju &lanovi reda

2 3 n X
x=k-kt+k-§-,—-k-§-!-+"'+ -1k & (2.3.42)

kori%denjem integratora i bez dovodjenja podetnih uslova, veé
samo integracijom konstantnog napona proporcionalnog sa k. Na
izlazu iz integratora dobijaju se odgovarajuéi &lanovi reda
(2.3.42), a potenciometri izmedju integratora sluZfe za izbor
najpogodnije razmere za pojedine &lanove reda. Pomoéu potencio-
metara P;, Piv oon o Py i sabira&a (1) lako se generira red

2 3 n
y(t) = k[a_o - a;t + a,%—l- - a,g—! +e0e 4 (-1)%a_ %-] (2.3.43)

gde se koeficijenti a,, 4,y «es o ap postavljaju na potencio-
metrima P,, P,, ... , P, respektivno.
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Primer: Za generiranje funkcije

x(t) = e*1nt (2.3.44)

razvijanjem u Maklorenov red i uzimanjem Zetiri prva &lana ovog
reda dobija se da je

tz tl’
-~ + + — - — ede
x(t) 1 t 21 3 T (2.3 45)

Diferenciranjem izraza (2.3.45) dobija se

(2.3.46)

Iv_ .3
pa jednafina koju treba re3avati da bi se dobila funkcija
(2.3.45) kao re3enje, glasi

IV = = 3 (2.3.47)
za poletne uslgve

x(0) =1 x'(0) =1

X" (0) =1 <111 (0) = o } (2.3.48)
Na slici 2.3.9 data je blok Sema za pribli%Zno generiranje
funkcije (2.3.44).

S1. 2.3.9. Generiranje funkcije e%1®%' razvijanjem u red

Na sli&an na&in, formiranjem diferencijalnih jedna&ina i odre-
djivanjem pojedinih po&etnih uslova mogu se generirati i druge
funkcije nezavisno promenljive t.
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2.4. Primeri
Primer 1. Kretanje materijalne tatke u zemljinom gravitacionom
. polju (slobodan pad)
Jedna&ina kretanja materijalne tafke mase M u zemljinom gra-
vitacionom polju glasi

Mx=M g (2.4.1)

ili posle skradivanja sa M

x=g _ (2.4.2)
gde je g ubrzanje zemljine teZe (gravitacije) koje deluje na
tadku u slobodnom padu. ObeleZimo rastojanje iznad horizontal-
ne ravni sa negativnim, a ispod nje sa pozitivnim znakom i ne-
ka se tadka u pofetnom trenutku t = 0 nalazi na visini

x(0) = x, i neka je poletna brzina x(0) = io, usmerena navise.

Opste reSenje homogenog dela jednaline (2.4.2) je
Xy, =A t+B (2.4.3)

Partikularno redenje jedna¥ine (2.4.2) dobija se integracijom
jedna&ine (2.4.2), tj.

% = = L g2

X, = gt i X, = 3 gt (2.4.4)
Prema tome, op3te reSenje jednaline (2.4.2) glasi

X = X, + X, =At + B + % gt? (2.4.5)

P

Uvrstavanjem poletnih uslova u jedna&inu (2.4.5) dobija se za
putanju (zakon kretanja)

X = Xq + iot + % gtz (2.4.6)
a za brzinu
X = Xo + gt (2.4.7)
+U -U

81, 2.4.,1. Blok 3ema za reavanje jednaZine (2.4.2)
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Strukturna blok Zema za re3avanje jednaline. (2.4.2) data je na
slici 2.4.1. 3ema se sastoji od dva integratora (1) i (2) i je-
dnog potenciometra (1) na kojem se postavlja vrednost ubrzanja
zemljine tefe g u odredjenoj razmeri. Sema na slici 2.4.1 sa-
stavljena je sa slededim koeficijentima razmere k, = ki = 0,1
i kg = G/g = 0,1. ReZenje jednadine (2.4.2) po x i x za
poletne uslove x, =~ 1l0m i io = - 40 m/s dato je na slici
2,4.2, Ovde treba primetiti da je reSenje x parabola a x
prava linija, kao ¥to kazuju relacije (2.4.6) i (2.4.7). 0d ka-

X X

[w/s]  [m]
100 100
50 501}

0 0

-50 =50

-100 =100

8l, 2.4.2. Grafik promene puta i brzine u slucaju
kretanja materijalne tadke u gravitaci-
onom polju

rakteristika koje treba kontrolisati, kada se reSenje dobije,
jeste da 1li je nagib prave x(t) jednak g 1 da 1li je pravac
tangente na kriwvu xo(t) za t =0 upravo io. Isto tako, ako
kriva x(t) ima minimum, treba proveriti da 1li se minimum jav-
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lja za . '
X, t gt =0 (2.4.8)
odakle je za gornje vrednosti io i g
x, 40
t, = - — = —— = 4,07 sec, (2.4.9)
9 9,81

Primer 2. Kretanje materijalne tacke kroz otpornu sredinu

Predhodni se primer mo%e proSiriti ako se predpostavi da se ma-
terijalna tatka krede kroz otpornu sredinu. Neka je sredina '
kroz koju se tadka krede viskozna. Tada je otpor sredine pro~-
porcionalan brzini i, pa diferencijalna jednadina kretanja
glasi .
MR+Cx =Mg (2.4.10)
gde je M masa materijalne tatke, a C konstanta koja karak-
teriSe viskozitet sredine. Predpostavimo kao i ranije; da su
poCetni uslovi

x(0) = x,
. . (2.4.11)
x(0) = x,
Jedna&ina (2.4.10) moZe se napisati u obliku
X + E ;( =g (2.4.12)
M
llomogeni deo jedna&ine (2.4.12) ima re3enje
- E.t
X, = A + Bee (2.4.13)

gde su A i B proizvoljne integracione konstante. Partikula-
rno reSenje jednadine (2.4.12) je

=1
x, =g gt (2.4.1’)
pa je op3te relenje jednaine (2.4.12)
C .
"Nt .M _y
X = Xp +X,=A+Be +z gt (2.4.15)

Uvodjenjem po&etnih uslova (2.4.11) moZe se pokazati da reZenje
jednadine (2.4.10), tj. zakon kretanja, gla;i

Mgt (2.4.16)

tJ
"
»
o
+
|
-
[
©
]
(g
[Ts]
[}
o=
*®
o
]
o
S
.
o
+
(o]
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a zakon promene brzine

[o
- -t
o oM Mo ,m
x = (x, = g g) e tz9 (2.4.17)

MoZe se pokazati da za t + =, X > % g, a x te%i asimptoti
definisanoj jedna&inom

M, M M
X = Xo + E(x° -7 g) + g gt (2.4.18)

Da bismo napravili blok ¥emu programa za resavanje gornjeg
problema, reSimo jednadinu (2.4.10) po najvi¥em izvodu, tj.

X==-=x+g (2.4.19)

Na osnovu relacije (2.4.19)  blok éeﬁa programa izgleda
kao na slici 2.4.3. Vvidi se da se ova blok ¥ema razlikuje od

Sl. 2.4.3. Blok Zema za re3avanje jedna&ine (2.4.19)

one date na slici 2.4.1 samo po tome 3to je uvedena povratna
sprega u prvi integrator preko potenciometra (4) na kojem je
pode3ena vrednost C/M. ReSenja x(t) i x(t) za poéetne uslo-
ve X, =-10m i x, = - 40 m/s, kao za odnos konstanata

C/M = 0,75 data su na slici 2.4.4.

Primer 3. Sistem drugog reda sa prinudnim oscilacijama
U primerima 1 i 2 predhodne glave razmatrali smo slobodne

oscilacije jednog linearnog sistema drugog reda. Sada éemo, me-
djutim, posmatrati prinudne oscilacije istog sistema. To su u-
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stvari oscilacije, koje nastaju kada na sistem stalno deluje

X X
[m/s]  [m] |
50 50
X
25 25 1
X
0 0 /:' / __tls]
5 . 10
-25 -25 {
-50 =50 1

Sl. 2.4.4. Grafik promene puta i brzine u slu&aju
kretanja materijalne tadke kroz otpornu
sredinu u gravitacionom polju

neka spoljna sila,

Neka na sistem drugog reda, koji ima i prigquSenje, deluje spo-
ljna sila sinusnog oblika, definisana izrazom

y = A cosut (2.4.20)

gde je A amplituda, a w ugaona udestanost promene sile
(sl. 2.4.5). Diferencijalna jednalina kretanja ovakvog sistema
data je sa

MX+Cx+ Kx=A cosut (2.4.21)
koja se posle re$avanja po najviSem izvodu moZe napisati u ob-
liku

A cosut (2.4.22)

X+ﬁ

Me
]
4

$=-S
M
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Usvojimo, radi jednostavnosti, da su svi pofetni uslovi nule,
ti. x(0) = x(0) = 0.

:
o

Sl. 2.4.5. Mehani&ki oscilator sa priguSenjem

i prinudnom silom y (t)

Kako je jednadina (2.4.21) nehomogena, njeno op$te resenje bi-
Se dato kao zbir op3teg re$enja homogenog dela, koje je izvede-
no u primeru 2 predhodne glave i koje ima oblik

rzt

x, = C,e"tt + che (2.4.23)

gde su C;, C, ry i r; definisani u primeru 2 predhodne
glave i partikularnog re3enja jednadine (2.4.21) koje se moZe
nac¢i metodom neodredjenih koeficijenata (T. Pejovié, Diferenci-
jalne jednadine, Nau&na knjiga 1951, Beograd, str. 275). Ovo
partikularno reSenje je oblika

xp = B, coswt + By sinwt (2.4.24)
gde je A(K - Ma?)
B, =
‘ (K - Mw?)? + (Cu)?
(2.4.25)
A«Crw )
Bz =

(K - Mw?)? + (Cuw)?

Prema (2.4.23), (2.4.24) i (2.4.25) op3te redenje jednadine
(2.4.22) glasi

X =x + X, = Cler‘t + Czerzt

N o + B coswt + B,sinwt (2.4.26)

Proizvoljne kenstante €, i C; odredjuju se pomoéu poletnih
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uslova, a vrednosti za ry 1 r: date su relacijama (1.6.34).
Ako su r; 1 r2 realni i negativni ili kompleksni sa negati-
vnim realnim delovima, onda e reSenje u ustaljenom stanju, ko~
je nastaje posle prelaznog perioda, biti sinusnog oblika, sa
frekvencijom jednakom frekvenciji pobudne sile w.

Jednacina (2.4.22) moZe se postaviti na radunar prema blok %¥e-
mi koja je prikazana na slici 2.4.6. Kao ¥to se sa sli-

1 .. 05 .10
10 X 1 =X N 1 X
1 ) | o

=25 .
100M x _M

?‘gwf\
\J/

sl. 2.4.6. Blok 3ema za re$avanje jedna&ine (2.4.22)

ke vidi blok Zema se sastoji iz dela koji generira funkciju
(A/M)coswt, sastavljenog od integratora (1) i (2), sabirada (3)
i potenciometara (1) i (2) i-dela koji re3ava samu jedna&inu.
Generiranje funkcije ostvareno je ovde re3avanjem diferencijal-
ne jednadine drugog reda (2.3.4).

ReZenja jedna&ine (2.4.21) x(t), x(t) 1 X(t), za poZetne
uslove x(0) = i(O) = 0 i za vrednosti konstanata M = 0,08 kg
K = 420 kg/s?; C = 2 kg/s ; A = 0,568 kgem/s?*; w = 20 rad/s
data su na slici 2.4.7.
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%[m/s?] x[m/s] x[m] .

100 2 0,2 —

-100 -2 -0,2 -
Sl, 2.4.7. Promena puta brzine i ubrzanja u funkciji vremena
u slu®aju priguZenih prinudnih oscilacija

3. LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE SA
PROMENL]JIVIM KOEFICIJENTIMA

3.1. Matemati¢ke osnove

Linearna diferencijalna jednatina
- aBx a*~x dx
a (t)— + a _ (t) + see a,(t);: + ag(t)x = £(t) (3.1.1)

at®"!

-sa potetnim uslovima
x(tg) = Xg5 x (Eg) = X053 «en 3 x ") = x 271 (3.1.2)

gde su ai(t) (i=0,1, ... , n) funkcije od nezavisno promen-
ljive t, naziva se linearna diferencijalna jednadina sa pro-
menljivim koeficijentima. U teoriji ob;;nih diferencijalnih je-

N
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dnadina, linearne diferencijalne jednaline sa koeficijentima ko=
ji su funkcije od nezavisno promenljive, tretiraju se kao pose-

bna klasa jednadina. Ove se jednadine u op3tem sluaju teSko re-
%avaju u kdnaZnom obliku, mada i kod njih vaZi princip superpo=-

zicije, koji u nekim sludajevima olak3ava re3avanje.

Metode analize linearnih diferencijalnih jedna&ina sa konstant-
nim koeficijentima ne vaZe ili su nepodesne za jedna&ine sa pro-
menljivim koeficijentima. Tako naprimer, analiza u vremenskom
domenu, pomocu koje se dobija konvolucija impulsnog odziva (te?
%Zinske funkcije) i pobudne funkcije, se vrlo teZko moZe sprove-
sti kada su koeficijenti promenljivi sa vremenom, jer se javlija-
ju velike te3kode prilikom izradunavanja konvolucionog integra-
la. Kod jedna&ina sa konstantnim koeficijentima teZinska funkci-
ja je ustvari impulsni odziv sistema za odredjene vrednosti ko-
eficijenata u jednadini. Medjutim, ako se koeficijenti menjaju
sa vremenom, jasno je da ¢de se i oblik teZinske funkcije menja~
ti sa vremenom, pa ée konvolucioni integral, koji predstavlja
reSenje jednadine (3.1.1), imati oblik

t

x(t) = Jf(r)w(t,r)dt (3.1.3)
0 L3

pri &emu sada teZinska funkcija w(t,t) ne zavisi samo od raz-
like t - t, veé je to funkcija dve promenljive t i 1. Funk-
cija £(1) je ulazna funkcija ili desna strana jednadine
(3.1.1).

Klasa linearnih diferencijalnih jednadina sa promenljivim koefi=-
cijentima ne moZe se u opStem sludaju re3avati pomoéu kvadratu-
ra. Veoma je mali broj ovakvih jedna&ina, koje se posle izves-
nih transformacija mogu integraliti. Stoga je bilo potrebno u-
vesti druge metode za integraciju ovakvih jedna&ina, Jedna tak-
va metoda, koja se najéedde koristi za matematidko re3avanje o-
vakvih jednafina je integracija pomodu redova. U nekim klasid&-
nim sludajevima ovi redovi mogu da daju veoma pogodno analitig-
ko reSenje, Ukratko femo pokazati kako se moZe naéi re¥enje je-
dne linearne diferencijalne jedna&ine n-tog reda sa éromenlji-
vim koeficijentima pomodu reda.
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Jedna&ina (3.1.,1) se moZe napisati u obliku
' -
™ ey = o[k, x, %, oee , xP7] (3.1.4)

gde je ¢ neprekidna funkcija kao i njeni parcijalni uzvodi po

(n-1)

t, x, x: ese 4 X u posmatranom intervalu. PotraZimo refe-

nje jednaine (3.1.4) u obliku Tajlorovog reda

A S A
x(t) = xo + (t - to)xo + 71 xo 4+ see 4
(=t (o (&=t
) ° (n+l) [N ]
+ n! xO (n + 1)! o + (3-1.5)

Predpostavimo da je ovaj red konvergentan u okolini talke
t =t, i da zadovoljava po¥etne uslove (3.1.2), koji odredju-
ju prvih n koeficijenata reda (3.l.5).

Vrednosti ostalih koeficijenata xén), xén+’), ee. , reda

(3.1.5) mogu se odrediti iz jednadine (3.1.4) i njenih izvoda
po t, kada se uvrste podetni uslovi (3.1,2). Tako se iz jedna-
&ine (3.1.4) dobija

xén) = ¢ftys x40 x;, cer s xén")] (3.1.6)

a iz njenog izvoda

36 3¢ 3¢ 3¢
R R A LI e L) S E 18 8 )
it ax ax ax(n-1)
zamenom xén) sa (3.1.6) dobija se
xé°+') = ¢01[tgr Xor XKoo see o xén")] (3.1.8)

Zamenom vrednosti (3.1.2), (3.1.6) i (3.1.8) u red (3.1.5), pod
predpostavkom da je isti konvergentan u okolini tafke t = t,,
dobija se funkcija

x(8) = ¥[E, £, xgp x, oo, x27H)) (3.1.9)

koja zavisi od nezavisno promen%jive t. i poéetnih uslova
(3.1.2), pri &emu vrednosti xél) (i=0,1, ... , n=1) mogu bi-
ti proizvoljne. Funkcija (3.1,9), predstavljena Tajlorovim re-
dom (3.1.5) zadovoljava jednadinu (3.1.4) i poletne uslove

(3.1.2). Stoga ona predstavlja op3te redZenje jednaline (3.1.4),
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u okolini taZke t = tg .

Ako se u redu (3,1.5) stavi t, = 0, onda se dobija Maklorenov
red, koji predstavlja reSenje jedna&ine (3.1.1) odnosno (3.1.4)
i zadovoljava po&etne uslove

%(0) = %03 x' (0) = %53 +.u ; x(271)(0) = x{®"V) (3.1.10)

ReSenje jednaZine (3.1.1) odnosno (3.1.4) moZe se traZiti i po-
moéu reda oblika

X = ag + a,t +at?+ cee +a it oo (3.1.11)

gde su a; (1=0,1, «.. , n, «.. ) konstante koje treba odre-

diti tako da red (3.1.11) zadovoljava jednad&inu (3.1.1). Ako se

X 1 njegovih n uzastopnih izvoda po t iz (3,1.11) zamene u

jednadini (3.1.1), a zatim izjednade koeficijenti uz iste stepe-
ne po t, dobiée se svi koeficijenti a; (i=0,1, 2, ...,

n, ... ) reda (3,1.11) kao funkcije prvih n koeficijenata aj

(i=0,11, ... , n=1).

Zzamenom tako dobijenih koeficijenata u red (3.1.11) dobide se
reSenje jednadine (3.1.1) predstavljeno redom (3.1.11), pod u-
slovom da je red konvergentan u intervalu u kojem se trafi re-
Zenje. Ovo ¢e reSenje zavisiti od n nepoznatih koeficijenata
aj (i=0,1, ...  n-1), koji se mogu odrediti pomoéu n po-
Zetnih uslova (3:1.2). Ovde treba napomenuti da je red (3.1.11)
ustvari specijalan sludaj Maklorenovog reda.

Kod fizitkih sistema, linearne diferencijalne jedna&ine sa pro-
menljivim koeficijentima javljaju se uglavnom u dva sludaja. U
prvom slué&ju kada koeficijenti u jednalinama zavise od fizi&-
kih parametara sistema, a ovi se parametri menjaju sa vremenom.
Tako, masa rakete se menja kada se tro3i gorivo; brzina hemij-
ske reakcije u nekim slufajevima se menja u zavisnosti od tem-
perature, brzine meSanja, koncentracije katalizatora; parametar-
ski poja&ava& sadrZi promenljive kapacitivne ili induktivne ele-
mente ijim variranjem spolja moZe da se menja poja¥anje nekog
ulaznog signala u pojadava¥&, itd.

U drugom sluZaju do linearnih diferencijalnih jedna&ina sa pro-
menljivim koeficijentima se dolazi kada se ponaSanje fiziZkog
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sistema opisuje u nekom drugom koordinatnom sistemu a ne u De-
kartovom. Naprimer, problem izraZen u ortogonalnim cilindri&nim
ili sfernim koordinatama gotovo se uvek svodi na jedna&inu &iji
su koeficijenti promenljivi.

3.2, Struktura programa

Linearne diferencijalne jednaline sa promenljivim koeficijenti-
ma programiraju se na aﬁalognom radunaru sliéno kao i jednadine
sa konstantnim koeficijentima, Kao osnovni radunski elementi
koriste se kao i ranije:

~ sabiraci,

- integratori i

- potenciometri za mnoZenje konstantom.

Ali, posto se u ovakvim jednadinama javljaju funkcije nezavisno
promenljive t, kao i mnoZenje odnosno delenje funkcija, to je
pored gornjih elemenata potrebno imati i nelinearne ra&unske e-
lemente kao:

- mnoZace,

- generatore funkcija i

- logi&ke i druge radunske elemente,
o kojima je ve¢ bilo govora (Prvi deo I, 4, 5 i 6).

Programiranje se vr3i na isti nadin kao i ranije. Naime, jedna-
&¢ina se re$i po najvidem izvodu, a zatim se formiraju svi &la-
novi sa desne strane jednaline i dovode se sa odredjenim znakom
kao ulazne veliCine u jedan sabird& ili integrator. Medjutim,
podto se u ovim jednafinama javljaju koeficijenti koji su funk-
cije nezavisno promenljive t, to je potrebno génerirati poseb-
no ove funkcije, a zatim ih mnoZiti odgovarajuéim izvodima u
diferencijalnoj jednaé&ini.

Neka je data diferencijalna jednadina

dx _
Ty + a(t)x = £(t) . (3.2.1)

sa podetnim uslovom

x(0) = xo (3.2.2)

Op3te re3enje jednaline (3.2.1) ima oblik
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t t
-f a(t)dt[ t J a(t)dt
C

x(t) = e% + Jf(t:)-eto at (3.2.3)
to

gde je C integraciona konstanta.

za re3avanje jedna&ine (3.2.1) na analognom raunaru potrebno
je resiti je po najviSem izvodu, pa je

dx )
T a(t)x + £(t) (3.2.4)
jednadina (3.2.4) se postavlja na raunar prema blok Semi na
slici 3.2.1. Za generiranje funkcija £(t) 1 a(t) moZe se

koristiti neki od ranije opisanih nalina generiranja funkecija

1]
Xo
BLOK ZA
GENERIRANIE () —x(t) x(t)
(3] — —l:>__d
BLOK ZA )
GENERIRANJE |_9(t) X a(t)x(t)
a(t)

S1. 3.2.1. Blok Sema za re3avanje jednadine (3.2.4)

(Prvi deo I, 2.3). Medjutim, za formiranje prvog ¢lana na des~
noj strani jedna&ine (3.2.4) moraju se pomnoZiti funkcije a(t)
i x(t) i tako dobijeni proizvod uvoditi na ulaz integratora
(1). Za ovu svrhu koristi se mnoZal.

3.3. MnoZenje funkcija

MnoZenje funkcija moZe se vriiti na visSe na&ina i u zavisnosti
od toga postoje razni tipovi mnoZaZa (Prvi deo I, 4). Mi éemo
se ovde ograni&iti na mnofenje funkcija pomoéu servomnoZada i
pomoéu elektronskog diodnog mnoZaga, kao i na delenje funkcija.

Ve¢ je ranije redeno da se mnoZenje nekog promenljivog napona
sa konstantom mo%e vriiti pomoéu potenciometra. Za ovo je bilo
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petrebno promenljivi napon dovesti na ulaz potenciometra, a kli-
zaZ postaviti na vrednost konstante i na izlazu se javlja proi-
zvod konstante i promenljivog napona.

Medjutim, ako se omoguéi da se kliza& potenciometra pomera po
nekoj funkciji, onda se dobija proizvod dve funkcije. Pokreta-
nje klizaca se ostvaruje pomocéu elektromehaniZkog pozicionoé
servomehanizma, pa se takav mnoZa& naziva servomnozacd,

Servomnoza& (Prvi deo I, 4.2) se oznagava grafikim simbolom
prikazanim na slici 3.3.1, gde je sa z(t) oznafena funkcija

+x(t)

Q(‘) SM} _ @ . Z(t): ﬂ(t)UX(t)

- x(t)

Ssl. 3.3.1. Grafi&ki simbol servomnoZafa u sludaju
mnoZenja funkcija proizvoljnog znaka

na izlazu iz servomnoZada, sa U ra&unski napon, a sa Al po-
tenciometar servomnoXaa. Ako obe funkcije koje se mnoZe, tj. '

a({t) i x(t) mogu da budu istog ili razli&itog znaka, kaZe se
da servomnoZad radi u sva &etiri kvadranta ravni Oax. Medjutim,
ako su obe funkcije nenegativne, ili ako funkcijé a(t) ne me-
nja znak, onda se moZe servomnoZa¢ povezati prema Semi na slici
3.3.2, gde je sa z(t) oznadena funkcija na izlazu iz servo-

+x(t)

af(t)
] +SM2 _ @ . 2(t)

O=alt) s
sl. 3.3.2. Grafidki simbol servomnoZala u sluaju
mnoZenja funkcija od kojih jedna ne menja

znak
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mnoZata, a sa A2 potenciometar servomnoZafa, Pritom se i gre-
$ke, koje se pri mnoZenju neminovno javljaju, smanjuju (Prvi
deo. I, 4).

Treba napomenuti da postoje dve vrste servomnoZaa. Jedna vrsta
sluZi za sporo-promenljive funkcije i njihova tadnost je veéa,
jer sadrZe desetoobrtne potenciometre. Druga vrsta sluZi za br-
Ze promenljive funkcije, ali im je taénost manja, jer sadrie
jednoobrtne potenciometre, Prilikom kori%éenja servomnoZada _
treba uvek funkciju, koja se sporije menga dovesti na ulaz ser-
vopojadavada, a funkciju koja se brZe menja na ulaz potenciome-
tra. Time se smanjuju greSke koje nastaju usled inercije meha-
nickih delova servosistema.

Elektronski mnoZa¥i imaju prednost nad servomnofa&ima, jer se
obe promenljive, koje se mnoZe, mogu brZe menjati a da se pri
tome ne javljaju vede dinamilke gredke. Postoji viZe vrsta ele-
ktronskih mno%aga, ali se diodni mnoZa¥i naj$ire primenjuju u
savremenim analognim radunarima. Elektronski mnoZa& se na ana-
lognim blok Semama prikazuje grafi¥ki u obliku datom na slici
3.3.3, gde su a({t) i x(t) ulazne funkcije u mno%a&%, a z(t)
izlazna funkcija, odnosno rezultat mnoZenja. Na slici je sa U
oznaden ralunski napon. Treba napomenuti da se na izlazu ovak-
vog mnoZac¢a dobija proizvod sa promenjenim znakom.

a(t)
x(t)o—=f X |—— z(t)=- _Q_l(j!-)- x(t)

Sl. 3.3.3. Grafidki simbol za elektronski mnoZaé&

Oovakvi mnoZaZi mogu da rade u fazli&itim kvadrantima, 3to zavi-
si od. njihovih konstruktivnih osobina (Prvi deo 1, 4.3).

Po3to kod linearnih diferencijalnih jednadina sa promenlijivim
koeficijentima, neki od &lanova a; (t) x(l) mogu da budu raci-
onalne funkcije oblika
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(1) x (1)

T 41 (€)

ai(t) X (3.3.1)
to se javlja potreba i za delenjem funkcija. Za ovu se svrhu,
kao 5to je ranije redenc (Prvi deo I, 4.4.), koristi mnoZa&.

U analognim $emama uredjaj za delenje funkcija &esto se prikazu-
je u obliku datom na slici 3.3.4, gde je sa 1z;(t) oznadena i-
zlazna veliéina, tj. rezultat delenja, a sa U radunski napon.

6it)
MESP n ozt e
e = P = Uu.(t)

Sl. 3.3.4. Grafi&ki simbol elektronskog uredjaja
za delenje funkcija

3.4. Primeri

Primer 1. Diferencijalna jednalina prvog reda sa promenljivim
koeficijentima

Neka je data diferencijalna jednadina prvog reda sa promenlji-
vim koeficijentima

a -3¢

Ettxt) =e ? (3.4.1)
sa pofetnim uslovom

x(0) = x, (3.4.2)

koju treba re3iti na analognom ra&unaru,

Jedna¢ina (3.4.1) ima opSte reSenje

-ltl

2

x(t) = (C + t)-e (3.4.3)

|
$to se lako dobija primenom formule (3.2.3), gde je C integra-
ciona konstanta. Iz uslova da re¥enje (3.4.3) mora da zadovolji
podetni uslov (3.4.2) lako se dobija da je
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C = Xo (3.4.4)

tako da reSenje jednaline glasi
-1 12
x(t) = (x, + t)ee 2 (3.4.5)
Da bismo sastavili program za analogni ra&unar, mora se jedna-

€ina (3.4.1) re3iti po najviSem izvodu, tako da je

d - ’;’ t?

X

— 2w . + 'R X
It tex(t) e (3.4.6)

Blok Zema programa za reSavanje jedna&ine (3.4.6), sa poletnim
uslovom (3.4.2), data je na slici 3.4.,1, Program je prilagodjen

-1ov
05 9
1
-2(t) S -x(t) +x(t)
$ -
+o(t)o—; X
Y at) x(t)
025  -a(t)— 10
+10V
10 -2(t) +2(t)
-«
+°(t)°~: X ‘——D'
Y ’ a(t) z(t)
o2s  -o(te 10

0.1

+10 O 1[D-o(i)l> +a(t)

Sl. 3.4.1. Program za reSavanje diferencijalne jednadine
prvog reda sa promenljivim koeficijentima

za analogni ra%unar TARA-50 1 brojne oznake odgovaraju ovom
radunaru. U programu je funkcija na desnoj strani jednaline
(3.4.1), koja je oznadena sa
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-%‘.tz
. z(t) = e (3.4.7)
realizovana reSenjem diferencijalne jednadine

dz )
il tez (t) {3.4.8)
sa podetnim uslovom

z(0) =1 (3.4.9)

Primenom formule (3.2.3) lako se moZe proveriti da je relacija
(3.4.7) redenje diferencijalne jedna¥ine (3.4.8) za pofetni us-
lov (3.4.9). Generiranje promenljivog koeficijenta uz funkciju
x(t) u jednadini (3.4.1), kojeg Eemo oznaditi sa a(t), tj.

a(t) = t (3.4.10)
lako se realizuje redavanjem diferencijalne jednadine

da(t)
dt

=1 (3.4.11)

za po&etni uslov
a(0) =0 (3.4.12)

ili na na&in kako je opisano u glavi 2.3 (sl. 2.3.1) za pokre-
tanje pera pisa&a u pravcu X - ose,

Na slici 3.4.2 prikazana su re3enja diferencijalne jednacdine
(3.4.1) za po&etni uslov x, = - 1, dobijena na analognom radu-
naru TARA-50.

Primer 2. Mathieu-ova jednadina

Matieova (Mathieu) jedna®ina je linearna diferencijalna jedna-
&ina sa promenljivim koeficijentima. Do ove se jedna&ine dola-
zi pri matematidkom opisu raznih fizi&kih pojava. Tako se ova
jednadina javlja u kvantnoj teoriji metala, gde se opisuje kre-~
tanje elektrona kroz neke kristalne reSetke. Do ove se jednad&i-
ne dolazi i prilikom prouavanja prostiranja elektromagnetnih
talasa kroz sredine koje imaju periodi&nu strukturu (B.B. bon-
TuH: JWMHaMnuyecKaa ycToluwsocTe ynpyrux cuctem, loc. Tex. Haparv.
Mocuea, 1956, crp. 22).
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Matieova jedna&ina se moZe napisati u obliku
2
SX . (a - 2pecos 2t)+x = 0 (3.4.13)
dt

sa poéetnim uslovima
x(tg) = Xg3 x'(tg) = Xg3 (3.4.14)
gde su a i p konstante.

Da bismo sastavili program za reSavanje Matieove jednaline po-
moéu analognog ra¥unara, potrebro je najpre da se ona resi po
najviZem izvodu, '

z(t) a(t) x(t)r'
1.0 | z

t
y
Sl. 3.4.2. ReZenja diferencijalne jednaZine (3.4.1)
Tako se dobija
2
X _ _ aux + 2pexecos 2t (3.4.15)
dt?

Uvedimo slededu smenu

t = % wT (3.4.16)

|
|
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pPa jednadina (3.4.15) postaje

d2
E—; = - % wlsax + % w?pxecosat (3.4.17)
T

- Izraz z = % w?pecoswt moZe se generirati reSavanjem diferen-
cijalne jednadine drugog reda
32
S—; + w'z =0 (3.4.18)
dr

za poCetne uslove

z(0) = % wip; i z(0) = 0; (3.4.19)

Prema tome, blok %ema za reSavanje jednaine (3.4.17) imade iz~
gled dat na slici 3.4.3. Program je prilagodjen za analogni
radunar TARA-50 i brojne oznake odgovaraju ovom rafunaru.,

Za date konstante p 1 a i poletne uslove
p=2; a=2,38; x(0) =1 i x(0) =0 (3.4.20)
i za izabrano w = 1, dobija se

z(0) = % wip =1
(3.4.21)

% wia = % 2,38 = 0,595

Diferencijalna jedna&ina (3.4.17) je reSena na analognom raluna-
ru TARA-50. Na potenciometrima POl i PO2 postavlja se kon-
stanta w 1 pomodu integratora (02) i (03), kao i sabirada.

(05) resava se diferencijalna jedna&ina (3.4.18) sa poletnim u-
slovima (3.4.19). Na potenciometru Pl5 postavlja se Konstanta
% w?a 1 pomodu integratora (16) i (17), kao i sabirada (14)
reSava se diferencijalna jedna&ina (3.4,.,17), pri &emu se za
fo?miranje proizvoda

% w?epex(T)+cos (wt)

koristi mnoZa&. Faktor razmere pri re3avanju jednaline (3.4.18)
je k, = 10; a pri reSavanju jednadine (3.4.17) k, = 2. Na
slici 3.4.4 prikazano je reSenje Matieove jedna&ine.
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=10V

x(T) -x(T)
. -
‘ﬁz?-zpcos(wt)w,, Y 0

X , -1 @5 cos
-gzlzpCOS((JD"——-‘ 10 sz 0

Sl. 3.4.3. Program za re3avanje Matieove jednaline
na rafunaru TARA - 50

4. NELINLEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE

4.1, MatematiCke osnove

Nelinearne diferencijalne jedna&ine mogu se definisati_ kao jed-
na¢ine kod kojih su koeficijenti zavisni ne samo od nezavisno
promenljive, veé i od zavisno promenljive i njenih izvoda. Ovim
se jednalinama opisuje najveéi broj fiziZkih sistema, jer je po-
nasanje velike vedine tih sistema u sudtini nelinearno.

Karakteristike nelinearnih sistema se vrlo &esto bitno razlikuju
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o
P
+4
o+
—
n
—

Sl. 3.4.4. ReSenje Matieove jednadine

od karakteristika linearnih sistema, te se ni u kakvom obliku
ne mogu predstaviti linearno. Tako naprimer, razni feﬂbmeni kao
subharmonici prinudnih oscilacija, slobodne oscilacije niskih
udestanosti, itd. koji se javljaju kod nelinearnih sistema, po-
tpuno su nemoguéi za linearne sisteme._U nekim sluajevima se
nelinearni sistem aproksimiré linearnim sistemom sa promenlji-
vim ili sa konstantnim koeficijentima. Ponekad se ovakva linea-
rizacija ne moZe koristiti, jer daje veoma velika odstupanja.
Stoga se metode linearne analize ne mogu koristiti za potpuno

proutavanje nelinearnih sistema.

IstraZivanje da se kod nelinearnih sistema nadju i konstatuju
karakteristi®ni fenomeni vrlo &esto, prilikom projektovanja,
predstavlja osnovni zahtev, jer prisustvo ovakvih fenomena moiZe
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da predstavlja zna&ajnu osobinu sistema. Stoga ovakva proulava-
nja nelinearnosti u fizi&kim sistemima uzimaju sve ozbiljnije
razmere poslednjih godina. Ona imaju za cilj poboljSavanje ka-
rakteristika i efikasnosti sistema, Matematidki aparat, koji
tretira nelinearne diferencijalne jednagine jo3 uvek je mnogo
manje efikasan od onoga koji tretira linearne jednaline.

Kod linearnih diferencijalnih jednadina vaZi princip superpozi-
cije koji kaZe da je i linearna kombinacija re3enja takodje re~-
denje sistema. Pored toga, zbir dva reSenja, ili re3enje pomno-
Zeno sa konstantom takodje su reSenja sistema. Metode re3avanja
linearnih jednaZina pomocu redova (Furijeov, Tajlorov i drugi
redovi) baziraju ba% na principu superpozicije. Medjutim, ovaj
princip ne vaZi za nelinearne sisteme, pa se uobidajene metode
koje se koriste u analizi linearnih jedna&ina, ne mogu koristi-
;i za nelinearne jedhaéine. Kao posledica ovoga, i pored toga
§to je teorija linearnih sistema potpuno razradjena, o op#tim
karakteristikama nelinearnih sistema malo se zna. Teorija
i analiza nelinearnih jednadina je ograniéena samo na specijal-
ne sludajeve, koji se odnose na diferencijalne jedna&ine drugog
reda, a koje opisuju oscilacije.

Problemi koji se svode na nelinearne diferencijalne jednaline
bili su predmet izu&avanja mnogih istraZivada, .ali do danas ni-
jedna razvijena metoda nije tako efikasna da u potpunosti reZa-
va problem nelinearnih diferencijalnih jednafina, Veéi broj o=
vih metoda su ili nepodesne za primenu u praksi ili daju nedo-
voljno tadne rezultate zbog aproksimacija koje se koriste, ili
pak daju malo informacija o op3tem reSenju nelinearnog sistema
jedna&ina. :

NaveScemo Cetiri metode koje se danas uglavnom koriste za reda-
vanje nelinearnih diferencijalnih jednalina:

- iteraciona metoda Pikara, ;

~ metoda linearne aproksimacije,

= metoda fazne ravni i

- metoda opisne funkcije.
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Iteraciona metoda Pikara

Ova se metoda moZe koristiti i za reSavanje linearnih i neline-
arnih diferencijalnih jednaina pod uslovom postojanja jedinst-
venog reSenja. Metoda se sastoji u sledeéem:

Neka je data diferencijalné jedna&ina

d
5% = £(t,y) ' (4.1.1)

Integracijom leve i desne strane ove jedna&ine dobija se
t
y(t) =y, + Jf(z,y)dz (4.1.2)
to
gde je y, = y(ty,). Jedna&ina (4.1,2) sadrZi na desnoj strani,
pod integralom nepoznatu funkciju y(t) i po metodi.Pikara ona
se mo¥e zameniti proizvoljnom funkcijom "y, (t)*, tako da se mo-
%Ze odrediti integral, pri &emu se dobija
t
ya(t) =y, + Jf(z,y,)dz . (4.1.3)

to

Posle ovoga funkciju y,(t) treba zameniti na desnoj strani
jedna&ine (4.1.2), &¢ime se odredjuje
t
Yalt) =y, + jf(z,yz)dz ' (4.1.4)
to

Proces iteracije se nastavlja tako da vaZi op3ta relacija
t
yi(t) =y, + If(z,yi_‘)dz (i=2,3, ...) (4.1.5)

to

Pri dovoljno velikom n funkcija y,(t)} teZi funkciji y(t),
koja predstavlja reSenje jedna&ine (4.1.1), nezavisno od izab-
rane funkcije y;(t) na poletku iteracionog procesa.

Nedostaci ove metode su slededéi:
- moZe se dogoditi da je teSko izvr3iti potrebnu integraciju,
- brzina konvergencije funkcija yi(t) (L=1, 2, ... ) ka
funkciji y(t) moZe biti spora i

*) Za prvu aproksimaciju obilno se uzima pofetni uslov vy,
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- redenje se dobija u obliku beskona&nog reda.

Metods 1earne aproksimacije

Ova se metoda koristi u dva vida:

1% Nelinearna diferencijalna jednadina se zamenjuje linear-
nim diferencijalnim jednadinama u pojedinim segmentima nezavis-
no promenljive, i R

2% Razvijanjem u red nelinearnih &lanova diferencijalne je-
dnadine i zanemarivanjem &lanova viseg reda nelinearna jedna-

éina se svodi na linearnu diferencijalnu jedna&inu.

Nedostatak prvog vida ove metode je 3to moZe biti veoma sloZe-
na u sludaju kada se radi sa veéim brojem segmenata, a nedosta-
tak drugog vida ove metode je 3to se linearizacija ne moZe uvek
primeniti. Oba vida ove metode su vrlo ogranidene talnosti.

Primer: Jedna&ina kretanja matematiZkog klatna ima oblik

—_ y sind = 0 (4.1,6)

gde je & udaljenje mase M od tadke oko koje se vrii oscilo-
vanje (duZina klatna), a 8 ugao koji zaklapa klatno prema ve-
rtikali.

Jedna&ina (4.1.6) je nelinearna diferencijalna jedna’ina drugog

reda i za male amplitude moZe se uzeti da je
sin 6 = 8 (4.1.7)

(vidi Uvod, 1.2), &ime se jednadina (4.1.6) svodi na oblik

dZ
48,94 =0 (4.1.8)
dt? g !

Razlika 6 (t)

ne diferencijalne jednacine (4.1.6) linearnom jedna&inom

8,(t) ¢ini gresku u¥injenu zamenom nelinear-

(4.1.8). Za velike vrednosti ugla ¢ relacija (4.1.7) ne vaii,
pa i1 gredka ne moZe biti zanemarljivo mala.

Metoda fazne ravni

Ova se metoda odnosi na nelinearnu diferencijalnu jednad&inu-
drugog reda oblika '
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dzx 3 . .
-+ a(x,X)*x + b(x,x)*x = ¢ {4.1.9)
dt

gde je c¢ - konstanta.
Ogranifenja ove metode su:

= 3to se moZe primeniti na jednadinu cblika (4.1.9), kod
kojih se nezavisno promenljiva ne javlja eksplicitno u koefici-
jentima a 1 b i

- 3to je pobudna funkcija ogranidena na konstantu.

Analiza metodom fazne ravni vr3i se na sledeéi na&in:
12 Uvodi se promenljiva y = x, pa jednaina (4.1.9) dobi-

ja oblik
dy

3t + a(x,y)*'y + b(x,y)*x = ¢ (4.1.10)

2?0 Delenjem leve i desne strane jednadine (4.1.10) sa vy
dobija se-

1 dy X_¢
7 at + a(x,y) + b(x,y) ¥ ¥ (4.1.11)
a kako je
P 1 &y ay ax
- ot g a
de . dxde .4 (4.1.12)
dt
jedna&ina (4.1.11) postaje
d
E% = - alxy) - blxy) E+ € (4.1.13)

Ako se u faznoj ravni Oxy konstruisSe sada kriva y(x) takva
da za svaku ta¥ku N(x,y) na toj krivoj koeficijent pravca ta-
ngente u toj tad&ki bude jednak dy/dx i da zadovoljava jednadi-
nu (4.1.13), onda je ta kriva reZenje jedna&ine (4.1.9). Kriva
u faznoj ravni, koja predstavlja re3enje jednadine (4.1.9), Ce-
sto se naziva fazni portret ili fazna trajektorija. Dé bi se o-
lzk3alo crtanje fazne trajektorije za razlidite podetne uslove

u faznoj ravni se najpre odredi familija krivih linija koje i-
maju konstantan nagib )

dy
= ’< . 4. I - |4

gde je k - konstanta. Ove se linije nazivaju izokline. Posto-

janjem izoklina lako se crta fazna trajektorija.
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Pomocu analognog raunara fazne trajektorije se vrlo lako mogu
dobiti, Sto fe u daljem tekstu na primeru biti pokazano.

Metoda opisne funkcije

Metoda opisne funkcije koristi se za analizu nelinearnih homo-
genih diferencijalnih jednadina n-tog reda. Su¥tina metode je
da se utvrdi kakav se oblik sinusne funkcije moZe uzeti kao
pribliZno reSenje nelinearne diferencijalne jednadine. Ako se
sinusna funkcija moZe uzeti kao pribliZno resenje, onda se me-
todom opisne’ funkcije moZe odrediti njena amplituda i ulesta=-
nost. Ako sinusna funkcija nije redenje, onda se ovom metodom
mogu odrediti uslovi pod kojima de reSenje date jedna&ine biti
narmonijsko.

Ova se metoda naj&e3ée koristi prilikom analize stabilnosti si-
stema automatskog upravljanja.

4.2. Struktura programa

Analogni ra&unar se pokazao kao pogodno sredstvo za reSavanje
nelinearnih diferencijalnih jedna&ina, s obzirom da slo-

Zenost i red diferencijalne jedna¥ine ne uti&u na postu-

pak reSavanja na radunaru.Izrada i struktura programa za re-
Savanje nelinearnih diferencijalnih jednaZina u su3tini se ne
razlikuje od izrade i strukture programa za linearne jednadine.
Razlika je jedino u tome $to se javlja mnoZenje i generiranje
funkcija, o &emu je veé bilo re&i kod linearnih sistema sa pro-
menljivim koeficijentima. Prema tome, da bi se mogle reSavati
nelinearne diferencijalne jednaline pomoéu analognog radunara
potrebno je imati, pored linearnih radunskih elemenata, kao sa-
bira%a, integratora i potenciometara, jo¥ i mnoZae, generato-
re funkcija i neke logicke radunske elemente,

Primer: Kretanje materijalne tatke u nelinearnoj otpornej sre« ini

Ako se materijalna tadka krede pod uticajem zemljinog gravita-
cionog polja u sredini koja ima otpor proporcionalan kvadratu
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brzine, onda diferencijalna jednafina kretanja glasi

M%=-C.x? + Mg (4.2.1)

Ovo je nelinearna diferencijalna jedna&ina, jer se javlja &lan
koji sadrZi kvadrat prvog izvoda funkcije. Uzmimo podetne uslo-
ve x(0) =0 i x(0) = 0.

Izabrali smo ovaj problem kao ilustrativni jer je jednacina
(4.2.1) jedna od malog broja nelineafnih diferencijalnih jedna-
¢ina koje se mogu resiti ahalitiéki, pa se cvo reSenje moZe ko-
ristiti da bi se proverili rezultati débijeni na analognom ra-
éunaru.

Analiticko re3enje jednaZine (4.2.1) mo%fe se dobiti ako se sta-
vi da je

X=y (4.2.2)
odakle se dobija

o, dy

=3 (4.2.3)

Jedna¥ina (4.2.1), prema (4.2.2) i (4.2.3), postaje sada

dy_

C
dt - E yz <+ g ) (4.2-4)

Op3te reSenje ove jednaline glasi

=\ g | '
y qc (= €+ a) (4.2.5)

gde je A integraciona konstanta, koja za x(0) = yWw) =0
postaje A = 0, pa re3enje (4.2.5) glasi

-\,M_E 9
Y = \3 th(ﬁ t) (4.2.6)

Re3enje jedna&ine (4.2.1), prema (4.2.2) i (4.2.6) i za poetni
uslov x(C) = 0, glasi

x =2 9n ch(.Y’a-E t) (4.2.7)
c M )
Kako je
1um th (32 ) =1 (4.2.8)
too M

to je
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* ‘ M .
limx = limy = 1? (4.2.9)
R t+o
pa je i
lim 5.( =0 (4.2.10)
R ]

Prema tome, funkcije x(t) i X(t), kada t+=, asimptotski se
pribliZavaju konstantnim vrednostima (4.2.9) i (4.2.10).

Da bismo jednaZinu (4.2.1) postavili na analogni rafunar, pot-
rebno je rediti je po najviBem izvodu, tj.

% = - % x* + g (4.2.11)

Strukturna blok %ema programa za re3avanje gornje jednadine da-
ta je na slici 4,2,1. Program je prilagodjen za'analogni radu-

x‘2
10
_@r

Sl. 4.2,1. Blok 3ema za re3avanje jednaZine (4.2.11)

nar TARA - 50 i bhrojne vrednosti odgovaraju ovom racunaru. Za
dobijanje nelinearnosti upotrebljen je mnoZa& kojim se vr3i mno-
Zenje funkcije i(t) same sa sobom da bi se dobio njen kvadrat.
Za ovu svrhu se moZfe koristiti 1 generator na kojem treba pode=-
siti kvadratnu funkciju.

Krive, koje predstavljaju refenja x(t), i(t) i X(t) =za vre-
dnosti C/M = 0,8; dobijene na analognom radunaru TARA-50, pri-
kazane su na slici 4,2.2. Veli%ina x(t) teZi konstanti /370,38
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¢ija je vrednost 3,5 m/s, a velidina X(t)+ 0, kada ¢ + w,

b4 X X
(m/s?] [m/s] [m]
37,5 7,5 175

T

25 5,0 50

e

12,5 2,5 25 | X

4]

10 20

t[s]

Sl. 4.2.2. ReSenje jednaline (4.2.11)

Ovaj primer pokazuje da sa gledi3ta programiranja nelinearnih
problema na analognom ra&unaru ne postoje nikakve teSkoce. Pro-
gramiranje se izvodi kao i za linearne sisteme, s tim Zto je
jedino potrébno voditi raduna o ispravnom koriSéenju generato-

ra funkcija i mnoZada.
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I MODELIRANJE PRENOSNIH FUNKCIJA

1. UVOD

U predhodnoj glavi razmatrano je reSavanje obi&nih diferencijal-
. nih jednadina pomodu analognih radunara. Medjutim, u mnogim té-
hni&kim problemima, kao 3to su problemi iz aerodinamike, teori-
je automatskog upravljanja i sl., ovakav prilaz primene analog-
nih radunara nije pogodan. Uobidajeno je da se analiza i sinte=
za tehnidkih sistema vrZi primenom prenosnih funkcija. Ovakav
prilaz ima viSestruke prednosti u odnosu na matemati&ke modele
istih sistema u obliku diferencijalnih jednadina. Pogodnosti
koje prdiaju prenosne funkcije ogledaju se pre svega u moguéno-
sti posmatranja nekog sloZenog sistema kao objekta sa&injenog
od vi%e manjih podsistema, za koje su poznate prenosne funkcije,
Svaki podsistem pritom zadrZava parametre u okviru svoje pre-
nosne funkcije, tako da se pri modeliranju na analogncm rad¢una-
ru takodje zadrZava struktura podsistema, kao i sistema u celi-
ni. Ovo omoguéuje jednostavan uvid u uticaje pojedinih parame-
tara u sistemu i njihovo lako pode3avanje na analognom radunaru.

Kako se anélogni radunari najviSe primenjuju bas za -analizu te-
hni%kih sistema, to je ova glava posvedena prilazu modeliranja
na analognim radunarima primenom prenosnih funkcija. Medjutim,
kako pojam prenosnih funkcija bazira na Laplasovoj transforma-
ciji, to je u prvom delu ove glave detaljnije obradjena Lapla-
sova transformacija. Citalac koji je ve¢ upoznat sa Laplasovom
transformacijom moZe presko¢iti materijal u odeljku 2. Medjutim,
za one koji nisu upoznati sa.lLaplasovom transformacijom ovaj deo
je neophodan, da bi mogli da prate ostali materijal obradjen u
ovoj glavi,
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2, LAPLASOVA TRANSFORMACIJA

2.1. Definicija Laplasove transformacije

Pre nego 5to predjemo na definiciju Laplasove transformacije po-
stavidemo izvesna ogranifenja za funkcije na koje femo primenji-
vati ovu transformaciju. Kako nas ihteresuju uglavnom praktid-
ni pfoblemi vezani za realne fizilke objekte, to moZemo odmah
konstatovati da demo raditi sa funkcijama £(t) realne promen-
ljive t, gde je t vreme, Pored toga, interesovade nas pona-
Sanje objekta od nekog trenutka koji cemo proglasiti za podetni,
tj. t =0, 3to znadi da nas interesuju vrednosti funkcija za

t > 0, pa se mo%e smatrati da je

£(t.) =0 za t<0 (2.1.1)

Predpostavimo, isto tako, da je funkcija £(t) za t > 0 ne-
prekidna, ili da ima u konafnom broju tadaka prekide prve vrste
i da je ograni&ena, tako da se uvek mo%e naéi pozitivan broj M
takav da je

JE(e)] <M za t 20 _ (2.1.2)

Vrednost funkcije f£f(t), za t = 0, odredjena je sa

£(0) = lim £f(t) . (2.1.3)
St -0
vgrani&enja (2.1.1), (2.1.2) i (2,1.3) nad fuynkcijom £(t), su
naj&e3ce prisutna za sve funkcije koje poti&u iz realnih prob-
lema. Stoga ona i ne predstavljaju nikakve posebne uélove za
funkcije sa kojima femo se sresti u tehnitkoj praksi.

Relacija ©
F(s) = I f(t)-e”
0

Stat (2.1.4)

koja defini3e funkciju F(s) za sve vrednosti. s za koje in-
tegral egzistira, naziva se Laplasova transformacija funkcije
f(t). Integral na desnoj strani relacije (2.1.4) naziva se La-
plasov integral. Funkcija £(t) naziva se original, a funkci-
ja F{(s), dobijena Laplasovom transformacijom, naziva se komp-
leksni lik ili slika funkcije £(t). Veza izmedju £(t) i F(s)

|
|
I
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data relacijom (2.1.4), simboli&ki se obeleZava sa
F(s) = L[£(t)] (2.1.5)

U relaciji (2.1.4) s Jje kompleksan broj koji se mo%e napisa-
ti u obliku
s =0 + jw (2.1.6)

2.2. Laplasova transformacija nekih funkcija

U ovom odeljku €emo izvesti Laplasovu transformaciju i dati kom-
pleksne likove nekih funkcija koje se &esto koriste u tehni&koj
praksi. Na kraju odeljka data je tabela (téb. 2.2.1) sa komp-
leksnim likovima vedeg broja funkcija koje se javljaju u prak-
ti¢nim problemima. '

Jedini¢na funkcija
Ova funkcija je definisana sa

0 za t <0
u{t) = (2.2.1)
1 za t20

Grafid¢ki prikaz funkcije u(t) dat je na slici 2.2.1.

u(t)

0 t
Sl., 2.2.1. Jediniéna funkcija

Laplasova transformacija funkcije uf(t) daje

-]

_ -st o oLl o=st{ _ 1
U(s) = I e dt [s e ]0 s = (2.2.2)

U relaciji (2.2,2) je predpostavljeno da je Re(s) =0 > 0.
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Impulsia. (Dirakova) funkcija -
Posmatrajmo funkciju
. 0 za t< 0
§(t,h) = %[u(t) - u(t-h)} = % za 0 <t<h (2.2.3)
0 t2h

Grafitki prikaz ove funkcije dat je na slici 2,2.2.

d(th)

L
h

h . ot
Sl. 2.2.2, Impulsna funkcija

Funkcija &(t,h) moZe se fiziZki predstaviti i posmatrati kao
konstantna sila 1/h, koja dejstvuje za vreme h. Impuls ove si-
le bide

0

U sludaju kada je intenzitet sile veliki, a prema relaciji®

(2.2.3) vreme dejstva vrlo kratko, sila dejstvuje trenutno.
Stoga se ovakva funkcija

§(t) = lim §(t,h) (2.2.5)
h+0

naziva impulsna ili Dirakova funkcija.

Laplasova transformacija ove funkcije daje
L[8(t)] = lim Je's‘s(t.h)dt (2.2.6)
h+0 o

Zamenom relacije (2.2.3) u (2.2.6) dobija se

1 - ¢7%h 1

L{s(t)] = lim

(2.2.7)
h+0 sh
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Prema tome, kompleksni lik impulsne funkcije je jedinica.

Sinusna frakcija

Sli¢nim razmatranjem za sinusnu funkciju dobija se
o

L{sinwt] = Ie'Stsinwt dt = = -

o (2.2.8)
0

Koristeéi relaciju (2.1.4) moZe se izvesti Laplasova transfor-
macija i za druge funkcije. Kompleksni likovi funkcija koje se
naj&esée koriste u praksi dati su u tabeli 2.2.1.

FUNKCIJA LAPLASOVA TRANSFORMACIJA
§(t) : 1
u(t) 1/s
t . 1/s?
t? | n!/sn+i
Jekt 1/(s - k)
sinwt w/(s? + w?)
coswt s/(s? + w?)
eftsinut w/[(s=k)? + w?]
ektcosut (s=k) /[ (s-k)? + w?]
e Xtsingt w/[(s+k)? + w?]
e~ktcosut. (s+k)/((8+k)z + w?]

Tablela 2,2.1

2.3 Laplasova transformacija funkcija pod operacijom u

vremenskom domenu
U ovom je odeljku izloZena primena Laplasove transformacije na
funkcije nad kojima je primenjena operacija u vremenskom domenu
(diferenciranje, integracija i sl.), po nezavisno promenljivoj
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Teorema zbira

Pod ovom teoremom podrazumeva se Laplasova transformacija sume
originala funkcija £;(t), (i =1, 2, ... , n). Lako se dokazu-
je relacija

n ) n
L cC.£.(t)] = C.F. (s) (2.3.1)
[i£1 e ] izl ot

Odnosno, kompleksni lik sume originala Cifi(t) jednak je sumi od-

govarajuéih kompleksnih likova C;F;(s), gde je

L{£,()] =F (s)s (=1, 2, ... , n)

Teorema sli¢nosti

Odredimo Laplasovu transformaciju funkcije £f(at), gde je a
realan pozitivan broj. Prema (2.1.4) sledi da je
o«
L[f(at)] =§J e~ f(at)dt (2.3.2)
0

Uvedimo novu promenljivu 1t = at. Iz relacije (2.3.2) dobija se

T

Lfat)] = 2 ! e £(t)dr (2.3.3)
0
kako je © _ 5.
F() = I e * f(rar (2.3.4)
0
to je A )
L{g@e)] = 2 S (2.3.5)

Relacija (2.3.5) izra%Zava teoremu slifnosti o promeni kompleks-
nog lika kada se menja razmera argumenta funkcije originala.

Teorema o kasnjenju )
Neka je funkcija. f(t) pomerena translatorno dui apscise t
(sl. 2.3.1), tako da je pri t > 0,
0 za t <~
f(t-1) = (2.3.6)
f(t-1) za t 2 1
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(t). #Ht-T)

0 t | 0

‘.i e ]

sl. 2.3.1. Kasnjenje funkcije

Veza izmedju komplekénog lika funkcije £(t) 1 funkcije f(t~7)
data je relacijom

L{£(t-1)] = e TEL[£(t)] (2.3.7)

Relacija (2.3.7) se moZe dokazati na sledeé¢i nac&in.

L{g(t-1)] = I e s (t-1)at (2.3.8)
0

Iz definicije funkcije f£f(t-t) sledi da je

L{f(t-1)] = f e %tf(t-1)dt (2.3.9)
T ’ )
Uvedimo novu promenljivu t' = t-1, tada se iz (2.3.9) dobija
* L]
L{f(t-1)] = I e®* e g (t")at’ (2.3.10)
0
odnosno
L{f(t-1)] = e”3TF(s) (2.3.11)

éime je relacija (2.3.7) dokazana.

Laplasova transformacija izvoda funkcija originala
PotraZimo kompleksni lik izvoda funkcije £(t), tj.

L{e'(v)] = f e %%s" (r)at (2.3.12)
0

Integracijom relacije (2.3.12) dobija se
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L' )] = [e7*e(e)] + s I e”*tg(t)at = - £(0) + s F(s)
0 (2.3.13)

Ako je £(0) = 0, iz (2.3.13) se dobija

L€' (£)] = s F(s) (2.3.14)
Ako se u relaciji (2.3.13) £(t) zameni sa £' (¢) dobija se

L ()] = s L[E'(B)] - £'(0) (2.3.15)
odakle se, prema (2.3.14) dobija

L{£"(£)] = s?F(s) --s £(0) - £'(0) (2.3.16)

U opStem slulaju se,na slidan nadin,dobija relacija

L™ ()] = s"Fis) - s"TTE(0) - sPTRET(0) - eee - £071)0(0)
. (2.3.17)

U slu¢aju da su svi pofetni uslovi jednaki nuli, tj.

(n-

£(0) = £'(0) = se0 = £V (0) = ¢ (2.3.18)

Relacija (2.3.17) svodi se na oblik

L™ ()] = sPF(s) (2.3.19)

Laplasova transformacija funkcije pod znakom integrala

Neka je funkcija F(s) kompleksni lik funkcije £(t). Oznacdi-~-
mo sa ¢(t) funkciju
t
o(t) = If(t)dt (2.3.20)
0

Iz (2.3.20) sledi
o' 1t) = £(v) i ¢(0) =0 (2.3.21)
Ako se relacija (2.3.14) primeni na funkciju (2.3,21) dobija se

s*L{¢(t)] = F(s) (2.3.22)
odnosno N )
L[ Jf(t)dt] = % F(s) (2.3.23)

0



Analogni elektronski ratunari i njihova primena . 261

U sluéaju da ddnja granica integrala nije nula, lako se dokazu-
je, na osnovu osobine (2.3.13), da je

a
tfewrae] =2 re - L fewae (2.3.24)
a 0

U sluéaju viSestruke primene operacije integracije funkcije
£(t), na osnovu (2.3.24), dobija se

t oty t, .

F(s) :

L[jdtn-fdtn_l--- If(t,)dt,] = — _ (2.3.25)
o o 0 8

Teorema proizvoda

Neka su date funkcije £,(t) i £,(t), obrazujmo funkciju £(t)
na sledeéi na&in '

t
f(t) = Ifl(t-t)f,(r)dt (2.3.26)
o

Funkcija f£(t) naziva se konvolucija funkcija £,(t) 1 f£,(t).
Zamenom t-t = t' u (2.3.26) dobija se
t
£, (") £, (t-t")at' = ff,(r)f,(t-r)dr (2.3.27)
0

f(t) = -

OF Sy, O

Iz (2.3.27) 1 (2.3.26) sledi da konvolucija f£(t) ne zavisi od
toga koja je funkcija pod znakom integrala sa argumentom t-<.

Neka su poznati kompleksni likovi F,(s) i PFa(s) funkcija
£f1(t) 1 f£f,(t). MoZe se pokazati da kompleksni lik funkcije
f(t) definisane sa (2.3.26)ima oblik

L{£(t)] = F,(s) F,(s) (2.3.28)

2.4. Operacije nad Laplasovom transformacijom

Izvod Laplasove transformacije
Diferenciranjem relacije (2.1.4) po s n-puta dobija se
.

— F(s) = (-1)" I e St f(e)at (2.4.1)
ds 0
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gde smo predpostavili da je moguée diferenciranje integrala na
desnoj strani relacije (2.1.4) po parametru s.

Posmatranjem relacije (2.4.1) moZe se zakljuditi da je

_— d(F(s)]
L0 " t(n)] = ——— (2.4.2)
ds

Integracija Laplasove transformacije

Predpostavimo da je moguda integracija desne strane relacije
(2.1.4) i ako se ista izvr3i u granicama od s do =, tada se
dobija ® ©
-5t 1
[P(s)ds = !e Ef(t)dt (2.4.3)

s

odnosno

L[% f(t)] = fr(s)ds (2.4.4)
) ‘

Translacija Laplasove transformacije

Ako se u relaciji (2.1.4) zameni s sa s-a, gde je a kons-
tanta, dobija se

Fls-a) = Je'(s‘a)tf(t)dt‘= [e'Stestf(t)dt (2.4.5)
0 0

Iz relacije (2.4.5) sledi da je

F(s-a) = L[e®*E(t)] (2.4.6)

2.5. Inverzna Laplasova transformacija

Ako je u relaciji (2.1.4) poznata funkcija F(s), a treba odre-
diti funkciju f£(t), ovo se simboli&ki oznadava sa
£(t) = L7 [F(s)] : (2.5.1)

Operacija nalazenja funkcije originala f£(t) na osnovu komplek-
snog lika F(s) naziva se inverzna Laplasova transformacija.
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Relacija (2.1.4) posmatrana kao jednadina u kojoj je nepoznata
funkcija £(t), predstavlja integralnu jedna&inu Laplasovog ti-
pa . ®
-5t
Jf(t) e dt = F(s) (2.5.2)
0

Opite reSenje jednadine (2.5.2) moZe se odrediti. Medjutim, za
primenu Laplasove transformacije u problemima modeliranja ovo
reSenje nije interesantno. Za nas je mnogo interesantnije da se
ispitaju neke osobine integralne jedna&ine (2.5.2) i njena rese-
nja za specijalne slucajeve.

1° Inverzna transformacija zbira funkcija
Neka je desna strana jedna&ine (2,5.2) zbir poznatih funkecija,

tj.
F(s) = F,(s) + F,(8) + *++ + F_(s) (2.5.3)

Predpostavimo da su originali funkcija F;(s) dati sa f£;(t),
(i =1, 2, ... , n). Odavde sledi da je

-st

£,(t)*e"""dt = F, (s)

o—--8

£, (t) e %tat

F,(s)

Ov—. 8

e (2.5.4)

@08 s0 0t s s c0rn0s a0

-
Ifn(t)'e'Stdt = Fp(s)
0 J
Sabiranjem levih i desnih strana jednadina (2.5.4) dobija se re-
lacija
® (2.5.5)
I[f,(t) + £,(t) + =°* + fn(t)]e'Stdt = F,(s) + Fy(s) + ¢+ + Fy(s)
0
Relacija (2.5.5) omoguduje jednostavno dobijanje inverzne Lapla-

sove transformacije originala sume funkcija , odredjivanjem

originala pojedinih sabiraka u zbiru (2.5.3).
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22 Heaviside-ova teorema razvoja
Neka funkcija na desnoj strani jednadine (2.5.2) ima oblik

F(s) = 2481 (2.5.6)
q(s)

gde su p(s) i gq(s) polinomi po s, koji nemaju zajedni&ki
EinilaC, tj .

-1 (2.5.7
n-1 5.7)

n
q(s) = b s +b s + *** + b;s + b,

p(s) = a s + a s 4 eor + a8 + ag }
pri Semu je m < n,

ovde demo izlo%iti osnovne sluajeve inverzne Laplasove trans-
formacije racionalne funkcije (2.5.6) ne upu3tajuéi se u dokaze
svih stavova, koje &italac mo¥e naéi u literaturi ([31] .

a. Neka polinom g(s) ima proste korene s, i =1,2,..., n,
tako da se moZe napisati u obliku

q(s) = (s=s,)(s-5,)***(s=s5,) , (2.5.8)

Racionalna funkcija (2.5.6) moZfe se tada napisati, rastavljanjem
na proste razlomke, u obliku

p(s) A, A, . A,
) F-s tsTs, U tvsTS; (2.5.9)
gde je
8
Ai = #-—i-)—- (i = 1' _2, sse n) (2.5.10)
q (s;)

Zamenom (2.5.10) u (2.5.9) dobija se

p(s) _ § PB(s;) 1 (2.5.11)

a(s) i=1 ‘!'(51) 8 - 84

Kako je

L"[ ! ] = g8it (2.5.12)
s - Si

to na osnovu (2.5.5) sledi da je

(2.5.13)

o p(s;) 1 . 3 p(s;) it
i=1 q'(s5) s < 8

£(e) = L-l[ I ¢ . '
i=l q (s;)
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Prema tome, original kompleksne funkcije F(s) koja predstav-
lja koli¢nik dva polinoma p((s) i g(s), pri &emu je stepen
polinoma q(s) vedi od stepena polinoma p(s), a za sludaj da
q(s). ima sve proste korene, dat je relacijom

- -1 [p(s) n  p(s;) ,
£(t) = L7V [F(s)] = L ‘[p 2 ] = 1 L. e®it (2.5.14)
q(s) i=1l q'(s;)
b. Neka je funkcija F(s) data u obliku
_ _pis)
F(s) = E;T;T (2.5.15)

pri Zemu stepen polinoma p(s) nije vedi od stepena polinoma
r(s). Re3enje integralne jedna&ine (2.5.2) moZe se odrediti iz
relacije (2.5.13) smenom

q(s) = s°r(s) (2.5.16)

gde polinom r(s) nema viSestrukih korena i korena jednakih nu-
li, Ako se vrednost (2.5.16) zameni u relaciju (2.5.13) dobija

se
p(si)

£(t) = eSit (2.5.17)

[ R ac?-1

i d
i=] E[S.I(S)]s=sj_

Imenilac u izrazu (2.5.17) moZe se napisati u obliku

d '
a;[s*r(s)]s=si = r(s;) + s;r (s;) (2.5.18)

Polinom (2.5.16) ima jedan koren. jednak nuli. Neka je taj koren
s, = 0. Tada se relacija (2.5.18) za s = s, moZe napisati u
obliku

é%[s-r(s)] = r(0) (2,5.19)

S=Sl
Prema tome, izraz (2.5.17) svodi se sada na oblik

£(t) = eSit (2.5.20)

+ ——
r{0) i=2 sir'(si)

Ako predpostavimo da je polinom r(s) stepena n, a ne n-li,
kao u relaciji (2.5.20), tada se indeks i moZe menjati od 1
do n, umesto od 2 do n, tj.
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n . .
p(O) p(sj) oSit

flt) = 2(0) N sir'(s;)

(205.21)
Relacija (2.5.21) naziva se Hevisajdova teorema razvoja i pred-
stavlja redenje Laplasove integralne jednaline (2.5.2) kada je

funkcija F(s) oblika (2.5.15), sa navedenim ogranifenjima za

polinom r(s).

c. Ako polinom g(s) ima viSestruki koreni &inilac (s - a)?
reda k, onda se funkcija (2.5.6) moZe napisati u obliku
p(s) r(s)

F(s). = 2{8) = (2.5.22)
a(s) (s - a)kq,(s) (s - a)k

gde je r(s) = p(s)/q,(s).

Rastavljanjem racionalne funkcije (2.5.22) na proste razlomke

dobija se )
A A A
Fls) = —E— 4 —EL_ 4 ooi 4 — 4 g(s) (2.5.23)
(s-a) (s-a)*"!? s=-a

NaveScemo rezultat inverzne Laplasove transformacije funkcije
(2.5.23) bez dokaza ( literatura [31] ).

Inverzna Laplasova transformacija daje original kompleksne fun-
kcije (2.5.23) u obliku

£(t) = L7 [F(s)]

odnosno
f(t) = eat L(i)__ k=1 + r'{(a) tk-z +oeee 4 r(k-l)(a)
(k=1)¢ 11 (k=2)! D
+ 17 gts] (2.5.24)

d. Prilikom rastavljanja funkcije (2.5.6) na proste razlomke,
nismo vodili raduna da li su koreni polinoma g(s) realni ili
kompleksni, Medjutim, kada polinom gq(s) ima konjugovano kom-
pleksne korene, onda se rastavljanje funkcije (2.5.6)moZe upro-
stiti.
Neka su

Sey= — a + jB i s, =-=-a-j8 (2.5.25)
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.

kompleksni koreni polinoma q(s). Tada se funkcija {2.3.6) moZe
napisati u obliku

p(s) r(s) Ms + N
= =. + g(s) (2.5.26)
a(s)  (gaq)? + g2 (s+a)? + B2
odakle je
r(s) = Ms + N + g(s)[(s+a)? + B?] (2.5.27)

Zamenom vrednosti za s, i s, iz (2.5.25) u (2.5.27) dobija
se _
r(s;) = M(- a + jB) + N } (2.5.28)
r(sz) = M(- a - jB) + N

Leve strane relacija (2.5.28) su kompleksni brojevi, pa se moZe
pisati

r(s,) =z, +3 r, =M(=a+ jB) +N } (2.5.29)
r{(s,) =r; - j r, = M(-a=* jB) +N
odakle se dobija
Fi = = Ma + N } (2.5.30)
r, = MB
pa je r, r,8 + r,a ‘
M= ~ i H = (2.5.31)
B 8
Zamenom (2.5.31) u (2.5.26) dobija se
(s+a)r, + Br,
p(s) _ 1, + g(s) (2.5.32)
a(s) B (54q)2 + g2
Kako je prema tabeli 2.2.1
s + a
Lt = e %*cospt
(s+a)? + B2
(2.5.33)
L 8 = e %tsingt
(s+a)? + g2

to, na osnovu (2.5.5) sledi da je

£06) Lot 1 (s+a)r, + Br,
(t = [_ .
B (s+a)? + g2

+ g(S)]
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odnosno

f(t):% e"*¥(r,cosBt + r,singt) + L™ [g(s)] (2.5.34)

e. Neka polinom dg(s) ima viSestruke kompleksne korene reda
k. Tada se funkcija (2.5.6) moZe napisati u obliku

p(s) r(s) k M;s + Ng

qa(s) [(s+a)? + Bﬂk_i=1 [(s+a)? + B2]%
Vrednosti za M; i Ny (i =1, 2, ..., k) mogu se odrediti me~-
todom jednakih koeficijenata. Kada se odrede vrednosti za M;

i Ni' tada ih treba zameniti u relaciju (2.5.35) i naéi inver-
znu Laplasovu transformaciju svakog &lana posebno.

+ g(s) (2.5.35)

f. Oznadimo realne korene jednaline
qi(s) = 0

sa Sy, (1i=1, 2, «se y m), a kompleksne korene sa a; ¢ 551

(L =1, 2, ieo E-}E); i uvedimo oznake

= RUs3) (2.5.36)
1 s;r'(sy)
pla; £ 3B8.)
%Bie*JYi - 2 L (2.5.37)

(a;238;) or' (2;t38;)
Relacija (2.5.21) prema (2.5.36) i (2.5.37) tada dobija oblik

N=

p(0) by b g ast (B;t+y,) -3(B:t+y:)
f(t) = 300) + izl Aiesl + izl S et [eJ i i'+e i i

(2.5.38)

Prema tome, pri traZenju inverzne Laplasove transformacije ne-
ke racionalne funkcije, potrebno je datu funkciju rastaviti na
proste razlomke i traZiti inverznu Laplasovu transformaciju

svakog razlomka ponaosob.
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3. ANALIZA LINEARNIH SISTEMA PUTEM MODELIRAN]JA

3.1. Prenosna funkcija

U tehni&koj praksi vrlo Cesto se koristi pojam prenosné funkci-
je. Ovaj pojam se narolito koristi u analizi i sintezi sistema
automatskog upravljanja. Na slici 3.1.1 prikazan je Sematski
tehnic¢ki uredjaj ili sistem na &iji se ulaz dovodi funkcija x(t).
Pod ulaznom funkcijom podrazumeva se neko spolja3nje dejstvo

na sistem. Reakciju sistema na spoljasnje dejstvo x(t) oznadimo
sa y(t). Funkcija y(t) naziva se izlazna funkcija ili odziv
sistema na funkciju x{t). Odnos kompleksnih likova izlazne fun-

kcije y(t) i ulazne funkcije x(t), pri nultim podetnim uslovima,

t
X dsistem —28

sl. 3.1.,1. Sematski prikaz sistema

naziva se prenosna funkcija.

Oznaéimo prenosnu funkciju sa G(s), pa je prema gornjoj defi-

niciji

G(s) = ;:—% (3.1.1)

Naveidéemo neke osobine prenosnih funkcija za stabilne dinami&ke
sisteme:

~ prenosna funkcija je racioanlna funkcija oblika (3.1.1),
takva da su Y(s) i X(s) polinomi po s, pri &emu stepen po-
linoma Y(s) nikada nije veci od stepena polinoma X(s),

- svi koeficijenti polinoma Y¥Y(s) i X(s) su realni i

- sve nule polinoma X(s) imaju negativne realne delove.

Nule polinoma X(s) nazivaju se polovi prenosne funkcije G(s),
a nule polinoma Y(s) nazivaju se nule prenosne funkcije G(s).

Kao 3to je poznato, opsti oblik matematikog modela linearnih
sistema dat je diferencijalnom jednadinom
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sa odgovarajuéim poZetnim uslovima, gde su a; i b; konstan-
te.

Primenom Laplasove transformacije na levu i desnu stranu jedna-
¢ine (3.1.2), za sludaj kada su svi pofetni uslovi jednaki nuli,
prema (2.3,18), dobija se
Y(s) bsP4+pb sB' 4 ee0 +p5s+0Db
= O i 0

= = (3.1.3)
B=1l 4 «es + a;5 + a
1 o

X(s) ast+a s
n N}

Iz (3.1.3) sledi da su polovi prenosne funkcije ustvari nule
karakteristi®nog polinoma diferencijalne jedna&ine (3.1.2).

Za analizu dinami&kih osobina linearnih sistema, dovoljno je
poznavati izlaznu funkciju, tj. odziv sistema na jediniénu fun-
keciju u(t), koja je dovedena na ulaz, a definisana je relaci-
jom (2.2.1). PonasSanje linearnog sistema (sl. 3.1.2) kada mu se
na ulaz dovede jedini&na funkcija u(t), od stanja mirovanja do
novog stabilnog poloZaja, naziva se jedini&na funkcija prelaza
ili jedini&ni odziv i oznaava se sa h(t).

u(t) h(t)

S G(s)

Ssl. 3.1.2., Sistem sa jedinic¢nom funkcijom na ulazu

Poznavanjem funkcije h(t) moZe se odrediti reagovanje linear-
nog sistema na ma koju ulaznu funkeciju x(t), pomodu obrasca
X .
y(e) = x(0nte) + [F nee - nac (3.1.4)
0

Prema tome, funkcija h(t) koja nosi sve dinamilke karakteri-
stike linearnog sistema dobija se dovodjenjem jediniéne funkci-
je u(t) na ulaz sistema. Ovo je narodito vaZno kada se radi o
modeliranju i analizi linearnih sistema pomoéu analoynih modela.
Funkciju u(t) jednostavno je ostvariti na radunaru a naponski
nivo ove funkcije predstavlja jediniéni napon'na analognom mo-
delu.
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Poznavanjem funkcije h(t) lako se uspostavlja veza sa impuls-
nom funkcijom prelaza ili impulsnim odzivom w(t), koja se do=-
bija kada se na ulaz lineranog sistema dovede impulsna funkcija
definisana relacijama (2.2.3) i (2.2.4) pod uslovom (2.2.5).
Ova je veza definisana sa i

wit) =

dh(t)
T (3.1.5)

Da bismo ovo pokazali primenimo Laplasovu transformaciju na
(3.1.5) odakle se dobija

L{w(t)] = s-Lt[h(t)] (3.1.6)

Kako prenosna funkcija po definiciji glasi

G(s) = Line)] = s+L[h(t)] | (3.1.7)

L{u(t)] ,

iz (3.1.6) i (3.1.7) sledi da je

SG(s) = L{w(t)] (3.1.8)
odnosno .

G(s) = |w(t)+e 3%at (3.1.9)

[y ——

ili zamenom (3.1.5) u (3.1.9)

B dh(t) -st
G(s) = l—zz—— e ~-dt

(3.1.10)
Na ovaj nafin relacije (3.1.5) i (3.1.10) daju vezu izmedju je-
dini¢nog odziva h(t), impulsnog odziva w(t) i prenosne funk-
cije G(s).

U nekim slufajevima za analizu sistema pogodnije je primeniti
tzv. analizu u frekventnom domenu. Ovde su karakteristike line-
arnog sistema prikazane kao zavisnost amplitude izlazne funkci-
je od u€estanosti ulazne funkcije, a ova funkcija se naziva am-
plitudna frekventna karakteristika. Amplitudna frekventna kara-
kteristika A(w) se dobija kada se u prenosnoj funkciji G(s)
argument s zameni sa jw i izraduna modul.ove funkcije, tj.

Af(w) = |G(juw)]| (3.1,11)
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Eksperimentalno se ova funkcija moZe dobiti ako se na ulaz sis-
tema dovodi sinusna funkcija poznate amplitude i ufestanosti i
meri amplituda izlazne funkcije. Odnos amplituda izlazne i ulaz-
ne funkcije za razne udestanosti ulazne funkcijé definisSe amp~
litudnu frekventnu karakteristiku.

Druga karakteristika linearnih sistema pri analizi u frekvent-
nom domenu je fazna karakteristika.

Ako se u prenosnoj funkciji G(s) argument s zameni sa Jju,-

dobija se

J¢ (w)

g({jw) = A(w)e (3.1.12)

Funkcija A(w) je definisana sa (3.1.11) a funkcija ¢(w) Je

fazna karakteristika. I fazna karakteristika se moZe dobiti ek-
sperimentalno. Ovo se postiZe ako se na ulaz sistema dovede pe-

riodiéna (sinusna) funkcija i meri zaostajanje izlazne periodi-
¢ne funkcije u odnosu na ulaznu u funkciji udestanosti ulazne
funkcije.

3.2. Strukturne blok $eme sloZenih modela

Kod realnih sistema automatskog upravljanja vrlo &esto je tesko
i nepraktino sastavljati matematidki model sistema u obliku je-
dnog izraza koji predstavlja prenosnu funkciju sistema. Primena
prenosnih funkcija u modeliranju sloZenih sistema ima ba$ tu pre-
dnost da se sloZeni sistemi razbijaju na blokove, a zatim se vr-
§i modeliranje prenosnih funkcija pojedinih blokova. Model ce-
log sistema dobija se sada povezivanjem modela pojedinih blokc-
va na na&in kako su oni medju sobom povezani kod realnog siste-
ma, koji je predmet modeliranja. Prednost modeliranja putem pre-
nosnih funkcija u odnosu na matematifki model definisan skupom
diferencijalnih jedna&ina, takodje je znatna kada se radi o mo-
deliranju slo¥enih sistema. U matematifkim modelima datim u ob-
liku diferencijalnih jednafina, &esto se gubi fizi&ki smisao po-
jedinih parametara, dok je pri modeliranju putem prenosnih funk-
cija svaki parametar sistema zadrZan i na modelu u odgovaraju-
¢em bloku sistema.

Prikazivanje slofenih sistema razdvajanjem na blokove, koji pre-
dstavljaju fizi¥ke celine i njihovo povezivanje u jedinstven si-
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stem vr¥i se reko strukturnih Zema.

Strukturne 3eme sastoje se od fetiri grupe osnovnih elemenata
i to:

- blokova sa definisanim prenosnim funkcijama,

- elemenata za sabiranje ili oduzimanje signala,

- &vorova u kojima se vr3i grananje signala, radi dovo-
djenja na viZe blokova sistema i

- veza izmedju pojedinih elemenata strukturne Seme sa na-
znakom pravca prenoSenja signala izmedju blokova.

Na slici 3.2.1 dat je primer strukturne blok Seme sa oznakama

pojedinih elemenata. Sa W,, W,, Wy i W, oznafeni su blokovi
sa odgovarajuéim prenosnim funkcijama, sa S; i S, oznadeni
su elementi za sabiranje, a sa A i B ozna&eni su &vorovi,

Ulazni signal je oznacen sa x(t), a izlazni sa y(t).

i
S
x(t) A 52 y(t)
W, W, B X y
o VV‘

sl. 3.2.1., Strukturna blok $ema

Razli&ite strukturne Seme sa istim odzivom na isti ulazni sig-
nal zvademo medjusobno ekvivalentnim. Cinjenica da razlilite
strukturne Seme mogu u osnovi prikazivati isti sistem, koristi
se Sesto kod modeliranja u cilju transformacije istih na pcgo-
dan oblik sa gledisSta samog modeliranja.

Ovde su date &etiri osnovne transformacije strukturnih Sema:

a. Strukturna blok Sema sastavljena od viZe blokova vezanih na
red (sl. 3.2.2) koji imaju prenosne funkcije W,, W2, ... , W,
transformiSe se u blok sa prenosom

n
W(s) = N_W;(s) (3.2.1)
i=1
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t .
X Wi W2 - Wn ’___y.(_t)

Sl. 3.2.2, Strukturna blok 3ema na red vezanih blokova

b. Strukturna blok 3ema sastavljena od viZe paralelno vezanih
blokova (sl., 3.2.3) sa prenosnim funkcijama W,, W,, «.. , Wy
transformiSe se u blok sa prenosnom funkcijom

W(s) = § W; (s) (3.2.2)
i=])
Wi
x(t) W, y(t)
L e .

]

Sl. 3.2.,3, Strukturna blok Zema paralelno vezanih blokova

¢. Strukturna blok Sema sastavljena od bloka obuhvadenog sa ne-

gativnom povratnom spregom (sl. 3.2.4) ima brenoénu funkciju o=~
blika W, (s)
W(s) =

(3.2.3)
1 + Wy (s)

x(t) | y(t)

+ L

Sl. 3.2.4. Strukturna blok 3ema sa povratnom spregom

d. Strukturna blok Sema sastavljena od bloka W, (s) obuhvade-
nog povratnom spregom preko bloka W,(s), (sl. 3.2.5) ima pre-

|
!
[
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nosnu funkciju W, (s)

W(s) = - (3.2.4)
1t W,(s)W,(s)

x(t) W, (8) y(t)

+t

| W (s)

Sl., 3.2.5. Strukturna blok Sema sa blokom u povratnoj
sprezi

gde je znak + u sluaju negativne povratne sprege, a znak -
u sludaju pazitivne povratne sprege.

U sluaju sloZenijih strukturnih Sema moZe se primenom navedena
getiri sluCaja izrafunati prenosna funkcija sistema u celini.

4. MODELIRANJE PRENOSNIH FUNKCIJA NA

ANALOGNOM RACUNARU
Matematidki modeli fizidkih objekata koje treba modelirati na
analognom radunaru naj&e3de su dati u obliku sistema diferenci-
jalnih jednalina ili jedne diferencijalne jedna&ine vieg reda.
Prenosna funkcija, medjutim, definisana je sa

i ona sadriZi argument s, koji je ustvari kompleksna promenlji-
va. U matemati&kim modelima izraZenim preko diferencijalnih je-
dnadina primenjuje se na funkcije operator diferenciranja. U
tehni¢kim problemima najée3ce se radi o diferenciranju po vre-
menu, pa je operator diferenciranja

=4
P = 3t

Inverzni operator 1/p predstavlja operator integriranja.
Neka je data diferencijalna jednaZina koju treba modelirati na
analognom radunaru u obliku
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a* a? a2
ab-—.X+ 3—¥-+az——¥-+ ,—!+a°y=
act at? at? a

gde je x(t) poznata funkcija, a y(t) funkcija koja se tra-
Zi. Primenom Laplasove transformacije na gornju diferencijalnu
jedna&inu, za nulte poletne uslove, dobija se da je

Y(s) b,s? + b;s + b,

- " 3 2
X(s) a,s" + a,s’ + a,s° + a;s + a,

Medjutim, uvodjenjem operatora p, ista diferencijalna jednadi-
na dobija oblik

y{t) b,p? + b,p + b,

x(t) a,p* + a,p’ + a,p? + ap +a,

Prema tome, ako su svi po&etni uslovi jednaki nuli, prenosna
funkcija koja se dobija zamenom prvog izvoda sa p, drugog iz-

voda sa p?

itd. je ista kao i prenosna funkcija koja se dobi-
ja primenom Laplasove transformacije. Na ovaj nacin je modelira-
nje prenosnih funkcija izraZenih pomocu operatora p svedeno
na realizaciju operatora u vremenskom domenu, Sto odgovara prin-

cipu rada analognih ra&unara.

4.1. Ralunski pojatavaé sa pasivnim mrefama

Prenosna funkcija radunskog pojafavada definisana je sa

t) = i (e) x_ (t (4.1.1)
= - — X .1
y(t) =1 z.(p) 3 )

gde je z(p) impedansa u povratnoj sprezi radunskog pojadavada,
a zi(p) impedansa 1i-tog ulaza u pojadavad (vidi Prvi deo I,
3.3). Za jedan ulaz u pojacaval&, relacija (4.1.1) daje

y) _ _ zfp)
X1 (t) z,{p)

(4.1.2)

Impedanse z(p) i »2;(p) mogu biti razli&ite kombinacije R-C
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elemenata. U tabeli 3.3.1 (Prvi deo I, 3.3) data su neka pa-
sivna R - C kola koja se mogu koristiti kao z(p) 1ili z;(p)
impedanse. Pogodnim izborom pasivnih‘mreZa u kolu povratne spre-
ge 1 ulaznom kolu rafunskog pojaavata mogu se modelirati razli-
¢ite prenosne funkcije. Ovaj nafin modeliranja ima tu prednost
8to se i sloZene prenosne funkcije modeliraju pomoéu jednog ra-
dunskog pojadava&a. Kako je broj poja&avada na radunaru ograni -
¢en to je vrlo &desto potrebno izvrditi modeliranje sloZenih
prenosnih funkcija sa Sto manjim brojem radunskih pojagavacda.
Ovaj na¢in modeliranja se ipak ne primenjuje na standardnim uni-
verzalnim analognim radunarima, jer korisniku radunara najZesice
nije dostupno da menja pasivna kola na ulazu, a pogotovu u pov-
ratnoj sprezi ra&unskih pojacdavaca.

Nedostatak modeliranja prenosnih funkcija,izborom pasivnih mreZa
na ulazu i u povratnoj sprezi pojafavaa, je u tome Sto su pot-
rebne odredjene, razli&ite, vrednosti otpornika i kondenzatora,
pri svakoj promeni prenosne funkcije, a 5to nije lako obezbedi-
ti za vedinu korisnika analognih radunara. Stoga su u ovoj knji-
zi prvenstveno obradjene one metode modeliranja koje koriste
standardne elemente univerzalnih analognih ra&unara.

4.2. Metoda uzastopne integracije
Neka diferencijalna jednadina

ne~1l m=-1

dmx d X
+ see 4+ = b —
¥ = Pn m Pn-1 ag®-?

dny d

+ a
at? B=1 ggn-!

+ vee 4 box
(4.2.1)
sa konstantnim koeficijentima a;, (1 =0, 1, ... , n) 1 by,
(k =0, 1, ... , m), predstavlja matemati&ki model nekog fizid&-
kog objekta. Isti matematiki model izra%en preko prenosne fun-
kcije ima oblik
b p" +b_ ]p""1 + cec 4 by

W(p) = - (4.2.2)
pt +a _ p"T! 4+ ser 4+ ag

n=1

Predpostavimo, u daljem tekstu, da stepen polinoma u imeniniocu
racionalne funkcije (4.2.2) nije manji od stepena polinoma u
brojiocu, tj. da je m < n.

Diferencijalna jedna&ina (4.2.1) moZe se napisati u obliku
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1 1
y(e) =bx + 5lby_,x =3, ,¥) + ;?(bn-zx - 3Y)

1
+ eee & F(box - aoy) (4.2.3)

gde je b; =0 za i >m. Jedna&ina (4.2.3) moZe se napisati
u obliku pogodnom za modeliranje u vidu niza integracija, tako
da je '

1 1
y(t) = b x + ;{bn_

x-a _y+3 b

P[ n-2X T 3, ¥ * 07T

1
vee 4 %(box - agy)]} (4.2.4)

Na slici 4.2.1 data je blok 3ema koja omoguduje modeliranije pre-
nosne funkcije (4.2.2) primenom relacije (4.2.4).

x(t)

Y -y{t)

Sl. 4.2.1. Blok 3ema za modeliranje racionalne funkcije

metodom uzastopne integracije

Primer: Predpostavimo da je ovom metodom potrebno modelirati
prenosnu funkciju

p: - 0,2p +1

Wip) = < (4.2,5)

pt + 0,2p + 1

Koriste¢i opstu Semu na slici 4.2.1, lako se dolazi do 3eme na
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slici 4.2.2 za modeliranje prenosne funkcije (4.2.5).

x(t)

y(t)

Sl. 4.2.2. Primer modeliranja racionalne prenosne
funkcije metodom uzastopne integracije

4.3. Metoda uvodenja nove promenjive
" Modeliranje prenosne funkcije (4.2.2) moZfe se izvr3iti i na dru-
gi. na&in. Ako se uvede nova promenljiva z(t), takva da je

1
z = X (4.3.1)
p° + an_lpn'l + °te 4+ 2,p + a,

odnosno z(t) zadovoljava diferencijalnu jedna&inu

a°z +a ar~lz
at®? B=1 g¢n=!

+ ce0 + a, dz + agz = x(t) (4.3.2)
dt

Imajuéi u vidu relaciju (4.2.2) i (4.3.1) lako se dolazi do ve-
ze izmedju izlazne funkcije y(t) i nove promenljive z(t)

m m=-1
y) =b SZ2 4 S_Z sy Ly, (4.3.3)
at at at.

Modeliranje prenosne funkcije ovom metodom vr3i se na taj nadin
$to se modelira diferencijalna jednadina (4.3.2) radi dobijanja
funkcije 2z(t) i njenih izvoda, a zatim se obrazuje funkcija
y(t) prema relaciji (4.3.3). Na slici 4.3.1 data je op3ta blok
Sema za modeliranje prenosne funkcije (4.2.2) po ovoj metodi.

Primer: Radi ilustracije modeliranja prenosnih funkcija metodom
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uvodjenja nove promenljive uzmimo ponovo funkciju (4.2.5), tj.

{6l

NN\
!

\
NN\
AN

|

|

|

|

|

]

:
AN

'/

%

y(t)

Y

vy

f

Sl. 4.3.1. Blok Zema za modeliranje racionalne prenosane
funkcije metodom uvodjenja nove promenljive

(4.3.4)

W(p) = -
p* +0,2p + 1

Koristedéi op3tu Zemu datu na slici 4.3.1 lako se dolazi do Zeme

za modeliranje prenosne funkcije (4.3.4), koja je prikazana na
slici 4.3.2.

x(t)

: -y(t) D y(t)

s1. 4,3.2. Primer modeliranja racionalne prenosne funkcije

metodom uvodjenja nove promenljive
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Poredjenjem metode uzastopne integracije i metode uvodjenja no-
ve promenljive, po broju angaZovanih ra&unskih pojadavala za
modeliranje prenosne funkcije (4.2.2), mofe se zakljuditi da o-
be metode zahtevaju n integratora, a da prva metoda zahteva

3 sabira&a, dok druga zahteva 4.

Obe izloZene metode modeliranja prenosnih funkcija oblika
(4.2.2) predpostavljaju da su poletni uslovi za funkciju i nje-
ne izvode jednaki nuli. Uvodjenje po&etnih uslova bice objainje~-
no na slededoj metodi modeliranja prenosnih funkcija.

4.4. Metoda Laplasove transformacije

veé je refeno da je prenosna funkcija izraZena pomocdu Laplasove
transformacije, za nulte pofetne uslove, identidna sa prenosnom
funkcijom datom preko operatora p. Prema tome je i metoda mode-
liranja primenom Laplasove transformacije identi&na sa vec opi-
sanim metodama uzastopne integracije ili uvodjenja nove promen-
ljive, za sludaj nultih poZetnih uslova. Medjutim, ako su poge-
tni uslovi razli&iti od nule, tada primena Laplasove transforma-
cije na diferencijalnu jednadinu (4.2.1) ne daje samo &lan
(4.2.2) ve¢ i &ian koji zavisi od po&etnih uslova. Kako je, za
opiti oblik jedna&ine (4.2.1), €lan koji sadrZi podetne uslove
veoma glomazan, razmatranje femo sprovesti za diferencijalnu je-
dna¢inu oblika

a’ d2 d d%x dx
i i TLray=b ~Z+b Zubex  (4.4.1)
at? dat? dt at? dat

gde su a; i b; konstante, a poletni uslovi
y(0) = yo
¥(0) = ¥o
§(0) = ¥, (4.4.2)
%(0)
x(0) = x, J

[]
L]
[}

n
]

Primenom Laplasove transformacije na jednadinu (4.4.1) sa pofet-
nim uslovima (4.4.2), a prema (2.3.16) dobija se da je.

Y(s) = K,(s) + K, (s) (4.4.3)
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gde 3e b,s* + b;s + b,

K,(s) = X(s) (4.4.4)
s? + a,s? + a;s + a,

i

(s) Yos? + (azyo+§o'bzxo)s +ay, + az§'o + ¥, - byxy - bzio
K, (s) =

s + a,s* + a;s + a,

(4.4.5)
Po3to je sistem linearan, problem modeliranja funkcije (4.4.3)
moZe se razdvojiti u dva dela; prvi deo se sastoji u modelira-
nju prvog &lana K, (s), a drugi u modeliranju drugog &lana -
K, {s) . Neka su originali funkcija K,;(s) i K,(s) funkcije

k,(t) i k,(t). Tada je
yi{t) = k() + k,(¢) (4.4.6)

Za modeliranje racionalne funkcije (4.4.4) moZe se primeniti me-
toda sukcesivne integracije ili metoda uvodjenja nove promenlji-
ve. Ulazna funkcija u ovakav model bila bi funkcija =x(t), a na
izlazu se tada dobija funkcija k,(t). Za modeliranje prenosne
funkcije (4.4.5), oblika

c,8? + ¢;8 + ¢

K, (8) = — (4.4.7)
s’ + a,s® + a;s + a

gde je . - R
co = alYo + ?IYQ + y° - b,xo - bzxo
= a,¥o * Yo ~ b2X, (4.4.8)

€, = Yo

(2]
|

mo%e se takodje primeniti jedna od ranije izlo%enih metoda. Me-
djutim, ulazna funkcija bi u ovom slufaju bila impulsna (Dirako-
va funkcija), jer je njen kompleksni lik, prema (2.2.7), jednak
jedinici, pa se mo%e smatrati da ona mnoZi &lan na desnoj stra-
ni izraza (4.4.7), Dobijanje impulsne funkcije, prema njenoj de-
finiciji (2,2.5), vrlo te3ko je izvodljivo na analognom raduna-
ru. Medjutim jedini&na funkcija u(t) moZe se na rafunaru lako
dobiti. Stoga je pogodnije modifikovati izraz (4.4.7) u oblik
c,s’ + ¢, + c, s

K (s) = -1 {4.4.9)
s + a,s? + a;s + a,
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PoSto je, prema (2.2.2), 1/s kompleksni lik jedini¥ne Ffunkci-
je wu(t), to je iz (4.4.9)

c,s' + ¢;s? + ¢y8
K,(s) = *U(s) (4.4.10)

s® + a,s? + a;s + a,

Prema tome,ulazna funkcija u blok koji modelira funkciju (4.4.10),
bice funkcija u(t) . Na izlazu iz ovog bloka dobija se k, (t).
Prostim sabiranjem funkcija ki(t) i k:(t) dobija se sada tra-
Zena funkcija y(t), (sl.4.4.1). A

t k
x(t) K, (s) (1)

-y

t t
u(t) Ky(s) ky(t)

Sl. 4.4.1. Blok Zema za modeliranje prenosne
funkcije sa podetnim uslovima

5. MODELIRANJE NELINEARNOSTI

U ovom su odeljku opisane neke specijalne vrste nelinearnosti

koje se javljaju u fizilkim sistemima, a koje ne zahtevaju ni

mnoZenje niti generiranje funkcija, da bi se realizovale na z-
nalognom radunaru. To su tzv. tipi&ne nelinearnosti.

Ima mnogo tipova nelinearnosti koje se pojavljuju u razpim fi-
zi&kim sistemima. Medjutim, prili&no je ogranien broj ovih ne-
linearnosti koje se &e3cfe pojavljuju. To su relativno jednosta-
vne nelinearnosti koje se mogu svrstati u sledede grur:: pro-
sta ogranidenja, suvo Kulonovo trenje, mrtav hod (zazcr, itapri-
mer kod zup&anika), histerezisna karakteristika, rel«-‘na iiarak-
teristika, itd. Sve ove nelinearnosti mogu se dovol®: dobro

realizovati pomodu standardnih logi&kih ra&unskih = . znata;

o kojima je veé bilo govora (Prvi deo I, 6), a kojr salinja-

vaju diode i komparatori. U narednom izlaganju - ziz neki
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primeri upotrebe ovih logi&kih elemenata za generiranje tipi&-
nih nelinearnosti.

5.1, Prc 'to ogranicenje

Vrlo &esto se kod fizi&kih sistema javlja linearna veza izmedju
pojedinih velidina u odredjenoj oblasti. Medjutim, ova linearna
veza vaZi samo u odredjenoj oblasti, a van date oblasti uspostav-
1ja neki.drugi oblik linearne veze. U celini gledano sistem sa
ovakvim vezama je nelinearan. Najprostiji oblik ovakve nelinear-
nosti je t.z. ogranidenje.

Matematifka relacija koja definiSe ogranienje moZe se napisati

u obliku

B

B za X < %

= B A
Y =4 kX za ¢ £ X< % (5.1.1)

A

A za X > X

gde su A, B i k konstante, X wulazna veli¢ina, a Y izlaz-
na veliéina nelinearnog elementa. Ova relacija je graficki pri-
kazana na slici 5,1.1, gde je uzeto da je A <0, B >0 i

k < 0.

Y

k=tgy

I
_a

B N\
*

Sl., 5.1.1. Nelinearnost tipa ogranilenja

Relacija (5.1.1) mo%e se na analognom radunaru realizovati pomo-
éu feme prikazane na slici 5.1.2, pri &emu su upotrebljene dio-

de, pojatava¥i i potenciometri, ili pomoéu Beme na slici 5.1.3,

gde se koriste sabira®i i komparatori.

Kdda je izlazni napon iz poja%avada u granicama A < Y < B,
tada dicde D, i D, ne provode, te pojafavaZ radi kao da
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ovih dioda i potenciometara (2) i (3) (sl. 5.1.2) nema.

U +U

a:-é?

U*A

N
b*0°8

3ema modeliranje ogranidenja pomoéu dioda

sl. 5.1.2.

+U -

el
%L

-u

Sema za modeliranje ogranifenja pomodu komparatora

Sl. 5.1.3.
Medjutim kada postane Y = B tada dioda D, ima takav polaritet
da predstavlja kratku vezu, drZeéi na taj nadin konstantnu vred-
nost B na izlazu, jer se ukupni otpor povratne sprege pojada-
vada smanjio. Isti se efekat javlja i kada napon na izlazu pos-
tane Y = A, s tim 3to sada pofinje da provodi dioda D,.

Prilikom podeSavanja vrednosti A i B koje treba da daju gra-

ni&ne vrednosti, treba voditi raduna i o otporu dioda. Stoga se

na potenciometrima (2) i (3) postave pribliZne vrednosti
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koje se zatim merenjem na izlazu koriguju na ta&ne vrednosti.
Ovde je potrebno napomenuti da otpor diode utie i na to da iz~
lazni napon nije konstantan tj. A ili B, veé se nefto malo menja
kada X raste ili opada van opsega B/k <€ X £ Y/k.

Ako je potrebno da napon Y = A ili Y = B bude konstantan za
X< B/k i1 X> A/k respektivno, onda se koristi blok Zema pri-
kazana na slici 5.1.3, Ovde se koriste relejni komparatori koji
prebacuju kontakte relea na ta¥no podeden konstantni napon A
ili B kada napon na izlazu pojadavafa dostigne odgovarajuéu
vrednost,

Ako je potrebno generirati funkciju

kkzx + B(l - kz) za X < B/k
Y = kX za B/k € X £ A/ (5.1.3)
kk;X + A(l - k,) za X > A/k

kod koje van intervala B/k <« X £ A/k vrednosti za Y nisu
konstantne (sl. 5.1.4), veé se linearno menjaju, moZe se koris-
titi Zema na slici 5.1.5, gde je uzeto da je A <0, B >0

i k < 0. Vrednosti otpornika R, 1 R, biraju se prema Zelje-

j Y

_._..—.B k."tg"'

Ar—— ~ Ng

Sl. 5.1.4., Grafi%ki prikaz funkcije (5.1.3)
nom nagibu karakteristike, a prema relacijama

k, k,
(5.1.4)

A St i TR F T
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sl. 5.1.5. 8ema za realizaciju'funkcije (5.1.3)

Vrednosti a i b koje se postavljaju na potenciometre (2) i
(3) takodje su date relacijama (5.1.2). Ukoliko se Zeli veéa
tagnost podeSavanja potrebno je uzeti u obzir i otpore potenci-
ometara.

Ovde treba napomenuti da potenciometri (2) i (3) na slici 5.1.2,
kao i na slici 5.1.5, treba da imaju oba kraja izvedena da bi

se mogli koristiti kao ¥to pokazuju 3eme. Vedina savremenih ra-
¢unara raspolaZe sa ovakvim potenciometrima, &ija su oba kraja
izvedena na programskoj ploéi.

5.2. Suvo trenje

Cesto je potrebno prilikom modeliranja nekog fiziZkog sistema
na analognom racunaru uzeti u obzir i tzv. suvo ili Kulonovo
trenje, koje se suprotstavlja kretanju sistema. Sistem
ostaje u miru sve dok sila ubrzanja ne predje vrednost si-

le trenja, a posle &ega sila trenja ostaje konstantna. Prema
tome, sila Kulonovog trenja moZe se definisati izrazom

Y, = -~ C+sign X (5.2.1)
114 .
C za X < 0
Y. = . {5.2.2)
-C za X>0

Graficki prikaz funkcije (5.2.1) dat je na slici 5.2.1.

Funkcija definisana relacijom 5.2.1, odnosno 5.2.2, moZe se re-
alizovati na analognom racunaru pomocu 3%eme na slici 5.2.2, ili
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pomoéu Seme na slici 5.2.3. U oba sluCaja napon na izlazu Y

Y

DL

-C f————

Sl. 5.2.1. Nelinearnost tipa suvog trenja

Sl. 5.2.2. $ema za modeliranje suvog trenja pomoéu
dioda

-U +U

X ——

in

Sl. 5.2.3. $ema za modeliranje suvog trenja

K\~

Y

pomodu komparatora

je konstantan za X # 0, s tim %to u zavisnosti od znaka funk-
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cije X zavisi i znak izlazne velidine Y. Kada je X =0, on-
da treba da je Y = 0, ali izlazni napon je nedefinisan i krece
se izmedju + i =-C, Bto zavisi od podeSenosti pojacavada,

Kod komparatora (sl. 5.2.3§ postoji nedefinisanost u okolini nu-
le, jer je potrebno oko 10 mV da se rele komparatora prebaci,
§to medjutim, za praksu nema znafaja, jer se ulazni napon X
menja u Sirim granicama, a kroz zonu neosetljivosti komparato-
ra funkcija X najée3ce prolazi prili&no brzo. Stoga se moZe
smatrati da ova neosetljivost i ne postoji i da se prebacivanje
iz +C u -C prakti®no vr3i u ta&ki X = 0.

5.3. Mrtva zona i zazor u zuplanicima

Mrtva zona je matematidki definisana relacijom

k(xr+ X,) za X <€ - Xo
Y=40 za ~X, <X < + X, (5.3.1)
k(X - X,) za X 2 X,

Funkcija (5.3.1) grafi&ki je prikazana na slici 5.3.1. Relacija”

Y

-Xo Xo X
k=tgel

Sl. 5.3.1. Grafi&ki prikaz mrtve zone

(5.3.1) moZe se na analognom radunaru realizovati pomoéu dioda,
potenciometara i pojafavada, ako se koristi blok 3ema data na
slici 5.3.2, ili pomocu komparatora, pojafavata i potenciometa-
ra, ako se koristi blok Zema data na slici 5.3.3., U prvom slula=-
ju potencicmetre (1) i (2) treba podesiti na vrednost

i |xo|\

= (5.3.2)
U+ X,
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Sl. 5.3.2. 8Sema za modeliranje mrtve zone
pomodéu dioda

+U -u

x-—@—i—-D- Y

-U +U

Sl. 5.3.3. Sema za modeliranje mrtve zone
pomodu komparatora

pri ¢emu treba izvr¥iti korekciju zbog otpora dioda, dok se u
drugom sludaju svi potenciometri podesavaju na vrednost X,.
Regulisanje nagiba pravih vr3i se pomodu potenciometra (3) na
slici 5.3,2, ili pomodu potenciometra (5) na slici 5.3.3.

Pomoéu kola koje generira mrtvu zonu moZe se generirati funkci-
ja histerezisne petlje, #iji je grafiZki prikaz dat na slici
5.3.4. Blok %ema na slici 5.3.5 prikazuje Zemu povezivanja ra-
Cunskih elemenata pomodu kojih se na analognom ra¥unaru moZe
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realizovati histerezisna karakteristika, koja ujedno predstav-
1ja i karakteristiku zazora u zup&anicima.

Y

/] ~
~Xo / Xo X
«

Sl., 5.3.4. Graficki prikaz histerezisne karakteristike

Sl. 5.3.5. Sema za modeliranje histerezisne karakteristike

ovde treba napomenuti da navedena Zema ima ograni&en frekventni
opseg, %to zna¥i da je pogodna za sporo promenljive funkcije.
Medjutim, ako se radi o brzim promenama, javljaju se velike gre=-
3ke. Naime, dok napon X raste do neke vrednosti X,, koja od-
redjuje mrtvu zonu i koja je data izrazom (5.3.2), izlazni na-
pon Y se ne menja i ostaje nula dok ne bude X - Y = X,. Kada
postane X - Y > X,, onda se izlazni napon integratora menja

'

brzinom

X =Y - X [V]
(Rgq + aR)*C
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gde je Ry otpor diode D, ili D,, R otpor potenciometra,

a C kapacitet kondenzatora u povratnoj sprezi integratora.
Prema tome, kolo se ponafa kao da postoji ka3njenje prvog reda,
¢ija vremenska konstanta iznosi (Ryq + aR)C. Kako su otpori Ry
i R mali, treba izabrati i mali kapacitet kondenzatora C,
tako da ova vremenska konstanta bude 3to manja. Na taj nadin
neéde doéi do ka%njenja kada se napon X menja relativno brzo.

Kada napon X poé&ne da opada cko zone neosetljivosti tada na
izlazu neée biti promene napona sve dok ne bude X - Y < -Xo.
Kada se ovo ostvari dioda D, podinje da provodi i odrZava
relaciju X - Y = -xo. Tako se dobija karakteristika prika-
zana na slici 5.3.4.

Upotrebom diodnih i relejnih kola slilnih opisanim, mogu se si-
mulirati i razni drugi fizi¥ki fenomeni &ije su karakteristike
sastavljene od pravolinijskih segmenata. Postavljanje i podeSa-
vanje ovakvih kola vr3i se na sli&an naé&in, te ih ovde nedemo
dalje opisivati.

5.4. Ka3njenje

Kod modeliranja raznih fizifkih sistema ili procesa &esto se
pojavljuje potreba za realizécijom kasnjenja na analognom ra%u-
naru. Postoji viSe razliéitih metoda za realizaciju kasnjenja.oOv-
de su obradjene samo one metode, koje omoguduju realizaciju ka-
injenja sa standardnim raZunskim elementima analognog radunara.

Pod kasnjenjem funkcije £(t) podrazumeva se dobijanje funkci-
je f£(t - 1), kada je data funkcija £f(t), gde je t nezavis-

no promenljiva, a t velidina ka3njenja. Da bismo realizovali

kasnjenje, potraZimo najpre prenosnu funkciju sistema koji ima

ovu osobinu. Na.ulaz takvog sistema (sl. 5.4.1) dovodi se funk-
cija £f(t), a na izlazu se dobija funkcija f£(t - T).

Prenosna funkcija za sistem na slici 5.4.1 lako se dobija, ima-
juéi u vidu osobinu (2.3.7), tako da je

f(t)

wis) (t-T)

Sl, 5.4.1. Blok sa ka3njenjem




Analogni elektronski racunari i njihova primena 293

F(s).e"®"

W(s) = = ¢”57 (5.4.1)

F(s)
Za idealnu prenosnu funkciju kasnjenja (5.4.1) amplitudna kara-
kteristika je konstantna za sve udestanosti w, jer je

0T o coswt - j sinwTt (5.4.2)

W(jw) = e~
pa je amplitudna karakteristika data sa
JW(jw)| =1 (5.4.3)
Fazna karakteristika prema (5.4.2) je tada
¢(w) = = wt (5.4.4)

tj. fazni pomeraj je proporcionalan udestanosti w, funkcije
f(t).

Prenosna funkcija (5.4.1) ne moZe se direktno modelirati na ana-
lognom ragunaru, ve¢ se mora aproksimirati nekim pogodnim izra-
zom koji dozvoljava pribliZno modeliranje na analognom racunaru,

Posmatrajmo najpre aproksimaciju funkcije kasnjenja pomocu redo-
va. Razvijanjem funkcije (5.4.1) u Maklorenov red dobija se

{s1)?
e 5T = l - st +

4 oo (5.4.5)
2!

Konadan broj &lanova reda (5.4.5) za male vrednosti proizvoda
s-T daje dosta dobru aproksimaciju, ali za vede vrednosti ka%-
njenja i viSe ufestanosti ne zadovoljava. Pored toga, modelira-
nje desne strane relacije (5.4.5) na analognom radunaru zahteva
operaciju diferenciranja Sto takodje &¢ini ovaj prilaz modelira-
nja kaénjenjé nepodesnim.

Madjutim, za realizaciju kas3njenja na analognom radunaru, pogo-
dnija je aproksimacija funkcije (5.4.1) pomodu racionalnih pre-
nosnih funkcija. Takvu aproksimaciju daje Padé-ova aproksimaci-
ja funkcije (5.4.1), prema kojoj je

-8T Fab(-ST)

e = lim e (5.4.6)
(a+b)+= Gab(-ST)
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gde je
b(-st) b(b-1) (-s1)?
- = + o0 (5.407)
Fopl-st) hilwr e (a+b) (a+b-1) 2!
a(~st) ala-1) (=s1)?2
Gap(=8T) = 1 = == * Ta#p) (arb-1) 21 ) (5.4.8)

Za konkretne vrednosti konstanata a 1 b dobijaju se racio-
nalne funkcije pomodu kojih se moZe aproksimirati prenosna fun-
kcija kasnjenja. Zbir a+b odredjuje red Padé-ove aproksimaci-
je. Tako naprimer, za a =b = 2 dobija se da je

s2t? - 6s1 + 12

W(s) = (5.4.9)
s21? + 6sT + 12 -

Ovo je Padé-ova aproksimacija etvrtog reda funkcije ka3njenja
(5.4.1). Na slici 5.4.2 data je fazna karakteristika prenosne
funkcije (5.4.9, kriva b), i idealna fazna karakteristika
(5.4.4, kriva a), za s = ju.

0 2 4 6 8 10 rad
. Fi\\ ) wt
-100 ‘\\‘

=200 ‘ q),\ \\

\\ . . ‘h-.____-

-300 S

Ag°

Sl. 5.4.2, Fazna karakteristika Padé-ove aproksimacije
detvrtog reda

Sa slike 5.4.2 vidi se da se za w1t > 2,5 3javlja znatno odstu-
panje fazne karakteristike prenosne funkcije (5.4.9) od idealne
fazne karakteristike funkcije ka3njenja. Prema tome, racionalna
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funkcija (5.4.9) aproksimira zadovoljavajuée prenosnu funkciju
(5.4.1) samo za male vrednosti ka3njenja 1T, odnosno za niske
uCestanosti w.

1t ; 1 > (D
k 10

1 06
T T

3|8

§l. 5.4.3. Blok 3ema za modeliranje Padé-ove aproksimacije
detvrtog reda

Na slici 5.4.3 data je Zema povezivanja ra&unskih elemenata za
modeliranje funkcije (5.4.9). ’

Padé-ove aproksimacije viSeg reda daju bolje aproksimacije pre-
nosne funkcije ka3njenja. Naprimer, Padé-ova aproksimacija sed-
mog reda oblika

840 - 360sT + 60s21% - 4g?¢?

W(s) = - (5.4.10)
840 + 4808t + 120s%t? + 16s%t? + s*1*

moZe se mpdelirati na analognom radunaru prema Semi datoj na
slici 5.4.4.

|

Sl. 5.4.4. Blok Sema za modeliranje Padé-ove aproksimacije
sedmog reda

Na slici 5.4.5 prikazan je odziv sistema &ija je prenosna funk-
cija (5.4.10) kada mu se na ulaz dovede jediniZna funkcija wu(t),
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pri %emu je T = lsec,gde je sa u(t - T) oznadena aproksimaci-
ja funkcije u(t - 1).

u(t)
u(t-1)

‘O-FAV i t [sec]

S1l., 5.4.5. Ka3njenje jedinilne funkcije za slulaj
Padé-ove aproksimacije sedmog reda

5.5. PribliZno diferenciranje

U glavi I (Prvi deo) jedna&ina A(3.3.8) ilustruje moguénost
modeliranja operacije diferenciranja na analognom radunaru.
Medjutim , operacija diferenciranja se ne moZe realizovati
kada se na ulazu radunskog pojafavada nalazi kondenzator, a u
povratnoj sprezi otpor, jer dolazi do velikih pojaZanja Zumova,
&ije prisustvo u ulaznom signalu je neminovno, narodito pri vi-
sokim udestanostima ulaznog signala.

Po3to se ne moZe postiéi idealna karakteristika diferenciranja,
pribegava se aproksimaciji operacije diferenciranja. Jedan na-

&in je da se idealnom kolu za diferenciranje (sl. 3.3.2, glava

I, Prvi deo) doda kondenzator. C paralelno spregnut sa otporom
u povratnoj sprezi pojagavaca (sl. 5.5.1)

C
Lo

Sl. 5.5.1. Kolo za diferenciranje sa kondezatorom
u povratnoj sprezi
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Ako je ulazna impedansa Z3(p), a impedansa u povratnoj sprezi
zZ(p), tada je prenosna funkcija pojadava¥a na slici 5.5.1 data
sa
Y(t) 2 (p) RC,p
X© " Tz, (m  1+Rp

(5.5.1)

Ako se izabere mala vrednost kapaciteta C, tada prenosna funk-
cija (5.5.1) aproksimira operaciju diferenciranja. Kada C -+ g
prenosna funkcija (5.5.1) teZi idealnoj karakteristici diferen-
ciranja = RC,p.

Na slidan se nad&in moZfe dobiti prenosna funkcija za aproksima-
ciju operacije diferenciranja, dodavanjem otpora R, hna ulaz
poja&avada, kao Sto je prikazano na slici 5.5.2,

R
C
Ry
’““"‘“‘:"[;—L 10

Sl. 5.5.2., Kolo za diferenciranje sa otporom na ulazu
Za ovaj sludaj prenosna funkcija glasi

we) RGP (5.5.2)
X(t) 1 + RiC)p

Za male vrednosti otpora R, prenosna funkcija (5.5.2) aproksi-
mira operaciju diferenciranja. Kada R, + 0, prenosna funkcija
(5.5.2) teZi idealnoj karakteristici diferenciranja - RC,p.

Neka je, naprimer R = 1M; C, = lpF; C = 0,0luF. Tada je pre-
ma (5.5.1),

w2 (5.5.3)
X(t) 1+ 0,01p
Ako je X(t) = at iz (5.5.3) dobija se diferencijalna jednadi-
na
0,00 T L viey = - a (5.5.4)

sa podetnim uslovima Y(0) = 0. ReSenje jednaZine (5.5.4) ima
oblik :
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Y(t) = - a(1 - e 100%) (5.5.5)

Prema tome, razlika izmedju tadnog reSenja pri idealnoj operaci-
ji diferenciranja i dobijenog prenosnom funkcijom (5.5.3) je

AY(t) = - a =[~a(l - e-IOOt)] = - a.e”100t _ (5.5.6)

gde AY(t) predstavlja gre3ku koja se dobija primenom predloZe~
ne aproksimacije operacije diferenciranja. Ova greZka je najve-

éa za t = 0, a zatim brzo opada i te%i nuli kada t raste.

Ovo je prikazano na slici 5.5.3, gde je uzeto da je a = 1.

/i (t)
1
[ vy
/. X(t)
1 t
Yit)
-1

sl. 5.5.3. Aproksimacija diferenciranja
Drugi na&in realizacije operacije diferenciranja na analoghom
radunaru sastoji se u modeliranju implicitno izraZenog diferen-

ciranja izrazom
t

X(t) + IY(t)dt = 0 (5.5.7)
0 .
odnosno ax
= e - 5.5.8
Y(t) It (5.5.8)

Posmatrajmo Semu na slici 5.5.4. Za prvi pojafavad na slici
5.5.4 vaZi jedna&ina

t
X(£) + uY(t) + JY(t)dt = - ‘;lz Y (t) (5.5.9)
0
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—O

X(t) Y(t)

m'v(t) j

Sl. 5.5.4. Blok Zema za aproksimaciju operacije diferenciranja

Diferenciranjem leve i desne strane jednadine (5.5.9) i sredjiva-
njem, dobija se

Y(E)[1 + (u + 3)p] = - pex(t) (5.5.10)

Kako je u jednadini (5.5.10) pojadanje poja&avafa vrlo veliko,
moZe se uzeti da je 1/K pribli%no nula, pa je

pX(t)
r m er— 5.5.
Y(t) 1+ ( 11)

Biranjem malih vrednosti za p skup radunskih elemenata pove-

zanih prema Semi na sliei 5.5.4 vr8i pribliZno operaciju difere~-
nciranja.

PribliZno diferenciranje moZe se na analognom radunaru vrSiti i
na drugi na&in, ako se radunski elementi, naprimer, poveZu kao
na slici 5.5.5.

Xt 0 — Y{t)
1
or

Sl. 5.5.5. Druga varijanta blok Seme za aproksimaciju

-

diferenciranja

Za prvi sabira¢ na slici 5.5.5 va%fi relacija
t
X(t) - f!’(t)dt = TeY(t) - (5.5.12)

0
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Diferenciranjem leve i desne strane jednadine (5.5.12)i sredjiva-
njem, dobija se

¥(t) [1 + pT] = pX(t) (5.5.13)
odakle je
Y(t) = —o— X(t) (5.5.14)
Tp + 1

Ako predpostavimo da je veli&ina T dovoljno mala, onda posle-
dnja relacija aproksimira operaciju diferenciranja. Vrlo mala
vrednost za T postiZe se ako se potenciometar na sl. 5.5.5 po-

stavi na vrednost blizu jedinice, a ulaz u drugi sabira¢ odabe-
re se tako da prenosni odnos sabirada bude 10,

5.6. Primeri Oscilacije sa suvim trenjem

Posmatrajmo oscilacije mase M oko ravnoteZnog poloZaja pod
dejstvom elastine opruge sa koeficijentom elastifnosti K. O~
vo kretanje opisuje diferencijalna jednafina

MX+Kx=0 (5.6.1)

sa pofetnim uslovima x(0) = x,; x(0) = io. Ova jednalina je po-
znata iz neprigusenih harmonijskih oscilacija (Drugi deo I, 1.6).

Posmatrajmo sli&nu fizi¥ku situaciju uz prisustvo suvog trenja
izmedju mase M i podloge po kojoj se masa M krede (sl,5.6.1).

K M C

AAAS

(L LNl

—
x(t)

NSNS NN

Sl. 5.6.1, Mehaniéki oscilatorni sistem sa suvim trenjem

Diferencijalna jedna&ina koja opisuje kretanje u ovom slucaju
ima oblik )
M*X + Cesign X + Kex = 0 (5.6.2)

sa pofetnim uslovima x(0) = x, i i(O) = io. Konstanta C u
u jednadini (5.6.2) predstavlja vrednost sile trenja.
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Neka je u diferencijalnoj jedna&ini (5.6.2) M =K = 1 i posma-
trajmo silu trenja kao parametar &iji se uticaj na reenje ispi-
tuje. Jednafina koja se postavlja na radunar ima oblik

% =~ Cesign x - x (5.6.3)

sa podetnim uslovima x(0) = x, 1 i(Q) = io. Na slici 5.6.2
dat je program za reSavanje jednadine (5.6.3).

r =10V

(p30) x(0)
>

+10v -10v

C S

P32 1
+sign x

Sl, 5.6.2. Blok Sema programa za re$avanje
diferencijalne jedna&ine (5.6.3)

U ovom programu primenjena je 3ema za modeliranje suvog trenja
opisana u odeljku 5.2. ove glave,

Na slici 5.6.3 prikazana su reSenja diferencijalne jednaline
(5.6.3) za C = 0,25; podetni uslov x(0) =0 i dve vrednosti
za poletni uslov x(0), tj. x(0) =2,5 i x(0) =1,5.

Na slici 5.6.4 prikazano je re¥enje jednadine (5.6.3) u faznoj
ravni za C = 0,25; x(0) =0 i x(0) = 3.

Na slici 5.6.5 prikazana su reSenja diferencijalne jednadine
(5.6.3) za C = 0,5; pocetni uslov x(0) = 0 i dve vrednosti
za pocetni uslov x(0), tj. x(0) = 2,5 i x(0) =1,5.

Na slici 5.6.6 prikazano je reSenje diferencijalne jednacline
(5.6.3) u faznoj ravni za C = 0,5; i(O) =0 1i x(0) = 3,



302 Pavle Pejovic i Nedeljko Parezanovié

X
N \ [\
-1,0

%0 c025 , ‘

-
o

t
0 © 20 (sec)
_"0

S1l, 5.6.3. ReZenja diferencijalne jednaZine (5.6.3) za
C =0,25; x(0) = 0; x(0) = 2,5 i x(0) = 1,5

S

Sl. 5.6.4. Re3enje jedna&ine (5.6.3) u faznoj ravni za
C=0,25; x(0) =0 i x(0) =3
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N
Vo

C=05
X

1.0\
0 10 20 !

\, " (sec)

-10

Sl. 5.6.5. ReZenja diferencijalne jedna&ine (5.6.3) za
c=0,5; x(0) =0; x(0) =2,5 1 x(0) =1,5

20—+

~30 L___i;___L_._ l
=30 20 40 0 10 20 30

Sl. 5.6.6. ReZenje jednadine (5.6.3) u faznoj ravni za
c=0,5 x(0) =0 i x(0) =3
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6. MOLELIRANJE SLOZENIH SISTEMA

6.1. Mudeliranje prostih prenosnih funkcija

U odeljku 4 ove glave videli smo kako se moZe modelirati prenos-
na funkcija, ako je ona data u obliku racionalne funkcije
(4.2.2). Medjutim, pored ovog opsteg prilaza u modeliranju pre-
nosnih funkcija, vrlo &esto je potrebno modelirati pojedine pre-
nosne funkcije u obliku u kakvom su zadate bez njihovog dovodje-
nja na oblik (4.2.2). Ovo zna&i da je nekada pogodnije zadrZati
u imeniocu ili brojiocu proizvod polinoma, nego svoditi brojioc
ili imenioc prenosne funkcije na jedan polinom viSeqg reda, pri
emu koeficijenti ne zadrZavaju prvobitno fizidko znadenje i o-
dgovarajuce mesto u modelu. U odeljku 2 je re¥eno da se prime-
nom Hevisajdove teoreme razvoja racionalna funkcija moZe rasta-
viti na razlomke i na taj nadin odredjivati inverzna Laplasova
transformacija. Rastavljanje racionalne funkcije takodje omogu-
¢uje 1 jedan poseban prilaz u izgradnji modela. Imajuéi u vidu
pravila za dobijanje prenosnih funkcija sloZenih sistema (ode-
ljak 3.2) jasno je da u praktifnim problemima pojedini blokovi
imaju &esto proste prénosne funkcije. Nave¥éemo neke vaZnije
prenosne funkcije i blok 3Zeme za njihovo.modeliranje na univer-
zalnim analognim radunarima.

o

1. Prenosna funkcija

e K (6.1.1)
x(t) Tp +1

moZe se modelirati povezivanjem raunskih elemenata prema slici
6.1.1.

x—(8)

’ F— =~ Y(t
A | )

Ssl, 6.1.1., Modeliranje prenosne funkcije (6.1.1)

Vrednosti A i1 B koje se postavljaju na potenciometrima na
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slici 6.1.1 vezane su sa konstantama u prenosnoj funkciji
(6.1.1) sledecim relacijama

K
A= % i B =g (6.1.2)
29 Prenosna funkcija
(t) K
AL 4 (6.1.3)

x{t) Tp + 1

moZe se modelirati povezivanjem radunskih elemenata prema slici
6.1.2,

|} (8) >—<-Y(t)

x(t)—(a)
(&)

Sl. 6.1.2. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.3)

Vrednosti A i B koje se postavljaju na potenciometrima.na
slici 6.1.2, vezane su sa konstantama K i T u prenosnoj fun-
keiji (6.1.3) sledeéim relacijama

1
A= = i B == ol
T (6.1.4)

3% prenosna funkcija kod koje je imenilac polinom dfugog stepe-
na, rastavljen na dva binomna &inioca u obliku

y(t) K

x(t)  (T,p + 1) (T;p + 1)

(6.,1.5)

MoZe se modelirati povezivanjem rafunskih elemenata prema slici
6.1,3,

Sl. 6.1,3. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.5)
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Veze izmedju konstanata A, B i C, koje se postavljaju na po-
tenciometrima i konstanata K, T: i T; u prenosnoj funkciji
(6.1.5) date su sledeéim relacijama

1 K
A= T B = &= i c= F: (6.1.6)

4° Prenosna funkcija

y(t) Kp )
= (6.117)
x(t) (T,p + 1)(T,p + 1)

MoZe se modelirati povezivanjem rafunskih elemenata prema slici
6.1.4.

51. 6.1.4., Modeliranje prenosne funkcije (6.1.7)

Vezé izmedju konstanata A, B, C i D na slici 6.1.4 i kon-
stanata K, T, i T, u prenosnoj funkciji (6.1.7) odredjene
su relacijama

1 K K
A = ——— ’ B = = B C = -—z i D = =———— (6.1.8)
T, T, N T,

5°, Prenosna funkcija sa istim imeniocem kao u sluaju funkcije
(6.1.5) samo sa kvadratnim &lanom u brojiocu, tj.
y(t) Kp?

= (6.1.9)
x(t) (Typ + 1)(T2p + 1)

moZe se modelirati povezivanjem racdunskih elemenata prema slici
6.1.5. Veze izmedju konstanata A, B, i C u 3emi na slici
6.1.5 1 konstanata K, T, i T, u prenosnoj funkciji (6.1.9)
date su relacijama

i C = o= (6.1.10)

1 1
A = om— T
‘ Tl B TZ Tsz
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Xgl‘ ¢:’

sl. 6.1.5. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.9)

6° Prenosna funkcija

y(t)
x{(t)

-- K (6.1.11)
p

moZe se modelirati povezivanjem ra&unskih elemenata prema slici

6.1.6.
x(t)»——@——v—-’vu)

Sl. 6.1.6. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.11)

7° Prenosna funkcija

y(t) X

= - 1,12
) — (6.1.12)

moZe se modelirati skupom racdunskih elemenata povezanih kao pre-
ma slici 6.1,1, Vrednosti A 1 B, koje se sada postavljaju na

potenciometre su

A=a i B=K (6.1.13)

8% Prenosna funkcija

y{t) K
- (6.1.14)

x(t) p? + a,p + a,

moZe se modelirati povezivanjem radunskih elemenata prema slici
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6.1.7. Vrednosti konstanata ap, @, 1 K direktno se postav-
ljaju na odgovarajucée oznalene potenciometre,

xty—O)—>—1>—-> uV({)
(@)

ag

Sl, 6.1.,7. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.14)

Prenosna funkcija (6.1.14) moZe se napisati i u obliku

Ko?
yo) __ 0 (6.1.15)

x(t) p? + 2Zuwgep + w}

gde [ predstavlja koeficijent prigudenja, a wy prirodnu ne-
priguSenu ulestanost. Prenosna funkcija (6.1.15) mo%e se modeli-
rati povezivanjem radunskih elemenata kao prema slici 6.1.8.
Vrednosti za g, w, 1 K direktno se postavljaju na odgovara-
jude potenciometre,

xﬂ!’_®___t @ D Y()

Sl. 6.1.8. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.15)

o .
9, Pr:inuvsna funkcija

y(t) K(p + b)
= (6.1.16)
x(t) p? +ap+ a

wo%e se modelirati povezivanjem ralunskih elemenata prema slici
6,1.9, Vrednosti konstanata ag, a,, b i K postavljaju se
neposredno na odgovarajudée potenciometre.
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_Yo(t)

X(t) ® D

S1l. 6.1.9. Modelirénje prenosne funkcije (6.1.16)

6.2. Modeliranje elemenata nekih procesa

Kao 8to je veé refeno, prednost modeliranja putem prenosnih blo-
kova je u tome 3to se svaki blok u sloZenom sistemu modelira ne-
zavisno od celine sistema, a zatim vr3i povezivanje pojedinih
bX¥kova prema strukturi sistema. Jasno je da se u razli&itim te-
hni&kim objektima vrlo &esto ugradjuju isti podsklopovi. Prema
tome, prenosne funkcije i nadin modeliranja takvih podsklopova
mogu se izuavati nezavisno od strukture sistema. U konkretnom
problemu modeliranja sloZenih siStema, bic¢e strukturnom Semom
zadato mesto svakog podsklopa u sistemu. '

U ovom odeljku prikazan je na&in modeliranja elemenata nekih
procesa bez upustanja u strukturu samog sistema u celini.

1. Posmatrajmo prost primer procesa Sematski prikazanog na sli-
ci 6.2.1. U rezervoar povrdine A dotide te€nost Q,, a pumpa

26

Sl. 6.2.1. Primer elementa procesa
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P omoguduje isticanje telnosti Q,. Neka je povriina A mere-
na u m?, a koli¥ine tefnosti Q;, L =1, 2; u m?/s, Matemati-
&ki model ovakvog procesa moZe se opisati diferencijalnom jed-
na&inom

dH (t)

A '—d-t—-— = Q,(t) - Q,(t) (6.2.1)

gde je H visina vode u rezervoaru merena u metrima, Koli&ina
te¢nosti Q,, koja otie iz rezervoara proporcionalna je ugao-
noj brzini rotora pumpe, tj.

gde je K konstanta koja zavisi od konstruktivnih karakteristi-
ka pumpe. Zamenom (6.2.2) u (6.,2.1) dobija se

dH(t)
Az

= Q,(t) = Ko(t) (6.2.3)
gde je H(0) = H,.
Jednadina (6.2.3) napisana u operatorskom obliku glasi
1]1 K
H(t) = ;[x Q) -7 w(t)] (6.2.4)

Funkcije Q,{(t) 1 w(t) su poznate funkcije koje predstavlja-
ju ulazne veli¥ine u blok koji se modelira, Na slici 6.2,2 pri-

Q,(t)
H(t)

-w(t)

sl. 6.2.2. Blok 3ema modeliranja elementa procesa
sa slike 6.2.1

kazana je blok %ema za modeliranje opisanog procesa.
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6.3. Modeliranje sloZenih sistema

U ovom odeljku bide navedeni primeri mocdeliranja sloZenih dina-
mid¢kih sistema pomodu prenosnih funkcija pojedinih podsistema od
kojih je sistem sadinjen.

6. 3. 1. Pozicioni servosistem

Neka je dat pozicioni servosistem, &ija je blok Sema prikazana

ne sl. 6.3.1.
P
0" 0~
O . D, z
X 4 2 4
- +1%
W,

S§1.6.3.1. Blok Sema pozicionog servosistema

U tabeli 6.3.1., obja3njene su pojedine oznake sa sl. 6.3.1 i da-
te prenosne funkcije pojedinih podsistema.

Oznaka| Opis podsistema Prenosna funkcija
p, | Diskriminator E(p) = X(p) - Y(P)
z,(p)
S LA I |
Wl Uskladnik WI(P) m)—— = Kl aTp + 1
. . Z,(p)
W, Servopojadavad Wz(p) = .ZIT;T = K2
. D, Diskriminator 24(p) = ?2(p) + z3(p)
Servomotor sa Y(p) ‘ Kq
Wy reduktorom i opte- W3(p) TTBT ST
redenjem 4'P D +a1P+a°
W Tah W - Z3le)
4 ahogenerator 4fp) = ~Gr - K,p

Tabela 6.3.1.
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Da bi se dobile %to bolje dinami&ke karakteristike servosistema
uveden je uskladnik Wl, sa parametrima Kl' a i T ¢ije vredno-

sti se mogu podeSavati tako da se dobije 8to bolje pona3anje

servosistema u celini.

Da bi se sastavila blok Sema za modeliranje servosistema na ana-
lognom ra&inaru, treba sastaviti blok Seme pojedinih podsistema,
a zatim izvr$iti njihovo povezivanje saglasno Semi servosistema
na sl. 6.3.1, U tabeli 6.3.2. date su blok Zeme pojedinih pod-
.sistema servosistema. Treba napomenuti da je modeliranje taho-
generatora izvedeno tako da se umesto diferenciranja funkcije
y(t) 1 mnofenja sa konstantom X,, uzima funkcija y(t) iz mo-
dela servomotora sa reduktorom i mnoZi konstantom K4. da ovaj
nadin izbegnuta je operacija diferenciranja funkecije y(t).

Na sl., 6.3.2. data je potpuna blok Zema programa za modeliranje
servosistema na analognom radunaru TARA-50.

Kz —7'3 7.
D472

s2>~@g _
-z, -z, K, B,

1L

Sl. 6.3.2. Blok 3ema modeliranja pozicionog
servosistema sa slike 6.3.1
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Na modelu je ispitivano pona3anje servosistema sa i bez usklad-
nika, za razne vrednosti parametra a, u podsistemu '3' a za

Element

servosistema . Blok Zema ‘
‘x> A : -
e O—> ¢
Diskriminator-D, , 4
=y

Uskladni.kv-w1

Servopdjaéavaéfwz

Diskriminator-p

2

Servomotor sa re-
duktorom i optere
éenjem-‘-W'3

Tahogenerator-w,

Tabela 6.3.2.
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izabrane karakteristike uskladnika

K, = 1,0 a = 0,146 T=1,25

servopojadavada

K, = 0,494
tahogeneratora

Ky = 0,74
i servomotora sa reduktorom i opteredenjem

Ky = 0,4 a, = 0,674 .

Ha sl. 6.3.3. prikazan je odziv servosistema za a = 3,32. Na

istoj slici je sa a oznaden odziv servosistema bez uskladnika,
a sa h odziv servosistema sa uskladnikom,

yit) 4

15 4

N A

10 \/\/Vv

05 -

0 S 10 15 20 Tsek]
sl. 6.3.3. 0Odzivi servosistema za a, = 3,32

Ukljuéivanje i isklju¥ivanje uskladnika vrZi se prekidadem P
(sl. 6.3.2), tako ako je prekida& u poloZaju L uskladnik je
ukljuden u sistem, a ako je prekidad u poloZaju D uskladnik
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je iskljuCen iz sistema. Sa sl. 6.3.3. se vidi da je bdziv osci-
latoran ako sistem radi bez uskladnika.

y(t)
a
10
05 1
o 5 10 15 20 sek]

Sl. 6.3.4. 0dzivi servosistema za a = 3,72

Na sl. 6.3.4, prikazan je odziv servosistema za a, = 3,72, Na
istoj slici je sa a oznaden odziv servosistema bez uskladnika,

a sa b odziv servosistema sa uskladnikom.

y(t) a
1.0 4
b

05 A
¥ T L 1 T —
0 5 10 15 20 t[sex]
Sl. 6.3.5 0dzivi servosistema za a, = 4,78

Na sl. 6.3.5. prikazan je odziv servosistema za a = 4,78, Na

1
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istoj slici je sa a oznaden odziv servosistema bez uskladnika,
a sa p odziv servosistema sa uskladnikom.
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