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Миодраг ТОМИЂ, Слободан АЉАНЧИЋ

РАДИВОЈЕ КАШАНИН КАО МАТЕМАТИЧАР*

Од математичара Срба који су предавали математику на Београдском уни- 
верзитету између два рата, Радивоје Кашанин (1892—1989) једини није био ђак 
Михаила Петровића (1868-1943). Он је истина тезу одбранио код Петровића, али 
избор тезе, њен облик и резултати су Кашаниново дело. To се исто може рећи и 
за тезе Јована Карамате (1902—1967) и Милоша Радојчића (1903-1975). Кашанин 
је започео студије у Бечу, наставио у Загребу и Пешти, а завршио их у Паризу. 
Са сваког од тих универзитета он је понео нешто знања. Благодарећи изузетном 
памћењу, он је тако увећао своје велико енциклопедијско знање Опште мате- 
матике. У Бечу код Виртингера (W. Wirtinger), он се упознао са приндипима 
савремене Анализе. Јуриј Мајден у Загребу указао му је на токове оновремене 
Геометрије. Када је после свих страдања, које му је донео први светски рат, 
одлучио да заврши студије, од се нашао на Сорбони у Паризу. Курсеве Гурса 
(Е. Goursat), Пикара (Е. Picard) као и Радионалну механику Апела (Р. Appell) 
он је темељно лроучио. Али његов радознали дух привукла је и Астрономија. 
По његовим речима, он се чак и колебао да ли да посвети више лажње и вре- 
мена и Астрономији. Кашанин је стварно имао оно знање Опште математике 
које се сматрало основом математичких наука почетком двадесетог века. О 
многим проблемима он је могао да говори критички и са разумсвањсм, али и
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да оцени суштину проблема. Старији учесниди на седницама Математичког 
института, одмах по Ослобођењу, сећају се његових многобројних примедаба 
и коментара. Очигледно је било, да су те примедбе биле оправдане, да су 
питања ишла у срж проблема, да је он лако одвајао суштину рада од спољне 
конструкдије. Нешто од тог општег и широког знања пренело се и на његов 
истраживачки рад на пољу математичких наука. Његови радови нису бројни, 
али су по областима разноврсни. Кашанин је радио у теорији Диферендијалних 
једначина, Функција комплексне променљиве, Анализе, Геометрије, Интерпо- 
лације и апроксимације, Механике па, чак и Астрономије. У његове последње 
радове долази покушај математичке интерпретације космогоничне теорије 
Павла Савића.

Проблем, који Кашанин посматра у својим математичким радовима, је на 
први поглед једноставан. Тај проблем је скоро увек изворан. Он није последида 
неких других резултата, а најмање уопштење познатих ставова. Његов исказ 
је прост, али пут до његова решења није једноставан. Кашанин је лолазећи од 
најједноставнијих елемената, дедуктивним путем тежио да проблем раствори и 
да објасни његову генезу. Он је у истраживачком раду био скоро самоук, боље 
речено није лрипадао некој школи, а није имао ни неког лосебног узора ни у 
избору области ни у начину обраде. Он је пре прихватао аксиоматски приступ 
научном истраживању него формализам, а још мање суптилне адализе, где су 
резултати често неочекиване лоследице неких духовитих математичких досетки. 
Како се ти његови радови не настављају на нечија ранија истраживања, и у 
њима се не преузимају већ раније утврђене чињенице, у њима скоро и да нема 
позива на друге ауторе. Проблем се често посматра у крајње спедијалном, али 
карактеристичном случају, и тада иде ка општем али дотле, док то основни 
елементи, претпостављени у почетку рада допуштају. На тај начин, рад пред- 
ставља једну затворену целину. Основне лретпоставке су одредиле и крајњд 
домет рада. To се можда најбоље види и у његовим првим радовима, где се 
истражују аналитички облици мултиформних функција.

Та грула радова садржи и његову тезу (1924), а ти радови су објављени у 
ГЛАСУ (CXVII (1926), 11-49, 54-64 ;'сХ Х  (1926), 35-66; CXXVII (1927), 6 9 - 
86). У ова четири рада он уводп један нов појам — закон мултиформности 
око изоловане критиике тачке. To је функдионална веза F{x,yo,y\) =  0 која 
постоји између две детерминације уо и у\ мултиформне аналитичке функције 
у(х) у тачки X ако се детерминадија у\ добива из детерминације уо једним оби- 
ласком око изоловане критичке тачке xq у позитивном смеру по једноставној 
затвореној кривој линији. Кашанин у тим радовима као два основна проблема 
истиче: Прво. Да ли за дати закон мултиформности постоји мултиформна 
аналитичка функција и који је њен аналитички облик? Друго. За дату мул- 
тиформну аналитичку функцију, дату директно или преко диференцијалне јед- 
начине, наћи закон мултиформности, а преко њега истраживати особине саме 
функције. Најрепрезентативнији, а и најсадржајнији од тих радова је онај 
из ГЈТАСА (СХХ-1926), 35—66): О мултиформним интегралима Рикатијеве 
диференцијалне једначине. Расмотрдмо ближе резултате тога рада и пут којим



он долази до тих резултата. Садржина рада је у исказу:
Нека су A, В, и С аналитичке функдије које су у домену D униформне 

и једна од њих или више заједно, имају једну сингуларну тачку x q , тада 
Рикатијева диференцијална једначина

(1) у' = Ау2 + By  + С,

има у D један униформан интеграл i) или два т)\ и rj2 или три. У првом случају 
закон мултиформности општег интеграла у(х) око тачке х0 је

(а) + /?(*),

а у другом

Р>) y \ - f ]  УО-Г]

где је а константа ф 1, а гј(х) и /3(ж) униформне аналитичке функдије у 
D. Ови закони мултиформности не зависе од интеграционих констаната и 
карактеристика су једначине (1).

С друге стране, ако јс xq у D једина критичка тачка мултиформне анали- 
тичке функције у(х) и ако је око хц њен закон мултиформности дат са (b) где 
је a  =  constj а ц и (3 у D униформне аналитичке функдије, тада свакој тачки 
х из D одговара једна двојна логаритамска спирала (или круг ако је |a | =  1) 
на којој леже све детерминадије функције у(х) добивене циркулацијом око кри- 
тичке тачке xq. Према томе у у-равни за разно х £ D добијамо један систем 
двојних логаритамских спирала. Ако су испуњене извесне особине тога система 
спирала, тада тим системом је потпуно одређена Рикатијева диферендијална 
једначина (1) чији општи интеграл је дат функдијом у(х). У случају a = 1 
систем тих спирала прелази у систем кругова.

За доказ ових тврђења Кашанин полази од линеарне хомогене дифе- 
ренцијалне једначине другог реда

(2) z" +Pz' +Qz = 0,

на коју се (1) своди сменом у — —А ■ z '/ z.
Познато је које тачке могу бити критичке тачке интеграла једначине (2). 

To могу бити само сингуларне тачке од Р и Q. Ако једна од функдија Р 
или Q (или обе заједно) имају једну сингуларну тачку (пол или есенцијални 
сингуларитет) онда према познатој теореми Фукса (L. Fuchs) једначина (2) има 
два линеарно независна партикуларна интеграла облика

Z = { x -  *o)”V(z)
6  =  (х ~  гоЛ Ж ^) + г^(а:)] log(a; -  х0),



где су т, п и r константе, а <р(х) и ф(х) униформне функције у D. Бројеви т 
и п нису потпуно одређени. Може им се додати ма какав цео позитиван или 
негативан број у ком случају су функције и ф само помножене са степеном 
од (г -  хо) али се аналитички облик од £ и £] не мења. Ставимо ujj = е2ж1т, 
и>2 = е2т,п; тада ако је a — ш/ш\ ф \, као што је из теорије познато, мора бити 
r  =  0. Ако је a — 1 тј. ш\ = u>2 , r може, али не мора бити нула. На тај начин 
разликују се три случаја: 1° a = r = 0, 2° а ф 1, 3° a = l, r ф 0. У првом 
случају из (3) користећи основну смену између у и z налази се облик општег 
интеграла од (1) тј. у(х), и он је униформна функција у D. У другом случају, 
кад је а ф према (3) и основне везе између у и z налазе се партикуларни 
интеграли г/ и гј\ од (1). Отуда следи и веза између у, rji и општег интеграла 
у(х), а из те релације и једноставни однос изнеђу две узастопне циркулације 
Уо И у 1 од у(х):

(m) У1 - т  2/0 -  »7i
---------=  а ---------- ,
2/1 -  V 2/0 -  Л

и то је закон мултиформности општег интеграла у овом случају. Он се може 
написати и у облику

(а) + /?(*),

где а, /3 и rj имају напред наведене вредности. Најзад у трећем случају кад је 
a = 1 и г ф 0 основнп проблем је да се покаже да има само један униформан 
партикуларни интеграл и то онај који одговара интегралу £ из (3). Исто тако у 
овом случају није једноставно одредити закон мултиформности. Он се одређује, 
будући да се у овом случају познаје један партикуларни интеграл једначине 
(1), трансформацијом ове једначине у линеарну једначину и дискусијом њеног 
општег интеграла. Одатле излази да је закон мултиформности опет облика (а) 
са a = 1 тј.

(b) + Р(х),

где је (3 униформна функција у D. Овај резултат не би био потпун да Кашанин 
ције показао да у околини тачке у бесконачности имамо исте законе мултиформ- 
ности и да шта више закон мултиформности (b) претставља гранични случај 
закона мултиформности (а).

Да би могао да разматра инверзан проблем, тј. да из закона мултиформ- 
ности нађе под извесним условима и саму функцију, он детаљно анализира тај 
закон, а то је образац (m) где за n -ту циркуладију он узима облик

У п -т  пУо -  т ---------  = a ---------
Уп -  Г) 2/0 -  »7



Ако се у овом изразу стави a = aelw, то све вредности уп за n = 0, 1 , . . . ,  које 
има функција у(х) при разниам циркулацијама око xq леже на кривој линији 
чији  афикси задовољавају једначине

у -  m = a уо -  m
y-v Уо- r j

arg У -У 1 
У - 17

= tilo + arg Уо ~ V\ 
Уо- V

+ 2кп.

Последње једначине се могу написати и у облику

(3') у - т

м =

у - у  
уо -  т

{ т ( arg -— — + 2ктг= Мехр< ml arg
y - v

УО-П
ехр< - т  arg ■Уо

Уо
-  т \
-  Ч Ј ’

logo

Користећи биполарни координатни систем Кашанин проналази параметарски 
облик једначина (3'). To је крива линија позната под именом двојна логари- 
тамска спирала, која за a — 1 прелази у круг.

За m > 0 та спирала је приказана на слици, где су тј и rji асимптотске 
тачке те спирале. Разни случајеви претстављени на слиди јављају се када је 
ордината у почетку већа, мања од нуле или бесконачна.

Дискусијом параметарских једначина спирале налази се још једна основна 
особина разних детерминадија. Поред тога што се налазе на овој спирали оне 
се налазе и у пресецима ортогоналних кругова одређених центара који пролазе 
кроз тачке rj и rj], Ти кругови секу спиралу под сталним углом. Она је њихова 
изогонална трајекторија. Са лроменом тачке х у г/-равни, добијамо један систем 
двојних логаритамских спирала. Сада су у једначинама (3') rj и гц односно М  
функције од t и т (ж = t + 1>). За ц и j]\ налази се да су униформне аналитичке 
функције у D, док је logM униформна хармонијска функција која у D нема 
вртлога и у г 0 има извор одређене јачине.

Инверзни проблем који Кашанин посматра и решава у другом делу овога 
рада може се сада дефинисати на следећи начин.

Ако је z0 у D једина критичка тачка мултиформне аналитичке функције 
у{х) и ако је око ње закон мултиформности дат са (b) односно (m) где је а  ф 1 а 
тј(х) и Р(х) у D униформне аналитичке функције, тада свакој тачки у D одговара



једна двојна логаритамска спирала (или круг за a =  1). Угао под којим спирала 
сече систем ортогоналних кругова кроз у и гд је сталан. Нека је log М  у обрасцу 
(3'), који претставља закон мултифомности, униформна хармонијска функдија 
без вртлога и са датим извором одређене јачине у D, тада постоји аналитилчка 
функција са једином критичком тачком хџ чије све детерминације леже на тим 
спиралама и она је једнозначно одређена као решење Рикатијеве једначине (1) 
где су A, В  и С одређене униформне функдије у D.

*

Рикатијевој једначини али у реалном, Кашанин се вратио неколико година 
касније. Двадесетих година, Петровић се доста занимао са диференцијалним 
једначинама које се могу интегрисати помоћу квадратура, као и са трансфор- 
мадијама које своде диферендијалне једначине на одређене типове. Делом су се 
тим проблемом занимали Тадија Пејовић (1892—1980) и нешто касније Драгослав 
Митриновић. Кашанин има један рад из тог круга проблема, али општијег об- 
лика, са различитим погледом на тај проблем. У раду О упрошћавању дифе- 
ренцијалних једначина првога реда помоћу њихових партикуларних инте- 
грала (ГЛАС, 1929), он поставља проблем: Да ли постоји смена у = F (y \,Y ), 
где је у\ партикуларни интеграл диферендијалне једначине првога реда

(А) у ' = М \ут>+М2ут2+■ ■ ■ + Mkymk (пц > т 2 > ■ ■ ■ > m k),

која десну страну ове диференцијалне једначине своди на полином нижег сте- 
пена

У' = N ]Y n' + N2Y ni + • • ■ + NpY nТ (п] > п2 > ■ ■ ■ > nk),

тј. где је т\ > ri] и показује да је то у општем случају могуће само код Рикатијеве 
једначине. Другим речима, партикуларни интеграл у\ не може се искористити 
у општем случају за снижење степена диференцијалне једначине (А) као што је 
то случај код линеарне хомогене једначдне.

*

Међу последње Кашанинове радове из Анализе долазе два његова рада из 
Апроксимације и Интерполације (Publications math, de l’Universitć de Belgrade, 
T. VI, VII, 1937—39; Publications de l ’Inst. math. T. I, 1947). Све поменуте 
особине његовог научног рада које се огледају често у једноставном проблему 
и где се затим испитују везе између различитих познатих резултата да би се 
на основу тога вршила даља истраживања налазе се можда најбоље исказана у 
првом од наведена два рада.

Проблем интерполације функције f ( x ) полиномом (n— 1)-ог степена Рп_](х) 
(п -  1,2,. .  .) који са њом има п заједничких тачака (ж;,у;) (л̂  ф х3 (i ф ј ), 
уГ =  f(x i))  своди се на решавање система

(4) Pn-\{xi) = уг ( ' - 0 . 1 ........п I).

Практично решавање овог система битно зависи од тога у ком облику је написан 
полином Pn-i{x). Ако га, не опредељујући се, засад, за неки конкретан облик,



напишемо као линеарну комбинадију п полинома ро{х), рЦх), . . . .  р„_](а;) који 
су сви степена < n -  \, тј.

П— 1
(5) Pn- i[ x ) = У ^ А крк(х),

к = 0

линеарни систем (4) по п непознатих Aq,A \ , .  .. ,А п_\ имаће детерминанту

Po(zo) Pl(^o) P n-l(^o)

(6)
Po(*l) Pl(*l) Pn-\{Xi)

Po(Zn-l) P l(xn- l )  ■ • Рп— l(^n— l)-

Означимо са D{x) детерминанту која настаје из детерминанте (6) када у овој 
у првом реду xq заменимо са х. Како је D{x) полином по х највише (n — 1)-ог 
степена, а анулира се већ за х =  х \ ,х 2, . . .  ,£„_],  он се може анулирати и за 
х = х0 само ако је идентички једнак нули. Дакле, детерминанта (6) система 
(4) може бити једнака нули само ако је D(x) = 0. Развијајући детерминанту 
D (x) no првом рсду, то би значило да су полиноми po,pi, ■ ■ ■ ,рп - 1 линеарно 
зависни. Према томе, ако су полиноми ро.ри ■ ■ ■ ,pn -1  линеарно независни (тј. 
ако образују базу), детерминанта (6) биће различита од нуле па ће систем (4) 
имати јединствено решење.

У пракси се користе различите базе:
1° Степени: рк(х) = х к (к = 0,1, . . .  , п -  1). Тада полином Рп_\{х) има 

врло једноставан облик, али се у систему (4) у свакој једначини јављају све 
непознате Л*. Овај недостатак, с практичне тачке гледишта, отклања база коју 
формирају.

2° Lagrange-ови полиноми:

{ х  -  х 0) ( х  -  Х \ )  • . . . • ( х  -  x k - i ) ( x  -  X k + l )  ■ . .  . ■ (ж -  Жп _ ] )

(хк -  х0)(хк -  Xi) - .. .■ (хк -  х к_х)(хк -  xk+i) ■ . . .  ■ (хк -  Хп_\)
(х -  д?1)(а? -  х2) ■ ■ ■ ■ • (ж -  xn- i )

(х'о -  х!)(х0 -  х2) ■ ■ ■ ■ ■ (х0 -  Xn_[),

Рк{х) =

к = 1,2, . . .  ,п  -  1; ро{х) = 

Ови имају особину

P k { X i )
= 0 за i фк  
= 1 за i — к, 

на основу које се систем (4) своди на

(4') P\{xl)Al = y l (i = 0,1, . . .  ,п -  1),

где свака од једначина садржи само по једну непознату Л,-. База Lagrange- 
-ових полинома је, дакле, идеална у погледу, решавања система (4), али су 
зато Lagrange-ови полиноми прилично компликованог облпка. Трећа једна



база некако лежи између ове две: није много компликована а њој одговарајући 
систем (4) је ипак погодан за решавање. Њу чине 

3° Newton-ови полиноми:

Ро(х) = Рк(х)
(х -  жр)(ж -  Жј)- .. .  • (х -  gfc-i) ^  =  1)2,

(Хк -  Xo)(Zjfc ~ Xl) ■ . . . ■ (Хк -  X)t_l)
, « - ! ) ■

Ови имају особину

за i < к 
за i = fc

(к =  0,1, . . .  ,n -  1),

па се систем (4) своди- на

i
(4") Y l AkPk(Xi) = yi (г = 0,1, . . .  ,п  -  1),

Jfc=0

те прва једначина садржи само Ао, друга само Аџ и  А\, трећа само Aq, А\ и  А 2, 
итд.ј па се непознате Aq,A \, . . .  , Ап_ ] сукдесивно одређују помоћу претходно 
већ израчунатих.

У овом раду Кашанин се не опредељује ни за један од наведених конкретних 
база, већ покушава да у општем случају систем (4) замени системом истог броја 
једначина али таквих да у свакој једначини фигурише само једна од непознатих 
Ак. Општа метода састоји се у томе да једначине система (4) помножимо редом
ca m\A (* = 0,1, . .  
добити

. ,n  -  1) и све тако добивене једначине саберемо. Тако ћемо

fj—1 Т\ — 1 М — 1

Y2 Y  Akpk(x i ) = Y
.= 0  fc=0 «=o

ОДНОСНО

(7) Y  A k m[v)pk{xi) =  Y2 m ^V i.
fc =  l i = 0  i = 0

Учинимо ли то п пута за v = 0,1, . . .  ,п  — 1, (7) ће за тај скуп вреддости 
v представљати систем од п једначина линеарних по А к са п2 неодређених 
коефицијената т ^ \  Ове ћемо одредити тако да буде

(8)

П— 1

] £ m« д 0
i/=0  ̂ '

=  0 за v ф к 
за v — к

{и,к =  0, 1, . . .  ,п  -  1).

Из ових п система с n једначина, коефицијенти т ^ } одређени су за свако i и 
v. Уврстимо ли њихове вредности у (7) добићемо

Ак Ј Ј  m ^ p k fa )  =
i = 0 *=0

(k)’yi,(Г)



што смо и хтели постићи.
Ради интерпретадије и формулације резултата до којих је Кашанин дошао, 

он уводи неке допунске ознаке и појмове. Он означава са q„(x) полином степена
< n -  1 који у тачкама х{ има вредности m-"1 за г ==0,1,... , п -  1. Тада се (8) 

може писати у облику

т
n-l .

i=0 ^

=  0 

ф  0

за v ф к 
за v =  к.

Уведе ли се, краткоће писања ради, ознака

1 " _1 

"  i=0

може се, дакле, рећи:
За сваку базу (pk) полинома степена < п -  1 постоје полиноми (qk) 

степена < п — 1, тако да важи

(* ) \j>k,qv]{=  0  

Ф о

за v ф k 
за v = k '

Уводећи ове, систем (4) Д  према (l'), еквивалентан. систему 

(7") Ak[pk,(ik] = [f,qk3 (fc =  0,1, — , п — 1)

који је непосредно решиб no Ak.
За базу (qk) каже се да је коњугована бази (pk). За прелазак од система (4) 

написаног за базу {pk), на систем облика (7') неопходно је, дакле, одређивање 
ба-зв (Чк) коњуговане бази (pk). Tor посла ћемо се ослободити ако једноставно 
претпоставимо да је база (pk) коњугована сама себи (самокоњугована), тј. да 
има особину

(9)
за v фк 
за v — к

Све у свему, важи овај исказ:
За сваки скуп вредности xq, x \, . . .  ,х п_\ (ж; ф х} за i ф ј ) постоји база 

Po,Pi, ■ ■ ■ ,Рп-1 полинома која је самокоњугована и таква да je[pk,pk] =  1. За 
t n y тзв. Legendre-ову базуЈ важи



Уз овај став о егзистенцији Legendre-ове базе, Кашанин је дао и рекурентни 
образац за њено поступно израчунавање:

Ро(х ) = 1> Рк{х) хк - (fc =  1,2, . . .  , n  -  1).

Примедба. Ради поређења Legenđre-ове базе са Langrange-овом и Newton- 
овом базом, није на одмет, уз карактеристике последње две, написати само- 
коњугованост Legendre-ове у експлицитном облику

f = 0 за v ф к
(90 Pk{xo)Pv{xo) +Pk{x])pv{x l ) + ■ • ■ + p t(x n-i)p^(arn_ i ) |  ^  q 3 a j / = A ; -

Ако Legendre-ову базу упоредимо са Newton-овом, видимо да је ова друга 
једноставнија, али је зато код ње израчунавање коефицијената U знатно ком- 
пликованије. Ове две базе су, у извесном смислу, супротстављене једна другој: 
формирање Legendre-ове базе слично је одређивању коефицијената код Newton- 
-ове (у оба случаја је реч о рекурентним обрасдима).

Уочимо сада т + 1 (0 < т < п -  1) првих чланова интерполационог поли- 
нома P„_i(x) по бази (pk):

sm(x) ■= А0р0(х) + Aip\(x) + ■ ■ ■ + А трт(х).

Од интереса је једино случај m < п -  1 јер је s„_i(ar) =  Pn-i(z )  за свако х. 
sm(x) називамо ш-тим одсечком полинома P„_i(x) no бази (рк). ПоставЈва се 
питање односа одсечка sm(x) према интерполационом полиному P„_i(x) а тиме 
и према функцији f(x)  која се интерполира. Тај однос битно зависи од усвојене
базе:

1° За базу степена (хк) одсечак sm(x) је полином степена т  који у тачки 
х = 0, у = P„_i(0) има додир реда m са P„_i(x) (а са функцијом f(x),  у општем 
случају, не мора имати ничег заједничког).

2° За Lagrange-ову базу (рк) одсечак sm(x) је полином степена п — 1 који 
са P„_i(z) (а тиме и са f(x)) лма заједничке тачке за i = 0 , 1 , . . .  , m
(yt = Pn_i(xi) = f(xi)). Заиста, за i = 0 , 1 , . . .  ,m je због карактеристичне 
особине Lagrange-ове базе и према (4')

m

Sm(i ,)  =  Y  Akpk(xi) =  AiPi(xi) =  yi. 
k=o

3° 3a Newton-ову базу (рк) одсечак sm(x) je полином степена m  који ca 
Pn-\{x)  (a тиме и ca f(x))  има заједничке тачке (x,-,y,) за i = 0 ,1, . . .  ,т . 
Заиста, за i = 0 ,1 , . . .  , т  је

т  i

Sm(Xi) =  Y  A kPk{Xi) =  Y A kPk{xi) =  Уи 
к= 0 к= 0



користећи прво карактеристичну особину Newton-ове базе а затим (4').
4° За Legendre-ову базу (рк) одсечак sm(x) је полином степена т. Међутим, 

што се тиче односа између sm(x) и Pn_i(x) (а преко Р„_ i(x) и са f(x))  ту на 
први поглед ништа није видјбиво. У општем случају нити је sm(xj) =  Pn-i(x j) 
за нека х; (као код Lagrange-ове и Newton-ове базе) нити има додира између 
sm(x) и (као код степене базе), сем у тривијалном случају када је f (x)
полином степена < n — 1 и т = п — l , тј. када су f , Рп- \  и sm идентични 
полиноми.

Да бисмо утврдили везу која постоји између f , P„_i и sm када је у питању 
Legendre-ова база (рк), означимо са rm(х ) произвољан полином степена т  и 
уредимо га по Legendre-овој бази:

rm(x) =  В0ро{х) + В\р\{х) + ■ ■ ■ + Втрт(х).

Варирајући B0,B i , . . .B m добићемо све могуће полиноме степена < т, па 
међу њима и одсечак sm(x). Ако су задате тачке (ж,-,/(х;))Ј i =  0 ,1, . . .  ,n -  1 и 
тачкама (х,) одговарајућа Legendre-ова база, израз

П— 1
Ф := -  rm{xi)f

i =0

је функдија променљивих Bq,B \, . . .  ,В т. Како је Ф > 0, Ф има ненегативан 
минимум, тј. међу полиномима степена < т  постоји један за који Ф постиже 
тај минимум. Потребан услов за то је

(11) ! * = о ,
д В 0

дФ
а в ?

аф  = 0 .
’ д в т

Како је за к =  0, 1,. ■■ ,т

“  г™(глдЈЈ в Г  =  ~ v ( X i )

r n - l  n - 1  'v

=  — 2< Vi Pk { x i )  — Bo Po { x i ) Pk { x i )  — ■ ■ ■ — Bm P m { x i ) P k { x i )  Г i 

(  i = 0 «=0 i =0

то je на основу карактеристичне особине (9) Legendre-ове базе

^ = - 2{ £ w w - » s . }

Услови (11) своде се, дакле, на

Вк =  [Vi,Pk] (fc = 0 , 1 , . . .  , т ) ,



те је, према (10), Вк = Ак, тј. rm(x) = sm(x). Значи: између свих могућих 
полинома гт (х) степена т, одсечак sm(i:) no Legendre-овој бази је тај који 
минимизира израз ~ rm{xi)]2-

Ваљаност апроксимације функције f ( x ) одсечцима sm(žr) можемо повећати, 
у принципу, на два начина; цри фиксираном броју интерполационих таиика, 
смањивањем размака у коме оне' морају л е^ти , све док се тај размак не 
сведе на једну једину тачку,- или, при фиксираном размаку, неограниченим 
увећавањем броја ннтерполационих тачака које у њему Леже. Први поступак 
може се спровести са Newton-овом базом и тако добИти Taylor-ов образац, a 
други, када је у питању размак (—1, +1), са Legepdre-овом базом и тако добити 
ортогонални развитак по Legendre-овим полиномима.

*

Кашанин је студирао Математику у Паризу у време када је Рационална 
механика била још увек саставни део математичких студија. У раду: Les 
Equations gćnšrales du mouvements d’un systeme de points matšriels aux liaisons 
donnees (Publ. de l'Inst. math. Tome II, 1948) он посматра Проблем: кад су дате 
спољне и унутрашње силе са везама између генералисаних Координата, које се 
нове везе могу увести које ће омогућити кретање система материјалних тачака 
у сагласности са датим везама. Он издваја и карактерише такозване идеалне 
везе, које чине језгро сила веза и увек се морају узети у обзир. Дато је њихово 
механичко обележје. Цијв рада је да покаже које су везе саставни део принципа 
механике а које су условне.

Ових неколико примера показују разноврсност и област математике, а и 
проблема којима се Кашанпн занимао, а пре свега каракЛер проблема који је 
п>ега привлачио.

Може се рећи, посматрајући његов научни рад, да је оН начинио неколико 
пропуста који су га одвукли од интезивног рада на математичкој науци. Негде 
почетком тридесетих година он је започео да пише уџбеник Вишу математику. 
Професори Пејовић и Карамата су причали како је он савесно, скоро опседнут, 
данима размишљао о свакој глави, сваком параграфу своје књиге. To је преки- 
нуло оне нити које су га повезивале са научним истраживањем. И није забадава 
Харди (G. Н. Hardy) говорио да уџбенике треба писати на крају своје каријере.

С друге стране, велики број области, и њихова ширина није му дозвољавала 
да дубл>е понире у неки проблем и да ra меседима носи И решава. Он је ишао 
у ширину а не у дубину.

Најзад, у његовој природи је било и сувише индивидуалности и самостал- 
ности. Он је био врло дружељубив, али научне контакте није успостављао. И 
у томе се он тако разликовао од Карамате који је био у кореспонденцији са са 
свима математичарима из области у којој је делао. Кашанин је био усамљен. 
Он није волео ни конгресе ни студијска путовања. После Париза, он се скоро 
није ни кретао по иностранству. Научну кореспонденцију није ни одржавао.

Али он није напустио Математику. У рукоПисима нађеним после његове 
смрти, он је изгледа написао низ обимних расправа — научно-историјског



карактера. Можда се у тим радовима поред рефлсксија, налазе и неки погледи 
на научне проблеме, како то, бар по садржају тих радова изгледа.

Све у свему, Кашанин претставља једног даровитог математичара широке 
научне културе и то не само на пољу чисте Математике. Једног од оних матема- 
тичара са почетка овога века, чије је обимно знање служило млађима за ослонац 
на првим корацима. Јер изнад свега његово схватање Математике било је ис- 
правно. Он је правилно ценио значај резултата, разликовао суштину проблема 
од његове форме, раздвајао тривијално и површно од дубоког и оригиналног. И 
можда је зато рано престао са радом, кад је видео да оно што жели не може да 
достигне. Строг критеријум према научном раду је имао пре свега према себи. 
Али зато је ценио и без зависти признавао вредност других, а нарочито млађих. 
Можемо рећи да су не само млађи математичари, већ и бројни инжењери, који 
су желели да се посвете теоријском раду, имали његову подршку и помоћ, и 
то не само кроз његов уџбеник из Више математике који је одиграо битну 
улогу у издизању нивоа, како Математике, тако и других егзактних наука на 
техничким факултетима. Но, треба имати на уму да се он у нашој Матема- 
тиди појавио онда када се једна епоха завршавала — Петровићево време — 
и почињало ново доба. Можда је зато његов пут и био такав. Пут ка новим 
обалама са свим лутањима у тражњу новог.

Miodrag TOMIĆ, Slobodan ALJANČIĆ 

RADIVOJ ICAŠANIN AS A MATHEMATICIAN

During his studies in Vienna, Zagreb, Budapest and Paris Radivoj Kašanin 
acquired a broad mathematical culture. That can be seen in his creative work through 
the diversity of mathematical fields in which he worked: theory of differential 
equations, theory of functions of complex variables, analysis, geometry, interpolation 
and approximation, mechanics, even astronomy — which attracted him from his 
early days. His last works were devoted to the mathematical interpretation of 
the cosmogonical theory of Pavle Savić. As a professor of the Technical university 
KaSanin brought back before the World war II the teaching of mathematics to a high 
level, what has considerably influenced the progress of the engineering specialities 
on the Technical university. Through his whole life he was always ready to help 
the young scientists.
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(4)+36+(1). (Докторска дисертација примл>ена за докторски испит на седници 
Филозофског факултета Универзитета у Београду 9. маја 1924, према реферату 
члана испитног одбора г.г. др Михаила Петровића и др Антона Билимовића 
редовних професора Универзитета)

2. О аналитичким облицима мултиформних функција (Sur les formes 
analytiques desfonctions multiformes), Српска краљевска академија, Глас CXVII, 
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28. Апроксимација произвољног кретања материјалне тачке помоћу 
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Библиографију саставио 
Драган Трифуновић

PUBLISHED PAPERS OF THE ACADEMICIAN RADIVOJ KAŠANIN 
(compiled by D. Trifunović)

A list of published papers of professor Dr Radivoj Kašanin is presented. The 
compiler of this list, professor Dr Dragan Trifunović prepares a comprehensive 
bibliography of the papers of academician Radivoj Kašanin.

ЗАОСТАВШТИНА

Професор Радивој Кашанин стварао је све до пред крај живота. У његовој 
радној соби остала су у рукопису следећа дела:

1. О бројевима и мерењу, 1 фасцикла
2. Микрокосмос, 2 свежња
3. Основе теоријске механике, 2 свежња
4. Удар, 1 фасцикла
5. Лоренцове трансформације и Ајнштајнова теорија релативитета, 1 

фасцикла

Следећи радови су у једној фасцикли:

6. Аритметичка средина мерења
7. Антиномије идеала у  континууму
8. Мерења помоћу часовника u курира
9. Кардинални и ординални бројеви

10. О математици
11. Хемијски састав планета и њихова атмосфера, 1 фасцикла
12. Понашање материјала под високим притисцима, 2 свежња
13. Виша математика, 1 свежањ
14. Теоријр кривих површи, 1 фасдикла

Ови се рукописи налазе у Архиву Српске академије наука и уметности.

Д. Т.



ПРОФЕСОР КАШАНИН О СЕБИ

Ја сам пореклом из крајње сиротиње сељачке, што је, вероватно, и био 
повод да и ја и мој млађи брат Милан одемо у гимназију, јер на селу не бисмо 
имали од чега живети. Рођен сам у Барањи, у Белом Манастиру, и одатле 
сам отишао у Осијек, у класичну гимлазију, први из свога села откад се за 
село зна! Три године сам се мучио, никад нисам имао д о в о ј б н о  средстава, али 
сам био одличан ђак. После трећег разреда отишао сам у Нови Сад.. у Српску 
православну велику гимназију — тачно се тако звала. Уредио је то, због чега сам 
му вечито благодаран, наш сеоски учител. Јован Славковић. Тамо ме је свесрдно 
прихватио директор Васа Пушибрк. Тако сам догурао до матуре 1910. године, 
без материјалних брига, увек с добром стипенцијом, коју сам заслуживао не по 
пореклу, већ по — оденама.

Ниједан професор из ове две гимназије није ми остао у рђавој успомени. 
Што се тиче моје струке, за коју сам се потом определио, велики утицај имао 
је на мене Стеван Милованов, мој новосадски професор математике. А што 
сам отишао баш на студије математике, постоје два разлога: прво — био сам 
зал.убљен у астрономију. Тако сам отишао на студије, најпре у Бсч, па у 
Загреб. У Бечу је на мене пресудан утицај извршио онда још млади професор 
Вилхелм Виртингер. Он ме је на својим предавањима и колоквијумима упутио 
у најмодернија логичка расуђивања.

Другу и трећу годину провео сам у Загребу. Два професора остала су ми у 
најлепшој успомени, а за свој даљи развој лично сам им захвалан, не само за оно 
што сам од њих научио већ и за њихов лични однос према мени, за поверење које 
су ми указивали. То су били професор анализе Владимир Варићак и професор 
геометрије Јурај Мајцен. На трећој години био сам им, у ствари, већ асистент.

Последњу годину школовања провео сам у Будимпешти, признајем: са 
слабим пословањем у математици. Била је то она година између балканских 
ратова и првог светског рата када су нас — природно — много више од струке 
занимале друге ствари. Баш тада сам био председник омладинског удружења у 
Будимпешти које се звало „Коло младих Срба". Имао сам двадесет две године 
када сам био мобилисан и упућен у Галицију. Имао сам равно двадесет седам 
година када сам био демобилисан. За тих пет година, ни новине нисам читао, 
а камоли математику. Предао сам се Русима чим сам могао, и као добровољац 
у српској војсци био борац у Добруџи и на Солунском фронту. Било нас је у 
том добровољачком корпусу из свих наших крајева, свих занимања . ..

Као и из школе, тако су ми и из рата остали у најлепшој успомени моји



команданти, Стојан Поповић, Владимир Ковачсвић, Петар РадивојевићЈ Петар 
Мартиновић, као i\, у Београду још жив, Војислав Анђелковић. Може се рећи 
да је тих пет година за моје студије и за мој научни рад било пет изгубљених 
година, али, кад би се историја поновила, опет бих исто учинио.

После рата отишао сам у Париз, на Сорбону, ту сам дипломирао из мате- 
матике, механике и астрономије. Предавали су тада чувени професори Адамар, 
Пикар, Гурса, Лебег, Монтел, Андоаје. Имао сам тако срећу да прођем кроз 
две математичке школе овог времена: немачку и франдуску. Имале су своје осо- 
бености и своје квалитете, који су ми много користили. Вратио сам се у Београд 
и постао асистент професора Богдана Гавриловића на Техничком факултету. На 
Катедри су били и Михаило Петровић Алас и Милутин Миланковић, професори 
и академиди. У њиховом пријател.ском друштву био сам од 1922. године па 
до смрти сваког од њих Ту сам и докторирао и напредовао од асистента до 
редовног професора, шефа Катедре и ректора Техничке велике школе.

Поред високе стручне спреме и оригиналних научних радова, сва тројица 
су се одликовала нечим што највише ценим, што сматрам за људску вредност 
највишег ранга: љубав према младим гснеради јама, разумевање младих л>уди, 
несебичност и искрена помоћ младим, талентованим људима у њиховом напре- 
довању. Умели су да се радују и да уживају кад се млади људи уздижу. Имао сам 
срећу да се развијам и радим поред њих, великих ауторитета науке и морала. 
Да се поносим њиховим пријатељством. He верујем да је игде постојао такав 
амбијент какав су створили Гавриловић, Петровић и Миланковић.

Наравно, моји другови и ја морали смо, током времена, да уносимо неке 
нове ствари да бисмо држали корак с науком у свету. Оно што посебно хоћу 
да истакнем јесте: никад се томе нису противили, напротив, прихватали су, 
помагали нам у томе, храбрили да не станемо, да идемо да.гве.

Три су пресудна момента била у мом формирању. Прво што је на мене 
утидало у смислу развијања мог начина мишљења била је мала сеоска основда 
школа где смо се више васлитавали у духу него у знању. У духу надионалном, 
природно, јер смо ми тада живели под аустроугарском окупацијом. Друго: 
завршио сам класичну гимназију. Класика је, уопште, на мене учинила велики 
утидај. Треће: у оно доба када сам ступао на Универзитст, књижевност и 
историја мога народа развијале су у меди идеје и љубав према књизи уопште. 
Знао сам тада наламет све наше песме и песнике, све наше лисце и критичаре. 
To што јесам, имам да захвалим улраво томе: без тога бих био само робот. 
Стварале су ме школе, од ословле до уливерзитета, и уживам у томе што то 
злам и што могу то да лризлам.

Ниједла лаука лије лелолуларлија од математике, лауке о бројевима и 
геометријским облицима., иако се оли лојављују одмах, ла гралици лесвеслог 
и свеслог, одмах ла почетку човековог мишљења и размишљања. Тој чудлој 
лојави лепопуларлости математике главли је узрок то што је у математици 
дилеталтизам мање могућ лего у било којој другој лауци или уметлости. 
Дилеталтизам је врло примамљив, али — математика се ле учи из брошура. 
„Нема краљевског лута у геометрији", прича се да је одговорио Еуклид краљу



Птоломеју Филаделфу када је овај зажелео да на неки лак начин дође до ге- 
ометријских знања.

Дилетанте треба разликовати од аматера: ови су благородни, корисни и 
сваке пажње и похвале достојни л>уди. Аматер-песник крије своје стихове и чита 
их понеком само пријатсљу; дилетант засипа све редакције и листове својим 
стиховима и огорчен је што их не штампају. Аматер-сликар веша своје слике 
у свом стану, дилетант непрекидно прави изложбе и л>ут је што нису посећене 
и што не пишу добро о њему. Аматер-музичар свира у својој собици, дилетант 
приређује јавне концерте и срдит је што на њима нема публике. Аматер за своје 
слабости и неуспехе криви себе, дилетанту су увек криви други, пријатељи, 
срсдина, прилике, цело друштво. Дилетант не зна Конфучијеву изрску, коју 
стручњаци и аматери поштују: „Право је знање знати шта знаш и знати шта не 
знаш".

Што се у једној струци, свеједно каквој, више употребљава обичан језик 
којим свако говори, тим је већа могућност за дилетанте: говорећи општепознате 
речи, имају утисак да знају и саму суштину ствари. У таквим струкама, свако је 
помало и дилстант, зато су оне и популарне. Математика има свој језик и своје 
посебностиј њих прво треба научити, а зато је потребан истрајан и смишљен 
рад. Но, ко то научи, тај већ није дилетант: може се бавити математиком и 
као науком и као средством при изучавању других наука. Ако није баш прави 
стручњак, он је аматер. Ако ништа друго, зна да је бохве прочитати једну добру 
књигу него написати две рђаве. Тешко је са онима који тај језик и то писмо 
не науче, а уобразе да су их научили, али — ређи су него у другим струкама 
и брзо се уоче. Мада спорије, примете се на крају и у другим струкама, јер — 
„све се може измислити осим талента и све се може скрити осим незнања".

Има и стручњака који оду странпутицом. To су уски специјалисти који у 
једном исувише скученом подручју своје струке достижу перверзну виртуозност 
у разним специјалним и непотребним детаљима и чињеницама, не осећајући 
своју науку и своју струку као целину; не виде њену везу са осталим наукама и 
струкама, нити знају њихов положај и значај међу осталим манифестацијама 
људског духа, о којима редовно немају ни појма. Они раде као роботи: хоризонт 
им је врло узак, а душа пуста. Такви никад не значе ништа, они никоме не 
могу бити пример. Имао сам срећу што сам се у свом развоју, од сеоске школе 
у Белом Манастиру до београдске универзитетске катедре, сусретао с правим 
људима који су могли да ми помогну. Познато је да као професор нисам био 
благ, али сам задовољан што никад нисам чуо да је о мени неко понео рђав 
утисак. Трудио сам се да на своје ђаке утичем онако како су на мене утицали 
моји васпитачи, моји професори.

(Из књиге Драгослава Адамовића, Разговори са савременицима, Београд 
1982, стр. 131 — 134 (у редакдији и са предговором академика Радована Самар- 
џића). — Академик Радивој Кашанин саопштио је овај текст аутору књиге 1974. 
године).
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Радивој Кашанин као ученик I разреда гимназије у Осијеку (1902. г.
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На лични захтевЈ матурант P. Кашанин je полагао и грчки ./език̂  како би могао 
да студира „на ма којем факултету универзитета".



Радивој Кашанин на почетку студија, Беч 1910. година.
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Изглед уверења o P. Кашаниновим студијама на Свеучилишту у Загребу ^Фрање 
Јосифа 1“ од 1911. до 1913. године.



Професор Кашанин је одлично знао латипски, грчки, мађарски, немачки, фран- 
дускиЈ па и енглески језик. А, знање црквенословенског језика помогло му је 
да на почетку рата пребегне Русима. — У друштву једног руског војника трећег 
позива (1915. г.).



Са веренидом Катарином — својим животним сапутником (Русија, крајем 3917. г.)

Као ађутант команданта пука на Солунском фронту (1918. г.).



Рат је завршен. Смирен и достојанствен изглед ратника.
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Шездесети рођендан професора Михаила Петровића, Београд 1928. година.



Студенте математике од Загреба дочекао је у Београду 
професор Радивој Кашанин (1925. г.).

Фрушка Гора, 1928. г. — Комисија за одређивањс локације за астроном 
ску опсерваторију; слева: Радивој Kauiaiiuh. Јеленко Ми\аиловиН; Михаило 
Петровић, Павле Поповић, Антон Билимовић, Милутин Миланковић, Војислав 
В. Мишковић.



Са часа на Архитектонском факултету у Београду; 
демонстрација Мебијусов.е површи (око 1951. г.).



1илутин Миланковић и Радивој Кашанин у кабинету председника Српске 
кадемије наука; Београд 1951. године.
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На последњој страни корица је копија почетног слова на првој страни прве 
српске математичке књиге Василија Дамјановића: Новаја сербскаја арит- 
метика, у Млецима 1767.
Illustration on back cover: The first initial of the first Serbian mathematical book 
by Vasilije Damjanović: Novaja serbskaja aritmetika, Venice, 1767.
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