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PREDGOVOR

Niz godina sam predavao astrodinamiku kao jedan od predmeta na post-
diplomskim studijama mehanike na Prirodno-matemati¢kom fakultetu u Beogradu.
Smatrao sam da, u vezi sa savremenim kosmickim istraZivanjima i poduhva-
tima, treba, ne samo u specijalistiCkim spisima, ve¢ bar u postdiplomskoj
nastavi, ukazati na problematiku astrodinamike i tako pruZiti osnov za dalja
usaviSavanja 1 istrazivanja.

U tom smislu ja sam ovde izneo uglavnom uvod, neophodan za dublja
nauéna istraZivanja. Prikazani su elementi raketodinamike, astronomije, nebeske
i recionalne mehanike zajedno sa teorijskim opisom mniza osnovnih kosmiCkih
manevara i nekim mojim liénim prilozima. U neka podrobnija izlaganja teorije
i prakse kosmickih letova ovde nisam ulazio.

Zahvaljujem se Matemati¢kom institutu koji je omogutio da ova moja
knjiga bude objavljena i dostupna Sirem krugu Citalaca.

Posebno se zahvaljujem prof. dr Draganu Trifunovi¢u koji je uestvovao
u isdavanju ove knjige.

Beograd, juna 1980. Tatomir P. Andeli¢



ASTRODINAMIKA

Astrodinamika, shvaéena kao mehanika kosmiCkih letova, razvila se iz tri
glavna izvora: nebeske mehanike, balistike i aerodinamike (mehanike leta u
atmosferi), koriste¢i se njihovim metodama i rezultatima. Pri tome se mora
voditi, naravno, rauna i o elementima astronomije kao nauke o sredini u
kojoj se letelice kreéu, o raketodinamici kao nauci o tehnickom ostvarivanju
kosmickih letova i, najzad, o metodama navigacije i kontrole leta upravljivih
letelica 1 projektila.

Nebeska mehanika je potrebna astrodinamici stoga Sto se slobodni letovi
(oni bez pogona) vesStackih objekata, u gravitacionom polju van atmosfere odvi-
jaju po istim zakonima po kojima se planete kre¢u oko Sunca.

Balistika je od znaCaja Sto ona proufava slobodni nepogonski let izba-
Cenih projektila u gravitacionom polju i igra posebno znadajnu ulogu pri izba-
civanju vestatkih satelita i ostalih kosmiCkih letelica 1 posebno u nekim
kosmickim manevrima.

Aerodinamika je potrebna u vezi sa zakonima leta u atmosferi, otporom
vazduha, klasifikacijom profila letelica, pitanjima povratka kosmickih letelica
na Zemlju.

IznoSenje nekih potpunijih podataka o razvoju prethodnih nauka ovde
ne dolazi u obzir. Nave§¢emo samo da je od tekovina nebeske mehanike
astrodinamika usvojila: re§enje problema dva i tri tela, teoriju putanja i njiho-
vih poremeéaja, Laplasovu sferu dejstva, uopste teoriju kretanja tela u gravi-
tacionom polju itd.

Kao primena i proSirenje se sad postavljaju razna, u odnosu na klasicnu
racionalnu i nebesku mehaniku, sasvim nova pitanja u vezi sa kretanjem ljud-
skom rukom izbadenih objekata u prostor: tzv. kosmickih brzina, transfernih
putanja, njihove optimalnosti, njihovog povratka na Zemlju itd.

Najzad, pred kraj XIX veka je doSlo do osnivanja i razvijanja mehanike
tela promenljive mase i razvoja raketodinamike u pravom smislu reci, koja je
omoguéila ostvarenje kosmickih letova.



I OSNOVNI POJMOVI RAKETODINAMIKE

1. Zakon o odrZanju keli¢ine kretanja

Za2 izuéavenje raketodinamike, kao dinamike raketnog leta, potrebno je
prethodno poznavanje zakona dinamike 1 svega onoga Sto je s tim u vezi:
pojmova mase i teZine, osnovnog sistema jedinica i dimenzija veli¢ina itd. O
kretanju u gravitacionom polju bi¢e ovde govora. Osim toga, kako zakon o
odrzanju koli¢ine kretanja (odn. zakon o kretanju centra mase tela i sistema)
zauzima u tome posebno mesto izloZiéemo ga ukratko i ovde.

Kolicina kretanja K tela mase m, koje se kreée brzinom v iznosi
K=mv. (1)

Ako je masa tela u kretanju konstantna, kako je to usvojeno u Njutnovoj
mehznici, tj. ako se masa uopSte ne menja i u toku kretanja nema ni pripa-
janja ni otpadanja mase, onda vazi drugi Njutnov zakon (osnovna jednacina
dinamike — w je ubrzanje tela)

F:mw=mﬂ=ﬂ, (2)
ditatee dit

gde sila F moZe zavisiti od polozaja, brzine, vremena i drugih parametara.
Odatle se dobiva zakon koligine kretanja u diferencijalnom obliku

dK=d(mv)—Fdt=dJ, 3)

gde je dJ elementarni impuls sile F i re¢ima: diferencijal koli¢ine kretanja jed-
nak je elementarnom impulsu sile.
Najzad, imamo posle integracije od ¢, do ¢
t
K—K,=my—my,= det=J, 4)
fo
tj. konacna promena koligine kretanja (v, je poetna brzina) jednaka je impulsu
sile J u intervalu #,—12.
Ako je, pri tome, projekcija sile F na neki stalan pravac (e=const) jed-
naka nuli, tj. ako je
d(mv) .e_d(mv-e)_

F.e:’_—_
dt dt

0,
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tada postoji jedan, tzv. prvi integral koli¢ine kretanja
myv-e=K-e=0=const.

Kad je sila stalnog pravca pa nema projekcije na dva stalna nckolinezarna
vektora e, =const. i e,=const, onda ée jednadine kretanja imati dva prva
integrala kolidine kretanja.

Najzad, ako je spoljasnja sila F=0, onda se iz (2) dobiva
K =my=const. =)

1 u tom slu€aju se kolicina kretanja ne menja u toku kretanja — ostaje odrZana,
a centar mase tela se krece po inerciji jednoliko i pravolinijski.

Prema tome samo spoljanje sile mogu meniati putanju centra mase i
unutrasnje sile (sile €iji izvor nije u spolja¥njim masame) ne utiu na njegovo
kretanje, ve¢ mogu samo pomerati delove tela jedne u odnosu na druge. Tako
u sluCaju kretanja tela u polju neke sile na pr. gravitacije, teziste tela se krece
kao materijalna tacka (sa masom celog tela) i na to kretanje unutrainje sile
ne mogu uticati. Medutim, s obzirom na zakon o nezavisnosti dcjstva sile moZe
se svako sloZeno kretanje zamisliti razloZno na kretanja pod dejstvom posebnih
sila, i tako se kretanje napr. balistitkog projektila moZe zamisliti kao sastav-
ljeno uglavnom od kretanja po inerciji, privladenja od strane nekog centra i
eventualnih otpora sredine.

2. Zakoni reaktivnog pogona

Na telo u kretanju €ija se masa u toku vremena menja m=m (t) (meha-
nickim otpadanjem — odbacivanjem ili pripajanjem, ali ne u smislu teorije
relativnosti) dejstvuje u smislu zakona akcije i reakcije tzv. reaktivna sila. Takvo
kretanje opisuje jednacina MeScerskog za izraz reaktivne sile i obrazac Cjolkovskog
koji odreduje brzinu v kretanja usled takve sile i zavisnosti od brzine ¢ odva-
janje mase u sluaju odbacivanja mase. U tom sluaju se brzina tela povecava,
dok se ona u sluéaju dodavanja mase smanjuje.

Izvodenje ovih osnovnih relacija reaktivnog pogona prikazacemo ovde u
izvesnoj neophodnoj meri kriti¢ki s obzirom na polazne stavove pri njihovom
izvodenju.

Na pr. vrlo Cesto se za izvodenje izraza za reaktivnu silu (uglavnom
slu¢aj odvajanja mase od osnovnog tela) koristi prosto zakon akcije 1 reakcije.

Tako Vertregt (Vertregt) [43] 1 neki drugi uzimaju kao akcij}l F — silu
kojom se masa dm izbacuje brzinom ¢ za elementarno vreme dr, tj.

dm

F=c—,
dt

1 i ) ! G . dv i
a za reakcjju R — silu koja masi saopStava ubrzanje d—, tj.
t
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Pema tome iz zakona akcije i reakcije (da su suprotne) proistice R= —F,
odnosno
m 4y =—c a7 ; (6)
dt dt
L dv . - 3 o ST
Kako su vektori — i ¢ kolinearni, moZe se prethodna relacija napisati
t
u skalarnom obliku
s @
dt dt

e . dm dm s o . :
pri Cemu Je = uzeto apsolutno 7> 0). Inade uzeto tatno u obzir, pri sma-
t \ at

it s ., dm i g
njivanju mase tela, bice 7<0 1 zove se brzina rashoda mase. Sa druge strane,
t
ako se telo kreée brzinom v u odnosu na neki nepokretni sistem referencije,
i ako je brzina izbadene &estice u odnosu na taj isti nepokretni sistem u, tada
je c=u—v relativna brzina &estice u odnosu na pokretno telo.

Najzad, kretanje ovakvog tela mozZe se (kad je re¢ o njegovom progre-
sivnom kretanju) smatrati kao kretanje materijalne tacke samo pod pretpostav-
kom da je pri smanjenju mase tela pomeranje centra mase (teziSta) u samom
telu zanemarljivo.

Dakle, reaktivna sila F, (jednacina MesScerskog), prema (6) i (7), glasi
F=—c—=@W@—v)—, (8)
t

ili u skalarnom obliku

F=—c—. ©)

U sluGaju da na uodeno telo osim reaktivne sile F, dejstvuje joS neka
spoljasnja aktivna sila F vektorska diferencijalna jednalina kretanja tela imace
oblik

md—v=mw=F+F,=F—cd—m, (10)
dt dt

! dm
§to je u skalarnom obliku za —=>0

dt
di
mi=X—c; —m,
dt
d
mj=Y-—c, —m,
dt
2 am
MZ=Z —Cy —

dr
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Pri tome je
W= 1% 5, &l F={X W 7 e—{c,, e il

Ocigledno je da se, za ¢=0 (relativna brzina &estice jednaka nuli), jed-
nacina (10) svodi na osnovnu Njutnovu jednadinu dinamike.

Moze se jo$ biti u nedoumici, kako to da ,,reaktivna‘ sila kao unutrasnja
moZe pokretati telo, a reCeno je, s obzirom na zakon o odrzanju kolidine
kretanja, da unutranje sile, bez obzira na njihov mehanizam, ne mogu uticati
na kretanje teziSta. Medutim, unutraSnje sile mogu pomerati pojedine delove
tela jedne u odnosu na druge i u naSem sludaju reaktivna sila unutrainjeg
porekla koja nastaje pri otpadanju mase ustvari pokreée preostali deo tela
posle izbacivanja dela mase.

Jednacina (7) se moZe napisati u obliku

mdv=—cdm, odn. dv=—c %, (11)

odakle se onda integracijom od nekog trenutka 7z, do trenutka ¢ dobiva
t
v—v,=clnm | =cln A—{, (12)
m
to

gde je v, brzina tela u trenutku 7,, a v njegova brzina u trenutku 7, dok je
M masa tela na startu za f=t;, a m masa kao funkcija vremena u odredenom
kasnijem trenutku ¢.

Ako je v,=0, onda se prethodni obrazac moze napisati u obliku

M
= it 13
y clnn, (13)

1 to je obrazac Cjolkovskog za odredivanje brzine tela, kad je brzina otpadanja
mase (isticanja gasova) jednaka c¢. Brzina vy je ona brzina koju telo (raketa)
postize, ako se ne uzima u obzir gravitacioni ili neki drugi uticaj (napr. otpor
vazduha) i na nju nema uticaja oblik putanje.

Treba samo obratiti paZznju da je prelaz od (11) do (12) odn. (13), tj.
integracija, izvedena pod pretpostavkom da je brzina ¢ u posmatranom inter-
valu 7— 1, konstantna ili bar pribliZno konstantna, inace bi se pri nekoj pro-
menljivosti o tome moralo voditi racuna.

Jasno je, da, ako se i prede preko upadljive povrSnosti prethodnog izvo-
denja iednaline MeSCerskog (8), ostaje ipak &injenica da uopSte nisu jasno
uodljive pretpostavke koje se pti tome izvodenju ¢ine — od Cega se polazi. To
svakako treba kriti€ki razmotriti, jer se radi o znalajnim pitanjima koja stoje
u osnovi raketodinamike.

Izvodenju jednadine MeSderskog moze se stoga, Sto se takode nalazi u
literaturi: Kosmodemjanski, Rupe (Ruppe) [32] pristupiti i ovakvim razmislja-
njem. Odbijeni deo mase A m tela i ostatak mase m—Am posmatraju se kao
dva neelastiéna &vrsta (Sak kruta) tela pri sudaru. Tada je poznato da su nji-
hove koli¢ine kretanja posle sudara (u trenutku odvajanja) suprotne. Dakle,

(m—Am)Av=—cAm, (14)
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ako je Av promena veli¢ine brzine osnovnog tela a ¢ brzina odvojene mase
(odbijenog tela). Tada se iz (14) sasvim korektno dobiva, zanemarivanjem
malih drugog reda (Am Av), relacija

mAv=—cAm,

iz koje se deobom sa A¢ i prelazom ka granici (A7—0) odmah izvodi
relacija (11). Pretpostavka od koje se ovde polazi jeste da postoji Cvrst dodir
osnovnog i odbadenog tela. To bi znadilo da se ne moZe govor'ti o reaktivnoj
sili u ovom smislu, osim ako su osnovno i odbageno telo prethodno bili u
Cyrstom kontaktu. ;

Pitanje je sad, da li je hipoteza kontakta osnovnog tela i odbijene mase
i njihova &vrstina neophodna pri izvodenju izraza za reaktivnu silu i za jedna-
ginu kretanja tela promenljive mase, kad je poznato da ona vaZi i pri odva-
janju fluida, $to ukazuje na to da hipoteza &vrstog kontakta nije neophodna.

Stoga ¢emo sad pokazati izvodenje jednafine MeSCerskog prema onome
kako je Kosmodemjanski to uradio u vektorskom obliku na osnovu skalarnog
izvodenja MesCerskog (Levi-Civita je izveo kasnije te relacije u vektorskom
obliku) polazeé¢i od zakona o odrZanju koli¢ine kretanja.

Telo (u 3irem smislu materijalni sistem) mase m neka se krece izolovano
(ili se tako zamisli) od deistva spoljasnjih sila i nekim unutra$nim silama
odbije se deo Am mase osnovnog tela. Prema zakonu o odrZanju koliine
kretanja bice koli¢ina kretanja tela m—Am, Cija se brzina v (u odnosu na
nepokretni sistem) promenila u v+Av i odbijenog tela Am, koji se u odnosu
na nepokretni sistem kreée brzinom u, biti jednaka onoj pre raspada, tj.

(m—Am)(p+Av)+ulAm=my.

Ako se ovde mala veli¢éina Am Av drugog reda zanemari u odnosu na
male prvog reda, dobice se

mAv=—@—v)Am,

i kad se stavi u—v=¢, podeli sa At i prede ka granici (At—0) dobiva se
relacija (6)
dv am
m-—=—c—.
dt dt

Ovde je samo jedno jasno da je dm uzeto pozitivno, ali nekih drugih
pretpostavki o karakteru sistema nema. Prema tome, ove relacije vaze i onda
kad je u pitanju neki sistem medusobno povezanih Cestica bez neophodnosti
da on bude &vrsto telo. »

Jednadina (10) pokazuje da je kretanje tela promenljive mase (rakete) u
stvari sloZeno od kretanja

m G =F, (15)
dt

pod dejstvom spoljasnjih sila 1 kretanja

sl e, (16)
dt dt

dv, , dv,

1 r

usled dejstva reaktivne sile. Pri tome su odgovarajuc¢a ubrzanja.
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Medutim, ne treba ispustiti iz vida ni jednu pretpostavku koja se uzima
pri koriSéenju jednacine (10), a to je da se telo promenljive mase posmatra
tako da npr. u gravitacionom polju ono ne priviaci konaéne mase veé samo
biva privladeno od njih, pa prema tome ono ne izaziva poremeéaje u kretanju
okolnih tela konacne mase. Blize odredbe o redu veliina ovih privladenja ne
postoje.

Sama jednacina (10) natura i pitanje nalina i moguénosti refenja konk-
retnih zadataka, koji mogu biti vrlo vaZni. Treba znati da se, pri tom, u
najopstijem sluaju ima posla sa diferencijalnom jednadinom koja ispisana u
potpunosti eksplicitno ima oblik :

m (o) dv (t)

7 (17)

=F(r)-c(r)5’1:ﬁ,

gde ni ¢ ne mora biti konstanta. Osim toga, ako je spoljainja sila gra-
vitaciona, ona se svakako za vreme aktivnog (upravljivog) leta pri udaljavanju
od Zemlje menja. Medutim i to pifanje je jo§ nedovoljno prouleno.

Najzad, pokaza¢emo jo§ jedno izvodenje jednalina raketnog leta, koje se
zasniva neposredno na samom zakonu koli¢ine kretanja a ne na njegovoj posle-
dici zakonu o odrZanju koliine kretanja. Sto je najvaZnije ne uvlade se nikakve
pretpostavke o karakteru promenljivog dinamifkog sistema izuzev onih sasvim
opSte usvojenih. Osim toga se pri izvodenju jednadine raketnog leta ne razdvaja
reaktivni pogon od kretanja pod dejstvom aktivne sile. Ideja za to potide od
autora Rosera, R. Njutna i Grosa (J. B. Rosser, R. B. Newton, G.L. Gross)
[31] ali je naSe izvodenje originalno.

Zakon koli¢ine kretanja u diferencijalnom obliku (3) izvodi se pod pret-
postavkom da je masa m tela u kretanju nepromenljiva i da se kolifina kretanja
menja samo usled promene brzine v. Taj zakon se moze, kad je re¢ o konaé-
nim prira§tajima pomocu teoreme o srednjim vrednostima napisati u obliku

K(it+At)—K(@)=F(@+Ar) Az (18)

Odavde se naravno deobom sa At i prelazom ka granici moZe doéi do osnovne
jednacine dinamike (2) i zakona koliine kretanja u diferencijalnom obliku (3).

Medutim, ako se masa m tela u toku kretanja menja, onda ¢e se posle
promene vremena A¢f, koli¢ina kretanja promeniti ne samo usled promene
brzine kretanja ve¢ i usled promene mase. To znadi mesto (18) treba napisati

K¥(t+At)—K(@)=F*(t+AnAY, 19)

gde je sad K* nova vrednost koli¢ine kretanja usled dvostruke promene a F*
nova ukupna sila koja pri tom dejstvuje.
Ocigledno je da se sad moZe napisati

K*(t+At)=K(+Ar+AK, (20)

gde je K(t+At) koli¢ina kretanja promenjena samo usled promene brzine,
dok je AK onaj deo promene kolidine kretanja koji potie od promene mase.

Udeo promene kolidine kretanja usled smanjenja mase — odvajanja mase Am
od osnovnog tela brzinom z biée odreden izrazom
AK=—ulAm, 1)

gde je brzina # odredena u odnosu na isti nepokretni sistem kao i brzina
tela v, a Am>0.
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Kad se (21) unese u (20) i to posle stavi u (19) dobiée se
K(+At)—K()—ulAm=F*(t+A1) At

Deobom ove relacije sa Af i prelazom ka granici dolazimo do

dm
F—u —=F%, 22
o (22)
jer je
i K(t+Az‘)—K(r)=F’
Ar—0 A[
spoljasnja aktivna sila, a
X Am dm
lmu —=u—
A0 At dt

Sa druge strane deobom relacije (19) neposredno sa Af¢ i prelazom ka
granici izvodi se

LKA K@) [mv]icac—[my]l, _ d(my)

li lim JBn (23)
A1—0 At At—0 At dt
Kad se izjednae vrednosti (22) i (23) za F* dobice se
S e A (24)
dt dt
odn. jednacina (10)
mﬂ=F—(u—v)@:F—c@.
dt dt dt

Do rezultata (23) moze se doci i ovakoim razmiSljanjem. Polazeéi od
K*(t+A0)=(m—Am)(v+Av), (25)

§to je svakako promena koli¢ine kretanja usled promene brzine i promene
mase i ako se AmAvy zanemari kao mala viSeg reda a uzme u obzir da
je K(f)=mv i sve to unese u (19) dobice se

mAy—vAm=F*At.

Posle deobe i prelaza ka granici proistiCe jednalina (23)

mgv__ @_a’(mv)_
dt dt dt

F*,

3. Istorijske primedbe

Krajem XIX i poetkom XX veka ruski nauénici Ivan Vsevolodovi¢ Mes-
Cerski (1859—1935) 1 Konstantin Eduardovic Cjolkovski (1857—1935) postavili
su osnove mehanike promenljive mase pa time i raketodinamike.
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Osnovni radovi o tome su:

HU. B. Mewuepckuii — HuHamuka mouku nepemeHHOl Maccyl.
C. TletepOypr, 1897.
YpasHenua geuxenus mouku nepemeHHOU maccel 8 odujem

cayuae.
/
C. Tletepdypr, 1904.
K. 3. Luoaxosckuti — HccaegosaHue mupoevlx npocmpaHcme peakmusHulMu npu-

oopamu. Kamyra, 1903.

Osim ovih prvih publikacija u vezi sa mehanikom tela promenljive mase
i raketodinamikom, koja se poclela razvijati tek izmedu dva rata, postoje 1 neke
publikacije poznatog italijanskog naucnika jevrejskog porela Tulija Levi-Civite
(Tullio Levi-Civita 1873—1941). Njegovi su radovi u vezi sa ovim pitanjem:

T. Levi-Civita: — Sul moto di un corpo di massa variabile. Rendiconti Accad.
dei Lincei, 1928 (6), (8) p. 329-333.
Aggiunta a la nota precedente, p. 621-622.
Ancora sul moto di un corpo di massa variabile. Rendiconti
Accad. dei Lincei 1930, p. 626-632.

Dakle, iako su osnovne jednaline o kretanju tela promenljive mase
postojale, Levi-Civita ih izvodi ponovo ne pominjuéi ruske nauénike. Cinjenica
to je Meserski svoje jednadine izveo u skalarnom obliku, a Levi-Civita u
vektorskom ne igra pri tom neku naroGitu ulogu.

S obzirom da je Tulio Levi-Civita veliki nauénik i da mu se ne moZe
prebaciti nekorektnost plagijata, ovo se mozZe objasniti samo kao nepoznavanje
ruskih radova. Ti radovi su bili: 1) objavljeni na ruskom jeziku, a tada ruski
jezik nije bio u nauci toliko poznat kao danas, i 2) o kretanju raketa, tj.
tela promenljive mase pocelo se Sire govoriti tek posle prvog svetskog rata!

Prema tome, Levi-Civita je ponovo otkrio osnovne jednadine kretanja
tela promenljive mase nezavisno od MesCerskog i Cjolkovskog.

Danas se samo u ruskoj literaturi i literaturama bliskim ruskoj nauci ove
jednadine nazivaju ispravno po imenu Mescerskog 1 Cjolkovskog, a u tzv.
,,zapadnoj‘¢ literaturi se uz ove jednadine obi¢no ne pominje nijedno ime.
Razlog za to je s jedne strane nepoznavanje €injeninog stanja a s druge mozda
Yelja da se ne citeti ni uspomena na Levi-Civitu, koji je bona fide, istina 31
godinu posle Mes¢erskog, otkrio iste zakone. Jo§ neSto u tome verovatno igra
neku ulogu a to je savrSena jasnost i elementarnost izvodenja ovih zakona i
Cesto uverenja da je to gotovo samo po sebi razumljivo i da je u neku ruku
sasvim prirodna posledica poznatih zakona mehanike.

4. Sastav i performanse rakete

Raketa je letelica koja se krece reaktivnim pogonom nastalim odbacivanjem
sopstvene mase pomocu raketnog motora. To je letelica koja za svoj let ne
zahteva prisustvo neke okolne sredine i moZe da se kreée u vodi, vazduhu,
meduplanetnom prostoru itd. Ponekad se i sam aparat za odbacivanje mase
naziva raketa. Inage re¢ raketa se odnosi uglavnom na: 1) one reaktivne lete-
lice koje nose korisni teret u naucéne ili neke druge prakticne svrhe, i 2) na
takve vojne lctelice, nazven. i projektili, koje nose eksplozivne glave za raza-
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ranje 1 sluZe pretezno u vojne svrhe. Najzad reketom se mnazivaju i poznati

predmeti koji sluze za vatromet a zasnivaju se takode na principu reaktivnog
pogona.

U sastav rakete unosi se na naroditi nain pogonski materijal spremljen
za odbacivanje i on moZe biti zasad Cvrst i tedan. Savremeni tehniCki razvoj
koristi uglavnom teéni pogonski materijal i on se sastoji iz dva dela goriva u
uZem smislu i paljiva (oksidatora) koji sluZi za paljenje i izbacivanje gasova.

Sama raketa se sastoji od ovih osnovnih delova (prikazano shematski po
Vertregtu [43] na sl. 1):

a) Korisni teret, ¢iju masu ¢emo obeleZiti sa M M
— sastoji se od istrazivackih instrumenata i osoblja. o
Korisni teret obuhvata 1 masu same kabine u kojoj
su smeSteni instrumenti i posada i sve ono §to je
neophodno za odrzavanje posade (klimatski uredaji,

rezerve hrane itd.). >Mp
b) Pogonski materijal, Cija masa neka bude M, N

a obuhvata gorivo 1 paljivo.

Upravo moze se re¢i da je M, masa svih onih
supstancija koje se izbacuju za vreme leta.

Mc

¢) Ukupna totalna masa, obelezena sa M.

d) Konstrukciona masa M, dobiva se, kad se od —
celokupne mase M oduzme masa korisnog tereta i SI. 1
masa pogonskog materijala, tj. M,=M-M,—M,.
Ona predstavlja masu praznih rezervoara, motora, kontejnera u kome je sve
smesteno, kontrolnih uredaja itd.

Neke razmere ovih masa su karakteristiéne za performanse rakete. Tako
razmera ukupne (startne) mase M 1 mase M, Kkorisnog tereta, tj.

k:;a 26
Y (26)

o
koja se naziva razmera korisnosti, odreduje ukupnu masu rakete za unapred
dati korisni teret. Veliina ove razmere zavisi od visine i brzine koje se mogu
postié¢i, odn. koje treba posti¢i, ali i od prirode goriva, konstrukcije rakete
i nekih drugih okolnosti.

Cilj je konstruktora da se veli¢ina ove razmere ulini §to je moguce
manjom, tako da za dati korisni teret celokupna masa bude $to manja, odn.
da za datu celokupnu masu korisni teret bude Sto veci.

Druga vazna razmera — strukturna rasmera s — jeste odnos zbira pog-
onske i konstrukcione mase prema konstrukcionoj masi, tj.

M, + M,
S:_ﬂ_-f___c. (27)
M

c

Ova razmera zavisi od vise faktora a pre svega od upotrebljenog materijala
i goriva, konstrukcije rakete itd. Za savremene rakete sa teCnim gorivom ova
razmera iznosi nesto oko 10, dok se pri upotrebi Cvrstih goriva oekuje i
dvostruko vise.
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Najzad, za odredivanje performansi raketa karakteristiCna je i razmera
masa r, tj. razmera celokupne mase rakete — njene startne mase i mase rakete
bez pogonske mase, odn. mase korisnog i konstrukcionog dela

M M

= = ; (28)
M-M, M,+M,

r

posto je
M-M,=M,+M,.

Ulogu razmere r pokaza¢emo najbolije na ovaj nalin. Iz obrasca Cjolk-
ovskog (13) vidi se da se najveéa brzina v,_,, rakete moZe posti¢i posle sago-
revanja celokupnog goriva, tj. kad bude

777:Mk=M—]L{p,

pa se stoga obrazac za najvec¢u brzinu, koja se moZe posti¢i odredenom rake-
tom, mode napisati u obliku

max

Vs — N ——M——=c1nr. (29)
M—-M

p

Odavde je oCigledno da ¢e maksimalna brzina koju neka raketa moZe postici
biti veéa od brzine isticanja gasova ¢, tj. v, ,.>c¢, onda kad je

r > e(=2,7182.),

inade je manja ili izuzetno jednaka.
To pokazuje da je razmera r jedna od najvaznijih karakteristika rekete.

Izmedu tri prethodne razmere nije teSko uspostaviti odredenu vezu.
Naime, bice

! 1 L Mg M=Mo M M
k M M M
-1
e o
M M, 7 S
posto je iz (27)
1
-%i+1=& e ;
. M s =1
pa je stoga
iV[L+——M°=1+MC:1+ L2
M, M, s—1 s-—1
Sa druge strane iz (28) se dobiva
M 1

f=—=
M-M, _
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a odatle je
2 peily
M

Iz (30) se onda izvodi

k A
Sto, najzad, daje traZenu vezu -
-1
e (1)
s—r

Ova relacija sluZi za izradunavanje razmere korisnosti neke rakete, kad su date
strukturna razmera i razmera masa.

5. Potisak. Specificni impuls

Ako je sagorevanje goriva rakete jednoliko ili bar priblizno jednoliko i
ako je vreme trajanja sagorevanja u sekundama 7, moZe se, apsolutno uzeto,
napisati

% = brzina rashoda mase = %n—q =m=q, (32)
t

pri éemu je m=m(t) promenljiva masa rakete u funkciji vremena. Medutim,
korisni teret M, i konstrukcioni elementi M, se po pravilu ne menjaju ili bar
ne u svakom trenutku vremena, pa se moZe napisati

dm dm .
qz—(;=m_—d—tp=mpa (33)

gde je m, masa pogonskog materijala shvadena kao promenljiva u toku vremena.
Velidina reaktivne sile (8) odn. skalarna vrednost (9) te sile, uzeta apso-
lutno, zove se potisak P (thrust, maza), pa je

P=mw=m d—v=c d—m=cm, (34)
dt dt

gde je 621—V=w ovde ubrzanje (njegova algebarska vrednost) koje potie od reak-
dt

tivne sile. S obzirom na (32) potisak se moZe izraziti o obliku
P=cqg=cm=cm,. (35)

Pri tome je u sistemu CGS, dimenzija brzine isticanja ¢ jednaka cmy/s,
brzina rashoda mase jednaka gfs, pa je onda dimenzija potiska data u dinima.
Medutim, ako potisak treba izraziti u gramovima teZine, onda treba podeliti
jo§ sa veli¢inom ubrzanja Zemljine teZe i to po pravilu sa tzv. normalnim
ubrzanjem g, = 980,665. Tako se onda za potisak u gram-teZinama dobiva

p_CT
£

Jasno je da se velidina potiska u klasiénim kilogram-teZinama (kilopondima)
odavde dobiva deobom jo§ sa 10°.

(36)

2 Uvod u astrodinamiku
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Medutim, ako se odmah Zeli izraziti potisak u savremenoj meri, tj. u
njutnima (N), onda izraz (35) u dinima treba podeliti sa 10

Da napomenemo uzgred da je jedna komponenta kretanja u slucaju
reaktivnog pogona tzv. pad pritiska pri izlazu iz mlaznice. O njemu, naravno,
moze biti re€i pri kretanju u vazduhu ili nekoj drugoj otpornoj sredini. To
se mora racunati kao komponenta potiska i obiéno je manjeg znalaja a u
vakuumu je nema.

Ta komponenta, kad postoji, odreduje se na naredni nalin. Ako je P,
pritisak u SpOl_]aSD_]CIIl prostoru a P, pritisak mlaza izduvnih gasova pred sam
izlazak iz mlaznice i » jediniéni vektor orijentisan unutra u mlaznicu, bice

p=(L,—P)Sn, (37)

taj pad potiska, ako je S povrSina preseka otvora mlaznice. On je aerodina-
mickog karaktera.

Ako se relacija (36) napiSe u obliku
/2
e (38)

Iﬂp g,

onda leva strana (razmera potiska i brzine rashoda mase) ili desna strana
(razmera brzine isticanja gasova i ubrzanja Zemljine teZe) odreduje tzv. speci-
fieni impuls I, rakete. On se izrazava u sekundama, jer je dimenzija koli¢nika
brzine i ubrzanja vreme, a u izvesnom smislu je takode karakteristiCan za
performanse rakete.

6. Koeficijent korisnog dejstva rakete

Koeficijent korisnog dejstva m rakete izraZava se razmerom energije, izaz-
vane postignutom brzionm v rakete posle izbacivanja celokupnog goriva M, .

5 =i il : :
1. energue?Mk v2, pri éemu je
My—M—M,=M,+M,

1 energije u izbatenom materijalu (izduvnim gasovima) M, brzinom c, {j.
1

E‘ Mp C2.
Prema tome, bice
M, v?
Rt (39)
M, c?

Sa druge strane, prema obrascu Cjolkovskog (13), bi¢e maksimalna
brzina v, , apsolutno uzeta, na kraju sagorevanja celokupnog pogonskog mate-
rijala, poznata kao karakteristicna ili idealna brzina

M e (40)

M
Voax=Vp=cln—, odn.

max [k Mk
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Kako je
M,=M—M,=M, (ﬂ— 1),
k
moZe se, s obzirom na prethodni rezultat, napisati
M
M

p

—

Kad se ovo unese u (39) dobi¢e se najzad

2
In—
S 77—, z(*Mk). (41)
ke — 1 ! £_1
M,

Odavde se sad moZe odrediti maksimum koeficijenta korisnog dejstva u
odnosu na razmeru v./c i tako dobiva

Nmax = 0,647,
za Vi/c=1,594, odnosno

M pus,
k

Dakle, maksimalna vrednost koeficijenta korisnog dejstva je za v, =1,594c.
Medutim, ako napr. treba ostvariti v,=35¢, onda tome odgovara vrlo nepo-
voljna razmera masa. Ona tada iznosi r=149, a koeficijent korisnog dejstva
je samo 0,169.

Iz prethodnog se vidi da je teZiSte pitanja kako posti¢i veliku brzinu v
kretanja rakete u brzini ¢ izbacivanja mlaza, tj. u tehnicki ostvarljivoj brzini c.

7. Ubrzanje rakete. Predeni put u toku pogonskog leta

Za ubrzanje reaktivne sile (uzeto apsolutno) moZe se prema (34) napisati

m P

Iz ove relacije je jasno, da, ako se kao uobicajeno zahteva stalan potisak
(P=const.) pri odbacivanju materijala, onda, poSto se masa rakete u toku
pogonskog leta smanjuje, mora ubrzanje rakete da raste.

Kako je na poletku sagorevanja masa rakete M a po zavrSetku sagore-
vanja ona iznosi M —M,, onda je jasno da je najmanje ubrzanje

P
w o) 43
min = (43)
a najvece =
Whax = (44)
M—-M,

p



20 Tatomir P. Andeli¢

Oba ova ubrzanja mogu se izraziti i pomoc¢u karakteristiénih razmera za
let rakete. Tako, ako se u (43) unese vrednost P iz (35) i uzme u obzir da
se (28) za ukupnu masu moZe napisati

7

M= M,,
r—1
onda iz (43) proistie
m r—1
Wmin =€ ——*
M, r

Medutim, posto je (ako je T vreme sagorevanja)

2= m, ] (45)
odnosno
m 1
M, = i

dobi¢e se, najzad, za najmanje ubrzanje

r—1

r

(46)

(63
Whin="—""
T

Na sasvim adekvatan nalin se od (44) dobiva za najveée ubrzanje izraz
¢

Whax =" (r_ 1) (47)
T

U prethodnim obrascima je ubrzanje izraZeno u cm s~2, ali se u praksi
ova .ubrzanja rakete izraZavaju u odnosu na normalno ubrzanje g, Zemljine
teze 1 piSe

¢
W =— 5 w = — (r—l) (48)

max
Eo® 8T

Deobom najveteg i najmanjeg ubrzanja dobiva se

Wisoo
max 5 (4 9)

L

Wrin
odakle jo§¥ jasnije proistile vaZnost razmere r masa rakete.

Kad je potisak stalan, mora, prema (35), biti 77=const., tj. masa m je
linearna funkcija vremena, pa ¢e biti u nekom trenutku #

m=M—mt,
gde je st koli¢ina izbadenog materijala. Tada se iz (42) dobiva
m

dv=c e dt=c— dt, (50)
m M—mt ;
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a odatle integracijom od v,=0 do v i od #, do ¢ izvodi poznati obrazac Cjol-
kovskog
M

y=cln —,
m

gde je M vrednost od M —mt za t=0.

Ako, medutim, u toku pogonskog leta rakete treba iz odredenih razloga
obezbediti konstantno ubrzanje (w=const.) tada se, prema (42), mora u toku
leta zajedno sa opadanjem mase smanjivati i potisak. Tada iz (42) imamo

w=@=c —nj—=a=const., (51)
dt m
odnosno
dv=adt 1 v=at, (52)

ako je poletna brzina jednaka nuli.

dv ] S . o
Kad se vrednost -d— za reaktivno ubrzanje iz (51) unete u jednacinu
¢

Mescerskog u obliku (7), dobice se

dm m
T M m,
dt m
ili
o LY
m m
tj. posto je iz (51)
m a
L 5
n_2, (53)
najzad
d—m= ¥
m e

Integracijom levo od M do m a desno od 0 do ¢ dobice se s obzirom na (52)

I i (54)
m

c. ¢
§to daje eksponencijalni zakon opadanja mase

m=MerF=Me <'. (55)

7a vreme radunato od 0, kad je trajanje sagorevanja (odbacivanja) mate-
rijala =, bie na kraju sagorevanja dostignuta krajnja brzina, prema (51)

V,=4ar, (56)

a masa rakete preostala posle sagorevanja bice

a

my=Me © - (57)

T

Relacija (53) je u stvari obrazac Cjolkovskog.
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Predeni put u toku pogonskog leta s od podetka kretanja do nekog tre-
nutka ¢ moZe se izvesti iz relacije

v=d—s=cln£[. (58)
dt m

Pri tome se predeni put u slufaju stalnog potiska razlikuje od onog
predenog za isto vreme, kad je ubrzanje stalno.

U slu¢aju stalnog potiska je 7 =const. pa za trenutnu vrednost razmere
masa imamo

i e T M T (1 —ﬂ),
m M

i relacija (58) se moZe napisati u obliku
ds=—cln (l ae ] t> dr.
M
Integracijom od 0 do s odnosno od 0 do ¢ dobiée se za traZeni predeni put

s=c%f—(1—%t) [In(l—%t)-}—l]. (59)

Citav put o koji raketa prede za celo vreme = pogonskog leta, dobice
se, kad se uzme u obzir, da je u trenutku prestanka rada raketnih motora s
obzirom na (45)

1_17=1_%_M=i,
M M M r
pa je tako
cr=c£i (I=Inr). (60)
m r

Za sluCaj konstantnog ubrzanja se iz (51) i (52) neposredno dobiva za
konano postignutu brzinu v, na kraju izbacivanja materijala i predeni put

m
Vp=at=c— T,

(61)
c=ia72=ici1'2.
2 200 M

Iz (53) se mnoZenjem sa vremenom sagorevanja t izvodi

— ="l = f*—-In——=Inr,

odakle se dobiva
e (62)
m
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UnoSenjem ove vrednosti u (61) dobiva se za predeni put u sludaju
konstantnog ubrzanja isticanja materijala

c=iM—clnr. (63)

2 m

8. ViSestepena raketa

Najveéa brzina koja se moZe posti¢i jednom obi¢nom raketom, dostiZe
se, kako smo videli, na kraju sagorevanja ukupnog pogonskog materijala,
naravno pod pretpostavkom da nema nikakvih gubitaka, i iznosi

M
v=cln—=clnr.
M,

Ako se uzme da je pre ukljulivanja u rad raketnih motora raketa ve¢ imala
neku brzinu v,, tada je ta najveéa dostiziva brzina

v=elnrdy,. ' (64)

Medutim, kako ta poletna brzina ne moZe biti velika, jer neke udarne (nagle)
promene koliine kretanja rakete ne dolaze u obzir, sve zavisi od clnr, tj.
kako je ve¢ receno, pre svega od brzine isticanja ¢, jer je razumljivo razmera
masa r podloZna izvesnim ogranienjima u vezi sa praktiénom ostvarljivoséu.

Nevolja je u tome §to se ne moZe samo poveéavati koli¢ina pogonskog
materijala (goriva i paljiva) M, ve¢ se istovremeno mora poveéavati i konst-
rukcioni materijal M, pa se ubrzanje rakete radi dostizanja §to veée brzine
odnosi i na ubrzanje konstrukcionog materijala. ‘

Ukoliko se ne nade neki takav pogonski materijal koji bi davao veliku
brzinu ¢ isticanja (odvajanja mase od osnovnog tela), jedini izlaz za postizanje
velikih brzina je konstrukcija viestepenih raketa.

Savremeni te¢ni hemijski pogonski materijali ne pruZaju moguénost ostva-
renja velike brzine sa jednom raketom. Tako se sa etil-alkoholom kao gori-
vom 1 te¢nim kiseonikom kao paljivom dostiZe brzina isticanja ¢ =2,4 km/s
sa kombinacijom hidrazin-azotna kiselina brzina ¢=2,7 km/s a sa teénim vodo-
nikom i te¢nim kiseonikom brzina c¢=3,6 kmys.

Napr., ako uo&imo teorijski idelnu moguénost da je razmera masa r =5,
Sto odgovara optimalnoj vrednosti koeficijenta korisnog dejstva i da je pogonski
materijal te¢ni vodonik i teéni kiseonik dobiée se

v,=3,6 km/s-1,6a5,8 km/s,

a to je jo§ uvek manje od prve kosmigke brzine v, =7,19 km/s, o kojoj ée
tek biti govora.

Stoga se konstruiSu visestepene rakete, koje se sastoje od nekoliko delova
(stepena) — dva, tri ili viSe, pored korisnog tereta, koji se ukljucuju u rad
uzastopno 1 to tako, da kad se potrosi pogonski materijal u jednom od njih,
onda se deo konstrukcije vezan za taj deo odbacuje i smanjuje u daljem letu
celokupna masa rakete.
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Na sl. 2 je shematski prikazana jedna trostepena reketa. Svaki stepen
rakete sastoji se od raketnog motora, rezervoara pogonskog materijala i naravno
noseée konstrukcije. Korisni teret (kabina sa posadom i instrumentima) je
posebno (na slici prevuceno). On se
obi¢no ne smatra delom stepena rakete.
Pod viSestepenom raketom se onda ra-
rumeju svi stepani rakete zajedno sa
korisnim teretom. Posle odbacivanja
jednog, dva ili viSe stepena rakete ostaju
tzv. delimi¢ne rakete. Prva delimicna
raketa se dobiva posle odbacivanja prvog
I11 stepen stepena rakete.

Odmah treba istaéi da se ni viSe-
stepenim raketama ne reSava sve, jer se
broj stepena ne moze neogranieno po-
vec¢avati. Treba upamtiti da je pravo 1
jedino reSenje povelavanje brzine isti-
11 stepen canja materijalne mase.

Naime, maksimalna brzina koja
se moZe postiéi nekom viSestepenom
raketom dobiva se aritmetickim sabira-
njem brzina ostvarenih pomocéu poje-
dinih stepena, dok se ukupna masa ra-
kete pri tome ipak menja i Taste geo-
metrijski.
| stepen Primera radi, ako imamo prostu
raketu CGije su karakteristine razmere:
r=51s=6, a kod koje je brzina isti-
SL. 2 canja ¢=2,7 km/s, tada se moZe postici

teorijski idealna brzina

o~

vy=2,7 km/s- 1,6 =4,3 km/s.
Razmera korisnosti ove rakete je prema (31)

S Rl FI T
M, S—r

tj. da bi se ovom raketom izbacio korisni teret od 17 brzinom od 4,3 km/s
potrebna je na startu raketa mase 25 t.

Medutim, ako se zamisli jo§ jedan stepen rakete koji treba da poveca
brzinu za jo§ 4,3km/s — da je udvostrudi, onda se cela prethodna raketa
mase M mora sad smatrati kao korisni teret koji treba izbaciti brzinom od
4,3 km/s. Pri istim karakteristiénim razmerama to odreduje novu masu M,; na
startu prema obrascu

M,

=25, odn. M, =625+t

Dakle, za izbacivanje korisnog tereta od samo 17 brzinom od 8,6 km/s
potrebna je, pri prethodnim razmerama, na startu masa od 625 1.
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Kod viSestepene (ovde trostepene) rakete obelezimo sa M,, kao obitno,
masu korisnog tereta: sa M;=DM,+M,;+ M, masu druge delimicne rakete,
koju ¢ini masa M,;+ M., (pogonska i konstrukciona) treceg stepena rakete
zajedno sa konsmm teretom M, sa M,=M;+M,,+ M, masu prve delimicne
rakete, koju sad &ini masa druge delimiéne rakete sa pogonskom i konstrnkci-
onom masom rakete drugog stepena; i nanad sa M,=M,+ M, + M, masu
ove Citave trostepene rakete ma startu, koju Cini masa prve dehmlcne rakete
zajedno sa pogonskom i konstrukcionom masom prvog stepena rakete. Pri
tome se prva delimiéna reketa dobiva posle odbacivanja drvog stepena viSe-
stepene rakete, druga ostaje posle odbacivanja drugog stepena itd.

Tada imamo od podetka, prvo, za Citavu raketu, prema definiciji (26),
kao razmeru korisnosti k

et (65)

Medutim, razmera k; korisnosti za polaznu raketu, kad se cela prva dehmlcna
raketa smatra kao korlsm teret, bice

Na sliCan naéin biée za prvu delimi¢nu raketu ukupni teret M, a korisni
ternt M,, pa prema tome

S0
A
odnosno za drugu delimiénu raketu (koristi teret M, a ukupna masa M,)
L
MO

Kako se (65) oligledno moze izraziti na naredni nacin

goa My My My M

My M, M, M,
imamo
K=k k,k,,
odnosno za n stepena

K=k k, -k, (66)

n

Drugim redima, razmera korisnosti viSestepene rakete je proizvod raz-
mera korisnosti pojedinih delimiénih raketa.

Konstrukciona razmera i razmera mase se definiSu samo u odnosu na po-
jedine delimi¢ne rakete i iznose za proizvoljni n-ti stepen

Ml?n ! M Mn
7ite ; oRIE e
Mcn M,,*Mp,,
Rezultantna karakteristiéna brzina V' neke viSestepene rakete bice zbir
karakteristiénih brzina pojedinih delimiénih brzina, tj.

V=V1+V2+ +vn: (67)
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pri éemu je

v,=¢; Inr, @G=1,2, ..., n). (68)

To, onda daje
V=e¢, Inri+ec, Inr,+ -:- +¢, Inr, (69)
Ako se uzme, odn. ako se viSestepena raketa tako konstruile, da se u
svim njenim delovima brzine ¢; (i=1,2, ..., n) jednake, onda se iz (69) dobiva
V=clnr,-r,-r; -+ - r,=clnR, ’ (70)

u kom slucaju se
R=r -1, -1, (71)

zove ukupna razmera masa viSestepene rakete, tj. ukupna razmera masa vise-
stepene rakete je proizvod razmera masa svih sastavnih delova rakete.

Ovo otigledno vaZi za sludaj jednakih brzina isticanja, §to ne mora da
povladi i jednakost svih postignutih brzina kretanja v;.

Iz (70) se moZe izradunati ukupna razmera masa

R=eélle, (72)

kad se zna karakteristiCna brzina V viSestepene rakete i stalna brzina c isti-
canja gasova.
U zavisnosti od uslova postavljenog zadatka moZe se, naravno, zahtevati
1 da sve razmere korisnosti & i delimiénih raketa budu jednake, Sto onda s
obzirom na (66) daje
K=k",

§to je onda ukupna razmera korisnosti.
Najzad, ako su sve pojedinadne razmere r, masa jednake bide ukupna

razmera masa rakete prema (71)
Ri—r™

Mogu se dalje postaviti razna pitanja u vezi sa optimalno¥éu i drugim
uslovima leta, napr. pitanje optimalnog broja stepena rakete za ostvarenje
odredenih performansi, ali se na tome ovde nedemo zadrZavati.

Dovoljno je samo jo§ jednom naglasiti da se sa savremenim raspolozivim
pogonskim materijalom prakticno ne mogu ostvariti danas potrebne velike
brzine, ni konstrukcijom viSestepenih raketa.



II NEKI POJMOVI 1Z ASTRONOMIJE

1. Nebeska sfera

Sfera &iji je centar u centru Zemlje a polupreénik se zamislja proizvolj-
no veliki zove se mebeska sfera. Ona je koncentrina sa Zemljom. U stvari
njen centar je u posmatraevom oku, ali kad se radi o ogromnim kosmickim
udaljenostima, onda je greSka usled zamene posmatrafevog oka i centra Zem-
lje beznacajna i zanemarljiva.

Na toj sferi (sl. 3) uodavaju se
odredene osnovne tacke 1 veliki krugovi.
Takva jedna osnovna taCka je severni
pol nebeske sfere, kratko, nebeski pol.
On se nalazi u onoj tatki P nebeske
sfere u kojoj Zemljina osa, orijentisana
od juznog ka severnom polu, prodire
nebesku sferu. Posmatrana kao osa kroz
nebeski pol P i centar Zemlje O (odn.
posmatraCevo oko) ona se naziva nebes-
ka ili svetska osa. PoloZaj nebeskog
pola P nalazi se danas u konstelaciji
(sazveZdu) Malih Kola (Malog Medve-
da) blizu zvezde o ursae minoris, koja
se stoga zove polarna zvezda.

Veliki krug — zamiSljeni presek
nebeske sfere i ravni Zemljinog ekva-
tora — zove se nebeski ekvator, ali i
kratko samo ekvator (EKV). Ekvatorska
ravan je jedna od osnovnih referentnih ravni za posmatranje u kosmosu. Pre-

seci ravni paralclnih sa ekvatorom odreduju na nebeskoj sferi nebeske upored-
nike ili nebeske paralele.

Nebeski horizont ili kratko samo horizont (HOR) odreden je tangentnom
ravni Zemlje zamiSljene kroz posmatraevo oko ili njegovo stajaliste. Pod
horizontom se pri tome razume i sama ta tangentna ravan i veliki krug po
kome ona see nebesku sferu. S obzirom na veli¢ine posmatranih rastojanja
uzima se ponekad da i ta ravan prolazi kroz centar Zemlje. U tom sludaju
se govori o prividnom, odn. astronomskom ili geocentralnom horizontu, dok se
onaj prvi zove pravi. Dostupna posmatranju je samo ona polusfera nebeske
sfere koja se nalazi iznad horizonta. Horizont je takode jedna od osnovnih
referentnih ravni u proudavanju kosmosa i kretanja u njemu.

217



28 Tatomir P. Andelié h

Presek vertikale na datom mestu (odredene viskom) sa nebeskom sferom
u njenom vidljivom delu je zenit (Z£) posmatrada. Njegov antipod, presek ver-
tikale mesta sa nebeskom sferom u njenom nevidljivom delu je nadir (Vd).
Svaki zamiSljeni veliki krug na nebeskoj sferi (odn. esto se kao i na Zemlji
pri tome misli samo na odredeni polukrug) kroz pol P zove se nebeski me-
ridijan ili kratko meridijan (MER). Meridijan PXY kroz neko telo X (prirodno
ili ves§tacko) na nebu (tj. u prostoru) zove se meridijan tela X. Onaj pak me-
ridijan koji je odreden zenitom posmatraca Z, tj. meridijan ZPN (vidi sliku 3)
Zove se posmatracev meridijan, odn. meridijan mesta posmatranja.

Osim pola P i zenita Z ima jo§ &etiri znadajne referentne talke; to su
tzv. kardinalne tacke ekvatora: sever (N), istok (E), jug (S) i zapad (W).

Nihov poloZaj u prostoru moZe se utvrditi posmatranjem kretanja ne-
beske sfere. Nebeska sfera, posmatrana sa Zemlje, obrée se od istoka ka za-
padu. To je njeno prividno kretanje i ono je posledica stvarne rotacije Zemlje
oko njene ose od zapada ka istoku. Pri tome se i svako drugo kretanje od
zapada ka istoku zove diriktno, a ono od istoka ka zapadu retrogradno (pri-
vidno). Sad se one dve taCke na ekvatoru, u kojima posmatradev meridijan
seCe ekvator, zovu severna (N) i juZna (S). Pri tome je poloZaj severne tacke
odreden uslovom da prividno kretanje nebeske sfere ide, odatle posmatrano,
od istoka ka zapadu. Nebeski horizont sede pak nebeski ekvator u istocnoj (E)
1 zapadnoj (W) tacki. Pri tome je pravac EW upravan na praveu NS, jer je,
prema definiciji, horizont uvek upravan na posmatraevom meridijanu. Tacka E
se uzima tako da bude na 90° od tatke N pri prividnom kretanju.

PoloZaj kardinalnih tadaka zavisi od posmatrada, jer je od tri pomenute
preseCne ravni samo poloZaj ekvatorske ravni nezavisan od posmatraca. Inade,
od naSih prakti¢nih svakodnevnih pravaca: sever, istok, jug i zapad samo se
pravac istok-zapad uglavnom poklapa sa nebeskim pravcem, dok su ostale dve
taCke sever 1 jug u stvari u ravni naSeg horizonta (odn. o preseku posmatrade-
vog meridijana i1 horizonta).

Da bismo upotpunili ova nafa izlaganja o referentnim tackama i ravnima
nebeske sfere treba uzeti u obzir i uoditi i Sunce kao nebesko telo. Naime,
dok se nebeska sfera sa zvezdama (nekretnicama) na njoj prividno kreée sa
istoka na zapad kao celina, dotle to nije slugaj sa Suncem. Istina, na prvi
pogled Sunce se kre¢e svojim dnevnim kretanjem prividno sa istoka na zapad,
kao i Citava nebeska sfera, ali se posmatranjem i merenjem moze utvrditi da
ono menja poloZaj u odnosu na nebesku sferu. Osim svoga prividnog dnevnog
kretanja oko Zemlje, koje je posledica rotacije Zemlje oko njene ose, Sunce pri-
vidno obilazi oko Zemlje, §to je opet posledica Zemljinog obilaZenja oko Sunca.
Usled toga Sunce menja svoj poloZaj u odnosu na ekvator. Ovde o tome vise
neCe biit govora, ali dok Sunce pri dnevnom kretanju prividno obilazi oko
Zemlje za jedan dan (24 Casa) dotle prividno u svom drugom kretanju ono
obide Zemlju za jednu godimu dana.

Nova osnovna referentna ravan Zemljine putanje oko Sunca, odn. ravan
prividne putanje Sunca oko Zemlje koja se zove ekliptika (EKL). Posmatrano
sa Zemlje Sunce u svom privionom kretanju oko Zemlje prolazi kroz 12 kon-
stelacija zvezda, koje obrazuju tzv. zodijak (Zivotinjski krug-zbog imena Zivo-
tinja koje imaju te konstelacije),

Ravan ekliptike je nagnuta prema ekvatorskoj ravni pod uglom e=23°27"
koji se naziva nagib ekliptike. Ono pak mesto na nebeskom ekvatoru gde ga
seCe ekliptika pri prelazu Sunca na severnu polusferu na dan proleéne ravnod-
nevice zove se proleéna tacka i obelezava znakom 7. Ovaj znak obeleZava
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konstelaciju ovna (aries) u kojoj se pre 2000 godina nalazilo Sunce u svom
prividnom kretanju oko Zemlje u tom trenutku. Ova se tacka, medutim, po-
mera po ekvatoru u smeru obilaZenja Zemlje i tokom vekova dospela je danas
u konstelaciju riba (pisces), ali je ipak zadrZan znak ovna kao mjeno obeleZje.

2. Odredivanje poloZaja tela u kosmosu. Koordinatni sistemi

PoloZaj tela na nebeskoj sferi odreduje se samo utvrdivanjem pravca prema
nekom referentnom sistemu u odnosu na koji se posmatra telo. Pitanje rasto-
janja od posmatrada (odn. od centra Zemlje) se ne mora postavljati i ostaje
uglavnom neodredeno. Ako je re¢ o poloZaju tela u prostoru uopste, onda je
po pravilu pored praveca od znaaja i rastojanje kao §to je slucaj kod veStackih
satelita, ali 1 kod planeta.

Rastojanje tela na nebeskoj sferi se odreduje ugaonom merom, pa su ne-
zavisna od rastojanja posmatrata odn. Zemlje i ne izrazavaju se duZinskom
merom. Tako (sl. 4), ako je M posmatraé¢ a
MA i MB pravei prema telima 4 i B na nebu,
onda se kao rastojanje izmedu A4 1 B smatra
ugao «, tj. razlika uolenih pravaca. Naravno,
za tela u Sundevom sistemu, a pogotovu za
vestacke satelite samo razlika pravaca, tj. ugao
kao rastojanje izmedu dva tela nije dovoljan.

Kad se uzme u obzir da se jedan pun

obrt (o) nebeske sfere odvija za 24 Casa (24b),
bice

248 =360°=400"=27w=10,

pri ¢emu se kaZze i 27 rad. Jasno je da se ma koja od tih mera moZe upotre-
biti za merenje uglova. U astronomiji, pa i u teoriji kretanja vestackih satelita,
veliCine uglova se izraZavaju obiéno u stepenima ili ¢asovima i njihovim delo-
vima. Pri tome, ocigledno 15° odgovara 1%, a 1° odgovara 4min,

Za odredivanje poloZaja tela kao materijalnih tafaka, uocavanih kao geo-
metrijske tacke u prostoru, koriste se razni prostorni koordinatni sistemi kao
Sto je to na pr. Dekartov pravougli koordinatni sistem i to po pravilu tzv. desne
orijentacije. Medutim, u astronomiji, pa i u proudavanju kretanja vestackih sa-
telita, koriste se pretezno sferni koordinatni sistemi. Izbor koordinatnog sistema
se prilagodava datom problemu.Pri tome je vaZzan izbor podetka O sistema,
njegove osnovne ravni i osnovne ose. Pri proudavanju kretanja vestackih sate-
lita oko Zemlje koordinatni podetak se uzima u centru Zemlje (geocentralni
sistem) ili u datom mestu, na pr. u mestu posmatraéa, (topocentralni). Inace se
prema potrebi, naroCito pri proudavanju kretanja u Sundevom sistemu i dalje,
uzima poletak u centru Sunca (heliocentralni sistem). MoZe se, naravno, podetak
uzimati i u centru nekog drugog nebeskog tela, napr. planete (planetocentralni)
ili Meseca (selenocentralni). 1 druge karakteristine tacke za telo i sistem tela
mogu se uzimati za pocetak, napr. teZiSte dva tela (baricentralni sistem). Ako se
proucava kretanje u Galaksiji, onda se narodita tacka, definisana na odredeni
nacin, uzme za podetak (galakticki sistem), ali nas to ovde neée interesovati.

Za osnovnu ravan sfernog koordinatnog sistema se moZe uzeti nebeski

ekvator (ekvatorski sistem koordinata), horizont (horizontski sistem koordinata) i
ekliptika (eklipticki sistem koordinata).
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a, Ekvatorski sistem koordinata. — Osnovna ravan je ekva-
tor, osnovna tacka (koordinatni pocetak) O je u centru Zemlje, a prema ori-
jentaciji osnovne x-ose razlikuju se dva ekvatorska sistema koordinata.

Prvi ekvatorski sistem koordinata. U njemu je Xx-osa orijentisana prema
proleénoj tacki v (sl. 5). Koordinate tela X u ovom sistemu su: poteg ili radi-
Jus vektor (rastojanje od Zemljinog centra) r i uglovi « i 8. Pri tome je «
(rektascenzija) ugao-diedar izmedu ravni meridijana kroz proleénu tadku i kroz
posmatrano telo X, odn. ugao u centru 0 odreden Iukom ekvatora Y od
prole¢ne tacke do preseka Y meridiiana posmatranog tela sa ekvatorom, radu-
natog u smeru direktnog kretanja, a meri se od 0°—360°. Ugao 3 (deklinacija)
je ugao koji obrazuje poteg prema posmatranom telu sa ravni ekvatora, odn.
ugao odreden lukom YX na meridijanu uoenog tela od ekvatora do tela i
meri se od 0°—90°, pozitivnho prema nebeskom polu. Mesto deklinacije uzima
se ponekad i komplementni ugao <xPOX=p deklinacije (p+3=90°) i zove
polarno rastojanje (distancija). Ove koordinate su nezavisne od dnevnog kretanja
Zemlje.

& Az
=
X
|
] \
o/ % | >
ﬂ(_,_._ Y
Sepm /T Y
RS
X
SI. 5 Sl. 6

Drugi ekvatorski sistem koordinata. U njemu je Xx-0sa orijentisana juZnoj
tacki S ekvatora (sl. 6). Koordinate posmatranog tela X u ovom slucaju bice:
poteg r=0X, casovni ugao SPX = H, tj. ugao diedar izmedu ravni posmatraevog
meridijana 1 meridijana posmatranog tela X, odn. ugao u centru O, odreden
lukom SY ekvatora rafunatim od posmatraevog meridijana retrogradno od
0h—24k, tako da se od 0" — 12h telo nalazi na zapadnoj hemisferi nebeske sfere
a od 128—24% npa istodnoj hemisferi. Treca koordinata je opet deklinacija
3=YX, odn. polarno rastojanje p=PX. Deklinacija i polarno rastojanje se
mere kao 1 u prethodnom sludaju.

U vezi za ekvatorskim sistemom treba navesti nekoliko primedbi. Prvo,
sam sistem se zbog izvesne nestabilnosti ekvatorske ravni i pomeranja proleéne
tatke donekle menja. Stoga se obitno u astronomiji navodi tzv. epoka, tj. ono
vreme, kad je uzet poloZaj ekvatorske ravni za osnovu posmatranja. To je sad
pocetak 1950. godine (1950,0). Medutim, te su promene male i spore pa u
naSem izlaganju, koje je samo nalelno, o tome neéemo voditi raduna. Drugo,
ekvatorski sistem je preko ekvatora koji je u vezi sa Zemljom vezan za Zemlju
pa je stoga podesan za upotrebu pri posmatranjima u odnosu na Zemlju. Pri
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odlu€ivanju od koje meridijanske ravni kao polazne po¢i — od one kroz pro-
le¢nu taCku ili one kroz juznu tadku ekvatora za posmatrada — rukovodi se
veéim ili manjim interesom za objektivnoS¢u odredbenih elemenata, tj. njiho-
vom nezavisnoS¢u od mesta posmatrada. Tako je prvi ekvatorski sistem koordi-
nata nezavisan od posmatrada a drugi nije.

U vezu sa prvim sistemom ekvatorskih koordinata se dovodi u vezu De-
kartov pravougli sistem koordinata u kome je prva osa veé izabrana x-osa
prema prole¢noj tacki, z-osa upravna na ravan ekvatora i usmerena prema se-
vernom polu P, a y-osa se uzima tako da sa prve dve kao prvom i treéom
obrazuje desni pravougli triedar.

Sa drugim sistemom ekvatorskih koordinata bi se mogao povezati sistem
pravouglih osa: x-osa orijentisana prema juZnoj tadki S, z-osa orijentisana
prema severnom polu P, a y-osa tako da sa ove dve kao prvom i treom
obrazuje levi pravougli triedar, 3to je u ovom sludaju prikladnije, jer se &a-
sovni ugao meri retrogradno.

b. Horizontski sistem koordinata. Osnovna ravan je ili pravi
ili astronomski horizont, osnovna tacka (koordinatni poletak) je ili stajaliste
posmatrata Q ili centar Zemlje O, u
drugom slu€aju (sl. 7). Ovaj sistem je 7
bitno vezan za posmatrafa i prema to-
me je lokalnog karaktera. On se stoga
po pravilu pri prouavanju kretanja ves-
taCkih satelita uzima topocentralno, dok
se u astronomiji uzima geocentralno. Sve
ravni paralelne horizontu su horizontalne
a pol horizonta na nebeskoj sferi je
zenit (Z).

Ravni koje prolaze kroz zenit i
poCetak zovu se vertikalne ravni, jer
prolaze kroz vertikalu. Svaki veliki krug
nebeske sfere koji prolazi kroz zenit i
nadir zove se vertikalni krug ili samo
vertikal. T ovde se obi¢no samo polukrug
obeleZava kao vertikal kao kod meridi-
jana. Pravac OP od centra Zemlje ka S
nebeskom polu poklapa se sa osom
Zemlje a pravac QP' (sl. 8) od stajalista dosmatrada prema nebeskom polu je,
zbog prakti¢no beskonagne udaljenosti nebeskog pola paralelan osi Zemlje i
tako se uzima. Vertikal koji prolazi kroz severni pol (odreden tatkama P, Z,
i 0) odreduje u prescku sa horizontom u tackama N i S severnu i Jjuznu
tacku horizonta, pri ¢emu je na severnoj polusferi severna jadka N ona za
koju je P na luénom rastojanju manjem od 90°. Vertikal upravan na vertikalu
NOZ seCe horizont u istoénoj i zapadnoj tagki ekvatora, pa se istocna i za-
padna tacka horizonta i ekvatora poklapaju.

Za odredivanje horizontskog sistema koordinata treba pored pocetka iza-
brati i neke tri uzajamno upravne ose. Pravac i smer samo jedne se sad pri-
rodno namece, a to je pravac OZ sa smerom prema zenitu 1 to se uzima za
z-osu. Medutim, izbor pravca i smera osnovne x-ose nije jedinstven pa se pri
koriséenjenju podataka mora taéno voditi racuna kako je izabran osnovni sestem,
kad je re¢ o horizontskim koordinatama.
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Po pravilu se kao prolazni uzima onaj vertikal koji prolazi kroz severnu
i juznu tacku, tj. POZ, ali se onda za x-osu moZe uze!i pravac ON ili pravac
OS sa smerom od O. Tada se u prvom slucaju y-osa obi¢no uzima od O
prema W i tako dobiva desni Dekartov pravougli triedar. U tom sluaju se
polozaj tela X na nebeskoj sferi odre-
| z duje (sl. 7) uglovima: azimutom A i
visinom q nad horizontom. Pri tomae je
azimut A = <NWY (odn. =luku NWY),
visina g = < X0Y (odn. =luku YX). Ugao
A se meri od 0°—360° u direktnom
smeru, a ugao a od 0°—90° od hori-
zonta prema zenitu pozitivno, a ispod
horizonta negativno. Pri tome se, na-
ravno, mesto ugla ¢ — visine moZe uzeti
1 zenitno rastojanje (z) jednako 90°—a.
Osim azimuta i visine za tafan poloZaj
tela treba jo§ znati 1 poteg r.
Treba navesti 1 to da se za x-osu
_(naro€ito u Francuskoj) uzima pravac i
smer od O prema jugu S, ali se pravac
1 smer y-ose zadrZava prema zapadu,
pa se tako dobiva levi ortogonalni tri-
jedar osa. Tada se azimut racuna od
juZne talke S prema zapadu W retrog-
radno, opet od 0°—360°, dok se visina
nad horizontom odreduje na prethodni
nadin. Za telo X biée sad azimut odre-
S1. 8 den uglom SOY, odn. lukom SY. Postoji,
na Zzalost, i tre¢i naéin racunanja azi-
muta i to od severne tatke N, ali samo do 180° pozitivno prema zapadu a
negativno prema istoku, ili, od juzne tacke S, ali sad retrogradno prema za-
padu pozitivno a prema istoku negativno.

P

U vezi sa horizontom posmatrada ista¢i ¢emo jo§ neke veze. Sa sl. 8 se
vidi da, ako je <t BOQ geografska Sirina (latituda) stajali§ta posmatraca Q, O
centar Zemlje, a B presek posmatralevog meridijana i ekvatora, i <X P’ QH
visina nebeskog pola nad horizontom (QH je u pravom horizontu a QP'||OP),
onda imamo
XBOQ = < P'QH,

tj. uvek je visina nebeskog pola nad horizontom jednaka geografskoj Sirini
mesta posmatraca.

Nebeski pol se nalazi u praveu OP, ali s obzirom na malo rastojanje
0Q (polupreénik Zemlje) i na ogromnu udaljenost nebeskog pola, on se na-
lazi i u praveu QP’ i tako se traZi sa horizonta posmatrata. Pravac OQ se
uzima da je prema zenitu Z, jer se pretpostavlja da se pravac vertikale mesta
taéno poklapa sa pravcem polupreénika Zemljine sfere Sto nije sasvim tacno,
jer, prvo Zemlja nije tatno sfernog oblika a drugo pravac vertikale je rezul-
tanta gravitacione i centrifugalne sile od rotacije Zemlje oko ose, pa u stvari
ne prolazi taéno kroz centar Zemlje.
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c. Eklipticki sistem koordinata. — Ovde je osnovna

ravan ekliptika (EKL, sl. 9). Osnovna tacka po pravilu u centru Sunca S
(heliocentralni eklipticki sistem), ali ponekad i u centru Zemlje (geocentralni
sistem). Heliocentralni sistem se ne koristi pri proudavanju kretanja vestaCkih
satelita Zemle ve¢ za opisivanje kretanja u Sirem
meduplanetnom prostoru napr. planeta, a kad
je te€¢ o vestacki izbadenim objektima onda za
proucavanje kretanja tzv. kosmickih sondi i me-
duplanetnih preleta (transfera). Geocentralni ekli-
pticki sistem se koristi u astronomiji za izuéa-
vanje kretanja Sunca i Meseca. Osnovna x-osa
orijentisana je od centra Sunca S ka proleé-

noj tacki T’, z-osa od S ka severnom polu P
ekliptike (na nebeskoj sferi sa centrom u centru
Sunca) i najzad y-osa od S ka tacki B u ravni
ekliptike tako da se dobije desni triedar. Ako sl 9

je sistem geocentralni, onda je osnovna X-osa

opet orijentisana prema T’, a z-osa prema polu ekliptike ali na nebeskoj sferi

sa centrom u centru Zemlje i najzad y-osa prema ovim dvema da se dobije
desni trijedar.

Eklipticke koordinate su pored potega r, eklipticka dufina (longituda) A
(bolje Ap) 1 eklipticka Sirina (latituda) ¢ (bolje og) pri emu je

Ag= < SX' (odn. =luku P X"),
0gLX'SX (ond =luku X'X),

gde je X' presek velikog kruga PSX kroz posmatrano telo X sa ekliptikom
Eklipticka duZina Az se meri od 0°— 360° u smeru suprotnom kretanju

kazaljke na &asovniku posmatrano od P, tj. u smeru prividnog godiSnjeg kre-
tanja Sunca, dok se eklipticka $irina meri u granicama —90°<p<<90°, i to
pozitivno prema severnom polu P ekliptike.

3. Odredivanje vremena

Postoje dva prirodna, priliéno stalna, vremenska intervala, koji se posta-
vljaju u osnovu merenja vremena, to su: zvezdani (sideralni) dan i Suncev (sola-
rni) dan.

Zvezdani dan je interval vremena izmedu dva prolaza proleéne talke kroz
odredeni meridijan, napr. kroz meridijan posmatrada. KaZe se strudnije izmedu
dve uzastopne istoimene kulminacije proleéne tatke. Pri tome se za neko
nebesko telo (uoeno kao geometriska tagka) ali i za vestalki satelit kaZe da
se nalazi u kulminaciji (da kulminira) u trenutku prolaza kroz posmatradev
meridijan. Razlikuje se gormja kulminacija—ona za nas na severnoj hemisferi
I donja kulminacija—za nas na juZnoj hemisferi. Gornja je vidljiva a donja
nije. Zvezdani dan ima 24" (odn. 1440min i 86 400%). Ova vremenska jedinica
nije idealno postojana usled pomeranja proleéne talke.

SunCev dan je vreme izmedu dva uzastopna prolaza Sunca kroz odre-
djeni meridijan (napr. meridijan posmatrada), drugim re¢ima, izmedu dve uza-
stopne istoimene kulminacije Sunca. To vreme pokazuje Sundev &asovnik, ali

3 Uvod u astrodinamiku
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kako se Sunce ne kreCe po nebeskom svodu jednoliko, uvodi se tzv. srednje
Sunce 1 srednji Suncev dan, Cije je vreme obilaZenja pravog Sunca, ali se
odvija jednoliko za 24 d&asa srednjeg Sunéevog vremena i odgovarajudi broj
minuta i sekunda. Medutim, po$to se osim proleéne tacke i samo Sunce po-
mera u odnosu na nebesku sferu, to je srednji sunfev dan duzi od zvezdanog
dana za 3m2 56° srednjeg Sunéevog vremena.

Sa prividnim kretanjem Sunca oko Zemlje po ekliptici vezana je joS je-
dna jedinica merenja vremena—godina. Pri tome se u osnovi razlikuju dve
razne godine: sideralna (zvezdana) i tropska. Zvezdana godina je vreme trajanja
obilaska Sunca oko Zemlje u odnosu na pravac prema odredenoj zvezdi nek-
retnici 1 njena je duzZina 365,2564 srednjih Sundevih dana. Tropska godina
je vreme izmedu dva uzastopna prolaza Sunca kroz proleénu tacku i ima
365, 2422 srednjih Sunevih dana. Ove jedinice nisu podesne za prakti¢ni rad
pa se zato uvodi kalendar i kalendarska godina, ali o tome nema potrebe ovde
govoriti.

Svako mesto na Zemlji ima svoju lokalnu donju kulminaciju Sunca (po-
no¢) i svoju gornju kulminaciju (podne). Radi potrebnog odredivanja vremena
na raznim mestima uvedeno je dogovorom tzv. gradansko racunanje vremena
(UT = universal time). Ovo vreme se raduna od 0% —24" neprekidno od trenu-
tka prolaza zami§ljenog srednjeg Sunca kroz Grini¢ki (Greenwich) meridijan.
To znadi da je Ob UT, kad srednje Sunce ima donju kulminaciju u Grinicu.
Prema tome, svetsko vreme je identi¢no gradanskom vremenu odredenom po
Grinidu, dok se ostala lokalna vremena moraju odredivati prema njemu Tako
nale srednje evropsko vreme (SEV) odstupa od njega za 1 sat, tj. uvek je
SEV=UT+ 1t

Osim zvezdanog i Sundevog vremena u astronomiji se koriste jo§ 1 efe-
meridno vreme u vezi sa periodom obilaZenja Zemlje oko Sunca i atomsko 1
bioloSko vreme a u vezi sa atomskim 1 bioloSkim pojavama, ali o njima ovde
nema potrebe govoriti.

IzveSéemo samo jo§ tzv. vremensku relaciju. Neka (sl. 10) PXY bude meri-
dijan neke zvezde X u datom trenutku i neka on see ekvator u tacki Y.
Ako je pri tom posmatradev meridijan PZS a NS ekvator, onda je Casovni

ugao tela X odreden lukom S?’:H,
rektascenzija od X bi¢e odredena lukom

l ©Y=a, a lokalno vreme posmatrada je
£/ ST =0. Prema tome vaZi relacija

O0=a-+H,

tj. zvezdano vreme uolenog mesta jednako

je zbiru rektascenzije uocenog mesta i

N S njegovog casovnog ugla. Moze se reci i

da je zvezdano vreme nekog mesta odre-

5/@ i djeno uglom 0, merenim duz ekvatora

P u direknom smeru od prole¢ne tacke

sl. 10 do posmatradevog meridijana, Tako, ako

se sa O, obeleZi zvezdano vreme Gri-

ni¢ke opservatorije a sa A geografska duZina nekog mesta na Zemlji, istocno
od Grini¢a, onda je njegovo zvezeano vreme

)

Veza izmedu 6, i UT nalazi se u astronomskim godinjacima.

pA
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4. Neke veze medu koordinatama

a. Veza izmedu topocentralnih i geocentralnih ekva-
torskih koordinata.—Pri odredivanju poloZaja nekog vestatkog satelita
T (sl. 11) ove dve vrste odredbenih elemenata mogu se dosta razlikovati pa
se stoga mora znati veza medu njima. Naravno, kad je re¢ o telima koja se
nalaze daleko u kosmosu ove razlike su
beznalajne i zanemarljive. T

Neka mesto posmatranja bude X,
a O centar Zemlje, R vektor poloZaja
mesta posmatranja u odnosu na centar
Zemlje (R~6370km) i neka su vektori =3
poloZaja satelita 7 u odnosu na O i X s
dati sa r i 9. Tada ofigledno vaZi vek-
torska relacija L

r=¢+R. (1)

Uzmimo da je ve$tacki satelit T = \
odreden u odnosu na topocentralni ek-

vatorski sistem rastojanjem X7 (pote- 0
gom) o=|¢| i uglovima oy i 8, koji od- S ]
reduju pravac od X ka 7. Neka pravac AV

vektora R bude odreden uglovima 0 4

(odgovara geocentralnoj rektascenziji me- sl. 11

sta posmatranja) i o (geografska Sirina

mesta koja odgovara geocentralnoj deklinaciji mesta posmatranja). Tada, ako
sa Dekartove koordinate veztatkog satelita T obeleZe sa x, », §; takve koor-
dinate mesta X sa X, 7, z; i najzad koordinate vektora ¢ sa £, n, { dobivamo
projeciranjem vektorske relacije (1) na ose Dekartovog pravouglog koordina-
tnog sistema sa poletkom u tadki O

x=E+ +F y=n+5, 2=(+% @)

Medutim, s obzirom na veze koje postoje izmedu Dekartovih pravouglih
koordinata i sfernih koordinata, bice

w

£=pcos 3,cos oy, X =R cos ¢ cos 0,
7 =p COS 8 sin oy, y=Rcososinb,
{=psindyz; Z=Rsin ¢.

UnoSenjem ovih vrednosti u relacije (2) bie odredene Dekartove pra-
vougle geocentralne koordinate x, y, z. Zatim se iz relacija

X =rcos dcos «,
y=rcos dsin «,
z=rsin §,
gde su r, o i & geocentralne ekvatorske koordinate vestackog satelita T, dobiva

r=Vx2+y2+22,

sin8=—i—, (—90° < § < 90
sino=__ 7 : cosS o = -
rcosd rcosd

3%
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Jasno je da se ovaj postupak moZe obrnuti, tj. da se mogu odrediti
topocentralne ekvatorske koordinate, ako su date geocentralne.

b. Transformacija ekvatorskih u horizontske koordi-
nate. — PoSto su ekvatorske koordinate obiéno geocentralne a horizontske
topocentralne tok ove transformacije se zamiSla ovako. Na pr. prvo se geo-
centralne ekvatorske koordinate pretvore u topocentralne. Ovo se moZe izvesti
prema obrascima za pretvaranje geocentralnih u topocentralne ekvatorske koor-
dinate, poSto su kod veStackih satelita potrebna rastojanja od Zemlje poznata.

Treba zatim uspostaviti veze izmedu

2 topocentralnih ekvatorskih i horizontskih
koordinata. Radi toga uoéimo jedan De-
kartov pravougli sistem koordinata Ox"y’ z’,
koji odgovara drugom ekvatorskom sis-
temu koordinata, tj. kome je x’'-osa ori-
jentisana prema jugu S a osnovna ravan
prolazi kroz stajali§te O posmatrada (sl. 12).
Neka drugi Dekartov pravougli sistem
koordinata bude Oxyz sa istim pocetkom
O, ali kome je osnovna ravan horizont
SIL. 12 X-o0sa orijentisana prema juZnoj tacki S’ u

horizontu. Ova dva koordinatna sistema ce

nam omoguéiti da uspostavimo traZene veze uz pomo¢ Dekartovih koordinata.
Oznadimo jo¥ ugao izmedu x-ose i O T sa 6, a ugao ZOP=90°—¢, gde je o
geografska Sirina mesta posmatrafa, jer horizont obrazuje sa ekvatorom ugao
90°— ¢ (sl. 13). Ako je u Dekartovom sistemu Oxyz, orijentacija y-ose izabrana

g

SI. 13 SI. 14

E/W

tako da sistem bude desni, onda se ose » i y ova dva sistema poklapaju i
sistem Ox’y’z’ je samo zaokrenut oko )’ = y-ose prema sistemu Oxyz za ugao
90°—¢ (sl. 14). Tada je lako preraCunati koordinate jednog pomocu koordinata
onog drugog, tj.
x=X'sino—z' cos o,
Y=y, )
z=X'cos @z sinq.
Na slian se nadin koordinate &, w,  Dekartovog koordinatnog sistema,
kome je ekvator osnovna ravan, pretvaraju u koordinate sistema Ox'jy’z’
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(kome je ekvator takode osnovna ravan a koji je samo u odnosu na prvi
zaokrenut oko ose z' = za ugac 0). Tada je

X'= EcosO+mnsin,
¥y = —E&sin0+mcos 6, @)
ZA—— e EY

Ako se ove vrednosti za x’, »’, z/ unesu u (1) dobiée se Dekartove
pravougle koordinate u horizontskom sistemu izraZene pomoéu Dekartovih
ekvatorskih topocentralnih koordinata &, 4, . Na taj nadin se dobiva

X=2Zsin g cos 0+ 7 sinosin 0 —Ccos g,
y=2%sin 0+ cos 0, (3)
z=2c0sgcos -1 cosgsinf+sino.

Azimut A4 i visina a se sad mogu izraunati iz relacija veza izmedu
Dekartovih i sfernih koordinata koje glase

X=rcosacos A,
y=rcosasinA,

z=rsina,
gde je

Medutim, i neposredno sa sl. 7, gde X obeleZava veStacki satelit, ako je
X-0sa prema jugu a y-osa prema zapadu vidi se da je tada

)

sin 4 =———,
FCOS g
55
Ccos A = :
FCcoSa
2 Z o o
Sing=—, (—90°< a < 90°).
r

Ove veze izmedu ekvatorskih i horizontskih topocentralnih koordinata
mogu se izvesti i neSto neposrednije. Tako, neka bude (sl. 15) O — poloZaj po-
posmatraca, 77 — vestacki satetit, P’ —
pravac prema nebeskom polu od pos-

matraca, Z — zenit, P’ZS — merdijan
posmatraca, a = <¢ TOZ' — visina,
A = <L SZT — azimut satelita, ovde
uoen od juzne tatke retrogradno pre-
ma zapadu, p — poteg satelita, o i 3
topocentralna rektascenzija i deklinacija
satelita, H — Casovni ugao, 6 — lok-
alno zvezdano vreme (vreme posmatra-
¢a) i najzad ¢ — geografska Sirina me-

sta posmatranja.



38 Tatomir P. Andeli¢

Tada se iz sfernog trougla (sl. 16), koji se zove 1 mauticki trougao zato
§to se koristi u nautici, dobiva pomoéu sinusne teoreme sferne trigonometrije
naredna veza )

sin A cos a=cos § sin H, )

a iz kosinusne teoreme za stranicu 90°—g
sin g =sin ¢ sin §+cos ¢ cos 8 cos H. (I)

Za tatno odredivanje azimuta u raz-
maku od 0°—360° koristi se pri ovom pre-
tvaranju jo$§ jedan obrazac i to

cos A cos a=cos ¢ sin § + sin ¢ cos § cos H (I1II)

Ovaj se obrazac izvodi tako §to se ¢ (ugao
izmedu meridijana 1 vertikala kod T) prvo
odredi iz kosinusne teoreme za uglove sfernog
trougla 1 napise

T
sl. 16

cos A=cos H cos U —sin H sin ¢ sin 3,

odakle treba eliminisati sin ¢ i cos . To se moZe posti¢i, ako se iz sinusne
teoreme sfernog trougla napiSe veza

sin H cos o

e dH = CoS a

a iz kosinusne teoreme za uglove veza
cos ¢ =cos H cos A+sin H sin 4 sin v,

pa to unese u izraz za cos 4.

U vezama I—1III pojavljuju se sa strane ekvatorskih koordinata saimo
deklinacija & i &asovni ugao H, ali s obzirom na vremensku relaciju postoji
uvek veza

a=0—-H,

gde je « rektascenzija satelita T, a 6 lokalno zvezdano yreme (vreme posmatraca).

Pretvaranje ekvatorskih topocentralnih koordinata u takve horizontske
koordinate potrebno je na pr. za postavljanje azimutne montaze usmerene
antene radi prijema od vestagkog satelita. Pri tome azimutno montirati neki
instrument znali podesiti da se moZze obrtati oko vertikalne i horizontalne ose.



I KRETANJE U POLJU NJUTNOVE SILE GRAVITACIJE.
KEPLEROVI ZAKONI

Neka se sila F zove centralna, ako njena osnova (napadna linija) stalno
prolazi kroz odredenu tacku prostora — centar sile. Na ovaj nalin je za svaki
poloZaj tacke (izuzev za sam centar) utvrden pravac dejstva sile, a smer i inten-
zitet mogu biti proizvoljni. Centrelna sila orijentisana ka centru je priviacna
(atraktivna), a orijentisana od certra je odbojna (repulzivna). Sto se tie inten-
ziteta posebno vaznu kategoriju centralnih sila &ine one, &iji intenzitet zavisi
samo od rastojanja r tacke od centra. Pri tome je

F=|r Z(XZT'_})Z—E—ZZ)”Z, (1)

ako je koordinatni pocetak Dekartovog koordinatnog sistema u centru sile.

Najvazniji sluaj neke takve centralne sile je Njutnova (Newton) sila
univerzalne gravitacije To je sila kojom se dve mase m i m, uzajamno priviace.
Vektorska diferencijalna jedna¢ina kretanja neke materijalne taéke (tela) mase m
u takvom slucaju, ako je m, masa tela u centru sile, glasi

mm mm
i 1

2——try=—k2— L, (2)
2 ’,3

F-mvr=—k
-

gde je
k*=6,67x 1078 cm? g~ 572=6,67 x 107" m3kg~'s2, 3)

; 5 ot F I e b
tzv. univerzalna konstanta gravitacije, a r,=— jediniéni vektor vektora polozaja.
=

Vektorska diferencijalna jednacina (2) se moZe napisati u obliku

k*m,
3

r=

r, (4)

koji je nezavisan od mase m. Iz (2) se vidi da je intenzitet sile F odreden sa

k?
Bl ’:ﬂ] )
a zakon dejstva (ovde privlacenje) sa
f(r)=—k? r21' (6)

39
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Sila Zemljine teZe je takode centralna privlacna sila iste prirode kao
sila (2) pa, ako se uzme u obzir Zemljin polupreénik R~6,37 x 103 km, inten-
zitet sile kojom Zemlja privlac¢i neku tacku mase m koja se nalazi na visini x
iznad njene povr§i (naravno pretpostavljene kao sfera) bice

i pr 4 ey 0
R+ x)?

gde je m; masa Zemlje. Na samoj povr§i Zemlje je x=0 i F=mg, pri ¢emu
je g=9,78 ms~2 do 9,83 ms™2 ubrzanje Zemljine teZe na njenoj povrsi.

Masa Zemlje m; moZe sad da se izraCuna iz obrasca
Rlg=k*>m,, )

koji se dobiva uzimanjem u obzir navedenih podataka, a odatle se za ubr-
zanje g dobiva

k*m,
S ©)
Nije teSko pokazati da za kretanje tela u polju gravitacije vazi zakon
o odrZanju mehanike energije. Jer, ako se pode od mehani¢kog zakona kine-
ticke energije u difecencijalnom obliku
dT=F-dr, ; (10)
gde je
1

T=—myv? (11)
2

kineti¢ka energija tela mase m, koja se kre¢e brzinom v, moZe se u naSem
sludaju s obzirom na (2) napisati

, mm

podr= — k2 2 gy (12)

3 T

dl' = — k

posto je r-dr=rdr.
Tada se integracijom iz (12) dobiva

T Uk, (13)

ako se sa U obelezi funkcija sile

1
U= —k*mm, f— dr=r L (14)

’.2 r

i ako je h neodredena konstanta integracije koja se odreduje iz pocetnih
uslova. U je ovde funkcija polozaja.

Prema tome integral energije (13) se moZe napisati

mv2=2k2m+2h, (15)

r
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pri demu je, ako su r, i v, poCetni poteg i poCetna brzina

mm
2h=mvi—2k* —L. (16)

T
Osim ovog integrala energije za kretanje tela u polju gravitacije postoji
i integral kinetickog momenta odnosno, integral povrsine.
Naime, iz mehani¢kog zakona momenta koliine kretanja tela (materijalne
tacke) u diferencijalnom obliku koji, za telo mase m 1 za centar privladenja
kao pol, glasi

d[m(rxv)]=(rxF)dt, (17)

dobiva se za silu (2) odmah
d[m(r=v)]=0, (18)

posto je ovde centralna sila F kolinearna sa vektorom r. Iz prethodne relacije
proistice
m (r xv) =TI =const. (19)

Konstantni vektor T' je odreden relacijom
I =m(r, x »y), (20)

gde su r, 1 v, vektori pocetnog polozaja i podetne brzine uoCene tacke. To
pokazuje da je vektor I' stalno upravan na ravni odredenoj vektorima r, i v,
koja se zove invarijabilna (nepromenljiva) ili Laplasova (Laplace) ravan. Odavde
se vidi da je putanja tela koje privlai neki nepokretni centar ravanska putanja.
Kako je
r

FXy=28=—, (21)
m :

ako je S tzv. sektorska brzina, imadée taj vektor samo jednu koordinatu S,
onu upravnu na ravan odredenu vektorima r, i v,, odn. vektorom T, i to

I 1 -
S= !rxv[:eroxvo\ :Erovosm(ro,v0)=const. (22)

1
2

Posto je utvrdeno da je kretanje uocCene tacke u invarijabilnoj ravni,
mogu se mt'egral e;nergije (15) 1 skalarna vrednost S sektorske brzine, na
poznati nacin (vidi: Andeli¢, Stojanovi¢ — Racionalna mdhanika) izraziti u
ravanskim polarnim koordinatama p i §. Ako se pol tog sistema uzme u centru
privladenja a polarna osa orijentide proizvoljno, onda ée se za o=|r| =r, tj.
poteg jednak intenzitetu vektora poloZaja, kad se uzme u obzir (22) dobiti

m(p2+ 0292 =2U+2h, (23)
2S=929=pvsin(r, ) = py Vo Sin (ry, ¥,) = 4,

gde smo na desnoj strani uveli tzv. konstantu povriine A.
UnoSenjem
ot

-, 24)
P
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iz druge od jednadina (23) u prvu dobiva se

o 2
m&:ZU—EéﬁQh 25)

P

a odatle se moZe eliminisati vreme 7, kad se poteg p smatra kao funkcija
vremena preko polarnog ugla &, tj. o=p[9(z)]. Tada je s obzirom na (24)
S
=i _4 ﬂ,

dy o2 d%

pa kad je funkcija sile U funkcija samo od p, onda se diferencijalna jedna-
Cina (25) moZe napisati u obliku

dp dp

Ao\ ia s L 26
(d%) @ oan. 52 26)
gde je
@(@:—i—(2U+2mp4—¢. @7
m A2

Integracijom diferencijalne jednadine (26) dobiva se jednadina trajektorije

: , e=p® (28)
u polarnim koordinatama.

Konacne jednadine kretanja onda dobivajt se, kad se ovaj integral unese
u (24), sto daje
dy__ 4
dt [e P

tako, da se odatle prvo izraduna &=49(f) a zatim zameni u (28) i dobiva
p=p -
U naSem sluCaju s obzirom na (14) bice

1 2k2mm
D (p)= Li2h 8 p2)
e mAz[ 0 ]p

29)

1 ako se stavi

=—, 30)
AZEBND (
i malo uprosti, moZe se napisati
2 2h 1
D) =] =+ —— | 0% 31
(b [PP m A? pz] i S

Uvodenje oznake

k* mmf 2
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i daljim elementarnim transformacijama izraza (31) dobice se

@(P):if“ [1 _(L_i
%

ep e

i prema tome diferencijalna jednadina (25) postaje

J]

=d¥d,
2
=
ep e
odakle se kvadraturom dobiva
arc cos (L—i> =d>+a,
ep e

gde je o integraciona konstanta. Prema tome je

1
Ll S &+ o),
ep e
odnosno ako se stavi @+ ag=v
P
p=—t—. (4
14ecosv

Ovo je, medutim, jednadina ko-
nusnog preseka u polarnim koordi- L

(33)

natama, Ciji je fokus u centru priv-
lacenja C (sl. 17), p je poteg a v
polarni ugao izmedu fokusne ose ori-
jentisane prema najbliZoj ta&ki P ko-
nusnog preseka (pericientru) i potega,
tzv. prava anomalija. Veli¢ina e je
ekscentricnost (numeri¢ka) konusnog
preseka, a p je tzv. parametar kon-
nsnog preseka.

Sl 17

Iz (32) se vidi da ¢e putanja biti: elipsa (e<1), kad je h<0; parabola

(e=1), za h=0; hiperbola (e>1), za h>0.

Primeti¢emo jo§ da izbor znaka + ili — ispred kvadratnog korena u (26)
ne menja oblik krive linije putanje veé to utie samo na pomeranje faze i zavisi

od pocetnih uslova.

Ovakvo kretanje tela zove se keplerovsko i tako se priblizno kreéu planete
i druga nebeska i ve$talka tela, kad se moZe pretpostaviti da na njih dejstvuje
samo jedan relativno nepokretan centar privladenja (gravitacije) a ona sama ne
privlae centar, odn. kad je uodeno telo koje se kre¢e malo u odnosu na telo
u centru privlaenja (Sunce za planete, planete za neke svoje pratioce i vestacke

satelite itd.).
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Putanje planeta oko Sunca zovu se orbite, ali se termin orbita danas
upotrebljava i Sire za putanje veStackih satelita Zemlje pa i uopste za putanje
tela koja ova opisuju oko drugog tela — za sve konusne preseke. Ipak, u
pravom smislu reci, termin orbita se uglavnom koristi, kad je re¢ o putanji
po kojoj se kretanje tela periodiéno ponavlja, §to napr. nije slufaj kod para-
boliénih i hiperboli¢nih putanja.

Cinjenicu da su putanje planeta oko Sunca elipse otkrio je Kepler
(Kepler) 1607. godine i ona je poznata kao prvi Keplerov zakon, koji glasi:
Planete opisuju elipse u ¢ijoj se jednoj Zi%i nalazi Sunce.

U cmislu na8ih prethodnih izlaganja ovai se zakon moZe ovako izraziti,
jer nije re€¢ samo o planetama i Suncu ve¢ i o ve3tatkim satelitima uopste:
Telo cija je masa dovoljno mala u odnosu na telo u centru privlacenja krece se
po nekom konusnom preseku Cija je ZiZa u centru priviaCenja a oblik mu je
odreden pocetnim uslovima.

Cinjenica da je pri ovakvim kretanjima u polju gravitacije sektorska
brzina (21) konstantna Cini drugi Keplerov zakon (ili zakon jednakih povrSina)
koji u Kaplerevoj formulaciji glasi: Potezi planeta opisuju za jednaka vremena
Jednake povrSine, odn. potezi opisuju u toku vremena povrSine sektora propor-
cionalne vremenu ¢, jer iz

P =5 =const.

proistice
PSS

Ovaj zakon ocigledno vazi uopste za sve slucajeve prirodnih i veStagkih satelita,
a ne samo za planete.

Krug (e=0) takode spada u konusne preseke. Da bi kretanje bilo kruzno

potrebno je prema (16) i (32) 1 s obzirom da je A=p>%,=p,%, da bude

4 3272
"S_ 2 k? my v%—l—k ’le 0} (35)
Po Po

a to je bikvadratna jednacina po podetnoj brzini i ima samo jedno reSenje za
kvadrat te brzine

o ki
T
fo
odnosno
2
v_":ﬁ’”l, (36)
fo P
i n e : ! V k*m,
PoSto je — centripetalno ubrzanje u poletnom trenutku, a -2 ubr-
Po 0

zanie koje proisiie od Njutnove sile gravitacije vidi se da u poletnom tre-
nutku centripetalno ubrzanje mora biti jednako ubrzanju izazvanom Njutnovom
silom gravitacije.
Zamenom v, =p %, iz (36) se dobiva algebarska vrednost pocetnog uga-
onog ubrzanja
. k?m
Sl iy (37)
Po
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Poletna brzina po kruZnoj putanji je time potpuno odredena, jer kako
poCetna brzina mora biti tangentna na putanji, radijalna brzina je u ovom

sluéaju jednaka nuli (p,=0). Za sam uslov je inae irelevantno o kojem je
znaku rec¢, jer to ukazuje samo na dva moguéa smera kretanja po krugu.

Klasifikaciju putanja prirodnih i veStackih tela oko centra privladenja
izveli smo malo ¢as prema ekscentriénosti e i vrednosti konstante A u integ-
ralu energije. Lako se moZe postaviti i klasifikacija u odnosu na brzinu kre-
tanja. Tako, kad se izraz za integral energije (15) podeli masom m pokretnog
tela i stavi

iom g B LT (38)
2h 2h
on se moZe napisati u obliku
24l
)2:7\ TR P
Gl )

gde je A tzv. karakteristicna konstanta gravitacije vezana za odredeno telo
(gravitacioni parametar tela).

Elipsa. — Iz prethodnog obrasca, s obzirom da je za elipsu A<0, vidi
se odmah da ¢e za sve brzine
ﬂ<2k, (40)
P
biti
0<a< oo, (41)

i trajektorije elipse (ukljudujuéi tu i krug).

U slucaju elipse veli¢ina @ predstavlja tzv. srednje rastojanje pokretne
materijalne tacke od privlaénog centra, odn. veliku poluosu elipse po kojoj se
telo krece.

I zaista, iz jednacine (34) se vidi da ¢e najmanje rastojanje, odredeno
centrom privladenja za v=0 biti

1

Pminzl—;-
Pri tome se ona tatka na putanji koja je najbliza centru privladenja zove
pericentar (perigej, kad je re¢ o Zemlji kao privlatnom telu, a perikel, ako se
radi o Suncu). Najveéi poteg putanje za v—r bice

Pmax = 1__ : >

pa je srednje rastojanje (velika poluosa elipse)

P
L

1
4 = (Pmin T Pmax) == 42
e b (42)

Najudaljepija tatka putanje od centra gravitacionog privladenja zove se
u opStem slucaju apocentar (apogej za Zemlju kao centralno telo, a afel za

Sunce). Ista vrednost za a dobiva se i izraunavanjem iz diferencijalne jedna-
Cine (38).
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Brzina proizvoljne tacke na elipsi mozZe se uvek lako odrediti poznava-
njem polarnih koordinata (p, v) uodene tacke i ugla <t (r,v) koji obrazuje
brzina (tangenta) sa potegom na uofenom mestu. I zaista, kad se uzme u
obzir da je, prema (30) 1 (38)

A*=2xp, (43)

moZe se jednalina putanje (34) napisati u obliku
AZ
(e el

A(1+ecosv)

a. po§to je prema (23)
A =pvsin (r, v),

dobiva se najzad

)2
€Y sin (r,v)=1+ecosv. (44)

A%

Odavde se onda lako odreduje, napr. brzina v, neke taCke po elipsi u

pericentru, gde je v=0, <X (r, v):%, Sto daje

A
v, = \/— (1+e), (43)
Pr
pri ¢emu je
) Pp = Pmin Pa = Pmax »
i
Pu 1+e
Pp 1-— e'

Sad se iz ove relacije i relacije (45) moZe eliminacijom e izvesti obrazac

= \/l i i (46)
Pp EplPatl

gde su p, 1 o, pericentralni i apocentralni poteg.

Za odredivanje vremena T obilaZenja (revolucije) planeta oko Sunca i sate-
lita (prirodnih i ve$tagkih) oko planeta ili, uopite, obilaZenja tela po elipsi
oko centralnih privlaénih tela postupa se ovako. Iz kvadrata brzine u ravan-
skim polarnim koordinatama p i v (sl. 17)

P2 = éz—i— pz\)z,
moze se napisati
dp
V2 02y’
gde pozitivan znak ispred kvadratnog korena odgovara kretanju od pericentra
ka apocentru, kad p raste.
Na osnovu (29) moZe se sad napisati

dv\® A2
@V <o 48)
b (dz‘) e’ (
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i poSto je prema (42) i (43)

A?2=Ap=2ra(l—e?), (49)
dobiée se najzad
.2 (a’_v)’-: Aa(l—e?) .

dt o? @D

UnoSenjem ove vrednosti i vrednosti za v? iz (39) u diferencijalnu jed-
naéinu (47) dobice se

dt= de : (51)
Bk
- (@)
i posle sredivanja
a pdp
£l 52
2 \/7\ V2ap—p2—a2(1—¢%)° 62

Po pravilu vreme se ra6una od pericentra, i to od trenutka t,=1, tzv.
epohe pericentra, tj. od vremena prolaza tela kroz pericentar, a ne od tre-
nutka 7,=0, pri &emu je pericentralni poteg op,=a(l—e). Posle takve integra-

cije dobicée se
il 1 -
T=4/— |arc cos
. [

Ako se jo§ uvede

P
iy ¢q:wf] (53)

=cos E, (54)

1—p/a
\/1 ( s >—~sinE.

Za vreme ¢ potrebno da telo (materijalna tatka) prede odredeni put od
pericentra P do ma koje tatke M na putanji dobiva se onda obrazac

bice

a :
t—m= 7—(E~esmE) (595)
ili
e :
— (t—1)=FE—esinE, (56)
a3

a to je Keplerova jednacina.
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U ovoj jednadini je ugao E ekscentricna anomalija; koji je prikazan na
slici (sl. 18) na kojoj se elipsa uporeduje sa krugom poluprecnika a sa cen-
ttrom u centru O elipse. E je <t POM’ §to odgovara i luku PM’ tog kruga.
Talka M’ kruga koja odgovara tadki M
elipse nalazi se na normali polarne ose
kroz tacku M. F je ZiZa a ugao v prava
anomalija. Pri tome je OP=a, OF=c

. 4o : ! ¢
(linearna ekscentricnost elipse) 1 e=—
a

(numericka ekscentricnost).

Vreme potrebno da bi telo izvelo
polurevoluciju 1 do§lo iz pericentra u
apocentar, gde je apocentralni poteg
o,=a(l+e) 1 ekscentriéna anomalija
E =, izraunava se iz (56) po obrascu

Y

a to znali za vreme T obilaZenja (pot- Sl 18
pune revolucije) iznosi

as.

@
T=27 4[5, odn. T2=

Ovo je matematiCki izraz treeg Keplerovog zakona, i to naravno za slucaj,
kad je centralno privladno telo mnogo puta veée mase od posmatranog satelita.

Treéi Keplerov zakon se izrazava u obliku
2.72 _ 3.3
I%:T2=a ta;, (58)

koji se lako izvodi iz (57) i koji kaZe:

Kvadrati vremena obilaZenja (planeta oko Sunca, satelita oko planeta),
odnose se kao kubovi velikih poluosa njihovih elipsnih putanja (srednjih rastojanja
pokretnog tela od centralnog tela).

U ovom zakonu leZi moguénost lakog odredivanja vremena obilaZenja
vestagkih satelita po elipsnim putanjama oko Zemlje. Radi toga treba odrediti
samo vreme jednolikog kruZenja (obilaZenja po krugu) polupre¢nika a i to ce
onda biti i vreme obilaZenja satelita po svakoj elipsi velike poluose & na
osnovu tre¢eg Keplerovog zakona.

H/km 1, T/mn Tablica I — Vreme Tobilazenja veStackog
0 84.4 satelita oko Zemlje pri jednolikom kru-
100 86:5 Zenju na visini H nad Zemljom
200 88,6 - y St
300 90,5 Pri tome je oCigledno, ako je R poluprecnik
400 92,6 Zemlje bice a=R+ H.
1388 ](9)‘51’} Za izraz na levoj strani Keplerove jednaline
2000 1272 56) uvodi se obicno oznaka
5000 201,3 iy
1000 347,7
100000 5722,0 M= \/%5 (t—1), (59)
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i zove srednja anomalija eliptinog kretanja. Ke@va jé'dnaéina’ se onda piSe
u obliku transcendentne jednaline . .
%

3‘ . “.
M=E—esinE. % % (60)

\'

Smisao naziva srednja anomalija lako je objasniti,\ako se definiSe. srednja

ugaona brzina kretanja po putanji, tzv. srednje kretanje n=—T— 1 uzme u obzir

o (61)

M=n(t—n), (62)

(57). Tada se dobiva

pa se moze napisati

a to onda odgovara uglu koji opisuje poteg pri srednjem jednolikom kretanju.

U sluCaju paraboli¢ne putanje biée u obrascu (39), s obzirom da je sad
h=0

, 2% .
V=— 1a=o0, (63)
P
pa se diferencijalna jednadina svodi na
d
dt = —,—*‘_p s (64)
205 dv\?
)
Sto kad se uzme u obzir i (48) daje
d
V2no— 42 =

Za pocCetni poloZaj u temenu parabole p=¢=p/2 u trenutku 7,=r, dobice
se odavde posle integracije levo od 7 do ¢, a desno od p/2 do p izraz

2hp—A42
P g,

Medutim, kako je i za parabolu 42=)p, moZe se napisati

Pl (g | 2T (66)

To je obrazac za odredivanje vremena ¢ koje protekne dok telo prede put od
pericentra (temena parabole) do poloZaja odredenog nekim potegom o.

( ZSa) druge strane posto je za parabolu e=1, iz jedn&ine (34) dobiva se
p=24

w|

o 4 LY o ’ (67)

v v
14+ cosv 2c0s2 — cos? —
2

gde je ¢ ZiZno rastojanje od temena parabole.

4 Uvod u astrodinamiku
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Sad se moZe odrediti vreme prelaza odredenog puta po paraboli u
zavisnosti od prave anomalije v na ovaj nalin. Prvo se integral povrSine moZe
za parabolu iziaziti u obliku

A=o*v=V2rp=V22q.

i to uneto u diferencijalnu jednadinu (65) s obzirom na (67). posle krace trans-
formacije daje

A
dt = \/2‘-’ 2. (68)

cos4

Integracijom od t=7 i v=0, dobiva se

A V) 1 v »
Lo s (55 DRE e sl 69)
\/2g3(f D v

a to je Barkerova (Barker) ili Olbersova (Olbers) jednacina za odredivanje vre-
mena predenog puta od temena do neke tatke na paraboli u zavisnosti od
prave anomalije.

Za hiperbolu, za koju iz relacije (39) zbog /7>0 imamo

22 Al (70)
P
mora sad biti a negativno, tj.
0>a>— o,
odnosno
0<—a<co. (71)

Sad se u jednadinu (52) uvede mesto a vrednost —a (Sto oznalava fzv.
realnu poluosu hiperbole i odgovara rafunu za desnu granu hiperbole). Tada

se dobiva
a edp
ar=a= : (72)
A V2ap+p2+at(l—¢?)

Ako se opet vreme rafuna od prolaza kroz pericentar, dobi¢e se posle inte-
gracije od 7 do ¢

T=\/(__)\a)3 [arcosh 1+€p/a —e \/(1—19&)‘— 1]. (73)

1+ pla
e

2
\/(_H-P/“) LA
e

Za

=cosh F,

bice
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1 relacija (73) se moZe izraziti u obliku

JEP

A

(t—7)=esinh F—F.

Ovde je sad srednja ugaona brzina kretanja (srednje kretanje)

_Z_R_\/ A
bsmrn NeEae

a kao srednja anomalija pri hiperbolinom kretanju uzima se

M=n(t—7)=\/(—_7\a? (il

pa hiperboli¢ki ekvivalent Keplerove jednagine glasi

M =esinh F—F.

Geometrijsko znadenje ve- AP’
licine F definisano prethodnim

relacijama najbolje se uodava

uporedivanjem hiperbole sa jed- W
nakostrani¢nom hiperbolom

(e=2), ¢ije su poluose po veli- ~
¢ini obe jednake a, kao §to se e
znacenje ekscentri¢ke anomalije \M
kod elipse najbolje sagledava N
uporedivanjem elipse sa krugom 5 \
Ciji je polupreénik jednak veli-

koj poluosi elipse. y

(74)

(73)

(76)

(77

Na slici 19 je prikazana F P -a O
leva grana proizvoljne hiper- J
bole (izvucena crtasto) sa jed- A
nakostrani¢nom hiperbolom (ja- e
Ce izvuéeno). Znacenje velidine F e
sad nije ugao (odno. luk) veé —
povrSina osenfena na slici a
koordinirana na pokazani nadin
taCki M hiperbole, a ogranice-
na, kako se vidi, realnom po-
luosom, lukom jednakostraniéne
hiperbole i spojnicom koordi-
natnog poletka (centra O) sa

SI. 19

tackom M’ na jednakostrani¢noj hiperboli koja odgovara tadki M date hiper-
bole. Pri tome se tacka M’ nalazi na normali na polarnoj osi kroz tadku M,

)
(__V
—

4%

\



IV PROBLEM DVA TELA

U prethodnom odeljku govorili smo o kretanju tela smatranih kao ma-
terijalne tafke u polju gravitacije i imali pred olima stalno samo dva tela
jedno kao centar privliadenja i drugo pokretno, a inae oba dovoljno izolova-
na od ostalih kosmiékih objekata. Pri tome smo kosmicki objekt (prirodni
ili ve§tacki) — pokretno telo-smatrali dovoljno male mase tako da je njegovo
gravitaciono dejstvo na kretanje centralnog tela malo 1 moZe se zanemariti pa
se centralno telo smatra kao nepokretno. Takve pretpostavke su dobro ostva-
rene, kad je re¢, na pr. o kretanju veStackih satelita Zemlje. Medutim, u op-
$tem slucaju u prirodi to nije tako. Oba tela, i ono koje smo uzeli kao cen-
tralno, krec¢u se pod dejstvom grawtacue Jedno u odnosu na drugo. Ve¢, na
pr., za dva tela kao Mesec, ¢ija je masa m i Zemlja Cija je masa m;=81,45m
prethodni uslovi nisu zadovoljeni. Stoga se prethodni prouceni slucaj zove i
ograniceni problem dva tela.

Pravi problem dva tela, u uzem smislu, kad oba tela utiu na kretanje
jedno drugog, se mora drukéije razmatrati i dovodi do ne$to drukéijih rezul-
tata.

Uodéimo, dakle, sistem od dva tela (dve slobodne materijalne tacke) M,
i M, &je su mase m; i m, (na pr. Zemlja i Mesec), a koja se uzajamno pri-

vlate po Njutnovom =zakonu gravitacije

7 (sl. 20).
/g v Ako su polozaji te dve tacke odre-
G A deni u odnosu na neki nepokretni pol O
//1 vektorima poloZzaja r; i r,, sila kojom te-
MS ool /R lo M, dejstvuje na telo M, bice

s My My .

o F =k — (r,—r), @)
SI. 20 z
a sila kojom telo M, dejstvuje na telo M, bice
m

Fy=k L2 (=1, ¥

r

gde je r rastojanje izmedu tih tela r= M, M, =|r,—r,|, a k* kao uvek uni-
verzalna konstanta gravitacije. Vektorske dlferencualne jednadine kretanja ta-

Saka ovog sistema glase

]

;'.1=k2ﬁ32(r2—r1), 3
r

=% —n—? (ri—1,). )
r

52
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Zbir sila F, i F, mora, prema tre¢em Njutnovom zakonu, biti jednak
nuli. I zaista je, prema (1) i (2) F,+F,=0. Stoga se sabiranjem jednacina (3)
i (4) pomnoZenih sa m; odn. m? doblva

my r +m, r,=0. )
Medutim, po pravilu za odredivanje centra mase C dinamickog sistema, bice
myr 4+ m,r,=(m, +m,) rc=mrg, (6)

gde je m=m,+m, ukupna masa oba tela a ro vektor poloZaja centra mase.
Zbcg nepremenljivosti masa diferenciranjem relacije (6) dva puta po vremenu
dobi¢e se s obzirom na (5) da centar mase nema ubrzanja

Fe=0. (7

To znali, centar mase sistema od dva tela krece se po inerciji jednoliko po pra-
voj liniji, koja je odredena vektorskom jednacinom

ro=At+B. (&)
Vektori 4 i B su integracione konstante i odreduju se iz poetnih uslova ¢,
¥g, 1 Fcy,

A= ;‘CD, B= I‘CU —.I‘CD tO ~ (9)

Da bismo proudili kretanje uodena dva tela u cdnosa na njihov centar
mase C, uzmimo sam centar mase za pol i tada, ako su vektori poloZaja tad-
ke M, 1 M, obeleZeni ¢, i ¢, bice

Fi=Fc+0,, F,=Fc+0,. (10)
Vekrori ubrzanja ova dva tela u odnosu na centar mase bi¢e zbog (7)

"1261’ ':2:97‘ (11

Linearni moment masa za centar mase, kako znamo, jednak je nuli, pa je stoga

m; ¢, +m,9,=0, (12)
cdakle proistice
m m
f1=—"20; = ——1¢y (13)
m, m,

S obzirom na (13) medusobno rastcjanje r=M, M, tela M, i M, moZe se iz-
raziti pemo¢u samo jednog od dva vektora poloZaja

)

—| Sl ' my
r=lrn—rl=|g—0|=|0+—0

1L

m
='__J92_92

m

tako da bude

m m
ri= =0 (14)

2 my
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gde je p;=|9;|, p,=|9,|. Kad se relacije (10), (11), (13) i (14) uzmu u obzir
i odnosne vrednosti unesu u jednaéine (3) i (4) ove Ee postati

3

o=k, ( =~’) (15)
P1 m=

o 2 3

92= o P% 92' N :772> s (16)

To su jednaine kretanja ova dva tela u odnosu na njihov centar mase
One pokazuju svojim oblikom da svako od ovih tela opisuje oko centra mase
konusni presek i to telo mase m; kao da je u centru mase privlaéno telo
mase p, a telo m, tako kao da je u centru mase privlacno telo mase v.

Ostaje joS da se razjasni kretanje jednog od ovih tela u odnosu na drugo.

Ako se radi toga sa r=M; M,=r,—r; obeleZi vektor polozaja jednog tela u

odnosu na drugo, oduzmlanjem diferencijalne jednaline kretanja (3) od jed-

nacine (4) i upro$¢avanjam dobice se diferencijalne jednalina kretanja tela A7,
prema telu A, u obliku

S T T ¢ T

7‘3 I-J

(17)

Ista takva jednacina se dobiva i za odredivanje kretanja tela M, u odnosu na
telo M, Sto se odmah vidi zamenom u jednadini (17) vektora r sa —r. Struk-
tura ove jednadine je istovetna sa drugim jednafinama koje opisuju kretanje
oko privlaénog centra u gravitacionom polju, pa se, prema tome, dva tela
kreéu jedno oko drugog po konusnim presecima, ali tako kao da je u centru
privliadenja celokupna masa sistema. :

Dakle, ako se uofe dva tela, oba dovoljno velika (na pr. Sunce i pla-
neta ili Zemlja 1 Mesec), koja su oba pokretna i dovoljno izolovana od dejstva
ostalih tela, tada taCna diferencijalna jednadina kretanja tela mase m,; oko tela
mase M s obzirom na (17) glasi

l‘ g ]L{_l_’nlfl‘_, (18)
’,-3

ako je r vektor polozaja tela mase m; u odnosu na telo mase M.

Stoga, ako se uofe dve planete, Cije su mase m, i m,, koje se krecu
oko Sunca po zakonu (17) po elipticnim putanjama &ije su velike poluose a,
1 a,, bice s obzirom na (III, 57)
| Tiz:47t2 a?, T3=4TC" 03 :
" 2 i,
Medutim, sad je A, =k>(M+m,) i A\, =k>(M+m,), ako se na nalin ranije
prikazan vreme obllazema odredi na osnovu jednaine (18). Deobom T7 sa T3

dobiva se sad

T M+m, 4 (19)

CiR U
1 e M t=my va;

i to je poboljSani tre¢i Keplerov zakon koji vazi kad centralno telo nije nepo-
kretno, odn. kad masa jednog tela nije znatno manja od mase drugog tela.
Odigledno je iz (19), medutim kad su mase m, 1 m, male i zanemarljive u
u odnosu na masu M, da se ovaj poboljSani zakon svodi na uobicajenu for-
mulaciju treéeg Keplerovog zakona.



V PUTANJA. ELEMENTI PUTANJE. POREMECAIJI I KORISCENJE

1. Astreromski putanjski elementi

Vektorska diferencijalna jednadina kretanja tela u odnosu na nepokretni
cen‘ar ili kretanja oko zajednikog teZi§ta tela u problemu dva tela

r= -k 2k, (1)

3
gde je m odgovaraju¢a masa, odreduje reenje
A=T(CEE o i Gt i)k

Pri tome su konstante Ci, ... C6 elementi (parametri) koji odreduju putanju
(trajektoriju) tela po obliku, veli¢ini i poloZaju. Za odredivanje integracionih
konstanata C,, .. C6, kako znamo, treba znati po&etni polozZaj r,={Xy, ¥y, Zo}

i poCetnu brzinu v —"o*w% Jos Z,; u nekom ,,pofetnom‘* trenutku 7, raCuna-
nja vremena — treba dakle, znati Sest skalarnih pocetnih uslova. Nacm resa-
vanja naucnih problema, kao §to je ovo odredivanje kretanja tela u gravita-
cionom polju, gde se poletnim stanjem definiSe svako kasnije, odreduje tzv.
mehanicki determinizam. g

Medutim, za odredivanje kretanja nije nuzno polaziti od r i r kao pu-
tanjskih elemenata, veé se mogu koristiti i nekih drugih Sest skalarnih eleme-
nata, koji uz to imaju odredena geometrijska i mehani¢ka znacenja i stoga su
povoljniji.

a. Elipticki elementi pu-
tanje. — Elipticna putanja (orbita)
odredena je (III) uslovima

2
e~<1,1 =0 2 < ; . (2)
0

gde Je e ekscentricnost, /£ konstanta
energije 1 p, 1 v, su intenziteti vektora
poloZaja i brzine u podetnom trenutku 0 @
vremena. Za odredivanje putanje po- é\/r[, 2 i
trebni su (sl. 21) ovi elementi: P N

Q — Duzine (longituda) uzlaznog
¢vora (planete, satelita S). Pri tome je
uzlazni ¢vor N ono mesto na kome po-
smatrano telo prelazi osnovnu ravan,
gledano od pola, u direktnom smeru na Sl 21

55



56 Tatomir P. Andeli¢

severnu stranu. Naspramna tacka N’ je silazni ¢vor a prava NN’ linija évorova
uolenog tela.

i — Nagib ravni putanje prema 0sSnovnoj ravni.

Q i i su parametri koji odreduju poloZaj ravni putanje uoéenog tela
(planete, asteroida, veStackog satelita itd.). Za osnovnu ravan se uzima u slu-
daju posmatranja u odnosu na Zemlju (naroCito kad je re¢ o vedtaCkim sate-
litima) ekvator, a u slufaju (uglavnom u astronomiji) posmatranja u odnosu
na Sunce — ekliptika.

o — Argument pericentra putanje, tj. ugaono rastojanje pericentra od
uzlaznog c¢vora.
a — Velika poluosa (srednje rastojanje) eliptiéne putanje.
2 o c : e s
e — Ekscentricnost (numericka), e=—, gde je ¢ ZiZzno udaljenje od cen-
a
tra elipse.

Parametri a 1 e odreduju veliéinu i oblik uodene elipticke putanje, a
njenu orijentaciju u smislu kako su postavljene njene ose.

T — Vreme (trenutak) prolaza tela kroz pericentar, tzv. epoha pericentra
i taj element sluzi za odredivanje poloZaja tela na putanji.

Prethodnih Sest elemenata su opsti keplerovski elementi. Mesto prethod-
nih elemenata se kod elipse mogu koristiti i: parametar elipse p=a(l —e?);
rastojanje q=a(l—e) pericentra od Zize (perigejno, ako je u Zizi Zemlja, a

" i
perihelno, ako je Sunce itd.); srednje kretanje n=%f=¢—§3— i period obilaze-

2 s ! !
nja T=7ﬂ. Mesto o se ponekad koristi dufina pericentra A=Q+w bez ob-

zira na to §to uglovi Q i o ne leze u istoj ravni.

Otigledno je razmak promene ugaonih veli¢ina elemenata €, i 1 © od-
reden nejednakostima

0°<Q<360°, 0°<i<<180°, 0°<w<360°.

Polozaj samog tela na putanji odreden je onda potegom ¢ i pravom ano-
malijom v. Za odredivanje poloZaja tela na putanji koristi se i tzv. argument
poloZaja u, koji meri ugaono rastojanje tela od uzlaznog &vora (u=w+v).

Izradunavanje elemenata za elipticnu putanju tefe obiéno ovim tokom:

®) Prvo se pomoéu A=k>m i datih @ i 7 izracuna srednja anomalija M po

obrascu
M=n(—n), 3)

i to uvek za dati trenutak vremena #, kad je t epoha perihela poznata.

B) Izraduna se ekscentritna anomalija E, kad je dato e i izraunato M, iz Keplerove jed-
nacine (III, 60)
M=E—esin E, @)

Ova transcendentna jednacina je od velikog znadaja u raznim pitanjima vezanim za
eliptiéne putanje, pa ¢emo se stoga zadrzati malo ovde na njoj. Za malo e razlika izmedu
ekscentriéne anomalije E i srednje anomalije M je mala. Napr. za Zemljinu putanju oko
Sunca je e=0,0167 pa, prema tome, najveée moguée pozitivno ili negativho odstupanje, kad
se uzme sin E=-41, iznosi manje od 35’. Putanje, pak, veStackih satelita oko Zemlje su
obi¢no priblizno kruZne, pa za njih nema razlike izmedu ekscentri¢ne i srednje anomalije.
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Jednadina (4) se moZe resiti ma kojom metodom za priblizno reSavanje transcendent-
nih jednadina.

Napr. grafi¢ki, kad se ta jednac¢ina napiSe u obliku

e sin E=E—M,
i u pravouglom koordinatnom sistemu koordinata (y — ordinata a E apscisa) konstruiSu
linije (jedna kriva i jedna prava)
y=esin E, y=E—M.

Tada je traZeno reienje za E odredeno apscisom presedne tacke ove dve linije.
Priblizno se moze ta jednadina rediti i metodom sukcesivnih aproksimacija (Pikar — Picard),
kad se za prvu pribliznu vrednost uzme

E =M,
pa dalje na poznati nacin racuna
E,=M-+esinE,,
E,=M +esin E,,

Pri tome se moze dokazati da E,—~E, §to znaé¢i da je E,~E, za neko dovoljno veliko n.

Pri kori§éenju radunara (ali i tablica specijalnih funkcija) moze se Keplerova jednacina
(4) resavati i pomoc¢u Beselovih (Bessel) funkcija na naredni nacin.

Kad se Keplerova jedna¢ina napise u diferencijalnom obliku
dE=(1—ecos E)~'dM, (5)
uoéi da je
(1—ecos E)~ !,

periodiéna funkcija od E sa periodom 27 i osim toga parna funkcija od M, moZe se razvi
janjem u trigonometrijski— Furijeov (Fourier) red napisati

oo

1
(1—e cosE)—I:—z-AU+ Z Ay cos (kM).
k=1

Pri tome je
2n

1
AU:-—I(I—ECOS E)~'dM,
7
0

§to, kad se pomocu (5) svede na promenljivu E, daje

Ay,=2.
Uopste bice, na poznati naéin,
27
Ay ,é (1—ecos E)~'cos (kM) dM.
0

Ovo se posle svodenja na promenljivu E pomoc¢u (4) i (5) moze napisati

27
1
Ak=—fcos (kE— ek sin E) dE
™
0

T
2
:—fcos (ek sin E—kKE)dE.
s
0
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Medutim, kako Beselova funkcija reda k& od argumenta ek glasi
10 :
Jy (ek)=—jcos (ek sin E—kE) dE,
s
0

moze se, najzad, refenje Keplerove jednaéine napisati u obliku beskrajnog reda po Beselo-
vim funkcijama

es} 1 )
E=M+2 > —J (k) sin (kM). (6)
K=ok

Ocigledno je da se za e< 1, moZze pri radunu uzeti neki podesan konadan broj ¢lanova.

v) Zatim se izrauna pcteg p pomccéu E, a i e po obrascu
p=a(l—ecosE), (7
koja se lako izvodi sa sl. 18. Tamo je (OF=c¢, ON=acosE)
ON=acos E=c+pcosv=ae+pCosv. (®)

Ako se ovde unese vrednost za pcosv iz jednééine (11T, 34) 1 zameni
p=a(l—e?) dobi¢e se gornja relacija (7).

8) Prava anomalija v se izrauna po obrascu

v l1+e E
ey -\rete s ®

Ovaj se obrazac moze izvesti na naredni nacin. Jednadina
ocosv=a(cos E—e),
koja se dobiva iz (8), podeli se jednacinom (7) pa se tako dobiva

cosE—e

a odatle se poznatim trigonometrijskim transformacijama izvodi obrazac (9)
polaze¢i od
~ l—cosv

v
2 1+4cosv

U izraunavanju elemenata eliptine putanje moZe se, naravno, prvo iz-
radunati prava anomalija v pa onda poteg p, jer su ta dva izracunavanja ne-
zavisna jedno od drugog.

Na taj bi nalin polozaj nekog satelita na elipsi bio cdreden u polarnim
koordinatama o i v prema ravanskem sistemu &iji je pol u centru privlacenja
— Zizi (napr. Zemlji) a polarna csa orijentisana prema pericentru pokretnog
tela (satelita).

Prema prethcdnoj shemi rada kljuéno pitanje u ovom izracunavanju lezi,
kad je re¢ o eliptiénim putanjama u odredivanju ekscentriéne anomalije £ iz
Keplerove jednacine (4), kad se zna M i e odn. n i e. Re¢ je o relavanju
jedne transcendentne jednaline i ona zahteva i paznje i truda, kako smo po-
kazali, bez obzira na sva savremena pomoc¢na sredstva (tablice, racunare itd).
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b. Parabolid¢ki elementi putanje. — Parabolicka putanja od-
redena je uslovima

e=1, h=0, 2=, (10)

gde je znalenje oznaka poznato.

Paraboli¢na putanja se karakteriSe kao i elipticna elementima £, i, o,
e i 7, ¢ija su nam znalenja poznata. Medutim, mesto «, koje kcd parabole
nije definisano, uzima se parametar parabole p, kcji cdgeovara crdinati para-
bole u Zizi (duZini normale na pclarnoj csi u zizi do preseka sa parabolcm).

Mesto parametra se koristi i ¢=p/2, Sto opet odgovara rastojanju temena pa-
rabole cd ziZe.

Izracunavanje potega o i prave anomalije v kcd paraboli€ne putanje tece
ovim tokom:

Ovde se moze, prvo, iz Barkerove (Olbersove) relacije (III, 69) cdrediti
v u funkciji od ¢ pomo¢u p odn. ¢ i = a zatim iz (III, 34) poteg ¢, jer je
kod parabole uvek e=1.

¢) Hiperbolicki elementi putanje. — Hiperboliéno kretanje
odredeno je uslovima
2A
gl Ot vt (11)
Po
a njegovi su putanjski elementi: Q, i, w, e i 7, Cja su znaCenja poznata I

rezlna osa a hiperbole. Ponekad se, kao kod elipse, koristi parametar p i pe-
ricentralno rastojanje g, pri emu je sad p=a(e?—1) i g=a(e—1).
Treba voditi racuna da veli¢ina a u relaciji (IIT, 39) za klasifikaciju pu-

tanja pri centralom kretanju u gravitacionom polju nije jednaka realnoj osi, veé
je realna osa jednaka —a.

Odredivanje potega p i prave anomalije v postiZe se sad na ovaj nacin:

«) Odredi se, prvo, srednja anomalija M, pomoéu %, a 1 7 ili pomocu n
i (I, 76).

B) Zatim se iz jednaline (III, 77) izracuna veli¢ina F.
v) Sad se moze odrediti poteg iz obrasca

g=a(e cosh F—1), (12)

koji se lako izvodi. Naime, sa slike 19, kad se pazljivo vodi raCuna o znaci-
ma, moZe s€ napisati

—a cosh F+ae=p cos v.
Ako se ovde unese vrednost za p cosv iz (III, 34) i za hiperbolu stavi p=
=a(e?—1) pa uprosti, dobi¢e se relacija (12).

3) Najzad, polarni ugao v dobiva se iz relacije

V) e+1 F
WV IR it T S
tg \/eﬁlthZ (13)
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Ova relacija se dobiva na analogan naéin kao kod elipse. Prvo se sa sl. 19
moZe napisati veza

o cosv= —acosh F+ae=a(e—cosh F),

pa kad se ova jednaCina podeli jednadinom (12) dobice se

e—cosh F

cosy=——"—.
ecosh F—1
Tada se poznatim trigonometrijskim transformacijama dobiva

v l—cosv_e+1 cosh F—1
?) l+cosyv e—1 coshF+1’

i ked se uzme u obzir da je

goshF—1 " & "F
cosh F+1 2

dolazi posle svodenja do traZenog obrasca (13).
Naravno, da se i ovde prvo moZe izracunati polarni ugao v pa tek onda
poteg o.

2. Poremecaji

Opste primedbe. — Ako se ima pred oCima slucaj kretanja tela mase m
u odoosu na nepokretno telo mase m,, odn. u problemu dva tela sluaj kre-
tanja jednog tela u odnosu na drugo, onda treba imati u vidu da pored os-
novnog privladenja na neko telo mase m dejstvuju i druge sile, koje su istina
obiéno male i &esto zanemarljive prema dominantnom osnovnom privlacenju.
Dejstva takvih sila zovu se poremecaji i raznovrsnog su porekla. To mogu biti,
napr., dejstva drugih nebeskih tela, mogu poticati od neravnomernog rasporeda
mase u osnovnom telu, od spljoStenosti, kad je Zemlja u pitanju, od otpora
vazduha blize Zemlji, a u meduplanetnom prostoru od pritiska Suncevog zra-
Cenja itd. Najzad, moZe biti u pitanju i neka mala veStacki stvorena sila kao
§to je pogon nekog jonskog agregata. Tada vektorska diferencijalna jednaCina
kretanja tela mase m nece biti ona (III, 4) veé

5 AF
i el gy = S0 ) (14)

L
’.J r 3

gde je p=P/m poremelajna sila, odredena na jedinicu mase, odn. to je udeo
ubrzanja tela m koje zavisi od poremecaja. Treba imati na umu da je p po
pravilu promenljivo, zavisi od r i da se tako mora uzimati u racun.

Ogigledno je da je misaono najprostiji nalin reSenja ovog problema da
se re8i vektorska diferencijalna jednadina (14), odn. one tri skalarne diferenci-
jalne jednagine koje joj odgovaraju, kad je p poznato kao funkcija poloZaja i
vremena. To odgovara Kauelovoj (Cowell) metodi. Medutim, po pravilu, re€ je
o takvim diferencijalnim jednadinama, koje se ne mogu lako integraliti pa se
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moraju koristiti razne pribliZne metode reSavanja, $to ovu direktnu metodu u
veéini sluCajeva ne €ini preporucljivom zbog dugog vremena potrebnog za ra-
Cunanje. 5
Druga upotrebljivija metoda, koju ¢emo pomenuti, 1 ovde opisati, samo
u glavnim crtama, jeste Enkeova (Encke) metoda.
SuStina ove metode je u tome Sto se stvarno, poremeéeno kretanje upo-
reduje sa neporemeéenim i veé postojeée keplerovsko reenje problema dva tela
korististi kao pretezno u ukupnom kretanju.
ObeleZimo sad sa r={x, y, z} vektor stvarnog
poloZaja pokretnog tela mase m u odnosu na
osnovno telo m, u trenutku 7 u slu€aju ne-
: poremeéenog kretanja, koje je odredeno di-
R /9 ferencijalnom jednaCinom (II1, 4), a sa R=
{X, Y, Z} vektor stvarnog poloZaja tog tela
| u istom trenutku, pri femu je sad kretanje
odredeno diferencijalnom jednacinom (14),
,/ gde je samo mesto r stavljeno R. Tada je
m 77 . & i i
1 odstupanje od keplerovskog kretanja izazvano
sl 22 poremecejem odredeno relacijom (sl. 22)

o=R—r, (15)

gde je ¢=1{%, 1, {} vektor poremecagja. U Dekartovim koordinatama prethodna
vektorska relacija se svodi na naredne tri skalarne jednadine

E=X—x, 1=Y-y, (=Z-z (16)

Diferenciranjem jednacine (15) dva put po vremenu dobiéese poremecéajno
ubrzanje

o=R—r.
Ako se sad na desnoj strani ovde unese za R vrednost iz jednacine poremece-
nog kretanja, a za r izraz iz jednaline neporemecenog kretanja moéi ée se

napisati
= R
9:7~<L—~>+1)- (17)

Ovde sad izraz u zagradi pokazuje odstupanje stvarnog privlacenja centralne
mase od onog oekivanog poremecenog.

Neka u odredenom trenutku #, bude poremecajno odstupanje ¢,=¢ (%),
onda ¢e stvarni poloZaj uodenog tela u tom trenutku biti odreden relacijom

R (19) = r (1) + 9 (1),

gde je r(t,) odgovarajuéi poloZzaj tacke u neporemeéenom kretanju. U nekom
narednom bliskom trenutku 7,+ A7, bi¢e uoeno telo na mestu

R(t,+At)=r(ty,+A)+9(t, +A1). (18)

Da bismo, dakle, odredili stvarni polozaj R (f,+A¢) u tom kasnijem trenutku
treba prvo odrediti r(f,+A¢). Kako se moZe smatrati da je reSenje r () prob-
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lema dva tela bez uradunavanja poremecaja odredeno, lako je odmah napisati
i vrednost r(z,+At). TeziSte ove metode je sad u odredivanju promene vek-
tora poremeéaje, tj. u odredivanju

0(fy+ A1) =9 (1) + A9,

gde je Ag promena poremeéajnog vektora posle nekog vremena A 7, koju treba

izraunati iz poremecéajnog ubrzanja ¢, pa se uzimanje u obzir poremeéaja u
Enkeovoj metodi svodi na integraciju malih promena ubrzanja koje se javljaju
kod poremeéenog kretanja. PoSto je re¢ o malom: intervalu vremena u tom
radunu postoji Gitav niz olakSica, iako se ustvari radi o integraciji od 7, do
ty+ 1.

Izradunavanje A poCinje od neke tacke za koju je r=R I r=R, .
9=0, a to je tatka u kojoj se pretpostavlja da stvarna putanja dodiruje
(oskulira) osnovnu keplerovsku putanju U toku daljeg kretanja moze |Ag| da
dosta naraste i da se viSe ne moZe smatrati malim prema |R|. Tada se izabere
i uo¢i nova referentna putanja, za koju su opet ostvareni uslovi da su R i R
za stvarnu putanju jednaki sa vektorom poloZaja i vektorom brzine odnosne
neporemecene putanje u trenutku promene referentske putanje. Ovaj postupak
neposrednog priblizavanja od neporemecene putanje ka pravoj putanji uzastop-
nim koracima zove se i ,,rektifikacija putanje‘.

Treba jo$ nedto podvué¢i. Ova metoda postepenog izraCunavanja malih
promena ima jednu nezgodu. Naime, kako se u izrazu u zagradi jednaCine (17)
nalaze skoro jednaki vektoii, to se veliki broj prvih decimala ponistava i stoga
se mora radunati sa velikim brojem decimala, §to 1 pored savremene tehnike
radunara nije najpodesnije. Da se ta nezoda koliko toliko ublaZi postupa se
ovako. Prvo se u jednadini (17) za r unese vrednost iz (15) pa se onda, posle
transformacije, moZe napisati jednacina

SSUIRIN r3
9:"3[(1—E)R—9:|+p. (19)

Ako se sad uvede veli¢ina 7 definisana relacijom

3 ¥ R*—r2 :
Loa+2me g =20, 20)

moze se jednadina (19), ako je |27|<1, tj. ako poremecaj nije veliki, napi-
sati u obliku konvergentnog stepenog reda

SAPILe  suisssuen §53. 5 ]
9=_[(3»q_ 7+ -ff—---)R—p]ﬂr, 1)

r3 2.1 3!

kad se (1+42%)73/? razvije po binomnom obrascu.

Na taj nadin sad mesto diferencijalne jednacine (17) imamo diferencijalnu
jedna&inu (21) za izradunavanje odsfupanja od neporemecéenog kretanja, u kojoj
se ne javljaju razlike skoro jednakih veli¢ina, a koja omogucuje navedeno
postepeno izradunavanje.

Varijacija elemenata. — SuStina metode varijacije orbitnih elemenata u
raunu poremedéaja sast ii se u pretpestavei da poremecajna sila, u datom
trenutku, mcze izazvati prcmenu eliptickih elemenata (kad je re€¢ o elipsi kao
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putanji), koji onda, promenjeni, cdreduju datoj Keplerovoj elipsi drugu osku-
latornu elipsu, koja od date ne cdstupa mnogo, ali ne mora biti ¢ak ni u
istoj ravni sa njom uvek, jer se mogu menjati i duzina ) uzlaznog &vora i
nagib 7. Stvarna putanja je onda obvejnica svih ovakvih trenutnih elipsa.

U narednim izlaganjima imecemo pred céima, uglavncm, eliptiéne putanje
veStackih satelita 1 njihove peremecaje. I neka bude data poremecajna sila mwy
u polozaju satelita T na putanji, koji je odreden polarnim koordinatama o1 v
(sl. 23). Kad je re¢ o satelitima Zemlje, onda je O u centru Zemlje. Pri tome
m neka bude masa satelita-a w, njegovo poremecajno ubrzanje: Kao obiéno,
kad je re¢ o veStackim satelitima Zemlje biée u osnovu izlaganja postavljen
geocentralni ekvatcrski sistem kocrdinata. Neka u cdnosu na njega ravan
putanje satelita 7 bude odredena duzinom Q uzlaznog &vora N i nagibom i pu-
tanje prema ekvatoru, a za odredivanje poloZaja satelita na putanji moZe se
mesto p 1 v koristiti 1 u=w-+v (argument poloZaja).

P
g JE
o/ No, Y 4
A T
é\;ﬂ/ i
? N gk
SI. 23
Obelezimo sa w,, w, i w, koordinate vektora w, poremeéajnog ubrzanja,
pa ¢e biti
Wr =W, g +W,V,+W, 1, , (22)

gde su g¢,, v, i n, (sl. 24) jedini¢ni vektori u smeru pctega, normalno na poteg
u ravnl putanje i normalno na ravan putanje OPT.

: Sa slike se vidi da ¢e koordinate vektora brzine v u ravni neporemecéene
trajektorije (Keplerove elipse) biti

v,=vcosd, v,=vsind, v,=0, (23)

gde su v,, v, i v, koordinate vektora brzine u smerovima jedini¢nih vektora
0o Yo 1 M,, a & ugao koji tangenta na putanju u 7 obrazuje sa potegom.

Koordinate vektora brzine » posle poremecaja u tacki T, u trenutku 7,
dakle u ravni oskulatorne elipse, bice
Vo=V cos &+w,dt; vi=vsin & +w,dt; v,=w,dt, (24)

poSto su, posle elementa vremena d¢f odnosne promene koordinata brzine

dv,=w,dt, dv,=w,dt, dv,=w,dt. (25)
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Zadatak se, prema tome, sastoji u tome da se pomccu elemenata osnovne
(polazne) keplerovske elipse i poremeéajncg ubrazanja cdrede varijacije (pro-
mene)

diQu Ny hday de) 1 dw)

odn. brzine ovih promena, tj.
49 di da de do
dr g e

Pitanje Sestog orbitnog elementa, tj. epche pericentra, znaajno za prou-
Savanje kretanja planeta i asteroida, nije od znaCaja za prouavanje kretanja
vestadkih satelita, jer ne dolazi u obzir uzimanje u obzir tzv. vekovnih (seku-
larnih) promena. Prosto se stoga, kao dato polazno vreme, uzima vreme pro-
laza satelita kroz pericentar 7,=0, tj. vreme se racuna od prolaza veStaCkog
satelita krcz pericentar. Tada je srednja anomalija (III, 59)

27 B
e e e 2
M T \/a3 H (26)

ako je T vreme obilaZenja veStadkcg satelita, a velika poluosa njegove elipsne
putanje (srednje rastojanje satelita), A=4k2m,, kad je m, masa centralnog priv-
laénog tela.

Treba uzeti jo§ u obzir da, kad se usled poremeéenog ubrzanja w, brzina
satelita u pravcu potega za elementarno vreme df promeni za w,df, onda se
odnosna promena samog vektora poloZaja moZe dobiti po obrascu

1 ;
é— (0 +w,dr)dt= > U dre, 27

a to se kao mala veli¢ina viSeg reda moZe zanemariti pa p smatreti kao nepro-
menjeno pri prelazu od Keplerove elipse ka oskulatornoj elipsi na uofenom
mestu.

Izraz (27) za promenu vektora poloZaja na uofenom mestu 7' dobiva se
kao proizvod srednje brzine 1/2 (0 +w,df) u uoCenom elementu vremena 1 sa-
mog elementa vremena dft.

Da bismo odredili promenu velike poluose a elipse kao putanje podi ce-
mo od izraza (III, 39) za kvadrat brzine. Diferenciranjem se odatle dobiva,
posto se p ne menja

2vdv= A da,
a’.’
odnosno
2
SRl i (28)
A

Sad se vdv moZe odrediti pomoc¢u datih podataka iz kvadrata brzine u
ravanskim polarnim kcordinatama

(29)
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pri &emu su radijalna v, i transverzalna v, brzina, odredene obrascima

Vo=p, V,=pV, (30)
1 gde je konstanta povrSine
A=c*v=0v,= VD, (31)
cdakle se izraCunava
elie. A (32)
P P

Ako se izraz (29) diferencira dobi¢e se, poSto se za diferencijale dv, 1
dv, unesu vrednosti iz (25)

vav=v,dv,+v,dv,=v,w,dt +v,w,dt. (33)
Iz obrazaca (30) — (32) odrede se v, i v, i uzme u obzir da je iz (III, 34)
)

- L oEVE L 4 :
p="— esinv=— e sinv,

p p

pa najzad sve to unese u relaciju (33), dobice se

1
va’v=A(—wpe sinvdz‘+iw9d1) 2 (34)
p P

Kad se to unese u (28) dobiée se za varijaciju velike poluose elipse

2a%4 (1 : 1
da = ‘ (—wpe smvdt+—wydt), (35)
A o\p P
odnosno
2
95554 (esinv-wp%—iwp)‘ (36)
dt A 0

Da bismo dobili brzinu promene ekscentriénosti e poéi ¢emo od
p=a(l—e?), pa dobivamo
de

da
1—e?) ——2ae—. 37
( )dz 7l (37)

dp _
dt

Iz pvv=l/ﬁ se diferenciranjem dobiva pri stalnom p

_ 1! \/l (38)
pwvdt—-7 7 dp,
odnosno
dp_ \/p _2pA
_dt = 2 p 7 VV\J == —)\—WV, ’ (39)

§to daje brzinu promene parametra p.

5 Uvod u astrodinamiku
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Ako se sad uoéi (37) i tamo za 6;—a unese izraz (36) dobiée se
t

? 3 D de
2 \/-——w =(1—-e*)— |esinv-w,+=—w 2 ae—,
oy = ( )V [ et ] 3

odakle je brzina promene ekscentrinosti

£=£ w‘,sinv+<i—i)wy : (40)
da A ep ae

Ravan keplerovske elipse, odredena sa ¢ i v, odn. sa ¢ i »,, usled kompo-
nente w,dt obrée se oko ¢ za vreme df za neki elementralni ugao de (sl. 25).
Kako Je W, upravno na ravan osnovne elipse biée

w,dt  pw. dt ow,dt

e s

tgdende=

@1)

v
s obzirom na (31) i (32).

[\ }("dz
1‘ i
/ T/
v /3
(@) 9 IE
Sl. 25 Sl. 26

Da bismo odredili uticaj obrtanja putanjske ravni za de na elemente i
i Q uogi¢emo sferni trougao (sl 26) koji prikazuje stanje elemenata posle vre-
mena df pri Cemu se poloZaj ¢vorne taCke promeni za dQ od Q, do Q,. Sa
slike se pomoc¢u sinusne teoreme iz sferne trigonometrije doblvaju naredni re-
zultati
sin(i+di) sinu
sinde sindQ’

1.
sini cosdi sind Q+cosi sindi sindQ =sinu sinde,
pa, kako su di, de, i dQ mali biée

sinde~de, cosdirl, sindQadQ, sindirdi, (42)
pa se dobiva
sinidQ-+cosi-di-dQ=sinu-de.

Medutim, drugi ¢lan s leve strane u ovoj jednadini je mali drugog reda, pa se
moZe zanemariti i tako dobiti relacija

sini-dQ=sinu-de.
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Odatle se, s obzirom na (41) dobiva najzad

QIR 43)

sin i

odnosno
dQ _pw, sinu_pw, sinu

—= — : (44)
dt  Vap sini A sini

Iz kosinusne teoreme sferne trigonometrije za uglove sa sl. 26 se dobiva

cos (i+di)=cosicosde—sinisindecosu,
odnosno
cosicosdi—sinisin di=cosicosde—sinisin decos u.

To se s obzirom na (42) moZe izrasiti u obliku
cosi—sini-di=cosi—sini-cosu-dz.

Odatle se za varijaciju nagiba putanje i prema ekvatoru dobiva

di=cosu-de, (45)
i s obzirom na (41)
E=£w—"cos U= e W CoSs . (46)
dt AD

Za odredivanje promene argumenta pericentra (perigeja) o uoli se na
sl. 26 ugao u=w-+v i sa nje po kosinusnoj teoremi za stranice sfernog trougla
odredi

cos (u+ du)=cos u cos d Q +sin u sin d £ cos i,
tj.
cos u cos du — sin u sin du =cos u cos d Q +sin u sin d L cos i,
pa onda za malo du(cos duas1, sin duasdu)

cosu—sinu-du=cosu-+sinucosi-dQ.

Sad se moZe odrediti varijacija argumenta poloZaja u

du= —cosidQ, (47)
1 brzina njegove promene
@:—cosiig—z:—p—w" cos’zsmu : (48)
dt dt A sin i

Sa druge strane se iz relacije (III,34) moZe posle diferenciranja po ¢

. . dv ; ; :
izraCunati d—, kad se uzme u obzir da se na mestu dodira neporemecene i
t

poremecene putanje p ne menja. Dakle, prvo
de dp

e sin 2y coS
iny —=p— y——,
& Pdt dt

5%
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pa odatle, s obzirom na (39) i (40)
dv 1 |[p cosv ; (p ) 2 \/?
e Kl o) |y A R 248
dt e NV A sinv [W°va+ ep ae esimv V& '™
1 najzad posle uprcséavanja
dvi 1 \/?[ p cosv cos?y ( p> 2
sk e P w,— :
dt e AR ep sinvy i sin v 1+p sinv c)

Diferenciranjem relacije #=w+v dobiva se, medutim, za promenu argu-
menta pericentra

do=du—dv, (50)
odn. za brzinu te promene
do i du _dv \ (51)
dt dt dt

. e, - du . dv 4
gde sad samo treba uneti, veé izradunate vrednosti za d_ i d—, da se dobije
t ¢

traZeni rezultat.

3. Veze izmedu putanjskih i ekvatorskih koordinata

Pri proufavanju kretanja veStackih satelita se dosta Kkoriste putanjske
koordinate satelita. Napr., ako je ravan eliptine (i kruZne) putanje nekog
vestackog satelita Zemlje (ili inade nekog drugog nebeskog tela) utvrdena
prema ekvatoru nagibcm i i duZinom Q uzlaznog &vora, onda se u toj ravni
uolava, kako smo veé videli, ravanski polarni sistem koordinata, kome je
pocetak O u centru Zemlje (odn. centralnog privlaénog tela), gde je Ziza elipse,
a polarna osa se orijentiSe prema pericentru P ili prema ulaznom &voru N.
Tada je poloZaj satelita odreden sa dva podatka (dve koordinate): potegom ¢
i pravom anomalijom v ili potegom p i argumentom poloZaja u. Izvesna neo-
dredenost moZe nastupiti samo, ako je putanja krug, jer tada nije jednoznacno
odreden smer polarne ose, po$to mema pericentra, ili, kad ravan putanje pro-
lazi kroz severni pol poSto to ostavlja smer kretanja po putanji donekle nede-
finisan. Ovo se, medutim, moZe posebnim dogovorom otkloniti.

Medutim, i kad smo u stanju da ovako odredimo poloZaj satelita na
njegovoj putanji, za neka vazna pitanja takvo odiedivanje nije dovoljno. Na
pr., ako radi praéenja kretanja satelita u toku vremena treba postaviti tzv.
usmerenu antenu, onda su nam za to potrebne horizontalne koordinate. Da
bismo do njih do$li uspostavicemo vezu izmedu putanjskih koordinata p 1 v,
odn. n satelita 1 njegovih geocentralnih ekvatorskih koordinata rekatascenzije «
1 deklinacije § iz kojih se posle mogu odrediti azimut i visina.

Ove se veze mogu neposiedno uspostaviti na ovaj nacin. Prvo poteg
p = OX (rastojanje satelita od Zemljincg centra) iz putanjskih elemenata ostaje
nepromenjen pri prelazu na ekvatorske koordinate. Ostale potrebne veze izmedu
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traZenih i datih elemenata dobivaju se iz sfernog trougla NXY (sl. 27), koji je
koji je odreden poloZajem N uzlaznog Evora putanje satelita, polozajem sate-
Itita X na putanji i presekom Y meridijana satelita sa ekvatorom. O je centar
Zemlje (Zemljin centar mase) a ugao Y
je prav, a ostale su oznake na sl. 27 P
poznate od ranije.

Tada se, prvo, iz sinusne teo-
reme za sferni pravougli trougao NXY
za stranice u 1 & dobiva

sin u 1

= e
sind sini

odakle se mo¥e izradunati deklinacija
: o e S
sin § = sin u sin 7, (52) g

pri ¢emu je u dati argument poloZaja
kao putanjska koordinata, a i je poz-
nato kao odredbeni element poloZaja

putanje.
Dalje, iz kosinusne teoreme za uglove sfernog trougla NXY dobiva se
cosi=sin (<X NXY) cos 3, (53)
a iz sinsne teoreme proistie
in (¢—Q
e oy e LI (54)
sin u

i najzad, iz kosinusne teoreme za stranice istog trougla dobiva se relacija
cosu=cos (e — ) cos 3.
Deobom jednaéina (54) ovom jednadinom i eliminacijom sin (<S¢ NXY) dobice se
tg (o« — Q) =tgu cosi, (55)

odakle se pri poznatom £, u i nagibu i dobiva rektascenzija c.

Medutim, radi bolje i ta&nije odredenosti ugla 8, koji smo odredili samo
sinusom, moZe se izvesti drugi obrazac za odredivanje deklinacije 3, koji glasi

tg 8 =sin (« — Q) tg i, (56)

a koji pretpostavlja da je prvo izralunat ugao «—. Prethodni obrazac se
izvodi, kad se iz relacije (52) i obrasca, dobivenog iz sinusne teoreme

sin (SNXY) _ sin(2—Q)

sin i sin &

b

elimini$e sin (< NXY).

Veza izmedu putanjskih koordinata p 1 v, odn. p i u i ekvatorskih geo-
centralnih koordinata « i § moZe se uspostaviti i preko Dekartovog sistema
koordinata Oxyz (x-osa prema prole¢noj tacki U, z-osa prema severnom ne-
beskom polu P, a y-osa tako da sa njima obrazuje desni trijedar, vid (II, 4)
vezanog za prvi ekvatorski sistem koordinata.
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Sam tok uspostavljanja veze teCe ovim redom. Prvo se uo&i jedan po-
mo¢ni Dekartov sistem pravouglih koordinata, kome je prva osa u praveu li-
nije ¢vorova, treca prema polu P’ putanjske ravni, a druga na odnosni nadin
orijentisana za dopunu do desnog trijedra, tada ie vektor poloZaja uodene
taCke na putanji odreden na naredni nadin

p={pcosu, psinu, O0}.

Obaranjem putanjske ravni, tj. osnovne ravni ovog koordinatnog sistema, obr-
tanjem oko linije ¢vorcva N’ N,, ravan ekvatora za ugao i, koordinate vektora
poloZaja postaju

p={pcosu, psinucosi, psinusini}.

I najzad, obrtanjem Dekartovog koordinatnog sistema iz ovog poloZaja oko
OP (z-ose) za wugao  uravni ekvatora, da bi se ovaj sistem preveo u upotrebljeni
Dekartov koordinatni sistem (na csnovu obrazca za obrtanje sistema osa u
ravni za dati ugao) dobice se

X =p (cosu cos Q—sinu cosi sin ),
y=p(cosu sin Q+sinu cosi cos ), (57)
z=psinu sini.

Ako se ove Dekartove koordinate izraze istovremeno pomcéu ekvatorskih sfernih
koordinata o i § u obliku

X=c08J cosu,
y=cosdsina, (58)
z=s5in 39,
onda se uporedivanjem jednih i drugih izraza dobiva odmah
z=sin § =sinusin i,
a to je ve¢ poznata veza (52). Zatim za odredivanje rektascenzije o imamo

y cosu sin { + sinu cosi cos £
“—=tanga= - — .
% cosu cos L —sinu cosi sin

4. Projekcija putanje satelita na Zemljinu povr$

Pomocu geocentralnih ekvatorskih koordinata « 1 8 satelita, prvo, treba
odrediti geografske o 1 ¢ tzv. ,,supsatelitske‘* tacke, tj. one tacke na Zemljinoj
povrsi, koja se u datom trenutku ¢ nalazi ispod satelita, odn. one tacke u Ci-
jem je zenitu satelit u tom trenutku. Pri pretpostavci da je Zemlja lopta bila
bi (iz vremenske relacije) geografska duZina

)\:O"—‘SG: (59)

gde je 05 zvezdano vreme Grinia (Greenwich) u trenutku ¢ (izraZeno u ugaonoj
meri), a geografska Sirina
p=3. (60)
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SpljoStenost Zemlje je mala 1 samo neznatno utie na geografsku Sirinu
pa se stoga zanemaruje, iako je moguce uzeti je u racun, kad se zahteva po-
sebna taénost.

Kad se ovako dobiveni podaci o supsatelitskim tackama unesu u neku
geografsku kartu Zemlje 1 spoje kiivom linijom, onda se dobiva ofigledna slika
o prostornom 1 vremenskom toku putanje satelita nad povrsi Zemlje i relativno
prema odredenom mestu na Zemlji.

Do ovakve supsatelitske putanje dolazi se na ovaj nalin. Zamisli se pre-
sek putanjske ravni satelita sa Zemljom, zamiSljenom kao sfera, pa se tako
dobiva veliki krug Zemlje, koji se¢e ekvator u dve naspramne tacke, a Cija je
najsevernija tacka u ¢= +i, a najjuznija u ¢= —i. Medutim, poSto se Zemlja
obrée oko svoje ose, supsatelitske tacke za vreme jednog obilaska satelita ne
leZe na istom velikom krugu. Tako, ako se uzme da satelit prelazi ekvator sa
juga na sever u vreme f#, (vreme prolaza kroz uzlazni ¢vor) i to nad nekim
mestom Cija je geografska duZina Ay 1 u tom trenutku zamisli postavljen pre-
sek satelitske putanje 1 Zemlje, onda, kad ne bi bilo obrtanja Zemlje, bile bi
geografske koordinate A 1 ¢ supsatelitske tacke u nekom kasnijem trenutku
1>ty

A=Ay+(@—Q), o©=3, (61)

gde je « rektascenzija, Q duzina uzlaznog &vora, a § deklinacija, jer se geog-
rafska Sirina mesta rotacijom oko ose ne menja.

Zemlja se, medutim, za vreme ?—¢, obrne za ugao 0° 2507 (t—1y),
ako je t—t, izrazeno u minutama svetskog vremena. Faktor 0°, 2507 odreduje
broj stepena ugla koji odgovara jednoj minuti vremena. Kad bi se zvezdani i
srednji Sunev dan poklapali prethodni faktor bi iznosio taéno 0°, 25, ali, kako
znamo, zvezdani dan je neSto kra¢i. Prema tome, prava geografska duZina
supsatelitske taCke u vreme ¢ iznosice

N (D)= 02, 2507t = 1) (62)

jer se tacka sa prvobitnog velikog kruga nesto pomakla. Geografska Sirina ¢
naravno ostaje nepremenjena. Odavde se dobiva ono isto A kao 1 iz relacije (59),
Sto nije teSko pokazati. Naime, u trenutku #y bie a=Q, A=2%y, a 05=Q—%y.
Medutim, u kasnijem trenutku #—?, bice

05=Q—ny+0° 2507 (1 —ty),

ako se vreme raduna u minutama svetskog vremena a odredi kao ugao, a to
potvrduje tacnost iskaza.

Sprovodenje konkretne konstrukcije supsatelitske putanje obavlja se cbicno
tako Sto se za niz ekvidistantnih vrednosti argumenta poloZaja u satelita odrede
prema prethodnom odeljku (3), prvo, njegove ekvatorske koordinate o i § pa
zatim prema (62) geografske koordinate A i ¢ supsatelitske tacke na Zemlji i
to unese u neku geografsku kartu, na pr. u Merkatorovoj projekciji, i najzad
tako dobivene tadke spoje. Ova kriva ¢e u odnosu na trag prvobitnog velikog
kruga biti pomerena u smeru obrtanja i to utoliko vise ukoliko je vreme T' kruZenja
vestaCkog satelita duze. Najzgodnije je zbog ovog stalnog pomeranja ove krive
nacrtati je na providnoj hartiji pa postavljati na kartu prema potrebi i prema
odnosnoj vrednosti 2,. Oblik ove krive zavisi pri datoj projekciji geografske
karte uglavnom od i i T i, po$to se nagib i i vreme kruZenja T relativno sporo
menjaju, ovakva kriva se moZe koristiti duZe, ali se, naro¢ito pri promeni vre-
mena kruzenja 7, mora crtati nova kriva.
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Ima puno raznih potrebnih izraGunavanja, posebno onih vezanih za pos-
tavljanje instrumenata na Zemlji za pracenje satelita, pa se stoga mora imati
pred ofima Citav splet prostornih odnosa izmedu horizontskih, ekvatorskih i
putanjskih koordinata.

T Tako se izmedu ostalih, na pr.,
moZe postaviti i pitanje, kako se
moZe odrediti visina (udaljenost)
h vestatkog satelita 7" nad Zemljom,
kad je poznata (ili izradunata) njego-
va ugaona visina @, posmatranog iz
neke tacke M (sl. 28) i kad se zna
ugaono rastojanje MN=<IMON=c
supsatelitske ta6ke N od posmatrada
u uoCenom trenutku. O je centar
Zemlje i ona se uzima kao lopta, R
je njen polupreénik a r= R + A, rasto-
janje vestadkog satelita od centra O
Zemlje.

Tada se primenom sinusne teo-
reme na trougao OTM dobiva
na R sin (90° + a)

R R sin[90°—(ato)]

cosa

o cos(a+c)-

Odavde se moZe izraCunati A, kad je poznato a i o, ali i obrnuto: moZe se
izraCunati a, kad je poznato A. Vrednost o se ili izraCunava ili nalazi u tabli-
cama, a vrlo Cesto se za to koriste 1 krive koje pretstavljaju trag satelitske

N
putanje na Zemlji. Naravno, luk MN, odn. o velikog kruga odreduje se u
praveu azimuta veStackog satelita posmatranog iz tatke M.

Sa sl. 28 se moZe odrediti i rastojanje p=m" od posmatraca do satelita
pomodéu obrasca
sin ¢

cos (a+ o) ’

koji se lako izvodi, kad se visina trougla OTM prema stranici OT izracuna
jednom pomocéu p a drugi put pomoc¢u R ili neposredno pomocu sinusne teo-
reme.



VI PROBLEM N-TELA

1. Opsti integrali

Neka je uolen sistem od N tela (materijalnih tacaka) koja jedno na
drugo dejstvuju Njutnovim silama gravitacije 1 koji zami$ljamo kao zatvoren
i izolovan od dejstva drugih sila. Neka to budu tela ¢&ije su mase

my, My, ..., My,
kratko tela m; (i=1, 2,..., N), &jji su uzajamni poloZzaji odredeni vektorima
(sl. 29)

9=V =" o =194, (@

gde su r; 1 r; vektori poloZaja tela m; i
m; u odnosu na neki stalan pol O u pro-
storu.

Tada masa m; dejstvuje na masu m,
silom

m.m; m.m;
Fij=k2 13 7 9,-J~=k2 13 J (rj_,.i)’ 2) Sl. 29
Pij Pij

gde je k? kao uvek univerzalna konstanta gravitacije. Prema tome, na telo m;

dejstvovace svih ostalih N—1 masa i diferencijalna jednaina kretanja tela m,
bice

o N }ﬁ.ny
mir=k* > —2 (r,—ry), 3)
=1 By

pri ¢emu j ne uzima vrednost j=i, §to kad se skrati sa m; daje vektorsku
jednadinu

3 N Fi— .

r,.=kzz m; ’3’. (=S0025 s ) (4)

7=1 Pij

U odnosu na Dekartov sistem pravouglih osa Oxyz, gde je r;={x;, y;, z;}

prethodne vektorske diferencijalne jednadine mogu se izraziti u skalarnom
obliku

N :
X;—X;
o= 2 J L
=k e e
j=1 Py
N 2
S Yo=Y
Tk B it : (5)
j=1 Pij
N
= Zy — Ty
Z=k*y m Lo+,
j=1 Pij

73
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pri demu treba staviti
ey =V (& —x)2 + (3= y)* + (5= 2)*
Za ovaj sistem (3) odn. (4) od N vektorskih diferencijalnih jednadina drugog
reda, odn. za 3 N skalarnih diferencijalnih jednaéina kretanja (5) mogu se u
najopstijem slu€aju izvesti samo tri vektorska i jedan skalarni integral (a za
potpuno reSenje dinamickog problema o kretanju N-tela potrebno je 2 N vek-
torskih ili 6 N skalarnih integrala).

U sistemu relacija (2) koje odreduju sile zbcg uzajamnog privladenja po-
javljuju se pored sile F;; 1 sila kojom masa m; privla¢i telo m;, tj. sila

Fy=—F

J 78

Medutim, kako je o,;=p;, bice sile F;; i F; suprotne, dakle, F;= —F,;, §to se
slaze sa tre¢im Njutnovim zakonom, da su akcije i reakcije jednake po veli-
¢ini, pa stoga imamo

Ako se sad sve sile rastave u takve parove, dobi¢e se sabiranjem svih
N jednacina (3) po i
om, r,=0. (6)
i

Odavde se integracijom cdmah dobiva

Zm,. ;-i: Zm,- v,=A. @)

Na levoj strani je koli¢ina kretanja uoCenog dinamickog sistema od N-
-tela a desno konstantan vektor, nezavisan od vremena. Ovo je jedan prvi in-
tegral sistema vektorskih diferencijalnih jednacina (3), koji kaze da je kolicina
kretanja uwocenog sistema od N-tela u vremenu nepromenljiva.

Integracijom jednaéine (7) dobiva se

2, my;=At+B, (8)

gde je vektor B konstantan (ne zavisi od vremena). Ovo je drugi vektorski
integral problema N-tela koji ima naredno mehani¢ko znalenje.

Kako je
> ny; ¥ =mrc,

4
gde je m=2m; a ro je vektor poloZaja centra mase uofenog sistema, moZe
i 2
se jednadina (8) napisati u obliku
mre= At + B. €)

To dokazuje da se centar mase sistema cd N-tela krece pravolinijski u pros-
toru u odnosu na neki nepokretni sistem referenlije.

Diferenciranjem jednacine (9) po vremenu dobiva se

mro=A4 = vczi. : (10)
m
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{j. centar mase sistema od N-tela krece se jednolikom brzinom. Konstante A
i B odreduju se iz pccetnih uslova i od njih zavisi pravolinijski put centra
mase, odn. njegov poloZaj u prostoru.

Ako se sad jednadine (3) redom pomnozZe vektorski sa r;, na pr. zdesna,
i saberu dobice se (i#))

= m;
me("ixn-)=kzzz 3 —F) XK “7‘222
i i j

Qij u

m; m;

Ly xr,

jer je r;xr;=0. Medutim, sad se u zbiru po 7 na desncj strani pojavijuju pa-
roVi sablraka r;xr 1 xr;, Koji se tano potiru, pa se tako dobiva da je

Z m; (;:,. X = Z (G5 ;",.) — 0. (11)
Odavde se jednom integracijom dobiva

Zm,- (r,.xr',.)=Zm,. (i) =€, (12)
jer je

= Somy(rx ) = m(r;xr) + > m(rxr) = m(rxry).
i i i i

Vektor C je konstantan u odncsu na vreme i ovo je tre¢i vektorski integral
problema N-tela. Dok su ono pre bili integrali koli¢ine kretanja ovo je sad
integral kineti¢kog momenta, ali samo prvi, jer drugi u opStem slucaju ne
moze da se nade.

Ako se stavi

—(r,9) =S

gde je S; sektorska brzina tela m;, onda se (12) moZe napisati u obliku

22171,-5,-:C, (13)

pa se prvi integral kinetickog momenta zove i integral povrsine problema od
N-tela.

Ovaj vektor C odreduje, posto je stalan, ravan koja je upravna na nje-
mu 1 koja se uzima da prolazi kroz centar mase uodenog sistema. Ona je
stoga invarijabilna ili Laplasova ravan o kojoj je bilo ranije govera i kod pro-
blema dva tela.

Jednacina te ravni glasi
C-(r—ro)=0, (14)

gde je r vektor pclczaja ma koje taCke ravni a r. vektcr polczaja centra mase.

Najzad, mcze se odrcditi jo§ jedan, ali skalarni integral problema. Nai-
me, ako se jednacine (3) redom pomnoze skelarno sa dr,, dr,, ..., dry 1 sa-
beru dobice se

m; m

m, ¥, - dr, 7/\222- (r;—r)-dr,. (15)
i P/
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Ovde se u zbiru na desnoj strani po;avhu;u opet parovi sa permutovamm in-

deksima i i j, ali je m;m;=m;m; 1 r,—r;= —(¥;—r;), pa stoga imamo, napr.
m; m;
J[(” ry)-dri+ (r; =) -dr)] = k* J(i‘ r;) - (dr; —dr))
el o3
m; m: m;
=K 13 J(rj_ri)'d(rj_ri)z =k 91_7 szJ
Py Pu
m; m;
e Pu dPu = 2 JdPu
pU PU

To znali da se posle sabiranja svih ovakvih proizvoda dobiva

Smy vy dry = —kzzz (16)
i Jj j
Leva strana jednaline (15) sa svoje strane moze se ovako transformisati
- d . d
2 m; ¢, - dr; = 0 (Z m;r,) - dr; = = (Z m;v;)- v, dt
1
=> mydn=3 m,-v,.-dvi=d<z7 m,-v?).
i i i 2
Desna, pak, strana, kad se uvede (i7j) funkcija sile
=i S Zm m; (m1 m, +ml A5 s +m1 My (17)
2 i Pij P12 P13 Pin
m, m m, m
ik S & ) e A A
P23 Pan
My_ M
‘ L N)
5 J s - PN—1, N
moZe se izraziti u obliku
mm '
— k2 z S =4 =du.
. D”
Na taj nacin se sad jednaCina (16) moze izraziti u obliku
1
d (Z = m; v,z) =dU,
odn. posle integracije
z(—m v,) U+h,
a to je
T=U+h, (18)

I ; s 1 2 ST
Sto je integral energije sistema N-tela, poSto je T=> ?mi vi njegova kinetic-
i

ka energija.



Uvod u astrodinamiku 7

To znaéi za problem N-tela postoje 3 vektorska i 1 skalarni integral,
§to nam pruZa moguénost da za 6 N elemenata, potrebnih za potpuno reSenje
problema, odredimo samo deset jednaina, a to nije dovoljno ni za reSavanje
problema tri tela.

2. Kretanje u odnosu na centar mase. Poremecajne funkcije

Potrazimo sad obik jednaéina kretanja (4) odn. (5) u odnosu na, ne ne-
ki apsolutni sistem referencije, ve¢ u odnosu na centar mase (teZiste) C sa-
mog posmatranog sistema od N tela.

Uzmimo radi toga da su koordinate centra mase C u odnosu na prvo-
bitno dati apsolutni sistem referencije u polu O

L )
re=1{xc, Yc» Zc}

i neka novi sistem osa CXYZ sa pofetkom u C ima ose paralelne osama sis-
tema Oxyz. Obrazac za prelaz od jednog u drugi koordinatni sistem glasi,
onda, u vektorskom obliku

ri=R,+rg, (19)
odn. u skalarnom obliku

xi=Xi+xc, ¥i=Yi+Yc, 5=2;+2c,
pri éemu je R;={X;, Y;, Z;} vektor poloZaja tela m; prema novom polu — cen-
tru mase C.
Lako je pokazati da jednaline kretanja (4) cdn. (5) transformisane na

nove koordinate zadrzavaju isti oblik (invarijante su u odnosu na ovu trans-
formaciju), tj. izgledaju u vektorskom obliku

2R. —R.
mid =Ky mjgj—g&, (20)
dar* j Pij
odn. u skalarnom obliku
mX;=k*> ijj_z’X‘ :
j Pij
m V=S my 2L @1
i Pij
mZ,=k*% m; <, —
J pPij

To sledi otuda §to, prvo, sva rastojanja ostaju nepromenjena samo se izrazZa-
vaju u novim koordinatama

oy =V (X~ X)*+ (V= Y +(Z,- Z))*
i drugo, 8to je s obzirom na veze (19) i relaciju (9)

r,=R,—R,ir=R,.

Prema tome, posto jednaéine kretanja u novim koordinatama zadrzavaju
isti oblik, to ove jednaline relativno u odnosu na centar mase imaju iste prve
integrale kao i one jednadine u odnosu na apsolutni sistem. Samo S§to je sad
integral o kretanju centra mase (koliine kretanja), koji naravno opet pOStOJl

identicki zadovoljen jer se centar mase stalno poklapa sa pocetkom i ostaje
u ovom sistemu nepokretan.
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Posmatranje sistema od N tela u odnosu na centar njegove mase je i
od praktiCnog interesa. Naime, kako je zbir vektcra poloZaja optere¢enih ma-
sama nekog sistema u odnosu na njegov centar mase nula, tj.

>, m; R, =0. (22)

odnosno
Zm,.X,-:O, zm,.Y,:O, Zm,.Z,-:O, (23)

moZe se izraunati vektor poloZaja jednog tela, na pr. R, za prvo telo, pa
¢emo dobiti

1
Ri=—~  >mR; (24)

my u

gde se po p sabira od 2 do N. U skalarnom obliku to ¢e biti

X~—~Zm :——Zm 1—%2 Mz, (25)
w

my w my

Ako se, onda, pomoc¢u ovih veza iz jednadina (20) odn. (21) eliminie
vektor poloZaja R;, odn. skalarne koordinate tela m,, dobiée se N—1 vek-
torska jednadina ili 3 N—3 skalarne diferencijalne jednadine drugeg reda po
nepoznatim koordinatama svih tela izuzev tela mase m, Sto znaci da za od-
redivanje ostaje 2 N—2 vektorske ili 6 N—6 skalarnih integrala. Tako je pre-
ko odredenog centra mase problem o kretanju N-tela sveden na samo N —1
vektorsku diferencijalnu jednainu.

Ovih N—1 vektorskih diferencijalnih. jednadina za relativno kretanje u
odnosu na centar mase C sistema mogu se ovako izraziti (p;,=0,)

d*R, 2 P k_ (m, +m,) R, + Z m, SRl S R”—:&, (26)
dr? p)\ w Pru

gde se naravno uzima AFp.
Odgovarajuée skalarne jednadine nije teSko napisati.
Do prethodne vektorske jednadine dolazi se na ovaj nacin. Jednacine (20)

se napiSu samo za vektore R,, gde je A=2, 3, ..., N, poSto se R, eliminiSe.
Toj jednalini se, kad se izdvoji R, moZe dati oblik
R
d R ]»2 Rl e /\,2 z’ B__ (27)
.dl‘z o O

gde se u zbiru izostavlja A=y, ali samo u onim izrazima gde se oba indeksa
javljaju istovremeno. Kad se ovde, na desnoj strani unese za R; njegova vred-
nost (24), poSto se u tom izrazi izdvoji élan sa indeksom A za sebe 1 napiSe

I71
R=—-—"R—— Zm Ry
. 77’!1 1771 n
dobiée se

R,—R
k:nl[mejLR J__zm :l_l_kzzmu_u3 7\,
W

px LMy m,

Sto se, onda, lako svodi na (27).
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Ovaj sistem jednalina je neSto sloZeniji cd onog u odnosu na apsolutni
sistem referencije ali ima ona ista tri vektorska integrala i jedan skalarni in-
tegral.

Vrlo vazno je sad i pitanje odredivanja kretanja jednog tela sistema od N
tela u odnosu na jedno od mjih (na jednu materijalnu tacku, na centar mase
jednog tela).

Na pr., kretanje veStaCkog satelita u sistemu Sunce, Zemlja, Mesec i
vestaCki satelit zavisi od toga u odnosu na koje telo cd njih kao osnovno se
sve posmatra. Ako je to Zemlja, onda je to geocentralno kretanje, ako je Sun-
ce, onda heliocentralno. Kad se u prethcdnom sistemu uzme za osnovni helio-
centralni sistem, onda nema velike razlike izmedu posmatranja kretanja na
centar mase tog sistema i onog u odnosu na centar mase samog Sunca, posto
je pomeranje polozaja teziSta Sunca usled prisustva takvih masa kao §to su
Zemlja, Mesec i sateliti beznacajna.

Novi sistem koordinata uze¢emo u centu mase M, tela mase m,, jer to
ni u ¢emu ne ogranifava opStost razmatranja. Njegove ose M, En{ ¢emo uze-
ti opet paralelno osama apsolutnog sistema Oxyz odn. baricentralnog sistema
CXYZ.

Ako se vektor polozaja tela mase m, (=2, 3, ..., N) obelezi MM, =
0, =1{&., . G}, onda se odmah moZe napisati naredna veza

=R —R ={X,—X,, hh-Y,, Z,-Z}}, (28)
pa onda
my o, =m, R, —m, Ry,
1 kad se uzme u obzir relacija (24)
mg,=m R+ 2  mR,. (29)
=2;. 0 5N

Medutim, ovde u sumi desno se svakako nalazi i indeks A, pa se nje-
govim izdvajanjem dobiva

m, g, =(m,+m) R, + 2, m,R,. (30)
[

Da bismo sad dobili diferencijalne jednadine kretanja u odnosu na ova-
kav sistem referencije treba jednalinu (28) dva put diferencirati po vremenu
pa ¢emo dobiti

d*¢, d*R, d*R,
dt? vods? dt?

(31)

1 ovde sad treba sve izraziti pomoéu vektora ¢,. Radi toga se uzme u obzir
da je
Ru‘_R'A =0u— M- (32)

Desna strana u jednacini (23) moZe se izraziti pomocéu vektora ¢,, ako se
uzme u obzir (28) i (32), pa se dobiva

d’R, k? 5 $u— 9
dr? =_—pgm197\+k zmu. 3

. P

A

Najzad, se relacija (27) napife za R,, pa kako se u zbiru ne nalazi j=1,
moZe se sumacioni indeks oznaliti se p. (sabiranje poéinje od 2). Medutim, u
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tom zbiru od 2, ..., N nalazi se i ¢lan sa indeksom A pa ¢emo njega izdvojiti,
jer se inale posle stalno sabira za ws*A. Tako ¢emo dobiti
a’R, k?

9
= R RS S
PA w Pu

Ako se sad ovako izvedene vrednosti unesu u (31) dobi¢e se traZena
vektorska diferencijalna jednadina u obliku

dagi e —
9A+—3(m1+n7x)pxzk22mu (9“—39*——9&3) (33)
darz o uw Paw Pu

Vrlo je lako, naravne, sad napisati skalarne jednadine za ove koordinate.
Napisa¢emo u potpunosti samo prvu od njih

dt?

S phln Al
£A+T(m1+m7\)i7\=kzzmu <Qu 3 2 —%),
P2 w P Pu
Wsdee
7]1+_3(m1+m7\)7h: 2 (34)
P
2

L

Gyiins (mbm)G = oo

o

Pri tome je p,=|¢,| rastojanje tela m, od tela m; (poteg tela m, u od-
nosu na telo m,; kao pol)

e

Rastojanje izmedu neka dva tela m, 1 m, bice

o =VE B2+ (ot — )2+ (G — Q)2

Pitanje kretanja jednog tela u problemu N —1 tela u odnosu neko dru-
go telo moZe se interpretirati i na jedan poseban nadin u izvesnim slucajevi-
ma. Naime, ako na neko telo m, osnovno, centralno telo m; ima preteZan
uticaj — deistvo, a dejstva se svih ostalih tela mogu smatrati kao odredeni
poremecaji, onda se jednadine (33) mogu napisati u drugom obliku koji te Ci-
njenice narodito istide.

Tada se izraz za desnu stranu jednadina (33) moZe predstaviti kao par-
cijalni gradijent neke skalarne funkcije polozaja (us%A) za vektor

R,=K22 m, Ry, (35)
13
gde je
el ey (36)
Pan Pur
I zaista iz
grady, Ry=k? > m, grady, Ry,
13
imamo

grady. (L s ‘LS&L) S S
Pru Pu [ ou
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$to nije teSko pokazati, jer je
1 ios
gradpx—=9” 8 97\,
Pau Pru
a kako je poznato, parcijalni gradijent nekog skalarnog proizvoda po jednom
faktoru jednak je drugom faktoru pa je

D0 9 9 9,
grady, 5+ = grady, (g)x- —%):—';

3

Pu Pu Pu.
Uvedimo jos

k2 (m, +m,) ="M,

kao karakteristinu gravitacionu konstantu za par tela m; 1 m, pa se onda
diferencijalne jednagine (30) mogu napisati u saZetom obliku

d? M.
dt‘;’- - ;—3"’ _ grady R,. (37)
U skalarnom obliku prethodne vektorske jednacine izgledaju ovako
i o Mybin OR,
g+ 7\3 A 2 :
P 0 E.«x
- M,mn, OR
ot A =2 (38)
Pa 0,
- MG OR
Gt )3 ==
PA 0 Cz

Funkcije R, zovu se poremelajne (perturbacione) funkcije.

Tako je ova teorija od posebnog interesa za proucavanje kretanja vestac-
kih satelita u gravitacionom polju gde ima nekoliko tela, ona je nastala u
klasi¢noj nebeskoj mehanici. Naime. pri proucavanju kretanja planeta uoceno
je da je masa Sunca preteZna i da pri proucavanju kretanja jedne planete os-
talih osam izazivaju &esto samo relativno neznatne poremecaje i odstupanja
njihovih putanja od pravih keplerovskih. Sa druge strane ako neka kometa
dode u blizinu najveée planete Jupitera, onda ¢e naravno glavna privlacna si-
la biti Jupiter pa njega treba uzeti kao centar u odnosu na koji se kretanje
proucava.

Ne treba zaboraviti da, kad je reé¢ o veStalkim satelitima, oni mogu da
prelaze iz oblasti preteZne gravitaciie jednog tela o takvu oblest drugog tela,
pa onda treba u prouéavanju kretanja menjati centar referencije.

6 Uvod u astrodinamiku



VII PROBLEM TRI TELA
1. Opste primedbe

Otigledno je da sve ono §to vaZi za N tela vaZi za svako N>2, pa prema
tome, i za N=3— za problem tri tela, jer se inae problem dva tela kao vrlo
vaZan 1 osoben uvek razmatra posebno.

Medutim, i problem tri tela, zamisljen naravno kao izolovani sistem,
istie se izvesnim osobenostima i od veéeg je interesa nego opsti problem
N-tela, pa se stoga iz prakti¢nih i istorijskih razloga i on izlaZe posebno.

Ovde ¢e, prvo, za problem tri tela biti izvedene iz opsteg problema
N-tela zajedniCke osobine, a posebno ée biti istaknuto samo ono §to naro&ito
karakteriSe sam problem tri tela.

Naravno, ne t{ebg ni naglafavati da se, ponavljanjem opSteg postupka
opisanog pri izvodenju integrala koji va¥e za N tela, mogu izvesti i odnosni
integrali tri tela.

Prema tome, ako su data tri tela &ije su

Ms mase m, (i=1, 2, 3), vektorima ¥; u odnosu na

proizvoljni pol O, tada vektorske diferencijalne
m, jednaline kretanja ta tri tela glase

dr,
dt?

¥ —F; "
my—L =k Smm, DN j=1,2,3) (1)
J

Cij
e gde je, kao i kod problema N tela uopste (sl. 30)

PU=\°ji=!rj_ri"

Iz problema N tela proisti¢e da postoje
ova tri vektorska integrala ovog problema

Cmy .
> mr;=>myv,=A=const., (2)
i i

F
1 to je integral kolidine kretanja

Zm,.r,zAt—l—B, 3)

Sl. 30

gde je B—=const.. Kad se ovde uzme u obzir da je i sad

>mr=(m+m,+m)rc=Mrg,

82
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moZe se ovaj integral napisati u cbliku - £
Mro.—At+B, C))

zbog &Sega se zove i integral o kretanju centra mase. On nam kazuje da se
centar mase ova tri tela kreée nepromenljivo (jednoliko i pravolinijski) u
prcstoru. Izraz

> m, (r; x v) = C =const. (3)

je integral kinetickog momenta problema tri tela. On se s obzirom na pojam
sektorske (povrsinske) brzine

1 .
S;=—(@r; xv),
2 :
moze izraziti 1 u obliku

25 m, S§;=C,

u kome je poznat kao integral povrSine.

Konstantni vektor C, odreden integralom povriine odreduje i ovde jednu
stalnu ravan, recimo, kroz centar mase nada tri tela, koja se zove kao 1 kod
problema N-tela i problema dva tela Laplasova invarijabilna ravan.

Osim ova tri vektorska integrala postoji za opsti problem N-tela pa i za
problem tri tela i jedan skalarni integral, tzv. integral energije

%32 =T=U-+h, (6)

gde je h konstanta energije, koja se odreduje iz pocetnih uslova, a

U ED i (7
g/

Pij

tzv. funkcija gravitacionih sila, pri Semu se u zbiru za i, j=1, 2, 3 svaka
kombinacija pojavljuje samo jedanput, tj. m; m,, ali ne 1 m,m,.
2. Centar atrakcije

Kako je za svako N

Ji )
1

I =

N mdar
2. m 7=
i=1 i
vazi to i za i=1, 2, 3, pa se onda iz relacije

F,+F,+F,=0, (8)

vidi da su sve gravitacione sile u studaju tri tela komplanarne (sve su uvek u
ravni trenutnog centra mase).

6%
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Dalje, iz uslova
z rxF;=0,

koji takode vaZi za svako N imamo u potpunosti ispisano za i=1, 2, 3
P XF +r,xF,+r,xF,=0, ©)

Sto uopSte ne zavisi od izbora pola u odnosu na koji se odreduju vektori
poloZaja.

Sa slike 31 koja odgovara proiz-
voljnom rasporedu data tri tela, odmah
je jasno da se dve ma koje od sila koje
dejstvuju na tela m,, m, i m, (na pr.
F, i F)) moraju seéi (jer rezultanta te
dve privlagne sile mora padati u unutra-
njost trougla). Ako, onda za pol uzme-
mo njihovu preseénu talku 4,a vektore
poloZaja tela u odnosu ba§ na taj pol
obeleZimo sa r;, r, i r,, onda mora
biti

rXF +r,xF,=0,

jer se F; i F, seku u talki 4, a momenti sila u odnosu na neku tacku na
nosalu sile su jednaki nuli. Medutim, kad se to unese u (9) dobiva se
ryxF,=0,

Sto znali da taCka A4 leZi i na trecoj sili F,. Drugim redima, sve tri sile priv-
lacenja (atrakcije) u problemu tri tela prolaze kroz jednu tacku koja se zove
centar atrakcije (po M. Milankoviéu).

Centar atrakcije 4 je odreden silama, a centar mase C tri tela raspc-
redom masa i njihovim veliéinama, pa se moZe postaviti pitanje kad ce se
ova dva centra poklapati, tj. kad ée biti

A=C. (10)
U takvom sludaju, posto je
my+m,+my=M,
kad se centar mase C uzme za pol, mora biti r,=0, pa
myr +m,r,+myr,=0, (11
pa ¢e zbog poklapanja centra mase C i centra atrakcije A biti
i= =N, *,>0), (12)

jer su vektori poloZaja r,, r,, ¥, uvek orijentisani od C ka masama, a sile F
su orijentisane suprotno, tj. ka centru atrakcije.

Iz (8) i (11) sledi
AMr+Arnt+h =3 Nr=0. (13)
i
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Jednagine (11) i (12) proisti¢u iz pretpostavke da se 4 i C poklapaju. Ako
se sad jednadine (11) i (13) pomnoZe vektorski prvo, vektorom r;, dobice se

m, (r, X 1) +my (ry x r) =0,
odnosno
A, @, xp) 2y (3 x 1) =0,

odakle se izvodi deobom druge prvom
BB
my, M,
Posle vektorskog mnoZenja istih jednaina vektorom r, dobiva se
my (ry x 1) +my (ry xr,) =0,
A (rpxr) 42 (ryxp,) =0,

Sto sad posle deobe daje

To znadi, ako se u problemu tri tela centar atrakcije 1 centar mase
poklapaju, onda vaZi relacija

gl A7,
m, m, m,

— 717, (14)

gde je n* neka pozitivna skalarna veli¢ina, pa se moZe kratko napisati
)‘i:nz m; (l= 1, 2, 3) (15)

Nije tesko pokazati da ovo rasudivanje vaZi i kad su data tri tela na
istoj pravoj (kolinearna).

3. Egzaktna reSenja problema tri tela

Ako je konstelacija tri data tela takva da se za Citavo vreme kretanja
A 1 C poklapaju, ona se moZe uzeti da je centar mase sistema nepokretan
(jer se inade krece jednoliko i pravolinijski) i kretanje takva tri tela posmatra
u odnosu na centar mase odn. centar atrakcije. Diferencijalne jednacine kre-
tanja ¢e onda glasiti
d*v, ;
m dr2 o —)\irﬂ (l_ 1: 25 3) (16)

Sto posle decbe sa m; s obzirom na (14) daje

R LT : (17)
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Treba samo imati na umu da, ako se konstelacija uodena tri tela moze
menjati, onda »n? ne mora biti konstanta ve¢ je funkcija vremena

n2=n2()L" (18)

Da bismo dcbili tzv. egzaktna (tacna) reSenja naseg problema pcdimo cd
onog podetnog poloZaja koji ispunjava uslov A=C i kad su mase m,, m, i m,
u temenima jednakostraniénog trougla. Pitanje je sad kakve treba da budu
poCetne brzine pa da za celo vreme kretania ostane A=C i konstelacija bude
stalno sliéna pocetnoj. To znaéi sistem se ne mora kretati kao nepromenljivo
kruto telo, ali konstelacija treba da ostane u sliénom poloZaju, tj. u prethod-
nom slucaju stalno u temenima jednakostraniénog trcugla bilo veéeg bilo manjeg.

Taj zahtev ¢e biti ispunjen, ako su:

1/ vektori v, v, i v; pocetnih brzina komplanarni i leZze svi u ravni masa
koja je onda nepromenljiva ravan;

2/ vektori brzina svi obrazuju isti ugao sa odnosnim vektcrima poloZaja, tj.
<X (v;, r)=%=const; (19)

3/ intenziteti v,=|v;| vektora brzina u podetnom trenutku su propcrcionalni
modulima r;=|¥;| vektora poloZaja, tj.

V. v It 2 -
—L=u=const. +=-1, itd. (20)
r, v

i <

Da ¢e, kad su ovi uslovi ispunjeni, postavljeni zahtev biti zadovoljen
moZe se pokazati na naredni geometrijski Laplasov nadin (sl. 32).

Kako su vektori v;, v,, »; u po-
detnom polozaju komplanarni I obra-
zuju isti ugao sa odnosnim vektorima
polozaja; bi¢e polcZaj tri tela posle
elementarnog vremena d¢ odreden vek-
torima poloZaja

¥+, dt. 21)

Tako, ako su m,, m,, m, polo-

Zaji nasa tri tela u trenutku =0, bice
njihov poloZaj u trenutku o7, odreden
vektorima (21) u mj, mj, mz. Medutim,
trougli  Cm,mi, Cm,mi, Cm;C; su
SI. 32 sliéni, jer su  na osnovu (19) uglovi

u temenima m,, m,, m; jadnaki a iz

(20) se vidi da su u tim trouglima stranice koje obrazuju te uglove proporcic-
nalne. Otuda se moZe zakljuditi da ¢e radijus vektori koji odreduju ta tri tela
posle vremena d¢ biti zaokrenuti za isti ugao a njihove duZzine produZene
proporcionalno. To pokazuje da ¢e nova konstelacija posle vremena dr biti
sliéna polaznoj. Nije teSko pokazati da ¢e sliCnost konstelacije ostati ouvana
i u narednom elementu vremena df, jer su prema (17) izvodi brzina po vre-
menu proporcionalni vektorima poloZaja (potezima). Prema tome, slicnost
konstelacije ¢e biti o8uvana u toku kretanja. Uglovi medu vektorima poloZaja
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masa u toku C¢itavog kretanja ostaju nepromenjeni — isti kao u pofetnom
momentu, dok se velidine vektora poloZaja menjaju, ali ostaju u istoj onoj
razmeri u kojoj su se nalazili u poletku kretanja. To znali centar mase miruje
(ili se kreée jednoliko i pravolinijski) a konstelacija tri tela se razme3ta stalno
tako da ostaje u poletnoj konstelaciji, sliénoj konstelaciji.

Dakle, jednadine (17) vaZe i posle promene vremena, a razlaganjem
ubrzanja na radijalno i transverzalno, moZe se onda napisati

2 2 2
d ri_ri(ig:) e e ZOU R (22)
dt? dt dr? dt dt

gde su r, i m, jediniéni vektori u radijalnom i transverzalnom pravcu. Ska-
larnim mnoZenjem jediniénim vektorima r, i m,, dobivaju se Sest skalarnih
jedna&ina koje opisuju ovakvo kretanje

2 7)
4T A 23)
dr? ‘\ar
2
P R B, ’ @24)
dt? dt dt

Kad se, sad, jednacina (24) napiSe u obliku

1 ;

. i (rTZ d&) — O,

r,dt dt
onda se vidi da za kretanje svakog od ova tri tela vaZi zakon povrsina, tj.
do,

— =C,=const., 25
- (25)

2
Fi

gde je C; dvostruka sektorska brzina u podetnom momentu, koja ostaje u
toku kretanja ocuvana.

Utvrdili smo, dakle, da putanje sva tri tela moraju biti sline, pa ostaje
samo da se utvrdi kakve su to putanje.

U resavanju ovog zadatka mora se poc¢i od neke polazne konstelacije i
Lag;ani je utvrdio da se do tacnih (egzaktnih) reSenja o kretanju tri tela moZe
do¢i, ako su u poletnom poloZaju tri tela:

a) U temenima jednakostraninog trougla sa stranicama nepromenljive
duzine. To se naziva kruZni slucaj, jer sva tri tela mogu opisivati krugove sa
centrima u C.

b) Na istoj pravoj liniji (kolinearni sluéaj).

¢) U homografskom polozaju, kad je
Qip
— =0 (), (26)
Pij

(homc_)grngski slucaj), tj. kad je razmera rastojanja p; tri tela prema njihovim
rastojanjima pf, u poetnom poloZaju, neka funkcija vremena. Ovaj sluaj obuh-
vata prva dva, ali se mi na njemu neéemo zadrZavati.
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Inade u svim drugim sluc¢ajevima je raun vrlo sloZen i ne dovodi do
nekih egzaktnih reSenja opSteg slucaja, osim naravno u raznim sluéajevima
ogranifenog problema tri tela o femu ¢e kasnije biti rei. ReSenja gornja tri
sluaja poznata su kao LagranZeva (ili egzakina) reSenja problema tri tela.

KruZni siucaj tri tela. — Ako se ucéi ma koja trouglasta konstelacija
tri tela m,, m,, m, (sl. 33) i stranice obeleZe sa

a=m,m,, b=m;m;, c=m, m,, 27)

pri ¢emu je uslov A=C ispunjen, onda se mogu uspostaviti neke veze medu
masama 1 potezima. Naime, s obzirom da je

my+m,+my=M,
a prema (11) je
myr +m,r,+myry=0,

mogu se iz druge od ovih jednadina, pomccéu
prve, eliminisati redom, prvo m,, pa m, i naj-
zad m, 1 tako dobiti tri naredne relacije

! — My =m, (r,—r) +my(F;—r),
I — Mr,=m, (ry—r) +m, (r;—r),  (28)

—Mry=m, (r,—ry)+m,(r,—r,).

S1. 33

U kruznom slucaju biée

a=b=c=const. (29)
Jednacina (17) se mcZe, s obsirom na prvu od jednacina (28) napisati u obliku

d? r

F =m
dr?

2
= 7‘—/{ mym, (¥, —F,) gl 0 (m3m1 (Fy=r7): (30)

Sa druge strane imamo prema (1)

d*r r—r k® k? ,
Flzmlj—kzzm m; 93 1=C—3mlmz(r——rl)+b—2m3 my (ry—ry). (31)
le

Ako se napiSu joS ovakvi izrazi za F, 1 F;, onda se uporedivanjem koeficije-
nata uz mm,(r,—r,), msm,(ry—r). 1 m,my(ry—r,) dolazi do zakljucka da
mora biti

nzi ki kAL

Lt -, (32)
M & b o
odn. poSto smo uzeli da je a=b=c
2 2 2
B s il My (33)

I a3
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Ako se jo$ uvedu skracene cznake

2 2
(m5+ m, my+m3)*:

M? =2
2 2.
(m3+mym, +mi)*h
3M12 =M,, (34)
(m3 +m, m, + ma)’s
M? gt

onda se, najzad, dcbiva

S e ey (35)
ri ] r3
tj. kratko
2 .
112:—1f ]3”’ ; (36)
T

Do cve poslednje veze dclazi se na ovaj naéin. Dizanjem svake cd vek-
torskih relacija (28) na kvadrat, uzimanjem u obzir (29) da je a=b=c, dobice
se tri naredne relacije

2 2 2
M? i =(m3+ m, my + m3) a2,
2 2 2
M2y = (m3+my m, +m)) a2,
2 2 2
M?r3=(mi +m, m, +mj) a?,

a odatle se onda izvode veze (37)

Vredncst (35) za n? uneta u jednadine (17) daje

‘Zzi:~/clMi—"3’¥. (38)
[ ¥i

Ova jednadina pokazuje (vidi cd. III i IV) da se telo mase m; moze u
ovakvom sluc¢aju kretati oko centra atrakcije A tako, kao da se u njemu nalazi
masa M;. Prema tome, njegova putanja more biti neki konusni presek, a koji

(e<0, e=0, e>0) zavisi od poCetnih uslova. Putanje sva tri ova tela su, na-
ravno, sli¢ne.
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Kolinearni slucaj tri tela. — Neka sad tri data tela m;, m, i m, leZe na

istoj pravoj i neka su tela poredana kao na sl. 34, na pr. sleva nadesno, a
prava orijentisana i odredena jediniénim vekto-

~¢ sy rom i a C neka bude centar mase. Tada ¢ée biti

—_— ===l L —_—
za Cmy=r;, Cmy=r, i Cm,y=r,

il m . . .
& | ry—r,=ai, ri—r,=—bi=r,—r=ci. (39)
l 5 Pri tome su @, b, i ¢ pozitivne veli¢ine (2>0,
SI. 34 6>0, ¢>0) i ne mogu biti jednake, ako se tela

ne poklapaju.
Ako se sad napiSu izrazi za sile F, F, i F, dobiée se prema (30)

n? :
E =E—{(m2 c+mybym, i,

n?
F,=— (m,a—m,c)m,1i, (40
2 ]\{( 3 s ) 2 )

-

n :
F,= —— (myb+m,a)m,i,
3 M 1 2 3

a prema (31)
F, =k(ﬁ;+%)mli,

¢
Q:HC@-%ymn (41)
at e
F,= —kz(zi—l—l-@) My L.
b* gt

Uporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuée izraze u ovim jednaéinama do-
lazi se do naredne tri veze

n? m, m
(myc+myb)y=—24-2,
M ¢z b
n? m, m ,
5 (mya—myc)=—"2—-2, (42)
M aFey C2
n? my, m,
(mb+mya)=—+—,
k2 M 5 b*
od koiih su samo dve nezavisne, jer se treéa moZe uvek izvesti iz ostale dve.
Stavimo i
2z (43)
c
onda je (vidi 39) '
b=a+c, (44)

pa se moze napisati
a—igz,) B (lz), (45)
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pa kad se prva od jednadina (42) podeli tre¢om dobiva se, u ovim oznakama,
posle kraceg raduna

m, 22 [1 —(1+2)3] +my (1 +2)? (1—23) + my [(1 + 2)3 — 28] =0, (46)

ili kad se ova algebarska jednadina petog stepena po z razvije i napiSe urede-
na po opadaju¢im stepenima od z, dobice se
(m,+m,) 25+ (B my+2my) z*+ (3my +m,) 2> — (m, + 3 my) 22 —
(47)
—@2m,+3my)z—(my,+m;)=0.
Ova jednadina cdreduje kako moraju tri kolinearna tela biti rasporedena i u kom
medusobnom poloZaju da bi se njihov centar atrakcije poklapao sa centrom mase.

Analizom ove jednadine, po$to znamo da su sve mase pozitivne, dolazi
se do zakljutka da ona ima samo jedan realan i to pozitivan koren. Ta vred-
nost z odreduje onda razmeru rastojanja srednje mase od one druge dve krajnje
dok sama apsolutna rastojanja mogu biti proizvoljna.

Uvek je odreden polozaj srednje mase prema ostalim dvema. pa se za
drugi raspored masa, na pr. m,, m,, m, ili m,, m;, m, dobivaju druga redenja.

Na pitanje kako se mogu sad kretati ova tri tela, moZe se dati odgovor,
kad se uzme u obzir da je pri rasporedu masa m,, m,, m, sleva nadesno

a=aqi, b= —bi, c=ci
(48)

Fr= =1l L b= R0 Pa=Tal,

pri ¢emu je znak kod r, pozitivan, ako je centar mase sistema izmedu tela
m; 1 m,, a negativan, ako je izmedu m, i m,.

Jednaine (28) pri ovim uslovima postaju (svi vektori su kolinearni)
Mri=m,c+myb, \
+Mr,=mya—m,c, (49)
Mry=m b+m,a.

Iz ovih jednacina i jednacdina (42) dobiva se za masu m,; (u prvu od jednacina
(42) treba umesto Mr, uneti m,c+m,b iz prve od ovih jednaina (49))

2
n2=k— i PR (50)
P \¢® b2 ‘

Kad se odavde na osnovu (45) elimini§e b i ¢ i stavi

i [m, +my (1+2)%] [m, (1 +2)* +m,]

M , (51
1 M?*(1+z)? )
gde je M, neka konstanta, koja ima dimenziju mase, dobice se
k*M
=, (52)

pa jednacina kretanja tela m, glasi
azr L r

dt? r
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1 slicno za ostala dva tela, tj. opet se radi o jednadinama oblika (38)

a’r; F;
7 :—kzM,-?. (53)

One pokazuju da se i u kolinearnom sludaju tela kreéu po konusnim preseci-
ma oko zajedniCkog teZita, ostajuéi stalno na pravoj liniji i prolazeéi kroz
pericentre 1 apocentre istovremeno.

Za razliku od kruznog slucaja sad ove ,.fiktivne® mase M, imaju druge
velidine.

Tacke libracije. — U onim naroéitim sluéajevima problema tri tela, kad
postoje egzaktna (partikularna) reSenja, moZe se postaviti pitanje poloZaja re-
lativne ravnoteZe jedncg od njih u odnosu na cstala dva. Egzaktna redenja,
medutim, pod pretpostavkom poklapanja centra atrakcije i centra masa, postoje

u sluCaju rasporeda tih tela u temenima

Mgl jednakostraniénog trougla nepromenljive

veli¢ine i u slucaju rasporeda tela na
pravoj liniji pri naroitim razmerama
njihovih rastojanja. Zato, ako se, u tzv.
kruZnom slucaju, postavi pitanje gde

mora biti telo m,, ako su tela m; i m,

na nekom stalnom' rastojanju a, odgo-

vor glasi. Masa m, zauzimace jedan od
dva polozaja L, 1 Ly (sl. 35) u teme-
nima jednakostraniénog trougla &ija je
stranica ¢ i koji je u invarijabilnoj ravni.
m, Ove dve tacke zovu se frougaone tacke
libracije tri tela, a oznauju se iz isto-
rijskih razloga na pokazani naéin prema
imenu Lagranza. Drugim refima, ako
bi se, na pr. neki veStacki satelit nasao

u odnosu na Zemlju i Mesec kao trece

telo u poloZaju koji odgovara trougao-

noj tacki libracije, on bi onda ostao u

nepromenjenom polozaju prema Zemlji

i Mesecu, tj. teorijski ne bi nikad mo-

gao sti¢i ni na Zemlju ni na Mesec!

| Pitanie odredivanja tacke libracije
2 (relativnog polozaja ravnoteze) tela m,
S35 u odnosu na tela m, i m,, kad su sva

tri tela na istoj pravoj liniji, zavisi od
rasporeda uocCena tri tela. Na pr., ako ih zamislimo rasporedene po i-osi sleva
nadesno, onda ¢emo dobiti jednu tacku libracije L, kad je m, srednje telo. Ako
je telo my levo ispred m, dobice se druga tacka libracije L,. I najzad, ako telo
m, bude krajnje desno — iza m,, dobiée se trecéa tadka libracije L,. Ove tri
tacke libracije zovu se kolinearne, 2 njihova numeracija, kao i onih dveju trou-
gaonih je uobifajena po dogovoru. Ti polozaji proistiCu iz uslova za poduda-
ranje centra atrakcije 1 centra mase i otuda se mogu odrediti.
One dve tadke libracije koje mogu postojati u kruzncm slucaju zovu se
LagranZeve a ona tri u kolinearnom sluéaju su Ojlerove (Euler).



VIIT ASTEROIDNI PROBLEM

_ Asteroidni problem 1ili ograniceni problem tri tela je problem u kome tri
tela ispunjavaju narcdite uslove, koji omoguéuju da se sam problem uprcsti 1
lakse reSava. Re¢ je o sludaju, kad:

a) Dva tela imaju mase M 1 m, pri emu moze biti M>m a trece telo
ima, u ocdnosu na ova dva, malu zanemarljivu, masu p tako da je

MZ=m>p.

b) Tela M i m se privlate medu sobom i privlade telo po Njutnovom
zakonu gravitacije, ali se uzima da telo zanemarljive mase p. sa svoje strane ne
privlaéi tela M i m i da ne remeti njihovo kretanje. Ovo u izvesnim slucajevi-
ma dobro odgovara stvarnosti, ako se telo w ne pribliZava mnogo osnovnim
ili primarnim telima M i m. U takvom slucaju ée se tela M i m kretati pre-
ma Keplerovim zakonima kao dva tela.

c) Tela M i m se krecu oko zajedniC¢kog centra mase po krugovima je-
dnolikom brzinom (kruzni slucaj).

Ovakve uslove pribliZno zadovoljavaju asteroidi (planetoidi) u prostoru
izmedu Marsa i Jupitera, kad se njihovo kretanje proudava u cdnosu na Sun-
ce i Jupiter kao osncvna tela. Stoga se ovakav problem i naziva asteroidni.
Inace je od velikog znalaja za proudavanje kretanja vetaCkih satelita u od-
nosu na Zemlju i Mesec kao osnovna tela. Iz opSteg problema tri tela mozZe
se ovaj sluCaj izvesti stavljanjem p.a0.

Za opisivanje ovog kretanja obiéno se koristi sistem CXYZ Dekartovih
pravouglih koordinata &iji je podetak u centru mase C tela M i m (baricen-
tralni sistem koordinata), ali koji se jednoliko obrée ugaonom brzinom n, je-
dnakom srednjoj ugaonoj brzini kretanja tela M i m oko cse CZ.

Dakle,

27 .
n=—, 1
= (hH

ako je T vreme za koje prava kroz M i m izvede punu rotaciju, cdn. vreme
za koje jedno od tela M i m obide potpuno oko drugog tela. Pri tome je za
mM=a (sl. 36)
ad
T=2 — )
T 2 (2)

93



94 Tatomir P. Andeli¢

gde je univerzalna gravitaciona konstanta A=k>(M+m) (vidi III — problem
dva tela). Prema tome je

kl/ M+m .

= e 3)

Ravan CXY se poklapa sa ravni orbita tela M 1 m, koja se nalaze na
osi CX. orijentisanoj dogovorno od m ka M. Osa CZ je upravna na ravni
(invarijabilnoj) orbita osnovnih tela i orijentisana je tako da je iz njenog
smera gledana rotacija sistema u direktnom smeru. Osa CY se uzima tako da
sa CX kao prvom i CZ kao treCom osom obrazuje desni sistem. Prema tome,
moZe se pisati

n=nk, 4)

ako su 7, j, k kao obi¢no jediniéni vektori ovako uvedenog sistema osa.

Z

sl. 36

Ovaj koordinatni sistem zove se Jakobijev (Jacobi).

Malo telo w se u opStem sluéaju nalazi van ravni orbita tela M 1 m,
ali, ako se nalazi u toj ravni, onda je re¢ o ravanskom asteroidnom problemu.
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Ako se obelezi
My=R, mp=r, Cu=y; (%)
Ty i)
tada na telo mase w dejstvuju ove sile:

1) Gravitaciona sila od tela mase M

F--Xlp
2) Gravitaciona sila od tela mase m
f—— kzﬂ F
F3

3) Centrifugalna sila G, usled toga §to se sve posmatra u odnosu na pokretni
Jakobijev sistem, koji se obrée zajedno sa masama M i m oko ose CZ.
Ona iznosi

2 2 72
=% 0=E%[—d0=unzd,

kad se uzme da je 4 duZina normale spustene iz tela p na osu obrtanja CZ,
d, jedini¢ni vektor te normale, orijentisan od ose CZ ka telu w, V'=nd brzina
(prenosna) obilaZenja tela p zajedno sa sistemom CXYZ oko ose CZ.

4) Koriolisova (Coriolis) sila

G

K= -2u(mxv)=2p(vxn,
: d ; = il :
gde je v=d~P brzina (relativna) tela u prema sistemu CXYZ.
t

Prema tome, vektorska diferencijalna jednadina kretanja tela p, pri

datim uslovima, u odnosu na centar mase C kao pol i sistem referencije
CXYZ glasi

d’¢ _ M e

L — = r+un*d+ 20 (v x n), 6
e = e (v xm) (6)
odn. kad se skrati sa p.
42
i =—k2KR——r2ﬂr+n2d+2(v><n). (7)
dr? R3 r3
Medutim, poSto je
2
gradk M s —kzM£
R3
2
gradk—nZ: —kzmi,
r 3

grad% n*d? =nd,
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moze, kad se stavi

1 1 1 ,
KM —4+kPm—+—n?d? =W, (8)
R ) N
da se napiSe
dlo .
R grad W+2 (v x n). %)
ZZ

“Kad se jo$ uzme u obzir da je
o={X, Y, 7} y= @/, d—Y, ‘Z
dt dt dt

W=W(X, Y, 2),

}, n={0, 0, n}- (10)

vektorska jednadina (9) moZe se napisati u obliku narednog sistema skalarnih
jednadina

n_i_—a
dr? dt 0X
ED'E ax ow

2n—=

en L ar oW

dr? a 0Y
d*zZ So'wi
dr? 0z
Sa slike i na osnovu definicije (8) skalara W, poSto je
R=(X—-a)+Y2+22, r*=X+a)y+Y+22,
bice
presieel| 2L st | ol oo 4 rays (12)
RE T 2

Inade, vektorski proizvod » x m moZe se na poznati naéin izraziti pomocu
jedini¢nih vekora i, j, k osa Jakobijevog sistema i tako odrediti projekcie
tog proizvoda na Jakobijeve ose. Bice

gk

dX dY dzZ ay . ax . -
yXn=|-—— —|=n—1—n—:1J. (13)

dr dt dt dt dr

0 0 n

Vektorska diferencijalna jednadina (9) ima jedan prvi integral. On se
moze dobiti skalarnim mnoZenjem obe strane sa

do=vdt

pa se, onda, na levoj strani dobiva

dy-—= vdt~ﬂ=v-a’v=vdv,
d dr
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posto je :
dy _d»
drr  dt’
Na desnoj strani bice
do- grad W=dWw,

jer poslednji &lan otpada po3to je meSoviti proizvod sa dva kolinearna vek-
tora uvek jednak nuli. '

Na taj naéin se dobiva

odnosno

—WV=W+h R=2W+H, (14)

kad se stavi 2h=H.
Iz (14) se vidi da uvek mora biti
2W+H>=0, )
posto je v realno pa v?>=0.

Medutim, posto je prema (8) W >0 more, u sluéaju v=0, konstanta H
biti negativna (H <0). Stoga, ako se konstanta integracije H odredi u tre-
nutku v, =0 i ako skalar W ima tada vrednost W, mora biti

2W,—H,=0=>2W,=H,, (16)
ako se uzme H,>0.

Tako se onda, najzad integral (14) moZe napisati u obliku
V2=2W—H,=2W-W,). (17)

Ovaj integral se zove Jakobijev integral asteroidnog problema, a pozitivna kon-
stanta H, zove se Jakobijeva konstanta. U koordinatnom obliku, s obzirom na
(10), on se moZe napisati

dX\* (dY\? 7\
(—) +(—Y~) +(d—) o (18)
dt dt dt

Do ovog istog koordinatnog oblika Jakobijevog integrala moZe se doci

i direktno polaze¢i od skalarnih jednalina (11) mnoZeéi ih redom sa dX, dY
i dZ i sabiranjem.

U slucaju ravanskog asteroidnog problema moZe se uzeti da se sve od-

vija u ravni CXY (Z=0), koja je onda invarijabilna ravan. Jednadine (11) se
tada svode na

D¢ dy ow
—2n —=—,
dr? dt 00X :
(19)
dxy dx ow
— 4 2n—=—
dr? dt 0Y

7 Uvod u astrodinamiku
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pri ¢emu je sad v :
R=(X-a)+Y%, r=X+a)+¥2, W-W(X,Y), (20)
a integral (18) postaje :

(%)Z(‘Z_};)z:zuz:m. )

Povr§ nulte relativne brzine tela w u odnosu na sistem referencije CXYZ tj.
W=H, 22

ili u eksplicitnom obliku
M m ]

1
2k? + = nA(Xet V) =H, (23
[1/(X—01)2+Y12+Z2 V(X +a,)?+Y2+22 B ) el 1)

52

zove se Hilova (Hill) povrs. To je algebarska povr§ simetriéna u odnosu na
koordinatne ravi CXY i CXZ. Ona deli prostor na oblasti 2W >H,, u kojima
je kretanje tela w moguce i oblasti 2W<H,, u kojima je kretanje tela u ne-
moguce.

Kad je re¢ o ravanskom problemu (Z=0) tada nultoj brzini odgovara
Hilova kriva nulte brzine, &ija je jednadina

2%? 1 . L s ek (24)
VX —a P+ 7 Y(Xt+ay+12| 2

koja je simetrina u odnosu na osu CX. U ovom sluéaju kriva (24) odreduje
u ravni oblasti moguéeg i nemoguceg kretanja tela w.

Polje skalara W, tj. porodica Hilovih povr§i, odn. Hilovih krivih za ra-
zne vrednosti konstante H; nas ovde podrobno ne interesuje pa se na tome
neéemo zadrzavati.

Prema teoriji egzaktnih reSenja u problemu tri tela, u sluéaju ravanskog
asteroidnog problema postojace samo kruZno i kolinearno egzaktno refenje ho-
mografskih reSenja nema. U kruZnom slufeju je raspored tela u temenima
odredenog relativno nepromenljivog jednakostraniénog trougla, pri Semu telo
¢ ne menja svoj polozaj relativno prema telima M i m (M >m>y). U ko-
linearnom slu€aju pak re¢ je o odredenom stalnom relativno nepromenljivom
rasporedu na jednoj pravoj liniji.

Prema tome, telo w ¢e biti u kruZnom slu€aju u ravni CXY (C je tezi-
Ste tela M 1 m) u relativnoj ravnotezi prema M i m u temenima L, i L, je-
dnakostraniénih trouglova (sl. 37), ¢&ija je stranica Mm=a=a, +a, pri cemu
su koordinate tih tadaka (v. i sl. 35)

a,—a ]/§
Lt s b 2

pia V3
X5:2—2-1’ Y= —a.

Te dve tacke su LagranZeve tacke libracije asteroidnog problema.
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U kolinearnom sluéaju, medutim, kako smo videli u problemu tri tela
(i u asteroidnom) mogu postojati jo§ tri relativno ravnoteZna poloZaja L;, L,,
L, na pravoj kroz M i m, i to prema orijentaciji X-ose, dobice se tacka L,

q L.

S1. 37

ako je trece telo p izmedu M i m, ako je naSe telo p desno posle m imamo
taCku L,, i najzad, kad je telo w levo ispred M talku L,.

Ove tri tatke su Ojlerove talke libracije.

T*



IX NEKE OSOBINE GRAVITACIONOG PRIVLACENJA MEDU
TELIMA. SFERA DEJSTVA

1. Njutnova sila kojom homogena sferna ljuska i homogena lopta
privlate materijalnu tacku

Neka je data homogena sferna ljuska sa centrom u O, polupretnika a
(sferna ljuska je deo lopte izmedu dve koncentrine sfere ne velike razlike

medu polupreénicima) i jedini¢ina masa m=1 u tacki P (sl. 38). Neka A S,
bude tipski element povr$ine sferne ljuske koja ima stalnu povriinsku gustinu

sl. 39

(o, =const.). Tada je zakon dejstva elementarne Njutnove sile A F, u talki P
koja poti¢e od elementarne mase o,AS; u tacki Q kao centra privladenja

klc,AS;

prema (III, 6)
kKo AS, ¥
a+22—2arcosd,’

AR~ —
r?

pri demu je §; ugao koji obrazuje_ poteg OQ sa z-osom, OP =z, @=r,. Ova
sila (sl. 39) je orijentisana duZz PQ od P ka Q. Medutim, zbog simetrije raspo-

100
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reda mase, sila kojom sferna ljuska privladi uogenu jediniénu masu ima ak-
tivnu komponentu samo u pravcu normalnom na osu Oz (osu od O ka P)
pa se moZemo ogranifiti samo na elementarnu komponentu AZ,, odn. i na
ukupnu komponentu Z sile u pravcu z-ose. Kako je kosinus ugla OPQ kod
P u trouglu OPQ odreden obrascem

z—acos

cos (<LOPQ)=

i

Ukupna sila privlaéenja za celu sfernu ljusku bi¢e onda
C —2)d
Tks, ff (acos ¥ —2z)dS ; (1)
(@*+z2—2arcos ¥)’/
s

Radi izradunavanja ovog dvostrukog integrala upotrebi¢emo sferne polarne
koordinate © i 9 (p=a=const.), pri ¢emu je & ve¢ uvedeni ugao i odgovara
prema uobilajenoj definicji tzv. polarnom ugaonom rastojanju. Tada se za
element povriine dobiva

dS=a*sinddod?d,
pa ¢e biti

T 27

Z=k2q,a? [ (acos & —z)sinddodd

(@®+ 22 —2arcos 9)’2

SR (acos & —2z)sin &d ¥ ;
(@® 4222 azcos 9)’~

0

Pre.ost'alu integraciju najlak$e je izvesti, ako se kao promenljiva uvede r (ra-
stojanje od P do tacke Q na povrsi ljuske) jer je z ovde nepromenljivo, 1
napise
r?=a?42z>—2azcos $=(acos ¥ —z)>+ (asin B)%,
odakle je
rdr=azsin %d %
P42 gt

acosy—z= ——,
2z

i tada se prethodni integral moZe napisati

™ z+4a
(acos§—z)sin9dd 1 f (1+zl—a2)dr
(@® + 2% — 2 az cos9)*> 2 az? r
0 lz—a|
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jer za $=0 imamo r=|z—a|, posto je r kao rastojanje pozitivna velidina.
Na taj nalin se za z>a (|z—a|=z—a) dobiva najzad :
K-dnde,  Km, |
Z=— L2 - )
z> 22

gde je m;=4wa’s, celokupna masa ljuske.
Za z<a (|z—a|=a-z) dobiva se

Z=0. ' : 3)

Prema tome, homogena sferna ljuska priviaci spoljasnju materijalnu  tacku
kao da je Citava njena masa u njenom centru, a wuopsSte me priviadi materijalnu
tacku koja se nalazi u njenoj unutrasnjosti.

Njutnova sila, kojom homogena lopta polupreénika @ privladi jediniénu
masu na rastojanju z#a od centra lopte moZe se odrediti na naredni naéin.
| Neka elementarna masa oAV (¢ je prostorna gustina lopte) u talki
QO (p, ¢, 9) lopte privladi jedini¢nu masu (m=1) u tatki P (z, 0, 0), gde su tadke
odredene u sfernim polarnim koordinatama (za tacku P poteg p=z), pri demu
je z=const., tada je ' :

kE*cAV

_pz+22—29zcos«‘}’

AF=

kK>c(z—psin®)AV  k’c(pcosS—2)AV

AZ=— .
(p?+22—2pzcos9)2 (p2+22—2pzcos )t

Tako se najzad za silu privladenja dobiva

a T 2m

Z=k2"ff (pcosd—2z)p?sinddodod?d
0 0 0

(p2+2z2—2pzcos )2

a T 2w
=k2°‘f92d9 (pcos&—z)sm&dcpdﬁ,
(p®?+22—2 pzcos §)s
0 0

0
jer je
dV=0p2sinddpodopd9.
Kad se ovde izvode integracije po ¢ i 9 na slian nadin kao u prethodnom
zadatku za ljusku, dobiva se

™ 2T
f (pcosp—2z)sinddedd = = o z2 — 2 ]”p @)
(e +22—2¢zcos &) p z* e '
gde smo sad, da bismo istakli da je p promenljivo od 0 do a, stavili
u*=p?+22—2pzcos 9.
Za z>a, dakle, |z——p[=z—9, dobiva se
2 _ A2 7)z+

s o [0 2 oG Tt Al )

p z2 u by z?
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pa ostaje jo§ samo integracija po p Sto daje ;

2 5 2 4 k2
Z — ——4wcf{pldp=—k—-—-1ca3c=— Mo
22
(1]

z2 3 z?

: 4
gde je sad m1=? 7 a3 6 celokupna masa lopte.

Prema tome, i masivna homogena lopta privlaci spoljacnu materijalnu tacku
kao da je njena celokupna masa smestena u centru lopte.

Medutim, kad se trazi Njutnovo privladenje materijalne tacke koja se nalazi
unutra u lopti u tagki P (0< z < a) rastaviemo odredivanje integrala (4),
poito o nije konstantno ve¢ se menja od 0 do a, na dva dela — na integra-
ciju od 0 do z—¢ i na integraciju od z+e do a4, pri emu je e proizvoljno
mali pozitivni broj. Tada je za sve vrednosti p<<z—e¢ sigurno |z—p|=2z—p pa
se za taj deo integrala (4) dobiva opet vrednost (5).

Sa druge strane za p>z-+¢ bie |z—p|=p—z i integral (4) se svodi na
nulu. Prema tome, biée sad

Z—E€

k? 2 4
Z(s)=——47‘ccrf pzdp=—£——ﬁ(z—s)3c,
Z2 Z2e 3
0
3to za ¢ — 0 daje

2 2

gl et e, | Ulat, )
zz2 3 Z2

: 4 :
gde je m2=?7tz3 c masa lopte polupreénika z.

To znadi, da na neku unutrasnju materijalnu tacku homogene lopte opet
dejstvuje sila iz centra lopte, ali ovoga puta kao da je u njoj koncentrisana masa
samo one unutrainje lopte koja ne obuhvata datu materijalnu tacku.

Kad je masa celokupne homogene lopte polupreénika g, moZe se masa
m, lopte polupreénika z<a izraziti obrascem

m2=—3m1,
a

pa ¢e Njutnova sila privladenja unutrainje tadke homogene lopte biti

k2
Z=——mz=2Az, )
P
) k?
ako se stavi A= ==y Kako je A=const., vidi se da je privlacenje homo-

a
gene lopte u unutrainjoj tacki proporcionalno rastojanju tacke od centra lopte.

2. Sfera dejstva

Posmatrajmo sistem od tri tela, &ije su mase M, m i p, pri ¢emu je
M>m>p. a koj‘a} su u onoj ravni koju osnovna tela M i m odreduju kao
Laplasovu invarijabilnu ravan (kao u sluaju ravanskog asterordnog problema).
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Kao primer mogao bi posluZiti sistem Sunce, Zemlja i neki Zemljin vestagki
satelit (sl. 40). Pri tome osnovna tela M i m ostaju na stalnom rastojanju

Mm=d (Mm=d).

Na kretanje tela u (vestatkog satelita) u
odnosu na telo m (Zemlju) dejstvuje, onda, ak-
tivna gravitaciona silag F,, tela m

F,— -2ty ©
PS

1 kao poremecajna sila P,,:gravitaciono privla-
Cenje Fys tela u od strane tela M (Sunca) i
centrifugalna sila G koja dejstvuje na w usled
obrtanja sistema oko centra mase C. Inade cen- sl. 40
tar mase ovog sistema se podudara sa centrom
mase osnovnih tela M i m fzbog malosti mase u. To nam, onda, prema
ovde, na sl. 37, uvedenim oznakama, daje

My My r.od
= — k2 2 —d) = — k2 e
P,.= -k = r+k = (r—9) k My.[r3 d3]- (10)

Da je vrednost pomenute centrifugalne sile zaista odredena obrascem

ometlt o

moZe se pokazati na ovaj nadin.

Otigledno je da se gravitaciona sila kojom masa M privladi sistem tela
m 1 w uravnotezava centrifugalnom silom koja dejstvuje na ta dva tela usled
njihove zajednicke rotacije oko C.

To znadi mora biti

—kzw—t{?)—M(r—o)+(m+p)nz-C_n;=0, (12)
gde je uzeto da se centar mase tela m i K, S obzirom na neznatnu velifinu
mase p prema m, ne razlikuje od centra mase samog tela m i gde je n sred-
nja ugaona brzina.

Medutim, zbog nepromenljivosti rastojanja Mm=d izmedu tela M i m.
centrifugalna sila koja dejstvuje na m1, usled rotacije sistema, mora, i za sebe,
biti jednaka po veli€ini a suprotna po smeru gravitacionoj sili kojom masa M
privla¢i masu m, tj.

—  Mm
mnz-Cm=k~?(r—9).

Kad se to uzme u obzir i unese u (12) dobiée se (11) §to je i trebalo po-
kazati.

Prema tome, vidi se da je centrifugalna sila G jednaka sili kojom bi
telo M privladilo telo p u polozaju m.
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Na sli¢an naéin se zakljuuje za sludaj kretanja tela p. u odnosu na telo
M, da na nase telo w dejstvuje, prvo, aktivna sila privladenja od tela M

By= —k—"r , (13)

a zatim i poremecajna sila, odredena i ovde sliéno kao i u prethodnom slu-
Caju relacijom
d
Py=—k2mp| 2+ 2| (14
P3 d3
Sfera dejstva (talnije oblast dejstva) ili gravitaciona sfera nekog nebeskog:
tela defini§e se uvek u odnosu na neko drugo nebesko telo i to obiCno vece
od uolenog tela. Tada se pod sferom dejstva razume ona oblast u kojoj gra-
gravitaciona sila uofenog nebeskog tela prevazilazi poremecajnu silu onog.

drugog nebeskog tela. Tako je, na pr., za telo m u odnosu na telo M to
oblast, gde je

P,<F,, odn. }i< 15

ako je P,=|P,,|, a F,=|F,|. Oblast dejstva tela M u odnosu na telo m bice:
odredena relacijama

P
P Fapyiodns =2,
M

gde je sad Py =|Py| 1 Fp=|Fyl
Prema tome, na granici oblasti dejstva tela m i M mora biti

Pu _ Pum

F, P,
odn. §to je podesnije za racunanje
T
=~ (15)
B2 Fo?
i to odreduje jednadinu graniéne povrsi izmedu obe oblasti dejstva.
Da bismo ovu uslovnu relaciju napisali eksplicitno, jer ona nam daje
vezu izmedu r, p=|¢|, d, m i M, treba, prvo, uprostiti izraze za poremecajne sile.
Pri tome je

[ ke EAET S SIS o oty ]
e 1

3 g3 d* 4 22
jer je r-d=rdcospf (sl. 40). Sa druge strane bice

[9 diz.. 1 1 2cosw
e :
P d3 d4 p4 d2p2

jer je 9-d=pdcosa.
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Ako se ovo unese u (15) i skrati §to se moZe skratiti, dobiée se

2 1 2 2
4£_ i_[____cﬂ :r4ﬁ_ i+i++2005a . (16)
mZ d3 r4 d2 PZ MZ d4 p4 d2 PZ

P

. - : . om :
$to, kad se uvede razmera masa m i M, tj. —=v, daje
M '

p4(i+i_2cosﬁ)=r4v4 (i+i+2005“). (17)
d4 r4 erZ d4 P4 dzpz

Za odnos masa Zemlja-Sunce bice v=331W~0,000003 a za Mesec-

~Z:zmlja v= 15m0,0123.

Medutim, kako je o znatno manje od 4, tj. udaljene tela p od tela m
mnogo manje od rastojanja dva osnovna tela m i M, §to je po pravilu slu-

Gaj kcd vedtackih satelita, biée razmera Az%mala po- veli¢ini. Stoga je ko-

risno uvesti je u racun, jer se svi njeni stepeni viSe od prvog mogu u podes-
nom trenutku zanemariti.

Prema tome, moZe se napisati

i_,__l__zcosa=i(1—2Azcosa+A4). (18)
d4 p4 dzpz Pd,

Osim toga, da se oslobodimo dva ugla o i 8 i raun svedemo samo na
Jjedan, napr. «, uze¢emo u obzir (sl. 40) da se moZza napisati

2005(3:2rcosﬁ:2d+pcosoc:21+Acosoc_ (19)
d*r? dzre d2r ar?

‘Sa druge strane primenom kosinusne teoreme dobiva se
r’=d?>+p*+2dpcosa=d?(1+2Acosa+A?). (20)

‘Odavde se, onda, razvijanjem u red po stepenima od A dobiva
1 el
—=r7=d-3(1+2Acosa+A?) *

’

=d_3[1—3ACOSOC+%A2(5COSZOL—1)-— - :I

%zr““:d‘”'(l +2Acosa+A?)~2

r

=d“4[l—-4Acosa+2A2(6cos?a—1)—---].
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"Da bismo sve ovo uprostili i dogli do nekog preglednog obrasca izves-
éemo jo§ neke transformacije. Prvo, leva strana jednacine (17) moZe se s ob-
zirom na (19) i (20) napisati

4 4 3
E—[1 +d——2 d_(1+Acosa.)iI:
d* ” 3
=A*[14+(1+2Acosa+A%)2—
—2(1+ +Acosa) (1+2Acosa+A%)=32],

Kad se izraz u uglastoj zagradi razvije u red po stepenima od A, do-
bice se
A*[(1+3cos?a) A2 (- -)A3+ - -],
odnosno
AS[1+3cos2a+ (- )A+ -]

Ako se sad u uglastoj zagradi zanemare svi ¢lanovi sa A, koji su mali u po-
redenju sa 1+3cos?«, dobite se na levoj strani

AS (14 3 cos? o).
Izraz
Rl 2 . it
r4v4<——+—+ cosa):r . (14+2A%cos e+ A%,
d4 p4 dZ \02 p4
pak na desnoj strani od (17) s obzirom na (18), kad se opet zanemare ¢la-
4,4
novi sa A, postaje : , odn. po$to je po pretpostavci rasd, taj izraz se moZe
P
izjednaditi sa
diteonin )
; vV ——A4.

Kad se sve to unese u (17) dobice se
4 V25

A6(1+30052a)=v—, odn. =
A* (1 + 3 cos? a)!/10

Na kraju, kad se sve vrednosti unesu eksplicitno, imamo

9=d5\/(—%)—2(1 + 3icos2a)~%1. (21)

‘ J_asno je da povr§ odredena i polarnim koordinatama p i « prethodnom
jednaginom nije sfera. Maksimalna vrednost od 143 cos?« je 4 ito sa a=0
i a=m, pa je tada

4-01-0,8705.
e : . Te 37w :
Minimalna pak vrednost od 1+4+3cos?« je 1 i to za a=? 1 azT, pa je

onda
1-01=1.
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Prema tome, povr§-odredena jednadinom (21) je spoljostena sfera (La-
plasova sfera dejstva), ali je obrtna povrs. Njeno suZenje na praveu Mm iznosi
oko 137, od polupre€nika, pa kako se smatra da to nije veliko odstupanje
obi¢no se racuna da je ta povrs pribliZzno sfera i da njen polupreénik iznosi

> im\?

p—d\/ ( M) ] (22)
Presek te prave povr$i sa ravni
M, m, p. pokazuje slika (41) jale izvu-

Cenom linijom.
Polupreénik sfere dejstva Zemlje
u odnosu na Sunce izraCunat iz jobras-
ca (22), kad se uzme za rastojanje
Sunce-Zemlja (astronomska jedinica AU)
149,5-10km daje 923 000km. Polu-
preénik sfere dejstva Meseca prema
Zemlji, izradunat iz (22) za srednje ra-
stojanje jednako 384 400 km Meseca od
Zemlje, iznosi 66 000 km. Iz ovih izla-
ganja se vidi da se poluprecnik ove
sfere dejstva nalazi u izvesnim grani-
- 41 cama, jer i tako nije re¢ o pravoj sferi.
Ovde ¢emo stoga zbog aktuelnosti u
savremenim kosmiCkim istraZivaniima navesti tablicu najmanjih 1 najvecih
vrednosti tih poluprednika izraZenih u tzv. astronomskim jedinicama 1 to za Te-
koliko planeta u odnosu na Sunce i Mesec u odnosu na Zemlju prema Du-

bosinu

Pmin Pmax
Venera 0,00409 0,00415
Zemlja} — Sunce 0,00610 0,00631
Mars 0,00350 0,00422
Mesec — Zemlja 0,00042 0,00047

Odavde se odmah vidi da poluprenik sfere dejstva Zemlje u odnosu na
Sunce lezi izmedu 912 000 i 942 000 km, da polupreénik sfere dejstva Meseca
u odnosu na Zemlju lezi izmedu 63 000 i 70 000 km.



X KOSMICKE BRZINE

U savremenim kosmilkim istraZivanjima se pod pojmom kosmicke brzine
razume:

1) Brzina obletanja oko Zemlje po kruZnoj putanji, tzv. kruZna brzina,
poznata i pcd imenom prve kosmicke brzine

2) Brzina kojom treba izbaciti neko telo da bi se ono otrglo od Zemlje,
oslobodilo od njene gravitacije, tzv. brzina oslobodavanja ili karakteristiéna br-
zina, poznata i pcd imenom druga kosmicka ili parabolicna brzina.

3) Brzina kojom treba izbaciti neko telo sa Zemlje da bi se otrglo ne
samo cd Zemlje ve¢ 1 cd Sunca i otiSlo u na$u Galaksiju. To je treca kosmi-
Cka i hiperbolicna brzina.

Nije potrebno posebno naglafavati da sve ovo vazi i za brzine u odnosu
na druge planete kao polazna tela pa i na druga nebeska tela uopste.

Primera radi pokazaéemo odredivanje potrebnih relacija za sluéaj, kad je
Zemlja polazno telo, iako se to, maravno, mczZe pokazati i za svako drugo telo.

Ako se masa tog centralnog tela, napr., Zemlje, obeleZi sa M, a masa
tela, Cije se kretanje u odnosu na Zemlju posmatra, obeleZi sa m, onda je
Njutnova sila F kojom telo M privlaéi telo m odredena izrazom

- ¥, M
P}
gde ¢ obelezava vektor poloZaja tela m prema telu M, tj. gde je 9=M. 1z

relacije (1), s obzirom na drugi Njutnov zakon, vidi se da je veli¢ina ubrzanje
w koje izaziva telo M svojim privlalenjem tela m odredena sa

W= S > (2)

gde je, kao i ranije, A=k? M, karakteristiéna gravitaciona konstanta tela M.

Neka je M masa Zemlje, &iji je polupreénik R=6370km, tada ée na
povrdi Zemlje (odn. nedaleko od nje) biti

A KM
R R

=2, ()

gde je g ubrzanje Zemljine tefe na povr$i Zemlje koja se ovde smatra prib-
{iZno loptom.

109
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Prva kosmitka brzina. — Do kruZne brzine se moZe doéi ovakvim raz-
miSljanjem. Na telo m koje se kre¢e brzinom veliine v po krugu polupreéni-
ka p dejstvuje centrifugalna sila F, ¢ija je veliina odredena obrascem

my?
FC=T. @)

Ako takvo telo m obilazi po krugu oko Zemlje, ali u njenoj blizini, tako
da se moZe smatrati da je poluprecnik putanje dovolino priblizno jednak po-
lupre€niku Zemlje R, biée tada

2
|
Fo—m—" ()
ako se odnosna brzina kruZenja obeleZi sa v;.
Na telo m pri tome dejstvuje i Zemljina teZa 1 telo ima teZinu

Fo=mg. [ (6)

Kako pri kruZenju oko Zemlje telo m ostaje stalno na istom rastojanju
od Zemljinog centra moraju se centrifugalna sila i Zemljina teZa uravnoteZa-
vati i biti jednake po veli€ini, a inafe su suprotnih smerova, tj. mora biti

Fe=Fg,
§to, posle skraéivanja sa m, s obzirom na (5) i (6) daje
2
1’01* 2 T _kZM
F*g:?"m—gR— R
odnosno ol BN
— k*M A _
v01=1/gR=\/ R =\/RT (7)
Na taj naéin je veliéina prve kosmicke brzine odredena ovim obrascem.
Dalje, ako je 6, — ugaona brzina kruZenja tela m bice
v01=Réo,
pa se, s obzirom na (7), moZe napisati
: k*M
Re":\/ REW
odnosno
: k*M )
Q=% )

Pitanje znaka ispred korena, ako je to potrebno, moZe se utvrditi iz sa-
m:ih uslova zadataka i smera obilaZenja.

Ostaje nam jo$ pitanje odredivanja kruZne brzine na nekom proizvolj-
nom rastojanju p od centra Zemlje. Ako se ubrzanje Zemljine teZe na takvom
rastojanju obelezi sa y, ono se moZe odrediti na osnovu Njutnovog zakona,
po kome se gravitacione sile (pa 1 gravitaciona ubrzanja) odnose obrnute kvad-
ratima rastojanja, tj. bice
R gR?
o e

- (©)
g i

L
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Posle toga samo ponavljanjem prethodncg razmiSljanja za kruZnu brzinu.
na rastojanju g, dobivamo

01=V'1$=\/%' (10y

Druga kosmi¢ka brzina. — Da bismo odredili drugu kosmiCku brzinu v,
po veliéini, postavimo prvo pltanje do koje se visine H nad Zemljom (inale
se isto tako postavlja pitanje 1 za druga nebeska tela) dospeti telo izbaceno
pccetnom brzincm v, vertikalno naviSe (vertikalni hitac) Ovo pitanje se pos-
tavlja i u nastavi lelke u srednjoj 3koli, ali samo za male visine, kad se moZe
smatrati da je ubrzanje Zemljine teZe stalno.

Ovde se postupa na ovaj nadin. Znamo da u polju gravitacione sile po-
stoji integral energije (III), koji kaZe da je promena kinetiCke energije jednaka
radu sile koja dejstvuje na odnosnom pomeranju, tj. da vazi

my? mv(z) £
Exterr (1)

ako je v, brzina izbacivanja, v dost’ gnuta brzina, a U obavljeni rad. Sila X,
koja dejstvuje na izbafeno telo, iznosi na geocentralnom rastojanju x

2
X=~my——m§—, (12)
x2
Elementarni rad sile X bi¢e onda

Xdx= —mgR? ﬁ
%2

Ukupan rad U na putu duZine H od povrsi Zemlje, tj. od R do p(H=p—R)

bice
. 1P e A
de_—ng —--—mR2 e =—ng2(E——). (13)
P

Pri dostlzanju najveée visine H nad Zemljom brzina postaje jednaka nuli v=0,
pa s obzirom na (11) i (13) imamo

_mv(z) et e R2< 1 1
RN )
odnosno

1 1
=2 gR? (___) (14)
R gt
gde je ovde p najvece dostignuto udaljenje raCunato od centra Zemlje.
I sad, kad se za p stavi R+ H i srauna dobicée se
2 2gHR
Vo = 9
H+R

(15)

kao obrazac, koji odreduje potrebnu brzinu izbac'vanja v, da bi se dostigla
visina H nad Zemljom
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Ako je, medutim, re¢ o brzini oslobodavanja, tj. drugoj kosmickoj, treba
zahtevati moguénost da telo ode u beskonaénost (p— o), pa se onda iz (14)
dobiva za brzinu oslobodavanja v,,

voa=2gR, = Vor =) 23R=V§V_g§=vmﬁ (16)

To znadi, druga kosmicka brzina (paraboliCna, karakteristiéna) dobiva se
od prve kosmicke brzine mnoZenjem ) 2.
Pitanje odredivanja kruZne i paraboliéne brzine je u potpunosti regulisa-

no teorijom ogranienog problema dva tela (IV). Tako je, napr., iz (IV, 39)
odmah jasno da ¢ée u sluéaju parabole, kad je a= co biti

Vp= s (17)

a4 to je, onda, paraboliéna brzina za tacku na geocentralnom rastojanju p ftj.
brzina dovoljna za oslobodavanje izbadenog tela. Za o= R, dobivamo

BIoy e
V02=\/—}—z‘=v2g.R

KruZna brzina se iz (III, 39) dobiva, kad se stavi p=a, jer u kategoriji
eliptinih putanja je i krug, a p oznadava poteg elipse. Tako se za kruZnu
brzinu ma na.kom geccentralnom rastojanju a dobiva

EN
Vk= 7,

Brzina oslobodavanja tela izbadenog sa Zemlje iznosi 11, 19 km/s, a na-
redna tablica ¢e nam prikazati ubrzanje Zemljine teZe i brzine v,, kruZenja na
raznim visinama H iznad Zemljine povrsi.-

3to za a=R daje obrazac (7).

H/km y/ms—?! Vo /kms !
0 | 9810 7,91
100 9,489 7,84
200 9,201 7.78
300 8,947 7,73
400 8,679 7,67
500 8,419 7,61
1000 7,321 7,35
2000 5,682 6,90
5000 3,080 5,92
10000 1,484 493
100000 0,035 1,94

Treéa kosmicka brzina. — Do treée kosmi&ke brzine, odn. do hiperboli-

<ne brzine, moZe se doéi narednim razmidljanjem. Pre svega pitanje odrediva-
nja tre¢ée kosmiCke brzine nalazi se donekle u okviru ograni¢enog problema
tri tela (asteroidnog problema).



Uvod u astrodinamiku 113

Neka sad v, oznadava brzinu kruZenja Zemlje oko Sunca, a v, brzinu
oslobodavanja od Sungeve gravitaciie sa putanje oko Zemlje nekog tela koje
inad nije u polju Zemljine gravitacije. Tada je, kako znamo

Yoy =29,8km/s; v,, =7,z )/ 2=42,14km/s. (18)

Ako za masu Zemlje zadrZimo oznaku iz ovog odeljka M, a masu Sun-
ca ovde obeleZavamo sa M,, pri éemu je, kako znamo, M,=333000 M, onda
e polupreénik Zemljine sfere dejstva (gravisfere) u odnosu na Sunce biti

5 [arn2
P=d\/(g—) ~923 000km, (19)
1

gde je d=149,5-10°km rastojanje Sunce — Zemlja.

Uo&imo jo¥ i onu brzinu (kao skalarnu vrednost) koju treba dodati br-
zini kruZenja v,, oko Sunca na nivou Zemljine putanje da bi se dostigla br-
zina oslobodavanja od Sunca v,, i obelezimo je v.s, pa ée biti

Vo5 =7z —Viz=Viz (/2 — 1) = (42,14 — 29,8) km/s = 12,34 km/s. (20)

Ovo naravno vaZi, ako se pretpostavi da se izbacivanje obavlja tafno u
praveu i smeru kretanja uodenog tela, odn. Zemlje oko Sunca, tako da se u
potpunosti iskoristi brzina kretanja oko Sunca kao prenosna brzina.

Napidimo zakon energije (III, 15) za Zemlju kao centralno privlaéno telo
(ovde m;=M) i skratimo odmah sa masom m projektila — tela koje se izba-
cuje, pa ¢emo dobiti

2k*M

P

tH,

. ; 2
gde je stavljeno —]—1=H.
m

Ovaj izraz se moZe doterati lako na naredni oblik

_2k2Mp

2

P

U ovom integralu potrebno je sad odrediti vrednost konstante integraci-
je H za cdredeno mesto i brzinu na tom mestu. Uc€i¢emo mesto na granici
sfere dejstva Zemlje, gde je brzina racunata u odnosu na Zemlju v,g, Jer se sve
razmatra prema Zemlji, Tako se onda iz (21) mcZe napisati za H

2 +H=2yp+H. 21

H=vos—2 vp. (22)
Kad se uzme vrednost za v iz (9), dobice se
2
2y =2—g]i—~0,876 km?/s>. (23)
P

A Sad se integral (21) moZe za neku tatku na povr8i Zemlje (p=R), ako
je njena brzina v,;, s obzirom na (22) napisati u obliku

s 2K*M
Vo3 = —

+Vos— 2 vp.

8 Uvod u astrodinamiku
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Dalje, posto je
2 k> MR

R =2gR= ng,

gde je vy, brzina oslobodavanja od Zemlje, dobiva se

Vo3 = Ver + Ve — 2 Yo (24)
odn. s obzirom na (23)
V§3=V(2)2+V§S—0,876- (25)

Kad se, s obzirom na poznate vrednosti v, i v,g, ova vrednost izraéuna,
dobi¢e se za tre¢u kosmi&ku brzinu

Vos = 16,62 km/s. (26)

Medutim, s obzirom da je ono 0,876 malo u poredenju sa ostalim veli-
Cinama u obrascu (25), a pogotovu §to se u &itavom toku racunanja, obavlja
niz raznih aproksimacija, obiéno se kao obrazac za odredivanje tre¢e kosmicke
brzine koristi samo

Vo3 = Yoz + Vs, 27
1 on za trecu kosmi¢ku brzinu daje
Vo3 = 16,66 kmys. (28)

Ovo pokazuje da ovde drugo decimalno mesto nije pouzdano.

U sluaju da se brzina v,, kruZenja oko Sunca poveéava tadno u pravcu
I smeru kretanja po putanji oko Sunca, to poveéanje iznosi, kako smo naveli,
12,34 km/s. Medutim, u svim drugim sluajevima potrebno povecéanje mora biti
veée 1 moZe se odrediti.

Ako sve brzine uo&imo sad kao vektore, onda se sa glediSta mehanike
Viz — brzina kruZenja Zemlje oko Sunca moZe smatrati kao premosna brzina.
V,s — Dpotrebna promena brzine kruZenja da se
dostigne brzina oslobodavanja v,z od Sunca sa
putanje Zemlje — kao relativna brzina, a sama
brzina v,, kao apsolutna brzina (sl. 42). Tada
se sa slike moZe napisati

Viz+ Vo5 =Y,z (29)

Odavde se pcdizanjem na kvadrat i reSenjem po
2 .
Vos dobiva

SL. 42

2 2 2
Vos =Vkz+Vpz—2V; 7V, COS «,

gde je o ugao koji obrazuju prencsna i apsolutna brzina, Medttim, posto je
Vpz="Viz V2 prethodni izraz postaje

Ves—vir (3-2 1/5 cos o),
i najzad

Vo~ Vs \/3—21/5 cos o. (30)
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To pokazuje kako velidina v,g relativne brzine V,g zavisi od ugla pod kojim
se obavlja izbacivanje projektila odn. od smera u kome se obavlja promena
brzine po kruZnoj putanji. Iz obrasca (30) vidi se da ¢e Vs imati najmanju
vrednost za «=0, a to znadi, kad je ta brzina kolinearna 1 istosmerna sa br-
zinom v, kruZenja Zemlje, i to

(VOS) mjn — vkzm =Viz (VE — 1)’

(Vo5) mjn = 12,34 km/s,

odnosno

§to je veé utvrdeno.

Prema obrascu (30) najveéa vrednost ove promene v,s bice za a=m,
ti. pri pove€anju brzine ta¢no u suprotnom Smeru od oncga u kome se Zem-
lja kreée oko Sunca. Sada ¢e biti

("o&) maxzvkz(l/—z_‘;' 1) = 71,94 km/s

Uzgred da pedvudemo da je v, najmanja potrebna brzina za oslobodenje od
Sunéeve gravitacije pri izbacivanju sa Zemlje 1 da je u tom slu¢aju putanja iz-
badenog tela parabola koja dodiruje putanju Zemlje na mestu izbacivanja. Me-
dutim, moZe se naravno oslobodavanje cd Zundeve gravitacije postiéi 1 veéim
brzinama od v,, i onda ¢e putanje biti dodirne hiperbole Zemljine putanje.



XI PRELAZ IZMEPU KOPLANARNIH KRUZNIH ORBITA

1. Uvodna razmatranja

VaZna primena problema dva tela u astrodinamici se odnosi na odredi-
vanje putanje meduplanetnih preleta, ali i prelaza (transfera) vestadkih satelita
sa jedne putanje na drugu na vifem ili nifem nivou. Treba imati pred o&ima
da se prelet zamislja tako da projektil (telo) sa jednog nivoa prede na drugi
nivo, odn. ne da dospe npr. na samu drugu planetu odmah, ako je re€ o
meduplanetnom preletu, veé samo da prede na nivo njene putanje. Pitanje
dolaska na samu odredenu drugu planetu zahteva posebno razmatranje.

U ¢&itavoj ovoj stvari mora se voditi ratuna o tome da savremena teh-
nika jo§ ne raspolaZe sa raketnim motorima koji bi davali stalnu snagu za pogon,
jer u tom sluCaju bi se letelicama pri ovakvim prelazima moglo upravljati — bi-
la bi moguéa navigacija. Tada bi samo pitanje -navigacije i optimalnosti uslo-
va pri letu predstavljalo problem. Naprotiv, danas smo upuéeni na bespogon-
ske (slobodne, balisticke) putanje po kejima se tela u uoenom gravitacionom
polju kreéu po zakonima nebeske mehanike, a moguée su samo ogranidene
promene brzine impulsnog karaktera (trenutne promene) proizvedene kratko-
trajnim ukljuéivanjem u rad reketnih motora. Ove promene mogu menjati in-
tenzitet brzine kao i njen pravac i smer i tako dopustaju odredene manevre
sa letelicama. Dugotrajni rad ovakvih motora zasad ne dolazi u obzir.

U prvi mah se ne moZe stoga uodéiti problem preleta u svoj njegovoj
sloZznosti, npr. prelaz sa jedne trajektorije proizveljnog konusnog oblika na
drugu takode proizvoljnog oblika u istoj ravni ili u nekoj ravni koja obrazuje
sa polaznom neki ugao. Prema tome, u prvi mah se razmatraju samo shicajevi,
kad su obe putanje kruzne (ili se bar sa dovoljnom tadnoiéu mo¥e smatrati da
su kruZne) i kad su komplanarne i koncentricne, a to znadi kad su u istoj rav-
ni. Ovi uslovi su dovcljno dobro ispunjeni za planete Sundevog sistema, jer
ove imaju male brojne ekscentridnosti i kreéu se u Laplasovoj invarijabilnoj
ravni Sunéevog sistema. Jo¥ nesto se usvaja, a to je da su poremeéaji od tre-
¢ih tela zanemarljivi. Tako su u slucaju prelaza izmedu dve planete Sundeva
gravitacija zanemaruje, a isto tako i kad je re€ o veStackim satelitima Zemlje.
Prema tome, uogavamo samo dva tela: Sunce za planete a Zemlju za vestac-
ke satelite i samo telo &iji se transfer posmatra. Pri tome ée i pitanje preleta
iz oblasti sfere dejstva osnovnog tela u sferu dejstva drugog tela, kad se po-
reme¢aji moraju uzimati u obzir, biti odvojeno razmatrano isto tako kao i
prelazi izmedu nekomplaniranih putanja.

Trajektorije tela pri ovakvim preletima, poSto se obrazuju slobodno pod
dejstvom gravitacionog polja, biée konusni preseci (elipsa, parabola i hiper-
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bola a u degznerativnom sluaju prava linija) ili njihovi delovi. Nekoliko vaZ-
nih moguc¢ih poloZaja i oblika prelaznih putanja prikazuje sl. 43, pozajmljena
od R. H. Gizea (R. H. Giese) [18]. U sluCajevima a), b), c), i d) imamo po-
sla sa poluelipsom ili lucima elipse, u slufaju e) sa lukom parabole a u slu-
¢aju f) sa lukom hiperbole.

~ Prvo pitanje na koje ¢emo, u vezi sa ovim potraZiti odgovor jeste: pod
kojim uslovima treba izvesti promenu brzine i postiéi optimalni efekt takve

Sl. 43

promene. Pri tome je jasno da se podizanje veStackcg satelita Zemlje na visi
nivo, odn. prelaz na putanju udaljenije planete, mozZe izvesti samo izvesnim
odredenim povecanjem brzine, jer se mora proizvesti ekvivalentna kincticka
energija koja ¢e obaviti rad u podizanju satelita, odn. udaljavanju od osnov-
nog tela. To proistiCe iz Cinjenice $§to u gravitacionom polju osnovnog tela
vazi zakon energije. Kad je reé o spuStanju satelita na niZi nivo, odn. prelaz
ka planeti koja je bliza Suncu, onda se polazna brzina kruZenja satelita, cdn.
brzina kruZenja planete mora ne$to smanjiti.

Naravno, ne treba naro€ito ni naglasavati da sve ovo vaZi i za druge
slicne sluajeve u kosmosu a ne samo za Sunce 1 Zemlju kao osnovna tela.

Dakle, neka poluprecnik polazne kruZne putanje 1 (sl. 44) bude r =1,
pa kruZna brzina v, po tom krugu ima intenzitet

Km,
e S M)
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gde je m; masa centralnog privlanog tela. Neka masa satelita bude m, =1,
a Ay, promena brzine za koju ¢emo kratko pisati samo A. Jedinice duZine
1 mase su podesno normirane.

Posle promene kruZne brzine dobie se rezultantna brzina v, koja je od-
reden relacijama

v2=(;: .;__A>)2=v£+2v1 A cos o+ A2, @)
Sl A sin «
v

Pri tome je « ugao koji obrazuje vektori », i A a B ugao koji promenjena
‘brzina obrazuie sa podetnom kruZnom brzinom v,.

Prema zakonu o odrZanju energije bi¢e za masu m=1 u gravitacinom
polju (III) tela mase m, totalna energija

2 A
Ee T T st s A 3)
2 P 2 e

kad p odreduje’poloZaj satelita prema centralnom telu.

Na kruZnoj orbiti 1 u taki P biée s obzirom na (1) ta ukupna energi-
ja satelita

Ll T )
2 2
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zbog p=r,=1. Posle promene brzine v, za A dobi¢emo za satelit jc§ uvek u
tacki P
1
E'=—v2—) %)
2

Medutim, kako se uopste prema (III, 39) za satelit u poloZaju odrede-
nom potegom p moZe napisati

v2=x<~2——i), (6)

gde je a velika poluosa putanje, kad je promenjena rezultantna brzina v<<v, V2,
tj. kad je od kruZne presla u eliptiénu brzinu. Za p=r;=1, satelit je jo§ u
taCki P na krugu 1, ali sa promenjenom brzinom, dobiée se

A
oy 7
e (M
Iz (5) i (7) proistice
A 1 \
——=—y2—-} > )—=27\-—v2, ®)
2a._ 2 a
i kad se uzme u obzir jo§ (2) dobiva se
A
2 —2x—(F+2v, A cosa+A2). )
a

Konstanta povrSine je, kako znamo,

2 qin2
A=joxv|=pv sin(%—@)=pv cos(3=pv\/l —AS:#

=p\/v2—A2 Sinzof.=p\/V%—I—?-leCOSOC—{—AZ—AZ sin? o

=p¢vf+2v1Acosa+Azcos2c/. =0 (v;+ A cos ),
§to u tacki P putanje ovde (p=1) daje
A=v,+Acosa. (10)

EkscentriCnost e ove elipsne putanje moZe se izracunati, kad se pode
od poznate veze (III, 49)

A2=)\a(1 _ez),

odakle se, s obzirom na (10) dobiva

1—e?2="—,
ha
i kad se za 4 i a unesu vrednosti (9) i (10)
(v, + A cos &)?
Aa
i _ (v, +Acos)? ‘/2‘
Aa

e2—1=

(11)
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Sad se moZe za apocentralni (najveci) poteg elipse napisati

_ (»+Acos oc)z]‘h}

pmax=a(l+e)=a{1 +[1
Aa

a za najveéu visinu & (sl. 44) nad nivoom kruga 1

It )22
Hii el Ok [1+ i e costilee]
2A—v2 aa

—p2 1/2
T {1+ T R J—l 12)
2A—v? A2 ‘
A N A2
i N [1+ i 21/x Acosa—A (s
A—2 VA Acosa—A? A2

= Y,
+2)/x Acosa-}—Azcosza)] ]~ I

Da bismo u toku daljeg rada bili u stanju da savladamo ralunske pre-
preke, koje su matematicki obiCne, ali inace vrlo sloZene i da bismo mogli
dati odgovor kako dostignuta visina /4 iznad polazne putanje 1 zavisi od ugla
o, odn. da 1i ée dospeti do putanje 2, stavicemo uslovno v,=1. To znali da
je prema (1)

v, =Va=1.

Stavljanjem r;=1, m=1 1 A=1, odn. v;=1 mi normiramo izvesne jedinice i
zanemarujemo trenutno, u interesu racunskih olak$ica, mehaniCke (fizike) di-
menzije ovih veliina, izmedu kojih postoji ova dimenzijska jednacina

[\ =[r,] il

Naravno, brzina npr. ne moZe biti nikad jednaka duzini osim ¢isto brojno,
i ovakvim se zanemarivanjem dimenzije njihovim ukljuéivanjem u samu ozna-
ku veli¢éine mozZe doéi do dimenzijskih greSaka, pa treba biti oprezan. Ipak
smo se ovde, da bismo obavili posao, posluzili Rupeovim (Rupe, 32) postupkom
za ovo izracunavanje.

Ako se, dakle, u (12) unese A=1, dobi¢e se posle kraceg pazljivog ra-
¢unanja

T 1

1—-2Acosa—A?

{1 +A [(1 +A Cos a—|~COSZ (X)ZJ,— Sin2 o COS?' a]l/?_} 1% 1

: N A +2cosa+[(1+Acosa+cos?a)?+sin?a cos? «]'/? 13)
1—2Acosa—A2? : '

Ako se sad A smatra kao funkcija od o« pri datom A i to preko sin?e,
coso i cos?a, tj. uofi A=h(sin’>«, cosa, cos’a) moZe se napisati

dh oh

2 cos o sin a,

: 2sina cos o — sin o —
doa 0Osin’« 0 CcoS « 0cos?«

§to ofigledno pokazuje da se ekstremna (najveéa i najmanja) vrednost za A
dobiva, kad je sina=0, odn. kad je =0 i a=m.
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Pri tome je za a=0
2A(A+2)

1—2A A2 (451

(@=0) =

aza a=T1
h(a=n:) == 0:

pa se cligledno za «=0 postize maksimalna visina hj,,, Sto se i geometrijski
vidi sa slike 44.

—

Drugim reéima, za dostizanje optimalne visine pri datom A, treba taj

vektor da bude kolinearan vektoru Kl kruZne brzine po pclaznoj putanji.
Prema tome, za prelaz sa kruga 1, &iji je polupre¢nik r;=1 na krug 2

(sl. 44) &iji je polupreénik r,(r,>r;) potrebna je takva promena brzine (takav
impuls) A,, pri «=0, da bude

A A
e e e (15)
1-2A—-A?
Odatle se dobiva brojna relacija
N
e 1+nh 24 16)
i
2

gde samo ovo jedno redenje kvadratne jednadine (15) po A, dolazi u obzir,
posto je A, po svom znaenju intenzitet vektora A,.

Na sasvim analcgan nain se postupa i pri prelazu na putanju na niZem
nivou (r,<r,), bliZu osnovnom telu m;, samo §to se tada kruZna brzina mora
smanjiti.

Iz (16) se odmah dobiva kolika promena brzine, u slutaju «=0, treba
da se postigne pa da na$e telo dostigne 72— co. Tada je brojno

1 1/2
=41
A, =lim = i=12 -1, 17)
h—m 1 +i
B2

pa je, prema tome to potrebno poveéanje brzine izrazeno jedini¢nom kruZnom
brzinom jednako 1/2—1, a sama traZena brzina oslobodavanja brojno jednaka
1/2, §to odgovara veé poznatcm rezultatu.

s s G " . T
Ako se radi poredenja uoéi vertikalna promena brzine (or. =—) prema
2

pravcu i smeru kruZenja, onda éemo dobiti iz (13)
A
i
ako se sa A’ obeleZi sad potrebna promena brzine. Odavde se izvodi
h

_1+/1'

!
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Za dostizanje samo visine A=0,1 (§to znadi za dostizanje visine od 640 km
nad Zemljom) dobiée se razmera

— &4, (18)

1

tj. vertikalni impuls je skoro &etiri puta veéi od horizontalnog.

2. Homanovi preleti

Prema savremenim tehni€kim moguénostima najinteresantniji je tzv. Ho-
manov (Hohmann) prelet i Homanova trajektorija (sl. 43, a). U tom sluéaju je
prelazna putanja (Homanova trajekto-
rija) elipsa koja spaja dve koplanarne
1 koncentri¢ne kruzne putanje (sl. 45).
Ta elipsa ima ZiZu u osnovnom cen-
tralnom telu m; (Suncu za planete,
Zemlji za vestalke satelite), i ako je
prelet sa niZeg na vi§i nivo, onda ta i
takva elipsa dodiruje unutrasnji krug u
svom pericentru (A), a spoljasnji krug
u svom apocentru (B). Prema tome, bi-
¢e velika poluosa @ Homanove elipsne
putanje

1
a=—(r;+r,), (19)
2
ako su polupreénici unutra$njeg i spo-

ljaSnjeg kruga r, i r,.
Iz izraza za kvadrat bizine (II, 39)

S1. 45 se sad, za proizvoljnu tacku na Homa-
novoj putanji, dobiva
1 1
v2=27\(—— ) 20)
e ritrn

kad se sa p obeleZi poteg elipsne putanje u odnosu na iZu my kao pol i kad
'S¢ za a, u poznati izraz za kvadrat brzine, unese vrednost (19) A =k%*m,).

Brzina v; u pericentru (p=r,) bice

vf=zx(i- 1 ) @1)
ny rp s
A
S g i
ry ryr,+1
tj.
— e
8l iy @)
r, Pty

Za brzinu u apocentru (p=r,) dobiva se na analogan nadin

e rEe 23)
i r, 1+r,/r,
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Kako je kruZna brzina v, po unutra$njem krugu

A
vkl = T (24)

ry
za prelaz na elipsnu Homanovu putanju bi¢e potrebna promena (i to prirastaj)
brzine
’ Avi=v— Vs (25)
jer je elipsna brzina v, ve¢a od kruZne brzine v. Prema definiciji Homanove
trajektorije, kao optimalne u smislu naSih izlaganja u prethodnom odeljku,
ova promena mora biti kao vektor tangentna na unutranju putanju i mora
biti usmerena u smeru kretanja po kruZnoj putanji. Osim toga, posto je reC o
bespogonskim putanjama smatra se da je promena brzine obavljena jednokrat-
nim trenutnim impulsom. nrp. kratkotrajnim radom raketnih motora tako da
je trajanje potisncg impulsa zanemarljivo u poredenju sa vremenom preleta po

Homanovom putu. Tako se na osnovu (22) i (24) dobiva

JHRE 2 o \/ 2
A1}1_\/;1— [\/rl/r2+1 B 1]_Vkl[ ryfr,+1 0 1:|. €o)

Medutim, kad nade telo (projektil) dospe do spoljane putanje kruga r,
u talki (2), ona se mora poleti vracati po drugom delu elipse, zato §to je
sad elipsna putanjska brzina v, tela manja od potrebne kruZne brzine v,
po spoljadnjoj trajektoriji. To znali da se brzina tela mora ponovo promeniti
tako da se promena obavi skoro trenutno u poloZaju dodira i da pronena Av,,
koja iznosi

Av,=v,,—7,, (27)

bude tangentna na spolja§njoj putanji i da je u smeru kretanja po dolaznoj
elipsnoj trajektoriji. Kako je i
A

Vr=al= > (28)

ry

dobiva se, s obzirom na (23)

Fo R R \/——2_
szﬁ\/—rz I:l_\/l+r2/r1:|-vk2[1— 1+r2,r1]' (&)

Za veli¢éinu Av ukupne promene brzine, tj. za Av=Av, +Avy, moZe se pos'e
kraéeg raduna napisati (kad se svede na v)

Av:vkl(l—\/g)[\/r—l/r—fﬁ<1+¢%)-1]. (30)

Ovaj izraz pokazuje odmah, ono §to je i inale jasno, da kad r,—r;,
tj. Av—0, da, naravno, nije potrebna nikakva promena brzine, ako telo tre-
ba da ostane na istoj putanji po kojoj se ve¢ krece. Sa druge strane za r, — o0
(§to je prakti¢no priblizno ostvareno i kad je r,>r;, pa se ry/r, moZe zane-
mariti) iz (30) se dobiva

Ave—v, (2 =) (31)

Ovde je ba$ onaj najmanji prira$taj brzine koji se telu po kruZnoj putanji
polupreénika r, mora dodati da bi se postigla brzina oslobodavanja (vidi X
— treéa kosmiCka brzina).
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Zanimljivo je da je Av za razmeru potega O<r1/r2<§ veée nego ono

3

potrebno za postizanje brzine oslobodavanja. Napr. konkretno za rl/r2=% se

iz (30) dobiva
Avy=0,45v,,

dok je za oslobodavanje potrebno
Av,=0,414v,,.

Ako je dozvoljeno zanemariti onaj kratkotrajni rad raketnih motora, fj.
smatrati promenu brzine kao trenutni impuls, onda se (I, 40) moZe uzeti da je

mp =M- mk = ’nk (K— 1) = mk (evk/(‘ T l); (32)
my
gde je m, gorivo potroSeno do nekog odredenog trenutka a ne do kraja sa-

gorevanja celokupnog goriva, m, odnosna preostala masa i M celokupna masa
na startu.

Kad se utvrdi potro$nja goriva My, onda se moZe utvrditi i potrebna
kineticka energija ?mp ¢* (c je brzina isticanja gasova u mlazu) za izvodenje

kosmiGkcg manevra potrebnog za prelet, odn. za promenu brzine. Pri tome se
promena brzine rauna od v,, kao podetne do Vi, kao krajnje, pa je onda,
prema obrascu Cjolkovskog.
M _ )
v=cln-—, (33)
Jer i ranije izvedeni (I, 13) obrazac u stvari pokazuje tu promenu brzine v
samo racunatu od brzine 0 do brzine v.

MozZe se raGunom utvrditi da é za navedeni manevar biti potrebna i
veca potrcSnja goriva i veéa energija, kad Je ©0>r,>3,4r, dakle, r, konacno,

nego §to nam treba pri izbacivanju radi oslobcdenja od Sun&eve gravitacije 1
odlaska izvan Sundevog sistema.

Vreme trajanja preleta v po Homanovoj putanji, moZe se dobiti iz Kep-
lerovog obrasca (III, 57) koji daje vreme za opisivanje cele elipsne putanje sa
velikom poluosom a u obliku

T=2TC\/€;—. (34)

1 :
Aho se ovde unese a=?(r1 +r,) 1 sa

3
%
T =27 Tl’ 35)
obeleZi vreme obilaZenja po polaznoj kruZnoj trajektoriji 1 (jer obrazac 34
naravno vaZzi i za kruZnu putanju kao naroé&iti slucaj elipse), moze se najzad

napisati
1 1+ry/r \2
e \/(Tz/l) (36)
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Tako za Zemljinu putanju kao polaznu (r;=1 astronomska jedinica
=149,5x 10°km) bi¢e T,=1 godina. pa se za vreme 7 trajanja preleta po
Homanu sa Zemlje, odn. taénije sa njene putanje, do raznih drugih planeta
dobiva naredna tablica

planeta l Merkur ’ Venera ‘ Mars Jupiter ’ Saturn 1 Uran I Neptun ‘ Pluton
z(goding)| 029 ’ 0,40 b 0,71 2,73 } 6,05 ' 161 306 ‘ 45,5
rofrs 0,387 1 0,723 i 1,524 \ 5,203 ‘ 9,546 { 192 | 301 i 39,5

Ono §to jo§ treba pomenuti u vezi sa Homanovim preletom to je da su
za ostvarenje preleta potrebna samo dva impulsa, da je to dvoimpulsni prelet,
naravno, kad je reé o bespogonskom preletu.

3. Nehomanovi preleti

Kako su preleti po Homanu izmedu koplanarnih i koncentriénih kruZnih
orbita dosta spori, jer se vVi§i nivo dostiZe u apccentru, a kako znamo po
Keplerovom zakonu povrSina u blizini apocentra kretanje tede sporo, traze se
brzi preleti (brzi transfer). Obiéno se ostvarenje takvih brzih preleta traZi u
putanjama koje nisu poluelipse ve¢ neki kraéi luk elipse (ili luk parabole odn.

hiperbole). Na sl. 46 luci elipse 12134 predstavljaju takve brze preletne pu-
tanje.

SI. 46 Sl. 47

Ako se pode od poznatcg obrasca (IIT, 39) za kvadrat brzine (cdn. in-
tegral energije za telo mase m=1), pcdseti se da je A=k%?m, i uzme u obzir
da ¢e ZiZa preletne elipse opet biti u centralnom telu m,, onda se sa sl. 47
moZe napisati brzina v, po preletnoj putanji u tacki 1

gen(Z-1)-2 (o m),
r, a ri a



126 Tatomir P. Andelié¢

ako su polupre¢nici unutra$nje i spoljas$nje putanje opet r, i r,. To daje najzad

A r r
V1:\/Z \lz_zlzvk1\/2“71> (37)

gde je a kao i uvek velika poluosa elipsne preletne putanje.

Potrebna promena brzine da se telo (letelica) prevede sa kruZne na pre-
letnu (transfernu) putanju bie u vektorskom obliku

Ay, =v, —v,,.

Promena brzine se sad mora odredivati vektorski, poSto vektori v, i v, nisu
kolinearni. Osim toga Av ne ispunjava sad nikakve uslove optimalnosti i pre-
ma tome ne mora biti u pravcu i smeru tangente na putanju 1.

Iz zakona povrSina imamo
A=|r xv, |=r v, sin(90°—a)=r, v, cosa, (38)
gde je « ugao izmredu brzine v, i kruZne brzine v, i ako se stavi (III, 49)
A=Vra(l-e,

dobiée se s obzirom na (37)

Vra{l—e>) a
cosSot=r——— = —
rv; Ty

ra(l—e?)

w2

a 1 —e2

ry NViZiar, —1
Veliina potrebne promene brzine u 1 moze se cdrediti sa sl. 47 pomo-
¢u kosinusne teoreme

2022
Avi=vi+vii—2v, v, cosa.

Kad se ovde unesu vrednosti (37) i (39) i uzme u obzir da je

Prie \/A, dobice se
ry
{Av1|=Avl=vk1V —11——2\/1(1—62). (40)
a r

Odabiranje preletne elipsne trajektorije se svodi na izbor @ i e u obras-
cima (39) i (40), $to onda odreduje ugao o koji putanjska brzina treba da
obrazuje sa tangentom na putanji 1 (odn. sa brzinom kruZenja po putanji 1)
i veli¢inu promene brzineA v,.

Iznos Av, promene brzine v, koji je potreban u tacki 2, u kojoj pre-
letna elipsa seCe putanju 2, da bi letelica presla na spoljadnju kruZnu puta-

s _ ; 7 = e i
nju 1 dostigla brzinu vkz=\/r—, moZe se lako dobiti na slican nacin kao (40).
2
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Dovoljno je, uostalom, u obrascu (40) zameniti svuda indeks 1 sa 2, pa se
tako dobiva

|Av,|=Av,=v, 3—_a—_ \/%(l—ez)- (41y

Ovaj se obrazac moZe izraziti pomocu kruZne brzine v,; na polaznoj kruznoj
putanji, kad se uzme u obzir da je

v r r
N R Y - (42, 43)
Vi1 r 3 T

To znali da se, najzad, moZe napisati

r r,oa r
A=y %(3—2\/%-7(1—62)—?1). (44)
2 2 L

U ralun se moZe uvesti i parametar p=a(l—e?) prelazne elipse, ako je
potrebno 1 podesno.

Nije sad teSko odrediti ukupnu potrebnu promenu, odn. karakteristicnur
brzinu preleta

Av=Av +Av,. (45)

Mada, kako samo rekli. brZe preletne putanje mogu biti i paraboline i
hiperboliéne, ovde se ograni€avamo na i inade najvise koridéene eliptiéne pu-
tanje. U tom slufaju mora biti e< 1, ali se obi¢no uzimaju one elipse (za pre--

laz sa unutra$nje na spohasnju putanju) za koje je pericentar manje udaljen
od ZiZze u m; nego $to je ry, tj.

Omin=a(l—e)<r,. (46)

Kad se uzme u obzir malofas navedena vrednost za parametar elipse,
onda se moZe za izabranu elipsu, tj. za dato p i datu kruZnu polaznu putanju
polupreénika r;, prethodni uslov, deljenjem jedne i druge strane nejednakosti,
parametrom p, izraziti u cbliku

___a(l—e) = £<1+e
a(l—e) P i ’
cdn.
esdl i (47)
Ty

Sa druge strane, kad je re€ o elipsi kao preletnoj putanji, onda svakako njen
apocentar mora biti na samoj spoljasnjoj putanji ili van nje, tj. mora biti

Pmax:a(1+€)>r2a (48)
odakle, s obzirom na vrednost parametra p, proistide

ezt (49).

r,
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Na taj nain je za elipsu

o
ry
1.
B = £<2,
ry Ty
Sto, najzad, daje
p<2r; ili a(l-e’)<2r,. (50)

Kad je re¢ o znaku jednakosti u relacijama (47) i (49), onda se izjedna-
Cavanjem njihovih desnih strana dobiva
=M (51)

ri+r,
1 kad se ovo unese u prvu od relacija (r,>r,)

plrsli: (52)
rot+r,

Na taj nalin se za slucaJ znaka jednakosti u (47) i (49), odn. u (46),
i (48), tj. za sluCaj kad je ps ucmnsar preletne elipse na unutrainjoj putanjl a
apocentar na spoljaSnjoj iz (51) i (52) s obzirom na vezu izmedu p, e i a
izvodi

wili il
2 b
Sto je velika poluosa Homanove preletne putanje.

NaveS¢emo i to, da se pri analitiCkom i grafitkom prouavanju veza iz-
medu elemenata a i e, odn. a i p preletne elipse i karakteristiéne brzine Av,
ova obicno izraZava ((normira) u jedinicama kruZne brzine v,, polazne putanje,
. uzima kao jedinica za karakteristi®nu brzinu razmera Av/v,,.

Kako se vidi i za izvodenje manevara potrebnih za brzi prelet sa jedne
kruZne koplanarne putanje na drugu potrebna su dva impulsa (dve promene
brzine) — re¢ je o dvoimpulsnim manevrimia. I ovde ne treba ponavljati po-
stupak za prelet sa viSe na niZu, sa spoljaSnje na unutraSnju, putanju, jer je
postupak sasvim analogan samo se brzina sad prvo smanjuje

4. Prelazne putanje malog potiska

Iako, kako smo rekli, jo§ nema trajncg raketnog pogona, postoje teorij-
ska istraZivanja, kako bi se mogao ostvariti jedan takav pogonski (upravljani)
prelaz u slufaju da se moZe ostvariti i mali ali trajan potisak. Takvo jedno
reSenje sa jonskim pcgonom, koje istina jo§ nije tchniki ostvareno, predlo-
Zio je E. Swlinger (E. Stuhling>r) i mi éamo ga ovde prikazati.

Ako se pode, dakle, od izraza (3) za ukupnu energiju, odredenu za je-
«diniénu masu m=1 pokretnog tela po krugu polupreénika p=r,, dobiée se

A
E==——5 (53)
2r,
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gde je za Zemlju A=k*m,=3,989.- 104 ms=2. Neka se sad u kretanje letilice
po krugu obima 2 mr, uklju¢i neka mala potisna sila F (odredena za jedini¢nu
masu), uvek, tangentna na putanju, onda ¢és rad te sile po obimu kruzne pu-
tanje doprineti poveéanju kinetaiCke energije za veliinu tog rada, tj. za

ANE,=2wr E. (54)

Medutim, prema (53) ukupna energija tela zavisi od polupreénika puta-
nje pa se sa promenom energije mora menjati i polupreénik putanje. Naime,
i male potisne sile moraju dovesti do poveéavanja brzine i do postepencg
udaljavanja tela od centralne mase. Promeni polupreénika r, za Ar; odgovara
prema (53) prirastaj energije

)\

er
pcd pretpostavkom, naravno, da se radi o nevelikoj promeni poluprecnika.
Izjednalavanjem vrednosti za AE, iz (54) i (55) dobiée se

AVE — A, (55)

A
—z——zArl — 2 Tn R
ri
§to daje

4‘/'53

Ar,=—rni F, (56)

A
i cdreduje promenu polupreénika putanje tela za vreme jednog obletanja oko

4 :
centralnog tela. Ako se uzme da bude —;F=const (j. F=const.), onda se

iz prethcdne relacije vidi da je Ar, proporcionalno tre¢em stepenu od r;.

U pcéetku je pri navedenim uslovima prirastaj po jednom obilasku vrlo
mali. Npr., ako se pusti u rad neki takav jonski moter u letelici koja obilazi
Zemlju na visini od 600km, a to znali na rastojanju od Zemljincg centra
priblizno ra7 000 km, onda je ubrzanje g Zemljine teZe na ovoj visini, kako
Znamo

pri ¢emu se moZe uzeti da je zaokrugljeno g= 10 m/s2, pcsto je dovoljno bli-
zu Zemlje a radi se samo o prcceni promene poluprenika. Uzmimo da je
ubrzanje letelice (mali potisak na jedinicu mase) od pocgonskog motora

F=10"*g,
i unesemo sve to u (56) pa ¢e se dobiti
Ar, =9 km,

Drugim re¢ima, posle jednog obilaZenja naSa letelica prelazi na putanju polu-
preénika 7 009 km.

Da bi se odredila putanja nale letelice mora se uzeti u obzir da na nju
pored male potisne sile F dejstvuje i gravitaciona sila centralne mase m, (npr.
Zemlje), jer ona sad usled promene brzine ne biva poniStena centrifugalnom
silom veé dolazi do izrazaja, dok se dejstvo Sunceve gravitacije mcZe svaka-
ko i dalje zanemariti. Prema tome, ako se sa r obelezi vektor polcZaja naeg

9 Uvod u astrodinamiku
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tela u odnosu na centar mase centralnog tela, onda se u odnosu na jediniénu
masu m=1 moZe napisati naredna vektorska diferencijalna jednadina

r= —lr+F ; (57)

r3
Iako je i ovde u stvari re¢ o problemu dva tela ipak se zbcg one do-
datne sile F ne moXe smatrati da uvek postoje integrali povrSine i energije
ove diferencijalne jednadine. Stoga ¢emo, radi prouavanja kretanja u. ovom
slucaju, razleZiti sve vektore, koji se pojav-
A ljuju u prethodnoj jednalini na komponente
/ u prvacu r, (jedini¢ni vektor potega) i n (je-
diniCni vektor upravan na r,) i cgraniiti se
samo na ravanski problem (to je realno op-
ravdano, ako potisna sila ostaje neprestano
u ravni putanje kruZenja). Tada ée u ravan-
skim polarnim koordinatama r i & (sl 48)
4 biti ubrzanje uoéencg tela, kako je poznato

/ W=r=(—r9)r+08+2rHn (58

.

/ Rastavljanjem potisne sile F u komponente
{" u praveima jediniénih vektora r, i #n dobiva se
B

z F=F,r,+F,n. (59)

Ako se sad u jednadinu (57) unesu izrazi (58)

1 (59), onda se odmah dobivaju dve skalarne jednadine za kretanje nase lete-

lice u praveu potega i normalno na poteg, projiciranjem na jedini¢ne vektore
r,1mito

S1. 48

. JRE)

r=r82——2—+Fr, (60)
-

B LT 61)
r r

Ocigledno je da u jednadini (60) prvi &élan sa desne strane odgovara
centrifugalnoj sili, drugi gravitaciji a tre¢i radijalnoj komponenti potiska na
jedinicu mase. Sto se tide jednaGine (61) i ona se moe mehanitki interpreti-
rati. Naime, ta jednadina se moZe (§to se lako vidi) napisati u obliku

<@ 9)=rF,, (62)
t

a to znadi da je izvod kinetitkog momenta mase m=1 u odnosu na central-
no telo kao pol, jednak momentu potisne sile u odnosu na isti pol.

Sad, ako je, kako smo pretpcstavili, potisna sila stalno tangentna na
putanju, a to znali kolinearna sa v=r, onda se sa sl. 48 dobiva

F;ZFSthC:F%, (63)
rr+ (r 9)?
$
F,=Fcosa=F 4 (64)

P2 (r 1‘})2
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Ako se ove vrednosti za F, i F, unesu, najzad, u jednacine (60) i (61) odn.
(62) dobiée se sistem ob1cn1h dlferencualmh jednaCina drugcg reda po r 1 &
i one se onda reSavaju. Ipak, treba podvuéi da se iz tih jednadina vrlo retko
mogu dobiti konaéna reSenja uobicajenim matematiCkim metcdama, ali se i
za proizvoljne pcéetne uslove i zahteve u vezi sa preletnom putanjom mogu
numericki (pomcéu ratunara) odredivati trajektorije, koji se onda analiziraju u
pogledu podesnosti za reSenje postavljenog zadatka.

Radi 3$to jasnije predstave ovog problema razmotricemo jedan sasvim
odredeni zadatek: kako se mora (ako je to, naravno, tehni¢ki mcguée) regu-
lisati dati tangenini potisak, da bi se kao putanja dobila logaritamska spipala,
&ija se jednadina u ovde izabranim polarnim koordinatama mcZze napisati u
obliku

r=ae®/C, (65)
gde je r,=a polupreénik polazne kruZne putanje a C (C>0) neka konstanta
koja cdreduje brzinu odmotavanja logaritamske spirale, tj. odreduje relativni
priradtaj Ar/, cd r na jedan obilazak.

Re3enje oveg zadatka se mcZe dobiti na naredni nadin. Prvo se jedna-
¢ina (65) dva put diferencira po vremenu, pa ¢e se dobiti

P e e e
F=—rF3 r=—rd+—rd. (66)
@ C C
UnoSenjem sad vrednosti za # odavde u izraze {63) i (64) dobice se
1
r=—:F5 nz'é‘f— (67)
Vi+C? J1+c? ]

Nzjzad, kad se u jednaine kretanja tela (60) i (61) unesu vrednosti za 7, 7,
F. 1 F, koje smo dobili u ovom sluéaju, dobiva se, posle eliminacije F

\

&.:C\/HICZ’_M’ (6B e LU i B

a s obzirom na prvu od jednaéina (66)

5 )\ _1/2 N
r=\/1+C2r ' )

Diferenciranje ove poslednje jedna-
¢ine po vremenu daje
s !
r=—— =2, (70)
2 1+C?

Na kraju, unoSenjem vredncsti
za F,, & i r dobiée se onaj traZeni
izraz za veli€inu tangentne potisne
sile F na jedinicu mase, ako preletna
putanja treba da bude logaritamska SI. 49
spirala (sl. 49)

Taj izraz je

Fom ——— . (71)

To znadi, da u tom sluaju tangentni potisak na jedinicu mase kosmicke lete-
lice mora opadati sa kvadratom rastojanja r od centralne mase m,.

g



XII NEKI KOSMICKI MANEVRI

Osim izbacivanja veStackih satelita u orbitu oko Zemlje, odn. nekog dru-
gog nebeskog tela i preleta sa jedne kruZne putanje na drugu u istoj ravni
samo na viSem ili niZem nivou, postoji niz tehnicki ostvarliivih manevara. Pri
tome je, napr., manevar prelaza sa neke kruZne putanje na komplanarnu elip-
tiénu putaniu &ija je jedna ZiZa u centru polazne KruZne putanje ve¢ obuhva-
éena teorijom prelaza sa jednog nivoa na drugi i ostvarena onom prelaznom
elipsom.

Osim toga mogu se posmatrati i preleti izmedu komplanarnih elipsnih orbita.
Kako je obiéno re¢ o transferu izmedu vestackih satelita Zemlje, gde je Zemlja
privlagni centar, ili izmedu planeta, kad je Sunce privlacni centar, takvi pre-
leti su uvek izmedu konfokalnih putanja.

Drugi, takode ostvarljivi manevri, jesu prelazi izmedu nekomplanarnih
orbita, napr. obrtanje orbitne ravni (popularno engleski: doglegging), spust, susret ili
sastanak (Bctpedua, rendevous) u meduplanetnom prostoru, izbacivanje sondi, oble-
tanje i spuStanje na Mesec, zatim obletanje i spuStanje na razne druge planete itd.

1. Prelaz izmedu komplanarnih elipticnih putanja

Uocimo, dakle, prelaz sa elipsne
putanje (1) na drugu (2) komplanarnu
i konfokalnu (zajedni¢ka Ziza F) 1 to
po poluelipsi (#) koja je tangentna: na
polaznoj u pericentru C i na drugoj
elipsi u apocentru D (sl. 50). Q je
Zemlja.

Neka ekscentricnost prve elipse
bude e; a druge e,; njihovi pericentralni
potezi p,, i p,, & apocentralni p,; 1
Paz- Za prelaznu (transfernu) putanju
bi¢e onda, prema ovim uslovima ¢, =

=Pr1 1 Pat = Paz-
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Medutim, pri kretanju po nekoj elipsi (sl. 51) sa 7izom u F transverzalna
brzina u nekoj talki, &ije su polarne koordinate o i v, bice

A
ycoso=pv=—o, @)

ako je v brzina u toj tacki a ¢ ugao izmedu
vektora brzine v i normale na poteg u tacki P.
Tada se iz (III, 34) s obzirom na (111, 49)
moZe napisati
1 A
— =—(1+ecosv),
o A

a kako je prema (37)

A?=p*v=pVcoso,

dobiva se za transverzalnu brzinu

vcoscp=\/—2— (1+e). (2)

S1. 51

Iz ovog obrasca se onda za brzinu Vv,; u
pericentru C prve elipse, ¢ija je ekscentriCnost
e, dobiva (v=0, 0=0 1 p=p,,)

A
VP =—(1-+e)): (3)
Pr1
Da bi materijalna tadka od C nastavila da se kreée po transfernoj elipsi
(t), koja obuhvata polaznu elipsu (1), treba brzina v,, da se neSto poveca 1 da
postane brzina

A
ot = —(1+e¢), (4)

fr1

v

jer su karakteristiéna gravitaciona Konstanta 7 i pericentralni poteg (o, =0,1)

ostali nepromenjeni. Treba samo odrediti ekscentriénost e, pomocu pericent-

ralnog potega p,, polazne elipse 1 apocentralnog potega p,, druge elipse.
Naime, za transformisanu elipsu (#) imamo

_Pa_t: Paz L 1+€,

(5)
oot Pp1 16
Odavde se odmah sabiranjem korespondentnih &lanova srazmere dobiva
Pa2 e 71 i et
Pp1T Paz 2
i najzad
. 2.Pa2
14e=——"" (6)

Pp1 7T Paz
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UnoSenjem ove vrednosti za 1+e, u (4) izvodi se potrebna brzina u pe-
ricentru C po transfernoj elipsi

2A 2N o,
th o \/ PaZ = Sty l p 2/pp 1 . (7)

Pr1 Po1tPaz VY @p1 1+0as/p5,
Prema tome, povecéanje brzine v, za prelaz sa polazne na transfernu elipsu iznosi
AV =Yy —Vp;. (8)

Iz obrasca (38) za ¢=0, p=op,, i e=e, dobiva se za brzinu kretanja po
elipsi (2) u apocentru izraz

vazz\/piz(l_ez)' )

1 ovo treba neSto smanjiti da bi se kretanje nastavilo po transfernoj elipsi od
apocentra D i treba da iznosi

=y (=), | (10)

Jer se pri prelazu od jedne do druge elipse menja samo ekscentricitet.
Iz srazmere (5) izvodi se sabiranjem podesnih korespondentnih &lanova i

Tl 2001 (11)
Pa2+ Ppl

UnoSenjem ovog izraza u (10) dobiée se za traZenu brzinu

2 Pp1*_2>‘ !

N e i Tl )

To znali da je promena brzine u apocentru D
AV, =Vap = Vo, (13)

i ukupna potrebna promena brzine za transfer iznosi
Av=Av,+Av,. (14)

Vreme < trajanja preleta po navedenoj poluelipsi dobiva se iz Keplerovog
obrasca (XI, 34)
Ty
T= 7 T— ™ \ 7 ,

gde je sad za transfernu'elipsu
_ Pp17tPaz
2

a

Sto uneto u prethodni obrazac daje

S (pp1+pp2)’ 15
i 21/5\/ A ) )

Odredivanje koliCine potroSenog pogonskog materijala potrebnog za obav-
ljanje preleta kao i za to potrebne kinetidke energije izvodi se za odredano A v i
brzinu isticanja gasova ¢ na isti nadin kao i kod komplanarnih kruZnih putanja.
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2. Prelaz izmedu nekomplanarnih orbita

a. Ako je pri tome re¢ o prelazu izmedu kruZnih orbita jednakih polu-
preénika oko istcg privlaénog centra, onda se prosto radi samo o promeni na-
giba prvobitne orbite prema ekvatorskoj ravni, odn. o obrtanju ravni date
putanje oko linije &vorova (prava preseka obe putanjske ravni) za odredeni
ugao. Tada u jednoj od &vornih tadaka (sl. 52) u kojima se uolene kruzne
putanje seku, napr. u tadki A4, treba promeniti samo pravac vektora brzine v
po putanji (1) za ugao Aw, bez promene intenziteta, da bi se kretanje nasta-
vilo po kruZnoj putanji (2).

Avy

—Ind

///
\//T%ADL

v
SI. 52 Sl 53

Kako, u ovom slucaju, posle promene brzine na polaznoj orbiti, intenzi-
tet brzine treba da ostane nepromenjen, stanje slaganja brzina treba da izgleda
onako kako je to prikazano na sl 53, gde je trougao APQ jednakokrak, tj.

| 4G |=|v+ Ave|=|v|=| 4P|

Neka je potrebna promena pravca brzine odredena uglom A«, onda je, prema
slici, veli€éina A v te potrebne promene data izrazom

Ava=2vsin%Aa, (16)

2 ugao ¢ koji obrazuje pravac promene brzine v sa pravcem prvobitne brzine
iznosi

c=—m—— A 17
5 i (17)

Dakle, iako je ovaj manevar dosta delikatan, jer je neophodna velika
ta¢nost, ipak, naéelno posmatrano, obrtanje ravni putanje za odredeni ugao
radi prelaza na drugu kruZnu putanju jednakog polupreénika nije sloZeno —
potreban je samo jedan impuls. Medutim, ako se uoéi obrazac (16) onda se
odmah vidi da je ovakav prost manevar neracionalan i podesan samo za male
promene uglova nagiba, jer, napr., ako treba preci na orbitu ped pravim uglom
prema p;vobitnoj, onda to zahteva promenu veli¢ine v prvobitne btrzine za
VYope = V 2!
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Pitanje prelaza sa jedne kruZne putanje na drugu kruZnu razliitcg po-
lupre¢nika i nekomplanarnu sa prvom moZe se obaviti na dva nadina. Prvo,
obaviti prelaz sa date kruZne putanje na drugu komplanarnu sa polupreénikom
(ve¢im ili manjim) od prve, pa zatim, obrtanjem oko linije &vorova nove
kruZne orbite i one na koju treba prevesti pokretno telo, rediti problem na
sliCan nac¢in kao u prethodnom sluéaju. Medutim, naravno, moZe se prvo oba-
Viti obrtanje ravni putanje u ravan traZene putanje za dati ugao pa zatim
izvesti prelaz izmedu komplanarnih kruZnih orbita.

Medutim, ako sa neke kruZne putanje treba pre¢i na nekomplanarnu
eliptiénu putanju (¢ija je ZiZa u centru prvobitne kruZne putanje) tada se ma-
nevar moZe izvesti na naredni nadin.

Neka polupreénik polazne kruZne putanje bude r i neka pericentralni i
apocentralni poteg one elipse, komplanarne sa krugom ¢&ija je ZiZa u centru
kruga C, a koja je velifine nove eliptiéne putanje, budu p, i p,. Ako tada ta
komplanarna, posredna elipsi (1) dodiruje osnovnu kruZnu orbitu (k) u peri-
centru 4, tada je p,=r, pa mora biti p,>r (naravno, moguée je razmatrati i
slutaj gde je pomenuti dodir u apocentru B i tada je p,=7, a p,<r).

U slucaju p,>r mora se u tagki 4 povecati kruZna brzina v, (prvi impuls)
z2 Av,, tako da u toj taCki brzina po veliini postane

Vo=V +AV,.

Pri tome je za navedenu elipsu, prema (XI, 26), potrebna promena veliine
brzine

2 o
Avp:vk[\/m—‘vl], {18)

Jer je ovde ry=p,=r, a r,=p, Otuda proistiCe s obzircm na (XI, 22) da
brzina u pericentru, sa ovim oznakama, treba da ima veliinu

2 J A 2
MEC e = (19)
Vb )k\/r/pa—ﬁ—l rorleg+ 1

Kad se brzina po ovoj elipsi u apocentru obelezi sa v,, onda je s obzi-
rom na (III, 22 — zakon povrsina) i (III, 39)

VoI =VaQa (20)
i
1 1 F s
1’;‘,'—173:27\<~———):2vk(1——), 1)
i pll pﬂ
pa se tako za veliinu brzine v, u aposentru dobiva se posle krac¢eg transformisanja
2 r 2 ,
va = k s 1,1) A 4 vk —| 1 . (22)
Vp Pa r/Pa 2T

Kad se dospe u apocentar B ove prelazne elipse, onda se moZe izvesti
korektura orbitnog nagiba, kao i u sluaju kruznih orbita, za veli¢inu (drugi
impuls)

=5 ; e 23)
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ako ravan putanje treba obrnuti oko velike ose ove elipse za ugao Ac«. Na
taj nadin se moZe re¢i da je obavljen prelaz sa date kruzne putanje na odre-
denu nekoplanarnu eliptiénu putanju, ali takvu &ija je velika osa (pericentar--
-apocentar) u ravni polaznog kruga.

Prethodni mehanizam prelaza sa kruzne na elipticnu nekoplanarnu putanju.
mo¥e se iskoristiti i za ostvarivanje prelaza sa jedne kruZne putanje na drugu
kruZnu jednakog polupreénika a nekoplanarnu. Naime, u prethodnom slucaju,
letelica se vrata u pericentar 4, posle obrtanja u B, sa ranijom veli¢inom
brzine v,. Prema tome, ako se sad brzina v, u perihelu smanji za Av,, onda
e se letelica postaviti u kruZnu orbitu u ravni obrnute elipse koja je potpuno
jednaka polaznoj kruznoj putanji. Na taj se na¢in manevrom sa tri impulsa-
postize traZeni prelaz.

Pri ovom nadinu koriSéenja transferne elipse za prelaz sa jedne kruZne
na drugu nekoplanarnu putanju jednakog polupreénika ukupna potrebna pro-
mena brzine posle tri impulsa, apsolutno uzev iznosi

|Av|=2]Avp |+ [ AV, (24)

2 =l
| ali= 25 SRR a5 — =k
|Av|=2v [Jl‘/pa—i—l[l ll/pasmz Acx} 1}. (25)

Kako utrofena energija pri transferu uopste zavisi od ukupne promene
brzine pri tome, bie razmera 9.pqcentrah1og o, 1 pericentralnog p,=r pri opti-
malnom transferu za dato obrtanje

.

74l
sin— A\«
2
LR S W - (26)
‘T 1 Jsin 2 A o
5 .
I zaista, ako se (25) diferencira po p, dobice se
|y a il
I 4y o 1)—3/2[1 —(rlps+2) sin—Ax|, @7)
Pa Pa 2
pa je optimalni transfer u slucaju
diz) 5.
deq

tj. kad je

(I‘/pa+2}sin%Aa:1

odakle se izvodi (26). Lako je pokazati da je ova optimalnost minimum.

Iz obrasca (16) vidi se da potrebna promena brzine pri obrtanju putanj-
ske ravni zavisi, ne samo od ugla obrtanja, ve¢ i od brzine na mestu putanje
gde se brzina menja. Ova pak brzina zavisi od visine letelice nad Zemljom,
odn. od njene udaljenosti od Zemljinog centra i manja je na vecoj visini.
Stoga se kori$¢enjem prelazne putanje moZe postaviti pitanje izbora mesta.
obrtanja putanjske ravni i na taj nalin i optimalnosti energije potrebne za to
obrtanje.
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Iz (26) proizlazi da je, za obrtanje A aa39°, eo/r=1, 1 transferna elipsa
identina sa polaznim krugom. Kori¥éenje ove tehnike je za uglove obrtanja
A «<<39° nekorisno, §to se lako vidi, jer tada je p,<r! Za uglove obrtanja
Aa>60° je ova tehnika neupotrebljiva jer je, za Aa=60°, o,/r=c0 a trans-
ferna elipsa postaje parabola. Praktiénu vrednost ovaj mehanizam preleta ima
samo u razmaku 39°<<A a<60°,

b. Ako treba sa date kruzne putanje predi na drugu kruznu nekoplanarnu ali
razli¢itog polupreénika (veéeg ili manjeg), onda se koriS¢enjem transferne elipse
moZe ovako postupiti.

Obe kruZne putanje imade isti centar {centar Zzmlje C) 1 neka su kruZne
brzine po njima v, i Vips Pricemu je r; polupreénik prvog, polaznog kruga (1)
a r, drugog, konacnog kruga (2) i recimo, r,<r,. Tada se postupak razlikuje
od onog u prethodnom sludaju samo u tome §to se drugi impuls ne ograni-
¢ava samo na promenu Ay, pravca brzine u apocentru transferne elipse veé
se 1 sama brzina po elipsi poveéava za Av, tako da se dobiva nova elipti¢na
putanja, u ovom sluCaju veée velike ose elipse. Pri tome je ta promena
takva da pericentar te nove elipse leZi na traZenom krugu.

"*—’AVa
SI. 54

KruZna brzina vy, po datom krugu (1) (SI. 54) odredena je obrascem

A
'vk1= r_‘.

Da se otpoéne sa manevrom treba (prvi impuls) promeniti tu brzinu za

2
Ao = IR, 14 28
Vp1 = Vpq [\/rl/Pa 2 1] 5 (28)
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da bi letelica presla na prvu pomoénu eliptiénu putanju €ija je ZiZa u centru
kruga C, a kako apocentralni poteg te elipse treba da bude veéi od poluprec-
nika kruga (p,>r,;), ta promena treba da bude povecanje brzine.

U apocentru A te transferne elipse se zatim pored promene brzine (drugi
impuls) Ao, prema (23) potrebne za obrtanje date putanjske ravni u ravan
traZenog kruga, bez promene brzine, za ugao A« mora izvesti i promena Ao,
veli¢ine brzine u samoj ravni nove putanje i preSlo na drugu, recimo, vecu
eliptiénu putanju. Pri tome je

Ava=27)asin%Aa,

gde je

2
2 vp1

a 7)171’
Vp1

a v, obelezava brzinu u pericentru prve transferne elipse.

Poveéavanjem A o, brzine kretanja u apocentru po obrnutoj pravoj elipsi,
jer bi inade bez toga letelica proSla ponovo kroz pericentar ranije putanje,
poveéava se velika ose ove elipse i tako prelazi na novu eliptiénu putanju
koja treba da dodiruje traZenu kruZnu putanju tako da njen pericentar leZi na
t0j traZenoj kruZnoj putanji.

Promena Ao, se moZe izvesti kao razlika brzina u apocentru nove
druge elipse i prve elipse, pri emu je ekscentri¢nost druge elipse e,. Imamo,
stoga

N et (e

- \/g [\/ pa/rir L \/ Pa/r21’+ 1 } ’ 0

_Pa— 1

Pat T,

pri Cemu je

€

Brzina potrebna, medutim, za kretanje po novoj kruznoj putanji iznosi

N
V = —
h2 >
Ty

ali pri dolasku u pericentar brzina v,, letilice po drugom krugu bice

X EnE)
”fﬁm’ G

i ako je podefeno da bude g, > v,,, mora biti v, <V, i traZena promena
veliine brzine odredena sa

AV =V — Yy,
Ukupna promena brzine (etiri impulsa) iznosi¢e tako

|87 [=]A v, +[A v, +|A | +]|Av,,],
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odn. eksplicitno

Av=9,; {\/rl/zp [1 +r1/pa(2sin%Aa— I)J—I +

2
+7)k2{Jm[l+r2/‘oa]—l}. (31)

Odavde se moZe izvesti analiza uslova optimalnosti i odrediti granice
korisnosti izvodenja ovog manevra ua ovaj nadin, ali po§to je to, istina samo
racunski, dosta sloZzeno neéemo se na tome ovde zadrZavati.

c. Za izvodenje transfera (prelaza) izmedu dve nekoplanarne elipticne putanje
Jednakih vel.¢ina, dovoljno je samo u jednoj od preseénih tadaka tih putanja
na liniji ¢vorova izvesti obrtanje jedne ravni u drugu za dati ugao A« prema
obrascu (23) kao bez ikakve promene veli€ine brzine kao u sluaju dve jednake
kruZne putanje. Medutim, iz istih razloga koje smo tamo naveli u vezi sa pi-
tanjem optimalnosti izvodenja ovakvih prelaza i njihove vece ili manje koris-
nosti, koristi se i ovde mehanizam preleta potpuno analogan onome tamo, jer
je potrebna manja promena brzine, ako se obrtanje prema obrascu (5) obavi
na vefem rastojanju od centra privladenja. Zako u pogledu kori§éenja energije
prelaz sa tri impulsa moZe biti racionalniji od onoga na oko prostijeg sa sa-
mo jednim.

Ovde se postupa na ovaj nalin. Prvo se u pericentru (ili apocentru) date
elipti¢ne putanje prede na transfernu elipsu, po pravilu veéu od date, poveca-
njem brzine. Zatim se u apocentru ove transferne elipse obrne njena ravan za
potrebni ugao A« promenom brzine za Aw,, kao i slutaju kod kruznih
putanja. Kad se onda letilica vrati u pericentar transferne elipse, ova se
novom promenom brzine postavlja u polozaj druge, traZene putanje. U nasem
sluCaju se obrnuta transferna elipsa, koja je u cdnosu na polaznu elipti¢nu
putanju povecana, smanjuje do veliine polazne elipti¢ne putanje. Obrtanje je
oko velike ose date elipse.

Dakle, ako su p, i p, potezi u pericentru i apocentru date polazne pu-
tanje, a p, 1 p, odnosni potezi transferne elipse (jer se pericentar polazne i
transferne elipse poklapaju) bi¢e brzina u pericentru polazne elipticke putanje

prema (19)
A 2 5
vp—\/g— oplea+1’ o

a brzina u pericentru transferne elipse prema istom obrascu je

(9%}

A 2 o
Py (22)

0 PolPart1’
tj. potrebni prvi impuls iznosi

Av,=v,,—V,.

Kad letilica dospe u apocentar transferne elipse, njena brzina tamo bice

prema (22)

_Re _)‘_*2 (34)
Par V Par Pp/Part 1

at
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Drugi impuls je sad promena brzine u apocentru prema (16)

Ava=2va,sin%Aa

za obrtanje putanjske ravni.

Najzad, posle povratka u zajedniCki pericentar polazne i transferne elipse
treba ponovo dati impuls Av,, ali samo suprotnog smera od prvog impulsa
radi smanjenja brzine i velifine eliptiéne putanje da bi se tako preslo na elip-
tinu putanju velidine jednake polaznoj samo sad u drugoj ravni.

Prema tome, ukupna promena brzine (tri impulsa) iznosi

[Av[=2]Av,[+]Av,],
odn. eksplicitno

, ] T Sl b 2
Avizz\/—‘\/——[u 5 sm——Ac/.—Z\/—\/———. 35)
| : Pp pp/Pat+1 Pp/ ; 2 Pp pp/Pa+1 ( )

Ovo nije jednako odnosnoj promeni u slucaju transfera izmedu nekoplanarnih
jednakih krugova, jer se polazi od druge brzine u prvom trenutku.

I ovde se mogu odrediti optimalni uslovi i korisnost pojedinih transfera,
ali se to obavlja slino kao kod kruga i dobija se za minimum uslov

sin —1 Ao
Par 2
Per_ (36)

bl
ep l—Zsin%Aa

odakle se dobivaju ista ona ogranicenja kao kod kruga, 1.
cPa(/P,D: 1, 1 par/Pp: 0.

Jo§ se moZe pokazati da je podetni manevar bolje otpoleti u pericentru
nego u apocentru polazne putanje, iako bi na prvi pogled bilo racionalnije
poéeti u apccentru. Obiénim radunom to nije tesko dokazati, ali se u to ovde
neéemo upustati.

3. Susret

U svim slutajevima transfera sa jedne putanje na drugu dosad nije po-
stavljeno pitanje na koje mesto nove putanje i u kom trenutku treba da se stigne
tamo. Prema tome, treba prouditi i pitanje tzv. susreta pri Cemu se radi o
zadatku da dve letilice dodu na neko odredeno mesto u istom trenutku vre-
mena, tj. da se tamo sretnu, sastanu. Dakle, radi se o manevru prolaza sa
jedne putanje na drugu, o transferu, ali na naroCiti nalin. Jer, prelazna
letelica, presretad (dostiza¢, interceptor) treba da prede s jedne putanje na
drugu, da tamo stigne u trenutku dolaska letilice sa kojom se srece i da sa
njom ima iste karakteristike kretanja. To zna¢i da tamo ne samo dostigne
(presretne) letelicu po putanji koja je cilj ve¢ i da nastavi da se krece po toj
putanji, da ne3to smanji brzinu, ako bi inafe presekla tu putanju ili nesto
poveéa, ako bi je samo dodirnula i vratila se.
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Mehanizam ostvarenja randevua opisaéemo ovde samo u sluCaju dve le-
telice koje se kreu po nekoplanarnim krunim putanjama, razlicitih poluprecnika,
pri cemu se letelica koja je cilj susreta, krece na veloj visini, tj. po putanji
kruga veéeg polupre¢nika. Svi drugi sluajevi se mogu onda sastaviti pomocéu
ovog primera i teorije drugih transfera o kojima je bilo reéi. Napr. ako su
putanje cilja i presretata koplanarne izostaée prosto impuls potreban za obr-
tanje ravni. Sliéno tome, neophodno prilagodavanje je moguce i u sluCaju da
je putanja presretada krug a cilja elipsa ili kad su ove elipti¢ne.

Tako neka se letelica — neka kosmilka stanica kao napr. ,,Camror®,
»»Skylab® itd. kree po kruZnoj putanji polupreénika r,, dok se veStacki sate-
lit presreta¢ — dopremad nalazi izbaden na kruZnu putanju polupreénika r,,

pri Cemu je r,>r, i neka se putanje jedne i druge letelice nalaze pod uglom
od Ac. Tada se u trenutku kad presretad dostigne liniju &vorova (presek ravni
obe putanje) izvede impuls za obaranje putanje presretata u ravan putanje cilja.

Potrebna promena brzine Av, za to iznosi prema (22)
Sl
Ay, =2y, sin o Ao,

gde je

st D ST D
T T Il e T
pri Cemu je v, kruZna brzina presretaa, a V., kruzna brzina letelice koja
je cilj.
Zatim se uodi situacija kad se presretad nalazi u nekoj tadki 4 na svo-
Jjoj putanji, gde je cilj u tacki 4, za ugao 0 ispred presretada u smeru kreta-
nja, pri ¢emu se ovaj ugao moZze uglavnom podesno izabrati. Tada se letelica
presreta impulsom u tom poloZaju prebacuje na Homanovu preletnu putanju,
elipsu koja, recimo, u 4 dodiruje kruZnu putanju presretada a u B kru¥nu putanju
cilja, tako da je duZina putanje poluelipsa 4B. Ovaj impuls, obeleZicemo ga
sa Av,, jer je pri ovom izboru 4 pericentar transferne elipse, iznosi, prema

(XI, 26) i (XII, 7) el s
A 2
A"p#:[\/w‘ 1]' o0

Najzad, jednom u talki B na orbiti cilja treba ne§to povedati brzinu
presretaca, ako tamo samo dodiruje putanju cilja, da dostigne kruZnu brzinu
cilja, i to, prema (XI, 29) za

, N 2
A\’QIV"—Z[I—\/W]- (38)

Pri ovakvom manevru ukupna promena brzine za ostvarenje susreta iz-
nosi (tri impulsa)
|Av|=]|Av|+[Av, ]| +[Av,].
Za prelet od A4 do B presretad opisuje poluelipsu velike poluose

AB:%(’x‘*"z)’ tako da je vreme preleta v, prema (III, 57)

@ =« Rl 2
o= e e (39)
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Vreme potrebno za prelet cilja od 4, do B iznosi

71:—6 3/,
T, =—177, (40)
2 1/3
jer treba preéi luk veliéine m=—0 radijana na krugu polupre¢nika r, brzinom
A
1’k2= Z

1z uslova 7, =7, dobiva se
1 32
a=n[1 —[?(1“1/5)] } (41)

$to odreduje onu vrednost ugla 0, kad treba otpoleti ovaj manevar.

U slu¢aju koplanarnih ravni nedostajade, kako smo rekli, impuls Av,,
ali ostala dva ostaju nepromenjeni.

Susret u prethodnom slucaju dve nekoplanarne kruZne putanje moZe se
ostvariti 1 kori§éenjem pomo¢nih eliptiénih putanja na sli¢an naéin kao u slu-
Caju obi¢nog transfera izmedu dve nekoplanarne kruzne putanje. Naime,
presretacu se pri prolazu kroz tatku A4 na liniji ¢vorova mcZe povecati brzina

(prvi impuls) za
[ s PR
e
=V ]

da prede na eliptiénu putanju u ravni presretalevoj, Cija je Ziza u centru
kruZne putanje presretaa a apocentralni poteg p, svakako ve¢i od poluprec-
nika r; putanje presretaca (p,>r,). U apocentru B te elipse izvodi se obrtanje
ravni putanje presretada (drugi impuls) u ravan putanje cilja za

Ava=\/7—\\/——2— sin —LAa,
Pa rl/Pa+1 2

1 povecavanje veli¢ine brzine v, po toj novoj putanji (treé¢i impuls) za

Av_\/z[/ 2 _\/ 2 ]
2an Pa Vpa/rz—l—l pafri+1 >

da bi presreta¢ presao na novu eliptiénu putanju &iji ¢e pericentar biti tadno
u taCki B susreta.

Najzad, se ova pomoc¢na eliptiéna putanja pretvara u B promenom brzi-
ne (smanjenjem) (Cetvrti impuls) za

ol
bt s
) "2 rz/Pa o 1
u kruZnu putanju cilja.

Vreme potrebno za prelet prve pomoéne poluelipse iznosi

1<r1+9a)3/2
Ve
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a druge poluelipse obrnute i povecane bice

VWA (r + Pa) ’

Sto ukupno Cini vreme preleta presretada od tatke 4 do cilja u B.

Rl ]

‘Vreme preleta letelice — cilja od A, do susreta u B iznosi

2TC+6 3/,
TZZ»*V_A T2,

gde je B ugao koji pokazuje koliko u smeru kretanja (prema slici) cilj za-
ostaje iza presretaa u odnosu na pravac od centra privialenja.

Izjednacavanjem vremena t; i 7, §to je uslov za susret dobiva se

6—x ("1 o Pa)3/2+ ("z . 90)3/2 i 2’,;/1
2 2 el

veli¢ina ugla 6 pri kojoj treba otpodeti manevar.
Ukupna promena brzine pri ovakvom manevru iznosi
|AV|=|Avy | +|Av|+|Avy|+]Av,,|.

4. Spust

Jedan od najvaznijih kosmiCkih manevara je spust (spustanje) letelice na
Zemlju — prizemljenje (ateriranje).

Kad je re¢ o povratku objekata iz kosmosa na Zemlju, onda treba raz-
likovati one objekte koji se moraju spustiti ofuvani na Zemlju — to su one
letelice ili njihovi delovi (kabine, kapsu'e) u kcjima je smestena posada ili
vazni instrumenti — od onih raznih odbadenih delova letelice koji po pravilu
nekontrolisano ulaze u gu$ée slojeve atmosfere i tamo izgore. Medutim, iz
humanih i politic¢kih razloga i njihovo spuStanje (pad) treba kontrolisati da
ne bi nesagoreli pali na naseljene predele i prifinili $tetu kao §to je to 1979.
godme postojala opasnost od pada ameri¢ke kosmicke stanice ,,Skylab‘‘. Stoga
se 1 u njih ugraduju neki instrumenti koji dopustaju izvesno upravljanje sa
njima ili bar omoguéuju njihovo razaranje pre pada.

Trajektorija spuStanja sa orbite kruZenja moZe se uglavnom podeliti na
tri dela.

Prvi, prelazni, deo je putanja od silaska sa orbite do ulaska u gusce
slojeve atmosfere. To je putanja pribliZavanja letelice atmosferi. Pri tome neka
odredena tacna granica atmosfere, odn. njenih gus¢ih slojeva ne postoji. Uo-
stalom gustina atmosfere opada sa visinom ali ne jednoliko 1 ne u istoj meri
u svim pravcima od Zemlje. Medutim, neophodno je uzeti neku granicu koja
treba da razdvaja guSée slojeve atmosfere, gde se aerodinamicke sile moraju
uz/mati u obzir, od onih, gde se aerodinamifke sile mogu zanemarivati ili
smatrati samo kao poremecajne. Granica izmedu tih slojeva se uzima obi€no
na visini od 76 km ali ponekad i na visini od 100 km. Objekt koji se spusta
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prema Zemlji kreée se tada od silaska sa orbite do ulaska u gusce slojeve
atmosfere pasivnim (bespogonskim) letom, otprilike kao kosi hitac u bezvazdu-
$nom prostoru promenljive teze. Ono S§to jo§ treba istadi, to je da pri ovak-
vom prelazu, jer se pretpostavija da nema nekih znadajnih otpora, ne dclazi
do rasipanja mehani€ke energije i zagrevanje objekta veé se samo potencijalna
energija pretvara u kineticku. Dinamicki problem opisivanja ovog kretanja i
odredivanja putanje moZze se, prema poletnim uslovima na mestu silaska sa
orbite i osobinama gravitacionog polja u oblasti prelaza, resiti.

Ukoliko se orbita letelice ne nalazi suviSe visoko, za prelaz na putanju
priblizavanja dovoljno je letelici, koja se spusta, saopstiti pomoc¢u koénog ure-
daja raketnog motora mali, ali taéno odredeni impuls (promenu brzine) u smeru
suprotnom letu. Radi toga je neophodna tacna orijentacija letelice u prostoru
da ne bi doslo do nepotrebne i neZeljene promene ravni putanje letelice. Pro-
mena brzine Av treba da bude ili direktno suprotna kretanju letelice ili da sa
njegovim pravcem kretanja obrazuje tup ugao (sl. 55) tako da se postigne
smanjenje putanjske brzine letelice i izvesna komponenta brzine prema Zenulji.

SI. 55 Sl. 56

Mora se pri tome voditi raduna da ne dode do velikog smanjenja putanjske
brzine §to bi onda pri padanju prema Zemlji moglo dovesti do velikih ubrza-
nja i tako do poveéanja teZine astronauta Pritome se kao graniéni dopusteni
koeficijent preoptereéenosti teZinom smatra broj 10. Predvida se i moguénost
ostvarenja silaska sa orbite prirodnim kocenjem broda usled onih minimalnih
otpora koji postoje i van gu$¢ih slojeva atmosfere, napr. kad dode do kvara
uredaja za kodenje, ali se to moZe dozvoliti samo, ako se raduna sa sigurnim
sagorevanjem letelice. Inade ona bi tako pre ulaska u gu$e slojeve atmosfere
mcgla nekorisno da obilazi oko Zemlje $to bi ometalo taéno proradunavanje i
odredivanje mesta ulaska letelice u gudée slojeve atmosfere. Najracionalniji
sludaj smanjenja impulsa je onaj kad bi se prelazna putanja priblizavala gus-
éim s'ojevima taéno na onoj strani Zemlje koja je suprotna tacki silaska (sl.
56), tj. kad putanja pribliZavanja obrazuje luk od 180°. Medutim, teSko je
ostvariti tadno taj sluéaj pa je prelazna trajektorija obiCno kraca i strmija od
navedene. Ipak se, po pravilu, traZi da ugao ulaska u gudée slojeve atmosfere
ne prevazilazi 5°. Veli¢ina samog impulsa za ostvarenje silaska prema dosa-
dagnjoj praksi iznosi oko 150—200 m/s.

10 Uvod u astrodinamiku



146 Tatomir P. Andelié

Drugi deo putanje spultanja — ulazak i kretanje u atmosferi (re-entry)
— Je glavni. Sad letelica (odn. ono $to se od nje spusta, jer se cele letelice
bar zasad ne spustaje) trpi aerodinamicki otpor koji usporava objekat koji se
spusta. Stoga je sad i sam oblik objekta od velikog znadaja pa se oblik kea-
bine odn. kapsule naroéito podefava za prolaz kroz atmosferu. Kako letelica
silazi gustina atmosfere raste a ovo dovodi do povetanja aerodinamickog ot-
pora, ali i do povetavanja teZine u letelici i teZinskog preoptereéenja posade.
Stoga ulaz letelice u gui¢e slojeve atmosfere treba da bude &to usporeniji.
Problem prolaza kroz atmosferu je dalje oteZan Cinjenicom da se izuzetno Vi-
soki nivo energije grani¢nog sloja na letelici rasipa u obliku zagrevanja ob-
jekta. Na taj naCin je problem ulaska u atmosferu ekvivalentan problemu
usporavanja i kineti€kog zagrevanja. Kineti¢ko zagrevanje se ne razmatra u
dinamici, pa se u narednim izlaganjima nee uzimati u obzir pod pretpostav-
kom naravno da ne utiée bitno na dinamicke pararietre. Inade u praksi se o
tome obavezno mora voditi raduna.

Posle ulaska u atmosferu, odn. njene gusée slojeve, objekt se kreée bez
pogona pod dejstvom gravitacije i acrodinamikog otpora. Ako se aerodina-
micki otpor pri tome sastoji samo od sile Ceonog otpora, pa nema uzgona,
onda se govori o balistickom spustanju u uZem smishi. Ako se pored ceonog
otpora javlja i uzgon (podizanje) onda je spuitanje Dlaniranje (jedrenje). Koji
slucaj ¢z nastupiti zavisi od ulaznih elemenata u atmosfery. Najzad, moguce
Je kad je ulaz suvide plitak i putanja nedovoljno povijena a pri velikoj brzini
kretanja moze doéi do odbijanja objekta natrag u prostor (ricochet).

U narednim izlaganjima prikaza-
¢emo slucaj belistiCkog spuitanja. Po- f
smatrajmo stoga neki objekt koji ulazi
u Zemljinu atmecsferu iz prostora, kako
je to shematski prikazano na sl. 57.

Uzmimo da je u nekoj tadki
(x, ») njegova brzina v i da putanja leta
obrazuje ugao ¢ sa lokalnom horizon-
talom. Tada se dinamidke jednaline
uolenog ravanskog kretanja mogu na-
pisati u obliku

mi=Pcosq (42)

Sl. 57

mj =Psin ¢ —mg.

Aerodinamicka sila otpora P odredena je poznatim obrascem
1 X
Pl‘?p]'chs, (43)

gde je ¢, koeficijent otpora, S referentna potisna povrsina, karakteristiéna za
objekt kcji se spulta, na pr. njegov profil, a p J& gustina atmosfere. Na taj
nacin se posle unosenja vrednosti (2) za P u jednadine (42) dolazi do jedna&ina

2 p v2cp S cos )

2m

. p¥?cpSsin g
y ot T e L

2m
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Redavanje jednaéina (44) nuzno zahteva koriS¢enje radunaia, ili, bar, neki
postupk priblizavanja koraka po korak, jer se koeficijenet ¢, menja sa Maho-
vim (Mach) i Rejnoldsovim (Reynolds) brojem, a atmosferska gustina i ubrza-
nje oboje zavise od visine.

Znatno upro$¢enje problema, §to je pod izvesnim uslovima moguce bez
uno¥enja ozbiljnih greaka, moZe se posti¢i usvajanjem narednih pretpostavki:

1) objekt se spusta vertikalno;

2) koeficijent aerodinamitkog otpora je stalan;

3) gravitaciono ubrzanje je stalno; i

4) gustina o=p,e ??, gde su p, i B konstantne.

U tom sludaju se moZe dobiti kona&no analitiCko relenje, jer se reSava-
nje jednadina (44) mcZe svesti na reSavanje jednaline i to

5 2 =B
G A cp Se

J=- ~g. (45)
2m
Ako se ovde stavi v2=2Z i uzme u obzir da je
: dv
V= —V_—,
dy
mc7ze se prethcdna jednadina napisati u obliku
az =07
4:£0i‘%___2g:0, (46)

dy m

a ta jednafina ima integracioni faktor

exp { f M i dy} ! (47)
; m

Pomoéu ovog integracionog faktora dobiva se reSenje jednacine (46) u obliku
Z=v2=exp[—p,cp S/pm)e?] x
. {g_g = [(p cp S/B M) ="

B 2=t n'n

—2gy+const.}, (48)

tako da se usporenje obrekta (u odnosu na g) moZze dati izrazom.

i _PocpS
g 2mg
> [Lg 2 1o cp SiBm)e—P2]"

e~ exp [(—py cp S/Bm)e™?] x

2

—2gy+ oonst.} —1. (49)
BF =1 nln

Posto usporavanje letilice postize vrlo velike vrednosti u poredenju sa g,
jer aerodinamicki otpor nadmaSa teZu, moZe se jo§ Clan sa gravitacionim ubr-
zanjem g u jednalini (45) izostaviti §to nece znatnije uticati na rezultate. Ako
se to 1 udini jednacina (45) ¢e postati

*v':vd_vzpo_vzcﬁe—ﬁy, ] (50)
dy 2m
tako da bude
v=C exp [— (py cp S[2 mB)e*7]. (51)

10*
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Konstanta integracije C ovde moZe se odrediti, posto je na visini ula-
ska u atmosferu

exp [—(po ¢, S/2 B m)e=P7]a 1. (52)
Prema tome, ako je brzina pri ulasku v=1v,, bice
V=", exp [—(p, cp S/2 Bm) e=*], (53)

v i pocPSvg
2" 27¢

Ogledi su pokazali da jednaline (49) i (53) daju u sustini dovoljno sag-
lasne rezultate.

Mcguénost da se u jednadini (4) zanemari &lan sa gravitacionim ubrza-
njem g ukazuje na to, da ako ulazni ugao nije suvise mali, ¢lan sa g moZe
da se izostavi u poCetnoj formulaciji (44). Prema tome za objekt koji ulazi ve-
likom brzinom i pod dosta velikim uglom ¢, prema horizontali jednadine kre-
tanja (3) postaju

exp [ —(p, cp S/m B) e=#]. (54)

2
R cPScoscpn’ (55)

2m
= e2v?cp S'sin o, .
\ 2m
To znali da je ulazna trajektorija prava linija i usporenje dato relacijom
8 e v2cp.S :
2m

Ako se ovde za p uvede, prema pretpostavei 4/ izraz o eksponencijalnoj pro-
meni gustine sa visinom 1 jo§ uzme u obzir da je

y =V sin o.(av/dy), (57)

(56)

relacija (56) postaje
QYo e G L (58)
v 2m
Ova jednacina se moZe onda integraliti i daje
V=", exp [ —(p, cp S cosec @,/2 B m)e#],

odakle se za visinu y,, na kojoj je najveée usporenje dobiva

it i g PoCr S cosec @, . (59)
g pm
Odnosna brzina v,,, postaje onda
1
Voax=Yo€ ~30,61v,, (60)

pa je vrednost maksimalnog usporenja relativno prema g izraZeno relacijom

_(v) ~Bv§ sin @,

g 2ge
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Znatno sloZeniji, ali zato i savrSeniji nadin spusta jeste planiranje (jedre-
nje), kad aerodinamitki otpor ima nezanemerljivu komponentu uzgona. U tom
sludaju vaznu ulogu u odredivanju trajektorije objekta ima tzv. aerodinamicka
karakteristika spusta, a to je razmera P, /P, velifine uzgona P, 1 veli¢ine P,
geonog otpora. Naime, tada se ukupni aerodinacki otpor P (2) rastavlja u dve
komponente sa razliitim koeficijentima otpora ¢, i ¢, — uzgona i Ceonog
otpora. Tada je

1 1 =
P, =—ov2c,S i Pp=—pvic,S,
u = 0 > p 0

pa je, prema tome aerodinamicka karakteristika spusta cdredena sa
P |Py=c fco=x,
pri ¢emu je u balistickom slucaju ¢,=0 1 x=0.

Iako se ovde neéemo zadrzavati na sluaju jedrenja i neéemo ga blize
razmatrati, treba ipak napomenuti da se pomoc¢u njega znatno moZe smanjiti
koeficijent teZinskog optere¢enja kabine, koja se spuSta, na pr. svesti to na
poveéanja od samo 3—4 puta prema 8 —10 u Cisto balistiCkom sluaju a sma-
njuje se i zagrevanje. Sto je takode vaZno, postoji veéa moguénost manevri-
sanja pri prizemljenju i to kako po daljini tako i bo¢no pa se tako mcz: si-
gurnije spustiti na odredeno mesto ili pri prizemljenju izabrati pcdesnije mesto.

Treéi deo trajektcrije spusta je najkra¢i. Naime, aerodinamiCki otpor
moz:, raéelno uzev, ako ne dedje do razaranje letelice usled otpora ili do nje-
nog prezagrevanja i sagorevanja, da smanji brzinu spustanja do 150 —250mys.
Tade se putanja naglo izvija i pogne strmo da se spusta pri emu dolazi do
izjednagenja ctporne sile i projekcije gravitacione sile na pravac kretanja pa
kretenje postaje jedncliko. Onda se na nekoj desetini kilometara nad Zemljom
radi konaénog mekcg spultanja na kopno ili vodu koriste razni sistemi koce-
nja i upravljanja, padobranski sistemi, katapultiranje iz hermeticki zatvorene
kabine, prihvatanje mreZom a u novije vreme se ostvaruje i mcguénost spus-
tanja na pistu. U svakom sludaju da ne dode do Stetnih udara brzina u slu-
¢aju dedira sa tlom treba da bude 2—3 m/s. Veéina ovih postupaka je ekspe-
rimentalno proverena ali ipak ponekad dclazi do priliénog odstupanja spusta-
nja od mesta koje je predvideno.

Da pomenemo samo jo§ i to da se u sluCaju postojanja aerodinamiCkog
usgona moZe dogoditi da se letilica (objekt) odbije jednom ili viSe puta od
gui¢ih slojeva atmosfere, da odskade, kao pljosnata kamena plc€ica baena
tangentno po povrSini mirne vcde.

5. Obletanje cko Meseca

Od raznim manevara koji su tehni€ki ostvarljivi i ve¢ se izvcede opisa-
¢emo ovde jedan manevar za obletanje Meseca, izbacivanje kosmicke sonde
prema Mesecu, i naravno u vezi sa tim i spuStanja na Mesec.

Prvo se radi vece sigurnosti i bolje odredenosti izbora pocetnih uslova
za ostvarenje obletanja oko Meseca letilica izbacuje sa Zemlje u tzv. postajnu
putanju (parking orbit) oko Zemlje i to ne mncgo daleko od nje. Tek poSto
se sve proveri pristupa se ukljuéivanju raketnih motora i povecanju brziue le-
tilice za let prema Mesecu. Ovde prikazani mehanizam manevra cdnosi se na
naéin i elemente obletanja ,,Apola 8¢ 1968. oko Meseca.
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U nekoj tacki M, (SI. 58) postzjne putanje (napr. na visini od 200 km
nad Zemljom) letilica se ubrza do brzine nesto vede od minimalno potrebne za
dostizanje Meseca po Homanovoj putanji. Neka to bude 10850m/s. Letelica
se ouda kre¢e kao veStatki satelit Zemlje po eliptiénoj putanii &ija je Ziza u
entru Zemlje. Uzeto je da apcgej. 4 ove elipse bude samo neSto malo iza
Meseceve putanje oko Zemlje (SI. 59).

Sl. 58

Sa usvojenim pocetnim uslovima moZe se u apogej dostiéi za 698 36mn,

Medutim, ako je letilica upuéena prema Mesecu, ona ée pre dostizanje apo-
geja, na prilazu orbiti Meseca, pre¢i granicu Mesedeve gravisfere u polozaju I
u nekoj tacki M, (SI. 60) i to posle 57P382m kod »»Apola 8. Neka je tada
Mesec u tacki L, na svojoj putanji oko Z=mlje. U trenutku ulaza u Mesedevu
sferu dejstva (tacnije oblast dejstva, jer nije sfera u pravom smislu re¢i) geo-
centralna (u odnosu na centar Zemlje), brzina letilice v, je oko 600m/s pri
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datim uslovima. Tada za odredivanje ulazne selenocentralne (u odnosu na cen-
tar Meseca) brzine v, treba uzeti u obzir da sama Mesedeva gravitaciona
oblast nailazi na letelicu brzinom od v;=1020m/s prema Zemlji, pa brzinu
v, treba odrediti slaganjem. PoSto letilica ude u Mesefevu oblast dejstva, ona
Ge se, s obzirom na poletne uslove ulaska kretati u odnosu na Mesec po
nekom od konusnih preseka u &ijoj je jednoj zizi Mesec. Medutim, kako se
Mesec zajedno sa svojom sferom dejstva kreée oko Zemlje, to kretanje lete-
lice posmatrano sa Zemlje sad nece biti po konusnom preseku ve¢ po nekoj
putanji koja je u opstem sluCaju neka prostorna kriva linija. Ali, po izlasku
iz Meseleve sfere dejstva letilica, ako leti kao projektil bez pogona, pod-
vrgava se zakonima gravitacionog privlacenja Zemlje i polinje da se kreée u
odnosu na Zemlju.

Selenocentralna brzina v,; kao relativna brzina prema Mesecu mozZe se
odrediti iz gzocentralne brzine v, letelice prema Zemlji i brzine krtanja v,
Meseca po putanji kao prenosnog kretanja iz obrasca

Yor=Yz Yo

5to je prikazano i slikom 60. Vektor v, je, pri tome, vektor putanjske brzine
Meseca u poloZaju L, kad je njegova gravisfera u poloZaju I

Prema ranije navedenim po&etnim uslovima, ulazna selenocentralna brzina
iznosila je 970 m/s. Inage ova brzina nije neka stalna veli€ina ve¢ se menja
prema veli¢ini geccentralne brzine i prema mestu ulaska u Mesecevu sferu
dejstva. :

Rastojanje letilice od centra Meseca posle prcdora u Mesecevu sferu
dejstva zavisi naravno od mesta prodora i nalazi se negde izmodu 66 000 km
— duZine najveéeg potega oblasti dejstva i 38 400 km udaljenja tzv. neutralne
tatke — najmanjeg udaljenja. Prema nekim pribliZznim proraunima mesto
prodora leterice ,,Apolo 8¢ u MeseCevu sferu dejsttva moralo je biti na ras-
tojanju oko 55000km i sa veli¢inom brzine od oko 600 mys.

Inaée jednadina ravnog preseka one obrtne povrsi sa osom Zemlja-Mesec
koja ograniava oblast Mesedeve oblasti dejstva glasi (IX, 21) u polarnim ko-
ordinatama sa polom u centru Meseca glasi

5 2
0 :d\/(%) (1+3cos*6)=%1,

gde je, kako smo veé ranije videli (IX), d rastojanje Mm Zemlja-Mesec, o
poteg tacke na povrsi koja cgraniava oblast dejstva, 6 polarni ugao koji obra-
zuje poteg sa osom Zemlja-Mesec orijentisanom od Zemlje ka Mesecu, m
masa Meseca i M masa Zemlje, pri ¢emu je

il oty Taj presek shematski izgleda kac
M 81,45
na Sl. 61.

Najveée vrednocsti potega p su za 6 =12
i 6=37w/2, a najmanje za 6=0 1 6=m a to je
na pravcu Zemlja-Mesec. Osim toga ova se ob-
last posebno suzava ba$§ na pravcu Zemlja-Me-
sec izmedu Zz=mlje i Meseba, jer se ono mesto,
tzv. neutralna tacka, u kome su geocentralno i
selenocentralno privladenenje jednaki nalazi na
najmanjem udaljenju od Meseca i deli rastojanje ZEMLIA
Zemlja—Mesec u razmeri 10 1. SL. 61

MESEC k'

N
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Kakav je oblik putanje u odnosu na Mesec nije tegko odrediti, kada se
zna brzina kretanja (prva kosmitka) v, i brzina oslobodavanja (druga kosmig-
ka) v, za Mesec, pri ¢emu je

v1=k\/% i v,=v,V2,

1 gde je univerzalna gravitaciona konstanta k2=6, 665.10-3 cm?3gylst2 (I, 3);
m=17,338-10"g i r=1736,6 km polupreénik Meseca kao tela uzetog kao sfera.
Tako se dobiva da je brzina kruZenja veStackcg satelita Meseca na rastojanju
11—112km od njegove povrsi (slutaj Apola 8) iznosi oko 1627 m/s i vreme
obilaZenja oko Meseca na ovom rastojanju iznosi 1R 59mn, Brzina oslobodava-
nja ppi poletanju sa same Meseeve povrsi iznosi 2,4 km/s, dok je brzina os-
lobodavanja na rastcjanju 55000 km (otprilike ono rastojanje na kojem je
»Apolo 8 uSao u MeseCevu oblast oejstva) svega 422 mys, dok na rastojanju
od 66 000 km iznosi samo 385 m/s. Prema tome, ulazna selenocentralna brzina
od 970 m/s dalnko premasa paraboliénu brzinu na mestu ulaska u oblast M=
seCevog dejstva pa stocga mora biti hiperboli¢na. Kako nije usmerena prema
Meszcu putanja u odnosu na Mesec mora biti hiperbola i sa dosta velikim
otporom.

Vreme prolaza letelice kroz Mesedevu oblast dejstva moZe se izradunati
kad su poznati poletni uslovi. Pri navedenim pc&etnim uslovima to vreme iz-
nosi 33236m2 i to do perilunijuma (periselenijuma, pericintijuma) — najblizeg
mesta Mesecu — 16248™2, Ovo je vreme prolaza u sjufaju da nema nikakvih
naknadnih promena brzine, a pogsotovu da nema satelitizacije, $to je inade bio
slucaj kod Apola 8. Drugim redima ovo je situacija, ako posle izbacivanja
prema Mesecu nema drugih impulsa.

Kad letelica prode kroz oblast dejstva Meseca, ona dolazi na granicu
oblasti dejstva u N (sl. 60) i tamo izlazi iz nje. Medutim, za to vreme se i
sama oblast dejstva Meseca premestila i nasla u poloZaju II pri demu je sad
centar Meseca u tacki L, a tatka N se premedta u tatku M,.

Kako je selenocentralna brzina pri izlasku iz Mesedeve oblastr dejstva,
kad nema nikakvih namernih promena u toku leta, s obzirom na zakon o cdr-
Zavanju mehanicke energije otprilike ista kao i pri ulasku, ako je izlazno me-
sto na istom rastojanju od Meseca kao i ulazno i ako se Mesec nije u toku
proletanja letilice kroz mnjegovu oblast dejstva mnogo udaljio od Zemlje, to
onda u odnosu na Zemlju letelica nastavlja put po elipsi. Ipak, ova elipsa nije
tano produzenje one doletne elipse ve¢ deo nove elipsne putanje letilice kao
vestatkcg satelita Zemlje koja je odredena poéetnim uslovima u trenutku ula-
ska letelice u preteZzno Zemljinu oblast dejstva. Od tih po&etnih uslova zavisi
hoce li letelica pasti na Zemlju, postati njegov vestalki satelit ili dak izaéi iz
Zemljine oblasti dejstva i oti¢i meduplanetni prostor.

Oblik onog dela putanje projektila (letelice) u oblasti dejstva Meseca, u
odnosu na Mesec, je, kako smo u nafem sludaju videli, bila hiperbola. Izgled
medutim, ove putanje posmatran sa Zemlje moZe se konstruisati, kad se po-
smatra kretanje tacke po hiperboli i ZiZa hiperbole pomera po krugu oko
Zemlje sa odnosnim brzinama. Tako se dobiva petlia (deo osmice) (SL 62).
Naravno. da se pri tome upro§¢eno uzima da se ravan putanje letelice oko
Meseca poklapa sa ravni Mesedeve putanje oko Zemlje. Ova kriva se moZe
pri ovim uslovima dosta prostor konstruisati (Levantovski, 25) na naredni
nadin.
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Uzme se providni list hartije (§to odgovara pokretnoj oblasti dejstva
Meseca) i kreée po nepokretnom listu(3to odgovara sistemu vezanom za Zemlju
koja se smatra nepokretnom). Po hiperboli nacrtanoj na pokretnom listu, &ij2
se ziza pomera po krugu nacrtanom na pokretnom listu, pomera po krugu
nacrtanom na nepokretnom listu, pomera se pokretna tacka i iglom na svakcm
mestu probija pokretni list da bi ostavio trag na nepokietnom listu Ako se
bar donekle vodi rauna o razmeri kretanja vrha igle po hiperboli i pokretnog
lista po nepokretncm, dobi¢e se dosta dobro refenje za oblik putanje = polu-
osmica. U posmatrancm sluaju brzine po hiperboli treba da budu jednake
njenim krajevima (na izlasku iz oblasti dejstva Meseca, ali se pri pribliZavanju
temenu hiperbole pojavljuje ubrzanje, dok je kretanje samog pokretncg lista
jednoliko.

U prethcdnom razmatranju pretpostavili smo (Sl. 60) da letelica ulazi w
Mesegevu oblast dejstva ispred Meseca u odnosu na smer njegovog kretanja.

Sl 62 Sl. 63

U sludaju da letelica prodire u Meseéevu oblast dejstra u tacki K (sl. 63)
iza Meseca, 1 ako se pretpostavi sliCna sijuacija kao ranije pri ulazu ispred
Meseca u M,, tj. da je veli¢ina geccentralne brzine letelice v,=600m/s a ve-
li¢ina geocentralne brzine v; — 1020 m/s, tada ¢e ulazna selenccentralna brzina
v, biti usmerena, kako pokazuje slika, od Meseca pa uopSte neée do¢i do
obilaZenja (obletanja) Meseca, jer je ucstalom Meseeva geocentralna brzina
veéa od geccentralne brzine letelice.

Naravno, sva ova na$a razmatranja biée drukdija, ako se letelica sa postajne
putanje uputi prema Mesecu, ne po Hemanovoj poluelipsi nego paraboli¢nom
ili hiperbolicnem brzinom, ili ako postoji moguénost da se naknadnim uklju-
¢ivanjem i radom raketnih motora brzina letelice mena po volji.

Posto nasa letelica ponovo ude u Zemljinu oblast dejstva i postane, re-
cimo, njen ve§tacki satelit, onda se problem povratka svodi na smanjenje brzine
leta do ispcd krrZzne da se letelica pone spuStati prema Zemlji i treba izvesti
manevar spusta (prizemljenja).
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REGISTAR POJMOVA

Azimut, 32 duzina, eklipti¢ka, 33

anomalija, ekscentri¢na, 48 duZina, pericentra, 56

anomalija, prava, 43 duzina, uzlaznog &vora, 55

anomalija, srednja, 49

apogej, 45 Ekvator, 27

apocentar, 45 ekvator, nebeski, 27

argument pericentra, 56 ekliptika, 28

argument poloZaja, 64 ekscentri¢nost, linearna, 48

ateriranje, v. prizemljenje, 144 ekscentri¢nost, numeri¢ka, 43, 48

afel 45 elementi putanje, eliptiki, 55
elementi putanje, parabolicki, 59

Balistika, 6 elementi putanje, hiperbolicki, 59

brzina, karakteristi¢na, 18, 109 epoha, pericentra, 56

brzina, karakteristi¢na, preleta, . : o

brzina, kosmicka, druga, 111 Zakon jednakih povrSina, 44 .

brzina, kosmitka, prva, 110 zakon, Keplerov (Kepler), drugi, 44

brzina, kosmicka, tre¢a, 112 zakon, Keplerov, prvi, 44

brzina, kruna, zakon, Keplerov, tre¢i, 48

brzina, oslobodavanja, 109 zakon, Keplerov, tre¢i, pobolj$ani, 54

brzina, paraboli¢na, 109 zapad (W), 28

brzina, rashoda mase, 9 zvezda, polarna, 27

brzina, hiperboli¢na, 112 zenit, 31

broj, Mahov (Mach), 147 zodijak, 28

broj, Rejnoldsov (Reynolds), 147 Tpulsy slementarni 7

impuls, specifi¢ni, 17

integral energije, 83

integral, Jakobijev (Jacobi), 97
integral kineti¢kog momenta, 41
integral koli¢ine kretanja, 83
integral kretanja centra mase, 72
integral povrSine, 41

stok (E), 28

Varijacija elemenata, 62
vektor poremedaja, 61
vertikal, 31

visina (nad horizontom) 32
vreme, atomsko, 34
vreme, biolosko, 34
vreme, gradansko, 34
vreme, efemeridno, 34

vreme, lokalno, zvezdano, 38 Jedinica, astronomska, 108
vreme, obilazenja (revolucije), . jednadina, Barkerova (Barker), 50
vreme, svetsko, 34 jednacina, Keplerova (Kepler), 47
vreme, srednje, evropsko, 34 jednacdina, MesCerskog, 9

Jednacina, Olbersova (Olbers), 50
Godina, 34 jednacina dinamike, osnovna, 7
godina, kalendarska, 34 jedrenje, 146

godina, sideralna (zvezdana), 34

godina, tropska, 34 Kalendar, 34

koeficijent korisnog dejstva, 18

gorivo, 15 28 !
koli¢ina kretanja, 7
Dan, 28 konstanta gravitacije, karakteristi¢na, 45
dan, zvezdani (sideralni), 33 konstanta gravitacije, univerzalna, 39
dan, srednji, Sun&ev, 34 konstanta, Jakobijeva (Jacobi), 97
dan, Sunéev (solarni), 33 " koordinate, ekvatorske, 30
deklinacija, 30 koordinate, eklipticke, 33
duzina, geografska, 71 koordinate, putanjske, 68
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koordinate, horizontske, 31
kretanje, geocentralno, 79
kretanje, direktno 28
kretanje, keplerovsko, 43
kretanje, prividno, 28
kretanje, retrogradno, 28
kretanje, srednje, 56
kretanje, heliocentralno, 79
krug, vertikalni, 31

krug, Zivotinjski, zodijak , 28
kulminacija, gornja, 33
kulminacija, donja, 33

Latituda, 32, 33

let, bespogonski, 116
let, balisti¢ki, 116
let, pasivni, 145
linija &vorova, 56
longituda, 33

Masa, konstrukciona, 15
masa, totalna, 15

materijal, pogonski, 15
meridijan, 28

meridijan mesta, 28
meridijan, nebeski, 28
meridijan, posmatracev, 28
meridijan tela (satelita), 28
metoda, Enkeova (Encke), 61
metoda, Kauelova (Cowell), 60
metoda, Pikarova (Picard), 57

Nagib ekliptike, 28
nagib ravni putanje, 56
nadir, 28

nekretnica, 28

Obrazac Cjolkovskog, 10
osa, nebeska (svetska), 27
otpor, aerodinamicki, 146
otpor, Ceoni, 146

Paljivo, 15

paralel, nebeski, 27

parametar gravitacionog tela, v. karakteri-
sti¢na konstanta gravitacije, 45

parametar konusnog preseka, 43

perigej, 45

perihel, 45

pericentar, 45

planiranje, 146

podne, 34

povrs, Hilova (Hill), 98

pol, 28

polozaj tela na nebeskoj sferi, 29

pono¢, 34

poluosa elipse, velika, 42

poluosa hiperbole, realna, 50

potisak, 17

prelaz izmedu komplanarnih putanja, 132

prelaz izmedu nekomplanarnih putanja, 135

prelet, Homanov (Hohmann), 122

prelet, Nehomanov, 125

prizemljenje, 144

problem dva tela, 52

problem dva tela, ogranifeni, 52

problem, asteroidni, 93

problem, ravanski, 94
projekcija putanje satelita, 70
putanja, balisti¢ka, 146
putanja, bespogonska, 146
putanja, koplanarna, 132
putanja, koncentri¢na, 132
putanja, postajna, 149
putanja priblizavanja, 144

Ravan, invarijabilna (nepromenljiva), 41

ravan, Laplasova (Laplace), 41

razmera korisnosti, 15

razmera masa, 16

razmera masa, ukupna, 26

razmera masa, tsrukturna, 15

raketa, 14

raketa, viSestepena, 23

raketa, trostepena, 24

rastojanje, zenitno, 32

rastojanje, pericentralno, perigejno, perihelno,
56

rastojanje, polarno, 30

rastojanje, srednje, 56

rastojanje tela na nebeskoj sferi, 29
rektascenzija, 30

revolucija, v. vreme obilazenja, 46
red, Furijeov (Fourier), 57

relacijam vremenska, 34

reSenja problema tri tela, egzaktna, 85
reSenja, Lagranzeva (Lagrange), egzaktna, 88
reSenje, kolinearno, 90

re$enje, kruzno, 88

Rupe, (Ruppe) 120

Sever (N), 28

sila, Njutnova (Newton), 39

sila, odbojna (repulzivna), 39

sila poremedaja, 60

sila, privla¢na (atraktivna), 39

sila, reaktivna, 9

sila univerzalne gravitacije, 39

sila, centralna, 39

sistem koordinata, baricentralni, 29

sistem koordinata, galakti¢ki, 29

sistem koordinata, geocentralni, 29

sistem koordirata, Dekartov (Descartes), pra-
ugli, 29

sistem koordinata, ekvatorski, 59

sistem koordinata, elipti¢ki, 29

sistem koordinata, Jakobijev (Jacobi), 94

sistem koordinata, planetocentralni, 29

sistem koordinata, selenocentralni, 29

sistem koordinata, sferni, 29

sistem koordinata, topocentralni, 29

sistem koordinata, heliocentralni, 29

sistem koordinata, horizontski, 29

slu¢aj, kolinearni, 87

slu¢aj tri tela, kolinearni, 90

sluéaj tri tela, kruzni, 88

sluéaj, homografski, 87

spust, 144

Sunce, srednje, 34

susret, 141

sfera dejstva, 103

sfera, gravitaciona, 105

sfera, nebeska, 27
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Tacke libracije, 92

tacke libracije, kolinearne, 92
tacke libracije, Lagranzeve, 92, 98
tacke libracije, Ojlerove (Euler), 99
tacke libracije, trougaone, 92

tacke ekvatora, kardinalne, 28
tacka, proleéna, 28

teret, korisni, 15

trajektorija, Homanova, 122
trougao, nauti¢ki, 38

Ubrzanje Zemljine teZe, 40,
ubrzanje rakete, 19

ugao, Casovni, 30

uzgon, 146

uporednik, nebeski, 27

Funkcija, Beselova (Bessel), 57
funkcija, sile, 40
funkcija, poremeéajna (perturbaciona), 81

horizont, 27

horizont, astronomski, 27
horizont, geocentralni, 27
horizont, nebeski, 27
horizont, prividni, 27

Centar atrakcije, 83

Cvor, silazni, 56
¢vor, uzlazni, 55

Sirina, geografska, 32
Sirina, eklipti¢ka, 33
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