matematicki vidici 5

Marica i Slavisa PRESIC

Uvod u ,_
matematicku

logiku

PEOBIJA I ZADAGT

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

matematicki institut

BEOGRAD, 1984.



U sastavu izdavacke delatnosti Matematickog instituta nalazi se i ova edicija
MATEMATICKI VIDICI.

MATEMATICKI VIDICI objavljuju posebne knjige-monografije iz razlicitih
grana matematickih i mehani¢kih nauka. Ove knjige su namenjene Sirem krugu
Citalaca §to ediciji — MATEMATICKI VIDICI daje poseban znacaj i obavezu.

Ova publikacija nijc periodi¢na.

MATEMATICKI VIDICI

Knjiga
S

Redakcioni odbor

dr Dusan Adamovié, Beograd, Ljube Stojanovica 5
dr Stevo Komljenovié, Beograd, Knez Mihailova 35
dr Svetozar Mili¢, Beograd, Gastona Gravijea 3
dr Slavisa Pre§ié, Beograd, Gospodar Jovanova 27
dr Dragan Trifunovié, Beograd, Partizanska 35

Rukopise opremljene za Stampu slati na adresu: Matematicki institut, 11001
Beograd, Knez Mihailova 35/I.



MATEMATICKI VIDICI 5

‘Marica i Slavisa PRESIC

e
U MATEMATICKU
LOGIKU

TEORIJA I ZADACI

(DRUGO DOPUNJENO IZDANJE)

r—x--.«,_., o

I

;
E ‘= 159
— — =

MATEMATICKI INSTITUT
BEOGRAD. 1984.



Marica i Slavisa Presi¢

Recenzenti:

Kurepa dr Djuro, redovni profesor Prirodno—matematickog fakulteta u Beogradu
Stojakovié¢ dr Mirko, redovni profesor Prirodno—matematickog fakulteta u Novom Sadu
Alimpi¢ dr Branka, vanredni profesor Prirodno—matematickog fakulteta u Beogradu

Primljeno za §tamu na 131. sednici Nauénog veéa Matematickog instituta od 2.marta 1983. godine

Tehnicki urednik
Milan Cavcié

Izdaje: Matematicki institut _ Beograd, Knez Mihailova 35 -
Republicka zajednica nauke SR Srbije ucestvovala je u troskovima izdavanja ove publikacio
Prema misljenju’ Republickog sekretarijata za kulturu SR Srbije, ova publikacija '

je oslobodjena poreza na promet.

Stampa: Graficko preduzeée Radisa Timoti¢, Beograd, Jaksiceva br.9



Uvod u matematicku logiku ' 3

SADRZA]J

Strana
PREDGOVOR.: —= = = ot e I8 T s e LS ST
[SSIOVASIREGIE e i ee o g o 7]
0l OFEACNE VARVl — = = — = = — — = — — = — = — = = 17
III RELACE (ODNOSI) — — — — — — — — — — — — — — — — — 31
IV OSNOVNE LOGICKE OPERACIE. ISTINITOSNE TABLICE — — — 39
V POTREBAN I DOVOLJAN USLOV — — — — — — — — — — — — 49
VI JEDNAKOSNI DOKAZI. ALGEBRA BROJEVA - — — — — — — 55
VII ISKAZNE FORMULE. TAUTOLOGIJE — — — — — — — — — — — 79
VII EKVIVALENTNOST ISKAZNIH FORMULA — — — — — — — — — 101
DX RUNZANIIEIIERL — = = — — = = e 117
XCIKOVANTORIIE— Ee e s =R - e e e 137
XI GLAVNA INTERPRFTACIJA PREDIKATSKIH FORMULA — — — — 151
XIS VATTANEIEORMULE e g e B = 163
XTI IOSIOEDNAKOST = mam s e L &l e 193
XIVABULOVETATIGERRE s S S S e 229
XVAPRIRODNIBROTEYV/ IR e S e S e 241
YW FAMOWVIL = = = — = = = = == = = = = = — = = = = — 259
XVIIFPOGECIEORIEIMODEEAT = =i = e b e 275
XVIIIIFORMAINE TEORIE & — =~ ==~ === o to = 317
IXERVAZNTSPRITVIEZ RIS S S i i s e e 335
ok @DIFFNIGIAMIA — = = = = == = = = = = = Z o o = 355
ETRERAMURASRES=SESTRE: 8 SR e e 385

GDENEISTAR 2=F— b L e el ad i s Tl iy N O et 391



Marica i Slavi%a Presié

Marica i Slavifa Predi¢
UVOD U MATEMATICKU LOGIKU — TEORIJA I ZADACI
(Drugo dopunjeno izdanje)
,Matematicki vidici”” knjiga 5 (1984), str. 399

Korekturu izvrsila . . . Presi¢ dr Marica
Nacrt za korice . . . ... Cavcié¢ Milan
Rukopis kucala . . . . . . Jandri¢ Milosava

Tiraz: 1000 primeraka



Uvod u matematicku logiku 5

PREDGOVOR

Svedoci smo sve snaznijeg i plodnijeg razvoja matemati¢ke logike. Literatura
iz te oblasti matematike veoma je bogata, i skoro svakog dana izlaze nove i nove
knjige. Medjutim, mali je broj knjiga u kojima je sadrzaj izloZen postupno i koje su
prilagodjene-studentima. Takodje se nedovoljno isti¢e moguénost koriéenja mate-
maticke logike u ostaloj matematici. Ova knjiga, pisana i kaq udZbe-
nik i kao zbirka,zadatak a, predstavija pokusaj postupnog uvode-
nja u izvesne znaCajne delove matematicke logike, sa naglaskom na njene primene
(u matematici i drugde). U skladu sa tim, jedna od odlika ove knjige je uzlaznost u
izlaganju, u pocetku sa manjim isticanjem sintaksnih sredstava (jezik i sl.).

U knjizi se izlaZe klasi¢ni iskazni raCun (istinitosne tablice, tautologije), predi-
katski racun I reda (glavna interpretacija, valjane formule, Hilbertov c—operator),
poceci teorije modela (stav kompaktnosti, iskazni i predikatski, sa primenama), for-
malne teorije, jednakosna logika (op3ta svojstva jednakosti, algebra realnih brojeva,
univerzalne algebre, problem reci), kratko o Bulovim algebrama, aksiomatskim teo-
rijama skupova i elementamoj teoriji brojeva, kao i ne§to opsirnije o definicijama.

Ugenicima srednjih $kola koje vie zanima matematika prepomucujemo pogla-
vlja I do VI, kao i pocetne delove poglavlja VII do XII i poglavlja XVIII. Studenti-
ma prve godine matematike preporucujemo poglavlja I do XII, XVIII kao i po&et-
ke poglavlja XIII do XVII, a studentima vigih godina sva poglavlja.

Zahvaljujemo na svesrdnoj pomo¢i kolegama dr Branki Alimpié, mr Miroslavu
ASicu, mr Draganu Blagojevicu, mr Milanu BoZi¢u, dr Natasi BoZovié, mr Aleksan-
dru Krapezu i dr Zarku Mijajlovicu koji su rukopis progitali.

Dr Zarko Mijajlovié pomogao nam je i nizom struénih primedbi.

Beograd, maja 1978. Pisci
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PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

U drugom izdanju izvriene su izmene onih delova teksta u kojima su uoceni
nedostaci, i ispravljene su primeéene Stamparske greske.

Pisci

U Beogradu,
Februar 1984,
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I SLOVA I RECI

¢ Pored govornog jezika u matematici se koriste i razni matemati¢ki znaci (sim-
boli) kao:
1 x, atb, pllg,> x=y=y=x (3Ix) x=I id.

¢ Za znakag + b obicno se kaze da je dobijen od znakova g, +, b operacijom do-
pisivanje. Kaze se i: znak g + b je rec sagradjena od slova a, +, b. Pri tom je a
prvo, + drugo, dok je b trece slovo te reéi.

¢ U matematici se sa prili¢no slobode shvataju pojmovi slovo, re¢. Naime, neka

je A neki skup znakova. Nazovimo dogovorno elemente tog skupa slova, a sam
skup azbuka ili abeceda ili alfabet. )

Pod rec¢ima azbuke A se tada smatraju:

Pro: Slova,

Drugo: Svi znaci dobijeni dopisivanjem (izvesnog broja) slova. Na primer, ako az-
buku &ine slova 7, +, x, onda su neke reéi (od tih slova): 7, + x, ++, x+1, xxI I++

& Broj slova (raunaju¢i svako slovo onoliko puta koliko se pojavljuje) re¢i W na-
ziva se duzina te reci i oznaava d(W). Recimo:

d(x)=1, d(x+1)=3, d(xxII++)=6 1isl.

& Dve reci (iste azbuke) su jednake ako i samo ako su im sva slova po redu jed-
naka.

¢ Koristeci se operacijom dopisivanje kao osnovnim pojmom, re¢ azbuke A mo-
7e se strogo ovako uvesti

(i) Swvako slovo je rec;
(i) Ako su U, V reéi, onda je i uy?) rec;
(iii) Reci se dobijaju jedino konacnom primenom prethodnih dvaju pravila.

1)Za azbuku A zahtevamo da zadovoljava ovakav uslov:
Za svaku reC¢ nad tom azbukom jednoznadno je od -
redjeno od kojih slova (po redu) je sagradjena.

Tako, na primer, ne bi se uzelo da je A sastavljena od znakova a, aa, jer se tada za raz-
ne reCi kao aa, aaa, aaaaa ne moZe jednoznacno odgovoriti na pitanje od kojih su slo-
va sagradjene. Sliéno vredi i za znake aa, aaa.

)Pn tom je UV dobijena dopisivanjem reéi V na re¢ U.
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ZADACI

1. Azbuku A4 &ine slova @, %. To éemo i ovako oznaéiti 4 = {a,fr}‘). Navesti sve je
jedno—, dvo— i troslovne reci te azbuke.

Resenje. Jednoslovne reéi su: a, %
Dvoslovne su: oq, ook, Yy, ot
Troslovne su: aoq, @, aRo, @ik, roq, o, Tt fodk,

2. Azbukaje {g, A4, x }. Navesti sve jedno—, dvo— i troslovne reci te azbuke.

3. Obrazovati sve 1eéi azbuke {g, b, ¢ } koje imaju ovo svojstvo
(a) Duzina reéi je 4, susedna slova su uvek razli€ita;

(b) Duzina reéi je 2, sva slova su°medjusobno razli€ita;

(c) Duzina reéi je 3, sva slova su medjusobno razli¢ita.

Resenje.
(a) abab, abac, abca, abceb, acab, acac, acha, acbe, baba, babe, baca, bach, beab,
beac, beba, bebe, caba, cabe, caca, cach, chab, cbac, cbea, cbeb;

(b) ab, ba, ac, ca, be, cb,l)

(c) abe, ach, bac, bea, cab, cba.d

4. Obrazovati sve redi azbuke {g, a, A, B} koje imaju svojstvo:

(a) Duzina reci je 3, sva slova su medjusobno razli¢ita;

(b) DuZina reci je 4, sva slova su medjusobno razlicita;

(c) Duzina re&i je 4, slovo date azbuke se ili uopste ne pojavljuje ili se pojavljuje
paran broj puta; .

(b) Duzina reéi je 3, i ukoliko se u re&i pojavljuju razli¢ita slova, onda: « je ispred
a, o je ispred 4, A je ispred B.

§. Dati su znaci (slova) @, +, A. Smatrajuéi da je a prvo, +drugo, a 4 treée slovo,
sastaviti re¢nik svih jedno—, dvo— i troslovnih reci.

Resenje. Trazeni re¢nik je (po redu pisanja):

a, aa, a+, dA, aaa, aa+, aaA, a+a, at++, atd, ada, aA+ addA, +, +a, ++, +A, +aa, tat,
+1A, +ta, +H+ +A, +4a, +A+, +AA, A, Aa, A+, AA, Aaa, Aa+, Aad, A+a, A+,
A+A, AAa, AA+ AAA.

l)b, W } je uobiGajena oznaka za skup Ciji su elementi @, *.
2)Dobijene re¢ipod (b) su tzv. varijacije druge klase bez ponavljanja.
3)Reéipod (c)su permutacije skupa {a,b,c}.
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6. Azbuka je {A, X, = I}. Obrazovati renik svih jedno—, dvo— i troslovnih redi,
uz dogovor da je 1 prvo, X dmugo, A treée, = Eetvrto slovo.

7. Neka su 4, X, Y re¢i neke azbuke. Da li vaze ovi tzv. zakoni skrac'ivzmjal)
AX=AY=>X=Y, XA=YA=> X=Y
Qdgovor. Vaze. Strog dokaz se moze izvesti indukcijom po duzini re¢i 4.

78. Da li se moze odrediti neka re¢ azbuke {a, &, c}za koju vredi data jednakost
(2) Xa = abca, (b) Xa = aX, (c)aXb =X

Resenje. (2) X je abc; (b) X je svaka re¢ obrazovana jedino od slova a; (c) Nijed-
na re¢ X ne zadovoljava uslov aXb = X.Razlog: Jednake reci su istih duzina, §to
sa re¢ima aXb, X nije sluéaj.

9. Da li postoji neka re€ X azbuke {a, B, v, &} za koju vredi data jednakost
(a) aXB = ofysp, (b) XoX =pry5apBys, (c) BXB = XX
Primedba. U matematici se Cesto za dokazivanje tvidjenja koriste razni principi
matemati¢ke indukcije. Princip koji najpre opisujemo zvaéemo osnovni oblik ma-
tematicke indukcije.
Pretpostavimo da treba dokazati taénost beskonaéno mnogo iskaza:
Tol I

odnosno, drugaéije izregeno, dokazati da
Za svaki prirodan broj n vredi I I
Prema osnovnom principu matematicke inducije za to je dovoljno dokazati
Prvo: I je taéan iskaz.
Drugo: Tacnost beskonaéno mnogo implikacija Iy = I, I; = L, ..., I g
§to se obi¢no ovako sazeto iskazuje
Za svaki prirodan broj n vredi =
U dokazivanju tog tvrdjenja obi¢no se ovako postupa:
Polazi se od pretpostavke I (n je prirodan broj), tzv. indukcijske pretpostavke,
pa se dokazuje da vredi iRIe e
Princip matemati¢ke inducije moze se kratko zapisatiz) i u obliku (tzv. pravila. za-
kljuéivanja);
oy ((NRE WL =T )
(Vn€E€N)I i

1)Znak="zamenjuje re¢i Ako onda. Tojeznak implikacije — vazne lo-

gicke operacije. Njome se od dve date redenice p, q obrazuje nova redenica A k o p, o n-
da q,u kratoj oznaci p = q. O tome videti vise u taki VO snovne logicke
operacije. Istinitosne tablice.

2 'Y je zamena za re¢ s v a k i. To je znak tzv. univerzalnog (opiteg) kvantora. Recimo, rede-
nica oblika:
Za svaki x iz skupa A vredi formula F®)
moZe se upotrebom tog kvantora kratko zapisati: (VxE A) F(x).
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Recima: Iz Io i(n€ NJ (I, = I, ) proistice (/ne NI,
Pored navedenog oblika indukcije koriste se i razni drugi%) Opisujemo jos i tzv.
princip  potpune indukcije (za prirodne brojeve):

e ([ E W) (g8 I 1 se z'[n }=In)
(Y ne N)[n

=il

Znaci, smatramo da je istinitost reenice (formule) (¥ n € N) | dokazana, ukoli-
ko je ;

(i) Dokazano da je 7, istinito

(ii) iz pretpostavke da su, za ma koji prirodan broj n, za sve prethodnike tog bro-
ja (4. za brojeve 0, I, ..., n—1) sve recenice 7,, 7, ..., I _, istinite, proizlazi da je
istinita i recenica / .

10. Dokazati da ne postoji nijedna re¢ X azbuke {a, b} za koju vredi jednakost
(%) Xa = bX

Resenje. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po duzini reci X.

Ako je duzina re¢i X jednaka 1, onda: Xje ili « ili . U prvom slucaju jedna-
kost () glasi az = ba, a u drugom ba = bb. Obe te jednakosti su netacne, pa ni
a ni b nisu resenja jednacine ().

Pretpostavimo, dalje (to je indukcijska pretpostavka) da jednacina () nema ni-
jedno resenje Cija je duzina manja od 7 (gde n > I).

Ako postoji neka re¢ X duzine n koja zadovoljava jednakost (i), onda X mora
pocinjati sa b, a zavrsavati se sa g, tj. X jeoblika bYa, pri emu je duzina rec¢i Y
manja od n. Kako, po pretpostavci, X zadovoljava jednakost (), to otuda vazi:

bYaa = bbYa

odakle se posle skra¢ivanja sa b, odnosno sa ¢ dobija jednakost

Ya =bY (Yje re¢ duzine manje od n)

To je u suprotnosti sa indukcijskom pretpostavkom da jednacina (%) nema nijedno
refenje Cija je duzina manja od n. Odatle sledi da je pretpostavka da postoji resenje
jednacine (%) duzine n nemogucéa.
Zaklju€ak: Na osnovu principa potpune indukcije proizlazi da jednacina (%) nema
nijedno resenje.
11. Dokazati da ne postoji re¢ azbuke {a, b} za koju vredi jednakost
XabX = bXXa
Uputstvo. Koristiti ovaj uslovni zakon skra¢ivanja
XAY =X'AY’ = XY =X'Y’ (uz uslov d(X) =d(X’), d(Y)=d(Y’))
1)Sasvim malom izmenom osnovnog oblika indukcije, koji smo formulisali ,,poéev od 0, do-
lazi se do indukcije ,,pocev od 1’° i uopste ,,pocev od k’’, gde je k neki dati prirodan broj.

Sli¢na napomena se odnosi i na potpunu indukciju. Podrobnije o indukcijama izlaze se u ta-
¢ki XV.
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12. Data je azbuka 4 = {g, ... }. Resiti po X jednacinu:

(%) aX = Xa (X je rec azbuke A)

Uputstvo. Sva resenja su oblika ¢ (n=1,2,..). Provera da a" jesu resenja je
jednostavna. Radi dokaza da su to i jedina redenja, X prikazati u obliku x; X, ... x_.
Tada se zamenom u (¥) najpre zakljucuje x; =g, x =a a potom, postupnim skraéi-
vanjem, da i sva ostala slova re¢i X meraju biti a.

13. U skupu svih re¢i obrazovanih od slova a, b izdvojene su re¢i pod nazivom

,istaknute” ovom induktivnom definicijom .

1° Redi ab, ba su istaknute
2° Ako je re¢ Xa istaknuta, onda je i Xab istaknuta
3° Ako je Xb istaknuta, onda je i Xba istaknuta
4° Istaknute reci se dobijaju jedino primenom prethodnih triju pravila konacan
broj puta.
Da li je 1e¢ abab istaknuta? Na koji se jo§ naCin mogu opisati istaknute
reci?
Resenje. ReC abab jeste istaknuta. To se zakljuCuje na ovaj nacin

(1) ab je istaknuta, prema 1°
(2) aba je istaknuta, jer se dobija iz @b pomocu 3°
(3) abab se dobija iz aba pomoéu 2°. Dakle i ona je istaknuta.

Uopste, polazeéi od istaknute reci b naizmeniénom primenom pravila 3° i 2°
dobijaju se istaknute reci: ab, aba, abab, ababa, ababab itd. Slicno, od istaknute
re¢i ba naizmeniénom primenom pravila 2° i 3° dobijaju se istaknute reci: ba,
bab, baba, babab, bababa itd. Nije tesko zakljuciti da se svaka istaknuta re¢ mo-
ze dobiti na jedan od ta dva nacina i da je karakteristi¢no svojstvo istaknutih re-
¢i naizmenicno redjanie slova g, b.

14. Da li se iz skupa svih re¢i od slova a4, b mogu, na nacin slican onom u pret-
hodnom zadatku, izdvojiti sve one re¢i kod kojih se naizmeni¢no redjaju slovo b,

i re¢ aa? Takve reci su, na primer, baz, aab, baab, baabaa, aabaab i sl.

15. Reci obrazovane od slova a, + kao §to su: a, + aa, ++, ata, +a+, a++a, +aa+,
++1++, at+tatta, ++a+ratt++, aa+++ata++ata+++aa nazivamo simetric‘ne2). Defini-
sati skup svih simetri¢nih re¢i induktivnom definicijom sli¢nom onoj u zadatku 13.

Resenje. Jedna moguénost je:

Y 2" je oznaka za 2 a .. a Sliéno se uvodi R", gde je R data re¢.

n—puta

7,. 2 o 3 5 5 i A o0 o a
)Reumo, reC +++ati+a+++ je simetricna u odnosu na osu simetrije oznacenu isprekidanom
crtom. ;
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1° Reéi a, +, aa, ++ su simetricne;
2° Ako je X simetricna re¢, onda su i reGi aXa, +X+ simetriéne;
3 Simetri¢ne rei se dobijaju jedino primenom pravila 1° i 2° konagan broj puta.

16. Izdvajiti, induktivnom definicijom, iz skupa svih re¢i od slova @ sve one re&i u
kojima se to slovo pojavljuje neparan broj puta.

17. Iz skupa svih rec¢i od slova a izdvojiti induktivnom definicijom sve one reéi u
kojima se a pojavljuje 3k+2 puta (k =0,1,2, ...).

18. Iz svih re¢i azbuke {a, b}izdvojiti induktivnom definicijom reéi kao &to su:
abb, bab, bba, abbaa, abbbb, abaabbaba, odnosno sve one reéi u kojima se slovo
a pojavljuje neparan broj puta, a slovo b paran broj puta.

19. Medju svim re¢ima obrazovanim od slova g, b, #, (, ) izdvojene su reéi pod na-
zivom dobre na ovaj nacin:

1° @, b su dobre;
2° Ako su X, Y dobre redi, onda je i (X+Y) dobra;
3° Dobre su taéno one redi koje se dobijaju primenom prethodnih dvaju pravila
konaCan broj puta.
(1) Koje od narednih reci jesu dobre

(a+b), a+b, +ab, ((a+b)+b)
(2) Neka je X dobra rec i k broj pojavljivanja znaka + u njpj. Kolikc se puta u toj
re¢i pojavljuje znak ( a koliko znak )?
Resenje. (1) Reci a+b, +ab nisu dobre. Razlog je, recimo, §to po definiciji sve do-
bre reci koje nisu slova po¢inju znakom (, a to kod prethodnih dveju nije slucaj.
Reé (a+b) je dobra jer se dobijé primenom pravila 2° na dobre reéi g, b. Sli¢no, do-
bra je i re¢ ({a+b) + b) jer se i ona moZe dobiti pomocu istog pravila primenjenog
na dobre reéi (a+b), b.

(2) Po definiciji dobrih redi svakom znaku + (tj. svakom pojavljivanju tog znaka)

odgovara po jedan par zagrada (, ). Prema tome u dobroj re¢i X sva tri znaka +,
(,) imaju isti broj pojavljivanja, dakle k.

Primedba. Re¢i izdvojene u prethodnom zadatku pod nazivom dobze su, ocigled-

no, razni algebarski izrazi sagradjeni od slova g, b i operacijskog znaka +, uz do-

datni dogovor da svakom pojavljivanju operacijskog znaka odgovara po jedan par

zagrada (, ).

20. Medju recima azbuke {a, b}izdvojene su dve vrste re¢i — jedne pod nazivom
dobre i druge istaknute ovom definicijom

(i) a je dobra reg;

(ii) b je istaknuta;
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(iii) Ako je X dobra a Y istaknuta, onda je XY dobra;
(iv) Akoje X dobra a Y istaknuta, onda je YX jstaknuta;
(v) Dobre i istaknute re¢i su taéne one koje se dobijaju primenom prethodnih pra-
vila konaCan broj puta.
(1) Koje od reci
ab, abba, ba, bba, aabba
su dobre a koje su istaknute?

(2) Da 1i svaka dobra re¢ pocinje slovom g, a svaka istaknuta slovom b?

(3) Dokazati da su medju re¢ima koje poéinju slovom e dobre one i samo reci ko-
je na 1 ocetku imaju tacno jednoslovo a.

(4) Medju recima koje pocinju sa b istzknute su upravo one koje na poéetku ima-
ju tacno jedno slovo b. Dokazati.

21. Dokazati tzv. Levievu lemu:

Jednakost

() AB=CD (A4, B, C,D su re¢i nad datom azbukom)

vazi taéno u ova tri siuc’aja

i) A=C.B=D

(i) Za neku re¢ X (nad uocenom azbukom) vredi: A = CX, D = XB

(iii) Za neku re¢ Y vredi: C =AY, B = YD.

Dokaz. Neposredno se proverava da uogena jednakost vredi u sva tri sluaja. Reci-
mo, ako za neku reé X vazi

C=A4Y, B=YD
onda zamenom re¢i AY, YD umesto C, B jednakost (%) postaje
AYD = AYD
§to je ocigledno taéno.

Pretpostavimo sada obratno, da je jednakost (%) ispunjena. Posto su dve reéi je-
dnake ukoliko su im slova po redu jednaka, to za reci A, C mogu nastupiti tri slu-
Caja
Pmi: A =C
Drugi: C je ,pocetni komad” od 4, tj. postoji re¢ X takva da A4 = CX.

Tredi: A je ,,pocetni komad” od C, tj. C=AY za neku re¢Y.
Tako smo dosli do prvonavedenih jednakosti u sludajevima (i), (ii), (iii). Zamenom
u jednakosti () dobijamo:

AB = AD, odnosno CXB = CD, odnosno AB = A YD

odakle skraé¢ivanjem sa 4, odnosno sa C slede jednakosti

I)F‘.W. L evi, lema potiée iz 1944. godine.
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B =D, odnosno XB =D, odnosno B = YD
a to su upravo drugonavedene jednakosti u (i), (ii), (iii).
22. Reiditi po X, Y jednacinu
() AX =BY (A4, B su date reci)
Pri tome su A, B, X, Y (a takodje i 1e¢i Z,, Z,, A koje se javljaju u resenju) re-
¢i nad datom azbukom.
Resenje. Prema Levievoj lemi jednakost () vazi u tri sluCaja:
()EAR =R S A =Y
(i) A =BZ,, Yi=ZX (Z; ie neka red):
(Gil) B=A4Z,,X=2,Y (Z, je neka rec).
Odatle zakljuGujemo:
— Ako je A =B, onda su resenja jednacine (%) odredjena sa: X = A, ¥ = A, gde je
A proizvoljna re¢.
— Ako A4 =BZ,, onda su resenja: X =A,Y =Z; A ,gde je A proizvoljna rec.
— Ako B =A4Z,,onda Y =A, X = Z, A za proizvoljnu re¢ A .
— Najzad, ako nijedan od uslova

A =B, A=BZ,, B=47Z,

nije ispunjen, jednacina (¥) je nemoguca.

23. Dokazati da su sva resenja jednacine po X, ¥’

) XYe ="YX (X, Y su re¢i nad azbukom A)
oblika:
@A) X=NEE =T (m,n=12, ...)

gde je II proizvoljna re¢ azbuke A.
Uputstvo. ﬁema Levievoj lemi jednakost () moze nastupiti u tri slucaja ‘
(1) X=Y, ) X = YX’ (za neku re¢ X*), (3) Y = XY’ (za neku re¢ ¥") i
U prvom sludaju su sva resenja odredjena sa X =11, Y =II. U drugom i treem slu-
¢aju jednacina se svodi na

X’Y = YX’, odnosno na XY’ = Y'X

Dakle, svodi se na jednaginu iste vrste kod koje su nepoznata rec X, odnosno Y’
kraée od odgovarajuéih reci X, odnosno Y. Stoga se strog dokaz jedinstvenosti,
odnosno dokaz da su resenja jednaéine (%) jedino oblika (A), moze izvesti indukcijom po | «

duzini redi XY.

24. Neka azbuku &ine izvesni tzv. znaci konstanata (kao @, b, ¢ isl.), izvesne pro-
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menljive (kao x, y, z i sl.), operacijski znak # duzine 2 i pomoéni znaci zagrada ),
( . Medju re¢ima nad tom azbukom su i izrazil). To su, na primer, re¢i g, b,(a #x),
((x % x) % a). Uopste, ako su U, V izrazi,onda je izraz i re¢ (U % V). Dokazati
tvrdjenje:

Ako je T izraz a R reé, onda TR (a slicno i RT) nije izraz.
Resenje. Dokaz izvodimo indukcijom po ofT) — broju znakova # u izrazu T. Ako
je taj broj 0, onda je T oblika u (gde je u znak konstante ili promenljiva). Tada
iz pretpostavke da vazi jednakost oblika

uR = (A % B) ( A, B su izrazi)

zakljuéujemo u = ( §to je nemoguce. Pretpostavimo, dalje, da je iskaz zadatka ta-
¢an za sve izraze koji imaju manje od n (n > () znakova % i neka je T neki izraz
za koji ofT) = n. Tada je T oblika (T’v T”), gde su T’, T izrazi, pa je otuda TR
oblika (T’ « T”)R. Pretpostavimo da to jeste izraz, tj. da vredi jednakost
(1) (T’«T”)R=(A* B) (A, B su neki izrazi)
Odatle skraéivanjem sa / dobijamo:
@) T"=T” )R=A* B)
R je, prema toj jednakosti, oblika R’) gde R’ moZe biti i tzv. prazna re¢ (u stvari,
to znaGi da R moze biti i sama desna zagrada). Tada skra¢ivanjem sa ) dobijamo:
ONENIRS
Dalje primenjujemo Levievu lemu (po naznacenim podre¢ima). Mogu nastupiti tri
sluéaja:
(i) T =4, %« T”)R’ =%B
Iz druge jednakosti skra¢ivanjem sa # sledi 7”’) R’ = B, tj. dopisivanjem re¢i )R’
na izraz T” dobija se izraz B, a to je, prema indukcijskoj hjpoteziZ) nemogucde.
@I =A% %B= e T2 RZ
gde je X neka re¢. Prva jednakost je nemoguéa (na osnovu indukcijske pretpostav-
ke).
@A =Y i TR =Y B
a prva jednakost je opet nemoguéa.

Kako su to i jedini moguéi slucajevi vazenja jednakosti (3), to zakljuujemo da
je (3) nemoguéa, a samim tim nemoguéa je i jednakost (1). Kraj dokaza.
25. Produzetak prethodnog zadatka. Dokazati da se svaki izraz (koji ima bar jedan
o

O‘ lzraz1ma se podrobno izlaZe u narednoj tacki. Za sada primetimo samo da je stroga dafi-
nicija 1zraza u ovom slucaju sasvim sliéna definiciji iz zadatka 19.

2) i 5 » :
)Nalme, posto T = (T” % T”), to oba izraza T’, T” imaju manie od n znakova .
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znak %) na taéno jedan nain prikazuje pomoéu svojih podizraza. Drugim reéima,
dokazati ekvivalenciju?)

' (A% B)=(C D)< A=CAB=D,
gde su 4, B, C, D izrazi.
Uputstvo. Primeniti Levievu lemu i tvrdjenje prethodnog zadatka.
Napomena. Tvrdjenja zadateka 24,25 vaze za ma koje izraze obrazovane od izves-
nih znakova konstanata, promenljivih i izvesnih operacijskih znakova datih duzina.
Naravne, tada u slucaju prethodnog zadatka, izraz moze biti prikazan (ali ponovo
na tacno jedan nacin) i u obliku f(#,, ..., £) , gde je f operacijski znak duzine 7, a
[l i £, su izrazi.
26. Neka su #4,..., ¢ oo ! izrazi obrazovani od izvesnih znakova konstanata, promentjivih i
operacijskih znakova medju kojima se nalazi i operacijski znak f duZzine n. Dokazati tvi-
djenje:
Ako je t podizraz od f{ty, ..., I ) onda je t ili podizraz tacéno jednog od izraza
ty, ..., t, ili je t jednak flty, ...t ).

‘9Znak‘=vza:mnjujereéi ako i samo ako.To je znak logicke operacije ekvi
valencije (videtitatkuVI Osnovne logidke operacije..).
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I OPERACIJE. IZRAZ]

¢ Operacijama se,u nase doba, néjv1§e bavi algebra. Uopstavanjem pojmova bro-
jevnih operacija (sabuaﬁje, oduzimanje, mnoZenje, deljenje) dolazi se do pojma o-
peracije kako se to danas u algebri uzima. Zajednitko za pomenute brojevne operaci-
jeje:

Od dva broja x, y prelazi se na treéi broj z — rezultat (ishod) operacije. Rezul-
tat operacije u opStem slucaju zavisi od redosleda brojeva x, y, jer, na primer, nije
uvek sto x—y i y—x.

U duhu te misli, opétije, ako je S bilo koji skup matematickih predmeta, tada
pod operacijom skupa S (oma&imo je dogovorno recimo sa ) smatramo svaki pro-
pis (zakon, dogovor) kojim se za svaka dva elementa x, y (u navedenom poretku)
odredjuje po tagno jedan treéi element x#y istog skupa; to je tzv. dvoji¢na (dvo-
mesna, binarna) operacia.
¢ Operacija skupa S moze se definisati pomoéu pojmova preslikavanje 1 uredjena
dvojka. Ta tzv. skupovna definicija operacije ovako glasi

Dvoji¢na operacija skupa S je svako preslikavanje + skupa SxS") u skup S.

Pri tom se usvaja ovakav odgovor: Ako je dvojci (x, y) pridruzen element z,
pife se: x#y =z 1kaZze se da je z rezultat (ishod) operacije ¥ 1zvriene nad x, y u
navedenom redu.
¢ Postoje razna upitenja pojma dvojiéne operacije. Navodimo najvaZnija:
(i) Uvod: se pojam operacije duzine n (n—arne operacije) skupa S, pn ¢emu n mo-
zed b 1,2, 3,4 itd.
Operacija duzine n skupa S je svaki dogovor, propis, zakon kojim se od n e-
lemenata Xy, ....., X (u navedenom redu) skupa S prelazi na po jedan element is-
tog skupa — rezultat operacije. Ako se slovo f upotrebi kao oznaka operacije, onda
se obi¢éno pide:

s x S, je oznaka Dekartovog (direktnog) proizvoda skupas$; saskupom §,.
Elemente tog skupa Gine sve uredjene dvojke @a;, a,), gde je a1 €8y, a2, ES,. Sli€no je S, :u...xS‘_l
skup svih uredjenih n—torki (a; reeedp )y gde je a, €S, ..,anESn. Pri fome,'ukéliko su svi skupovi
S,,...,Sn medjusobno jednaki, umesto SX...XS pifemo 8P
gt
n puta
2)U stvari uvodi se i pojam operacije duZine O— to je svaki utvrdjeni element skupa S.
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1Zuzev u slucaju n =2, kada se umesto y = f{x;, x, ) pise najSesce y =x1fx, , tj.
znak operacije dolazi »u sredinu”. .

Odgovarajuéa skupovna definicija glasi:

Operacija duzine n skupa S jeste svako preslikavanje skupaS™ u skup S.
(i) Novo uopstenje pojma operacije naétaje ako u jednakosti

D= IEE 5 wo 5 %)
ne zahtevamo da su svi xg, ... , x .y iz istog skupa ve¢ da je:

T S e e E S e S

ade su S » S, 8 ma koji skupovi.
Skupovno takve se cperacije definisu kao preshkavanja skupa §; X ... X §_u
skup S, 3
Primer operacije takve viste je mnozenje vektora (orjentisane duzi) skalarom.
(iii) Najzad u mogim se prilikama pojavljuju tzv. uslovne operacije. Rezultat o)e-
racije

definisan je jedino ukoliko Xy, ....., x, zadovoljavaju izvestan uslov.

Oduzimanje prirodnih brojeva je primer takve operacije. Rezultat operacije, .
X— je prirodan broj pod uslovom da je x veéi od y. Slicno, deljenje, recimo racio-
nalnih brojeva, je uslovna operacija, jer je koliénjk%- definisan ukoliko je zadovo-
lien uslov: p # 0. :

Uslovna operacija se moze skupovno definisati kao preslikavanje nekog pods-
kupa skupa Sy X ..... XS u skup S.

¢ U najopstijem slucaju predmets nad kojima se visi neka operacija, kao i sami re-
zultati operacije, ne moraju biti okupljeni u skupove, ve¢ jedino biti karaktemsani 1-
zZvesnim svojstvima ) kao: »bit1 tacka”, »biti skup”, »>biti paran pnrodan broj” 1 sl.

U operacije (duzine 1) takve viste spada propis kojim se svakom skupu prid-
ruZuje njegov kardinalni broj — »broj” elemenata tog skupa, skupovne operacije
u,N

1
1)U mnogo slucajeva, ali ne i uvek, svojstvu S se moze pridruZiti skup S svih onih predmeta
koji imaju to svojstvo. To sutzv. kolektivizirajuéa svojstva. Takvo]e, recimo,
»biti paran prirodan broj”, dok svojstvo ,,biti skup’ nije kolektivizirajuée. Naime, u teoriji sku-
pova se dokazuje da ne postoji skup svih skupova.
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ZADACI
1. Operacija % skupa {g, b, ¢, d}odredjena je tab- % | a bt g
licom — tzv. Kejlijevom? tablicom. af BoE e d T
: b b lp c
(1) Sta je rezultat primene te operacije na eleme- ¢ a b e d
nte g, b, odnosno na b, a? d a d a a
(2) Izraéunati: (bva)*(c*d), (( cic )
(3) Resiti po x jednadine :
bex =¢, btoc=d dx=a xtd=d

Redenje. (1) a%b = ¢, bra = b,
(2) (brafx{ced) = bi{cvd) ((cxee Jee e = (cvee)uce

= brid = ¢

=c - =C

Dakle: (bu) % c¥d) = ¢, ((c¥c Juche = c
(3) Jedino resenje prve jednalije je . Druga jednaéma nema redenia. Resenja treée
su: g, ¢, 4. Cetvrta jednacina ma jedinstveno resenje c.

2. Operacija * odredjena je datom tablicom Rz S
(2) Izradunati: T8 BTE |T
((122)%1)%2, (5%(3%4)), (263)%(2x(151)) 2|3 2 1 11
gite 2 383 5

(b) Resiti po x jednadine: |l ol e A
o =Bk = 3 ST =i S ot =1 S8 B2 b B

(c) Resiti sistem jednadina po x
Iyog=15," %) =3

3. Neka su %, o, A, o operacije skupa N nnrodmh brojeva uvedene ovim deﬁmcl
jama

xty L nzs (xy), xop %L NzD (x,y), xay &£ x+y+x_y2)

xoy = Xy, gde je xy desetiéni zapis dobijen dopisivanjem desetiinog
fapisa broja y 1za desetiénog zapisa za x
(a) izracunati: 14%21, 14021, 543, 202, 20(52(6%9))
(b) Resiti po x jednadine

26¢ =26, 20x=234, xt2=6
N Cayley (1821—1895).

2

def :
=jezamenazarefi: jednako po definiciji ZnaciNZS,NZD zamenjuju
reCi najmanji zajedni¢ki sadrzalac, najveéi zajednic¢ki
delilac.
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4, Odredit: sve binarne operacije skupa {a, b}.
Resenje. Trazenih operacija ima 16. Njihove KejHijeve tablice su:

a b a b a b a b b a b

a a a ala a ala b a b a|la b
b bla b blba bbb blaa blab bba bbb
a b a b a b e b |2k a b a b a b
alb alb a a|b alb alb b a|b b al|b alb b
b b b|b b b bllata blla b blibla bl h

Posto rezultat operacije mora bit1 element skupa { @b} to se problem svodi na
odredjivanje svih moguéih popunjavanja 4 polja tablice dvama elementima, tj. na o-
dredjivanje varjacija Getvrte klase (sa ponavljanjem) od dva elementa. Njihov broj je

2% odnosno 16.

5. Dokazati da bimmih operacija skupa S koji ima 1 elemenata ima ukupno nn.2 Taj
broj je, u stvari, broj varijacija sa ponavljanjem klase n? (broj polja Kejlijeve tablice)
od n elemenata.

6. Dokazati da je operacija % asocijativna, tj. da za svaki *xla b
X, ¥, z 1z skupa {g, b} vaZi jednakost: a|ba
bla b

(x+y ez = xve(y»z)
Uputstvo. Problem se svodi na utvrdjivanje tacnosti ovih 8 jednakosti
(avafea = ax(ava), (atajsb =awfaxh),  (avbfa =ai(bra),  (axb)xb = aw{bsb)
(brajra = bufava), (bvajub = bwfaxb), (bwb)a = b(bva),  (b%b)xb =b%{b+ b)
7. Dokazati da je operacija % 1z prethodnog zadatka komutativna, ¢j. da za svaki x,»
1z skupa {g, b} vazi jednakost:

3 y ‘
X3y = pyox )f T
I
. : A S [
ii - ! i
Uputstvo. Kejlijeva tablica komutativne ope S e S e
racije je simetriéna u odnosu na tzv. clavnu di- J‘ ‘\
jagonalu tablice (videti crtez). 4 e e \\

8. Odrediti sve komutativne operacije skupa {z,5}.
9. Za datu operaciju % skupa S utvrditi da li je a) komutativna, b) asocijativna:
(1) S je skup svih prirodnih brojeva, a * je definisana jednom od jednakosti

xwy = 2(xty), X =xty+l, Xy =max(x,y), x% =min(x,y)

(2) S je skup {g, b}, a « je definisana jednakostima:
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oa =a axb=b, ba=b, bxb=>b
3) S je skup {0,1,2,3,4}, arje+, tzv. sabiranje po modulu pet. )
10. Sa dvojkama (0,0), (0,1), (1,0), (1,1),(0,2), (2,0), (2,1), (1,2), (2.2) definisa-
na je operacija %« jednakoscu:
(a,DJ5(A,B) = (a-34, b-.B) (-5 je mnozenje po modulu 3).
Obrazovati njenu tablicu. '
11. Neka 1e o operacija odredjena tablicom i neka su ag, ab, ba, hb °C|a b
sve dvoslovne reéi azbuke. {g, b}. Sa tim reima definisana je opera- g Z Z
cija * na ovaj naéin
uvtUV = (uoU){voV )

Na primer: gbvaa = (a%a)(boa) = ab.

Obrazovati tablicu te operacije.
12. Neka je S skup svih re¢i obrazovanih od slova x, +, I i neka je § operacija do-
pisivanje (konkatenacija). '
(1) IzraCunati: x5+, x+5+, (x6+)51, x8(+81), (x11+511)8(1+6x)
(2) Resiti po X jednacine: xI1I+8X = x]1++1, X81++] = x11++]
ReSenje. (1) x6+ = x+, x+6+ =x++, [x6+)81 =x+61 =x+1, x5(+5 1) = x5+1
=x+1, (x11+611)8(1+0x) = x11+116 (1+5x) = x11+1161+x = x1]+111+x :
Dakle: x6+ =x+, x+6+ =x++, (x6+)81 =x+1, x§6(+5 1) =x+1, (x11+611)5(1+5x)=
= x11+111+x. ;
(2) Regenja datih jednacina su redom redi: +I, xI.
13. Sa recima aq, b, ag, ab, ba, bb definisana je operacija © dogovorom:
Rezultat XOY se dobija odstranjivanjem (brisanjem) u re¢i XY svih slova pogev od
treceg pa nadalje. Tako: gobb = ab, bboab = bb. i dl.
(1) Obrazovati tablicu te operacije,
(2) Izracunati: ao(bacab), (aob)d(bboaa), ((aboa)oba)o(aoaa)
(3) Resiti po X jednaine: ghoX = ab, a0X = ab, X0a = bb
14. Sa re¢ima (izrazima) g, (ata), ((ata)ta), (a%(a?a)) definisana je operacija @ do-
govorom:

X®Y je zraz (X*Y), ukoliko je ta re¢ neka od polaznih. U drugom slucaju X®Y
je jednako X,

Obrazovati Kejlijevu tablicu operacije @ .
1)Rezultat operacije x+gy je ostatak pri deobi obiénog zbira x+y sa 5. Sli¢no se definifu i sabiranje
pomodulu 2, 3, 4 itd. kao i mnoZenje po nekom modulu.
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Resenje. Trazeiia Kejlijeva tablica 1zgleda:

s a (axa)  ((ava)ra) (ax{a*a))
a (ava) (ax{ava)) a @
(ata) ((ava)ra) (ava) (ava) (ava)

((avafa) ((avaja) ((ata)ra)  ((axajsa) ((ava)jsa)

(at(ara)) (ax(asa)) - (ax(asa)) (ax{asa)) (ax{asa))
15.Dogovomo trojci tacaka A, B, C pridruzuje se trougao AABC. Koje je duzine ta
operacija i pod kojim je uslovom definisana?

Odgovar. Operacija je duzine 3, a uslov je: Tacke 4, B, C ne pripadaju jednoj pra-
vOji.

16. Dogovor: fix,y) = x—-} X2 (%, y su realm brojevi) definise jednu operaciju. Da I je
to uslovna operacija?

17. Dvoji¢na skupovna operacija U (umija) se ovako definise

AUB = {x|x€4 #li x€B} )
(1) Odrediti AUB ako:
={a b}, B=1{p, c d}, odnosno A = {a}, B={g, {c}}
(2) Da It postoji skup S takav da se operacija U moze definisati kao preslikavanje

S? uS?

18. Jednako3¢u: S’ = SU {S} defimsana je jedna skupovna operacija duzine 1. Od-
rediti: ¢, ¢ " (¢ je oznaka praznog skupa).
Resenje. Prema definicij1 operacije ' vaZe ove jednakosti

p'=0ulpl= {8}, ¢'=6'U{p)= {IU {{61}= {5, {6}
¢ '=¢"U {3"}= {8, {33} U {{p, {01} = . {8}{2 B }}}
Dakle: ¢'= {8}, 6"= {s, {41}, 6"'= o, (8}, {6, B2,

19. Operacija duzine 1 definisana je dogovorom:
Svojstvucjpndruiuje se skup'S svih onih predmeta koji imaju to svojstvo, {j. za
svaki x vazi:

X ES = x ima svojstvo )

ade je znak <= zamena za re¢i ako i samo ako
(1) Da 1 je ta operacija uslovna?
(2) Sta je rezultat te operacije primenjene na svojstvo odredjeno formulom x&x?

1) {x|x ima svojstvo S} je uobiajena oznaka za skup svih predmeta x koji imaju svojstvo.S

2) Dobijeni skupovi su u vezi sa definicijom prirodnih brojeva pomoéu skupova. Naime, u tom slu-
&aju se uzima da su brojevi 0,1,2,3 itd. redom skupovi®, ®, »“ »'" itd. Pri tome je ~ operacija
,-naslednik’’.
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Resenje. (1) Operacija jeste aslovna. Uslov je: Svojstvo_cs je kolektivizirajuce.
(2) Svojstvoxgx mije kolektivizirajuée. ObrazloZenje: Pretpostavimo da postoji skup
U &1 su elementi svi skupovi x koji imaju uoceno svojstvo,tj.
xEU < xéx
(Qdatle zamenjujué1 U umesto x-(jer prethodna ekvivalencija vazi za svaki x) dobija-
mo kotradikeiju:
UeU = U&U
Prema tome ne postoji skup Loji odgovara svojstvu x&x, pa uocena operacija -
je za to svojstvo definisana.
Nzpomemmo da je navedenu Sinjenicu (da x¢&x aije kolektivizirajucs svojstvo)
1902 godine otkrio B.Rasel.To je, onda, bilo otknice paradoksa u teoriji skupova.

& Izrazi (termi) sluze, uop§teno receno, za oznacavanje matematickih predmeta.
@ Izrazi su, recimo, reci:

1, x,2#%, 14(x-x), (5 —)-(1 +5°)

Tu su, 1, 2, L Znaci potpuno odredjenth matemati¢kih predmeta — tzv. znaci ko-
nstanata. Slova X, y su-promenljive. Uopste, promenljive su oznake 1zvesniii koiis-
tanata (u prethodnim primerima oznake brojeva) koje se onda nazivaju vrednostima
promenljivih. :

Znaci +, —, - su tzv. operacijski znaci, tj. oznake operacija. Svaki operacijski znak
ima svoju duzinu koja je 1, 2, 3 i sl. Recimo, sva tri prethodna operacijska znaka 1-
maju duzinu 2, kaze se i da su dvomesni.

Najzad u izrazima ucestvuju 1 pomoéni znaci zagrada (,).

& Stroga definicija izraza obrazovanih od izvesnih znakova kormstanata (recimo: a,b,
<), promenljivih (recimo: x, y) i operacijskog znaka % duzine 2 glasi:

(i) Promenljive i znaci konstanata su izrazi.

(it) Ako su ty, t, izrazi, onda je i re¢ (ti:t,) izraz.

(iii) Izrazi se dobijaju jedino konaénom primenom pravila (i) i (ii).

Prema toj definiciji ) 1Z1aZ]i S Tedi:

a b, e x, ¥ (ate), (axy), ((bra)rex), ((atex (e (xtx))) 1 sl

Pri tome se usvajaju razna dopunska pravila o nepisanju (brisanju) i1zvesiii zagra-

da. Tako, umesto (x%p), (a¥(atex)) pisemo: xtry, atifatec) —- spoljasnje zagrade 1zra-
za se ne pisu.

2 Na prvipogled moze izgledati da je ta definicija kruzna, jer u delu (ii) ,,0 izrazu se govori pomo-
¢u izraza”. U stvari, nije tako,jer pravilom (i) odredjeni su najkraéiizrazi (odnosno duZine 1), a

pravilom (ii) opisuje se gradjenje duzih izraza pomocu kra¢ih. Stroze re¢eno, tom definicijom, ko-
jaje primer tzv.in d u k t i v n e(povratne) definicije definise se pojam: izraz duZine n

(n jt? prirodan broj). Napomenimo da se u logici, a i drugde, Zesto koriste sli¢ne (induktivne) defi—
nicije.



24 IT Operacije. Izrazi

Izrazi se mogu graditi i sa raznim drugim operacijskim znacima (datih duzina).
Definicija je sli¢na prethodnoj s tim $to. deo (i) u opstem slucaju glasi:

Ako je f operacijski znak duzZine n i ako su Ly -eee, T 1zrazi, onda je i rec

5 oeop 12 ) izraz.

Pnmecuje se da je definicija izraza takva da uz svaki operacijski znak f duzine
dolazi po jedan par zagrada kao i n—1 zarez.
¢ Dokazuje se (to ¢emo tvrdjenje zvati D lema o jednoznacnosti  izgradnje izraza)
da se svaki izraz moze na tacno jedan nadin prikazati pomoéu izvesnih svojih podi-
zraza. Recimo, ako je re¢ o izrazu ¢ duZine veée od 1 obrazovanom pomocu opera-
cijskog znaka = (duzine 2), tada postoji tacno jedan par izraza ?;, #, takav da je

t = (t %, ).

¢ Izrazi se prikazuju posebmim crtezima, tzv. drvetima izmza. Recimo drveta wraza:

1#2, ((2-x)=y)-(x+v), fIx, elg(a)), (x*g()))
izgledaju ovako

Ve

¢ Tumacenjem (interpretacijom) na odredjen naéin znakova koji grade neka izraz nje-

((2-x)-y)-(x +) f1x, glela)), (x = g(y)))

mu moZe odgovarati izvestan predmet — tzv. vrednost izraza (videti zadatak 16) f
& Neka je I skup izraza sagradjenih od izvesnih promenljivih, znakova konstanata 1 o- ;
peracijskih znakova. Svakom operacijskom znaku dodeluje se po jedna operacija sku-

pa i — tzv. izrazovska operacija. Recimo, ako je  operacijski znak duzine 2, njemu
dodeljujemo operaciju ¥ ovako definisanu

def :
LTt = (ty%t,)

Znati, od wraza ty, ¢, primenom operacije & kao rezultat dobija se izraz: (Z,%%, ).
Slicno, ako je f operacijski znak duzine n, njemu se dodeljuje operacja f :

) Videti zadatak 24 prethodne tadke.
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f?t 1r sooy tn) g ﬂtlu ey tn) (t]_, eeey tn ma kojl inaZl)
ZADACI (nastavak)

20. Koji medju narednim matematickim znacima (uobicajeno) jesu promenljive, a
koji oznake za matematicke konstante

1
]) =0 ¢: )A
2 X

Odgovor. Prva tri znaka su uobiCajene oznake za konstante: »broj jedan”, »b1oj je-
dna polovina”, »»prazan skup”. Promenljive su: x, A.

21. Datim reCima govornog matematickog jezika pridruZziti uobicajene znake kons-
tanata ili neku promenljivu. 2

. prirodan broj, broj dva, prazan skup, skup, taZka, prava, ravan, skup prirodnih bro-
jeva, skup ciji je jedini element broj jedan

Redenje. Medju navedenim predmetima opisanim re¢ima govornog matemati¢kog
jezika konstante su: broj dva, prazan skup, skup prirodnili brojeva, skup &iji je je-
dini element broj jedan. Njihove uobiGajene oznake su redom: 2,6, &V, {1}. Redi-
ma prirodan broj ne opisuje se jedan odredjen matematicki predmet. To je ustva-
ri jezicki opis bilo kog prirodnog broja. Otuda se tim rec¢ima moze, kao kraéa ozna-
ka, pridruziti neka promenljiva kao: x, o, 4, n 1 sl. Vrednosti te promenljive su pri-
rodni brojevi 1, 2, 3 itd. Sli¢no, svaki od znakova koji se pridruzuje recima tacka,
prava, ravan jeste promenljiva. U geometriji je Cest slucaj da se za oznake tacaka ko-
nste slova 4, B, Cisl., za prave q, b, c1sl., a za ravm «, 3,7y 1sl.

22.Neka je x dogovomo zajednicka oinaka za brojeve 1,02, 3, 4, 5. Koliko vrednos-
ti ima ta promenljiva?

23. Neka su x, y dogovorno zajednicke oznake za brojeve 1, 2,3. Koliko vrednosti
imaju te dve promenljive?

Resenje. Svaka od tilh promenljivih ima po tri vrednosti, a njih dve zajedno imaju u-
kupno 3-3, tj. 9 vrednosti. Sve mogucnosti za vrednosti tiil promenljivih prikazane
su u ovoj tablici

w3807 8078
y|111222333

24. Neka promenljive x;, ....., x _uzimaju vrednosti iz skupa S koji ima s clemenata.
Koliko vrednosti imaju te promenljive?

Odgovor. Broj vrednosti je s, to je u stvari, broj varijacija sa ponavljanjem n—tc kla-
se 0od s elemenata.

25. Medju datim recima azbuke {%, g, X, , (,), f} 1zdvojiti one koje jesu izrazi (na-
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pisani sa svim zagradama) obrazovani od predmetnih oznaka a, X, ¥ (@ je, recimo
znak konstante, a X, y su promenljive) i operacyjskih znakova # (duzine 2), f (du-
Zine 1)

Xy, oy, (@), (ox(xty)), (vew), (xfa), flfla(+),

((efla))fl(a*a))), fIfififla)))), *x(xt))fa, ((atex))

aaf (1)) yilasy Jofl(x)), (((a(xza)) afff, fHfla)

Odgor. Izrazi su ove reci

(@x), (ax(xxy)), ((@xfla))*fl(@xa))), ff(f(a)))

Njima odgovaraju redom narsdna drveta

a b a a
(-}
f
D
i
(-]
i
<
f
)
(a¥(x+y)) ((a % fla)) * fi(a % a))) fiNffia)))

26. Dat je izraz I: (a*x)% f{y) u kome je a znak konstante, * 1 f su operacijski
znaci duzina 2 i I; x, ¥ su promenljive. Odrediti vrednost tog izraza u sludajevima
(1) * je sabiranje skupa &V, f se tumaci kao operacija naslednik . fix) =x+ 1),
2 ima vrednost 1. Promenljive x, y imaju vrednosti

a) 2,3 b) 4,6 ©)) 1L

(2) * je deljenje skupa R, f je odredjeno jednakoséu fix) = x*, a je 2. Promenlji-
ve X, ¥ 1maju vrednosti :

a) 1,1 b) 2,1 c) 2.0

Odgovor. U prvom slucaju izraz I se prevodi u izraz (1+x)+y+I ). Njegove vrednos-
ti za naznacene vrednosti promenljivii iznose redom: 7, 12, 4. U drugom sluéaju
I se preobraca u izraz (2:x):p*. Njegova vrednost iznosi 2, odnosno I ukaliko pro-
menljive x,y redom imaju vrednosti 1, I, odnosno 2, 1. U sludaju ¢) vrednost izra-

za ne postoji (nije definisana).
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27.'0drediti vrednost. izraza (x¥y %z ako:
~ a) % je mnozenje skupa Z, x,y,z su redom 2,3,5;
b) % je sabiranje skupa O, %,z su redom l, —2.235
c) % je operacija dopisivanje, X,J,Z su redorzn re¢i ab, be, ca (od slova a,b,c)
28. Neka je--f operacijski znak duZine 3, a % operacijski znak duzine 2. Odredit1 vre-

dnost 1zraza f{x%y, y*z, zéx) u sluGaju: % je sabiranje skupa Q, f se tumaci kao ope-
Tacija

def
flp, a, 1) =ﬂ}’i (p, ¢, 7 €0) .

a promenljive x, y, z 1maju redom vrednosti 1, 2, 3.

29. Dato nedovrieno drvo dopuniti operacijskim zna-

cima +, - 1 obrazovati sve moguce izraze koji odgova-

raju tako dobijenim drvetima.

Resenje.Trazenih 1zraza ima onoliko na koliko se na-

Sina mogu rasporediti dva znaka +, + na tn prazna me-

sta. Dakle, tec je o varijacijama sa ponavljanjem trece

Klase od dva elementa. Njihov broj je 2>, odnosno 8. Dovrsena drveta izgledaju:

= 7 Y 2 x 2 e y 2x 2
+
+
+
o
52 72 ) 2 = 7 09 g V7

\Y/\/

Odgovarajuéi izrazi su: ((x+2+y)#2), ((x+(24))-2), ([x~ (2+9))#2),
((x-(2#y))- 2), ((x#+2- y))22) , ((x+(2-3))- 2), ((x- (2- y))#2), ((x- (2-))-2) .
II1 posle uobicajenog brisanja nekili zagrada:

(x+(24y))#2, (x#2+Y))- 2, (x-(24y))#2, x-(2+Y))-2, (x+2-y)+2, (x+2.)-2,
x-(2: )12, (x-(2-))- 2.
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30. Za koje vrednosti promenljive K izrazi 2k, 2k+1 predstavljaju zajedmZki zapis
parnih, odnosno nepamih brojeva.

Napomena. Parni brojevi su 0, 2, -2, 4, —4, ...
31. Nac1 zajedniCki zapis svil prirodnih brojeva koji su potpuni kvadrati.
Uputstvo.Neko slovo, recimo #, koristiti kao oznaku (zajedniki zapis) svih prirod-
nih brojeva..
32. Da It 1zraz n? Hn+1)?, gde je n oznaka prirodnih brojeva, predstavlja zajednic-
ki zap1s svih prirodnih brojeva koji su zbirovi kvadrata dva susedna pnrodna broja?
33. Dali izraz 6z—1 (z je oznaka celih brojeva) predstavlja zajedmicki zapis svih ce-
lih brojeva koji su neparni i koji pri deljenju sa 3 imaju ostatak 22

34. Koriste¢1 promenljive sazeto zapisati tvrdjenja o prirodnim brojevima

1° 1+#1=2-1 2°  1-2 je paran, 2-3 je paran,
242 =22 3-4 je paran, 4-5 je paran,
3it3i=1213 5+6 je paran, .....
4+4 = 2-4

Odgovor. 1° x+x =2-x, 2° x-(x+I) je paran.
35. Koriste¢i promenljive saZeto zapisati data tvrdjenja o celim brojevima
1°» 1+(=1) =0, 24(=2) =0, 3+(-3) =0, 4+(—4)=0, ...
(1¢1=0, (2}+2 =0, (3143 =0, (—4}4 =0, ...

2° PP+ 2>2-1-1, 12422>2-1-2, PP432 >2-1-3, 124423 2-1-4, ..
22+ 22 2:2-1, 22+ 2>2:2-2, 22432 > 2:2:3, 2+42>0-2-4,
32+ 2>2:3-1, 32+22>2:3-0, 32+F > 233 3442 =994
£+ 12>24-1,

36. Konsteci promenljive sazeto zapisati date brojevne izraze
) IRl 2Rl BRIl ahpil Sl o

Q2@ 29([1=2)), 2:=2));, 2= 25, eee
PO, 2@, 20=3); 2L 2(O=5)
2B 2:(22) 2 (823) 0 (B4 0 (GG R
GE—10) 296=2), 26=93), 2(E=L))y DALG-5) s

37. Definisati skup svih izraza gradjenih od znakova celih brojeva, 0, 1, —1, 2,—2,
itd. i operacijskih znakova + i *
Resenje. Trazena definicija glasi:
(1) 0, 1, =1, 2. —2 itd. su izrazi
(i) Ako su U i V izrazi, onda su i(U+V), (U- V) izraz1
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(iii) Izrazi se dobijaju jedino primenom pravila (i) i (ii) konacan broj puta.

38. Definisati skup svih izraza gradjenih od znakova brojevnih konstanata 0, 1, 2,

3, 4 itd. i operacijskih znakova + i " (naslednik).

39. Definisat1 skup svih izraza gradjenih od znakova konstanta 4, b, promenljivih

x, ¥, z 1 operacijskih znakova © (duzine 2), f (duzne 3), i g (duzine 1).

40. Da L, ako se izrazi (operacijski znak je jedino * — duzine 2) ovako definisu
() Znaci konstanata i promenlfive su izrazi,

(1) Ako su U,V izrazi , onda je izraz i rec¢ UV,

(ii1) Jzrazi se dobijaju jedino primenom pravila (i) i (ii) konacan broj puta.

vazi lema o jednozna&nosti izgradnje izraza pomocu podizraza?

Odgovor. Ne vazi. Recimo izraz x#y*z moze biti izgradjen na dva na€ina: (1) od

x%y iz, (2) od x 1y%*z. Znadi, zagrade u definiciji izraza koju smo usvojili imaju

bitnu ulogu.

Primedba. Izrazi se mogu definisati i bez upotrebe zagrada. To je tzv. poljska defi-

nicija izraza. Glasi ovako:

(i) Promenljive i konstante su izrazi,

(1)) Ako su U, V izrazi onda je izraz i re¢ UV (jedini operacijski znak je *

—duZine 2) :

Dalje sledi uobicajeni deo (iii) definicije. Znaci, da bi se izbegla upotreba zagrada,

dosta je operacijski znak »pomeriti napred”. I za tako definisane izraze vazi lema o

jednozna€nosti izgradnje izraza pomodu podizraza.

41. U skupu {a, (a%a), (a%(ata)),... } svih izraza sagradjenil od @ i ¥ uoCena je iz-

razovska operacija .

1° Izracunati ota, a#(asa); 2° Resiti jednacinu (po x): @%X =(a* a);3° Dokaza-

ti da # nije ni komutativna ni asocijativna operacija.
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I RELACIJE (ODNOSI)

¢ Jednakost je primer (dvoji¢ne) matematicke relacije. Ako su x, y, recimo neki
brojevi, postoji taéno jedna od ovih dveju moguénosti

Jeste x =y, Nijex =y

Dvojicne relacije su i < (biti manji, recimo za prirodne brojeve), Il (paralelnost
pravinh), = (podudamost trouglova) i druge. Nije tesko zakljuciti da za svaku od
tih relacija, oznaéimo il sve zajedno, recimo,sa p, postoji ta¢no jedna od mogu¢-
nosti: 3 :
(19) Jeste x u relaciji p sa y, Nije x u relaciji p sa y

(x,y su brojevi, prave, trouglovi i dr.)
Pri tome je poredak x, y bitan, jer, na primer, jeste 1 <3, dok nije 3 <1.
& I u najopstijem slucaju smatra se da je dvojicna relacija (binarna, relacija duZi-
ne 2) medju nekakvim matemati¢kim predmetima odredjena, ukoliko je za svaka
dva takva predmeta x, y (u navedenom poretku) ptopisano da li jesu ili nisu u toj
relaciji. Pri tome postoji tacno jedna od moguénosti (¥).ti ().
¢ Cesto je podesno relacije prikazivati tablicama. Na primer relaciji | (bit1 Cumlac)
za brojeve 1, 2, 3, 4 odgovara ovakva tablica:
Kako je obrazovana? Pa, recimo 2 jeste cini-
loc od 4, otuda u preseku vrste za 2 1 stupca
za 4 stoji- T . Sliéno, posto 3 nije ¢inilac od
4, na odgovarajuéem polju tablice stoji 11)

I'za prozvoljnu drugu relaciju moZe se na slican naéin obrazovati njéna tablica.
¢ U mnogo slucajeva proucavaju se relacije medju elementima koji éine neki skup
S. Za takav slucaj, relacija se moze ovako strogo definisati (tzv. skupovna definici-
ja relacije):

Dvoji¢na relacija skupa S je svako preslikavanje skupa S* v skup {T,L}

Pri tome se obi¢no umesto p(x,y) = T piSe xpy i kaze se da x jeste u relaciji p sa
. Sliénq, ukoliko p(x, y) = L, kafe se: x nije u relaciji p sa ).

1 .
)T, | Zitati; te, ne—te. Tosuzamene zareéi ta & an (istinit), ne ta & an (neistinit,
laZan).



32 IIT Relacije (Odnosi)

¢ Pojam dvojicne relacije uopstava se na razne nadine. Navodimo neke od njih
(i) Relacija duzine n (n—ama relacija) skupa §je odredjena, ukoliko je za svakih
n elemenata x, ..., x, @ redu navodjenja) propisano da l1 jesu ili nisu i toj rela-
ciji.

Skupovno, relacija duzine n skupa S je svako preslikavanje p skupa S%u { T, L},
Pri tom, ukoliko x, ..., x, jesu u relaciji p (4. pfxy, ..., xn) = ), pidemo p(xy,...,
x ) sem u sluCaju n=2 kada relacijski znak obiéno dolazi »u sredinu”.

Jedna relacija duzine 3 (ternama relacija) je »izmedju” |, za tacke jedne prave.
(i) Elementi x, y koji jesu ili nisu u izvesnoj dvojicnoj relaciji p ne moraju pripa-
dati istom skupu, ve¢ moze biti x € 4, y € B. Za p tada kazemo da je relacija skupa
A sa skupom B. Strogo (skupovno) definisano, takva relacija je svako preslikavanije
skupa AxBu {T,L}. :

Na primer, dogovorom: x je slovo reci X, odredjena je jedna dvojicna relacija
azbuke {g, b} sa skupom reci {a, b, aa, ab, ba, bb }. Tablica te relacije izgleda:

| @ b az __ab  ba bb
a T i il i T 1
b 1 T 1 T =5

(iif) Novo uopstenje je n—ama relacija skupova S, ..., S , (u navedenom poretku).
U tom slucaju elementi x,, ..., X, koji jesu ili nisu u relaciji zadovoljavaju uslov:
520 © Siig oo X E'Sn. Skupovno, takva relacija je svako preslikavanje skupa S, X
S %
¢ Pored slucaja relacija medju elementima nekog skupa, u matematici se sreéu i o-
pitiji sluajevi relacija medju predmetima odredjenim jedino izvesnim svojstvima. )
Takve su, recimo, jednakost uopste Ol skupovna jednakost, relacija € (biti elemeni)
14l

U takvom sluéaju smatra se da je, recimo, dvojiéna relacija u oznaci p medju ne-
kim matematickim predmetima opisanim datim svojstvom odredjena, ukoliko je za
svaka dva takva predmeta x, y opredeljena taéno jedna od moguénosti:

X jeste u relaciji p sa y, X nije u relaciji p sa y.

ZADACI

1. Odrediti tablice relacija = (jednakost), < (biti manji), | (biti Einilac) skupa {1,2,3.4 }
1)Sto ne mora uvek povlaéiti da takvi predmeti moraju biti ¢lanovi 'nekog skupa. Drugacije re-
¢eno, postoje svojstva koja nisu okupljajuéa (kolektivizirajuéa).

) Jednakost se majopStije moze razmatrati medju ma kakvim predmetima, a oni mogu ali ne mo-
raju Ciniti skup.
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Resenje. Trazene tablice izgledaju:

1§ ST
2 LU
3 T
4L L 1L T
d
2. Medju pravama g, b, ¢, d jedne ravni pnkaza-
nim slikom uoZene su relacije Il (paralelnost),x
(seéi se) definisane na uobiCajeni nacin: , b
pll g akkoD p = q ili p nema zajednic¢kih tacaka sa q =

» % q akko p ima tacno jednu zajedni¢ku tacku sa q
Obrazovati tablice tih relacija.
3. Medju realnim brojevima uocena je relacija p :
: xpy akkox+y=3 i x—yv=1

Opisati tablicu te relacije.
4, U skupu prirodnili brojeva { 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 juvedena je relacija p duzmne
1 re¢ima: »biti prost broj”. Odrediti tablicu te relacije. :
Odgovor. W2 345 6 7 &9 1
pflTTlTiTlll

5. Medju tadkama A, B, C prikazanim crtezom uodena je dvojiCna relacija opisa-
na re¢ima »biti sa iste strane prave a”’

Obrazovati tablicu te relacijec. 21 B a
Odgovor. AB C 2

AT T A

BT T L g

C T '

6. Medju tackama A4, B, C i pravama g, b (prikazanim crtezom) uvedena je relacija
© duzine 3 dogovorom: - e 4 b
p(X, Y, z) akko tacke X,Y
Su sa iste strane prave z

®
C

1 % : o :
)akkOStOJnkaozamenazarecx ako i samo ako.
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Utvrditi da i vazi :  p(4;B,a), p(A,B,b), Nije c(A,Ca), p(B,Cd) Nije p(B,C.
a), p(4,Gb), o(A,4,a), Nije p(B,Ba) :

s Relacije $¢ u matematici Cesto srecu u ovakvom vidu: Neka je C{xl, = ) neki
kriterijum (uslov) pox;, ..., X . Tada se njemu dodeljuje relacija p duzine n:

D (s xn} akko vredi C (x1, --- xn}

Odrediti sve trojke (x, ,z) realnih brojeva koje zadovolja\'faju dati uslov (tj. koje
su u odgovarajucoj relaciji):

@ x=I i y=2 i z=3, b) xtytz=3 iy—=z=1;
(©) (xtytzf= x2+y2+22; @ %:% 2z

8. U skupu re¢i {q, b, ab, ba, aba, bab }uvedena. je relacija o dogovorom:
“ XpY akko X je pocetni dea reci Y

Obrazovati tablicu relacije .

9. Medju reé;ma a, b, aa, &b, ba, bb uvedena je relacija p:

XpY akko skup slova reci X je jednak skupu slova reci ¥
Obrazovati tablicu te relacije.

10. Da 11 se relacije p, o odredjene tablicama

T T RS
= a4 = = |~
= == = (=R
= = = =W
= = =~ | X
— = = = |

L AN W N~
[ S (S
= = = = =]
— = = = =
— = = = | X
== = = =

mogu oOpisat1 i na ovaj nadin
xpy akko x+y =35, xoyakko x+y <4 (x,y su 1,2,34,5) f
11. Relacije p,0 su date formulama:
xpy akko x+y=x-y, xogvakko x2+y2? =2xy (x,p su prirodni brojevi)
Opisati njihove tablice.
12. Naci sve dvojicne relacije skupa {g, b}.
Odgovor. Tablice trazenih relacija su:

la b Wi Slleta Sl s ey, g bl Qe b g b
A\ T @\ T a|TTaTTa_TiaTiaTiaTl
BT il L AT B0 AT T AT BT Al
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le b Jlab |ab |a

b lalbl jalib Hlaibl o b
aiTalTﬂiTalTalia;lailall
BIE T Bl L BlI T B0 BT T BT L Bl T bl

Primedba. Prilikom odredjivanja dvojiénih relacija jedino je znaajno svakoj dvojci
(>,y) popisati T , odnosno L. Svako takvo pripisivanje odredjuje po jednu relaciju.
13. Naéi sve relacije duzine 1 (uname relacije) skupa {g, b}. -
14. Koliko ima dvojiénih relacija skupa S sa n elemenata?
15. Odrediti sve dvojicne relacije skupa A sa skupom B, gde

(1) A={e}. B={1,234}; ()4={g b}, B={1,23}

Uputstvo. Problem se svodi na popunjavanje na sve mogucée nacine praznih polja tab-

L2354 i
a a

16. Relacija o skupa {gb,c,d } odredjena je tabhcom
Uoéimo skup o ovako definisan

Iica:

elementima T, L.

(%y) €E a akko xay

Sta su elementi skupa @ ?

Primedba. Prethodno-odredjen skup @ potpuno opisuje relaciju «. Otuda se on mo-
Ze uzeti za definiciju te relacije. Na tom primeru se pnmecuje jo3 jedna moguénost
definisanja dvoji¢ne relacije nekog skupa A: Dvojicna relacija skupa A je svaki po,d
skup o skupa A% Sligno vredi i za relacije drugih duzina 1,3,4,5,..

17. Dokazati da je relacija || (paralelnost pravih) relacija ekvzvalencue, tj. da za bilo
koje praile.,p, q, r vazi

®R) plip (Refleksivnost)
(S) pllg= qlp (Simetri¢nost)
(T) (pllg i qlir) =>pillr (Tranzitivnost)

18. Dokazati da su relacije (za trouglove):
= (podudarnost), ~ (sli¢nost)
relacije ekvivalencije.
19. Dokazati da je relacija | (biti &milac) za prirodne brojeve relacija poretka, tj.
da za sve prirodne brojeve x, y, z vazi:
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R) Xix = (Reflektivnost)
A) - (xly, ivix)=x =y : (Antisimetniénost)
- (D) (xlyiylz) = xlz (Tranzitivnost)

20. Da 1 je relacija | skupa Zsvih celih brojeva relacija poretka?
21. Dokazati da je relacija < skupa R realath brojeva relacija poretka koja zado-
valjava uslov
x <y  i p<x (x,psu realn brojevi)
To je pnmer tzv. relacije totalnog poretka.
22. Za relaciju p skupa {g, b, ¢} se zna
Prvo: p je simetri¢na 1 refleksivna, drugo: apb, cpa, nije bpc

Odrediti tablicu te relacije.
23. Nekaje S = { Xy, X, X5, X5,...} skup Giji su elementi skupovi Xo, X1, X, ...
ovako uvedeni

0=9, X; = {6}, X2 ={e {8}}, X;={¢ {9}, {6, {o]}]...
Upste: X, d—gX U P ) @20 52 o)
Dokazati da je relacija € (b1t1 element) skupa S tranzitivna, tj. da za sve X X,
X, 128 vazi:

*) (b B PRET oo G

Uputstvo. Dokazati najpre ovu skvivalenciju
Xn€X, = m<n (mn=012,..)
Dokaz »zdesna na levo™ 1zvesti indukcijom po n (n > m). Naime, za n = m+I tvr-
djenje je istinito jer je po definiciji: X ., =X U {Xm }. Dalje, ako jeste X
(S Xrn o (indukcijska pretpostavka za n = m+k), onda posto
Xkl = X ¥ W)

jeste 1 XCNE 2 o Dakle istinita je implikacija:

m<n=X_ €X (X 6 X makojiskupovi)
Obratna implikacija sledi na osnovu élmemce §to ne moze biti:
XeY iYeXx (X, Y ma koji skupovi)
Najzad, istinitost formule (%) proizlazi iz tranzitivnost: relacije < skupa prirodnih
brojeva.
24. Neka je p dvoji¢na relacija skupa S. Takozvana obratna (inverzna) relacija za
p, 1 oznaci p ', uvodi se na ovaj naéin

xp'ly akko ypx

Odrediti obratne relacije relacija:
(1) < (manje) skupa prirodnih brojeva



Uvod u matematiku logku 37

(2) p odredjene propisom:
xpy akko y =2x—1 (x, y su realni brojevi)

Odgovor. (1) Obratna relacija za < je >.
(2) o™ je odredjena uslovom: xp™ y akko x = 2y—1
25. Da i vredi jednakost:

(p1J1=p ,gdeje p proizvoljna relacija skupa S'?
26. Dokazati tvrdjenje:

p je simetricna relacija akko p = p™t, gde je p proizvoljna relacija skuya S.
27. Relacija p (duzine 1) skupa prirodnil: brojeva odredjena je uslovima:
1° Jeste p(2),
2° Ako p(n), onda p(nt2).
Opisati tablicu te relacije.
Odgovor. U relaciji p su svi parni brojevi. Taj zakljucak proizlazi iz ovih Cinjenica:
2 je paran broj, Ako je n paran, onda je n+2 paran, Ako je nt2 paran, ondaje n
paran.
~ 28. Medju prirodnim brojevima neki su nazvani »dobri”. Odrediti sve dobre prirod-
ne brojeve, ako se zna:
1° 2 je dobar
2° Ako su x, y dobri,onda je i x-y dobar
3% Ako su x, x+y dobri, dobar je i y
Ugutstvo. Dokazati »dobrotu” brojeva:

s s R e S
a potom iskoristiti o€iglednu Cinjenicu:
Ako je x+2 dobar, nnda je i x dobar.
29. Medju prirodnim brojevima neki su istaknuti kao »dobri” definicijom istom kao
u prethodnom zadatku, s tim §to je deo 1° zamenjen sa:
1" Brojevi 6 i 9 su dobri

Odrediti sve dobre prirodne brojeve.
30. Neka je W skup svih reci azbuke {ag, b, +, ), (}a i relacija duzine 1 skupa W odre-
djena ovim uslovima
1° Jeste i(a), i(b)
2° Ako za neke 1eci U, V jeste i(U), i V), onda jeste i i( U+V)
(1) Koje od reci: a#, a+b, (a+h), ((atajta), ++aafatb+ta) jesu u relaciji i ?
(2) Da li se relacija i moze i ovako odrediti

Rec¢ Ujeu relaciﬁ i akko U je izraz obrazovan od znakova konstanata a, b, ope-

racijskog znaka +, 4z upotrebu pomocnih znakova ),( ?
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IV OSNOVNE LOGICKE OPERACIJE
ISTINITOSNE TABLICE

¢ Reci i, ili, Ako ..... onda, Nije u vezi su sa tzv. osnovnim logickim operacijama:

konjunkcijom, disjunkcijom, implikacijom, ekvivalencijom, negacijom pomoéu ko-

jih se polazeéi od izvesnih recenica grade nove, slozene recenice.

& Neka su p, 7 neke reGenice. Osnovne logicke operacije definisu se ovako:
Konjunkcija (sastav) reCenice p sa recenicom ¢ Je recenica: p i g, '
Disjunkcija (rastav) je veéenicai p zlz q;

Implikacija (sled) je: Ako p, onda q,

Ekvivalencija (ravnosled) je: Ako p, onda q i ako q, onda p;

Neguacija (odricanje) recenice p je reZenica: Nije p.
& Za logicke operacije koriste se 1 posebni znaci. To su redom1}

NN 5= U
te se recenice p i q, p ili q, Ako p onda q, Ako p onda q i ako q onda p, Nije
p zapisuju po redu i ovako ’
PAQ, pvq, D= q, D<= q, 1D,

¢ Osnovne logi¢ke operacije ucestvuju, na primer, u definicijama osnovnih skupov-

nih operacijaU (unije), N (preseka), \ (razlike):
def

AU B = {xlx€ AvxEB }, 4nB & {x[xEAA)'EB}
A\B < {xIx€4A 1 xEB ),
1 skupovnih relacija = (jednakosti), C (inkluzie, tj. relactje »bit1 podskup”):
A =B %L (v J(xed < xeB), ACB &L (vx) (xe4 = x€B)

Dalje, 1 definiciji sistema jednadina pojavljuje se konjunkcija. Naime, sistem 1z- ’
vesnih jednadina je, u stvan, konjunkcija tih jednacina.
¢ U logici, pa 1u matematici najveéi znacaj imaju recenice (formule) za koje pos-
toji taéno jedna od moguénosti: istinita, lazna - drugacije se kaze koje imaju odre-

1)Z&nak V ie stilizovano slovo v, nrvo slovo latinske reé¢i VEL (ili). Znak A je obrnut znak v.
Pored navedenih znakova za osnovne logi¢ke operacije koriste se i razni drugi.
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djenu istinitosnu vrednost. Takve reCenice se nazivaju iskazi. Primeri iskaza su: :
2=1, 2 je paran broj — prvi je lazan, drugi istinit.

Istinitosne vrednosti: istinit (tacan), neistinit (laZan, netacan) oznadavaéemo
sa T, 11), , 4 istinitosnu vrednost iskaza p sa 7p. Dalje, umesto p je istinit iskaz,
D je neistinit iskaz pi§emo 7p = T, odnosno 7p = 1. '

_ $ Iz recenice (formule) sa promenljivom, recimo x (koja je, inace, oznaka za e-
lemente 1zvesnog skupa S) dobijaju se za svaku vrednost te promenljive posebne
reCenice, tj. iskazi (oelementima skupa S) - Ako svi ti iskazi imaju istu istmitosm
vrednost, i takvu recenicu, dogovorno, smatramo iskazom. Tako, uzima se da je
re¢enica n > 0 (n je prirodan broj) istinit 1skaz, posto su istiniti svi posebni 1ska-
Z}:O?O,],>?O,2>0,3>0,...... . :

¢ Iskazi u matematici su ili u vezi sa opStevaZecim zakonima ljudskog misljenja
kakav je recimo tzv. zakon iskljucenja treceg p v “p2), ili su uslovno istiniti (laz-
ni), tj. to su reéenice ¢1ja se istinitost razmatra u okviru neke matematicke teo-
tije. Takva vrsta iskaza su aksiome (neke matematicke teorije) — dogovorno is-

. tiniti iskazi, 1 feoreme — logicke posledice aksioma.

¢ Istinitosne vrednosti konjunkcije, disjunkcije, implikacije, ekvivalencije, negaci-
je, u zavisnosti od istinitosnih vrednosti polaznih recenica, utvrdjuju se tzv. ist-

nitosnim tablicama:

™| 79 | 1(pAg) | ma | tpva) -
| T G
i i T T
T L i T
Lo L i oa I
| mq | 1(pq) 1| 7q | t(p=4q) ™ | 1)
T T G T T i
ol 1 i i L T
LT T LT L
Lo T Lol T

¢ Istinitosne tablice se krace zapisuju i na ovaj naéin

AT V2 ILIE I Clhntl =11 I
WAL i | TR r S ]I L
(e A (IR LT e AT

)Dsim znakova T , L koriste se i 1,0, zatim, u engleskoj literaturi gde—gde t , £ (prva slova re-
¢ true, false),idrugi

2)p v Ip je primer tautologije koje serazmatraju u tacki VIIIskazne formu-
lee.Tautologije.
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U stvan, tim tablicama je definisano pet operacija skupa {T,1} imajuéi pri tom
kao uzor prethodne istinitosne tablice. Na osnovu tih tablica (kaze se i tablica
{T,L1} — algebre) imamo, recimo:TAT=T, IVI=T, T=1=1, 71T= lisl. §tojeu
skladu sa : konjurz):cija dve istinite recenice je istinita i dr.
¢ Usvojene 1stinitosne tablice za implikaciju 1 ekvivalenciju su tablice tzv. materijal-
ne implikacije, odnosno ekvivalencije.

Dok tablica ekvivalencije (kao uostalom i tablice konjunkcije, disjunkcije i nega-
cije) izgleda sasvim prirodno, dotle tablica implikacije traZi 1zvesno obrazloZenje —
zvesnu s-odbranu”. Jer za$to smo, recimo, usvojili L =T=T, L = 1 =T ? Razlog se
moZe uoéiti na ovom primeru. Implikacija (o prirodnim brojevima):

I(x) x22=>x21

je, kao §to znamo, sstinita. Sledstveno tome treba kao istinite uzeti imphkacije (0),
UL 12l EY), o odnosno

022=0=21,122=121]1, 222=>221, ..

u kojima se pojavljuju redom slucajevi
L, =T, T2 g o s
1upravo svi slucajevi istinitosti materijalne implikacije.
¢ U tvrdjenju o prirodnim brojevima
ili je n paran broj ili je n neparan broj
1 raznim drugim matematickim tvrdjenjima pojavljuje se sveza ili ... ili koju treba ra-
zlikovati od ili. Prva je tzv. iskljucna, dok je druga ukljucna.

Naime, recenica p ili q je istinita i u slucaju 7p =T, D | Tq I 7(p v.q)
7q =T, dok je @i p ili gu tom slucaju neistinita. Isti- T 1 1
nitosna tablica 1skljuc¢ne disjunkcije (za koju koristi- T il T
mo znak Vv ) izgleda kao §to je prikazano. Uocava se L T T
da je p v g 1stinita recenica ako i samo ako je faéno 1 It Il

jedna od re¢enica p,q istinita.

ZADACI

1. Za date recenice (formule)’) utvrditi da li su 1skazi a) 2+2 =4,2+2 =5, b)

x=I, x=x (x je realan broj), ¢) Neki ceo broj je paran, d) Svaki kvadrat je pravouga-
onik.

1242 = 4 je matemati¢ka formula, ali kada se ona pro¢ita obiénim re¢ima dolazi se do receni
ce. Sli¢no vredi uopste: formulama u obiénom jeziku odgovaraju reéenice. Iz takvog razloga ce-
sto ¢emo termine re¢enica, formula jedan drugim zamenjivati.
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-Resenje. a) Obe formule su iskazi i prvi je istinit (to e biti dokazano-u ta¢ki VI)
a drugi je lazan. :
b) Formule x=1, x=x su recenice s2 promenljivom x. Medjutim, dok x=I menja
istinitosnu vrednost u zavisnosti od vrednosti promenljive x (tecimo r(1=1) =T ,
7(2=1) = 1), formula x=x ima vrednost T za svaku vrednost promenljive. Znadi -
x=I nijé iskaz a x=x jeste, i to istinit. Istaknimo jos da je x=x primer dogovorno
tacnog iskaza — aksiome, jer se to, kao §to éemo videti, uzima za jednu od aksio-
ma jednakosti. : = g
Obe recenice pod ¢) i d) su istiniti iskazi.
2. Da I su iskazi recenice o prirodnim brojevima;
a)3<3,3<3,x<x,x<x; b)lk xk xlxrl);
c) Lje prost broj ; d) x(x+1) je paran?

3. Naredne recenice o realnim brojevima zapisati koriséenjem znakova osnovnih lo-
gi¢kih operacija

1) Najmanje jedan od brojeva g, b je pozitivan,

2) Oba broja g, b su pozitivna,

3) Najmanje jedan od brojeva a, bnije pozitivan,

4) Nijedan od brojeva g,b nije pozitivan,

5) Taéno jedan od brojeva a,b je pozitivan.
-Resenje. Date recenice po redu isto znace kao ove:

a je pozitivan i b je pozitivan,

a je pozitivani b je pozitivan,

a nije pozitivan i b nije pozitivan,

a nije pozitivan i b nije pozitivan, '

a je pozitivanib nije pozitivan, i/i a nije pozitivan i b jeste pozitivan
Kon;éenjem sveze i ... #li poslednja reGenica se mozZe i ovako iskazati

(9] ili je a pozitivan ili je b pozitivan

Pomoc¢u znakova osnovnih logickih operacija, kao i uobi&ajene oznake > 0 za svo-
jstvo »biti pozitivan”, te se reenice ovako zapisuju

1)a>0VvVb>0; 2)a>0Ab>0, 3) Tfa>0)v7(b>0)

4)N(a>0)N1(b >0), S)fa>o0 ATN(b>0)) v (T(a>0)~b>0)
Naravno, redenicu 5) mozemo zapisati i korii¢enjem znaka iskljuéne disjunkcije V:
a>0y~b >0, sto neposredno sledi na osnovu oblika (%) te recenice.

4. Data tvrdjenja o realnim brojevima zapisati koriséenjem znakova osnovnih logié-
kih operacija.
1) Proizvod dva broja je jednak nuli ako i samo ako je najmanje jedan od tih bro-
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jeva jednak Quli;

2) Proizvod dva broja je razli¢it od nule ako i samo ako su oba broja razhéita od
nule; :

3) Proizvod dva broja je pozitivan ako 1 samo ako su oba broja pozitivna ili su oba
negativna. k ; :

Odgovor. Ozngéimo brojeve koji se pominju u tvrdjenjima sa ¢ i b. Tada traZeni za-
pisi 1zgledaju: : ’

1) 2:b=0 <= a=0vb=0, 2) a-b#0) < a#0AbH), 3) a-b>0 = (>0Ab>0Ma<O0Ab<0)

5. Data su tvrdjenja o brojevima 2, 4, 6:

a) Svaki od brojeva 2, 4, 6 je paran,

b) Neki od brojeva 2, 4, 6 je manji od 6,

c) Neki od brojeva 2, 4, 6 nije deljiv sa 3,

d) Nijedan od brojeva 2, 4, 6 nije veé1 od 6. -

Zapisati ih kori¢enjem znakova osnovnih logickih operacija.

Odgovor. Y a)2 2A2 4 216, b) 2<6v4<6v6<6, ¢) TI(32)vT1(33)v1(316),

d) T12>6) AV4>6)ATI(6>6),

6. Neka su x, y prirodni brojevi i neka je a njihov najmaniji zajednicki sadrzalac. To
znadi:

(i) x,y se sadrze u g,

(i7) Ako se x, y sadrze i u broju b, onda se  sadrz1 u b,

Zapisati uslove (i) i (if) koris¢enjem znakova logiékih operacija.

Odgovor. (i) xlaayla, (i) xIbAylb =alp.

7. Neka je < relacija poretka skupa S iz, y, # elementi iz S. Za a kazemo da je su-
premum za, X, y (oznaka: sup (x, y)=a), ukoliko je to najmanje gornje ogranicenje
za X, ¥, tj. ukoliko su ispunjeni uslovi ‘

(i) a je gornje ogramcenje za x, y,tj. x< a i y <a,

(ii) Ako je b neko gornje ogranienje za x, y onda a < b.

Uslove (i) i (ii) zapisati korid¢enjem znakova logi¢kih operacija.

Odgovor. () ¥< 2 Ay<a, (i)x<bAyp<b=a<bh

8. Izratunati istinitosnu vrednost 1skaza: :

a) 2=1A2=2; b) 2=Iv2=2; c)2=1=2=2; d) 2=2=2=1; e) 2=1<=2=2,

Regenje. Posto 7(2=1)=l, 7(2=2)=T, to ,radun” glasi;

Yobieno umesto (pvq)vr pifemo kraée pvqvr Sliéno vaZi i za konjunkciju,
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a) 7(2=1=2=2) = IAT= 1, b) 7(2=Iv2=2)= LvT=T;c) 7(2=1=2=2)=L=T=T;
A)1(2=2=>2=1)=T=1=1; e)7(2=] <= 2=2)=1 = T=1.

9. Izradunati istinitosnu vrednost iskaza: . ‘

a) (1=1A2#1)= (2=2Vv3=2),, D) (N1>1<=]1>2)A2>1)v2>2.

10. Rexit: formule (tj. odredit: sve vrednosti nepoznatih koje je zadovoljavaju) po ne-
poznatoj x 1z skupa {1, 2, 3} :

a) x=1, b)x#l, c)x=Ivx=2, d)x#Ivx#2, e)x=Iax=2, f) x#IAx#2, g) x=IAxH2,

) x=Ivx=2vx=3, 1) (XZIAXF2 JV(XxF2NXE3)."

Odgovor. a) I; b) 2,3; ¢) 1,2; d) 12,3, e) nema relenja; f) 3; g) I; h) 1,2.3;

IR TSt : ;

11. Nastavak prethodnog. Resiti formule

a) x=1 = x=2, b)x#I = x=2, c)x=1=x=1, d)x#] = x=2, @) (x=IAx=2)> x=3,

f) x#1=> (x=2vx=3), g) x#I=(x=2Ax=3).

12. Dokazati:

Konjunkcija pAq je istinita akko su obe recenice p, g stinite.

Disjunkcija pvq je istinita akko je bar jedna od recenica p, g istinita.

Implikacija p = q je istinita akko je p lazna (»Iz laz1 sledi sve”) 1li je g istinita (»Is-
tina proizlazi 1z bilo ega”).

FEkvivalencija p < q je 1stinita akko redenice p, ¢ imaju jednake istinitosne vrednos-
ti.
- 13. Da li se do svih resenja izvesne formule po x oblika

P(x) = O(x)

‘moZe doé1 zdruzivanjem vrednosti za koje je P(x) lazno sa onima za koje je O(x)
1stinito ?

Odgovor. Moze.

14. Neka je x ma koji prirodan broj. Da li je tacna implikacija:

\ =N 2 =FA

Resenje. Neka x dobije ma koju vrednost xo (jedan od brojeva 0, I, 2, 3 ...). Raz-
likujemo dva slucaja:

(i) xoje 2. Tada r(xo =2 = X2 =4)=7(2=2 = 224 )=1(2=2=>44)=T=>T=1T.
(i) xo nije 2. Tada 7(xo=2) = L, pa stoga 7(xq =2 = X§ = 4)=1=1(x3 =4)=T.
Znac1 data implikacija je tadna za sve vrednosti x (iz skupa prirodnih brojeva).

15. Neka je x ma koji prirodan broj. Da li je tana implikacija

x =2 = x je paran broj
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- 16. Uveriti se da l1 je implikacija
X=2Ay=1 = x+y=3Ax—y=I
tacna za sve realne brojeve x, y.
Uputstvo. Razlikovati sluéaj: xo je 2. ¥ je 1,1 slucaj kad to nije — tj. Xo nije 2 ili

Vo nije 1, gde smo sa xq ,y, oznaéili vrednosti redom za X, y.
17. Dokazati da je prazan skup podskup svakog skupa.

Resenje. Neka je 4 ma koji skup. Prema definiciji relacije € dosta je dokazati da za
svaki x vazi:

®) . xep=>x€A

Prazan skup ¢ je skup bez elemenata, pa je 7(x €0) = L. Dakle, pretpostavka im-
plikacije (%) je uvek lazna (za svaki x i1 svaki A), pa je ta implikacija 1stinita.

18. Resiti formule PAQ, PvQ, P= Q, P < Q, ako su P, O

Az E AL 2 @ P Sl W) Pen> i A s> 8

¢)P:x=Ivx=2, Q: x € {1, 2}, gde xuzima vrednosti iz skupa {1,2,3,4,5}.

19. Dat je grupoid tablicom
‘Resiti formule:

1) a %*x=b, x%* b=b*x, x¥*x=C,

2)x=b = x % x=¢, X *a=b = b* x=c
20. Resit1 date formule po x, y (iz skupa prirodnih brojeva)
a) x=IAy=2; b)(x=IAy=2)v(x=2Ay=3); c)x=IAx+y=3;, d) xty=3Ax—y=I;
e)x=1; fyy=2; g)x=I = y=2.

Uputstvo. Resenja su preslikavanja oblika (% 4), zde su g, b prirodni brojevi koji
zadovoljavaju odnosna formulu. Formula ¢) ima beskonacno mnogo reenja /)]‘ Jb’),
gde je b proizvoljan.
21. Da li su date formule istinite za svaku vrednost promenljive x (1z skupa prirod-
nih brojeva)
a) x€ {12 }=x=Ivx=2; b)x€ {123}=xE{12}vxE {2,3}.
c) x=2=x€{2}; dx=2<=xc{12IAxE {23}
22.Dali su ove formule o skupovima istinite za ma koje skupove x, @, b, c

x € {ab }=>x=avyx=b, x € {ab,c = x=avx=bVx=c.

23. Utvrditi 1stinitosnu vrednost iskaza -1

1)Znak3koristimokaoz:nnenl.lzare(‘. neki (postoji). Tojetzv. egzistenci-
jalni kvantor
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(Nx ER)x* >0, (3xER)x* =1, AxER) x> =1

24. Formula x =0 V v = 0 < xy = 0 je istinita 7a sve realne brojeve x, y. Dokaza-
t1. :
25. Dokazati da je formula

x=lvx=2<x*_3x+2=0
istinita za svaki realan broj x. :
26. Ispitati dali su date formule istinite (za sve realne brojeve x, y ).
X=0Ay=0=xy=0, xy=0=x=0Ay=0,
x=0Vy=0 < xy=0, xy=0Ax#0= y=0, xy#0<= x# 0Ny #0
27. Produzetak prethodnog.
>0 (x>0 Ay>0)vE<OAY <0), xp>0Ax>0=y >0,
xY<L 0= (x>0AY LONELOAY>0), xy<O0Ax >0<=y<0
28. Dokazati da je relacija a data tablicom rela-
cija ekvivalencije skupa { 12,3}
Uputstva Treba dokazati da su formule x « x,

xXay=yax, xay Ay 0z=xqz istinite za
sve vrednosti x, , z iz skupa { 7, 2, 3}. Dak-
le , problem se svodi na odredjivanje istinitosmh vrednosti iskaznih') formula po-
sebne vrste kao:

lal, 202, 3a3, lod = lad, 102 = 2al, lalAlal = lal idl. sagradjenih od iskaznili
slova: Jal, 1o2, 1a3, 201, 202, 203, 3al, 302, 303,  &ije su vrednosti odredjene
tablicom relacije a:. Na primer, :

T(2al Ala3 =2a3) =TA L=>1=1=1=T.
29. Dokazati da je datom tablicom odredjena
jedna relacija poretka skupa {a, b, ¢ }.

30. Neka su a, § relacije skupa { 1, 2, 3} odredjene tablicama

Gl i B
EE T E T
ol S 2L ey
Sl S Sihrer T A

Odrediti tablicu relacije y definisane ovako

1)Iskazne formule sagradjene od iskaznih slova p, q, r su recimo: p, q, T PAQ, pvq, p=Qq,
p = q, (pAqQ) =1, (PAQ) © (qvr) i d. O tome podrobno u tacki VII Iskazne for
mule. Tautologije.
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, xvy Exaynxpy.
Resenje. Koristec1 definiciju 4 tablice datih relacija imamo:
t(Iyl) =t(led )An(1B1)=TAL =1, 7(1y2) = 1(1a2)AN1R2) =TALl=1.
Sli¢no se dobijaju i jednakosﬁ: _ 2 :
7(1y3) =1, 7(2y1) =L, 7(292) =1, 7(243) =L,7(3y1) =L, 7(372)=T, (33 L
koje potpuno odredjuju tablicu relacije 7y . ‘
31. ProduZetak prethodnog. Odrediti tablicu relacije y uvedene ovako
@) xp & Fayv x8y)b) xby S vy =xfy)

¢) 1 L (xay = xBy)
32. Dokazati da za ma koje iskaze p, q vredi; ,
T(pAg) = Lakkotp =11iitqg =1, 7(pvg)=1akkorp = Lli Tq;l,T/p=q)=i
akko tp=T itq =1, 7(p < q) =1 akko 7p # 14. '
33. Dokazati: '

Ako 7p =T, 7(p= g)=T, onda 7q =T
koji 1ska

Ako 7p =T, 7(p=¢q)=T, onda 7q=T (p, 7 ma koji 1skazi)

34. Da li vredi (za ma koje iskaze p, q) :

a)7(pvq) =T povlai 7p =T, b) 7/pAg)=1 povladi mp = 1L
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V POTREBAN I DOVOLJAN USLOV

¢ Medju logickim operacijama implikaciji pripada 1staknuto mesto. S pravom se
moze reéi da se najveé1 deo matematike misaone delatnosti odnosi na razna pi-
tanja koja su u vezi sa implikacijom 1li su njome protkana. Radi lakSeg resavanja
takvih pitanja, kroz 1storiju ljudske musli razvio se Citav niz jeziCkih 1Zzrazavanja
implikacije. Tako, u matematici se uzima da sve regenice isto znate (p, ¢ =
ma koje recenice):

(I;) Ako p, onda q,

(I;) p poviaci g,

(I3) I p slediV) g,

(Is) Da je q, dovoljno je da je p,

(Is) p je dovoljan uslov za q,

(Is) Da je p, potrebno je da je q,

([7) q je potreban uslov za p,

() g 2kop,

() p, samo ako g,

(1) g je posledica pretpostavke p.

Pored istaknutth, za imphkaciju postoje 1 mnog drugi reCeiucm obvlicl
¢ Ekvivalencija je uvedena kao dvostruka implikacija, tj. kao:
(E,) Ako p onda q i ako q onda p. (p, q proizvoljne recenice)
Koristeé1 1staknute reeniéne oblike za implikaciju, posle uobicajenog jezickog sa-
7imanja na nekim mestima, ekvivalenciji odgovaraju 1 ov1 oblici izraZavanja
(E;) Ako p, onda q i obratno?
(B3) p ako i samo ako q,
(E4) Da je p, potrebno je i dovoljno, da je q,
(Es) p je potreban i dovoljan uslov za q.

1
)Umestosledi govorisei: proistiée proizlazi sleduje.

2
)Za implikaciju q = p kaZe se da je o br a t implikacije p = q.
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¢ Istaknimo: =
Dokazati da je p dovoljan uslov za g, ili
Dokazati da je q potreban uslov za p, ih
_ Dokazati da iz pretpostavke p proizlazi posledica q,i sli¢no znadi:

Dokazati da je implikacija p = q istinita.
ZADACI

1. Date mplikacije proc¢itati na naéine (I;) do (I;4)

a) 6lx'=2lx, b)x>2=x >0, c)x je kvadrat = x je romb,

d) x je prirodan broj = x je ceo broj.

2. Naredne recenice prevesti na oblike u kojima uéestvuju reéi:
samo ako, potreban uslov, dovoljan usloy

a) Ako je trougao ravnostran, onda je on ravnokrak,

b) Realan broj je nenegativan, ako je pozitivan ili je jednak 0, -

c)Iz x2 = Isledix=1ilix=—1.

3. Ekvivalencije o prirodnim brojevima proéitati na nacine (E;) do (Es)

a)2lnna 3ln=6ln b)2ln v2lm <= 2lnm,

c)n =2 < nje paran A n je prost. :

4. Ekvivalencije o realnim brojevima proéitati na na¢ine (E;) do (Es)

a)xy=0<=x=0vy=0 b)xy#0<=x#0Ay#0
VXY >0 (x>0Ay>0)vix<0Ay<0)
5. Odrediti:
a) jedan dovoljan uslov, b) jedan potreban uslov
za recenicu 4lx (x je ceo broj).
Resenje. a) Jedan dovoljan uslov je recimo 8lx, jer ako je ceo broj deljiv sa 8, de-
ljiv je i sa 4, odnosno implikacija
8lx=4Ix
je 1stinita.
Dovoljni uslovi su i: x = 4, 12|x, 4|x kao i razni drugi.
b) Potreban uslov za deljivost broja sa 4 jeste deljivost tog broja sa 2, odnosno im-
plikacija
4lx = 2|x
je 1stinita.
Jos neki potrebni uslovi su: 41x, x > 4, 4lx2, 6[3x.
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6. Za svaku od datih re€emica odrediti po 3 dovoljna, i po 3 potrebna uslova
a) Trougao je ravnostran, b) Prirodan broj n je paran,
¢) Prava a je paralelna sa pravom b.
7. Date su redenice o pnirodnim brojevima:
11 je paran, m je paran, n je paran A m je paran, n je paran v m je paran.
Ispitati za svaku od njih da li je:
a) potreban uslov, b) dovoljan uslov, ¢) potreban i1 dovoljan uslov za recenicu:
men je paran broj.
8. Koja medju datim redenicama jeste potteban i dovoljan uslov za redenicu Cetvo-
rougao je kvadrat
a) Dijagonale cetvorougla se polove,
b) Dijagonale ¢etvorougla su medjusobno jednake i polove se,
c)Dijagonale Eetvorougla su uzajamno nopmalne i polove se,
d) Cetvarougao je pravougaonik i dijagonale su mu uzajamno normalne.
9. Za svaku od datih reGenica odrediti po 3 potrebna i dovoljna usova
a) Cetvorougao je paralelogram, b) Trougao je ravnostran, ;
c) Ceo broj je deljiv sa 30, d) x =1 v x =2 (x je realan broj).
10. U terminima koeficijenata p, g odrediti potreban 1 dovoljan uslov da brojevi
@, § budu resenja realne jednacine (po x):

) x2+px+q=0
Resenje. Prema Vijetovoj teoremi, brojevi @, 8 su resenja jednaline () ako 1 samo
ako zadovoljavaju jednakosti
atf=-p, af=q
Otuda je trazem: potreban i dovoljan uslov konjunkcija
atp=—-pAaf=q
11.U terminima koeficijenata 4,b odrediti dovoljan uslov da jednacina pox: a-x=b
bude moguéa (na polju realnih brojeva).
Reseaje. JednaZina a-x=b je moguéa u ovim slucajevima
(1) a#0, 2)a=0 i b=0
(U prvom sluéaju jedinstveno redenje je b/, a u drugom jednacina glasi: 0-x=0,
pa je svaki realan broj njeno regenje.)
Otudasu: a #0, a =0 A b =0 dva dovoljna uslova trazene vrste.

12. Pomoéu reéenica: 1 je paran broj, m je paran broj obrazovati potreban i do-
voljan uslov za: m-n je paran broj, gde su m, n prirodni brojevi.

[y i+

e 4

13. Da 11 je za datu implikaciju istinit njen obrat

ar = T e e mm—
e [ 1 s e
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a) Ako je trougao ravnokrak, onda je on ravnostran;
b)x=1lvx=2=>x€ {12}, c)a#0=>(EFx€ER)a-x=0

14. Naredne recenice o realnoj jednacini @-x = 1 (po nepoznatoj x) zapisati kors-
¢enjem znakova osnovnih logickih operacija

1) Jednacina a-x = 1 je moguca u shicajua # 0,
2) Jednacina a-x = 1 je moguca, uz uslov a # 0,
3) Jednacina

Je moguda. e = 150

Odgovor. Sve tri recenice isto znace kao:
Ako a # 0, onda je jednaéina a-x = 1 moguca.
Dakle, radi se o jo§ nekim na¢inima kazivanja implikacije. Kori§éenjem znaka = |
sve date recenice se zapisuju ovako:
a# 0= ax =1 je moguda jednacina, ili kraée: ¢ # 0 = (3xE R) a-x = 1.

15. Naredne recCenice zapisati koriéenjem znakova osnovnih logikih operacija
a) Prirodan broj je ceo broj,
b) Kvadrat rednog broja je nenegativan,
c) Kvadrat je romb,
d) Prirodan broj je paran ili neparan, °
e) Prost i paran prirodan broj je jednak 2.
Resenje. Sve recenice su sluéajevi vaznog oblika implikacije
A jeB

To je, n stvari, kraéi naCin kazivanja duze recenice

Ako x ima svojstvo A, onda x ima svojstvo B.
Otuda, trazeni zapisi izgledaju ovako
a) x je prirodan broj = x je ceo broj, li : x€ N = x € Z,
b) x je realan broj = x2 > 0, ili: x ER =x* > 0,
¢) x je kvadrat = x je romb,
d) x je prirodan broj = x je paran Vv x je neparan ili: x EN=x € 2N v x € 2N+1,
e) x je prost prirodan broj A x je paman = x = 2.

16. Date recenice zapisati kori§éenjem znakova logi¢kih operacija
a) Broj deljiv sa 10 je deljiv sa 5,

b) Prirodan broj je ili paran ili neparan, ,

c) Paralelne prave se ne seku,

d) Podudarni trouglovi su slicni,

e) Pravougli trougao nije ravnostran.

17. Umesto znaka ... staviti jedan od znakova logickih operacija tako da dobijene
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redenice postanu definicije parnog broja, romba, odnosno resenja (po x) realne
jednaéine J(x) = 0

Prirodan broj n je paran ... 2ln,

Cetvorougao je romb ... ima sve stranice medjusobno jednake,

a je refenje jednacine J(x) =0 ... formula J(a) = 0 je istinita.
Odgovor. Na sva tri mesta treba da dodije znak <=, ili ako hoé¢emo da istaknemo
da se radi o definicijama, onda znak &l (&itati: ekvivalentno po definiciji).
Primedba. Prethodne i sa njima sli¢ne definicije Cesto se Cuju u obliku implikacije,
odnosno:

Prirodan broj n je paran, ako 2\n,

Cetvorougao je romb, ako ima sve stranice medjusobno jednake,

a je resenje jednacine J(x) = 0, ako je formula J(a) = 0 istinita.
Medjutim, tu se pise implikacija, a mish se na ekvivalenciju, 3to je jedan od cestih
slucajeva mesanja implikacije 1 ekvivalencije.
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VI JEDNAKOSNI DOKAZI.
ALGEBRA BROJEVA
| \

¢ Jednakost je jedna od najvaznijih relacija uopste. Poseduje razne zakonitosti, pra-
vilnosti. Kao aksiome (polazna tvrdjenja) uzimamo:

(i) Jednakost je (R)—(S)—(T) relacija, tj. taéne su formule
®R) x=x, @) x=p=>y=x, @) x=yAy=z=x=z
gde su x, y, z ma koji objekti. Inage, (R), (S), (T) su odrednice tzv. relacije ekve
wlencije. Naime, relacija ~ nekog skupa 4 je njegova relacija ekvivalencije, ukoliko
7a sve x, y, z € A vaze formule
2 957 5%, 5250 WESNEI b, X~ PAY~ZSX~ I
(ii) Jednakost je saglasna sa svakom matematickom operacijom i svakom relacijom
— o Gemu viSe govora u drugom i treéem delu ove tacke.
¢ U jednakosnim dokazima iz izvesnih pretpostavljenih jednakosti (koristeci se nave-
denim aksiomama) dedukuju se (izvode, dokazuju) razne druge jednakosti. Recimo,
jedan dokaz implikacije
a=bAc=b=a=c

izlozen korak—po—korak glasi:
(1) 2 =b (Pretpostavka)
(2) ¢=0b (Pretpostavka)
(3) b =c (Iz (2) primenom svojstva (S) )
(4) a=c (Iz (1) i (3) primenom tranzitivnosti jednakosti)
Kraj dokaza.
¢ U prethodnom primeru, kao i u jednakosnim dokazima uopste, svojstva jednakos-
ti istaknuta kao aksiome koriste se obi¢no u vidu pravilz izvodjenja:

Ta i ta jednakost proizlazi iz tih i tih jednakosti
Recimo, svojstvima (S) i (T) odgovaraju ova pravila (zapisana na uobicajeni nacin)

©)) ==

—= (Iz jednakosti x=y proizlazi jednakost y=x)

(T) %21‘2 (Iz jednakosti x=y, y=z proizlazi jednakost x=z).
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ZADACI

1. Dokazati implikacije:

b=aAb=c=>a=c¢, c=aAb=daa=d= b=c
Resenje. Jedan dokaz prve formule glasi:
(1) b=a (Pretpostavka)
(2) b=c (Pretpostavka)
(3 a=b (Iz (1) po pravilu (8))
(4) e=c (1z@)i(2)po (T))
2. Nekasu a, b, ¢ neke prave. Da li se dokaz implikacije

bllaab |lc=all c

moZe dobiti ako se u dokazu navedenom u prethodnom zadatku znak = svuda za-
meni znakom ||, podrazumevajuéi pri tom da se umesto (S), (T) koriste pravila:

Sp xlly @ x|y yllz
il x x|l z

3. Dokazati implikaciju
b~aAb~c=>a~ ¢

gde je ~ ma koja relacija ekvivalencije.
Uputstvo. U navedenom dokazu zadatka 1 znak = zameniti sa ~.
4. Dokazati implikaciju

A1 = a A dy=0a;5 A AL =a,Ta=ay
5. Dokazati ekvivalencije

a=b<=b=a a=bAc=b<>b=aAc=a
6. Dokazati formulu

a=bAc=d=(a=c<=b=d)

Uputstvo. Iz pretpostavki @ = b, ¢ =d, a = c izvesti b =d, kao i iz a=b, ¢ =d, b=d
izvestia = c.
7. Dokazati formulu:
@) =
Resenje. Formula ima oblik implikacije 4 => B. Dokazujemo je tzv. metodom svo-
djenja na protivurecnost (reductio ad absurdum). Naime, da bismo dokazali da 4
povlaci B, dokazaéemo da nije mogucée da jednovremeno vaZe: 4, 1B, odnosno da
iz tih dveju pretpostavki slede neke dve suprotne posledice R, “"1R. Jedan dokaz iz-
gleda:

(1) x # y (Pretpostavka A)
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(2) y =x (Pretpostavka ~1B)
@) x=y (1z@)po ())
Zakljuéak: (1) i (3) su dve suprotne posledice (od 4, 71B), stoga vredi implikaci-
jad =B.
8. Metodom svodjenja na protivureénost dokazati implikacije
X=yAy Fz=>x#12 T xX=yAzFuAu=x=>y#z
Resenje. Jedan dokaz prve formule glasi (premisa x=y A p#z oznacenajesa 4, a za-
kljucak x#z sa B):
(1) x=y, y#z  (Pretpostavka A)
2) =x=z (Pretpostavka ~1B)
B) y==x (Iz prve formule pod (1) primenom pravila (S) )
@ y= Iz @3)i(2)po (T))
Kraj dokaza, jer smo dobili posledice y=z, y#z: formula (4) i druga formula pod
(D). '
9. Elementi nekog skupa oznaceni su sa 4, B, C, D, E, F, G i ne zna se koji su
sve medju njima jednaki, a koji razli¢iti. Raspraviti to pitanje na osnovu podataka:
B=G, A=C, E=D, G#A, D=B, F=C
10. Da li se dobijaju tacne jednakosti iz
X=y, z=u
ako se x, y, z, u zamene sa:
2)) Il 72 s W) 2,2, 2, 2 @) M, Yy 2y AL
11. Da li jednakost oblika ¢=d mora biti posledica jednakosti e=c, a=b, d=c ?
12. Da 1i je taéna implikacije x#y A y#z = x#z ?
13. Uocimo jednakosti
a4y 03,43 =44, 3= 4s

Cije strane su znaci konstanata @1, @2, 23, ds, ds , i izvestan skup A4. Preslikavanje
oblika

(a1 4y A3 a4 As

) (04, 5, 003,04, 05 € A)
Qy Gy O3 04 O
nazivamo model?) (resenje) datih jednakosti, ukoliko su taéne jednakosti:

U =0y, 03 =0y, 03 =0,
Odrediti sve modele u sluéaju 4 = {1, 2, 3}.
14. Dokazati da formule

a=bb=c¢,c=d d#a’
nemaju nikakav model.

I)L.Jops}‘fe, ako je uoCen skup izvesnih jednakostioblika aiea; skupa A, tada se preslikavanje ¢iji su
likoviaj, a;, ...a slike su neki elementi 01,00, ... skupa A naziva m o d e 1, ukoliko za te
elemente(; , 02 ».. dobijene jednakosti stvarno vaZe u skupu A.
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15. Uoc¢imo skup § jednakosti:
a; =ay, a4, =ay,
G =ay, B Tm
by =biy, by =b;, by =bs,
by =by, by =b,, b, =D,
b3 =by, b3 =b,, b3 =b;
Dokazati da je taj skup dokazno zatwren, odnosno da se iz tih jednakosti kao po-
sledica ne moze dokazati ni jedna nova jednakosfc (po a;, b Pl
Resenje. Sa slovima a;, a,, by, b,, b; moguée je uogiti tri vrste jednakosti: jedna-
kost dvaju @-ova, kao a;=a, i sl., jednakost dvaju b-ova i najzad jednakosti oblika
a; = bj. Jednakosti prve dve vrste pripadaju skupu S. Ostaje jo§ da se dokaze da ni-
jedna od jednakosti oblika a; = b i nije posledica datih jednakosti. Dokazujemo to,
primera radi, za jednakost @; = b,. Pretpostavimo suprotno, odnosno da ta jedna-
kost jeste posledica skupa jednakosti S, i uo&imo ovo preslikavanje

/814y by by by
( - 2.2 2 )
Nije te§ko uvidetida je to jedan model svih formula iz S. Medjutim, formula @, = b,
nije u tom modelu ispunjena, jer /=2 nije ta¢na jednakost. Dakle, a, = b, zaista
nije posledica skupa S. Sliéno vazi i za ostale jednakosti oblika a;, = bJ
Napomena. Skup S je posebnog oblika; to je,.re¢i éemo tako, razvrstan skup jedna-

kosti. Opstije, neka su 4, B, C, ... izvesni medjusobno disjunktni neprazni skupovi
slovaa,,a,, ..., 0dnosno by, b,, ... i sl. Sa § ozna€imo skup svih formula oblika

a =aj, bk =bs, B S B o
pri Cemu su a,, a; ma koji elementi skupa 4, by, b skupa B i sl. Takav skup S na-
zivamo razvrstan skup (jednakosti). '
16. Neka je S razvrstan skup jednakosti. Dokazati da je on dokazno zatvoren.
17. Neka je ~ relacija ekvivalencije skupa A. Dokazati formule
1) a~b=(Vx)(x~a=x~b) (ii) e~b=(3Ix)(x~anx~Db)
gde su g, b, x, elementi skupa A.
Resenje. (i) Za dokaz sleva nade sno dosta je izvesti ove dve implikacije
a~b=(x~a= x~b) a~b=>(x~b=>x~a)
za ma koji element x skupa A4, §to sledi neposredno na osnovu svojstava (S), (T) rela-
cije ~.
Jedan dokaz zdesna nalevo glasi:
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(1) (¥x)(x~a<=x~Db) (Pretpostavka)

@ a~a=a~b (Iz ekvivalencije x~a<=>x~b, koja prema (1) vre-
di za svaki x skupa 4, stavljajuéi umesto x bas a)

@) Te=a~b (Jer ~ je refleksivna pa je a ~ a tacno)

4) a~b (Iz (3) na osnovu istinitosne tablice za <)

Kraj dokaza implikacije (Vx) (x ~a <> x ~ b)=a ~ b, a samim tim i prve ekvi-

valencije.

(i}) Dokaz sleva nadesno sledi neposredno — postojeéi x je, recimo a.

Dokaz zdesna nalevo sledi na osnovu svojstva tranzitivnosti relacije ~:

(1) (3x)(x~anx~Db) (Pretpostavka)
@)Ex=iaiN xea bl (Postojeti x oznacili smo sa xo)
@) a~b (Iz (2) na osnovu (8) i (T))

18. Neka je ~ relacija ekvivalencije skupa 4. Klzs1 ekvivalencije C, proizvoljnog ele-
menta g iz A uvodi se definicijom

C, 4 {xedlx~a}

Dokazati da klase ekvivalencije imaju ova svojstva
®)C#9o, @) C,=Cp<=a~b, (i) C;NCy=¢<=arb,

) U CrA, §. unija") svih klasa ekvivalencije jednaka je skupu A.
aEA
Drugim re&ima, relacijom ekvivalencije skup A se razlaze (razbija) na neprazne,

medjusobno disjunktne podskupove.

Resenje. (i) Postoa~ g to a € C, p2 je C,neprazan skup.

(i) Podsetimo najpre da su  skupovi C,, Cy, jednaki akko imaju iste elemente, od-
nosno

@ =Cy <=>(Vx)(xeca<=xecb)

Dalje, na osnovu definicije klase ekvivalencije, viedi: x € C, = X~ a4, X € Cb¢=>x~b,
na osnovu Gega prethodna ekvivalencija postaje

.,=Cp = (vx)(x ~a<=>x~Db)
Koristeéi jos i ekvivalenciju '

a~b<=(Vx)(x~a<=x~Db)
dokazanu u prethodnom zadatku neposredno zakljucujemo

G = Cp= ,; ~b

(ii) Presek €, N Cy je prazan skup akko njemu ne pripada nijedan element (sku-
pa A), tj. |

1) Ako su Si(i € 1) izvesni skupovi, njihova unija [J S je skup svih onih elemenata koji pripa-

daju bar jednom od skupova §.. €1
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€ €, SW s=TELF)((3E € M &)
C NGy =0l (3 x)lfxe Cin e Cp)
Dalje dokaz tece sli¢no kao pod (ii) kori¥enjem ekvivalencije
a~b+<=(3x)(x~ aAx~Db)

(iv) Posto je C, podskup od 4,tojei U C, takodje podskup od 4. Dakle
a €4

U G C 4. Za dokaz obratne inkluzije 4 € |J C, dosta je iskoristiti inje-
a€A a€ A
nicu da a pripada klasi C,.
19. Neka je A izvestan skup 14, (i € 1) podskupovi od 4 koji zadovoljavaju uslo-
ve:
(@) A'i%d’, za svaki i € [,
@) - AiﬂAj =0 akoi # ],
i) U 4,=4

i€l
Drugacije se kaze da je familija A (z' € I) jedno razlaganje ili razbijanje skupa A.
Neka je, dalje, ~ relacija skupa A ovako uvedena:
x ~ y akko x,y pripadaju isom skupu A;, za nela L
Dokazati da je ~ relacija ekvivalencije Cije su klase upravo A
20. Dokazati ekvivalenciju
S je razvrstan skup < S je dokazno zatvoren,

gde je S ma koji skup jednakosti.
Uputstvo. U vezi sa=>—delom videti zadatke 15 i 16. Da bismo dokazali <—deo,de-
fini§imo najpre relaciju ~ (u skupu 4 svih slova koja ucéestvuju u formulam iz S§):

: Sy &l formula x = y pripada §
Poito je S dokazno zatvoren, tj. zatvoren u odnosu na primenu pravila (R), (S).(T)
to je ~ relacija ekvivalencije skupa 4. Prema prethodnom zadatku njome se skup A
razbija na neprazne medjusobno disjunktne skupove — na klase ekvivalencije Cija je
unija skup 4. Kako za proizvoljne elemente X,y skupa A vredi:

x ~ y akko x, y pripadaju istoj klasi ekvivalencije
to vredi i:

x =y €S akko x,y pripadaju istoj klasi ekvivalencije
§to upravo znadi da je S razvrstan skup jednakosti.

21. Skup jednakosti
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X1 T X3, Xy T X5, X4 =X3 Xg =X, X7=Xs

dopuniti sa §to manje novih jednakosti tako da se dobije razvrstan skup S (tj.
dokazno zatvoren — videti prethodni zadatak).

ReSenje. Prikazujuti slova xy, X, , ..., X7 grafickim tackama a jednakost oblika

X=X strelicom koja vodi od x, ka X dobija se skica, tzv. graf
X7
X1 Xe X2

X3
Xa Xs

pomocu koje se zadatak re§ava neposredno. Kao prvo, m]e tesko uvideti da S tre-
ba da sadrZi svaku od jednakosti

X1 =Xy, X1 =X3 X1 =Xa, X1 =X,
X3 =X, X3 =X3, X3 =Xa, X3 = X,
4 T Xy, X4 T X3, X4 T Xa, X4 = Xe,
Xiot= X150 X = Xa, il et = XA e e = X!

koje su u vezi sa prvim delom grafa (mozemo reci i: medjusobno su povezane). U
stvari, pored tih S sadrZi jedino jos i ove jednakosti (u vezi sa drugim delom grafa)

%Y oGy, 2% =oh3s 2% S ouy
X5 = X2, Xs = X5, X5 = Xn,
x7 =i x2, .X7 = xs, X7 = x7

Dopunjeni graf izgleda E v

Napomena. Prethodno resavanje bilo je vige graficko no strogo formulsko. Medju-

tim, ta se ,,mana” lako otklanja. Naime, elementi skupa S, koji su neke jednakos-

ti oblika 4 = v, mogu se strogo ovako odrediti

u= v.g Postoji kona¢no mnogo slova z;, ..., z, (neka od uocenih slova x4,...,x7)
tako da ma koja od jednakosti

U=Z1 00750 = 75 =y

Sz
oznaéena sa p = q zadovoljava uslov: g
(i) onaje oblika p = p ili,

(ii) p =gq je ¢lan skupa M ili,

(iif) obratna jednakost, tj.q = p je ¢lan skupa M.
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U opstem sluGaju moZe se na sliéan naCin dokazati da se ma koji skup-M jednako-
sti moze dopuniti sa §to manje novih jednakosti tako da se dodje do razvrstanog
skupa S.
Napomena 2. U prethodnom zadatku u stvari je opisan postupak kako se od neke
date relacije p izvesnog skupa 4 moze doéi do minimalne relacije ekvivalencije p
koja tu relaciju sadrzi, tj..do tzv. ekvivalenciiskog ili (R,S, T)—=zatwrenja za p. U
sluéaju kada je relacija p data skupovno —skupom odgovarajuéih uredjenih parova,
skup o~ biée nadskup od p, i to minimalni nadskup kojim je odredjena relacija ek-
vivalencije.
22. Za relaciju p skupa {x;, ..., X, } —(navedeni su svi slugajevi vazenja relacije)
2 (e 291 (Dl o5 [Desgn i Doy e (Vo5
odrediti ekvivalencijsko zatvorenje p~.
Uputstvo. Zadatak je izomorfan sa prethodnim; dosta je znak = svuda zameniti sa
p- ‘ !
23. Datu relaciju p skupa 4 dopuniti do ekvivalencijskog zatvorenja p™~
a)A4 jeskup {1, 2, 3, ..., 8} ,p je odredjena formulama
I1p4 1p5 8p6 3p2
b)A je {a b, ¢ d, e}, p je odredjena formulama
a~c, d~e

c)Aije {123, .. 10}, a relacija p je odredjena grafom

1

L

24. Za relaciju p datu tablucom odrediti ekvivalen- b [La b cid e
cijsko zatvorenje p~. a s
Resenje. Graf wocene relacije izgleda o b ML de L
b e I

e ./c-7 C‘ g/ (S IS TR 8 T

a njegovo (R, S, T) — upotpunjenije je: e BRI AL

: BTy e
aogc) d!

Stoga, u datoj tablici najpre uklanjamo sve l—ove, a potom dodajemo neophodan
broj T —ova prema prethodnom grafu. Na kraju jo§ preostala prazna polja popunja-
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vamo l-ovima. Dakle, postupak izgleda ovako

a bede L blleidie pNIabcde

a T ol T a | ST
ZCJ T b ¥¥¥ b T
: i L
e e T g |l L

25. Za relaciju p datu tablicom odrediti ekvivalencijsko zatvorenje p

S pllla e dec i 2)& pi@ brecde fi ) olllahilcdie i
Al i L 2[R iz | IS
o) LSS | S b T e | {1 | R | R
@ (HL kel el dL L e cHRIE B (L
el LI AL AL L a1 S il |1 S [ S [
e B | A [ e8| AN TES| LR )| L R S
2 [ I | T /7 | 15 | S S | G| | | |

26. Odrediti sve modele formula

0 =0y, 03 =45, G5 =04, @ =ay, 4;=4d3, 037 0
ako se a; tumace kao 1, 2, 3, 4, 5, 6
27. Da li postoji model formula
a=c, ¢c=d, d=b, a#b
28. Koliko najmanje razli¢itih objekata (recimo brojeva) je dovoljno da bi se odre-
die model formula

a#b, a#c b#c, dFe
29. Neka je M skup izvesnih jednakosti po @1, 23, ... . Dokazati:

Jednakost a; = 2 je (R, S, T) — posledica skupa M ako i samo ako ta jednakost va-
Zi u svim modelima skupa M.
30. Neka je M skup izvesnih jednakosti i razliGitosti po @,, &,, ... (tj. formula vi
da a, = z, a; 7 aj/‘ Dokazati: ‘

Skup M ima model ako i samo ako iz M nije moguce izvesti dve suprotne formu-
le (kao ¢, = a;, 4 # a;) primenom (R), (S), (T) svojstva jednakosti i jo§ ovih dvaju
pravila

’

3) x#y (1) X=y,y#z
Ay #x x4z

Uputstvo. U skupu M uoéiti podskup koji Eine njegove jednakosti, a potom obrazo-
vati odgovarajuéi razvrstani skup S.

31. Nastavak prethodnog zadatka. Dokazati:

Formula a, = 2 odnosno a; ij je (R, S, T, S’ T’) — posledica skupa M ako i sa-
‘mo ako ta formula vazi u svim modelima skupa M.
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® Jednakost je saglasna sa svakom matematickom operacijom. Recimo, saglas-
nost sa sabiranjem izrazena je formulom:
X1 SY1AX TP, T X v =y ty, (%, Vi, %, ¥, ma Koji brojevi)
koja se moze iskazati i reéima:
Jednakosti se smeju sabirati
Opstije, saglasnost sa nekom matematickom operacijom f duzine n izrazava se
formulom: '

(Sf) X1 =ylA Axn =yn = f(xli 200 xn)=f(V1, 005 yn)
To svojstvo se najcesée koristi kao pravilo izvodjenja:

251 F Whp o 28 S Y
g 1 n n
( f) f(xl: reey xn)zf(yl» seisy yn}

Naime ako se u nekom dokazu nalaze formule oblika

X1 =Via, X =Vl X SV,
tada je moguée za nov ¢lan dokaza uzeti formulu
flxy, -, xn) S 60 oo Vn)
& Neka je ~ relacija ekvivalencije skupa Ai f izvesna njegova operacija duzine n
Kazemo da je ~ saglasna sa f (ili da je ~ kongruencija operacije f) ukoliko za sve
X1, Y1y s X, ¥, i2 skupa A vazi uslov '
ST ST o S22 0= B e 98 U1 0 1)
¢ Jedna od opstih posledica do sada navedenih aksioma jednakosti ( (R), (S), (T)
i aksiome saglasnosti sa ma kojom operacijom) jeste tzv. zakon zamene (za izraze):
U bilo kojem izrazu dozvoljeno je neki njegov deq, podizraz zameniti drugim sa
njim jednakim izrazom (videti zadatke 32—37). Recimo, vazi jednakost
2+3.(4+2)=2+3-6 (Jer 4+2=6)

ZADACI (nastavak)
32. Dokazati implikacije
X1=P1A X =) A X3 =y = (X 4% ) X3 =(Y1 ¥2) V3
(xy, ¥, ma koji brojevi)

Resenje. Jedan dokaz je niz:

(1) x1 =y, (Pretpostavka)
(2) x2 =y (Pretpostavka)
(3) x5 =3 (Pretpostavka)
4) x+x,=y1+)2 (Iz (1) i (2) primenom pravila

X1 =V, X2 = )2
X1 T X= Y1 Y,
odnosno sabiranjem jednakosti (1) i (2))
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(5) (%1 +%) %3 =(v1 +y5 )+ ¥s (z (4) i (3) primenom pravila

a, =by, a, =b,

I

@y -a, =b, - b,y
tj. mnoZenjemjednakosti (4) i (3) )
33. Dokazati implikacije
X=y=a+x=at+yAxta=y+a, x=y=a-X=a-yAx-a=y.a
(%, y,2 ma koji brojevi)
34. Dokazati implikaciju
XxX=y=awxx=agwy AN x*a=y¥xa
(x, y, a elementi skupa S, % operacija tog skupa)
35. Dokazati implikaciju
X1 SPIAX S AX3 =y = (X %% ) KX S (1% )y )%y,
36. Dokazati: '
A =B =X i (yoA) =x ¥ (yoB)
tj. uizrazu x ¥ (yoA4 ) dozvoljeno je podizraz A4 zameniti jednakim izrazom B.
Resenje. Dokaz je, recimo: ‘

1) x=x (Aksioma (R) )
@)y =y (Aksioma (R) )
(3) A=B (Pretpostavka)

(4) yeA=yoB (Iz (2) i (3), prema aksiomi saglasnosti jednakosti sa o)
(5) x#(yed)=x+(yeB) (1z(1)i(@))
Kraj. :
Napomena. U tacki XIII Jos o jednakosti izlaze se opsti sluCaj zakona zamene.
37. Dokazati formule
x=y=>x2 =y, x=y=> x> =32 x=y=>ad +bx+c=ay* +by+c
x=aAy=b= x> +)* =a* +b*, x=aAy=b= 2x+3y=2a+3b
(@, b, x, y ma koji brojevi)
38. Neka su formule (o prirodnim brojevima)
x+0=x x+y =(xty)
=108 25— 3= 22 A = 3 ]
uzete za aksiome. Dokazati teoreme (tj. posledice aksioma)
3+2=53+3=6, 7+11=18, 8 +15=23

Resenje. Sve se jednakosti dokazuju sli¢no. Evo jednog dokaza prve jednaiosti, kao
uglednog primera
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3+2=3+1"* (Jer, 2=1" je aksioma. U stvari koristi se i zakon zamene, ali se to
- u obrazloiénjima precutkuije)
=(3+1)  (Koristili smo drugu aksiomu: x, y sutedom 3, 1)
=(3+0°) ({deri=0") 2
=(3+0)° (Prema drugoj aksiomi)

=~ (Jel' 3+0= 3’ prema PIVOj akSIOrm)
=4 {er 3’ = 4; to sledi iz aksiome 4=3")
=9 Jer4’=5)

Dakle, 3 + 2 = 5, 5to sledi na osnovu svojstva (T) jednakosti.
Napomena. Na osnovu navedenih aksioma (to je, u stvari, deo tzv. Peanovin aksr

oma za prirodne brojeve) lako se dokazuje ma koja jednakost tablice sabiranja pri-
rodnih brojeva.

39. Produzetak préthodnog zadatka, Aksiome su jo3 i ove formule
- x-0=0, x-y =xpytx
Dokazati jednakosti ; -
3L2 =06 40 =25 6 530
Resenje. Jedan dpkaz prve jednakosti glasi
3-2=3-1" Jer2=1) =3:-1+3 (Drugaaksioma) =3 -0"+ 3 (Jer 1 =0
=(3.0 +3)+ 3 (Druga aksioma) = (0 +3)+ 3 (Jer 3-0=0)
=3+3 @et0+3=3) =6
Dakle: 3-2 = 6, smatrajuci da je jednakost 3 + 3 =6 ranije dokazana (videti pret-
hodni zadatak). \
40. Koristeéi asocijativni zakon sabiranja kao aksiomu, dokazati jednakost
a+(b+(c+d))=((a+b)+c)+d,
gde sug, b, ¢ d ma koji prirodni brojevi.
Resenje. Aksioma?) je
A(H) x+(y+z)=(x+ty)+tz
te jedan dokaz uodene jednakosti glasi: ‘
a+(b +(c+d))=(a+b)+(c+d)
(Primena aksiome A(+): x, y, z suredom g, b, ¢ +d)
=((a+b)* c)+d
(Ponovo primena aksiome A(4), s tim §to su sada x, y, z re—
dom a + b, ¢, d)

Kraj (podrazumevajuéi koris¢enje tranzitivnosti jednakosti).

Obi¢no se koriséenje opitih svojstava jednakosti u dokazima ne isti¢e posebno.
U daljem &esto tako &inimo, Naravno takav skraéen jednakosni dokaz moze se do-
puniti do podrobnog u kome bi bila naznadena i svaka primena neke od aksioma

l)Asocijativni zakon A(+) moze se dokazati na osnovu aksioma x+0 = X, x+y’ = (xty)’ i aksi
ome indukcije za prirodne brojeve. O tome u tacki XV Prirodni brojevi.
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jednakosti.
41. Zamislimo da se u prethodnom dokazu znak + svuda zameni znakom - . Da li
¢e taj dokaz preéi u dokaz jednakosti.
a-(b-(c-d))=((a-b)-c)-d) (ab,cd prirodni brojevi)
na temelju zakona
A() (x-y)-z=x-(y-2) :
42. Neka je # asocijativna operacija skupa S. Dokazati jednakost
(fa*b)*xc)td =as(bs(cwd))
gde su g, b, ¢, d ma koji ¢lanovi skupa S.
43. Neka je % asocijativna operacija skupa S. Dokazati jednakost
a % ((b% cu(dwe)Fla+ b) #(c+(d *e))

Napomena. U zadacima 42, 43 sreli smo dva slu¢aja uopstenog asocijativnog zakona
prema kome: :

U &luéaju asocijativne operacije, dozvoljeno je kod izraza (sagradjenog pomo¢u
znaka te operacije) zagrade obrisati, te ih zatim po volji ponovo postaviti (naravno
tako da se opet dobije izraz). Tako se dolazi do izraza jednakog polaznom.

44. Koriste¢i asocijativni zakon mnozenja dokazati:
5 oot =gt (P =k
Uputstvo. x> L (x-x)-% x*& (x-x) x)- x isl

45. Koriste¢i asocijativni zakon sabiranja, kao i definiciju aditivnog stepena

2ch=ef 52975, .‘o’x(li£ (xX+ 55) x; 4xg ((x +x)+x)+x isl

dokazati jednakosti:

2x + 3x =5x, 3(2x) = 6x
46. Jednakosti tablice sabiranja prirodnih brojeva (bez nule) kao

2+2=4, 53+34=87 isl
mogu se dokazati i na temelju ovih aksioma
A (x +y)+tz=x+(y+z)
tj. asocijativnog zakona sabiranja, i jo§ jednakosti

2=1+1, 3=2+1,..., 10=9+1, 11=10+1, ..,20 =19+, ...

koje se mogu shvatiti kao definicije brojeva, 2, 3, 4, ... (pomocu broja 1 i pojma
,,Z2 jedan veéi”, tj. pojma sledbenik). Uveriti se u to na primerima jednakosti:

2t 2= b B S SR S =)

Uputstvo. 2+3 = 2+ 2+1) = (242 )+] = (2+1+1))+] =((2+1)+1)+] = (3+])+1
=4+] =35, ,
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Primedba. Ranije smo (zad. 38) tablicu sabiranja prirodnih brojeva dokazivali na
temelju drugih polaznica — drugih aksioma. Uopste, kada se u matematici doka-
zuje izvesna Cinjenica, onda dokaz bitno zavisi od €injenica koje su uzete za ak-
siome. A u iz_boru aksioma u nacelu postoji vi§e moguénosti.
47. Koristeé¢i komutativni i asocijativni zakon sabiranja realnih brojeva dokazati
jednakost ’
a+b+c=c+b+a (a, b, c € R)
Resenje. Prethodno podsetimo da se zbirovi dva i vise sabiraka definiu rekurzivno:
atbtc L (athjre, atbtord L ((athjrc)d sl

Jedan dokaz uocene jednakosti glasi:
atbtc = (g+b)+c  (Definicija)

= cHatb) (Primena zakona K(+): x#y = y+x)

= ct{b+ta) (Primena zakona K(+) )

= (c+b)+a  (Primena zakona A(¥): (x#y)+z = x+(y+z), i to zdesna nalevo)
Kraj.
48. Operacija * skupa 5 zadovoljava komutativan i asocijativan zakon:

K@) x®y=y®x, AR (x*y)xz=x%(y*z)
Dokazati jednakost '
(Ut v) ¥w = (W v)%u
za sve elemente u, v, w skupa S.
Uputstvo. Na dokaz iz prethodnog zadatka primeniti preslikavanje
( @ b+ )
uv w w
i uveriti se da se dokaz prevodi u dokaz.
Napomena. U slu&aju operacije koja je i komutativna i asocijativna u izrazu (sagra-
djenom pomo¢u znaka te operacije) dozvoljeno je zagrade obrisati, lancve izraza
po volji razmestiti, i potom zagrade po volji (ali ispravno) ponovo postaviti. Tako
se dolazi do izraza jednakog polaznom.
49. Pretpostavljajuéi da je * komutativna i asocijativna operacija skupa S, dokazati
jednakost
(@*b)¥* (c*xd)=(b*c)*(d*a) (a,b,cd € S)

50. Koriste¢i komutativan i asocijativan zakon sabiranja kao i definicije:

2x &t x+x, i (x+x)+x, 4x &L (fotx)rx)x il

dokazati jednakost
(a+2b)+2a+b) = 3(atb) (a,b ma koji brojevi)

51.Uocimo preslikavanje
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a b +
)

Koje zakone za je dovoljno uzeti za aksiome da bi se dokaz jednakosti iz pretho-
dnog zadatka preslikao u dokaz za:

(u- v )- (- v)=(u- v  (uv proizvoljni brojevi)
52. Na temelju aksioma (o realnim brojevima)

xty = ytx XY =YX

(x+p)+z = xHy+2) (x-y) z=x:(y-3z)
x-(ytz)=x-p+x- 2z
dokazati formule (o realnim brojevima)
a) x- (ytz+u) =x- y+x- z+x- u
b) (X4y)- (z+uv)=x. z4x - utx - V4y- 24y - U+y - v
o) (xtyf =x*+2xyty? Q) (xtyf=x+3x"y +3x) +p°
Primedba. Formulab) izrazava jedan sluéaj mnoZenja dva zbira.
53. Da li je poslednja formula medju aksiomama prethodnog zadatka poslecica osta-
1ih?
54. Produzetak zadatka 46. Uz aksiome iz tog zadatka uoc¢imo i ove
x-1=x x-(ytz)=x.y +%x.z
Dokazati jednakosti kao
2-3=6, 3-4=12

tj. razne jednakosti tablice mnozenja prirodnih brojeva (bez nule).
Uputstvo. Prethodno se mogu dokazati jednakosti kao

2=1+1, 3=1+1+1, 4=1+1+I+] isl
Tada, recimo: 2- 3 = 2. (1+1+1)=2- 1+2- 1+2 - 1 =2+242 itd.

55. Osnovna algebarska évojstva celih brojeva opisuju se formulama

xty = ytx X-y=sy-x
(xty)+z = xH{y+z) (x-y)-z=x-(y-2)
xtH)=Xx x-1=x
xH—-x)=0

X- (ytz)=x- y+x - z
Polaze¢i od tih formula kao aksima dokazati teoreme
@) == 522 (W) =tz === =0 @) 2o =0
@ (—x)-y ==(xy) €) x-(-y)=~(x) € (—x)-(=y)=xy
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Uputstvo. :
@) —(—x)==(-x)+0 (Aksioma x#0 = x; umesto x stoji —(—x))
=—(—x) + (=x) + x (Jer 0=—x+x. U stvari x+(—x)=0, ali po pravilu
(S) sledi 0. = —x+x. Zagrade nisu pisane, jer us-
led asocijativnosti operacije +, mogu biti nakna-
dno po volji stavljene.)
= (= (= X)) :
=0/ +x = (Jer —A+A4 =0; A je —x)
=x :
®) ~(xty)=—(x+y) + 0 :
=—(xty) +xty + (=p) + (=x) (Jer xty +(—p) + (=x) = x+0+-x)=0)
=0 £ (=l (=x) (Jer —A4+4 = 0; 4 je x+y)
=(=x) +(-y)
(©) x- 0=x- 0+0=x - O+x - 0H—(x- 0)) =x(0+0) +(—(x- 0)) =x- 0 + (—(x- 0))=0
@) (=x)- p =(~x)- y40 = (=x): yrxyH(~(xy)) =(=x+x )y +{~(x7))
=0-y*(-(xy)) =0+(=(xy)) =~ (xy)
56. Uz aksiome prethodnog zadatka uvodimo i definiciju: x—y = X+ (— y ). Doka-
zati formule
@yt ey = = (B) ytz = xi=rz=oeyi(E)f x - (y—2z) ==z
@) (x=y)(z—u) = xz — 3u —yz + yu, () x*-— )* = (x—v)-(x+p).
57. Polazeéi od aksioma zadatka 55 i definicije x—y G (—y) dokazati jedna-
kosti
()= Sl 2v(Essll (FERRHES) S =5
2-2=0, 2-(-1)=3 (-1)-3=-4 (-1)-(-3)=2,
(&3 SN )= =0 (E 7)) SIS G 2l (5 )E=16,
uz kori§éenje tablice sabiranja i mnoZenja prirodnih brojeva (za koje je, inace, do-
voljno kao polazne pretpostavke uzeti jo§ i jednakosti: 2 = 1+1, 3 =2+1, 4=3+,
.. — zadatak 46 i 54).

Napomena. Primec¢uje se da svojstva istaknuta u zadatku 55 bitno uti¢u na algebru
celih brojeva — ona je, u stvari, odredjuju.

58. Produzetak zadatka 55. Uz aksiome tog zadatka, kao aksiomu uzimamo i:
xX#0=x- g_c =1

Usvajajuéi jos i definicije

[=N
L)

€

I

def
x-p= x+(y) IZ x. % (Ukoliko y # 0)
dokazati formule

2= <= g =hc Ako b,d #0
e ( #0)
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‘ax=ay<=>x=y (Ako a #0)
@ ,c_adtbc a _ ¢ . ad-bc (Akob, d # 0)
g o bod :
2 c_g @&.c-uad (Ako b, d # 0, odnosno b, ¢, d # 0
b d bd b d bc ‘ % ’ ,C, # )

Uputstvo. Koristiti se i Cinjenica
Xy #0=x70Ay#0
koju dokazujemo u tacki IX Razni primert, zadatak 21.
Jedan dokaz prve formule je, recimo: '

=>—de. Neka% = % Mnozenjem sa bd dobijamo bd- ‘;; =pd- £, odakle ad=bc,

@
d

jer b-% =g d- £ =g buduéidasu b,d raziciti od 0.

e,
d
~— dep. Polazi s od ad =bc bd # () pa se obavlja mnoZenje sa ZJ; - f—z itd.

Uslovna ekvivalencija -

ax =ay =x=y (Akoa #0)
zove se zakon skracdivanja.. Njegova <— polovina je posledica saglasnosti jednakos-
ti sa mnozenjem. Radi dokaza =— polbvine podjimo od pretpostavki

ax = ay, a#0

Mnozenjem jednakosti ax = ay sa L dobija se L. gx= 1. ay, odakle x=y, jer iz
: a a a

a#0 sedil.a=1

a
Preostale formule se lako dokazuju pomotu zakona skrativanja. Tako, radi doka-
za treée formule uvodimo najpre oznake

D,=ad+bc

+£
d bd

=

o R

Tako se dokazuje bdL = bdD (pri tom se koristi i injenica daje bd # 0), odakle
skra¢ivanjem sa bd sledi L=D. Sli¢no se mogu dokazati i ostale uslovne jednako-
sti.

Napomena. Aksiome (tzv. aksiome polja):

x+y=y+x X-y=y.x
(et )itz )l oy iz 2 )
x+0=x x -l =ix
it =x) =0 ‘ x%0=>x-f—c=1

x-(y+tz)=x-y+x-z
140
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uz definicije

def 1

x‘ydgxﬂ—y), =1 - (Akoyiz0)
y

x
y
2%y 3= o 1 o

prema dosadasnjem razmatranju odredjuju algebru razlomaka tj. racionalnih broje-
va. : :
Medjutim, u radu sa brojevima koriste se i &injenice
2#0, 370, 4#0,...

bez kojih, inace, ne bismo imali razne osnovne jednakosti kao: 2 - §= 1z, 3k §=]

isl. U vezi sa navedenim razli¢itostima obi¢no se ovako postupa: Ili se one uzmu

za aksiome ili se navedenim aksiomama polja pridruze aksiome wredjenosti polja

iz kojih, onda, slede sve navedene razliGitosti (videti tacku IX Razni primeri, zada-
tak 54). :

59. Produzetak prethodnog zadatka. Dokazati teoremu
ax =b <=>x=(lzl - (Ako 2 #0)

Napomena. Znadi uz uslov ¢ # 0, jedna¢ina ax = b ima jedinstveno resenje po x.
60. Na kakve na¢ine se moZe dokazati jednakost (o realnim brojevima)

(ath P + (b+cP + (cta)? = (atb+c)? +a° +b? +c?
koristec¢i se njihovim osnovnim algebarskim svojstvima navedenim u zadatku 55.
Uputstvo. Uvedimo oznake:

L = (a+b)? + (b+c)? + (c+a)?, D =(ath+c)? +a® +b? +c?
Posle svoajenja lako se zakljucuje

L =2a* +2b* +2c¢* +2ab+2bc+2ac, D = 2a>+2b* +2c>+2ab+2bc+2ac

Pri tom smo koristili i formulu (a+b+c)* = a® +b* +c*+2ab+2bc+2a¢  koju nije te-
Sko dokazati. Zakljucak je da su L i D jednaki istom izrazu pa, po svojstvima (S)
i (T) jednakosti sledi L = D.

Tako je opisan jedan nacéin: Dokaz da su I i D jednaki istom izrazu.

Drugi nacin je poéi od L i postupno ga preobratiti u D, treci preobratiti D u
L. Cetvrti nacin se sastoji u tome da se dokaze jednakost L—D = 0, jer L=D <
L—D =0
61.Takozvana kongruencija po modulu 2 (oznaka =) celih brojeva uvodi se ovako

x =_ y akko X,y pri deobi sa 2 imaju isti ostatak
Dokazati da ta felacija ima naredna svojstva:
(i) Ona je relacija ekvivalencije skupa Z,
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(ii) Njome se celi brojevi razvrstavaju na dve klase ekvivalencije: skup parnih 22
odnosno neparnih 2Z+] celih brojeva. Drugim reéima vredi ekvivalencija

X% E 2/ X2/ L]
(iii) Saglasna je sa osnovnim operacijama skupa Z, tj.
XIS yAUS e YHAX - U= V- VA (—X)=2 ()
Uputstvo. Koristiti jednakost @ = bg + r izvedenu u tacki XV, zadatak 26
62. Relacija = ,2de m mozZe biti 1,2,3, ..., uvodi se definicijom:
x =y akko x,y prideobi sa m imaju isti ostatak
Dokazati:
— da je =  relacija ekvivalencije skupa Z,
— da se njome celi brojevi razvrstavaju na m klasa,
— da je = saglasna sa osnovnim operacijama skupa Z.

63. Neka je A skup formula : sllion B
(1 S0, By TR0 a2y @y gz as

e, ~a,a ~a, , 4 % operacija a | a a1 a3

a, ~a 3§ @3 az a;

Dokazati da je A dokazno zatvoren u odnosu na pravila (R), (S), (T), (S,), odno-
sno da se primenom tih pravila iz skupa A ne moze izvesti nijedna nova formula

oblika a, ~ 2.
Uputstvo. Prema zadacima 15, 16 skup A4 je dokazno zatvoren u odnosu na pri-
menu pravila (R), (S), (T). Za dokaz zatvorenosti u odnosu na primenu (S,,) do-

kazati najpre da je to pravilo ekvivalentno sa ova dva

; XAy X~y
(S2) Pt i Yn G i e
it ZRXx~ zZ %y &) Bz

Tada se zadatak svodi na proveravanje da je svaki od skupova
ay A, A¥ay, ay* A, A% ay, as*A, A a;
podskup od 4. Pri tome
ai‘f?Ag {laisoa . oy |y S Al
tj. @, % A se dobija ,mnozenjem” svih formula iz 4 sa leve strane elementom a,
Sliéno se uvodi 4 * a;.

Napomena. Zatvorenost skupa A u odnosu na pravila ~ | a; a

R), (8), (T), (S,), u stvari znaéi da je relacija ~ prika- a,| T T

zana datom tablicom kongruencija i operacije *. af T T 1
az| 1L L

a3

N
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64. Neka je A, skup koji se sastoji od formule a; b 25,2 * operacija data tablicom.

%la; a, a3 a, Odrediti sve (R, S, T, S,,) — posledice skupa 4  tj. sve
ala e, a a, formule oblika 2, p a, koje slede iz 4 | pnmenom pravila
a,|1,8, 0 a, R), (8) (D), (Sﬁ)

2,02, a4, 4, ¢,

A\, A4 Gy a4

Primedba. Postavljeni zadatak je, u stvari, zadatak odredjivanja minimaine kongruen-
. cije operacije % koja sadrz datu relaciju‘p (odredjenu formulom a; 9 a,). To se od-
redjivanje moZze izvesti po koracima:
Najpre, polaze¢i od skupa 4 & obavljamo njegovo (R, S, T) — upotpunjenje kao u
- zadatku 20. Tako dolazimo do skupa 4 ;. Zatim A; upotpunizvamo primenom pra-
vila (S,,), odnosno dvaju pravila (S.), (S,). Tacnije, skupu 4, pridodajemo elemen-
te skupova a;, %A, , A, % a;, a,%* A;, A;* a,isl. Dobijeni skup oznac¢imo sa 4, .
Ponovo primenjujemo pravila (R), (S), (T), i dolazimo do A5, i tako naizmeniéno
sve dok ne dodjemo‘) do skupa koji je dokazno zatvoren u odnosu na primenu pra-
vila R), (S), (T), (), 5z
Resenje zadatka. Skup 4 1,tj. (R, S, T) — upotpunjenje za 4 | je
ay P ay, ay P ap
a Pay,aPa
a p a3
a4 P Qg
MnoZenjem sa a, sleva dolazimo do skupa
@y ®a;p Ay ay, ¥ a1 p 4y % a
@ Y@ pa; ¥a, ayNapa,wa
artay p 4;%a;3
Ay™a, P 3y ¥4y
Koriséenjem tablice operacije * neposredno se zakljucuje da je prethodni skup jed-
nak A ,. Slidno A, * a; = A,. Znaci, mnoZenjem sa ¢; ne dobija se nijedna nova
formula. Medjutim, mnoZenje sa a, prouzrokuje dve nove formule. Naime, skupo-
via, % A4, 4, % a, sumedjusobno jednaki i ¢lanovi su im formule
az p az, a4 p A3 7 :
as p a, Az p as
- ay p ay
Az P Q4
Nove formule su: @, p as, a5 p @;. Mnozenjem saa; dolazi se do jos dveju formu-
la: a3, pay, ay p a; kojima treba upotpuniti 4. Time je spisak novih formula is-

) Opisani postupak moZe u opstem slucaju biti beskonacan.
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crplien, jer @y % Ay =A; % a5 = {a; p a1, as p a3 }
Prema tome, skup 4, je
ay pai, ai P a, a1 P as
a; Pai, a2 P d 4 Pads
a3 Pai, azP az, asP as
as p g

Taj skup je razvrstan — dakle zatvoren u odnosu na primenu pravila (R), (S), (T).

Izmnazanjem sleva i zdesna redom elementima  ~| a3 @ a3 a4
2y, 4, 43, a5 nije tesko proveriti da je on ajlle il i ] i
zatyoren i u odnosu na (S,,). Znaédi trazeniskup o, T T T |
svih R, S, T, S,) — posledica je upravo 4,, a as| T T lEt]
trazena minimalna kongruencija operacije# koja a,| L 1 1 T

sadrzi relaciju p (odredjenu formulom a; p a,)
data je tablicom:

Primietimo jo§ da je saglasnost relacije ~ sa % a; @, 43| 4
operacijom * moguce uoditi i na tablici te ope- a;| a; @ a3 | a4
racije, koja je, sliéno kao i tablica relacije ~,ra- a,| @ a3 a; | 24
zlozena na blokove odredjene klasama ekvivalen- a3| a3 a; 4, |
cije {ay, a5, a5}, {a, }. Pri tome je svaki od |
istaknutih blokova popunjen elementima iste o ERC I L

klase. Sliéno vredi uopste za tablicu neke operacije koja ima izvesnu kongruenciju.

65. Dokazati da je relacija ~ kongruencija operacije *

~ | @i1a; azaaas as a7 Y @14z a3 as as ae a7
Gl T A T a1| a1 asa1 a2 az as as
az o] | | T as a az de A1 A3 Ae A7
as | T Ui R R | as| @y as @y 0¢dg 44 0ds
@7 | S S S [ T (S as| aqa, a5 a1 a3 ag ay
e | T B ST T | as | a4 ay a4 a3 a; ag ay
dgll L A T ag| ag¢ae @ az a;a; a
| ST 1 || R T a;| a;a,a,a, a3 a, ag

Uputstvo. Neposredno se proverava da je ~ relacija ekvivalencije skupa {a,...

a; } sa klasama ekvivalencije {a;, a3 }, {42, a6, a7 }, { a4, as }. Za dokaz sagla-

snosti sa operacijom % dosta je tablicu operacije preznaditi tako da u prvom stup-
cu i prvoj vrsti dodju jedan do drugog elementi iste klase.

66. Date su relacija p i operacija # skupa {g b, ¢ d, ¢, f}:



76 : VI Jednakosni dokazi. Algebra brojeva

b
Q

aipicicipicy espleu i Difs ) @ a2
(navedeni su svi sluGajevi vaze- a elbiehdra e
nja relacije) b | aecedbd
c e debac

s d ceaedbd

e eaecef

e fia e

Odrediti minimalnu kengruenciju operacije % koja sadrzi relaciju p.

67. Data je operacija +¢ skupa {0, 1, 2, 3, 4, 5} i relacija p oredjena formulom
2p0. Odrediti minimalnu kongruenciju operacije +¢ koja sadrz relaciju p.

68. Odrediti minimalnu kongruenciju operacije + celih brojeva koja sadrz relaciju
p odredjenu formulom 2 0. :

Odgovor. Trazena relacija je =, (kongruencija po modulu 2))

¢ Jednakost je saglasna sa relacijom < (realnih brojeva), §to znaéi tacna je for-
mula :

X1 SYiA Xy =Y, A% <X, =y <),
Uopste, za aksiomu se uzima da je jednakost saglasna sa ma kojom relacijom p
duzine n, tj. tacna je formula

S X =YaA - AX =y A Dl (e e =D (V15 s V)

0)
(Recima: ako su Xy, ..., X redom jednaki yy, ..., y, 1 ako su x,, ..., X U relaci
ji p, onda suiyy, ..., you relaciji p).

4 Ako je ~ relacija ekvivalencije skupa A i p njegova relacija duzine n,kazemo da
je ~ saglasna sa p (ili da je ~ kongruencija relacije p) ukoliko je za svaki x;, i,
- X, ¥, 1ZA ispunjen uslov:

55 7 P o (NS B T N (D (X5 =5 X ) PL(V15 yn}

ZADACI (nastavak).

69. Dokazati implikacije

x=yAx<z=2py<z, x=pAz<x=>z<),
gde su x,y,z ma koji realni brojevi. »
70. Dokazati implikacije

X=PAXpZ=2Ypz X=YAZpX=ZpY,
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gde su x,y,z elementi skupa S a p binarna relacija tog skupa.
71 Jednakost je saglasna sa svakom relacijom pa i sa samom sobom, odnosno tac¢na
je formula :
X1 SN A X TP AX X Y T,
Da li je ta formula posledica (R), (S), (T) svojstava jednakosti ?
Uputstvo. Videti zadatak 6.

72. Neka je A skup formula

a; ~ay, a4~ a4, @ T~ a; PGy i Gy i
@ a5, @& 4y, 4@ o a; o = e T
a3 ~a;, 3 ~a, 4z ~'daj a | T T T =il
as™~as, aias a; | T T T T

as~as as~as as | L 1 1 1 i

a5 || il il il T

Dokazati da je A zatvoren u odnosu na primenu pravila (R), (S), (T ), kao i pravi-
la saglasnosti relacije ~sa p :

) 5262 A2 5% (o) 1]

Yy pv
Drugim rec¢ima, dokazati da je relacija ~ odredjena skupom formula 4 kongruenci-
ja relacije p.

Napomena. Primecuje se da je tablica relacije p razlozena na blokove odredjene kla-
sama ekvivalencije { @y, a5, a5}, {as, as }. Takvo razlaganje je uopste karakteristi-
¢nc za tablicu relacije koja ima neku kongruenciju.

73. Dokazati da je ~ kongruencija relacije p

P a1 2 A3 04 05 g ~ | @183 a3 44 45 Qg
28 | T T S T e L | BT (TR
a2 G T B | S @ Al T
i | e T [FE T a e e
iy LT L T | TR
258 | B I I [ | S T SH| LT S TR
e | W ST S | S T @ | ST | T
74. Dokazati da je kongruencija P 01 2 3 4 .. (Parne viste su popu-
po modulu 2 prirodnih brojeva 0 TT T IT0 njene samim [ -ovima
kongruencija relacije p date tab- 1 g i a u neparnim sa naiz-
licom: 2 TT T T T. meniéno redjaju L i
3 Lo L T). '
AT
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VII ISKAZNE FORMULE. TAUTOLOGIIE

¢ Radi istrazivanja osnovnih logickih operacija uvode se iskazne formule. To su
zapisi kakvi su, na primer:
p,ova, p=q,( Ipva)=r1, T1(pAq) <1p
u kojima porzd znakova osnovnih logickih operacija ucestvuju iznaci p,q,r — tzv.
iskazna slova. Iskazne formule su, u stvari, izrazi obrazovani-od iskaznih slova (kao
- promenljivih)1) iznakova osnovnih logickih operacija.
& Neka su iskazna slova, recimo
D,0.7,8,01,91,71,51,22,92,725525 -

Tada, stroga definicija iskazne formule glasi:
(i) Iskazna siova su iskazne formule .
(ii) Ako su A, B iskazne formule, onda su iskazne formule i ove reci

“14,(AAB), (Av B), (A=B), (A = B)
(iii) Iskazne formule se dobijaju jedino primenom konaéno puta pravila (i) i (ii).
& U definiciji iskazne formule ucestvuju i pomo¢ni znaci®) zagrada ), (. Radi ugte-
de u pisanju, obiéno se usvajaju razna pravila o izostavljanju zagrada. Tako, recimo,

umesto (pAg), ((pva) A1), ((p = q) = r) pisemo redom: pAg, (pv q) ATIn(p=q)>r.
Za druga pravila o 1zostavljanju zagrada navodimo ugledne primere:

Formula g Zapis:

((erq)Ar), (((DAG)AT)AS) PAGAT, DAGAIAS
((pva)vr), (((pvg)vr)vs) DVGNT, DMAVIVS
((prg) = 1), ((pvq) = 1) DPAG =1, pvq =1

(p = (qAT)), (p = (qvr)) D = qAT, p = gNT
llpaq) = 71), ((pvg) = 1) DAG <> T, pNg <=1

& Pri glavnom tumadenju (interpretaciji) iskaznih formula, iskazna slova se tumace
kae recenice, a znaci A ,v, =, <=, 7] kao odgovarajuce receniéne operacije.Pri to-

DPri tome iskazna slova mogu biti bilo koji unapred izabrani znaci. Jedino se moraju, raziikovati
od znakovalogi¢kih operacija: A , v, =, <=, |, od pomo¢nih znakova zzTagrada ), (, kao i od o-
nih znakova koji su ve£ usvojeni kao oznake izvesnih konstanata (recimo T, L).

2)I:;kazne formule se, gliéno kao i bilo koji drugi izrazi mogu definisati i bez zagrada. Jedna mogu-
¢nost je da se deo (ii) definicije zameni sa:
Ako su A, B iskazne formule, onda su iskazne formule i re¢i “1A, A AB, v AB, = AB, <= AB.
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me, svakoj iskaznoj formuli odgovara takodje i1zvesna redenica.
¢ Za 1skaznu formulu F definiSe se njena vrednost 7(F) koja moze biti T ili L.
¥rednost formule se, za svaku unapred pretpostavljenu vrednost njemh 1skaznih
sova odredjuje prema tablicama{T,] }-algebre. Recimo, ako slova p, ¢, imaju
redom vrednosti T, 1, onda formula p= (g A'lp) ima vrednost T= (L A7IT) od-
nosno L . Dakle: 7(p= (qa7lp)) =1 ; ukoliko 7p =T, 7g =L .
& Vrednost formule moguée je i strogo definisati, recimo, ovako:
(i) Vrednost iskaznog slova jeste Tili 1;
(ii) Ako su poznate vrednosti (A ), 7(B) formula A, B tada se za vrednosti for-
mula AAB AvB, A= B, A <= B, 1A usvajaju definicije :

T(AAB) = TAA 7B, 7(A=B)=174= 1B, 7(AvB) = TA V7B,

1(A =B) =14 =B, 1(14)="17 4

Sa desne strane od znaka jednakosti su operacije {T, 1]—algebre koje su, radi
jednostavnijeg pisanja, oznaéene na isti naéin kao i odgovarajuée logicke operaci-
je.
¢ Ako je formula obrazovana od n slova, onda za vrednosti tih slova postoji 2"
mogucnosti, i'za svaku od njih odredjena je vrednost formule. Sve te moguénosti

se mogu prikazati tzv. istinitosnom tablicom formule koja se, obigno obrazuje pos-

tupno (prema drvetu formule). Na primer, ako je F formula p = (g A1p), onda
njoj odgovara ova tablica

™ | rq | 1(1p)|r(anlp)|TF
L L

— = —
e -
-~

- =~ —

1
T
T

@ Tautologija je 1skazna formula koja za sve vrednosti svojih iskaznih slova ima

vrednost T. Formula koja uvek ima vrednost L naziva se kontradikcija. Na pnmer,

tautologija je p V'1p, dok je p A'1p, kontradikcija.
¢ Tautologijama se izrazavaju razni zakoni naeg misljenja, jer pri glavnom tuma-
¢enju (zamenom iskaznih slova ma kojim re&enicama, wstinitim ili neistinitim) ta-
utologiji uvek odgovara istinita redenica.

Umesto formula F jeste tautologija krace pisemo: = F.

¢ Iz prakti€nih razloga i znake T, | smatramo iskaznim formulama.
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Dalje, uzimamo dJa je T tautologia, a | kontradikcijal).

¢ Iz tautologije p V71 p zamenom (supstitucijom) slova p prozvoljnom formulom
A dobija se formula 4V 4 koja je takodje tautologija2). Sli¢no vazi uopste (za-

kon zamene):

Ako je F(pi, .-, pn) tautologija obrazovana od iskaznih slova p,, pn,onda
je tautologija 1 formula F(Ay, ..., A ) dobijena zamenom slova py, ..., p, proivo-

ljnim iskazmm formulama A, ..., A

¢ Neke vaznije tautologije:

p=p

pvip

(pAlp)

Tlp=p

p=(p=4)

p=(q=p)

(Ap="149)= (q= p)
(p=(q=r)) =(lp=q)=(p=7))
(b= q)=p)=p
pDAD= D, DV D =P

PAG <= qAD, DVq = qVp

n’

(Zakon refleksivaosti za implikaciju)
(Zakon iskljucenja treceg)

(Zakon neprotivureénostr)

(Zakon dvojne negacije)

(Zakon negacije premise)

(Zakon 1stinitosti zakljuéka)

(Zakon kontrapozicije )

(Zakon tramzitivnosti za imphkaciju)
(Pirsov zakon)

(Zakoni idempotencije zaAi V)
(Zakoni komutativnosti za A 1V)

(pAq)Ar <= pA(qAr), (Dvq)vr < pv(qvr) (Zakoni asocijativnostiza A ,V)

(pvYq)Ap <= p, (pAg)Vvp < p

(v q)Ar < (pAT)V(qAT)
(DA q)vr < (pvr)Algvr)

(Zakon apsorpcije A prema V , 0dno-
Sno V prema A)

(Desni distributivni zakon A prema
v , odnosno v prema A )

(2 Aq) =P v q,71(p v4). <= "1p A71q (De Morganovi zakoni)

(p=a)A(r =s)=(pAT»q A s)

(p=q)A(r=s) =(pvr=qvVvs)

p<rp

(p = q)=(q+<= p)

(0= q)Alqg=T1) =(p=7)

(19 5= ay) == (Al p=> T/

(0= q)A(r < s) =(pir < q*s)
(jeA,V = <)

(Zakon saglasnosti implikacije sa A )
(Zakon saglasnosti implikacije sav)
(Zakon refleksivnosti za ekvivalenciju)
(Zakon simetrije za ekvivalenciju)
(Zakon tranzitivnosti za ekvivalenciju)
(Zakon saglasnosti ekvivalencije sa 1)
(Zakoni saglasnosti ekvivalencije sa
ANV, = =)

1 . ; : ;
)Moze se uzeti da je T , recimo, zamena za formulu p v |p, a | zamena za p A 7| p.
2) To se moze ovako dokazati: Neka iskazna slova formule A dobijaju neku vrednost. Tada,za

vrednost formule A mogu nastupiti dva suéaja: Prvi: TA =T, Drugi: TA = L. U oba sludaja je
vrednost formule A v “JA jednaka T Ger. Tv 1T=Tvl=T, Ivll=1lvT =T.
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PA(D= q)=>q > + (Tautologija modus ponensa)
(p=qAT) = (p=q)A(p=r) (Zakon distributivnosti = prema A)
(pvq=r1)< (p >7)AN(q= 1) (Tautologija razlikovania slucajeva)

(p= qvr) = (DAT14=T) (Tautologija izbora slucaja zakljucka)
(PA1gd=>TAT) =(p=q) (Tautologija svodjenja na protivurecnost za=)
(Clp=rA’lr)=p : (Tautologija svodjenja na protivure&nost)
ZADACI

1. Odrediti iskazne formule koje odgovaraju navedenim drvetima:
p q g n

N

2. Nacrtati drveta koja odgovaraju iskaznim formulama:
(pAq) =(qvDp), (p=qAr)=>pvq T1(pAg)<=T1pVvq (pA(D=4d)74
(p=(q=-1))=(p=q)=(p=T1))

3. Uveriti se da sve date reGenice imaju oblik p = (g<=> 71V 3)

a)x-y =0=x0Yy =0 (x, y realni brojevi)
b)x=>y=x>yvx=y (x, y realni brojevi)
c)2x-y <= 2lxVv2ly (x, y celi brojevi)

d) a Il b <=>a, b nemaju zajednic- (a, b prave u ravni)
kih tacaka v a se poklapa sa b
Resenje. Neposredno se uotava da su sve recenice oblika
a=r,V r, ~ (uz uslov p)
Recimo, kod prve reéenice, p, q, r1, T5 su po redu x, y su realni brojevi, x-y=0,
x=0,y =0.
Medjutim, uslov p zapisan u zagradi pored recenice g <.y V r,,u stvar je pre-
misa implikacije : '
DA (5=2 T )

4. Navesti nekoliko matematié]dh redenica oblikapA g =r,

Resenje. Takve su recimo recenice:
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x>2Ay >3=>xty >5 (x, y surealni brojevi)
2ln A 3ln=6In (n je -prirodan broj)
x>0Ay >0=>xy>0 (x,y su realni brojevi)
allb A blle =all ¢ (a, b, ¢ su prave)
ACBABC C=>ACC (A, B, C su skupovi)

5. Za svaku od datth iskaznih formula navesti po tri matematicke recenice &iji je
logicki sklop odredjen tom formulom
P=q, 1p="14,0=q,p=>(q= 1), p=>(q=rAr;)
6. Dokazati jednakosti:
VA =P, VAl=L, vV =T pvili=ypp=>T=T v=[="ly T=y=, Iy =T,

ye T=y pe1 =71y gdeje v bilo koji od znakova T, L , dok sh/\,v , =,
< 1 operacije {T, L}— algebre.

7. Uocimo znake 1, 2,= (jedan, dva, dve paralelne crte) i reci sa njima:
1=1, 1=2,2=], 2=2

Dogovorimo se da te redi budu iskazna slova.
a) Obrazovati iskazne formule prema navedemim drvetima

1=1 I=28 =] 2=2 2=1 I=] 2=2 1=2

b) Koje su istinosne vrednosti tih formula uz dopunski dogovor da znac1 1,2, =

imzjuuobiajeno tumadenje (§to, inade nije neophodno). Dakle, slovo =L ima vre-
dnost T i .

8. Obrazovati istinitosnu tablicu formule (p=g) < (T1p="T1q)

Resenje. U formuli ucestvuju dva iskazna slova p, g za ¢ije vrednosti postoje Setir
moguénosti. Otuda istinitosna tablica date formule, koju smo oznaéili sa F izgleda:

2| tq |7(7p) | 7(1q) | 1(p=q)| 7(1p=lq)|rF
e L i T T
Tt T 1 To
il T 1l T I
il T T T T
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9. Obrazovati istinitosne tablice iskazmii formula:
Jp=(q=p)  b)(pAq)=TpATlq c)(p=(qvr))=(p=q)A(p=T)
10. Dokazati da naredne formule jesu tautologija:
p v P 1(p ATlp), 11 p < p, pA(p = q) =4, pAq =D, p =pVg
11. Dokazati da date formule jesu tautologije

PAD < D PV D <P

PAGd < qAp PV{q<e qVp

(PAGQ)AT <= pA (qAT) (v q)VT < pV(qVr)
PA(PY q) =D pv(r&q) <p

PA(qVr) < (pAq)v(pAT) pV(qAar) < (pvaq)A(pvr)
TApD< D TY p=T

LAD= | LVP <P

PATID < | PYIP =T

12. Dokazati tautologije
a)pA(p=q)=q Y)pATlqg=(p=(q=7 D))
Primedba. Date formule imaju oblik implikacije 4 = B.
Buduéi da je 7(4 = B) = T, ukoliko je 74 = L, da bi se za takvu formulu dokazalo
da je tautologija dosta je dokazati: :
(=) 7B =T, ukolikko 74=T
Resenje zadatka. a) Podjimo od pretpostavke
r(pA(p=a))=T

Tada, na osnovu tablice za A, imamo

79 S, =)=,
odakle na osnovu tablice za = dobijamo

79 =T.
Uslov oblika (=) je ispunjen, pa formula (pA (p = q)) = q jeste tautologija.

13. Dokazati tautologije

a) pAG=pVvq pAlqg=pVyq, 1pAq=pvg, 1pATlqg =71(pV4)
b)pAqg =(p=q), 1 pAq=(p= q),pA1q=>1 (p=q) 1pA1q= (p=q)
)pAg= (p=q) DT pAl q= (p= q), 2) pAlgATr=(p=(q=7))

14. Dokazati:
. a)T(AAB)=T akko74 =T 1 7B =T, 7(AAB)=1 akko tA=1ih7tBR =1,
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b) 7(AvB)=T akko 74 =TilitB =T, r(AvB)=1akkot4 =1i7B =1,
c)7({A=B)=T akko 74 = Lili 7B =T ,7(4 =B)=1akko 74 =Ti7tB =1,
d)7(4A <= B)=Takko74 =7B, 7(4 = B)=1akko 74 # 7B.

(A, B su ma koje iskazne formule)

15. Neka je F(py, .-, pn} iskazna formula obrazovana od slovapy, ..., p,,-Dokazati
da je navedena formula tautologija
(P = a))AAp, = a )= (Flpy, ..., p,) < Flay, ..., a_))
16. Dokazati da je formula p= (g= p) tautologja.
e3enje. Upotrebiéemo metodu svodjenja na protivurecnosti (reductio ad absur-

dum ): Poéi od pretpostavke da data formula nije tautologija i odatle izvesti proti-

vurecnost (neka dva suprotna zakljuka, kao jeste R i nije R)

Neka, dakle, formula p = (g = p) nije tautologija. Tada za neke vrednosti slova

£,q imamo:
ap=lg=p)="t

Odakle na osnovu tablice implikacije zakljucujemo

Tp=T, 7(q=p)=1(GertA=>B)=1LakkotA4d =Ti 7B =1).

Iz druge od tih jednakosti, ponovo na osnovu tablice implikacije, dobijamo
Tgi=i noi =

Izvedeni zakljuéei: 7p =T, 7p = | predstavljaju protivureénost. Dakle, data for-

mula jeste tautologija.

)

17. Metodom svodjenja na protivureénost dokazati da naredne formulz jesu tauto-
logije.

2) (p=q) =(T1q=71p), B)(p= (qa=1))=((p=a)=(p=7))

o) (p=(qvr))=(pATlg=r), d) T(pAq) =PV 4, ) (p= q)V(q=T)

18. Dokazati da je formula

llo=> 1) o (lei== )l =12 N o1= 1)
tautologija.

Resenje. Podjimo od pretpostavke:

Formule (0= r)A(q=r)=(pV q = r) nije tautlogija
odnosno
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Q) tflp=r)A(g=T1)= (pvag=T1)) =1 (za nel\e vrednosti slova p, g, r)
Iz (1) proizilaze Jecnakostl
@).7 (p=7)alq=>1) =
@) rlpvg=r)=1
Dalje, 1z (2) dcbijamo:
EYr(p=1) =TT ali=) S
aiz (3):
() Mova) =T, 7(r)=1
Ostalo je razmatranje jecnakosti (4) 1 (5). To je moguée udiniti na dva naéma.
Prvinacin: Iz jednakosti (4) 1 jednakosti 77 = 1, na osnovu tablics implikacije, za-
Kljulujemo
ppEl,  geosl
odakle 1zvodima: 7(p Vv q) = L. Ovo je u protivurecnosti sa prvom od jedlﬁkostl
(5). Znagi, data formula je tautologija.
Drugi nacin:Podjimo od jednakosti 7(pV q) =T ,orema kojoj nastupa bar jedan od
slu¢ajevarp =T, 74 =T.

U slugaju 7p =T iz prve od jednakosti (4) dobijamo 77 =T, a u slucaju rq =T iz
druge od jednakosti (4) dobijamo opet 77 =T. Znaci, u oba slu¢aja se dolazi do pro-
tivreénosti, pa data formula jeste tautologija.

19. Metodom svodjenja na protivure¢nosti dokazati da su tautologije formule:
pAG=p, D=pVa, ([p=q)=p)=p, (p=(q=7)) = (PAq=>T)
PAG) =T PV (P Va) <=IPATIG (P> 4) = (P= PAY),
(p=q) = (q = pVva), (p=(q=7))=> (0 >4)=(p=7))
Upatstvo. Ekvivalencja A < B je tautologija akko obe formule 4 = B iB = A je-
su tautologije.
20. Dokazati da su tautologije formule:

TATeT TAle L IAT=1 IAale]
Resenje. Date formule ne sadrze nijedno iskazno slovo. One su tautologije upravo u
sucaju ako je njitova vrednost jednaka T . Koriste¢i istinitostne tablice neposredno
1mamo

(TATST)=7C <= T)=T

Dakle, formulaT A T<=T jeste tautologija. I za ostale tri formule dokazivanje je

slicno.
Nije tesko uvideti da navedene tautologije predstavljaju, moze se tako reé, zapis 1s-

tinitostne tablice konjukcije pomoéu tautologija.
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21. Dokazati da su tautologije formule:

ad) TvI=T, TvleT, IlvieT, lvlie=T

) (T=T)=T,(T=DH=1, ((=T)=T, U=hH=T
N(T=T)=T, (T=hH=l (=)<l (=)<=T

A T=L,11L <T

22. Dokazat1 da su tautologije formule:

2)pAT<=p, pAle=1l, b)pvIi<T, pvli<=p

Jife=) =18 (p= e p s (= p)e=p(tp) ==

i = )ep, (pi=1)i=8p

23. Neka je F(p) iskazna formula medju Gijim iskazmim slovima se nalazi 1 slovo p.
Zamenjujuéi to slovo znakom T, odnosno znakom 1 iz formule se dobijaju dve no-
ve formule koje éemo oznaéiti sa F (T ), odnosno F(L). Recimo, ako je F(p)
p=pvyg, tadasu F (T)iF(L) po redu formuleT =T vg, 1=lvaq Dokazlatl:

(=) F(p) je tautologija akko F (T) i F(L1) su tautologije.

Re3enje. Predpostavimo prethodno da je F(p) tautologja. Ta formula, onda, za sve
vrednosti svojih slova (p 1 ostalih) ima vrednost T . Neka sva slova izuzev p imaju
ma koje vrednosti. Vrednost formule F{T), odnosno F(L ) je u tom sucaju jednaka
vrednosti formule F(p) za istu vrednost tih slova, sa dodatkom da slovo p 1ma vred-
nost T, odnosno L . Zna&i, formula F(T) i F(L) uvek imaju vrednostT, jer formula
F(p), je po pretpostavci tautologija. Tako je dokazana implikacija:

G) F(p) je tautologija povlaéi F(T) i F(L) su tautologije.

Podjimo sada od pretpostavke da su formule F{T) i F(1) tautologije. Neka slo-
vO p i ostala slova formule F{p) imaju ma koje vrednosti. Dokazujemo da je, tada,
vrednost formule F(p) jednakaT. Zaista, vrednost formule F{p) je ista kao i vred-
nost formule F(T) ukoliko je sluéaj da p ima vrednost T, odnosno kao vrednost for-
mule F(1) ukoliko p ima vrednost |. Stoga je formula F(p) tautologija. Tako je do-
kazana i obratna implikacija. -

(<) E(T)iF(1) su tautologije poviaci F(p) je tautologija

Na osnovu () i («) prouzilazi ekvivalencija ().

Primedba. Dokazano tvrdjenje je logi¢ka osnova jednog &esto vrlo uspesnog naGina
za dokazivanje tautologiénosti, tzv. diskusije po slovu. Neka je F formula koja ima
sdova p, q. Moze se radi dokaza tautologiénosti, vrsiti diskusija po bilo kom od tih
slova. To znaéi da, ako Zelimo, recimo, diskutovati po dovu p, tada uo&imo formu-
le dobijene iz polazne zamenom p sa Ti psa L, i za njih dokazujemo da su tautolo-
gije. U tom dokazivanju je podesno koristiti tazne tautologije zadatka 22, kao

pA T < p isl. One se koriste tako §to u formuli /T, odnosno F/1) podformulu
recimo oblika pA T zamenjujemo sa p. Sliéno zamenjivanje se obavlja sve dotle dok
se formule F(T ) i F{1) ne prerade na neke dve formule 4 i B koje vise ne sadrZe ni-
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jedan od znakova T, Lili se ne dOd_]e do tih znakova. Za ma koje vrednosti iskaznih
nin slova, naravno vrede jednakosti
TF(T)=14 71F(l)=1B

Formule 4 1 F( T), odnosno B i F(1), 1tako ¢emo reéi, su istovredne pa se pro-
blem utvrdjivanja tautologi¢nosti formula F{ T) 1 F(L) svodi na problem utvrdjivanja,
tautologiénosti formula A4 i B koje su ocigledno, krade.

Opisani postupak komstimo u refavanju narednog zadatka.
24. Dokazati tautologiju:

, (2= ajia= w= =7

ReSenje. Dokaz izvodimo diskusijom po slovu p. Radi toga oznadimo datu formulu
sa F(p). Formule F(T) i F(L) glase:
Wili= ajdas=d)l= =g @i a)it= 1) == )
Zamenjujué1T = g, T=r sa g, » formula (1) prelazi u istovrednu formulu (moze se
rez1 i ekvivalentnu, tadka VIII)
@) qA(g=r1)=r,
Sija se tautologicnost moze lako dokazati (tablicom ili, recimo, diskusijom po g)1).
Prema tome formula (1) je tautologija. I formula (2) je tautologija posto ona ima o-
blik implikacije P = Q &iji zakljucak Q je istovredansaT(er (L =7r) < T). -

Formule F{T )1 F(Ll)su, znaéi, tautologije. Otuda je tautologija i formula F(p).
Kraj dokaza.

25. Dokazati tautologije:
“l(pAq) =T1p Vg, 1 (pva) =TIpATlg,
W=y = p=2ah (== a) == la(z= =l p= 1),
26. Dokazati tautologije: |
(b= (qAr)) < (p = q)A(p= 1), (p = (qvr)) =(p=q)v(p=T)
(=ella=aiys=Aliz=a)=2=w)h 2=t S0 o= ) ={2="0)*
Uputstvo. Diskutovati po p.

27. Neka je F(q,, ..., 4, ) iskazna formula Cija su sva slova gy, -.., g, 1 koja zadovo-
ljava uslov
(1) WA o WS T

Dokazati da je tautologija formula

)ARO q ima vrednost T tada se (3) svodinar=r, jer [ A(T= 1)< (= 1), dalje (T=1) ©r
Ako q ima vrednost |, (3) se svodi na | =1, Formule r <r1,| = Tsu oCigledno tautologije.
Stoga je tautologija i formula (3)
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@ (B E( 4y -—1a. ))<= (D=4 .,
Dokazati, i obratno, tj. ako je formula (2) tautologija onda vazi uslov (1).
28. Formula
F(p) =F(T)vF(l)
£ tautologija, ako je F(p) ma koja formula. Dokazati.
29. Dokazati tautologije:

(p=q)=(q<=p) p= (d=T)) =(p=q) =T)
llezla=in))s=illos a2

30. Dokazati tautologije:

P=D (p=a)A(q=p)= (P q) (p=a)A (9= 1)> (p=7)

PP, (P gjA(a= pl=(P= phip = ar(9=T)=(P=T)

(p=4q) = (q+<=p),(p=q)=(1q=T1p) (p= q)=(Tp=T149)

T(p=q)=(1p=aq), Mp=q) =(p=7T1g)71(v=q) =prl q
31. Dokazati tautologiju (tzv. Dedekindovu)

(PA q)v(qAT)v(r Ap) < (DV q)A (g VT)A(rV p)

Resenje. Formula je oblika 4 <= B, pa je jedan nacin dokazivanja ovakav:

Pretpostavimo da formula 4 ima vrednost T (za neke vrednosti dova p, 4, r). Tada:

Bar jedna od formula pAq, q A1, ¥ Ap ima vrednost T.

Odatle neposredno sledi zakljudak:
Bar dva od slova p, q, » imaji vrednost T .

Medjutim, tada sigurno i formula B ima vrednost T . Recimo, ako je slucaj da pig
imaju vrednost T , tada:
tllpva)A(gvr)a(rvp))=1((T N T)A(T vVr)A(ry T =T A TATS
Dakle dokazano je:
(=) 7(A) = Tpovlaéi 7(B) =T.
Neka sr.da B ima vrednost T. Tada:

Sve formule pv q, q Vr, rv p imaju vrednost T .
Odatle neposredno sledi zakljucak:
Bar dva od slova p, g, r imaju vrednost T .
Medjutim, tada sigurno i formula 4 ima vrednost T . Znaci:
(<) 7(B) =T povlaii 7(4)=T
Iz implikacija (=) i («) neposredno sledi

) 1(A) =T akko 7(B)=1
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" Na osnovu te ekvivalenciie zakliuGujemo da vazi jednakost:
(2) 1(4) =7(B) (zama koju vrednost slova p, g,7)
jer, ako bi se desilo da su 7(4)1 7(B) razli¢iti, jedan bi od njih bio T , medjutim,
prema («—) morao bi 1 drugi biti takodje jednak T , §to je protivureénost. Drugim
reéima A i B su istovredne formule, odnosno formula 4 < B jeste tautologija,

" Drugi nacin: Oznadimo datu formulu sa F(p,q,r). Formula F (T, g, r) je istovredna
sa formulom :

(gvr)¥(qar) = gvr
za koju nije tesko dokazati da je tautologija. Sliéno F (1, g, r) je istovredna sa for-
mulom - : :
qAr < (gAT)A(qVT)
koja je takodje tautologija.
Kako su F (T, g, r), F (L, g, r) tautologije, to je 1 formula F (p, g, r) Tautologija.

32. Dokazati _
(r(A) =T akko 7(B) =T) povla¢i =4 <= B
. (7(A) = 1 akko 7(B) = 1) povlali F A < B
33. Dokazati da naredne formule jesu tautologije
(p = q)A(r < 5) = (pir <= gis) (Rjehr Y, =, =)
34. Dokazat: tautologije:
(p = q) = (pfr = q%a)
~ (p=a)=(rp = rn)
(= je-bilo koji od znakovaA, V, =, <)
35. Dokazati tautologije:
(p = q)A(r=s) = (PAr = gAs)
(p = q)A(r = s) = (pVr = qvs)
36. Dokazati tautologije:
(p = q) = (pAr = qA)
(p=q)=((pvr) = (qvr))
(p=4q)=((r=p)=(r =4q))
37. Dokazati da ove formule nisu tautologije:
(0= q)A(r=s)=(lp=1)= (9= 5))
(p=q)A(r=s)=(lp=r)=(q=5)
(p=aq)=(p=r)=(q=r))v(p=q)=(p =T)=(q =T))
Uputstvo. vaoljno je za svaku formulu na¢i po jednu vrednost iskaznih slova za
koju formula ima vrednost L . Za prvu formulu takav sucaj nastupa za:
m(p)=1, 7(q)=T,tfr)=L, 7(s)=L
38. Dokazati tautologiju: pAF(p) <= pAF(T)gde je F(p) ma koja formula. Recimo,
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formule
pA(p=q) =pA(T= g}, pAle=p)=pNT=T)
su tautologije takve vrste. :
Uputstvo. Diskutovati po p.
39. Dokazati tautologije:
F(p) = (E(T )ap)v(F(L)A D),

F(p,q) =(F(T,T)ApAq)V(F(T,UApAT1q)V(F(L,T ) AIpAg)V(F(L,L ) AipATlg),
gde su F(p), F(p, q) ma koje formule.
40. Formula

Hpj#F(p) = F(TF(1)

je tautologija, ako je * neka komutativna operacija’ (A,v. <1 sl.) odnosno opera-
cija koja zadovoljava uslove: = pig <=g¥p. Dokazati.
41. Dokazati:”
Ako F(T,L) =L, onda [=pATlg = "1F(p,q),
Ako F(T,L,T)=T, onda |= pATlgar = F(p, q, 7)- .
42. Neka dogovomo znaci AT = Al budu drugi zapisi za 4, odnosno “14 (4 je bilo
koja formula). Dokazati:

(a) 7AY =T akko 7A=v, (b) 7AY= 1 akko TA#v,
gdejev Tii L.

43. Nastavak prethodnog zadatka. Dokazati tautologiju

*) BEAEADS S Ep o L

gde je F(pl; s pn) proizvoljna formula izgradjena od slova py, ..., p,a @y, -, 4

su elementi skupa {T,1}.

n

Uputstvo. Prema definiciji oznake A" nije tesko zakljuliti da vredi:

7(AY) =T akko 74=v
Da bi se dokazala tautologija (=) dovoljno je dokazati implikaciju:
a a
Ako 7(p;'A w-ADP,") =T, onda 7(F(py, .., pn}F(al’ o ap))=T
Napomemmo da je, koristeéi se tautologijama oblika p’ <= (p <> v) (v je T ili 1),
moguée prethodni zadatak svesti na zadatak 15.
44. Neka je F(p, ,..., p) tautologijai 44, ..., A4 ma koje iskazne formule. Dokaza-

ti da je formula F(4,, ..., A_), dobijena zamenom dova py, ..., p, redom formulama
Ay, -, A, takodje tautologija.

45. Dokazati tautologiju

/

) (D1 = (py = ... = (p, = p)--))= (P1AP2 A ... AD,= D)
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Resenje. Dokaz izvodimo indukcijom po 7 i pritom diskutujemo po p;.
Ako je n=1, formula glasi (p; = p) <= (p; = p) ato je oligledno tautologija.
Neka je n > 1 i pretpostavimo da je formula (%) tautologija, u slugaju kada v njoj
© umesto » stoji n—1, odnosno kada je broj slova p;, py ... jednak n—1.
Tada: ako p, ima vrednost |, obe strane formule (¥) imaju vrednost T (jer
L=y=7 Ua)=w=1=>w=T,gde v,we {T L}
Ako p; ima vrednost T, tada je formula @) istovredna sa formulom
(P2 = (P3 = .. = (p,= p)...)) S(p2A... AD= D)
koja je, prema indukcijskoj hipotezi (jer je n—1 broj slova p,, ..., ) tautologija.
Dakle, formula (%) ima uvek vrednost T . Indukcijski dokaz je zavrsen.
46. Da li je istinita implikacija
FAVvB povlaii |=4 ii =B
Odgovor. Nije. Recimo: [= pV-1p, medjutim ni p ni  ~1p nisu tautologije.
47. Dokazati. da za proizvoljne iskazne formule 4, B vredi:
FAAB <> |=4i |=B, FAvB< |F4ili B,
FA<—B<|al 3 |FA=B<|=4ilB,
gde <= zamenjuje reci ako i samo ako, a znak < obrat reci ako ... onda, odnos-
no P < Q znaé&i: ako Q, onda P.
48. Nastavak prethodnog zadatka. Dokazati:
FAiFA=B> =B, FAil=4<=B-[=B,
FA=>BiEB=C>FA=C FA<=BiFB=C>FA4 <=
gde znak — znaci: gko ... onda.
49. Dogovorimo se da za datu formulu F(p) sa (Vp) F(p), ( 3 p) F(p) drukiije ozna-
¢imo po redu formule:
F(T)AF(L), F(T)vE(L).
Dokazati:
I=(Vp) (AAB) < (VpJAn(¥p)B, |=(3p)(AvB) = (3p)Av(3p)B
I=A(p) = (3p)A(p), E(NP/A(p)=A(p) F1(¥p/A = (3p) 14
E(Vp)3a)(p =q), E(p=q) <= (3r)p = qrr)
50. Nastavak prethodnog zadatka. Neka slovo p ne uéestvuje u formuli B. Tada su
sledece formule tautologije:
(Vp)(A = B) < ((3p)A = B), (3p)(A = B) = ((¥p)4 = B)
(Yp)B=A)< (B=(VpJA), (3p)B=A4) <= (B =(3p/4)
Dokazati. :
51. Dokazati tautologiju



Uvod u matematiku logiku 93

T((pAA)N(TIpAB)) <= (pATIA)V(Ip ATIB)
gde su A4, B bilo koje formule.
Uputstvo. Diskutovati po p.
52. Neka je Fy, F, ... c:vaj niz formula

p,p=p,(p=p)=p,.., vopste F_je(F _,=p)
Dokazati:
E F akko n je paran broj

53 Neka je Fy ,F,,..., ovaj niz formula

HEE ‘

Fi jepy = p1, F3 je (Fy =p;2) =Py ... F e (F,_ = p, P D,
Dokazati da su sve te formule tautologije.
54. Neka je Afp) formula &ije je jedino iskazno slovo p. Dokazati da je najmanje je-
dna od formula

A(p) =T, A(p) = L, A(p}) = p, A(p) = TIp

tautologija.
55. Neka je A(p) formula sa jedinim dovom p. Dokazati: Ako A(p) nije kontradik-
cija onda je formula A(p < A(p)) tautologija.
56. Neka je A(p) proizvaljna formula sa jedinim slovom p. Dokazati da je tautologi-
ja dedeta formula :

(A(pva) = A(pVA(q)) = (A(pAq) = A(p)nA(q))

Uputstve. Diskutovati po p.
57. Umesto znakova V , A , T] upotrebimo po redu znakove +, *, ' . Dokazati tauto-
logju:

Flax,td y, e +dy, ..., zzxn+a'yn =akibeie S AR, ) Y
gde je F ma koja i1skazna formula (g, Xp Yj su 1skazna slova).
Uputstve. Diskutovati po a. ;
58. Neka je F(p,, ..., p, , =) iskazna formula obrazovana od iskaznih slova p,...,
D1 logi¢kog znaka < . Takva formula je tautologija ako i samo ako se svako njeno

1skazno sovo pojavljuje paran broj puta. Dokazati.
ReZenje. Razmotrimo istinitosnu tablicu za <= i tablicu mnoZenja za brojeve 1, —1.

=T I il e
TE e Ll
AT el g

Uocava se da su te dve tablice sli¢ne (kaZe se 1 izomorfne). Konsteéi tu sli¢nost uo-
cene iskazne formule tumacimo na ovaj naéin:
Iskazna slova timaéimo kao brojevne promenljive — oznake za brojeve 1, —1,
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Znake T, | redom kao brojeve 1, —1.

Na taj naéin istinitosna tablica za <= prelazi u tablicu mnozenja za brojeve 1, —1,

a iskazne formule postaju brojevni proizvodi. Recimo, formula (P<=¢q)<=(fp<=g)<=p)
postaje ovaj proizvod
(p-q):((p-q)-p)

Dalje, vrednosti formule (koja je T ili 1) odgovara vrednost pridruzenog proizvo-
da (koja je 1 ili —1). »

Tautalogijeme odgovaraju oni proizvodi &ija je vrednost uvek jednaka 1 — za svaku
vrednost brojevnih promenljivih 1z skupa {1, —1 }. Recimo, tautologiji (p=p)={q=q)
odgovara proizvod (p<p,(q-q), 1. p* *q>. Nije tedko uogiti da su uvek jednaki 1 oni 1
samo oni proizvodi kod kojih se svaka promenljiva pojavljuje paran broj puta. Koristeci
uspostavljenu vezu izmedju pojmova ,,biti tautologija” i ,biti jednak 1” zakljucujemo da
potreban i dovoljan uglov da formula oblika F(p;, .. ; <) bude tautologija glasi:

’A-n,

Svako iskazno slovo u toj formuli ima paran broj pojavijivanja.
59. Neka je F(py ,..., p, s <>, 71/ iskazna formula obrazovana od slova D1, D, i logi-
¢kih znakova <=, 71 . Dokazati da je takva formula tautologija ako i samo ako se u njoj
svako iskazno sovo 1 znak 71 pojavijuju paran brbj puta.

60. a) Dokazati da iskljudna disjunkcija'y ima naredna svojstva

PVqesqvp (DY q@)NT <=pN(qV7),(pNGIAT>(DAT)Y (G2 T),
PV Ag = pvig, pVvip+e .l pVilsp pvie: i
odnosno da su sve te formule tautologije.
b) Neka je F(p 5 oo (25N ) iskazna formula obrazovana od slova py, ..., P ilo-
gickog.znaka v Dokazati da je takva formula kontradikcija ako i samo ako se u
njoj svako iskazno slovo pojavljuje paran broj puta.

6l. Cinjenicu da je formula (» = g/~ T1p V g tautologija izrazavamo 1 re¢ima: implika-
clja je izraziva pomoéu negacije i disjunkcije. Slicno: formula pV g < ((p= q)= q)
je tautologija, tj. disjunkcija je izraziva pomocu implikacije.

Izraziti sve osnove operacije pomoéu:

a) disjunkcije, konjunkcije i negacije, b) konjunkcije i negacije, c) disjunkcije 1 negacije,
d) implikacije i negacije.

62. Oznacimo sa 1 , | sledeée operacije (prva se zove Shefferova, a druga Lukasiewicze-
va):

ptq je zamena za T1(pAq) T Lk L
piq je zamena za "1(pvq) T e u sl
Ll 1]
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Dokazati da se sve osnovne logicke operacije mogu izraziti pomo¢u operacije 1,
kao i pomo¢u operaciie V.

Uputstvo. Recimo ptp < Tp, (pip)tlata) = pV q isl

63. Dokazati da se negacija ne moze izraziti pomo¢u ostalih osnovnih logickih
operacija.

¢ Pretpostavimo da 7p =T ' , 7(p=¢q) =T . Iz tih jednakosti zaklju€ujemo:
7(T =q) =T, odnosno g = T . Znad&i, ukoliko obe formule p, p = g imaju
vrednost T , onda i formula g ima takodje vrednost T . U takvom sluéaju kaze-
mo da je g (semanticka) posledica formula p, p = q.
& Uopste, iskazna formula 4 je (semuanti¢ka) posledica skupa iskaznih formula
CJ‘, ukoliko vredi:

Kad—god sve formule iz & imaju vrednost T, onda i A ima vrednost T .

¢ Formule skupa < nazivamo pretpostavke (hipoteze) i koristimo pisanje:
G g
Tako, prema prethodnom, vazd : p, p =¢q Eq.

¢ Za skup iskaznih formula & njegov model (resenje) je takva vrednost slova?
(od kojih su te formule sagradjene) za koju sve formule iz CF imaju vrednost T
Jezikom modela definicija semanticke posledice moZe se iskazati u obliku:

A je semanticka posledica skupa'g’ akko svaki model skupa G jeste model i

formule A.
¢ Ranije je ve¢ istaknuto i dokazano da je formula oblika 4 = B tautologija ako
i samo ako vredi:

Kod—godjer A =T, tadajei TB=T,
- tj. kad—god je B posledica formule 4. Dakle:
AEB akko kFA=B !

Dokazuje se (videti zadatak 80) da vredi i opétije tvrdjenje, tzv. stav dedukcije
(semanticki):

Ukada je skup pretpostavki kona¢an, recimo {F;, 5 Fn}, umesto {Fl, e Fn } EF pise-
mo: Fy, ..., F EF. Oznake za skup { }izostavljamo Gesto i wbeskonaénom slucaju.

2)Stroie, vrednost izvesnih iskaznih slova definide se kao preslikavanje tih slova u
skup {T,L}.Recimo, jedna vrednost slova py, pa, D3, ... jeste:
_ [P1DPs P3Py -
i [T e (T,L se naizmeniéno redjaju)
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Bz el
pomocu koga se uspostavlja veza izmedju pojmova semanti¢ka posedica i tautolo-
Bija.

Fl, oo Fn I=F akko Fl, ...,F

n—1

ZADACI (nastavak).

64. Odrediti sve modele formula (po p,g): p =4, PV q.

Resenje. Prema istinitosnim tablicama implikacije i disjunkcije neposredno s zak
ljuéuje da obe formule imaju vrednost T upravo u ovim sluGajevima

@) =l @ =g @ m=1, m=T
pa su trazeni modeli:

([ C s/ D 4

73 T

; (T T ) o (1__ T )

65. Qdrediti sve modele datih formula (po slovima p, g, r, odnosno p, g, 7, s)

a) p=q,q®r, b) p=gqgq=rres

66. Qdrediti modele formula (po 7y, P3, P3 )

plT. P%, paT, p% S (stepeni T, L redjaju se naizmeniéno)
Odgovor. Jedini model je:

2 ‘D1 D2 Ps Pa ) (T ,l seredjaju naizmeni¢no).
[T |
jer vazi
p%) =T akko mp=a @jl,)

67. Odrediti modele formula (po py, pa, P3, --- )

P1, D1 = P2, P2 = P3, ---
68. Odrediti modele formule p =q po: a)p, q, b) p,q. r ¢) p

Regenje. a) Na osnovu tablice implikacije modeli su:

p q p q p q
TEEe ) il T dle
b) U ovom sluéaju nepoznate (po kojima trazimo resenja) su p, q, r. Medjutim, r

u stvari ne uéestvuje u datoj formuli — znak da je vrednost za r proizvoljna. Mo-
deli su

pqr pqr qu)(pqr PQ’) PQ’)<

T TT,(TTi, ST/ LT 15 | R [ ,(lll
¢) Ovde je nepoznata p, dok se g smatra poznatom. U stvari, radi se o traZenju
modela ponaosob dveju formula p = T, p = L koje odgovaraju slucajevima
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7g =T , 7¢ = L Nije te¥ko videti da se u oba slu¢aja refenja mogu ovako izraziti:

(2). (%)

158 q

69. Odrediti model date formule po naznaéenim nepoznatim:

aQ)pAgq po pq b)pag po pqr c) pPAG DO P
d)pAfg=rT1) po p, g7, &) pPA(q=r1) pop.

Uputstvo. ) Uslov 7g = 7 je potreban i dovoljan da data formula ima model po
p-

70. Dokazati: p =g, q=r Ep=>r.

Resenje. Naginimo istinitosne tablice formula p =q, g= r, p=r (u odnosu na
slova p, q, 7).

Uocava s¢ da formule p=gq, g=>r p | q rlp=ql g=r|p=r
imaju obe vrednost T u Cetiri sluCaja:
° = = o T R T T T
Iep =g =l = Tl 1 It
2 p=1,m=T,m=T; I S T
3 p=1l,m=1,m=T ; I # # }r ¥ #
4 p=1,1m1q=1m=1. g i T
L e T ] T
| e T T T

U svim tim sluéajevima formula p = r takodje ima vrednost T , &ime se zavr3ava
dokaz.

Dokaz se moZe i ovako izvesti: Pretpostavimo da za neku vrednost 7 slova p,
q, r aiz:
) alp2g) =T aaE ) =0 a(p i) =
Iz treée jednakosti dobijamo: 7p = T , 7 = L. Zamenom dobijenih vrednosti u pr-
vu i drugu jednakost dolazimo do kontradikcije: g =T , g = 1. Znaé&i pretpos
tavka (%) je nemoguéa, a time je metodom svodjenja na protivureénost dokazano:
P> qq = Ep=r
71. Dokazati:
P24, q*pEp=gq; p>qFlg=>7p
p=qr=>skEpAr=qAs; p=>qr=skpvr=qvs
72. Dokazati da nije:
pval=Ep; p=qqkp Tp. p=qkgq
Rezenje. Dosta je za svako od pretpostavijenih tvrdjenja pronaéi bar jednu vrednost
slova p, g za koju sve pretpostavke imaju vrednost T a naznaGena posledica vredno-
sti 1. Takve vrednosti slovasuporedu: 1° p=1, m=+ ; 2° p=1, m=T;
3 =1 m=L
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~ 73. Dokazati) :

a) pl! pl =>p21 "')7pn =pn+1) e i__-plr p21 ssey pn) e
b) pl’ plﬁ pz' o229 pﬂ = p!‘l+1' o0 l= pl’ Pz: sse’y pﬁp avs;

Q) NP1 P1 = P2y = Py = Ppspp - E1P1 P20, 1P,

74. Neka je F(p, q)iskazna formula obrazovana od slova p, g.Dokazati da iz pre-
 tpostavki p% ¢P (o, B su T ili 1) proizlazi kao semantitka posledica ili formula
F{(p, g) ili njezina negacija “1F(p, q/. Tagnije dokazati:

(i) Ako F(a,8) =T , onda je posledica F(p, q), odnosno F(p, )7

(ii) Ako F{a,8) =1, onda je posledica T1F(p, q), odnosno F(p, q )l Ta se dva tvr-
djenja mogu zajedno zapisati u obliku:

7% g8 & Fip, q/f(e6)

75. Neka je F(py, ..., p,) iskazna formula obrazovana od slova py, ..., p,. Do-
kazati da iz pretpostavki py’ , ..., pﬁn (e;je T ili 1) proizlazi kao ssmanticka po-
sledica ili formula F(p;, ..., pn) ili njena negacija 71 F(py, ..., pn}. Tacnije rece-
no, dokazati:

@
il pet EED, . pn)F(al’ e )

76. Dokazati da ssmanticka posledica ima naredna svojstva (4, B, C, D su proiz
voljne formule) :

4,4 EB-> EB (Modus ponens)
A=B BE C>4kEC (Tranzitivnost)
AEB C€Cl=D>AACEBAD (Saglasnost sa konjunkcijom)
AEB CED->Av CEBVD (Saglasnost sa disjunkcijom)
Resenje. Dokaz izvodimo, recimo, za prvo tvrdjenje. Pretpostavimo, dakle: =4,
ineka je 7 jedna vrednost slova (formula 4, B). Tada, posto je 4 téutolggija, to
74 =T , a potoA EB, to zakljudujemo: 7B = T .Prethodno rasudjivanje vre-
di za svaku vrednost slova 7, §to znaci da formula B jeste tautologija.

Sli¢no, za poslednje tvrdjenje dokaz izgleda: Pretpostavimo

Al=B, CED, fAvC)=T,

gde je T neka vrednost slova formula 4, B, G, D. Iz treée pretpostavke proizlazi:
74 =T ili 7C =T , a odatle koristeéi 4 E B, C ED zakljucujemo

VAEB za skupove formubo# ,B madi: Svaka formula iz B je posle
dica skupaa;‘, sﬁm&toiutakvomsluéajuomakezaskup{}éesto izostavljamo.
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B =T ili 1D =T, odnosno: 7BV D)=T.
~ Time je, uz pretpostavke 4 = B, C =D, dokazano
Ako AV C)=T, onda fBv D)=T,
odnosno: 4 v C =B v D.
Dokazi drugog i treéeg tvrdjenja izvode se sli¢no.
77. Dokazati ekvivalenciju
Fy,...,F, EF akko FiA .. AF FF

78. Dokazati: A E B akko E4 =B

79. Dokazati (semanticki) stav dedukcije:

Fy, ., F FF akko Fi,.,F,_ FF =F

Uputstvo. Moguée je dokazivati indukcijom po 7 koristeéi se jedino definicijom zna-
ka . Drugi naéin je:

Fy, o B S akko By A T A FSEE (Zad. 78)

' akko EF1A .. AF =F (Zad. 79)
akko =FiA .. AF._>(F,=F) (et (pag=1)=(p=(q>7)))
akko Fy A..AF =Ua = (Zad. 79)
akko By, ..., F. 4 ‘l=Fn =>F (Zad. 78)
Kraj dokaza.
80. Dokazati da su naredne recenice medjusobno ekvivalentne

A B CIEF; AL B=C=F; A, CB=F; Al=B=(C=>F);
AC=(B=F); kA= (B=>(C=F); EA=(C=(B=F)

: (4, B, G F su ma koje iskazne formule)
81. Koristeéi se Einjenicom da je formula (p=(q=r1)) =(p=4q)=(p=T1))
tautologija dokazati:
p=(q=r) E(p=4q) >(p=r1); p=(a=71), p>q Ep=>r,
p=(q=7r), p=q,p Er;, p=(q=71), pE(p=4q)=>r
pE(p=(q= 1)) =((p=q) =1)); Ep=(p=(a= 1)) =(p=4q)=7))
82. Dokazati: Fy, ..., F, EF akko k= (Fy = (F, = ... (F,=F)..))

83. Neka f[p, q) izvesna iskazna formula i neka za svake dve formule 4, B vre-
di ekvivalencija:
A =B akko FEf(A, B)

Dokazati da je tada f{p, q) < (p = q) tautologija.
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VIII EKVIVALENTNOST ISKAZNIH FORMULA

¢ U skupu iskaznih formula (po izvesnim iskaznim slovima) definide se relacija ekv
(ekvivalentnost) na slede¢i nacin ‘
A ekv B akko FA <= B

Recimo: pA q- ekv gAp, jer formulapag <= gAp je tautoloéija.
& Relacija eky zadovoljava:
A ekv B akko 7(A)=1(B), za sve vrednosti slova formula A, B
ili drukéije reéeno
A ekv B akko A i B su istovredne formule. ;
¢ Relacija ekv je relacija ekvivalencije, koja je saglasna sa osnovnim logi¢kim ope-
racijama (zadaci 2,3,4). ;
& Neka su 4, B, ..., C neke iskazne formule oblika
Ilvmv..va
pri emu su [, m, ..., n iskazna slova ili njihove negacije. Tada formulu oblika
AABA ... AC
zovemo sastavna formula. Recimo, takve su formule
pA(gv ) (pv g)a (Tpvgvr)a (pv7lE), pAgATr, TIp, 1
¢ Dualno se definise rastavna formula. To je formula oblika
AvBv .. VvC
gde su 4, B, ..., C konjunkcije iskaznih slova ili njihovih negacija.
¢ Svaka iskazna formula ekvivalentna je sa nekom sastavnom (rastavnom) formu-
lom. Do rastavne (sastavne) forme formule dolazi se postupno — odredjenim po-
stupkom (zadatak 16).
¢ Nekaje AA BA ... AC sastavna forma &ija su sva iskazna slova py, ..., p, . Za
tu formu kazemo da je potpuna ili kanonska konjunktivna normalna forma (po
D1 pn) ako su formule A4, B, ...,C oblika

a Q 5 e
Pi'v D2 v - vp‘:fn (o jeT ili 1)
e
pri ¢emu su pT 3 p‘L druge oznake redom za p, “1p. Primer kanonske konjunk-

tivne normalne forme (po p, q) jeste:
(pvTlg)A (TIp v q)
Dualno se definie potpuna rastavna forma — kanonska disjunktivna normalna
forma (po py, ..., p_).
¢ Vaze ekvivalencije



102 VI Ekvivalentnost iskaznih formula

Fi(p) ekv (F( T )np) v (F(1) ATp),

- Flp,q) ekv (F( T, T)ApAq)V (F(T ,1)Ap ATIgV(F(L, T)AIpAq)V(F(LL ) ATIp Alg)
¢ije desne strane odredjuju potpune rastavne forme formula F(p), F(p,q) (videti i zada-
tke 34 i 37).

¢ Dogovorno i oznake T, L smatramo za potpunu rastavnu, odnosno potpunu sastavnu
formu. To je u skladu sa okolnoséu da smo i te znake prihvatili kao iskazne formule.A-
ko to nije slucaj, tautologije nemaju potpunu sastavnu, a kontradikcije potpunu rastav-
nu formu.

ZADACI
1. Dokazati

A ekv B akko A, B su istovredne formule.
Resenje. Jedan dokaz je: -

A ekv'B akko E A < B : (Definicija)
akko 7(4 «=>B) =T, zasvevied-  (Definicija)
nosti slova formula 4,8
akko 74 = 7B. za sve vrednosti (Jer A <= B ima vrednost T akko
slova formula 4, B A,B imaju uvek iste vrednosti)
Kraj dokaza. :

2. Dokazati da je ekv relacija ekvivalencije, tj. da:
AekvA,A ekvB—>BekvA,AekvBiB ekv C—>Acky C,

gde su 4, B, C ma koje formule.
Uputstvo. Koristiti tvrdjenje prethodnog zadatka kao i tautologije 4 < A4, (A= B)
=(B+=A4)isl.
3. Dokazati da je ekv saglasna sa operacijama A, Vv, 1, tj. da su tacne implikacije
oblika

Al eka, i A2 ekv.Bz—)Al/\Az ekVBl/\B2

Al ekVBl i Az ekVBz _)AIVAg ekli_BIVBg

A ekvB - 14 ekv 1B .

Uputstvo. Koristiti tautologije kao (4; < B;)A (4, ¢=>Bz) = (A;A By =A4,AB;),
ili dokaz zasnovati na Einjenicama

TA] =TB1, TAz =TB2 —)T(Al/\ A2}=T(.BIAB2) isl :

koje slede iz opstih svojstava jednakosti i definicije vrednostiliskazne formule-

4. Dokazati da je relacija ekv saglasna sa operacijama =, <=, tj. da vaze implikacije oblika
Al ekVBl i A2 ekv.82 *‘(Al:Azj ekV(Bl'_‘)Bz),
Al eka, i A2 ekVBz "’(Al =$A2)ekV(B1 ‘:’BZ}
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5. Uocimo formulu pA T1(gV (r = p)), i njenu podformulu 7 = p zamenimo sa
“1rV p. Dobija se formula p A71{gVv ( 717 vp)) koja je ekvivalentna sa polaznom.
~ Dokazati. :

Resenje. Jedan dokaz glasi

(1)r=pekv Irvp ; (Jer (rPp) <= (T1r v p) je tau- -
tologija)

(2) gekv q

B)qv(@=p)ekvqv (rvp) : (Koristena je saglasnost ekv sa V
u vidu pravila:

Aj ekv By, A, ekv B,
A1V Aj ekvB; VB,

(4) V(g v (r=p)) ekv V(g v TIrvp)) (Koriséena je saglasnost ekv
s27)

() pekvp
©)paTl(gv(r=p))ekv(paTlfqv(Irvp))  (Iz (4)i (5) na osnovu sag-
lasnosti ekv sa A)

Kraj dokaza.

Dokaz se moze izvesti i kor&éenjem &injenice da je pojam ekvivalentnost for-
mula prevodljiv na pojam istovrednost formula. Jer formule

pAqv(r=p), pA7l(qv(Trvp))

su istovredne, buduéi da je jedan deo prve zamenjen delom sa njim ekwvalentmm

Napomena. Dokazano tvrdjenje je poseban slucaj tzv. zakona (ekvivalencijske) za-
mene:

Neka je F ma koja formula i A njena podformula. Zameni li se A nekom sa

njom ekvivalentnom formulom B, od F se prelazz na novu formulu Fy ekvivalen-
tnu sa formulom F.

Sta je glavni uzroénik vazZenja tog zakq'na? To je ¢injenica §to je relacija ek

(R), (S), (T) relacija saglasna sa osnovnim logi¢kim operacijama.

Upravo ta svojstva relacije ek su kori§¢ena u navedenom dokazu, a tome sli¢-
no moze se postupiti i u dokazu opsteg zakona zamene. Primetimo da iz posve
sli¢nih razloga vaZi zakon (jednakosnih) zamena koji smo upoznali u tacki VI Je-
dnakosni dokazi. Algebra brojeva.

_-6. Dokazati korak—po—korak (sli¢no kao u prethodnom zadatku) ekvivalencije
Ip=(qn(rvp)) ekv1p=(qnr(pVr))
pAlq=r1))=pekv(pA(r<=q)) =p

7. Dokazati ekvivalencije (4, B, C su ma koje formule)
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AN A ekv A Av A ekv A

ArBekv BhA - : Av B ekv Bv A
(AANB)AC ekvAA (BAC) (Av B)v Cekv AV (B Vv C)
AN (AvB) ekv A : Av (AN B) ekv A
AA (BVC)ekv (AAB)V(AAC) AV (BAC) ekv (Av B)A (A VC)
ANT ekv A _ AvTeky T
An L ekv L AVl ekv A
A ATIA eky L AVTIA ekv T
Napomena. Ako znake A, V, 71, ek, T, | redom zamenimosa N, U, ', =, 1, 0 da-

te formule se prevode u aksiome Bulove algebre (o Gemu, kasnije, vise reél)
8. Dokazati ekwvalencue (4, B su ma koje formule)
A=>Bekv 1AvB, A<>Bekv(T1AVvB)A(T1BvA)
9. Dokazati ekvivalencije oblika:
1 1A ekv A, T1(AAB)ekv 1AV 1B, T1(AVvB)ekv 1A AT1B.
10. Dokazati: :
A ekv B akko (Iz 74 =T sledi 7B = T i obratno),
i pomo¢u toga dokazati ekvivalencije oblika
AA(BnrC)ekv (BAA)AC, (AAB)A(CAD)ekv ((CAA)AB)AD,
Uputstvo. Formula oblika 4 A (BA C) ima vrednost T ako i samo akoi A4 iBiC
imaju vrednost T , a sliéno vredi i za formulu(B A 4) AC
Napomena. Opétijé, ako je F{4,, A, ..., A ; A ) formula koja je gradjena pomocéu
znaka A i podformula 4,, 4,, ..., 4_, tada je ona ekvivalentna sa formulom koja
se dobija brisanjem zagrada, proizvoljnim razmeStanjem delova 4, 45, ..., 4 _, i po-
novnim postavljanjem zagrada (naravno ispravno). Ta opsta ¢injenica, u stvari, sledi
i iz druge i treée ekvivalencije zadatka 7 koje se mogu opisati re¢ima:A je komuta-
tivna i asocijativna operacija — ukoliko ekv smatramo kao jednu vrstu jednakosti.
11. Dokazati tvrdjenje
A ekv B akko (Iz 74 = 1 sledi 7B = L i obrnuto),
i pomocu toga dokazati ekvivalencije oblika
Av (Bv C) ekv (BvA)v C, (AvB)v(CvD) ekv ((CvA)vB)vD.
12. Dokazati ekvivalencije oblika
AA(Bv CVvD)ekv (AAB)v (A AC)v(AAD)
AV (BA CAD) ekv (AN B)A (Av C)A (A v D)
(Av B)A(CVDVE)eky (AAC)V(AAD)v (AAE)v(BAC)V(BAD)v(BAE)
(AAB)v (CADAE) ekv (Av C)A(Av D)A(Av E)A (BV C)A(BvD)n (BYVE)

Uputstvo. Te ekvivalencije — uopitenja distributivnog zakona A premav , i zakona
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v prems A mogu se lako izvesti koristeéi drugu, treéu i petu ekvivalenciju zadat-
ka 7 (t. koriste¢i komutativni, asocijativni i obican distributivnizakonDzan ,v ),
uz pretpostavku koriSéenja opstih svojstava ekvivalentnosti (zadaci 2, 3, 4).
13. Dokazati ekvivalenciju (Dedekind):
(AvB)A(BVC)A(CvA)eky (AAB)v(BAC)v(CAA)
Resenje. Koriste¢i ¢injenicu da ekv ima svojstva sliéna jednakosti, odnosno (R),
(S), (T) i saglasnost sa operacijama A , V , 1, navodimo dokaz koji — po pisanju
1i¢i na jednakosnj, i koji se oslanja na zakon (ekvivalencijske) zamene:
(AvB)a(BvC) A(CvA)
ekv [(AAB)v (A AC)v(BAB)v (B AC)JA(CVA)
(Zamena formule (A vB)A (Bv C/formulom (AAB)(AACIN(BABN(BAC))
ekv [[AAB)v(AAC)vEB v(B_ AC)IA(CV A)
(Jer BA B ekv B — zadatak 7)
eky [[AAC)vB]IA(CVA) -
(et Bv (BAC)ekvB, Bv(BAA) ekv B — zadatak 7)
ekv (AANCAC)V(AACAA)Vv(BAC)v(BAA)
(Koris¢enje distributivnog zakona A prema V)
ekv (AAC)v (A AC)v(BAC)V(BAA)
@Jer CACekv C, AAA ekv A)
ekv (AAB)v (B AC)v (CAA)
(Korid¢enjem asocijativnog i komutativnog zakona za A, V, kao i zako-
na FVF eky F)
Kraj dokaza.

Primetimo da se ekvivalencije zadatka 7 neobi¢no Gesto koriste u ekvivalencijskim
dokazima uopste. Istaknimo jo§ da je podesno — zbog bolje preglednosti umesto
znakova A , v koristiti redom znake -, +. Tako, uz tu promenu znakova prethodni
dokaz postaje: .
(Av B)A(BV C)A(CVA) ekv (A+B)+(B+C)+(C+A)

ekv (AB+A C+BB+BC)-(C+A4)

ekv (AC+B) - (C+A)

eky ACC+ACA+BC+BA

ekv AB+BC+CA

ekv (AAB)V(BAC)v (CAA)
14. Dokazati tautologiju ]
((Av BvC)A(BVCvD)A(Av BvD)A(Av.CvD)

= (AAB)V(AAC)V(AAD)v(BAC)N(BAD)v(CAD)

Dyidetiiilzadatak 20, tacke XIX o tzv. ADA —strukturi.
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‘Uputstvo. Poti od leve strane i umesto v, Akoristiti znake +, -, a dalje sli¢no kao
u prethodnom zadatku. '
_ 15. Dokazati tautologiju :
(AABAICN(BAICAD v (A ABAD)V(AACAD))
=(AVB)NAVC)AIAvD)ABVC)A(BVD)AICVD)
Uputstvo. Poéi od leve strane i umesto v , A Kkoristiti znake °, +, a dalje sli¢no kao
u zadatku 13.
16. Obrazovati rastavni i sastavni oblik formule F':
lp = g)nlgvr)V 1 (p=q)v (g ArT)]
Regenje. Ti oblici se obi¢no obrazuju postupno. Izvesni pocetni koraci su za oba
oblika zajednicki. Jedno obrazovanje izgleda: '
Fekv [(T1pvig) A T1gvp) Nlqvr)Ival Ko va)v(gar)]
(Koriséenjem dovoljno puta ekvivalencija oblika
A<=Bekv( 1AvB)A(1BvA) A =B ekv 1A VvB
vi§imo uklanjanje znakova <, =)
ekv [( 1pva)a(Ngvp)a (v r)Iv (T2 ATIg) V(g AT)]
(Koristeéi ekvivalencije oblika
T1(AAB)ekv TAATIB, T1{AV B)ekv T1AATIB
,,teramo” znak 7] ,,udesno’ — do samih slova.
Takodje koriSéenjem ekvivalenciie 1714 ekv A
smanjujemo broj negacija na najmanju meru)
ekv [(Tpv @) a(TNavp)a(avr)Ivi(pala) al(gar)]
(Teranje znaka- ] udesno)
ekv [(Tpva)a( Tgvp)alavr)IvI(Tpva)a( g v
Ovde se zaviSava zajedniCki put u traganju za oba oblika.. Oznacimo sa G dobije-
nu formulu. :

Da bi se dodo dg rastavnog oblika moZe se postupiti ovako. U formuli G zna-
ke ,v, 71 zameniti redom znacima-, +, * (videti zadatak 13) a potom raditi kao
sa obi¢nim polinomima (viiti ,,mnoZenje” i ,,sredjivanje’”). Tako imamo:

G ekv (p'*q)(q’tp)(q+r)+(p*q)(q™ )

ekv (p'a™*p’p +qq’+qp) * (q+)*0'q"*D'r"*qq *qr’

ekv (p'q*+qp) (qtr)+p'q+pr+qr
(Jer qq’ ekv g An71q ekv L, idl.)

ekv p'q'q*p'qr+qpatqprtpqtp’r+qr’

ekv pqtp'q’ripgrip’q+p’rtqr’

ekv pq+p’q’+p’r #qr’

(Jer pgtpqr ekv pq Vv (pg Ar) ekv pq i sl.)
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ekv (pAgq)v( paTlg)v( pATlr)v(q ATr)
Dobijena formula jeste jedan od rastavnih oblika formule F.

PotraZimo sada sastevni. oblik date formule. Radi toga u formuli G umesto A ,

v, 71 redom pidtemo +, °, ’. Ostali rad je slian prethodnom (jer, na kraju, po u-

zajamnim vezama A ,V su ravnopravni — §to nije slu¢aj sa obi¢nim sabiranjemi mno-
zenjem) -
G ekv (p'atq’ptar) - (p'a*qT)

ekv p'ap’q+p’qq r'+q’'pp’a*q’pa r'tqro'gtarg '

ekv p'q+p'qrtpq’r’

(Jer pp’ ekv p v 1p ekv T i sl.)
ekv p'g+pq’r’
 @er p'gtp'ar ekv p'g A (D'qv 7) kv p'q)

ekv (lpvag)alpvlgvilr)
Tako smo stigli i do jednog od sastavnih oblika polazne formule F.
17. Nastavak prethodnog zadatka. Resiti datu formulu, odnosno odrediti sve njene
modele (po p, g, 7).
Resenje. Resenje (model) te formule po naznacenim slovima je svako preslikavanje
oblika :

(Cden) (7, su T ili 1)
takvo da 74, 75, 73 (kao vrednosti za p, g, r) zadovoljavaju formulu, tj. da vaz
jednakost 7F(71, 7,, 73) =T , Radi dobijanja reenja podesno je koristiti rastavni o-
blik formule F, jer formula oblika A vBy.. C ima vrednost T upravo u sluéaju
kada bar jedna od formula 4, B, ..., C ima vrednost T . Stoga' se u odredjivanju re-
Senja jednacine 7F =T moZze ovako postupiti: Regiti jedna&ine 74 =T ,7B =T ,
., 7C=T (to je lakie), i potom dobijena refenja okupiti — tako ée se do¢i do
svih reSenja jednacine 7F =T . Kako
Fekv (paq)v(TIpAalg)v(paTr)v (q ATlr)

to zakljuéujemo da su sva refenja date formule:

(.Pflr(pQr) (’PQr’ pqr)
TR T e (B T ILLiie L
pqr),(pqr,pqr,pqr)
o e e L T el

(prva dva su re§enja formule pAqisl.)
Posle uklanjanja jednakih resenja dobijamo ovaj spisak svih redenja formule

pqr), PGS raNg vir g D di Tt T
LA IE A A e L e
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18. Obrazovati (bar jedan) rastavni i sastavni oblik formule |
((p~vgvr)A(qysvp))v(lavsvr)a(pvrvs))
19. Obrazovati (bar jedan) rastavni i sastavni oblik date formule
dp=q, D) p=gq )p=(g=r) I (p=(g=r))=T(p <I(g= 7))
20. Rediti jednacinu 7F-=T (po p,g, 7), ako je F formula
a) IpagArn b)TIpAg o) (pAgAr)v( IpAqAar),d) (pva)Algvr)a(rvp)
Uputstvo. videti zadatak 17.
21. Odrediti vrednosti slova p, g, r za koje sve date formule imaju vrednost T
Q) b,gq=r b)p=>q,q=>r, ) 1ppvaq Vi) dpg=p p=Tr
Ypp =g, g =1 f)pvavr, p= (qrr) ;
22. Reiti (po p, g, 7) jednaginu 7(p ATl g =7) = L.
23. Dokazati da tautologije imaju svojstvo:
=A akko 4 ekv T
24. Dokazati tautologiju p = (g = p) dokazujuéi da je ta formula ekvivalentna sa T,

25. Dokazati tautologiju (p = q)v (g = r) (dokazujuéi da je data formula ekvi-
valentna sa T ).
26. Pretpostavimo da je formula oblika 4 VB tautologija. Da li je tada uvek bar je-
dna od formula 4, B takodje tautologija?
Resenje. Odgovor je ne. Recimo, formula p V1 p je tautologija, dok nijedna od fo-
rmula p, “1p to nije. Sli¢no, tautologija je i formula
pvqv(TpAa 1)

a nijedan od sastavakap,q, T1p «7lg nije takav.

Primetimo da su obe navedene formule rastavnog oblika. Zakljuéujemo da ras-
tavni oblik ne mora biti podesan za ispitivanje tautologi¢nosti.
27. Dokazati tautologiju F: »

(pvg=r)=((p=r)Aq=T)
Uputstvo. Podesno je obrazovati nekisas tavni oblik
AABA... AC

date formule, jer tada se pitanje da li je F tautologija prevodi na pitanje: da li su

sve formule 4, B, ..., C tautologije. Buduéi da su 4, B, ..., C jednostayne formule,

na takvo se pitanje lako odgovara. U slu¢aju date formule sastavni oblik je
(pvTpvaVvr)Afpvg vgvr)A(T1 pvr V) ATl gvr VT,

pa imamo ekvivalencije
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F ekv (Tvavr)a(pv Tvr)al Tpv TIA( gV T)
@erp Vilp ekv Ti sl.)
ekv TATATAT
ekv T,
odakle zakljucujemo da F jeste tautologija.

28. Obrazovati sastavni oblik i ispitati da li je data formula tautologija
a)(p=>q)=(p=qA(a=>Dp), b)(p=>(a<71))=(p=4q)=(p=>71)
o) (pvq) = (T p=q), 9 (q="1(pAr))=71((pva)A(r = p)).

29. Neka je A .formula oblika
a;v aVv ... Van,

pri emu svaki od g, ..., ¢ je neko iskazno slovo ili negacija slova. Recimo, tak-
ve su formule

pvqgvpvlr, Tlpvgvpvilr isl.
Dokazati:
A je tautologija ako i samo ako 4 zajedno’ sa nekim svojim slovom sadrz i nega-
ciju tog slova.

Rezenje. Ako je u; ma koje iskazno slovo, dogovomno umesto %;, “Ju, pisemo u; T

odnosno u Konsteél takve oznake mozemo re¢i da je formulaA obhka

ly 42y .. v uo‘n (o jeT ili 1)

pri Cemu y, ne moraju biti razliCiti. Pretpostavimo, dalje, da su svi Elanovi, uf1,

ula, u%n medjusobno razligiti, jer ako nisu, to se moze jednostavno posti-
¢éi kon‘ﬁéenjem ekvivalencije oblika A v 4 ekv A.Recimo, Ipv g v Ip v Irvp
ima dva ista ¢lana TIp, ali ta je formula ekvivalentna sa formulom “IpvgVv 1rvp
¢iji su svi €lanovi: T1p, g, ~1r, p medjusobno razli¢iti. -

Za formulu 4 postoje dva slucaja:
(@) Sviuy, ..., u,, su medjusobno razli¢iti,
(ii) Vaz bar jedna jednakost oblika

=y (gde i#j)
U prvom sluéaju 4 nije tautologija jer, recimo, 74 = L, ukoliko izaberemo ovak-
ve vrednosti za uy, ..., u Ty ="lag, Uy =710, .., U = .

U drugom slucaju 4 jeste tautologija, jer Asadrzi dva ¢lana oblika u;, “1u; pa je
ekvivalentna sa u; V u v (gde ... oznaZava izostavljene &lanove), tj.
Aekv T.

30. Dokazati ekvivalencije
DA E(p)s=pNE(iT) = SSIpAF(p)==SpNE(L),

gde je F(p)ma koja formula koja sadr#i slovo p (a2 mozda jos i neka druga slova).
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Uputstvo. Leva i desna strana (u oba slu¢aja) su istovredne i kad p ima vrednost T
i kad p ima vrednost 1 .

31. Dokazati ekvivalenciju
DYLA Ap_gn AF(py, -., p_) kv P A Ap_gn AFlay, ..o )

gde je F iskazna formula po slovima p;, ..., p, (a mozda i jo§ nekim drugim), a
o je 1 dil.

Uputstvo.Dokazati istovrednost leve i desne strane razlikujuci dva slucaja

@) @1 =0y, - gy =G5y (ii) Vazi bar jedna od razli¢itosti Tplaﬁa;,..,rpn# a;
32. Neka je F(p) iskazna formula sagradjena, izmedju ostalog, i od slova p. Doka-
zati ekvivalenciju
: Flp) ekv (F(T)Ap)V (F(L) ATp)

Resenje. Jedan nadin dokazivanja sastoji s u tome da se dokaze istovrednost obe-
ju strana ekvivalencije (kad p ima vrednost T , odnosno 1, a ostala slova proizvolj-
nu vrednost).

Medjutim, koristeéi ekvivalenciju zadatka 30 dokaz se moZe i ovako izvesti

Flp) ekv F(p) AT ekv F(p)A(pVp) ekv (E(p)ap) v(F(p) Kp)ekv(F( T )Ap)V(F(1) A1p)
33. Dokazati ekvivalenciju

F(p,q) ekv (F(T,T)ApAq)V(F(T, L)Ap ATlg)V(F(L, [)ATIpAg)V(E(L, 1) ATp Kg)
34. Dokazati ekvivalenciju

: : o o
F(py, ..., p,) ekv V (Fley, ..., o )AD; A Ap."),
o, € {T, 1}

gde se disjunkcija uzima za sve moguénosti vida ay, ..., & € {T, L }. Formula
B(Das s pn) je sagradjena od slova py, ..., P (a mozda i nekih drugih).

35. Odrediti bar jednu formulu na osnovu date tablice

p q | Fpad P g e e
I i e 1
il T Tt R T
Pt T T T
T L Tl d T
e e i
eian T
Ly L
b ) L

Uputstvo. Koristiti ekvivalenciju zadatka 34 (za n = 2, odnosno n = 3). U prvom
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sluCaju dobija se formula :
(pATlg)v(IpAg)

a u drugom formula

(pAg ATIF) V(D ATIgAT) N(p ATIgATIP) v (TpAg ATTF)

36. Odrediti potpuni rastavni oblik date formule u odnosu na slova od kojih je

sagradjena

a)p =4, b)(pvgvr)a(pvilg), )p=(q=r1), d)p < (q =)

Uputstvo. a) Koriste¢i ekvivalenciju zadatka 33 neposredno dobijamo

(p=q)ekv ((T=T)Apag)v((T= Lnrp Klg)v((1=T) Kp qN((1=1) Kb K1q)

ekv (paq)v(IpAq)v(TIpATIq)

Poslednja formula predstavlja trazeni oblik.

Sli¢no, u slu¢aju formule oblika F(py, ..., p, ) radi dobijanja njenog potpunog ra-
stavnog oblika moze se koristiti ekvivalencija zadatka 34. Medjutim, za datu formu-
lu se i ovako moZe nafi potpuni rastavni oblik:

Pronadje se neki rastani oblik te formule pa se on d 0 p un i — na nadin koji
izlazzmo — do potpunog rastavnog oblika. Tako, za formulu p =q imamo:

P =qekvpvq

(To je vet rastavni oblik)
ekv (T1p Alq v71q)) v(a A(p v7Ip))
(,[Dopunjavanje”’)
ekv (T\pAq) v(T\p ATlg)v (g Ap)v(a ATlD)
ekv (p~q)v(TpAq)v(Ip ATlg)
37. Dokazati ekvivalenciju
" e
F{(p1, -, D) 42kv /\ (Flo, ... @ )vpy v .ovp, n )
e
gde se konjunkcija uzima za sve mogutnosti vida a, ..., &, € {T, L}.
Napomena. Navedena ekvivalencija moZe se koristiti za obrazovanje potpunog sas-
tavnog oblika date formule.
38. Neka su g, b, ¢, d elementi skupa {T, 1}. Ukoliko vazi ekvivalencija
(@Ap)V (b ATIp) ekv (cAp)V (d A p), -
tada vaZe jednakosti: @ =¢, b =d. Dokazati.
, Napomena. U stvari, tako je iskazano da je potpuni rastavni oblik formule F(p) je-

dinstven. U op3tem sluéaju potpuni sastavni i rastavni oblici date formule su jedin-
stveni.
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39. Neka je F(py, ... pn) formula ¢éija su sva iskazna slova py, ..., pn.' Tada, pod
dwjstverom (dualnom) formulom formule F, u oznaci Fﬁ(pl, pn), smatramo
formulu “1F( py, ..., —Ipn} , kao i ma koju sa njom ekvivalentnu formulu.

(i) Dokazati da su formule pvq, p Aq, T1p, T, L po redu dvojstvene za formule
pAg,pvqg, Ip, L, T. _ :

(i) Dokazati da je formula (p Ag)v (g AT) v (F AD) samodvojstvena, tj. da su F i
F™ ekvivalentne formule.

40. Dokazati ekvivalencije
(AnBJF <= A%V BY, (AVBJ'= A"AB*, (T4)'=UF 4T =4,
gde su 4, Bma koje formule, kao i ekvivalenciju pﬁ <> p, gde je piskazno slovo.

41. Za datu formulu A(A ,V, 1, T, 1) — kod koje su istaknuti samo znaci u njoj
uestvujuéih logickih operacija, kao i znaci T, 1, neka A bude dogovorna oznaka
formule A( v, A, 71,1, T ) dobijene iz prve zamenjivanjem svih njenih znakova A ,
v, 1,T, L poredu znacimav, A, 7] ,’J_, T . Dokazati:

(i) Formula oblika p < Q je tautologija akko formula P <= Q je tautologija;
(ii) Formula 4 je tautologija akko formula 7] A4 je tautologija.

Da li je A dvojstvena formula za 4?

42. QOdrediti potreban i dovoljan uslov da formula oblika

(F(ps, s P,) = P) = F" (p1 =D, .0, D)
bude tautologija. ‘
43. Odrediti formulu X{p/, p je njeno jedino slovo, tako da formula;

p = X(p)
bude tautologija.
Resenje. Zadatak se moze i ovako shvatiti: Resiti uslov
) Ep=X(p)
po formuli. X{p). Osnovna zamisao je da se pomoéu uslova (¥) odredi tablica for-
mule X(p), a potom i sama ta formul. Radi toga obrazujemo naredni ekvivalenci-
jski lanac.
(*) akko #(T = X(T)) =T, o1 =X(1)) =T
(Definicija tautologije)
akko 7X(T) =T
(Ta jednakost sledi iz prve jednakosti. Tako je odrediena vrednost formu-
le X(p) kad p ima vrednost T . Druga jednakost, u kojoj se nalazi = X{1),

je ispunjena bez obzira §ta je X(1), odnosno X(1) moze biti T ili L .
U oba sluéaja je druga jednakost u vaznosti, pa smo je stoga i izostavili.)

akko X(p) ima tablicu p |T L (m jeTilil,tj. proizvaljno)
X(p)| T =
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Prema dosada$njem rasudjivanju problem se svodi na odredjivanje formule X{p) na
osnovu dobijene tablice. Na osnovu zadatka 32 vredi ekvivalencija
X(p) ekv(X( T )Ap) v (X(1) ATp)
odakle zakljuCujemo :
X(p) ekv (T A p)v(m Alp)
odnosno
X(p) ekv pv

Tako dolazimo do ovog zavisnog odgovora:

Formula X(p) — do na ekvivalentnost — jednaka je formuli p v m, gde je

m proizvoljno — mozZe bitiTili 1.
Zamenjujuéi mprvosa T, apotomsa | dobijamo formule pvT, pvl,
odnosno T, p sa jednom od kojih je ekvivalentna trazena formula X{p). Podrobnije,
do na ekvivalentnost, postoje dve formule: T i p koje zadovoljavaju uslov (%).

Napomena 1. Obicno se za uslov kao 3to je (¥) kaze da je Bubva jednaéina po nepo-
znatoj X{p). Inace, taj uslov se moze lako prevesti na stvamnu jednacinu. Naime, (%)
je ekvivalentno sa:

T(p=>X) =T ,za svaki 7
Evo jo§ primera Bulovih jednacina:
EpAg = pAX(pgq) EA=X(M jedata, X nepoznata formula)

Napomena 2. Prema prethodnom zadatku, resenja Bulove jednacine (¥) — moZe se ta-
ko reéi — odredjuju se, do na ekvivalentnost, formulom

() pvm,

gdeje m€ {T,L} proizvolino. Formulu (%%) nazivamo opste resenje Bulove jedna-
¢ine (%).

44. Odrediti formulu X{p) koja zadovoljava uslov

a) Ep=X(p), b) =X(p)=p, c)EpvXip)

45. Odrediti formulu X(p,q) koja zadovoljava uslov

2) EpAq <= pAX(pg), b) EpAX(pg)=q, c)FpvX(p.q)=qVvX(pq)

Odgovor. 2) X(p,q) ekv (pa q)v (11 ATIp Aq)v( Ty A TIDATIq)—Ty, Ty su proizvoljni
elementi skupa {T,L}. Dakle, do na ekvivalentnost, postoje Getiri razligite forme X{p,q):

(PAq)¥(TpAg)v( TIp A4), (pAq)v( TpAG), (PAG)V( TTPATIG), PAG-

46. Nekaje A data formula. Dokazati da su sve formule X koje zadovoljavaju uslov
(€Y) EA=>X

odredjene obrascem

2 X ekv A vIl,
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gde je II proizvoljna formul. ]

Resenje. Neka je, prethodno, I ma koja iskazna formula. Formula 4 v II zadovo-
ljava uslov (1), jer 4 = A V II je tautologija. Dakle, obrazac (2) odredjuje razna re-
Senja uslova (1). Da li su njime obuhvaéena i sva reSenja tog uslova? Radi dokaza,
pretpostavimo da je X | ma koje reSenje. Pitanje je kako pomoéu obrasca (2) dobi-
ti, do na ekvivalentnost, upravo X , odnosno Sta izabrati za II. Nije tesko uvideti
da je dosta za II izabrati upravo resenje X - Zaista, ako umesto II stavimo X i vo-
dimo ratuna o tome da za X vazi uslov |=4 = X zaklju¢ujemo

AvIl ekv AV X
ekv X ,jerje (A =X )= (A vX < X ) tautologija.
Znaci Av II se svodi, do na ekvivalentnost, na X - Kraj dokaza.

47. Da li obrazac

X ekv AATI - (I je proizvoljna formula)

odredjuje sva resenja uslova (p6 X):
- EX= 47

48. Neka su 4, B date formule. Dokazati®) da je
1) = 4A+B
potrebno i dovoljno da uslov po X:
@) =AX+BX’
ima resenje,i da su u tom slucaju obrascem
3) X ekv A(B'+11) (IT je proizvoljna formula)

odredjena sva refenja tog uslova.

Resenje. Pretpostavimo da je jednacina (2) mogu€a i da je X | jedno njeno resnje.
Tada:

@ l=4X +BX,

Zamislimo, dalje,»da iskazna slova (koja ulaze u sve formule 4, B, X 0) imaju neke
vrednosti. Tada mogu nastupiti slu€ajevi

(@)X =TT, @@=
0] prvbm slu¢aju, na osnovu (4) zaklju€ujemo
®) TA =T
a u drugom
©) B =T

Dakle, za ma koju vrednost iskaznih slova vazi bar jedna od jednakosti (5), (6)-
No, odatle sledi da je disjunkcija

1) Umesto V, A, | redom stoje + -, .
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A +B
opitevazeéa, odnosno da je tautologija. Tako je dokazano da je (1) potreban uslov
da jednacina (2) bude moguéa. '

Pretpostavimo sada da je uslov (1) ispunjen; i dokazimo da obrazac (3) odredju-
je sva reSenja uslova (2). Zaista, ako je II ma koja formula, zamenjujuéi X sa A(B’+I)
zakljucujemo
AX +BX’ ekv A-A(B’+11) +B(A(B’ +11))

ekv AB’ + ATl + B(A’ +BIl’)
(Koriséenje De Morganovih zakona)
ekv AB’ + BA’ + ATl + BII’
ekv T ,jer formula (A4+B) = (AB+BA’ + ATl + BII’) je tautologija.
Dakle, obrazac (3) zaista odredjuje izvesna resenja uslova (2).

Dokazujemo da (3) odredjuje sva refenja. Neka je X | ma koje reSenje. Postupas
juéi slicno kao u zadatku 45 sa II biramo upravo X . Tada imamo
A(B’ +Tl)ekv A(B’ + X )

ekv X , jer formula (AX, +BX;)= (A(B’ +X ) <= X ) je tautologija;
A, B, XO su ma koje formule.
Dakle, obrazac (3) kao rezultat daje upravo formulu X,

Zakljuc€ak je da se obrascem (3) ,,pokrivaju” sva resenja uslova (2).

Napomena. Navedeni dokazi iz prethodnog zadatka nisu potpuni. Preostaje jos da
se dokaze da formule
(A+B) = (AB’ + BA’ + ANl +BI’), (AX_  +BX])= (A(B+X }=X )
jesu tautologije, gde su 4, B, II, X | proizvoljne iskazne formule.
49. Neka su A, B, C date formuk. Dokazati da je
FEA+B+C
potreban i dovoljan uslov da jednaéina po X
=AX +BX +C
ima re§enja, i da su u tom slucaju obrascem
X ekv (A+C)B’C’+1) (Il je proizvolina formula)

odredjena sva resenja te jednacine.
Uputstvo. Koristiti prethodni zadatak kao i: C ekv CX + CX’.
50.Da li je uslov: =4 = B potreban i dovoljan da sistem

=4 = X, =X =B
ima reSenja po X?
Uputstvo. Obrazovati konjunkciju (4 = X) A(X = B).
51. Resiti po X sistem

EX=A4, |=X=B (4, B date formule)
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IX RAZNI PRIMERI -

Upommajmo izvesne primene dosada izlozenog, odnosno primere u kojima se ko-
riste tautologije, razna svojstva jednakosfi i sl. Dokazna sredstva, pri tom, uglavnom
ne izlaze iz okvira dosad upoznatih &injenica. Gde—gde koristimo i kvantore i jedno-
stavnije ¢injenice o njima.

ZADACI

1. Pretpostavimo da su dokazane dve formule (recenice) oblika 4 = B, B = C
Da li se, tada moze uzeti da je A = C istinifa formula?
Resenje. Odgovor je, naravno, potvrdan. Radi obrazloZenja dovoljno je ukazati na
okolnost da je formula
(A=BJA(B=C)=(4=C)

tautologija. DrugaCije se kaZe: ta tautologija je logi¢ka osnova ovog pravilz izvodje-
nja.

A=B B=C

T (IzA = B, B = C proizlazi A = C)

To se pravilo, tzv. tranzitivnost (prenosnost) implikacije, uopite, Cesto koristi.
Navodimo jos i neka druga pravila') koja se sliéno temelje na odgovarajuéim ta-
utologijama
A<= B B<=_C
A =C

(Pravilo tranzitivnosti ekvivalencije)

A<= B
Tl (Pravilo simetrije ekvivalencije)

A =B B=4
= (Pravilo antisimetrije implikacije)
U daljem izlaganju ukazivaéemo na upotrebu navedenih pravila.
2. Dokazati: Ako je ceo broj-deljiv sa 2 i sa 3 deljiv je i sa 6.

Resenje. Jedan dokaz je ovaj implikacijski lanac

7
"o su primeri logic¢kih pravila izvodjenja zarazliku od matematickih
A=B, B=C

A=C

kakvo je recimo
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x je deljiv sa 2 i sa 3

=>x=2aAx =3b " (&b su neki celi brojevi)!)

= 3x = 6a A2x = 6b (Mnozenje prethodnih jednakosti sa 3, odnos-
no sa 2)

=3x— 2x =6a — 6b - (Oduzimanje prethodnih jednakosti)

=x =6 (a—b)

=x je deljivsa 6 (Jer a—b, kao razlika celih brojeva g, b je

ceo broj')z)
Dalje, koristeéi pravilo tranzitivnosti implikacije zakljucujemo:
x je deljiiv sa 2 i sa 3 = x je deljiv sa 6
3. Dokazati implikaciju: 3lxA Slx= 15Ix.
4. Dokazati ekvivalencije (o celim brojevima)
2lxA3lx = 6|3c,' 3lx A Slx = 151x
Uputstvo. Dokaze izvoditi u dva smera a potom primeniti pravilo antisimetrije imp-
A=B B=A4
A =B
5. Dokazati implikacije o celim brojevima
mEZZAnEZZ=>m+nEZZAm n€E2Z, mE2ZANE2Z+] >m+n€2Z+IAm-n<€2Z
ME2Z+IAnE2Z+] > mmE2Z m-nE2Z+1

likacije

6. Dokazati ispravnost pravila
B> 14
A =B
Uputstvo. Formula (718 = 714 )= (4 = B) je tautologija.

Napomena. Navodimo nekoliko primera primene pravila kontrapozicije u dokazi

(Pravilo kontrapoziéije (premestanja))

vanju.

Recimo, zadatak: Dokazati implikaciju

™) 3x#3=>x#1 - (xje, na primer, prirodan broj)

moZe se ovako resiti. Na osnovu pravila kontrapozicije, implikacija () bice doka-

zana, ukoliko dokazemo njen premesaj (kontrapoziciju): .
T(x#1)=71(3x#3)

1)Definicija deljivosti broja x sa 2 (a sli¢no i, uopste sa m), kada se strogo zapise, glas:

. def
2/x & (3a€ Z)x =2a
Otuda su u prethodnom dokazu korii¢eni (ali preéutno) i neki jednostavni zakoni za kvan-
tore.
2)Pis.anje koje smo koristili uobiGajeno je za implikacijski lanac: Ay = A, Ay A3, -y

AT = An. Sli¢no se pise i u sludaju nekog ekvivalencijskog lanca.
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odnosno, ukoliko dokaZzemo:
() == =5
Medjutim, poslednja formula je tacna, na osnovu pravila saglasnosti jednakosti sa
svakom operacijom. Dakle, ta¢na je i formula (%).

Navodimo jo§ nekoliko primera matematickih tvrdjenja oblika implikacije, sa od-
govarajuéim kontrapozicijama.

(1) x-y=0=x=0Vy=0 : () x#0Ay#0= x-y #0
@2) x=0vy=0=x-y=0, @) x-y#0=>x7#0Ay #0
@) x> 0Ay= 0= oty 05 B) x<0=x<0vy<?o0
@ x>0Ay >0=x-y>0, @) x-y<0=x<0Vvys<o0
Gl x<yrAy<z= x<7z - G) x>z=x=yvy>;

Zanimljivo je da neka od tih tvrdjenja kao (3°), (5’) nisu potpuno ocigledna.
7. Do kojih se tvrdjenja dolazi kontrapozicijom datih tvrdjenja (o pravim g, b,c)1
(1) all babll c=alleg @) albAblc=all ¢ (3)a lbAallc=clb;
(4) Ako prave a, b imaju najmanje dve zajednicke tacke, onda se one poklapaju.
(5) Ako se prave a,b seku ili su paralelne, onda one pripadaju jednoj ravni
8. Ustanoviti da li su istinite implikacije o realnim nizovima:

Ako niz nije ogranic¢en, onda on nije konvergentan,

Ako niz nije konvergentan, onda on nije monoton ili nije ogranicen.
Odgovor. Istinite su, jer njihove kontrapozicije

Konvergentan niz je ogranicen,

Monoton i ogranicen niz je konvergentan
jesu poznata tvrdjenja iz analize.

9. Dokazati ispravnost -pravila

14 < "1B (Pravilo kontrapozicije za ekvivalenciju)
A <=B
10. Kako glasi kontrapozicija svakog od tvrdjenja:
x=IlAy=1l<x.y=1 (x,y prirodni brojevi)
2lx A3lx = 6lx (x ceo broj)
x=0vy=0<=x-y=0 (x,y realni brojevi)

11. Neko je radi dokaza formule 4 postupio na ovaj nacin. Posao je od pretposta-
vke 714 i na osnovu toga izveo izvesna dva suprotna zakljucka R, "1R. Da li se
moze smatrati da je tako formula 4 dokazana?

Resenje. Formula oblika (14 = RAT1R) = A je, §to se lako proverava, tautologi-
ja. Stoga je odgovor na postavljeno pitanje potvrdan.

1 EET o
)a_l.bjezamenaza:pravaa je normalna na pravu b.
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- Napomena. U matematici se Gesto na opisan nacin pristupa dokazivanju neke Cinjeni-
ce A. Taj se postupak zove metoda svodjenja na protivrecenost (reductio ad absur-
dum).

12. Dokazati da /2 nije racionalan broj, odnosno da ne postoje dva cela broja p, g
takva da /2 =2 .
q

Resenje. Dokaz izvodimo metodom svodjenja na protivreénost. Oznacimo sa 4 tvr-
djenje zadatka i pretpostavimo 71 4, odnosno:

(1)\/2 jeste racionalan broj :
Tada za neke cele brojeve p, g (q # 0) vredi jednakost
@)~2=2

q

Posle skracivanja (u slu€aju kad za to postoji moguénost) jednakost (2) postaje

3)V2= % (e, bEZ, b #0, ai b uzajamno prosti)
Odatle kvadriranjem proizlazi

2
4) 2= §2 , odnosno a? = 2b2

znaci a* je paran broj, pa je i @ paran, odnosno za neki ceo broj & vredi
. (5) a=2k
UviSéujuéi 2k umesto @ u drugu od jednakosti (4) neposredno zakljuéujemo da je
i b paran broj, Znaci, brojevi 2 i b su parni pa oni nisu uzajamno prosti. To je ko-
ntradikcija sa (3) prema kome 4, b jesu uzajamno prostit).

Dakle 714 dovodi do kontradikcije te je time metodom svodjenja na protivure-
¢nost dokazano A.
13. Dokazati da \/3 nije racionalan broj.
14. Da li je ispravno pravilo

PATNO=R AR
B0

Napomena. Rec je o posebnom sludaju pravila l’.q_if"__”z_ (sadrzanog u me-

todi svodjenja na protivureénosti)ukoliko je 4 oblika P = Q. Naime, tada je ",
tj. 71(P = Q), ekvivalentno sa P A1 O.
15. Dokazati (koristeéi aksiome polja?)) implikaciju o realnim brojevima

1)Zapazimo da je umesto a,b su uwuzajamno prosti dosta pretpostaviti:a, b
nisu oba parna. Celo prethodno rasudjivanje ostaje u vaZnosti i u tom slucaju.

2)U ovom i nekim narednim zadacima o realnim brojevima je preéutno prisutna pretpostavka
da realni brojevi obrazuju polje. Tako, ti zadaci su produzetak razmatranja iz 52 .zadatka (i
nekih ranijih) tacke VI.
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a-b=0= a=0vb=0

Resenje. Dokaz svodjenjem na protivureénost glasi

(1) a-b=0 (Pretpostavka P)
@2) a#0, b #0 (Pretpostavka 1 Q)
3) L. ,.p=L.0 (Jednakost (1) pomnoZzena je sa i)
a a a
4 1-b=0 (Po§toa'7‘0,tol-a=]il-0=0)
- a a
5) b=0 -

Kraj dokaza, jer je jednakost b = 0 suprotna sa b # 0 — druga od jednakosti (2).
16. Metodom svodjenja na protivureénost dokazati da za prave u ravni vrede imp-
likacije
allbAbllc =adlle, a lbAb Lc =dllc
17. Pozivajuti se na odgovarajuéu tautologiju dokazati ispravnost tzv. pravila razl-
kovanja slucajeva
Aiv A,, A,=B 4, =B
B
Napomena. To je pravilo logi¢ka osnova metode dokazivanja sa istim nazivom —
metode razlikovanja slucajeva. Primenjuje se pri dokazivanju formule B na osno-
vu pretpostavke A koja se moze razloziti na dva slucaja 4, 4, (ili, uopste, na ko-
nac¢no mnogo), tj. koja je oblika disjunkcije 4, v 4,. Tada je dosta dokazati for-
mulu B u svakom od tih sluGajeva, odnosno dokazati implikacije: 4, = B, 4,=B.

18. Metodom razlikovanja sluGajeva dokazati da je proizvod dva uzastopna cela bro-
ja paran broj, odnosno: n- (n+l) je paran.

Resenje. Kako je za cele brojeve tacna disjunkcija

(1) n je paran v n je neparan, tj. n €2Z Vn € 2Z+1,

to je dosta dokazati ove dve implikacije

2) n€2Z=n- (ntl)€ 2Z, ne€ 2Z+l= n- (ntl)E€ 27

Prva od njih je ocigledno taéna, posto je proizvod parnog broja 7 sa bilo kojim ce-

lim brojem (pa i sa n+l) paran broj. Za dokaz druge implikacije dosta je uociti ¢i-

njenicu da su uzastopni celi brojevi razlicite parnosti, tj. da vredi ekvivalencija

(3) n€E€ 2Z+1 < n+l € 27
Tada dokaz glasi
n e2Z+1 = ntl €27 (Prema (3))
=n- (ntl) € 2Z (Proizvod broja n sa parnim brojem n+l
je paran)

Znaci vredi i: n € 2Z+1 = n - (n+l) €2Z, na osnovu pravila tranzitivnosti impli-
kacije.
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Najzad iz (1) i (2) na osnovu pravila razhkovanja sluGajeva sledi zakljucak:
- (n+l) € 2Z. Kraj dokaza.

19. Dokazati da je proizvod tri uzastopna cela broja deljiv sa 3.
20. Dokazati implikaciju o realnim brojevima
a=0vb=0=a-b=0

- Uputstvo. Dokazati dve implikacije

a=0=a-b=0, b=0=>a-b=0
tj. formule 0- b.=0,a- 0 =0 (videti zadatak 55 tacke VI).
21. Dokazati ekvivalencije o realnim brojevima
(@) a-b=0=a=0Vb=0, (i) a-b#0<= a#0Ab #0
Uputstve. (i) U zadacima 15 i 20 dokazane su obe p,o‘lo'vine ekvivalencije.
(ii) Ta je formula kontrapozicija prve ekvivalencije.
22. Dokazati ekvivalencije o celim brojevima
@Om-n€2Z<>me2Zvne2Z, (ii) m-nE€ 22+l < me 2Z+1A n €2Z+]
Napomena. Korii¢enjem relacije =, (kongruencija po modulu 2) prethodne formu-
le mogu se zapisati u obliku:
@) m-n=, 0= m= 0vn= 0, (@)m-n= 1< m= IAn= 1
23. Dokazati ekvivalencije o celim brojevima
() mmeE2Z+—= (mME2ZAnE2Z) v (m E2Z+IAn € 2Z+1),
(i) m+n € 2Z+1 < (m €E2ZAn €E2Z+1)v (m €2Z+] Ane 2Z)
24. Za cele brojeve je tacna ekvivalencija

- m-n€2ZAmn€2Z— me 2Z An€2Z

Dokazati.
25. Dokazati ispravnost pravila izvodjenja
e B (Modus ponens), el (Modus ponens za <)

B
26. Medju aksiomama euklidske geometrije nalazi se i tzv. aksioma paralelnosti'):
Za svaku pravu a i svaku tacku A postoji taéno jedna prava b paralelna sa aDoka-
zati da iz te aksiome sledi
(1) allbaasece c= b sedec (@, b, c prave uravni)

Uputstvo. U ravni vredi ekvivalencija 7] (z||b) <= a sece b.

vl)Ta je aksioma nesto jaca od uobiCajene aksiome paralelnosti koja se iskazuje za slucaj ta C -
ka A je van prave a,jerse usluaju A€ a tvrdjenje o postojanju jedinstvene prave b
paralelne sa a neposredno dokazuje. Naime, b je upravo a.
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27. Dokazati tranzitivnost relacije || za prave u ravni.

Uputstvo. Dokazati ekvivalenciju

@) (allbAblle=allc) <= (allbAa sece c= b secec),
a zatim na tvrdjenja (1) i (2) primeniti pravilo Ad =B

28. Dokazati valjanost pravila saglasnosti ekvivalencije sa osnovnim logickim ope-
racijama

A<= B A <=B AS=B
e ’ (Fie A,V =, =)

14 <= 1B C*4 < C*B A% C <= BxC

Napomena. Uopste, dokazuje se ispravnost tzv. pravila zamene koje se moze ovako

opisati. .
Pretpostavimo da je formula oblika 4 < B dokazana, i pri tome je A podfor-
mula od F. Tada se zamenom A sa B od F prelazi na formulu 7, i vredi:
F < F, je istinita formula
29. Implikacija je saglasna sa konjunkcijom i disjunkcijom, odnosno
A= B A= B
Cvd = C+B°  g&C= B*(C

(rje AL v)

Dokazati ispravnost tih pravilé.

30. Dokazati ekvivalenciju
(a=cAb=d)v(a=dAb=c)=(Vx)(x=avx=b<=x=cVx=d)

31. Da li za proizvoljnu relaciju ekvivalencije ~ skupa S vredi
(a~cAb~d)v(a~dAb~c)=(¥x)x~avx~bx~cVx~d)

32. U nase vreme za teoriju skupova (osniva¢ G.Cantor, 1848—1918) postoje razni

aksiomatski pristupi. U tzv. Zermelo—F raenkel—ovom?) sistemu polazni pojam je

relacija biti element(znak €). Neke od postavki su (kasnije navodimo ZF sistem

u celosti):

(1) Rélacija jednakost (skupova) ﬁvodi se definicijomy

A=B% (yx)(xed— xcB)
(Skupovi su jednaki akko imaju iste elemente)
(i) Relacija ukljucivanje (inkluzija) uvodi se sa:

AcBE(Vx)(xe > xEB)

(iii) Skup svih elemenata x koji (i samo oni) poseduju izvesno svojstvo F(x) oz-
nacava se, obi¢no, ovako: {x|F(x)} .

- 3
)Ernest Zermelo (1871-1953), Abraham Fraenkel (r. 1891).
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(iv)Svojstvima x EAv x EB, x E4AAX EB, x EAAx &B odredjuju se osnovne
skupovne operacije unija A U B, presek A N B, razlika A \B skupa A sa skupom B.
Dakle:

AUB % (xixcavxeB) AnB XL xjxca axep) 45

{xl x4 A x£B }

(v)Sa {a}, {g,b}, {a b, c}, isl. oznadavamo, dalje, skupove &iji su svi lanovi g, od-
nosno @, b,0dnosno g, b, c. Drukéije recene

{a} ={x|x=a}, {ab)={xlx=avx=b},{abec}={xlx=avx=bVx=}

1° Uo&avajuéi svojstvo F(x): x ¢ x dokazati da postoje svojstva kojima ne odgo-
varaju skupovi, tj. nisu okupljigjuca (kolektivizirajuca)

2° Ako svojstvu F(x) odgovara izvestan skup S, tada je S jedinstven, tj. usloy

XES <= F(x)

moze zadovoljavati taéno jedan skup S. Dokazati.

3° Relacija = je (R), (S), (T) relacija, tj. tadne su formule

0S8 S WSS 2= WIS #Ere S

za ma koje skupove X, y, z. Dokazati.

4° Dokazati da je relacija C (R), (AS), (T) relacija, tj. taéne su formule

BE o5 BEPAPE RN RE PR PCE 5 2
5° Dokazati jednakosti

AU 4 =4 AN A =4

AU B =BU 4 An B=BNA
(AU B) U C=4AuU (BU C)- (An B) n C=4An (BN C
AU (AN B)=4 AN (AU B)=4

AU (BnC) =(Au B)n (AU C) An(BuU C) = (AN BJU (An C)
Uputstvo. 1° Videti 19. zadatak I tacke.2° Neka vrede ekvivalencije

xeS, = F(x) x€S, < Fx) (Za sve x)
Odatle koriste¢i simetrije i tranzitivnost za <= zaklju¢ujemo

XES & x€ES, (Za sve x)
Sto daje §; =5,.
3° Pretpostavimo x =y A y = z. Tada za svaki element o vrede ekvivalencije
REN—nEm BENFEUEZ
a odatle sledi nova ekvivalencija
(S o == (11 &% (Za ma koji element a )
tji.x =z Dakle: x =y Ay=z=x =1z
5° Jedan dokaz, recimo, jednakosti J: 4 U (BN C)=(4A U B)N (A U C) glasi
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J=(Vx)(x€E AV (BN C)= x€E (AU B) N (4V C)

(Definicija jednakosti skupova) :
= (Vx)(x€EAv xEBNC))s=xE€EAU BAxEAU ()

(Jer po definicijiU i N vrede ekvivalencije oblika

6 SRS =t S PAVE S0 e EEPIR ) = e SIPEN A E )
= (VX)xEAV (xXEBAXEC) = (xEAVXEB)A(XE A V x=C)
= (VYx)pvigAr)=(~vaq)a(pvr)

(Formule x€ 4, x€ B, x € C su oznacene redom sa p, g, r)
= (72T

(Jer formulap v (q Ar)—= (p v q) A (p Vv z) je tautologija)

= T

33. Dokazati jednakosti
{a}= {aa}, {ab} = b}, {abc} = {bea} = {bac}

34. Dokazati ekvivalenciju
{ab} = {cd}= (a=cAb=d)v(a=dAb=c)
Uputstvo. Iskoristiti ekvivalenciju zadatka 31.
35. Sa f{a,b) oznaéimo skup {{a}, {ab}}, gde sua,b ma koji skupovi. Dokaza-
ti ekvivalenciju:
2 flab)=flcd) =a=c Ab=d
Napomena. U skladu sa vazenjem prethodne ekvivalencije skup f{a,b) se naziva ure-

djena dvojka skupa a sa skupom b. Inace, umesto f{a,b) koristi se uobic¢ajena ozna-
ka (a, b).
36. Neka su 4, B podskupovi skupa U. Dokazati jednakosti

(AUB)=4"NB, (AN B)=4"UB’ (De Morganovi zakoni)
gde * oznacava komplement prema skupu U (tj. S’je U\ S).
Uputstvo. Prvu jednakost dovesti u vezu sa formulom

xXEUATI(x€EAVvXEB)—=(xEUAXxEA)A(xEUAXEB)
koja je slucaj tautologije

uANlfa b)=(uan7l a)A(uan-lb)

37. Neka je @ prazan skup (recimo, y=¢9=e£(vx)x €y )

Dokazati jednakost
AU ¢=4, AN ¢p=¢, A\p=4, 6\ A=6,A\A=¢

38. Dokazati skupovne identitete
ANBU C)=(A\B) N (A\ C), A\(BN C)=(A\ B)U (A\ C)
A\N(B\ A)=4, AN (B\C)=(ANB)\ G AU (B\ C)=(AUB)\(C\A)
AN(B\NC)=(A\B)U (AN C}, (A\B)\C=A\ (BU C)
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39. Dokazati da je skupovna jednakost sagldsna sa operacijama U, N , \, tj. da vre-
di implikacija : ;
A=BAC=D=A* C=B*D (%xjeU, N, V)

40. Neka su 4,B podskupovi skupa X i ’ komplement u odnosu na X. Dokazati ek-
vivalenciju:

: A=B<A’=B
41. Dokazati da je inkluzija saglasna sa U i N tj.

ACBACCD=>AU CCBUD AN CCBND
42. Dokazati da inkluzija ima svojstva
a)ACAUB, ANBCA; b)ACB<B=AUB, ACB<— A=4AN B
43, Veze izmedjuC i \ iskazane su formulama

A\BCA, A\B=¢<=AC B ACB= (C\BCC\4)
Dokazati svaku od tih formula.
44. Neka su 4, B podskupovi skupa X i > komplement u odnosu na X. Dokazati
ekvivalenciju :

ACB =B CA’

45. Produzetak zadatka 59, tacke VI. U resavanju linearnih jednadina (na polju
realnih brojeva) podesno se koriste naredne opste Cinjenice o ekvivalentnosti jed-
nakosnih formula
@) A=B=A=T (Ako B =T)
Znaci, od jednakosti A = B prelazi se na ekvivalentnu jednakost, ukoliko se desna
strana, tj.B zameni jednakim izrazom 7.

(ii) A=B<T=B (Ako 4 =T)
(iif) A=B= A4+C=B+C
(iv) A=B<—A G=-B'C [(Ako@#0)

1° Dokazati ekvivalencije (i), (ii), (iii), (iv) primenom aksioma polja.
2° Primenom tih ekvivalencija resiti jednagine (po x)
a)3x=8—x; b)Sx+1=2x+7 ¢) x+2=5x— (4x+3);
d)2—3x=x—(4x—-2) ; e) x+a=b+2 (x+c) '
Uputstvo: 2° a) Obrazujemo sledeéi, moze se reéi, resavajuéi lanac (na podetku fe
data jednacina a na kraju jednaéina resenog oblika)

IxX=8—x=3Ix+x=8—-x+x=3x+x=8<=4x =38

(ii) (1) (ii)
=L g4n=L 8<=>x=;’—l -8=x=2
@@ 0
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Polazna jednacina je, na osnovu pravila tranzitivnosti za — , ekvivalentna sa jedna-
¢inom x = 2. Zakljucak: 2 je jedinstveno reSenje date jednacine.

Naravno, u resavanju se obi¢no vise koraka sazimaju u jedan. Pomenimo da na
kraju reSavajuceg lanca moze biti i jednakost 0=/ (sluc¢aj nemoguéih jednacina)
0=0 (slucaj identiteta, tj. jednacina koje zadovoljavaju svi realni brojevi).

46. Dokazati ekvivalenciju 4 =B <= 4 — B = 0.

47. U tzv. Gaussovom postupku resavanja sistema linearnih jednacina kljucnu ulo-
gu ima ekvivalencija oblika

A=0AB=0=4=0AB+UA =0,

prema kojoj je sistem A=0 A B=0 ekvivalentan sa sistemom A=0 B+I4A=0 (I je
proizvoljno). Pored toga koriste se i razna osnovna svojstva konjunkcije i jednako-
sti. Resiti dati sistem po navedenim nepoznatim

a) x+y=3, x—y=I, 3x+2y=8; b) x—y=I1, 3x—3y=3

c) xtytz =3, 2x—y—3z=6, xt2y—z =1 (Zarez, stoji umesto znaka A )
Resenje. a)

x+y =3 x+y =3  (Prvu jednacinu smo prepisali, pomnozli sa —1 i dodali
x—y =l -2y =-2 "drugoj, pomnozili je sa —3 i dodali tre¢oj)
Ix+2y =8 —y=-1
x+y =3  (Drugu i treéu jednacinu smo skratili sa —2, tj. —1)

— =
W=l
x+y = 3 (Druga jednacina je mnozena sa —1 i dodata tre¢oj)
=
0=0
xty =3 (Jer p AT<=p)
— y =1

=
]

2 (Dmga je mnozena sa —1 i dodata prvoj)

ya=yl
Znagi, polazni sistem ekvivalentan je sa sistemom X =2 A y = I, pa je preslikava-
nje (5 ¥) njegovo jedinstveno resenje’)

—

b) Taj sistem je ekvivalentan sa svojom prvom jednac¢inom. Ima beskonacno re-
senja odredjenih, recimo, jednakostima x = a, y = a—I (a je proizvoljan realan broj).
48. Resiti sistem (po x, y, z)

2x—y+22=1A5x +2y+5z=a x+y+z=2
Uputstvo. Sistem je mogué akko a = 7.

1 ERTS s

)Uop§te, reSenje (nekog uslova, nekih formula) u sluéaju vise nepoznatih se uzima kao odgo-
varajuce preslikavanje. To je podesnije nego da se, recimo, u prethodnom slucaju kao resenje
uzme uredjena dvojka.
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49. Dokazati ekvivalenciju
A=0ANB=0<=A+B=0AA-B=0
i pomocu nje resiti sistem
2x +3y —7=0A2x -3y +1=0
x> +x-2 =0.
x—1
Resenje. Koristimo ekvivalencije

50. Resiti jednacinu (po X)

;%=0 <A =0AB#0, x’ tpx+tq=0=x=x¥Y X=X,

gde su x;, x, sva reSenja jednacine x + px +q = 0. Jedan resavajuéi lanac izgleda (sa
J smo ozna¢ili datu jednainu): :
Jiser ot toe = 2L I0i A — 0)
S(x=Ilvx=-2)ax#1
S (B35 LN S SR TN (b = =7 N oe <5 )
(Distributivnost A prema v )
=lv (x=-"2Ax#1)
SRS
(Jer x =—2 = x # 1. U stvari koristi se tautologija (p = q)
= (p A q <= p). Prema kojoj p A g je ekvivalentna sa p, ukoliko
je g posledica od p)
Znaci, —2 je jedinstveno resenje date jednacine.
51. Resiti jednacine (po x €R)

a) e 0, b) s =0, «¢) 1 + Jh
x—1 2x—1 x+I x+2

52. Regiti sistem jednacdina (po x, y, z ER)
X =0Ayz=0Azx=0
Resenje. U resavanju koristimo najpre ekvivalenciju oblika (videti zadatak 20)
ab=0=a=0vb =0
Jedan resavajuéi lanac izgleda (S je oznaka sistema)
S<=(x=0Vvy=0)A(y=0vz=0)A(z=0Vx=0)
= Vva)algvr)alrvp)
(Formule x=0, y=0, z=0 ozna¢ili smo redom sa p,q,~. Namera nam je da ob-
razujemo neki rastavni oblik te formule)
<= (pAqg)v(qgAar)v(rap)
(Koriste¢i zadatak 13 tacke VIII Prema resavanju tog zadatka podesnije je
Vv , A redom zameniti sa +, - a potom, izvrsiti ,,izmnozavanje” i sredjivanje.).
2 (X =0N I 0)SVi (i SI0EN zi=10) AV (zE =100 E S 0))
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- Postoje znaéi tri grupe resenja sistema S. Kod prve x i y su 0, z je proizvoljan, kod
druge y i z su 0, x je proizvoljan, a kod treée y je proizvoljan ax iz su 0.
53. Reiiti sistem po 4, B, C, D(iz skupa R)
a) AB=0ABC=0 CD=0; b) 4BC=0ABCD=0ACDA =0
54. U sluCaju aksiomatskog zasnivanja realnih brojeva aksiomama polja (navedenim u
zadatku 58, tacka VI) pridruzuju se jos i ove tzv. aksiome uredjenja (polazni poj-
movi su biti pozitivan, biti negativan ):
U ilix>0ilix=0ili x<0,
Q) x>0 x<0 (x<0=—-x>0)
Ua)x>0Ay>0=(xty >0 Ax-y> 0)
kao i tzv. gksioma potpunosti:

Svaki odozgo ograni¢en neprazan podskup realnih brojeva ima supremum (naj-
manje gornje ogranicenje). :

Usvajamo jos i definicije:

20&x>0vx=0 x<0&x<ovx=0

def
X>y<=f>x—y>0 xXZ2y<=x—y=0, x<y<=>x—y<0 x < y<=>x—y<o

Dokazati teoreme:
Dx>0Ay<0<=xy<0;, b) x<0Ay<0=>xy> 0;¢) x2 >0

d)x'r‘0=x2>0; e) Z‘>0’:'f)2>0,3>0,... ’.g‘) 2#0,340,..;
LS L0
2 3

Uputstvo a) Iz x> ( y < Osledi x> 0, = 0(p0(U)) a odatle x- (—y) > 0
(po(U ), iz Eega dobijamo —xy > 0, odnosno xy < 0.
¢)Po(U1) je ilix <O ilix =0 ilix>0. Ako x<0, ondax >0 (po b)). Ako ¥=0 on-
dax* =0 aakox>0 ondax?>0 (po(U})) Dakle, uvek x> >0.
d) Vazi implikacijax # 0= x* #0 (jer iz x* =0 sledi x = 0). 1z formula
A=A ) S Vi =(()
neposredno sledi formula
x#0=x*>0
e) Posto 1 #0, to pod) 12 >0,t. 1> 0.
)1z 1 >0, 1> 0 primenom (U;) sledi 2 > 0.
8)1z 2> 0 sledi 2 #0 (po (U,))

h)Posto 2 #0, te 2 L =1. Dalje, kKako 1 > G, 2 > 0. to mora biti 3 >0 (G

e N[

N ]N
N
B

obe moguénosti = =0, = < () dovode do kentradikeiie; rectmo, iz 4 = ¢ dedi 120,
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aiz é <0, zbog 2> 0, sledi 1 <0).

55. Nastavak prethodnog zadatka. Dokazati formule

A)x<0Ap<0=>xty<0; b)) x=>20Ay=0=> xty Z20Ax-y=>0;

)x<0Anys<0= yx+y S<0Ax-y=0)

d) x-y> 0= (x>0A>0)v(x<0Ay<0);

- )x-y<0=(x>0Ay<0)v(x< 0Ay>0);
NDx-y20=(x=0 Ay=20) v(x< 0 Ay<0)

h)x-y< 0= (x=0Ap<0) v (xS0 Ay=>0).

Uputstvo. b) x>0 Ay >0= (x>0 vx=0) A(v>0 vy =0)

= (x>0, y>0vx>0 y=0vx=0,y>0V x=0, y=0) Stigli smo do Cetiri
slu¢aja, a u svakom od njih se lako dokazuje formula x + y > ( odnosno x- y = 0
d)x-y >0 x-y>0 A T=x- y OAN(x=0vx >0 V x<0)A(y=0vy>0Vy<0)

Dalje obrazujemo rastavni oblik. Pojavljliju se Clanovi kao:

Xy >O0AXx=0AYy=0 xy>0A x>0 Ap<i x3>0Ax>0Ay>0
Prva dva su ekvivalentna sa L , a treéi sa x >0 A y >0, postox> 0 A y> 0 po-
vladi Xy > 0 . Na kraju se disjunkcija svodi na: (x>0 Ay >0) V(x <0 Ay<0)

56. Nastavak zadataka 54, 55. Dokazati:
a) x<0= x*<0; b) x>0= £>0,- ¢) x<0= £< 0; d) 1( 3XER P +1=0.

57. Nastavak zadatka 54.Dokazati:
a)idix>y ilix=y dix < y; b) relacije <,<,>, > su tranzitivne;
c) relacije <, > su relacije poretka;
Ay vips x: e)x <IN ez e <z D ey e
g l(x<y)l=x=y  lfx<ypy)s=x>y; h) x>z=x>yvy>z
i) atc < b+td=a< b Vc<d
Uputstvo. h) Obrazovati kontrapoziciju.
58. Pri reavanju nejednakosti Gesto se koriste ove ekvivalencije

xRy < (x+z)R(y+z), ¥Ry <> (x—z)R(y-z),

xRy < xzRyz (Ako z> 0), xRy < (x:z)R(y : z)‘(Ako z >0}

xRy < xzR' yz ( Ako z <0), xRy (x:z)R" (y:2) (Ako z <0),
gde je R ma koji od znakova <, <, >, =, aR™ je znak obratne relacije (tj. re-
dom: > > < X).
1° Dokazati navedene ekvivalencije:
2° Resiti formule (po X):

2x—3 >0, x+3 < 5—x, 2x>4x+2 A 3x—4 < 4x—6



131

Uvod u matematicku logiku

Napomena. Nejednacine kao x> 1, x <2 smatramo resenim.
59. Resiti nejednacine (po x):
(x-1)-(x=2) >0, (x=1):(x=2)-(x~3) <0, (2x—1)-(3-2x) >0
Uputstvo. (x—1)-(x=2) >0 <= (x=1 > 0Ax-2>0)v(x—1< 0Ax-2< 0)
= (x> IAx>2)vix<IAx< 2)=(x>2vx< 1)
Pored ekvivalencije @b >0 <= (a>0A b>0)v (a2 <0 Ab < 0)koristili smo
ix>1Ax>2< x>2 isl Uopste vredi:
x>a Ax>b<= x> max (ab), x<aAx<b<= x<min (ab),
gde max (a,b) = a, ukoliko a> b, a inae max (a,b)=b i sl.
60. Dokazati ekvivalencije
x> A_x>2<=>x>2, X>2AXx=3= x=3, x<5Ax<8<=x<$5
Napomena. VaZ uslovna ekvivalencija
G)f s pAg—ip (Ako p = g),
tj. p A q je ekvivalentno sa p, ukoliko je g posledica od p. Napomenimo da se ek-
vivalencija (%) neobi¢no Cesto koristi.
61. Dokazati ekvivalenciju
xXZaAx<b=as<x<bAa<b

gde je a< x< b drugi zapiszaa< x AXx< b :
Resenje.
xZ2a AX<b=a<xAx<bh

=a<x Ax<bAa<b

(Jera<bslediiza< x

=a<x<bAa<b

Napomena. Ako zadatak glasi: Regiti po x sistem

A x<b

xXZ2aAx< b ‘

onda, prema dokazanom tvrdjenju, uslov 2<< b je potreban i dovoljan da taj sistem i
ima resenje, a u potvrdnom slucaju reSenja su brojevi odsecka [g, b |, drukcije rece-
no formulu ¢< x < b smatramo refenom.
62. Resiti date sisteme linearnih nejednacina koristeéi ekvivalencije-vida

C<AACSB= C<min(AB) CZ2AAC>B< C>max (A, B)

C>AAC<B= A< C<BAA<B

a) xty—12 0 A 3x—y—-3<0 A2x—y+]l =2 0 A3Xx+5y—15< 0 A 2x < 3
b) 2x+y—22 0 A x—y—1 <O A x—3y+5 > 0 A x+y—3 <0
)xZ20Ay=20Ax+ty<I, d) xZ0Ap=>0Az=20Az<x+y
)xZ1Ay>22 Az>3 Axty+z <10 f) xty<3 Ay+z2<3 Ax+z<3
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ReSenje. a) Oznacimo dati sistemsa S Tada:

S<yp>I-xAp >33 Ay<2xt Ay<—5ix+3A2x<3

(U prvom koraku obavili smo resavanje po », a mogli smo i po x)
= y> max(1-x, 3x—3) A y < min(2x+], — %x +3)A 2x< 3
= max (1-x, 3x—3)< y < min(2x+], — g—x+3)

Amax (1%, 3x=3)<min (2x+1-Tx+3) A 2x < 3

(Prva formula, oznaéiéemo je Ry odredjuje y; iz ostalih odredjujemo x)

‘="R Al=—x< 2x+t]l A I-x< — §x+3 A 3X—3< 2x+Hl A 3x—3 <— j%*c+3 A2x<3

<=>Ry Z0AXZ -SAXS4AXSSAIxS< 3

4=>R /\x> 0A X< L5
4=>0< < 1,5 A max (1-x, 3x—3} < min (2x+1, —5—x+3)

Dobijeni sistem moZemo smatrati refenim. Do resenja se ovako dolazi: x je ma koji

broj izmedju 0 i 1,5 a za tako odabrani x,za y se moZe uzeti ma koji broj u navede-

nim granicama. Sli¢no se reSavaju ostali sistemi.
Napomena. Opisani postupak, tzv. Furije-M ockinov, je opste prirode — moze
se koristiti za reSavanje ma kog sistema linearnih nejednacina.
63. Resiti sistem nejednacina
X=2y+4 >0 A 2xty—-2 >0 A 3x—y—3 <0 A x <2
Odgovor. 0 <y <3 A nize(2y—4, 2_2‘2) <x < min(2, Y13 V+3 ).

64. Resiti sistem nejednacina po x, y, z

Xtytz 2 2 AXHY—2<2 A3x—y—z=20 A X+z< 3 A p+z < 3/\ xtz <3
65. Dokazati najpre da za realne brojeve vrede ekvivalenciie

@  ehe= (Vx)(x<a=x<Db)

(i) x< minfa,b) <= x<aAx<b, (i) x<pmax(abl=x<avx<h
a zatim njihovom primenom dokazati ovaj min—max identitet
(&9) max(a, min(b, c¢)) = min(max(a, b), max(a, c))
Resenje. Sve tri ekvivalencije mogu se dokazati u dva smera. Za prvu, dokaz sleva
nadesno sledi na osnovu saglasnosti jednakosti sa relacijom < , a zdesna nalevo, iz
pretpostavke (V x)(x < a <> x < b) izvodi se najpre ¢ < b (stavljajuéi umesto x
basa), a zatim sli¢no i: b < a. Preostale dve ekvivalencije izvode se razlikovanjem
slucajeva: a < b, b<< a. S

Primenom formula (i), (i), (iii) jedan dokaz postavljenog identiteta izgleda (xje
proizvoljan realan broj):

2
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x < max (a, min(b, c))

= x<a vx< min(b,c)

= x<av(x<bAx<g

= (x<avx<ba(x<avx<c

(Primena tautologije pv (g A1) =(p v q) A (p Vv 1))

= x< max(a,b) A x < max(ac)

= x< min(max(a,b), max{a,c)) :
Dakle, za proizvoljan realan broj x vredi ekvivalencija:

x < max(a, min(b,c)) <x < min(max(a,b), max(a,c)),

odakle, koriste¢i formulu (i), zakljuéujemo da vredi jednakost (¥).

66. Dokazati naredne min—max identitete

min(min(a,b), ¢) = min(a, min(b, c)), max(max(a, b), c) = max(a, max(b, c))
min(a, max (a, b))=a max(a, min{a, b)) = a
minfa, max(b, ¢)) = max(min(a,b), min(a,c))-

67. Resiti jednacinu (po x ER) . |x=2|= L

def a, akoa =0

— —a, akoa <0’
kao i aksiome uredjenja i razne njihove posledice dokazane u prethodnim zadaci-

ma. Tada imamo:

Regenje. Koristimo definiciju apsolutne vrednosti: |

x=2l=1<=k-2l=1Ax220vx-2<0)
' (Na osnovu aksiome (U, ) taéna je formula x—2 >0 v x—2 <0)
=(x2l=1Ax22>20)v (Ix-2|=1Ax-2<0)
(Primena distributivnog zakona A prema v )
—x-2=1v—(x-2)=1
(Definicija apsolutne vrednosti)
= x=3 Vv x=1
Dakle, resenja date jednacine su 1,3 .
68. Resiti jednaCinu (po x ER) : [x=2| + [x-3| = L
Uputstvo. Prema uredjajnoj aksiomi (U,;) vredi ekvivalencija :
[x=2| +|x=3| =1 = x-2l+ k-3l =1 » (x~2 20v x—2<0) A (x—320 v x—3<0)
69. Resiti jednacine (po x'€ R) :
a) x| +x=3;b)x% +|x|—6=0; c) |x=1|+|x=2| =1; d)|x| + [I-x]|=1;
e)|x—al + [x=b|=c: ) |x—|x|l =6, g)|x| +|x—1I| =2x—1
70. Regiti realne nejednacine po x:
) x=1 > 5-3x; b) x*—5|x <0; ¢) W31 <I; d) Ix+1-x| < L
71. Resiti sisteme jednaéina (po x,y € R):

A Xl £y =5, b) x =l y=ixl o) lx1l +ly-21=2 [x=2| +|y+ll =4
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72. Realna funkcija f{x) uvedena je definicijom: f{x) = [x» ako [x' | < 1
Regiti date ]ednaéme po x

a)f/x)*Zx 3, b) f(X) =flx); ©) flx)=afa€R); d) ’”(x—l)+f(x+2)'1

dger =1L ako x<
73. Funkcga znaka sgn uvodi se ovako: sgn x = O a ko x>=

0
0
0
Regiti po x jednacine : ,
a) sgn(x—3) + sgn(x+2) = 1; b) sgn(x*—1) = sgnx; c) sgn(x* +2x—3) = 1
74. Dokazati da za realne brojeve vredi uslovna ekvivalencija:

@ =p* = a=b (Ako a,b = 0)
Uputstvo. Koristiti jednakost & —b* = (a=b)-(a+b) kao i Cinjenicu da atb >0,
ukoliko 4,6 = 0. =
75. Pri resavanju mnogih iracionalnih jednacina osnovnu ulogu ima formula
@) Va=b=a=b0* Ab>0 (a,b realni brojevi)

Dokazati tu formulu, pa je potom primeniti na refavanje jednacina:
I° V5 =% 20 NG ox=xtL; '3°’\/x2—2-l —

Rééenje. Isticemo:
_da je, po definiciji, b kvadratni koren iz a akko vredi jednakost b =g
— da, zbog te jednakosti, kvadratni koren postoji samo za nenegativne realne brojeve,
— da za svaki takav broj x postoje dve vrednosti korena (sem u slucaju ¢=0 kada
postoji jedna — broj 0); onu nenegativnu oznacavamo sa \a.
Prema tome, taéne su formule
V23>0 (Akoa>0), (Vaf =a(Akoa>0), b=~a=a>0Ab>0
na osnovu kojih zakljuCujemo
Va = be>a=b Au>0Ab>0
(Koristimo logicki zakon: p < p A q, ako p = q)
=ag=bAa=0 Ab=>0 .
(Prema uslovnoj ekvivalenciji: x> = »* <= x =y, ako x, y=0)
—aq= b2 A b =0
(Jera = b* = a > 0, pa ponovo primenjumemo: p <> p A g, ako p = q)
Dakle: /a = b <>a =b* A b>0.
i \/;;5 =xe=xt6=x2A x>0 - (Primena formule ()

= x2-—x—6=0 N0
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= (3&=3 vx=—2)Ax =0 (Resavanje jednacine x> —x—6=0)
=’(x?'3Ax>0}v(x——2Ax >0) -
= =3 Noc—1() i Jer x=2 Ax>0 = 1l
= =7 | Jer x=3 = x > 0}
Zakljugak: Broj 3 je jedino resenje jednaGine \/x+6 = x. :
2° Jedino resenje je —5; 3° ReSenja su 3 i—9/7.
76. Dokazati ekvivalencije o realnim brojevima
() * <b?<=a<b(Akoag b>0); (ii)va<+/b<=a<bnAa>0;
(i) e <+b=a<0v (a=0 A d <b); (iv) Va <b <= a<b>n a=0Ab>0
77. Za koje realne vrednosti x vredi svaka od jednakosti

@ ot 2] + N N2x 1 =27
(®) Vet B + o= NIl = I;
() , \/x+ Ix] + oo 21 =2.

Regenje. Neka A bude zajednicka oznaka brojeva +/2, 1, 2. Tada:
AT > N N o
= {\/x+ 2x—1 +\/;— V2A—I = A% A x+/2%—1 >0 Ax— /2x—1 >0 A 2x—1>0
s DX R (\Px—IP =A2 A x> 1/2 A% >2x=1
(Jer x=>1/2 = x+2x—1 >0)

= 2x2 \[*-2x+] =A A x> 1/2 nx2 >2x—1
(Jerx>0, 2x—1 > 0)

=242 \J[x—1F =A% A x> 1/2

Jerx® >2x — 1 <= (x—y* >0)
= 2(xHx—1I|) =A% A x> 1/2

= 2(xt|x—11) =A* A x=1 [2 Ax>1] v 2(x+Hx—1|)=A’ A x> 1/2 Ax <]
(Razhkovanje slucajeva: x> 1, x < 1)

= 2fxtx—1)=A> A x> 1] v [2(x—x+1) =A% A 12 <x<1)
= (4x=A? +2 Ax > 1) v(A? =2 A1/2 <x< 1)
Zamenjujuéi umesto A redom +/2, 1, 2 neposredno dobijamo:
(@) =(4x4 Ax>1)v(222A1/2<x<1)=1/2<x< I,
) - =(4x=3Ax>1)v(I2Al2<x<]I)= |
() =(4x=6 Ax>1)v (422 A1/2< x< I} x=3/2.

Znaci, jednakost (a) je zadovoljena za x € [1/2,1], jednakost (b) ni za jedan x,
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a jednakost (c) za taéno jedan x — za 3/2.
78. Resiti po x iracionalne jednadine

a)V5—x — \x =1; b)\5—x — /x =a [0€R): ) VIX=*
V2—x- x-2

d)%} =0: e)\/xz e P i)
£) \/x +\/3—x—\/x2~\/3t;c=3.

79. KoriS¢enjem aksioma navedenih u zadatku 54 dokazati da postoji /2, odnos-
no da postoji nenegativno realno resenje jednaéine (po x): x? = 2.

Resenje. Uo&imo skup S pozitivnih realnih brojeva kvadrata manjeg od 2, tj.
S ={x €ERIx >0 Ax? <2} Taj skup je ogranien odozgo, recimo broj 2 je jedno nje-
govo gornje ograni¢enje. Otuda na osnovu aksiome supremuma postoji realan broj
~ a = sup S. Posto prema uredjajnoj aksiomi (U, ) vredi:

lic? <2 ili =2 ili *>>2
dokazacemo da svaka od pretpostavki a®> < 2, > > 2 vodi do kontradikcije, tj. da mora
biti 2 = 2.

y=x2~—2 : y=x2—2

(2,4)

4=
o

e

< N
' : (a,a>-2) :

SL 1. SIE2:

Zaista, ako a> < 2, a > () tada broj b = 2:—:2— (vidi SI.1) ispunjava uslove

2 - 2(2—ad® AP
2-b (242) >0, b-a= —r >0

tj. pripada skupu S i veéi je od sup S, §to je nemoguce.

Sli¢no, ako a*> > 2, a > (0 tada broj b = 2;“ (Vldl S1.2) ispunjava uslove

2-p2 = M<0’ A== s
4a* 2a

tj. b je gornje ogranienje za S koje je manje od sup S, §to nije moguce.

80. Dokazati da postoji V3 (u skupu realnih brojeva), odnosno ( 3 a > 0)a* =3.
81. Dokazati da za svaki nenegativan realan broj @ postoji \/a tj.
(Va>0)(3b>0)b* =a
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X KVANTORI

& Kvantori (kvantifikatori, kolikovnici), u jeziku, su reCi svaki, neki Prvi je tzv.
univerzalni (opsti) kvantor, dok je drugi egzistencijalni (posebni).

Za kvantore postoje pored navedenih i razni drugi jezicki oblici. Tako, svaki u
matematici isto zna€i §to i: ma koji, bilo koji, proizvoljan, svi, dok se umesto ne-
ki govorti i: postoji (najmanje jedan, bar jedan), najmanje jedan i sl.
¢ U vezi sa tim rec¢ima su dve nove logicke operacije: generalizacija i partikulari-
zacija.

Generalizacija (uopStavanje) po x tecenice A jeste reCenica: Za svaki x A, anjen
zapis') je ( V xJA.

Partikularizacija (posebnovanje) po x recenice A je: Za neki x A sa odgovaraju-
¢im prevodom ( 3 x/A. ’

U slucaju viSestrukog uopstavanja umesto (V x; /... (V¥ x JA pi®mo Zesto i
oyako= (e, -, x JA. Sliéno, (3 xy, ..., x JA je kraéi zapis za recenicu (fo-

-rmulu) (3 x;) ... (3 x JA.
& RecCenice: Swvaki A je B, Neki A je B isto znacde §to i ove duZe reGenice

Za svaki x, ako x ima svojstvo A, onda x ima svojstvo B,
Postoji x koji ima svojstvo A i svojstvo B.
Dogovorimo li se da ,,x ima svojstvo 4 zapisemo: A(x) (sliéno se uvodi B(x)) do-
bijamo ove prevode ( ¥ x)(A(x) = B(x)), ( 3 x)(A(x) A B(x)). Pored tih (podrob-
nih) prevoda na jezik predikatskog racuna I reda, za razmatrane recenice koristimo
Cesto i ovakve skraéene?) prevode

(Y xjeA)B(x), (3xjeAd)B(x)
Tako, reCenica: Svaki prirodan broj je ceo broj moze se prevesti na svaki od naci-
na

(Vn)(nEN=>n€EZ, (YnEN)nez

1 : : :
)Zapis (govoritemo i prevod) ( V x)A pripada formulskom jeziku tzv. predikatskog racuna I
reda (videti narednu tacku).

2 . ;
)VXJeA, 3xjeA sutzv. uslovni kvantori
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& Svaki je jedno ﬁop§tenje konjunkcije, a neki uopstenje disjunkcije. Naime, ako
je x oznaka za konaéno mnogo predmeta, recimo ay, ..., 4 = onda(V xJA(x),
( 3 x)JA(x) isto znaCe §to i formule:

Afay) A ... AAfa ), Alay) v ..v Ala,)

¢ Istinitost slozenih recenica dobijenih uopstavanjem, odnosno posebnovanjem od-
redjuje se u skladu sa znadenjem reéi svaki, neki Naime, ako je ofx) recenica (for-
mula, uslov) po x o izvesnom skupu S, tada: Recenica ( V x)afx) je istinita, uko-
liko je afx) istinita za svaki element x iz S, dok je' ( 3 x)ofx) istinita, ukoliko je
afx) istinita reenica za neki (najmanje jedan) element x iz S.
‘Recimo, obe recenice o realnim brojevima

(V- X2 =100 3 xjxd =2
su istinite. :
¢ Opisujemo tzv. brojacke kvantore kojima se istiCe broj predmeta koji imaju neko
svojstvo. Ti se kvantori iskazuju rec¢ima kao:
postoje najmanje dvaY), za svaka najvise dva, za svaka najmanje tri, postoje tacno
dva, postoji taéno jedan i sl.
Svi brojacki kvantori mogu se izraziti pomoéu osnovnih svaki, neki. Tako, posto
sloZena rec¢enica

Postoje najmanje dva predmeta koji imaju svojstvo A
ima ovakvo znacenje ‘
Postoje x,y takvi da je x razli¢it od y i da x ima svojstvo A i y ima svojstvo A
to njen zapis2) na formulskom jeziku predikatskog racuna I reda izgleda

(3 xy)x#y A A(x) AA(y))

¢ Posebno istiCemo brojacki kvantor iskazan recima postoji tacno jedan. Naime,
recenica

Postoji tacno jedan predmet koji ima svojstvo A
izreGena na podrobniji na&in glasi

Postoji x koji ima svojstvo A i ne postoji y razli¢it od x koji takodje ima svoj-

stvo A
te je njen prevod S

( 3 x)(A(x)AT1( 3 y)y#x A A(¥)))

Inade, za brojacki kvantor postoji tacno jedan koristimo oznaku 3, pa prema

1)Kadkaiemo dva, tri, misimona dva razlicita, tri medjusobno
razlic¢ita predmeta. :

2)Rec‘,enicu X ima svojstvo A preveli smo sa A(x).
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prethodnom imamo?)

(3 x)Alx) L (3 xpale) A3 v A A)

Jos o brojackim kvantorima videti u zadacima 27, 28, 29, 30.

ZADACI

1. Procitati na razne nadine formule
(Vx)(xER=x2>0), (VY xER)(x* >0)
el 32 E @ N S=l) ([ SiE @)= ==l
Regenje. Prve dve formule su prevodi iste reGenice. Moguca Gitanja su, na primer:
Za svaki (ma koji, bilo koji, proizvoljan) realan broj x vazi: njegov kvadrar je nene-
gativan broj. :
Kvadrat svakog (ma kog, bilo kog, proizvoljnog) realnog broja je nenegativan,
Druge dve formule su takodje prevodi iste recenice. Moguéa Citanja su, recimo:
Postoji najmanje jedan kompleksan broj ¢iji je kvadrat jednak —1. -
Zun neki kompleksan broj x vazi: njegov kvadrat je jednak —1.
Jednacina x* = —1 je moguda, na skupu kompleksnih brojeva.
Jednacina x* = —1 ima bar jedno resenje, na skupu kompleksnih brojeva.
2. Procitati re¢ima formule o prirodnim brojevima:
(YmeN) m<n, (N\m€EN) n<m, (In€EN)(¥YmEN) n<m
N(3IneEN)(VmEN) m<n,(VYneEN)(ImeEN) n<m,
N(YneN)(ImeEN) m<n
Regenje. Uobicajena Citanja tih formula su redom:
1 je najveci prirodan broj, n je najmanji prirodan broj,
Postoji najmanji prirodan broj, Ne postoji najvedi prirodan broj,
Za svaki prirodan broj postoji od njega vedi prirodan broj,
Nije (tacno) da za svaki prirodan broj postoji od njega manji prirodan broj.
3. Pro¢itati formule o realnim brojevima :
(Y xy)(3z) xty=z, (Vxy)3,2) x-y =2, (3;x) (VY yx+ty=p,
(31x) (Vy)x-y=y, (Yx)(31y)x4y=0, (¥Vx70)(3y) x-y=I

I)Kori§éenjem jednog od tzv. De Morganovih zakona za kvantore (videti poglavlje XII V a [j a-
ne formule)koji se moze ovako izreéi: nije da postoji istoznacisto i
svaki nije (formulskim jezikom: 1( 3 x)F < ( V x) '—]F ), kao i nekih jednostavnih
tautologija, zakljucujenp da se i svaka od ekyivalencija

(31%) AX) = (I NAX) ~ (Y y)yEx=T1A()))
(31x) Ax) <= (3 x)(,A(X) A (V y)Al) = y=x))

moZze uzeti za definiciju kvantora 3 ;.
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4. Pro¢itati formule o skupu S
(IAx)x €S, TI(3Ix)x €S, (3Ix)x ESAT (3 y)(y#x Ay ES)))
(Axy)xty AXESAYES), WIAxy)xty AxES Ay ES),
( 3x,y,z){x74y}\ y# Axtz AXES AYES AZES)
Qdgovor. Uobicajena Citanja bi bila:
S je neprazan skup, S je prazan skup, S je jednoclan skup, S je skup sa najmanje
dva elementa, S je skup sa najvise jednim elementom, S je skup sa najmanje tri
elementa.
5. Obrazovati:
(1) Generalizaciju po z, po y i najzad po x recenice (formule):
(x+y)+z = x Hy+z)
(2) Generalizaciju po x a zatim partikularizaciju po y formule:
28 2 =28
(3) Partikularizaciju po y a zatim generalizaciju po x formule:
X +p=0
Odgovor.
WV x)(Vy) (N 2) (xty)tz = xHytz)
@(3y)(Vx)xty =x
@) (Yx)(3 y)xty =0
6. Date formule zapisati pomoéu kvantora
Fla;) AFE(a,) A ... A F(an), Flay) v Flay) v ... v Fla_)
Resenje. Ozna¢imo sa S skup {4, a,, ..., a_ } . TraZeni zapisi su redom:
(Vx€S)F(x) (3 xES)F(x)
7. Zapisati bez kvantora formule: 5
(Y xy)A(xy), ( Axy)A(xy) (Y xylxty=Alxy)h (3 xp)x# A Alx))
pretpostavljajuéi da su x,p elementi skupa { Z, 2 }.
Odgovor.
A(LL) A A(L2)A A(2,1) A A(2,2), A(L1) v A(L2)v A(2,1) v A(2,2),
A(1,2) A A(2,1), A(L2) v A(2,1)
8. Koje od narednih formula su istinite za realne brojeve
(Vx)(¥y)xty=0, (Yx)(3p)x+y=0, (3x)(Vy)xty=0, (3x)(3y)x+y=0
9. Da li kvantori ¥ , 3 mogu razmenjivati mesta, a da se pri tom ne menja znace-
nje recenice?
Odgovor. Ne mogu; jer na primer, za prirodne brojeve prva od formula

(¥ )3y o<y, (B30 AV iy
je istinita (jer za svaki prirodan broj postoji broj veéi od njega) dok je druga lazna
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(jer ne postoji najveéi prirodan broj).
10. Neka Q(x,y) znaéi: ravan x sece ravan y (tj. te ravni imaju taéno jednu za-
jednic¢ku pravu). Koja od datih formula je istinita
(Vx)(3y) Ofxy)
(YN x)(Yy)(Ofxy)="1(x1ly)
(Yx) (Y y)(Vz)(xlly A Ofxz)= O(y2)
(Yx)(Vy)(Vz)(0xy) A Oyz)= Oxz))
(Vx)(Y y)(3z2)(0xz) A Qyz))
Odgovor. Neistinita je jedino &etvrta fonﬁula, jer ako x sede y i y sede z, moze
nastupiti sluéai x||z. '
11. Da 1i su istinite formule
(YVacR)(YbER)(Ip&ER)(3qER) (VY x ER) (x* +ax+b = (x+p* +q)
(3pER)(3 g€ R)(Ya ER)(YBE R) (Yx E R) (x* +ax+h = (xtp +q)
Odgovor. Prva formula je istinita. Postojeci p, ¢ su redom
23, ib%‘f . Druga formula je lazna jer ako bi postojali p, ¢ takvi da je formula
X +ax +b = (x+p)>+q
istinita za sve vrednosti g, b, x, tada bi sledilo da su svaka dva kvadratna trinoma
x* +ux+b, x* +a,x+b; medjusobno jednaka; §to nije tacno.
12. Odrediti istinitosnu vrednost date formule (o prirodnim brojevima) ako x,y
redom imaju vrednosti 7, 2.
a) x+y=3, b) x+y=2, ¢) x+0-y=I, d) x=1, e) (3 y)y+x=2, f)(Ix,y)I=xy
Resenje. Formula a) je tacna, a formula b) netagna. Tagne su i formule c) i d)
jer ako se x, y redom zamene sa /,2 dobijaju se sledeée tacne jednakosti I+0-2
=1, 1=]. Formula d) je tacna ukoliko x ima vrednost /, a y ima ma koju vred-
nost, jer ta formula ne zavisi od y. Nesto sli¢no vredi i za formulu e) . Ta formu-
la, u stvari, zavisi samo od x, jer ona znagi:
Postoji neki prirodan broj koji sabran sa brojem x daje 2
§to je ,,taj neki broj” u formuli oznaen upravo sa y — to nije vazno, mogli smo
ga oznaCiti i sa zu i s. Sledstveno zamenom x sa I, y sa 2, od e) se dobija for-
mula (3 y) y+1 =2 koja je, inage, tatna. Formula f) ne zavisi ni od x ni od .
Njena istiaitosna vrednost je T .
~13. Neka x, y, z imaju redom vrednosti 7,2, 3. Koja od sledeéih formula o ce-
lim brojevima je tada taéna

¢l

a) x+y—z =1, b) y=2, ¢) x=1, d) x+y=5,¢) (3 ulxtytz =u, f)(3Ix)xty =z
g) (Yulu-(x+y—z) =0, h) (Vx)(Iyxty =z
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14. Neka je F formula (prirodnim brojevima) : 2=y
: Fl

a)Da li F zavisi od i 2
b) Odrediti istinitosnu vrednost formule F u slucajevima
1) x=2, y=5, 2)x=2, y=5, i=8, 3)=x=2, v=4, i=5
15. Za koje vrednosti x na skupu realnih brojeva je istinita formula
(3 v) (x+ty = IA2x—y =2)
Resenje. Predpostavimo da je formula istinita i oznacimo postojeéi y sa y . Tada
dobijamo sistem po X, V-
a1 A_2x— s =2

Taj je sistem ekvivalentan sa x=I A y_=0. Znaéi, iz predpostavke da je formula
= (3)(xty =1A2x—y=2)

istinita sledi: x=1. :

Proveravamo da vazi i obratno. Naime, ako x = 1, onda je prethodna formula ek-
vivalentna sa istinitom formulom: -
(3y)(y=0)

Zakljucak:Jedina vrednost x za koju jeirazmatrana formula istinita jeste broj 1.
16. Reiti po x:(na skupu prirodnih brojeva) formulu:

a)( 3 y)x-p=6 b)(3y)x+y=3, ¢) (I ) (x+v=5 A x—y=I), d) (3 p) x=2y
17. Dokazati ekvivalenciju o realnim brojevima

(3 x)ax=b <= a0 V b0
Uputstvo. Koristiti ¢injenicu da realni brojevi €ine polje.
18. Formulom
a) x % y = x+p+1, b) X %y = x+p+xy, ¢) x &y =2x+3y

je odredjena operacija skupa R. Da li ta operacija poseduje (u skupu R) jedinicni
element, tj. da li je tatna formula ( 3 x) (V p) (x X y=p A y = x=y) ?

19. Ispitati istinitost formula:

N(Ixe€0)x*=2, V(Ix€0)X* =3 (IxER) x2 =-1
(3a€ER)(VyER) ax=a, (F3aER)(VY xER) 3 yER) xty=a

20. Neka su a, § binarne relacije skupa { 1, é, 3} odredjene tablicama

Odrediti tablicu relacije v (istog:skupa) definisane formulom

vxy) %L (3 2) (w(z) A B(2V)
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Primedba. Relacija 7 se obléno oznacava @98, To ]e tzv. proizwod telacije @ sa re-
lacijom B. Dakle: =

(@) (%) (3 2) (afx2) A B(z)
Regenje zadatka. Prvi na¢in: Prema definiciji istinitosne vrednosti reenice oblika
( 3 z) A(z), za relaciju Y imamo ovakvo rasudjivanje: TY(x,y) = T akko (T0(x,z)= T
iM(zy)=T, zanekiz iz{1, 2, 3}). Odatle kada x=Iiy=I, dobijamo :
my(1,1) =T akko (1e(l,z) = T i 18(z1) =T, zanekiziz {1 2, 3}, Kakoza
z imamo tri moguénosti, to za konjunkciju na desnoj strani,razhkujemo‘sluéajeve:
z=1:7171,1)=Ti18(1,1)=T,
z=2:1¢12)=Ti18(2,1)="T,
z=3:1f1,3)=TiB(31)=T
~ Medjutim, nijedna od tih moguénosti nije ispunjena, jer: 8(1,1) =1, rof1,2)=1,
.1af1,3) = 1L .Otuda zakljuujemo: ry(l,1) =
U slu€aju x=I, y=2 zakljucujemo: 77(],2} T , posto je ispunjeno foc(] z)=Ti
m8z,2) =T , za neki z iz-skupa {1, 2, 3 }(dosta je za z uzeti 1).
- Slicnim rasudjivanjem dobijamo
L3 =1L, w2, 1) =T, 7(22) =T, 23] =1
™(31)=T, m(32)=1, my(33)=1

Omda tablica relacije v izgleda' kao 5to je prikazano.

Drugt nacin: Prema znacenju kvantora 3 na konaénom skupu definicija relacije
v moze = preobratm u oblik!)

v(xy) ‘=’a(x 1)~ B(1,y) V ofx,2) ~ B (2,y) Va(x.3) AB(3y)

Recimo, za slucaj x—2 y=3 ta definicija glasi

(1) 1(2,3) L of2,1) » B(1,3)V o22) 7§ (2,3)Na (2,3) A £{33)

Vrednosti za o(2,1), a(2,2), «(2,3) (koje se pojavljuju sa desne strane prethod-
ne ekvivalencije) nalaze se u drugoj vrsti, a vrednosti za 8(1,3), 8(2,3), 8(3,3) u
trecem stupcu odgovarajucih tablica. Otuda, se, prema definiciji (1), vrednost za
7(2,3) dobija,,mnozenjem” e[émenata druge vrste tablice za « sa odgovarajucim ele-
mentima treceg stupca tablice za f8, i , sabiranjem” tako dobijenih proizvdda.Znaéi, do
aof se moze do¢i matriénim rﬁnoz’enjem relacije « sa relacijom (. Pri tome ope-
racije vV , A igraju ulogu sabiranja i mnozenja. '

1 > o : Seen : :
)Operacn]e A, oznadili smo:sa « , Y da bismo imali izvesnu grafiéku slinost sa znacima
+, +. Zbog toga u disjunkciji sa desne strane ne pifemo zagrade.
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Prema reéenom vrednost za 7(2,3) racuna se na ovaj nacin '

(23 = (AT AVARIEASEI B ETEAT) Sl
= : ][
= 1 2 ik
3

Dakle 71y(2,3) = L, odnosno u preseku druge viste i treéeg stupca tablice relacije
v nalazi se vrednost L. Sli¢no se popunjavaju i ostala polja tablice.
21. Obrazovati proizvod telacije asa relacijom .

a) a, B su relacije skupa {¢ b, ¢ d, e }odredjene tablicama

d e
LT
L1
LT
Tt
1T

o Ao S R|le
= = = =&
— = 4 = s
o A6 v alw
— == A =R
e = (S
— = = — e
— =
—A = = =l

— = = e

b) @ i B su relacije < skupa celih brojeva Z.

¢) « i B su relacije < skupa racionalnih brojeva Q.
22. Neka je « relacija skupa { g, b, c }odredjena
navedenom tablicom.

Odrediti tablicu relacije 8 istog skupa definisane

formulom:
2) (%) 2 (V 2) (a(zx) = a(zy))
b) Bx%7) 5 (V 2) (afzx) = ofzy))

23. Opisati relacije &, 8 skupa prirodnih brojeva uvedene definicijama:

afx) 8L (3 ) x>y Bx) &L (v y) x>y

Resenje. Zamenjujuéi u definicijama relacija @, § umesto x prirodne brojeve 1,2,3
... dobijamo:
ofl) = (3 y) 1>y, o2)=(3y)2>y, o3)<=(3y) 3>
B(1)= (v y) 1>y, B2)=(Ny) 2>y B(3)=(Vy)3>y,..
Odatle proizlazi zakljucak:

tofl1) =1, tafx)=T za svaki prirodan broj x # I;

m(x) = L, za svaki prirodan broj x.

24. Prevesti reenice

X je oblika 2k, gde je k ceo broj
x je oblika f{a), gde je a element skupa S.



145

Uvod u matematicku logiku

Resenje. Recenica
x je oblika 2k, gde je k ceo broj
ima znacenje
X je jednak 2k, za neki ceo bI‘O] k
odnosno
x =2k zanekik€Z -
Otuda njen prevod izgleda: ( 3 k€ Z) x = 2k
Sli¢no, prevod recenice
x je oblika f{a), gde je a element skupa S
jeste: (3 a €S) x=f{a). g =
25. Obrazovati prevode recenica
Nijedan A nije B, Neki A nije B~
Resenje. Prva recenica isto znaCi kao: Svaki A nije B, odnosno Svaki A je ne B.
Otuda prevod glasi (V x) (A(x) = T1B(x)). Prevod druge recenice koja isto znaéi
kao NekiA je e B je: ( 2 x) (A(x) ~ T1B(x)).
26. Prevesti recenice
Neki ravnokraki trougao je ravnostran. .
Nijedan ravnostrani trougao nije pravougli. -
Neki pravougli trougao je ravnokrak.
Postoji ravnokraki trougao koji nije pravougli.
Regenje. Uvedimo oznake

P(AABC) za: ABC je ravnostrani trougao‘)
r(AABC) 72: ABC je ravnokraki trougao
T(AABC) za: ABC je pravougli trougao
Tada trazeni prevodi glase ,
(3 AABC) [r(AABCJAApP(AABC)),( Y A ABC) [p(AABC) = Tn{ AABC)]
(3A ABC) [7(AABC) A r(AABC)), (3 A ABC) [H{AABC) A ~(AABC)]
27. Izraziti pomoéu osnovnih brojacke kvantore iskazane re¢ima:
postoji najvise jedan, za svaki najvise jedan.
Regenje. Za proizvoljno svojstvo A (duzine 1) recenica
Postoji najvise jedan predmet koji ima svojstvo A.
ima ovakvo znacenje
Ne postoje dv@) predmeta X,y takva da vazi A(x) IA( ).

)Ovde se slozen znak AABC koristi kao promenljlva

)Tu,aludal;em dva, tri itd.znaéi dva razlicita, tri medjuso b-
no razlic¢ita itd.
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Nije tesko uociti da je prevod te redenice formula:
TN 3Xy) (x5 AAlx)A Aly)) -
Sliéno, re&enici : ; :
Za svaki najvise jedan predmet vredi 4
odgovara prevod
(Y xy) (x#y = A(x) A A(y))
28. Brojacki kvantor ,,postoje tano dva” izraziti pomoéu osnovnih kvantora.
Odgovor. Na formulskom jeziku predikatskog racuna prvog reda to izrazavanje iz-
gleda =
(3 xy) (x#y A Alx) A A(y) A TI( 3 2) (2% A 27y A A(2)))

29. Kvantore iskazane re¢ima ,,postoje najmanje tri”’, ,,za svaka ’najfnanje tri” izra-
ziti pomoc¢u osnovnih. _ : ;
30. Izraziti pomoéu osnovnih brojacke kvantore

»»,postoje najvise dva”, ,,za svaka najvise dva”.
31. Obrazovati prevod tzv. prve Hilbertove aksiome veze:

Za svake dve tacke postoji prava kojoj te tacke pripadajit.
Resenje. Uvodimo oznake: 7(x) za ,.x je tacka”, m(x) za ,x je prava’. Tada podro-
ban prevod glasi:

(Y xy) (1(x) A 1(y) = (xy = (3 z)(n(z) A X Ez Ay E 2)))
Primedba. Da bi se dobili §to jednostavniji prevodi, usvajamo razna pravila o skra-
éenom pisanju.
(i) U geometriji se Gesto javljaju svojstva biti tacka, biti prava, biti ravan. Dogova-
ramo se, stoga, da tacke oznacimo velikim latinskim slovima 4, B, C i sl. prave
malim latinskim slovima a, \b, ¢ isl, aravni grékim slovima a, 3,71 sl
(i) Umesto xES A yES, xESAYES Az ES isl piemo krace x, y €S,
X, ¥, z €S i sl. Dalje, ukoliko sve promenljive koje u&estvuju u formuli uzimaju
vrednosti iz istog skupa S, tada cesto umesto x €S, y €S pifemo jednostavno
X, y bez onoga € S, s tim §to tu pretpostavku istiGemo izdvojeno uizagradisa stra-
ne ili, kako smo to ve¢ i ranije ¢inili, re¢ima iskazujemo da se formula odnosi na
elemente skupa S.

Prema usvojenim dogovorima o skraéenom pisanju prva Hilbertova aksioma ve-
ze moze se prevesti i ovako :

(V A,B) (A #B= (3 a)A, B €a)
32. Obrazovati prevode Hilbertovih aksioma veze:
(1) Za svake dve tacke postoji prava kojoj te tacke pripadaju.
(2) Za svake dve tacke postoji najvise jedna prava kojoj te tacke pripadaju.
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(3) Na pravoj postoje najmanje dve tacke. Postoje najmanje tri tacke koje ne le-
Ze na jednoj pravoj.

(4) Za svake tri tacke koje ne leZe na jednoj pmvo; postoji ravan koja sadrZi te
ta¢ke. Za svaku ravan postoji tacka koja joj pnpadm :

(5) Za svake tri taéke koje ne leZe na istoj pravoj.postoji nafvi§e jedna ravan ko-
joj te tacke pripadaju.

(6) Ako dve tacke neke prave pripadaju jednoj ravni, onda i svaka tacka te prave
pripada uocenoj ravni.

(7) Ako dve ravni imaju jednu zajednicku tacku onda te ravni imaju jos jednu za-
jednicku tacku.

(8) Postoje najmanje Cetiri tacke koje ne pripadaju istoj ravni.
ReZnje. U uoenim aksiomama, a fo je i inace Cest slucaj u geometriji, pojaviju-
je se na vi¥ mesta recenica oblika:
X1, o X SU medjusobno razliciti
koju éemo prevoditi elementamom formulom raz(x;, ..., xn). Naravno, takva se
redenica moZe prevesti i koriséenjem jedino znaka jednakosti = (odnosno razli¢i-
tosti #). Na primer, za raz(x, y, z) odgovarajua formula takve vrste je:
xXEFyAxFzAy#z
TraZeni prevodi (skraéeni) aksioma veze glase:
(1) (Y A4, B) (raz(A, B)=( 3 a), A, B E a)
(2) (Y A, B) (raz(A, B) =7I( 3 a, b) (raz(a, b)A A,.BE a A A, BEb)
(3) (Y a)(3A,B)(raz(A,B)AA,BE a)A(3A,B,C)(raz(A,B,C)A71( 3 aJA,B,CEa)
(4) (Y A,B,C)(raz(A,B,C) A"\ 3 a)A,B,C=a=( 3 oA,B,Ccn)A (Y a)( 3 A)A€
(5) ( VA,B,C)(raz(A,B,C) A V(3 a)4,B,CE€a=TY 3 o,B)(raz (a,B) A A,B,CEc A A,B,CEB))
(6) (3 A,BEa)(raz(A, BJA A, BEa)=> (VX Ea)X Ea
(1) (VA)(ASandcp=(3 B#A)(BEanBEP)
(8) ( 3 A4,B,GD) (raz(A,B,CD) A 1(3 a4, BG D Ea)
33. Prevesti Hilbertove aksiome rasporeda:
(1) Ako je tacka B izmedju tadaka A4 i C, tacke 4, B, C su tri medjusobno razli-
cite tacke, i tacka B je takodje izmedju tadaka C i 4.
(2) Ako je tacka B izmedju tadaka A i C, tacka C nije izmedju tadaka 4 i B.
(3) Ako su A i B dve razligite tatke, postoji tacka C tako da je B izmedju tacaka
AiC
(4) Postoje najmanije tri medjusobno razli&ite tacke od kojih nijedna nije izmedju
ostale dve. '

(5) Ako su 4,B,C tri medjusobno razliéite tatke od kojih nijedna nije izmedju os-



148 : X Kvantori

tale dve, D tacka izmedju B i C, E tacka izmedju 4 i D, tada postoji tacka F
izmedju A4 i B tako da je E izmedju C i F.
34. Prevesti date recenice o realnim brojevima (S je podskup od R)
a je najmanji element skupa S, a je najveci element skupa‘S,
a je gornje ogranicenje skupa S, a je donje ogranicenje skupa S,
a je gomja medja (su})remum) skupa S, a je donja medja (infinum) skupa S.
Odgovor. Prevodi su po redu formule:
aESA(VY xES)a<x, a€ESA[(YXxES)x<ag
(VxES)x<a (N x€ S)a<x,
(VxES)x<dA(VbER)(V xES)x<b=a<b)
(VW xES)a<x A(YDER)(Y xES)b<x=b<a)
35. Prevesti: princip minimalnog elementa i princip potpune indukcije za uredjen
skup (S, <). ; :
Resenje. Princip minimalnog elementa glasi: ,
Svaki neprazan podskup skupa S ima minimalni element (tj. takav element od ko-
ga nijedan element uocenog podskupa nije manji). :
Prevod te recenice je formula
(VWACS)A79=>(T acAd)(VxEA)(x<a))
Princip transfinitne ( Neterine ) indukcije glasi:
Za proizvolian podskup A od S vazi: Ako A sadrzi element a € S kad god sadrzZi
sve elemente x € S koji su manji od a, onda A = S.
Prevod te recenice je formula:
(VACS) [(V a€S)((VxES)(x<a=>xEA)=>ac A)=4=15]
36. U skupu N prirodnih brojeva definisati pojam sledbenik broja n pomocu pojma
biti manji :
Odgovor. Neka je < uobitajena oznaka za biti manji. Tada:
m je sledbenik za n akko n< m A 71( 3 k)(n<k/,\k< m)
37. Pomo¢u odnosa biti element i biti jednak (za tacke) definisati odnos: prava a
se¢e praovu b (oznaka: a X b).
Resenje. Prava a sece pravu b
akko a i b imaju taéno jednu zajedniCku tacku
akko postoji taéno jedna zajednicka tacka 4 koja pripadaiai b
akko postoji tatka A koja pripada i a'i b, 1 ne postoji tacka B
razli¢ita od A koja pripadaia i b
Otuda trazena definicija zapisana kori§éenjem kvantora 3, glasi:
ax bakko (3,4) (A€ aAAE b)
Svodjenjem na osnovne kvantore dobijamo:
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ax bakko (3 A)(A€aAAE b AT IB)(B#AABEanBEb)

38. Pomocéu odnosa biti element, biti podskup, biti jednak (za prave) definisati:
prava 4 Je paralelna pravoj b (oznaka: a||b) :
Resdenje.
allb akko prave a i b se poklapaju ili
prave a, b leze u istoj ravni, a nemaju zajednickih tacaka
akko-prava a se poklapa sa b ili
postoji ravan « kojoj pripada i prava a i prava b,
i ne postoji tacka 4 koja pripada obema pravim a i b.
akkoa=h v (3 o) (aCa Ab Ca)A TI(3 A)(A€Ean AE D))
Dakle:
allb akkoa=b\}(/3 a)faCaAbCalA1(IA)(AE ar AED))
39. Koristeéi jedino osnovne kvantore definisati naredne pojmove teorije skupova
pomoc¢u odnosa €, = :
,,biti prazan skup : ,,b1t1 neprazan skup’, ,,biti jedroclan skup”, ,biti skup sa naj-
vise dva elementa”, ,,biti skup sa elementima a, b”.
Regenje.
S je neprazan skup akko S ima najmanje jedan element
-akko postoji element x koji pripada S
akko (3 x)x €S

S je prazan skup  akko S nema nijedan element
akko ne postoji element x koji pripada S
akko 71( 3 x) (x €S)

S je jednoélan skup akko S ima tacno jedan element
akko postoji x koji pripada S i ne postoji y koji
je razli¢it od x i koji takodje pripada S.
~akko (3 x)(x€S AI(3y)(y#Fx AYES))
S je dvo&lan skup akko S ima ta¢no dva elementa :
akko postoje razli¢iti elementi x, y koji pripadaju S i ne pos-
toji element zrazlicit od x, y koji takodje pripada S
akko (3 x,y [x#yAxES AYES ATN( 3z)(z#x .27y A ZES))

S je skup sa najvi- akko ne postoje tri razlicita elementa x, y, z koja pripadaju S
e dva elementa -

akko 71 (3x,3,z) (x#yAX%ZAyfz'\xESAyES/\zeS}

S je skup sz el-  akko a, b pripadaju S i ne postoji element x
ementima a, b razli¢it od a, b koji takodje pripada S
akko a ESADESATI(Ix)(x #arx # bAX ES)
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40. Definisati uniju skupa S, presek skupa S pomocéu odnosa biti element.
Rezenje. Unija skupa S (oznaka U x) je, po definiciji, skup svih onih elemenata
; xes - ‘
y koji pripadaju bar jednom elementu x skupa S. Presek skupa S (ozmaka N x
‘ 7 xES
je skup svih onih elemenata y koji pripadaju svakom elementu x iz S. Prema rece-
nom

U x= {y|y €x, za neki element x iz S} = Dl(3 xe Shex}
XES

M- x={ly €x za svaki element x izS}= {p|(V x€5)y € x}
XES :
Dakle, trazene definicije glase:

U x % 6is xeS)yex}, Nx¥pvxes)yex)
xES xS
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XI GLAVNA INTERPRETACIJA
PREDIKATSKIH FORMULA

¢ Zapisi kao x =y, x €4, ( 3 x)x=y, xlly = yllx su primeri predikatskih for-
mula (prvog reda).

*U razmatranju neke matematicke teorije (recimo, aritmetike, teorije skupova i
sl.) koriste se predikatske formule gradjene pomocu odredjenih relacijskih i opera-

cijskih znakova, kao i znakova konstanata. Skup izvesnih takvih znakova naziva se
(relacijsko-operacijski) jezik. Jedan jezik je :

L= {a,%0p}

uz dogovor, recimo, da je a znak konstante, % operacijski znak duzine 2, a, B re-
lacijski znaci, redom,duzina 2, 3. Uopste, svakom relacijskom i operacijskom zna-
ku nekog jezika dodeljuje se po jedan prirodan broj—duzina znaka.
¢ Predikatske formule se uvek definifu u odnosu na neki jezﬂ(‘) L. Tada je re¢ o
formulama koje od relacijskih, operacijskih i znakova konstanata sadrze samo one
koji pripadaju tom jeziku. Pored toga formule shvaéene kao re¢i sadrZe znake

Av= =V 3,) '
kao i neke znake odabrane za promenijive (recimo X, ¥, 2, X1, V1, Z1, )
& Neka je L dati jezik. Pretpostavimo da smo kao u tacki II definisali terme (izra-
z¢) tog jezika, tj. izraze gradjene pomoéu promenljivih, kao i pomo¢éu znakova ko-
nstanata i operacijskih znakova tog jezika. Nakon toga definifemo tzv. elementarme
formule. To su reli oblika

rilinG Do e tn) .
gde je p ma koji relacijski znak duzine n (iz jezika L), a ty, ..., , Su izrazi (istog
jezika). ZAEE
Formule 1 reda— jezika L se, dalje, definiju ovako:
(i) Elementarne formule su formule;
(ii) Ako su A, B formule, onda su formule i reéi
(AABj,(Av B) (A= B), (A<>B), 714, (V uA, (3 wA
(u je ma koja promentjiva)

]

DK oji nwora imati oar jedan relacijski znak. .
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(iii) Formule D se dobijaju jedino primenom pravila (i), (ii) konaéan broj putaz)
¢ Neke od formula na veé navedenom jeziku L su

&a, x) = ofxtx, a), (V' x)(3y)(V z)(Bxy.z) A Nef,2))
¢ U slucaju tzv. glavne interpretacije (tumacenja) predikatskih formula postupa se
ovako. Uocava se izvestan neprazan skup D — tzv. domen interpretacije. Znaci kon-
stanata tumace se kao odredjeni elementi domena, druk¢ije reéeno kao neke njego-
ve operacije duzine 0. Relacijski i operacijski znaci tumace se kao relacije i operaci-
je (odgovaraju¢ih duzina) domena D. Sazeto reGeno uocava se neki neprazan skup
D sa izvesnim njegovim operacijama i relacijama (takvo zajednigtvod se naziva rels-
cijsko—operacijska struktura). Logicki veznici se tumade kao odgovarajuée receniéne
operacije. Promenljive se, dalje, tumace kao elementi domena. Recimo jednu inter-

pretaciju formule

ofx, y) =(3 z) (ofx, z) oz y))
odredjuju skup N kao domen i relacija < kao vrednost (interpretacija) znaka o.Na
taj nacin formuli odgovara zapis-(reGenica, formula o domenu )
x<y=(3d2z)(x<zAz<y)
Za razne vrednosti promenljivih X, y (promenljiva z u stvari ne ucestvuje — videti
zadatak 12 tatke X)) nastaju razni odredjeni iskazi o prirodnim brojevima i njiho-
voj relaciji <. Ako navedeni zapis ozna¢imo sa F(x,y), tada su, recimo, F(I,1),
F(1, 2), F(1, 3) redom iskazi
I <I =37z NzT) Tl <2 Fz)] (I zAz<2)
IELG= [ S 2) (L% N 7L 5) :

medju kojima je jedino drugi netadan.
¢ Stroze recCeno glavna interpretacija se uvodi na slede¢i nacin. Neka je L-dati je-
zik. Pod relacijsko—operacijskom strukturom tog jezika smatramo izvestan nepra-
zan skup D zajedno sa nekim njegovim relacijama i operacijama. Tacnije svakom
znaku iz jezika L pridruzuje se po jedna operacija, odnosno relacija odgovarajuce
duzine skupa D. Neka je, sada, F jedna (ili vise) formula na jeziku L. Pod glavnom
interpretacijom te (odnosno tih) formula smatramo svaku relacijsko—operacijsku
strukturu jezika L. :

U slu¢aju odredjene interpretacije za razne vrednosti promenljivih (u stvari onih
koje ,,nisu pod dejstvom nekog kvantora”, tzv. slobodnih promenljivih — taj pojam
u daljem tacno opisujemo), od formule F nastaju razni iskazi.

l)U slucaju tzv. predikatskih formula II reda kvantori se mogu odnositi i na operacijske i rela-
cijske znake. U takve formule dolaze:
(Vx) (3a)ax), (ID (VxIix)=x id.
I tu se slicno kao kod iskaznih formula usvajaju razni dogovori o nepisanju nekih zagrada.
3)Struktura se taCnije recno sastoji iz tri dela — skupovnog ( to je domen D), relacijskog i o-
peracijskog. Otuda se Cesto kaze da je struktura uredjena trojka takvih delo-
va.
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¢ UocCimo sada izvesnu formulu F i promenljivu u. Pojavljivanje promenljive u u
formuli F' je vezano ako je ono oblika ( 3 w), ( ¥ u), ili je to pojavljivanje u ob-
lasti dejstva takvih kvantora" Tacnije, u drugom sluc¢aju formula ¥ ima podformu-
lu oblika /
(3 u)d, (VY u)d
i, pritom, u se pojavljuje u formuli 4. Ona pojavijivanja promenljivé u koja nisu
vezana nazivaju se slobodna. Recimo, u formuli
8 2 w= Sl 59l =)
prve pojavljivanje promenljive x je slobodno, a preostala dva su vezana.
¢ Neka je L dati jezik, F formula nad njim i/ odredjena interpretacija (jezika L).
Pretpostavimo da su x;, x,, ..., x_ sve slobodne promenljive u . Ukoliko te bro-
menljive dobiju neku vrednost, recimo, redom d,, d,, ..., d_, iz fon.
se dobija iskaz
Efdy, .., d_) :
o domenu, odnosno skupovnom delu interpretacije. Istinitosna vrednost tog iskaza
odredjuje se na osnovu istinitosnih tablica osnovnih logickih operacija, s tim §to se
kvantoriy , 3 tumaé; u skladu sa znacenjem reci svaki, neki. U vezi sa tim, dogo-
vorom

2 def ;
oldLs e dn)*= H(dqds dn}

se na prirodan nacin formuli F(x;, ..., x ) dodeljuje jedna relacija p domena, pri
cemu je duzina relacije upravo jednaka broju slobodnih promenljivih formule F
(videti zadatke 20—23 prethodne tacke). i
4 Za formulu F kazemo da je istinita (tacna) pri interpretaciji I, ukoliko ona za
sve vrednosti svojih slobodnih promenljivih ima vrednost T . Interpretacija / se
tada naziva model formule F. Interpretacija I je model skupa formula & , ukoli-
ko su pri njoj sve formule iz / istinite. Oznake koje pri tom koristimo su u pr-
vom slucaju 7 |=F a u drugom I k& =f.
 Primetimo da je zatvorena formula F (to je ona koja je bez slobodnih promen-
liivih) pri svakoj interpretaciji [/ ili istinita ili lazna, 4.

e = Jae o e =)

ZADACI

1. Odrediti vrednost formule F(x, y):x < y = y <x ako se < tumaci kao rela-
cija ,,manje” skupa prirodnih brojeva, a promenljive x, v imaju redom vrednosti
I, 2, odnosno 6,6.



154 X1 Glavna interpretacija predikatskih formula

Reé_enje. Za vrednosti 1,2 imamo: -

TE(L3) =171 <3=>3<L 1)=T =>1= L
Na slian se naéin dobija 7F(6,6) = T .
2.-Neka je F(x,y) formula o r'ealnim brojevima:
2> 1< (Vx)(x>2=>x>1),b)x>y=>(Tzx>z>y,

Bl e =iz 0 =

Odrediti formule F(1,2) i njihove istinitosne vrednosti (pri uobicajenom tumace-
nju jezika formule). '
Resenje.
a) F(1,2) je sama formula, i ona je istinita;
b) F(1,2) glasi

1>2=>(3zZ)I>z>2
§to je istinita f(orrnula (er 1> 2 je lazna).
©) F(1,2) je: 1 #2 =( 3z>0)1 =2+z, o je neistinita formula.
3. Neka je F(x, y) formula o skupovima:
a)x€ {x}, b) (Vx)(xe {x} = x€ {xp})
Odrediti F{ ®,¢ ) i njenu istinitosnu vrednost. .
4. Odrediti sve vrednosti promenljive x iz domena interpretacije za koje formula
( 3 ) afx, y) ima vrednost T
a) Domen je skup N, @ je relacija | (deljivost),
b) Domen je skup R, a je uvedena definicijom

def
ofx, y) —xty=-3Ax—y=-I

Resenje. a) Pri prvoj interpretaciji data predikatska formula postaje ( 3 y) x|y, a
to je istinita formula za svaki prirodan broj x (za x je postojeci » bas x , jer se sva-
ki prirodan broj sadrzi u samom sebi).

Otuda je skup vrednosti promenljive x za koje data formula ima vrednost T je-
dnak celom domenu interpretacije, tj. skupu V.
b)Pri drugoj interpretaciji predikatska formula postaje
) (el p)Ezsen=—5 Nea=3n= =Tl
Pretpostavimo da je (%) istinita reenica i nekajey neki postojeéi y. To znaci
da je istinita i konjunkcija

53 Sl N R S

Ta je konjunkcija ekvivalentna sa x =1 A y_ = 2. Dakle, iz pretpostavke da je
(%) istinito sledi x = 1. Vazi i obratno, ako je x =1, onda je formula (%) istini-
ta — postojedi y je 2. 4
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Zakljugak: Trazeni skup vrednosti promenljive x jeste {1}.
5. Utvrditi da li je interpretacija: :
Domen je N, o je <
mode] svake od navedenih formula :
Tefx, y) Aafyx)), A 3 y)e(xy) (Yx) Iyl(xy) (3y)( xk(xy)
6. Odrediti najmanje dva modela formule (V x) [V ») ( A0z oe iz

7. Odrediti najmanje dva modela formule

) (V¥ x)(a(x) = (a(flx)))

Resenje. Prvi model je:

Domen je skup N, a je ,,biti paran broj”, flx)jex +2.

Formuli (3v7) odgovara istinita recenica o prirodnim brojevima
( V x) {x je paran broj = x+2 je paran broj)

Drugi model je odredjen usloyima:

— Domen je skup tacaka ravni x;

— ofx) znaci x € k, gde je k krug ravni 7 sa cen-
trom u tacki 0.

— J je rotacija ravni 7 oko tacke 0 (u pozitinom
smeru) za ugao f. '

Pri toj interpretaciji dobijamo posebnu formulu (o

tackama ravni )

(Y x)(x€k=flx) € k)

ili izrazeno uobiCajenim geometrijskim jezikom, ovu istinitu recenicu

‘Rotaci]'om (za ugao 6 ) tacke kruga k ostaju na tom krugu.
8. Da li se moze odrediti model formule
(¥ x) (afx) =a(flx))
sa domenom {a, b, ¢} i to takav da interpretacija za f bude unapred dato presli-
: —{to} ly 2
kavanje f—(c ; b) ? : :
Re#enje. Prema znadenju kvantora ¥ na konaénom skupu, moraju (to je i dovo-
ljno) biti istinite ove tri formule
ofa) =a(ffa)), «fb)=a(flb)), ofc)=a(flc))
odnosno (koris¢enjem date interpretacije za f) formule:
ofa) >a(c) afb)=a(b),  af)=a(b)
Druga formula je uvek istinita, jer je to sludaj tautologije p = p, pa se problem
svodi na odredjivanje vrednosti iskaznih slova afa), afb), afc) tako da vaz:

1(afa) =afc)) =T, fe(c)=a(b)) =T
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Jedna moguénost je, recimo:
rafa)=L rafb)=T, rofc)=T

Znaci jedan model formule ( V x)(a (x) = a(ffx))) sa domenom {z, b, ¢}, uz us-

@y @

cbb
lacija Iabc —
a il ]

9. Data jev formula

©9) (Y x)(afx fix))= ofix)x))

Ispitati da 1i je datom interpretacijom odredjen model te formule

lov da se f interpretira kao f = ( ) , dobija se kada se @ tumadi kao re-

Domen je skup {a b, ¢}, q i f su odredjene tablica ma
ala b c it

b
bla
a

Resenje Prvi nacin: Obrazujemo postupno tablicu slozene relacije definisane formulom
E(x):
a(x, flx))= a(f(x), x)- (xjea, b, c)

-koristeéi pri tom date tablice relacije a i operacije f. Tako dobijamo

x| fx) | efx.f(x)) | olf(x)X)| F(x) ~ Dakle, tablica relacije F(x)
al b =P T T definisane formulom aile i
bl a ST T T E(x) izgleda ovako: il T
cla I 1l i c| T

iz nje neposredno zakljugjemoda je ( V x) F(x) (5to je, u stvari polazna formula
(%)) istinita.
Drugi nacin: Cinjenica da je datim tablicama za « i f odredjen jedan model
formule (%) moze se i ovako izraziti (formulisati). Iz pretpostavki

ofa,a), a(a,b), afac) ‘
() ofb,a),Na(b,b)a (b,c); fla)=b, f(b)=u, flc) =a

Tafca) la(cb)a(lcc)
proizlazi kao posledica formula
(V x€ {abc}) (a(xflx)) =a(flx) X))

odnosno, prema znacenju kvantora V na konagnom skupu, proizlazi formula
(o (a.f(a))> a(f(a),a)) A (@ (bf(b))=e(f(b), b)) A (e(cf(c)) =a(fic)c))

Nije tesko proveriti da je to tacno. Pri tome je pode'sno najpre iskoristiti pretpo-



157

Uvod u matemati¢ku logiku

stavke
fla)=b, f(b)=a flc)=a

pomoéu kojih se problem svodi na tvrdjenje iskaznog tipa

- ofaa), afab) la(ac) (d(a,b)= a(ba))
afb,a), Ta(b,b), a(bc) = A(a(ba)= a(ab))

Tlofca), e (eb), ofcc) Al (ca)= o (a,c))
10. Ispitati da li je interpretacija:

Domen je {a,b}, aje alla B, fie i
: el S alb
bli L bla

model formule (V' x) ( 3 y) (afx, x) = afx.f(y)))

11. Da li se model formule (Y x)(afxf(x)) = aff(x)x)) dat uzadatku 9 moze)
skratiti (odstranjivanjem interpretacije za 1) do modela formule

(69) (V. x)(3 y)(a(xy)=>a (yx)

Odgovor. Moze. Pri tako dobijenoj interpretaciji: 0

o
Domen je skup {a, b, c'} , o je relacija 2
@

tog skupa odredjena tablicom :

formula (%) je istinita jer je za x jedan postojeéi y odredjen tablicom operacije 1.

Recimo, za a postojeéi y je b i’sliéno.

12. Da li se svaki model formule ( ¥ x) F(x, f{x)) moze skratiti do modela za;

(Y x)(3y)Flx, y)?

13. Da li se svaki model formule Ffz) moze skratiti (odstranjivanjem interpreta-

cije za a) do modela za: ( 3 x) F(x)?

14. Neka je I interpretacija formule (Y x) ( 3 y)a(x, y) odredjena uslovima:
Domen je skup {a, b, c}, aje
relacija data tablicom :

Neposredno se proverava da / jeste model date formule. Da li se taj model moze
produziti (dodavanjem interpretacije za operacijski znak f) do modela za

15Uop§te, produzenie jednog modela (tj. matematicke strukture) M jeste druga struk-
tura M’ uz uslov: M i M’ imaju iste skupove, operacije i relacije strukture M takodje su o-
peracije i relacije strukture M’, ali je moguée da M’ima i neke dodatne operacije i relacije.
Drugim re€ima, jezik strukture M’ je nadskup jezika strukture M . Inace, umesto M’ je pro-
duZenje za M kaZe se i: Mje skraéenje za M .Ako jerecimo N skup svih prirod-
nih brojeva, struktura (N, +, -, <) je produzenje svake od struktura (N, +, -), IN,+).
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(*) (Y x)a(x, flx),
Resenje. Prema interpretaciji relacije o vaze jednakosti
rofaa) =T Tofba) =T, 7o(bb) =1 rafcb) =1 mice) =T

na osnovu kojih obrazujemo tablicu: x | za x postojeci y
Odredjujemo sva preslikavanja domena a |.a -
{a, b, c}u samog sebe koja zadovoljava- b a,b
ju usloy ' . e || bie

Lik je x, slika je za x postojeci y
Prema prethodnoj tablici za svako takvo preslikavanje f vaZi
fla) = q,
fib) =a ili f(b) =05,
fle)=b ili flc)=c

Postoje ukupno Getiri preslikavanja koja zadovoljavaju te uslove, i to su:

S laibile — ol e = [fatbite = o= bESC

h—(a a b)’ /= (a a c)’ fs_(a b b>’ f4—(a b c)

Svako produzenje interpretacije / dobijeno dodavanjem jednog od uslova
Interpretacija za f je preslikavanje f. (i = 1.2,3,4)

jeste model formule (%).

15. Neka je domen interpretacije / za formulu ( V x) ( 3 y)a(x,y) skup N priro-

dnih brojeva, a « relacija<. I je oCigledno model. Produziti interpretaciju / do

modela za: (V x)afx, f{x)) :

Odgovor. Jedna moguénost je da se medju svim za x postojeéim y za koje vazi

x < y izabere najmanji. Drugim re&ima, da se f{x) interpretira kao naslednik x’

z7a X.

Napomena. U matematici se esto pojavljuje ovakav slucaj: A, B su izvesni nepra-

zni skupovi. Dalje, svaki element x skupa 4 je u nekom odnosu, relaciji p najma-

nje sa po jednim elementom y skupa B. Znaci,

A B

svakom elementu x skupa 4 odgovara po jedan
neprazan podskup elemenata p,. skupa B. Da li
se izvesnim utvrdjenim izborom u svakom od

tih podskupova moze odabrati po jedan pred-
stavnik, ili—funkcijskim izrazavanjem: da li po-
stoji neka funkcija f kojom se elementi x pre-
vode u takve izabranike? U matematici se ne-
obicno &esto koristi ta pretpostavka — tzv. aksioma izbora. U skladu sa navedenim
razmigljanjem jedna njena formulacija (na jeziku racuna II reda) glasi:

(VxEA)(3y€EBJE(x,y)=(3 fA~>B)(Y xEA)F(xf(x)) Fje formula)
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(Rec¢ima: Ako za svaki x iz A postoji bar jedan y iz B tako da vazi F(x,y) tada
postoji bar jedna funkcija f, tzv. izborna funkecija, koja slika 4 u B, tako da za
bilo koji x iz A vredi E(x, f{x)) ).

Inace, koriste se i razni ekvivalenti aksiome izbora, kao, slobodnije receno, za
svaku familiju (tj. skup) izvesnih nepraznih skupova Vpostoji funkcija koja te sku-
pove (kao likove) slika na po jedan njihov element, drukéije receno: u svakom od
¢lanova familije bira po jedan element.

16. Da li se svaki model formule

*) (Y x)(3y)alx y)
moze produziti dodavanjem interpretacije za f) do modela za
=) (VY x) a(x f(x))

Odgovor. Moze. Medjutim, u opstem slucaju dokaz postojanja takvog produzenja
zasniva se na aksiomi izbora. Naime, ako je 7 jedan model za (), onda prema toj
aksiomi postoji bar jedna izborna funkcija (koja preslikava domen u samog sebe).
Ukoliko se ta funkcija uzme kao interpretacija, dobijeno produzenije je trazeni mo-
del formule (%%), '
17. Da li se svaki model formule ( 3 x) afx) moze produziti (dodavanjem inter-
pretacije za znak konstante z) do modela za afa) ?
18. Da li se svaka interpretacija formule ( 3 y)afx,y) moze produziti do interpre-
tacije za ofx,f{x)), ali tako da vazi:
1 3y)alxy) =T> 1o f(x))= T, zanekif
* (x je proizvoljan element domena)
Odgovor. Moze, s tim 5to se preslikavanje f ovako definise:
Akoje 7 3 y)a(xy) =T (x je element domena) onda se za f{x) po aksiomi iz-
bora bira jedan od postoje¢ih y. Ako je 7( 3 y)a(x,y) = L, onda se za f{x) moze
izabrati proizvoljan element domena (opet po aksiomi izbora).
19. Neka je F(xq, ..., X, y) formula éije su sve slobodne promenljive x, ..., X Y-
Dokazati:
Svaki model formule (¥ x,)... (N x,) (3 y) F(x, ..., X, V) produziv je do
modela formule (Y x,) ... (¥ xn) 156% 5 oo o ioeds xn)}, gde je f novi, tj.
u formuli F neucestvujudi, funkcijski znak. Obratno, svaki model druge formu-
le skrativ je do modela prve.
Uputstvo. Koristiti aksiomu izbora.
20. Odrediti sve dvo¢lane modele formule
(1) (Y x)(3y)(afxy) =Ta(yx))
Regenje. Neka je {g, b} proizvoljan dvoélani skup. Odredjujemo sve binarne rela-
cije o tog skupa za koje je data formula istinita. Prema znacenju kvantora na ko-
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na¢nom skupu gornja formula je ekvivalentna sa:

( ¥V x) (a(xa)="a (a,x)) v (a(x,b) = a (b,x))
* odnosno sa:

((a(aa) ="ofaa)) v (a(a,b) =T (b,a)))

A ((a(b,a) =>"|a (a,b)) v (afb,b) = Tla(b,b)))
Poslednja formula jeu stvan iskazna — iskazna slova su «fa,a), ofa,b),a(b,a), c (b, b/. .
Dovedimo je na rastavni oblik.Neposredno se dobija da je jedan njen rastavni oblik
formula: 2

Tlafa,b) v Takb,a} v (Tafa,a) A ﬁa{b,by)}.

Odatle zakljuéujemof Polazna formula je istinita na dvoc¢lanom modelu taéno u o-
vim slucajevima:

’ Tafa,b) - L, a rafa,a), tafba) tafb,b) proizvoljni
22 rafba) =1, a 1ofag) mla b) 70(b.b). prolzyolini
3° mfaa) =1 . r1abb)=1,a tafab) rofba) proizvolni

Nije tesko VUStanO\"l'[l, da ukupno postoji /3 trazenih modela. Recimo, slucaju

1° odgovara 8 modela. V

21. Odrediti sve troclane normalne?) modele formule

a) afx,y) Aofyx)=x =y, b) afxy)=(3x)y=flx)
22. Opisati sve modele formule :
() (Y x) (afx) =T (flx))

kod kojih je domen
D= Laia) o) ol bl e Rl

tj. domen je skup svih terma obrazovanih od znakova konstanata g, b | operacijs-
kog znaka f (duzine 1). Takvi modeli su tzv. rerm—modeli odredjeni skupom {a,
b} U njima se operacijski znak f tumaci na, kako se to kaze, prirodan nacin: re-
zultat operacije primenjene na term ¢ jeste term f{z).

Resenje. Problem se svodi na odredjivanje svih relauja a skupa D tako da vazi

(VY x €D)(afx)="a(f(x)))
odnosno na resavanje narednog beskonac¢nog sistema Bulovih (iskaznih) ,jednaci-

X

na
a(a)= a(fla)) afb) = e (f(b))

() offa)) = eff* (a)) ofb)) = el (b))
off* (a)) = aff>(a)) off* (b)) = a(f*(b))

Jedno redenje tog sistema je ocigledno prazna relacija, tj. relacija odredjena uslovom:

Toaft)=1, zasvakit€&€D

])Pri tzv. normalnoj ili jednakosnoj interpretaciji znak = se tumaci kao
jednako st Sto inae pri proizvoljnoj interpretaciji nije obavezno. Videti tacku XIII
Jiolsh o jieidintaikiols e



Uvod u matematicku logiku 161

Dalje, jedno resenje je i
o) =T, mffla)) =1, w(f(e))=T, wmiffa))=1, ..
w(b) =T, mfffb)) =L, mofff(a)=T, roffa))=L, .

( T i L se naizmenicno smenjuju), jer se u tom slucaju (S) svodi na

T=T =T
=1 li=
=0 =
L= =i

Uopste, svako resenje sistema (S) odredjuje jedan term—model formule.

23. Odrediti potreban i dovoljan uslov da formula F (predikatskog rauna I
reda) ne bude istinita pri interpretaciji I, tj. da I ne bude model za F, ako:

1) F je zatvorena formula, b) F ima slobodnih promenljivih

c) F je oblika (v x ) A(x), d) F je oblika ( 3 x) A(x)

Resenje. U sva Cetiri slucaja obrazujemo negaciju definicije F je istinita formula
pri interpretaciji I date na poéetku ovog odeljka. Na takav naéin dolazimo do
sledecih tvrdjenja: ;

a)Nijel |=F akko Formuli F odgovara pri toj interpretaciji
laZan iskaz

b)Nijel =F akko TF = 1, za neku vrednost slobodnih pro-
menljivih iz domena

c)Nijel l=(V x)JA(x) akko Za neku vrednost slobodnih promenljivih
formule F vaZi: 1A(x) = 1, za neki x iz do-
mena

d)Nije I |=( 3 x)A(x) akko Za neku vrednost slobodnih promenljivih for-

mule F vazi: TA(x) = 1, za svaki x iz dome-
na
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X VALJANE FORMULE

¢ Predikatska formula F je valjana (oznaka: & F), ukoliko je istinita pri svakoj
glavnoj interpretaciji. Valjana je, recimo, formula
afa) =( 3 x)o(x)
jer pri proizvoljnoj interpretaciji, ukoliko rafa) =T, onda 7/ 3 x) afx) =T (po-
stojeéi x je recimo g, tj. interpretacija za a). Obratna implikacija
(3 x) ofx) = afa)
nije valjana, jer, na primer, nije istinita pri interpretaciji:
Domen je skup prirodnih brojeva, « je ,,biti paran broj”, a je 3.
¢ Valjanim formulama se, kao 3to je to bio slucaj i sa tautologijama, izraZavaju
zakoni ljudskog misljenja.
¢ Jedna klasa valjanih formula dobija se iz tautologija zamenom iskaznih slova
proizvoljnim predikatskim formulama. Takve se valjane formule nazivaju izvodi
iz tautologija. Na primer, izvodi iz tautologije p = p jesu naredne formule
ofx) = a(x), (Vx) afx)=(\x)a (x), (V¥ x)(3 y) n(xy) = (¥ x)(3y) n(x.y)
¢ Spisak vaznijih valjanih formula (koje nisu izvodi iz tautologija):
Zakoni permutativnosti istorodnih kvantora:
(Vx)(YyA= (Vy)(¥Yx)4, (3x)(3 yA<(3y) (3 x)A
Distributivni zakon generalizacije prema konjunkciji:
(VY x)(AA B) <= (Y xJAA (VN x)B
Distributivni zakon partikularizacije prema disjunkciji:
(3 x)(AVvB)= (3 x)Av(3 x)B

Distributivni zakoni operacija A , N , = prema kvantorima:
(¥ x)(Av B(x)) <= (A v (VYx)B(x)) (3 x)(AvB(x) <=(AV(3 x)B(x))
(Y x) (A A B(x))] = (A A (Y x)B(x)) (3 x)(A AB(x)) =(AA (3 x)B(x))
(¥ x)(A=B(x)) < (A=(Vx)Bx)) (3 x)(A=B(x)) < (A=(3 x)B(x))
(¥ x)(B(x)=A4) < (( 3 x)B(x)=A) (3 x)(B(x)=A) <= ((V x)B(x)>A)

(x nije slobodna promenljiva u formuli 4)
De Morganovi zakoni za kvantore:

WY x)A<= (3Tx)14, (2 x)A= (Y x) 14

Zakoni saglasnosti implikacije sa kvantorima:
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(V¥ x)A = B)=({ VYx)JA= (Y x)B),(Y x)(A= B)= ({3 x)JA= (3 x)B)

Zakoni saglasnosti ekvivalencije sa kvantorima: >

(¥x)lA= B)=((V x)JA= (Y x)B), (Y x)fA= B)= ({3 x)d— (3xB)
é Akg se u prethodnim formulama V x, 3 x zamene uslovnim kvantorima V x je U,
3 x je U dobijaju se formiule medju kojima je veéina valjana. Tako se dobijaju, na

primer, De Morganovi zakoni'za uslovne kvantore:

N(VxjeUAd= (3 xjeU) 14, TN (I xjeUld <= (Y xje U 14

Nisu valjane jedino ove dve formule (x nije slobodna u 4)

(Vxje U(AAB(x)<= A A(Y x je UB(x),(3 xje UJ(A AB(x)) <A xje U)B(x)

Medjutim, uz uslov (3 x)U dolazi se obavezno do valjanih formula. Recimo, formula
(3 x)U= ((Y x je U)(A A B(x)) = A A (Y x je U) B(x))

jeste valjana (vidéti zadatak 56).

@ Neka je F(x) bilo koja formula, axjedna njena slobodna promenljiva. Da li je va-

ljana formula (V x) F(x) = F(y)? Uo¢imo, na primer, ove formule

(Vx)afx)=a(y), (Nx)3z)B(x,z)= (32)B (y.2), (Nx)(3y)B(x.y)= (38 (».y)
koje su sve navedenog vida —F(x) je redom: afx), ( 3 z)B(x.z), ( 3 »)B (%)
Prva formula je ocigledno valjana. Sliéno vredi i za drugu, jer:

Ako za svaki x (u odnosu na neku interpretaciju) postoji z tako da vredi B(x,z),
tada i u sluéaju kada je x jednak upravo y postoji neki element z tako da vredi
By, 2)-

Medjutim, treéa formula nije valjana. Naime, u njenom zakljucku stoji da posto-
ji y koji je sam sa sobom u relaciji 8, a to ne mora bitil). Druga i tre¢a formula su
sliéne, pa ipak jedna jeste a druga nije valjana. Razlog je slede¢i. Kvantor formule
( 3 z) B(x,z) deluje na drugo mesto podformule §(x, z), ali ne i na prvo. Sli¢no vre-
di i kada se x zameni sa y. Takav slucaj je prisutan kod druge formule. Medjutim,
kod trece formule imamo: Kvantor formule ( 3 y) B(x,y) deluje na drugo, ali ne i
na prvo mesto podformule B(x, y) (dakle, slicno kao malodas), ali kada se x zameni
sa y dobija se formula (3 y)B(y,y) kod koje kvantor (3 y) deluje na oba mesta
podformule §(y,y). Drugadije recéeno, kvantor ( 3 y) je ,,prosirio svoje dejstvo™. O-
bi¢no se ovako kaze:

U formuli ( 3 y) B(x,y) promenljiva y ,,napada” x.

To je razlog zbog koga x ne sme biti zamenjeno say. Slino vredi i u opstem sluca-
ju. Naime, neka y ne napada x u formuli F(x), §to zaéi da F(x) nema nijednu pod-
formulu oblika (Y y)A(xp) ili( 3 y)A(x,y) u kojoj x ucestvuje kao slobodna pro-
menljiva. Pod takvim uslovom formula

1)Recimo, takva formula nije tadna ukoliko se 8 tumadi kao relacija < skupa N. Zaista, tacno je
(VYXEN) (3 yEN)x<y,alinije taéno ( yEN)y<y. ;
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(Y x) F(x) = F(y)
jeste valjana. :
$ Sli¢éno, formula

(N x) F(x)=F(t) i (t je term)
je valjana ukoliko nijedna promenljiva terma t ne napada?) x u fomuli Fx).
Recimo, formule
(V x)afx) =afy *y), (Vx)afx)=afa)
(VY x)(3 ) B(xy)=(3y)B(x%2y) (¥ x)3I y)Bxy)=(3 y)B(fix)y)

jesu valjane, dok formula

(¥ x)(33)B(xp)=(3y)B(z%y )

nije. Razlog je §to term z # y ima promenljive z, y i jedna od njih, i to y, napada
x uformuli (3 y) B(x, y). U vezi sa prethodnim videti i zadatak 39.
© Isticemo dva tvrdjenja koja se Gesto koriste. Pretpostavimo da u interpretaciji I
vredi jednakost 7/ 3 x ) A(x) ='T , gde je x jedina slobodna promenljiva formule
A(x). Tada za neki element ¢ iz domena interpretacije vredi jednakost 74(c) =T.
Ta se Cinjenica (na kojoj se, inaGe, zasiva potpuno stroga definicija znacenja kva-
ntora 3 u smislu A. Tarskog?) obi¢no koristi u vidu pravila oblika:
(©) Iz 13 x) A(x) =T proiziazi  1A(c) =T , za neki c iz domena.

Zamislimo, sada da formula 4 pored x ima kao slobodnu promenljivu jo§ jedi-’
no y i pretpostavimo da pri interpretaciji / vredi jednakost 7V x){  yJA(xy) =T.
Tada, na osnovu aksiome izbora, vredi i jednakost 7/ ¥ x) A(x.f(x)) =T , gde je f
izvesno preslikavanje domena u samog sebe. Dakle:
(Cp) Iz 1V x)(3 y)Alxy) =T proiziazi 7( ¥ x) A(x, flx))= T

za neko preslikavanje f domena u samog sebe

Slicno pravilo vredi i kada 4 pored x kao slobodne promenljive ima, recimo, jo§
05215 550 b x_. Tada f treba da zavisi od svih njih.
¢ Za predikatske formule se uvodi pojam: formula A je semanticka posledica sku-
pa formula &, u ozaci F = 4. Naime, to je upravo u slucaju kada je formula 4
istinita za svaku interpretaciju I pri kojoj su istinite sve formule skupa g, tj. sva-
ki model skupa ‘J takodje je i model formule 4. Recimo:
ofx) = B(x), (3x) ofx) b= ( 3x) Bfx).(izostavljene su zagrade — oznake skupa GF)

¢ Sli¢no kao za iskazne formule i za predikatske se uvodi relacija eky. Definicija
glasi: '

i . ; ’
)Govonéam01da GiersmEstainie s nlaipiaidial x5

2)A]fred Tarski (. 1901) jedan od glavnih predstavnika poljske logicke Skole.
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A ekv B akko |= A=B
Dokazuje se da je ekv relacija ekvivalencije saglasna sa svim logickim operacijama,
odnosno: L
Aekv A, AekvB— BekvA, AckvB i BekvC —>A ekv C
AekvB i CekvD—> A+ CekvB*D (%jeA,v, =, =)
AekvB—"1 Aeky 1B, A ekv B~ (qx)A ekv (qx)B (qje ¥, 3)
Posledica tih tvrdjenja jeste princip ekvivalencijskih transformacija:
Ako se u formuli F neka njena podformula A zameni ekvivalentnom formulom
B, prelazi se na formulu ekvivalentnu sa F.
& Svaka formula F moze se ekvivalencijskim transformacijama dovesti na tzv. pre-
neks formu:
(q1%1) -- (qnxn) G
gde su q,, ..., g, kvantori, dok je G formula bez kvantora.
Na primer, za formulu ( 3 x} a/x) = ( 3 x) B(x), jedna preneks forma je
(Y x) (3 y)(a(x) =B (y)) Videti zadatak 63 i naredne.
¢ Jos u vezi sa pravilom (Cg). Nekaje A(xy, .., x,») formula Cije su sve slobod-
ne promenljive Xy, ..., X;,», i neka je f operacijski znak duzine n koji ne ucestvuje
u formuli 4 . Tada: _
Svaki model formule (¥ xy, ..., x_ ) ( 3 y) A(x1, i X, y)je produziv do mo-
dela formule ( ¥ xy, ..., xn}A(xl, o Tp f(x1, .- X)), kao i obratno svaki
model druge formule skrativ je do modela prve.
To tvrdjenje proistide iz aksiome izbora (videti tacku XI Glavna interpretacija pre-
dikatskih formula). Obiéno se funkcija f naziva Skolemova?). Dalje, prelaz od prve
na drugu formulu nazivamo skolemizacija. :
¢ Opitije, svakoj formuli 4 moze se pridruziti formula;l\ , tzv. otvorena forma fo-
rmule 4 (videti zadatak 74) oblika:
(VY uy) ... (Y un) B,
gde B ne sadrzi kvantore i koja moguce je, ima i neke nove, dodatne tunkcijske zna-
ke, tako da: o
Svaki model formule A produziv je do modela formule A , a svaki model for-
mule ,:1\ skrativ je do modela formule A.
Posebno odatle sledi: %
A ima model ako i samo ako A ima model.
To se podesno koristi za ispitivanje valjanbsti (videti zadatke 86—92).

1)Thoralf Skolem (1887—1963), jedan od tvoraca aksiomatske teorije skupova.
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ZADACI

1. Dokazati da je valjana formula 71 ( ¥ x) a(x) = (3 x) T1a(x), gde je a rela-

cijski znak duzine 1.

Resenje. Prema definiciji valjanosti treba dokazati da je za svaki neprazan skup D,
za svaku njegovu relaciju o duzine 1 formula (VY x) af(x) < (3 x) Tla(x) ta-

¢na, tj. posto je ona oblika ekvivalencije, da vredi jednakost

) (Y x)a(x)=7(3 x) la(x)

Pretpostavimo da jé D ma koji neprazan skup i da je o njegova relacija duzine 1.

Razlikujemo dva slucaja:

1° o je puna relacija skupa D, tj. 7fx) =T za sve elemente x iz D.

2° « nije puna relacija.

Izradunajmo vrednost leve i desne strane jednakosti (%) . U prvom slu¢aju imamo

71( V¥ x)afx)="1T=1,73 x) lafx) =L (jer a je puna relacija, pa je

“ler prazna relacija) ;
pa je jednakost () ispunjena. U drugom sluéaju formula (V X/ a(x/ je netacna,
pa je vrednost leve strane jednaka T . Posto a nije puna relacija, tj. nije uvek is-
punjena jednakost 7a/x) =T, to je za neki element x_ skupa D ispunjena jedna-
kost 7afx_) = L, odnosno jednakost 7 lafx ) =T, pa u drugom slucaju i desna
strana jednakosti (%) ima vrednost T . Dakle, jednakost (%) vazi u oba slucaja,
¢ime se dokaz zavrsava.
2. Dokazati valjanu formulu ( VY x) (VY y)(3 z)(o(x) A afy) =a(z)) gde je
a relacijski znak duzine 1.
Resenje. Nekaije D proizvoljan neprazan skup i @ njegova relacija duzine 1. Do-
kazaéemo da za ma koja dva elementa x, y iz D u skupu D postoji element z takav
da vredi ekéivalencija ofx) A a(y) =a(z). Zaista neka sux, y ma koji elementi
skupa D. Moguca su dva slucaja:

U rlafx) A ofy)) =T, 2° 1fafx)aa(y)) =L
U prvom sluéaju i za x i za y vrede jednakosti 7a(x) =T, 70(y) =T pase zaz
moze uzeti ma koji od njih (jer, tada obe strane navedene ekvivalencije imaju is-
te vrednosti, jednake T ). U drugom slucaju vredi najmenje jedna od jednakosti
7o (x) = L, 7e(y) = L. Ukoliko vredi prva jednakost za z se moze uzeti x, a inacCe
treba uzeti y. Dakle i u drugom slu¢aju, za tako odabrane vrednosti z, ekvivalenci-
jaafx) A ofy) <= a(z) je ispunjena. Dokaz je zavrsen.
3. Dokazati valjanost formule (3 x) (¥ y) ofx, y)= (¥ y)( 3 x) ofx,y).gde
je a relacijski znak duzine 2.

Regenje. Formula ima oblik implikacije P = Q. Uopste, u takvom slucaju Cesto je
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podesno postupiti na sledeéi nacin. Radi dokaza valjanosti formule oblika P= QO
dokazati da u odnosu na ma koju interpretaciju / (i za sve vrednosti slobodnih
promenljivih formula P, Q) vredi implikacija
(G0) Ako P =T , onda 10 =T
Neka je, sada I ma koja interpretacija i neka u odnosu na nju vredi jednakost
3 x)(V y)ofx, y) =T . Prema tome za neki element ¢ domena vredi jedna-
kost 7( V¥ y) afa, y) =T . Dokazujemo da je i vrednost formule ( ¥ ) (3 x)
afx,y) jednaka T . Zaista, neka je y ma koji element domena. Za x izaberimo
upravo pomenuti element ¢. Tada, prema dokazanom, vredi jednakost m(a,y)= T
zasve y iz D, tj. i formula ( ¥V y) ( 3 x) a(x, y) je taéna u zamiSljenoj interpreta-
ciji I. Na takav nacin dokazali smo implikaciju oblika (=), ¢ime se dokaz zavrsava.
4. Dokazati da nije valjana formula afx,y) A afy,x) =>a(x,x}Aa(y,y).
Resenje. Data formula je bez kvantora i nastaje iz iskazne formule
) DAq=>rAs
kada se p, g, r, s redom zamene sa «fx,y) a(y,x), a(x,x), afy,y). Ta iskazna for-
mula nije tautologija, pa to pruza moguénost da i zadana formula ne bude valjana.
Ubrzo éemo se uveriti da iz tog razloga, kao i okolnosti da je data formula bezkvan-
torska, sledi da nije valjana. Jedan ,,kontra—model” se moZe ovako napraviti. For-
mula (%) ima vrednost |, recimo u slucéaju 7p =T , 7= Vo= 1, s = 1L . Uogi-
mo skup {a b} sadva elementa (upravo dva jer razmatrana formula ima ukupno
dve promenljive). Sada definifemo relaciju « i biramo ,,opovrgavajuce’ vrednosti
7a x, y. Nekaredoma, b budu vrednosti za x, y. Prema reéenom formula

afa,b) A« (b,a) = afa,a) A a(bb)
sigurno ima vrednost | ukoliko vrede jednakosti

afab)=T,aba) =T, ofaa)=1, a(bb) =1
Ostaje jos da se proveri da li postoji neka relacija uocenog skupa koja zadovoljava
te zahteve. Nije tesko uogiti da navedene jednakosti u potpunosti odredjuju jednu
relaciju skupa a, b. Zakljucak: za tako odabran skup, tako odabram relaciju i oda-
brane vrednosti njenih promenljivih polazna formula ima vrednost | . Stoga ta for-
mula zaista nije valjana.
5. Dokazati valjanost formule 71( V' x) A<= (3 x) 71 A, gde je 4 ma koja predi-
katska formula.
Resenje. Razlikujemo dva slucaja:
1° Promenljiva x nije slobodna promenljiva formule 4,
2° Promenljiva x je slobodna promenljiva formule 4.
U stvari u prvom slucaju vrednost formule 4 ne zavisi od x tako da kvantori ( Vx),
( 3 x) deluju ,,naprazno” (obe strane date ekvivalencije se svode na istu formulu:
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“14). Podrobnije, neka je / ma koja interpretacija jezika formule 71( V x)4 <
( 3 x) 71 A. Dalje, neka sve slobodne promenljive formule 4 uzmu izvesne vrednos-
ti iz domena. Tada formula 4 dobija neku vrednost ¢ (koja je T ili L). Medjutim,
buduéi da x nije slobodna promenljiva formule 4, formule 4 i (V x)4 za uoZene
vrednosti slobodnih promenljivih su istovredne. Sliéno vredi i za formule 14 i
(3 x) 71 A. Tako zakljucujemo da su obe strane razmatrane ekvivalencije istovred-
ne (obe strane imaju vrednost ~17), pa je dokaz u prvom sluéaju zavisen.

U drugom slucaju pretpostavimo da formula 4 kao slobodne promenljive pored
X ima upravo jos i y1, ys, ..., ¥,- Formulu 4 oznac¢imo ovako A(x, y;, ..., yn), da
bismo istakli sve njene slobodne promenljive. Neka je I ma koja interpretacija jezi-
ka formule 71(V x) A< (3 x) 71 4, tj. formule A.To posebno znaéi da su svi
maci konstanata, svi operacijski, kao i svi relacijski znaci formule 4 na odredjen na-
¢in protumaceni (,,vrednovani”’) u domenu D uodene interpretacije. Formuli /i(x, V1is
S yﬁ) tada prirodno odgovara relacija domena D, recimo u oznaci p, uvedena defi-
nicijom:

PI% Vs o V) S ralx, y1, oy y )= T

U stvari, problem se na osnovu toga svodi na dokazivanje ekvivalencije
) Y x) p(% p1, s ¥ ) <3 %) 10 (% Y1y s V)

za sve elemente yy, ..., ¥, skupa D. Zamislimo sada da se y;, ..., ¥ i redom zamene
nekim elementima by, ..., bn domena D. Svakim takvim zamenjivanjem od relacije
p duzine n+] se prelazi na po jednu relaciju a duzine 1:

afx) Lo (x, by, .., b.)
Ekvivalencija () se prevodi u sledeéu ekvivalenciju
(=) Y x)ofx)<= (3 x) Ta(x)
Medjutim, ta ekvivalencija, na osnovu zadatka 1, vazi za svaku relaciju o domena
D, ¢ime se zavriava dokaz valjanosti zadate formule.
Napomena. Prethodni zadatak je uopstenje zadatka 1: umesto afx) stoji proizvolj-
na formula 4. Medjutim, prema izvedenom rasudjivanju valjanost formule 71( V x)4
< (3 x) 1A sledi iz valjanosti formule 71/ V x) afx) < (3x) lofx).
6. Formulu (3y)f(y) ozna¢imo sap. Dokazati valjanost formule
@ (V%) (afx)=p) = (( x)ofx)= p)
Resenje. Neka je D ma koji neprazan skup i o, 8 dve njegove relacije duzine 1 (kao
interpreti, vrednosti znakova a, 8). U odnosu na takvu interpretaciju formula (3 y)
B(y), buduéi da je zatvorena, je ili ta¢na ili neta¢na. Druk¢ije redeno, slovo p ima
jednu od dve vrednosti T , 1. Dokazivanje valjanosti moze se obaviti ,,diskusijom
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po p” (slicno kao u sluéaju tautologija), tj. razmatranjem ova dva slucaja:
1° pima vrednost T (tj. ( 3 »/8 () je tacna u odnosu na uocenu interpretaciju).

2° p ima vrednost L (tj. formula (3 y) () je netaéna).
U tim slucajevima iz ekvivalencije (1) redom nastaju ekvivaleﬁcije
(Nx)T =T, (¥ x)la(x)=71(3 x)alx)

Prva je o¢igledno tacna, a sli¢no vredi i za drugu (dokaz sli¢an kao u zadatku 1).
Time se zavrsava dokaz valjanosti formule (1).

7. Dokazati valjanost formule (3 x) (a(x) = (Y x)ofx)).

8. Dokazati valjanost formule (3 x) (4 = ( V¥ xJA), gde je A ma koja formula,
Uputstvo. Zadaci 7 i 8 su u sliénom odnosu kao prvi i peti zadatak.

9. Dokazati valjanost formule (3 x)(V y)JA= (Y p)(3 x) A, gde je 4 ma ko-
ja formula.

Uputstvo. Videti zadatak 3.

10. Dokazati da je valjana formula ( ¥V xJ4 = ( 3 x/A, gde je A ma koja formula.
11. Dokazati valjanost formule ( V x) (A(x) = B) <= (( 3 x)A(x)= B), gde su
A(x),B ma koje formule, i x nije slobodna promenljiva formule B.

Uputstvo. Videti zadatak 6.

12. Dokazati da nisu valjane formule

a) a(xx) =7 (a(xy) A a(y.x)),b) B (xy.2) = B(r.zx) v B(zXy)

o) N (afxy) v B (%y,z))2B(xp.x) A alv,x) d) y(x) <= (v{y)=v(x))
13.Dokazati da nije valjana formula ( 3 x) afx) A ( 3 x) B(x)= (3 x)fe (x)AB(x))
14.Ispitati valjanost formula ;

( ¥x) o (x)=( 3 x)afx)), (¥Yx)((¥xpx)=ax), (3y)(aly)=(¥x)dx)
(3x)((3x)ee(x)=afx)) (32)((3x)efx)=aly)). (I x)(elx)v](3y)aly))
15. Dokazati valjanost' formula :

(Y x)(afx)v p)=(Nx)alx)V p (3Ix)(afx)A p) =(3 xjalx)A P
gde je p formula ( V x) (3 ) B(x,»).

Uputstvo. Di,skufovati po p.

16. Dokazati valjanost formula (x nije slobodna promenljiva u formuli 4):

(VY x)(AvV B(x)) = (Av (¥Nx)B(x), (3x)(Av B(x))= (Av (3 x)B(x))
(V x)(AA B(x)) < (A A(Vx)B(x)), (3 x)(AAB(x))= (AA (3x) B(x))
(V x) (A =B(x)) < (A= (¥x)B(x)), (3x)(A= B(x))=(A= (3 x)B(x))
(¥ x) (B(x) = A) <= ((3x)B(x)= A4)) (3 x)(B(x)=A4)) =((¥x)B(x)=4)
Uputstvo. Diskutovati po A.

17. Dokazati valjanost formula
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(V) (x)AB(x)) = (Y x)a(x)A(Nx)B(x), (3x)(a(x)vB(x)) <= (3 x)a(x)v(3x)B(x)
IV x)afx)v (¥ x)B(x) = (Vx)(a(x)vB (x)). (3 x)e (x)AB(x)) =-(3x)alx)n(3x)B(x)
18. Dokazati valjanost formula

(Yx)(AAB)<= (VxJAA(Nx)B, (3x)(AVvB)=(3x]4v/(3xR,

(¥ x)Av(N¥Yx)B= (Yx)(AVY B), (3x)(AAB)= (3 x)AA (2 x)B

gde su A, B ma koje formule.

19. Formula ( Vx) (a(x) vB(x))= (¥ x)alx)v (VY x)B(x) nije valjana.'Dokazati.
20. Dokazati da su valjane formule
(' x)(A= B)= ((Vx)A= (¥ x)B), (Vx)(A=B)= ((3x)A= (3 x)B)
Resenje. Dokaz valjanosti izvodimo za prvu formulu, odnosno za formulu
=) ((Vx) (A= B) N (Y x)A)= (¥ x)B
koja je sa njom ekvivalentna (prema tautologiji (p=(q= r)) = (pA q = r/). Uo-
¢imo, stoga. proizvoljnu interpretaciju i neka slobodne promenljive imaju neku
vrednost za koju premisa prethodne implikacije ima vrednost T . Tada:
A =B)=T , 74= T, za svaki x iz domena
Odatle proistice 7B =T, za svaki x iz domena, odnosno 7V x/)B =T.
Znadi, za proizvoljnu interpretaciju i proizvoljnu vrednost slobodnih promenljivih
vazi:
(¥ x) (A= B)A (Vx)4) =T >1(¥x)B =T,
pa je formula (%) valjana. Otuda je valjana i sa njom ekvivalentna formula
(V¥x) (A= B)= ((Vx)A= (Y x)B)
21. Dokazati valjanost formula
(Vx) (A= B)= ((¥Yx)JA< (¥x)B), (¥x)(4<= B)=((3 x)A= (3 x)B)
22. Formula
(3x) (A =B)= (¥ x)JA= (3 x)B)
je valjana. Dokazati. 5
23. Da li su valjane formule
(Vx)A(xx) = (¥ x)(3 y)A(xy), (¥ x)A(xf(x)) =(¥x)(3 yJA(xy)
(V'x) (3 y)A(xy) = (Y x)A(x.f(x)),
gde je A ma koja predikatska formula?
24. Dokazati valjanost narednih formula
(¥x) (NyJA= (¥ x) (3 y)A, (Nx)7yA=(3x)VY VA (Nx)VyA=(3x)3y)4
(4 je predikatska formula)
25. Dokazati valjanost formula
(¥ xy)(3 2fe(x)valy) =ofz)), (¥ x1.% % )(3 2l (xi Jaa(x, ))v afxs f=a (2))

26. Neka je F(p1, D2, - p,) iskazna formula po slovima p;, ..., p, koja ne sadrzi
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znake 71, =, <. Dokazati valjanost formule - :
(¥ X1, X3, -0 X N3 Y)NE(afx1), af%, ), .y afx_)) = a(y))

27. Neka je F(p;, .. Dy ) iskazna formula (po slovima p. ) koja nije tautologija. Sva-
. ko slovo p; zamenimo fornulo:m oblika :

O(uy, Uy, ..., u ) (¢ je relacijski znak, w promenljwe — ne

nuzno razli¢ite)

i to, svako séovo razli¢itom takvom formulom. Dokazati da se tako dolazi do for-
mule koja nije valjana.
Uputstvo. Videti zadatke 4 i 12.
28. Dokazati da nije valjana formula afx,f(f(x))) = offfx)x)v (% f(x)).
Uputstvo. Potraziti kontra—model na slede¢i nagin. Neka u zamislienom takvom
modelu x ima vrednost . Prema datoj formuli za tu vrednost x —a pojavijuje se
jos i ovi elementi f{a), f{f{a)). Neka f{a) = b, f{f{a)) = f{b) = c. Ovo nas navodi na
pomisao da napravimo kontra—model sa tri elementa a, b, c. Radi toga potraziti
relaciju « i funkciju f skupa {a, b,c }iz uslova

fla) = b, fi(b)=c, 1(efac)= a(ba)v a(gb)) =1
29. Dokazati da nisu valjane formule:

a) offx), y)v afx, fty)) = (off(x), fiy))v e(f(x), p),
b) T(afx)A B(flx), y)) v (dfiflx))) A BSf(%)), f1¥))
<= (afx) A off(f(x))) v (B(F(x), y)AB(fIf(x)), 1))

Uputstve. b) Sve (razli¢ite) elementarne podformule su:

afx),  affifix))),  B(fix) y)  B(fAf(x)) f(y))
Zamenjujuéi ih redom sa: p, g, r, s dolazi se do iskazne formule

' par)v(aas) <= (pAqg)v(rAas)
koja nije tautologija. Koristeéi tu okolnost naginiti kontra—model sa elementima
a, b, ¢ d, e koji_ redom sluze kao vrednost terma
x, y, fix), fii(x)), fly)
30. Neka je Fley, ..., ek) formula bez kvantora, gde su ey, ..., e, sve njene (razli-
¢ite) elementarne podformule (one su oblika ¢(z4, ..., t,) — ¢ je relacijski znak a
z‘i su termi). Zamenjujuéi ey, ..., e redom iskaznim slovima py, ..., Py dobija se
iskazna formula F(p;, ..., p;/)- Dokazati:
Fley, -, e )’e valjana akko F(pi, ..., P, ) je tautologija.
31. Dokazati valjanost formule: ( V x) F(x) = F(a), F(a} = (3 x) Ffx).
. Dokazati:
= (3 x) ofx)A(Vx) (afx) = B(x)) = (3 x) B(x)

Resenje. Dokazujemo da je pri proizvoljnoj interpretaciji istinito tvrdjenje oblika
(=) iz zadatka 3. Jedan dokaz izgleda:
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) 73 x)ofx)=T (Pretpostavka)

@) H¥Yx)afx)=B(x)) =T (Pretpostavka)

) tafa) =T (Postojeci x iz (1) oznacCen je sa ¢ — primena
(C), videti uvodni tekst)

@) 1fefa) = Bla)) =T (Iz (2) pomocu kE (Vx) F(x) = Fla)

(S) 8(a) =T (Iz (3) i (4) na osnovu tablice za implikaciju)

@) a3 x)B(x) =T (z (5) prema EF(az) = (3 x) F(x) )

Kraj dokaza.

Napomena. Dokaz se moZe obaviti i metodom reductio ad absurdum. Radi toga
pretpostavimo da u odnosu na izvesnu interpretaciju 7 vredi:

) 1(3x)a(x) =T, 71(Yx)(x)=8(x))=T, 7(3x)p(x)=1

Iz trece jednakosti sledi 7 71(3 x)B(x) =T , a odatle 7/¥ x) 716(x) =T .Drukéije
receno: 7f(x) = L za svaki x (odgovarajuceg domena). Koriste¢i taj zakljucak, kao i
drugu jednakost (%), tj. da 7(a (x)= B(x)) = T za svaki x (domena) zakljuCujemo:
7( ¥ x) la(x) =T (koristimo i Einjenicu &= (p= 1) < T1p), odnosno 771(3 x)

ofx) = T. Dobijeni zakljuéak je u kontradikciji sa prvom jednakoséu (%) .

33. Zakljugivanje oblika (o, B, y su relacije duzine 1 nekog skupa): -

Ako svaki « jeste 3 i svaki B jeste vy, onda svaki o jeste 7.

Ako svaki B jeste 7 i neki a jeste B, onda neki o jeste 7.
su primeri Aristotelovih silogizama (prvi je tzv. Barbara a drugi Darii). Svaki silogi-

zam je prevodljiv na neku valjanu formulu [44] Tako, prevodi za Barbaru i Darii sui
formule:

(Vx) (e(x)=B(x)) n (V) (B(x)= v(x)) = (Y x) ((x) = 7(x))

(Yx) (B (x) = v(x))a (3 X)a(x)AB(x)) =(3 x) (afx)Ay(x)).
Dokazati njihovu valjanost.
Uputstvo. Valjanost prve formule proizilazi na osnovu tranzitivnosti 1mphkac1je
U vezi sa drugim videti prethodni zadatak.
34. Dokazati valjanost formula
(Y )(Bx)=TVy(x)) A 3 elx) A Bx))=( 3 x)lefx) A Ty(x)) (Festino)
(3 x)afx) A (Y x)ofx)=B(x)) A Y x)B(x)=(x))=( 3 x)(afx) Ay(x)) (Barbari)
( Yx)(B(x)= Ty(x)) Al 3 x)ofx) A (Y x)(afx)=B(x))=(3 x)(e(x) AT1¥(x)) (Celaront)
35. Dokazati valjanost formula
(Yx)olx)= afa), (Yx)olx)= d(x), (Vx)a(x)=afy) (Vx)ox)=offx)),
(Vx)B(xy) = B(x.y) .(Vx)B(xy)= B(r.y) (¥x)B(xy)=B(f(x) y)
36. Dokazati da formula:

(Vx) (3 y)o(xy) = (3 y)a(f(y) y)

nije valjana.
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Uputstvo. Odgovarajuéi kontra—model je recimo: skup prirodnih brojeva kao do-
men, relacija < kao tumacenje za ¢, x+1 kao tumacenje za f{x).
37. Formulu o prirodnim brojevima ( 3 y) y+I = x oznac¢imo sa A(x) a terme
X,+X,, X+ sat. Zamenom promenljive x termom 7 od A(x) se dobija A(z). Da
li vredi:
Ako pfomenljiva x i term t imaju jednake vrednosti, onda su i formule
Alx), A(t) istovredne. :
Resenje. U slucaju terma x, #x, problemse svodi na dokazivanje implikacije
x =x1x5 = [(3y) ytl= = (3 y)y+l=x +x;]
koja je oGigledno tacna. Inace, strogo dokaz sledi na osnovu svojstava jednakosti
(videti narednu tacku). )
Odgovarajuca implikacija u drugom slucaju glasi
s =ty Byl see s ()il soe]
i ona nije uvek taéna — dosta je za x, y uociti na primer, vrednosti 0, I.

Kakva je razlika izmedju terma x;+x, i x#y?- Nije tesko uociti da prvi ne napa-
da promenljivu x u formuli 4(x), dok je drugi napada. Otuda je zamenom promen-
ljive x termom x+y kvantor 3 y prosirio svoje dejstvo i na taj term.

38. Neka je A(x) proizvolina formula sa slobodnom promenljivom x i # term obra-
zovan od Xy, ..., x_ koji ne napada x.

Promenljive Xy, ..., X mogu imati neka pojavljivanja (kako slobodna tako veza-
na) u formuli A4(x). Zamenom x sa ¢, te ¢e promenljive dobiti jo§ neka nova pojav-
ljivanja, a formula A(x) preéiée u formulu A(#).

Dokazati da su sva ta nova pojavljivanja promenljivih x;, ..., x_ slobodna.
Uputstvo. Svako novo pojavljivanje promenljivih xj, ..., X je u okviru terma ,
pa se problem svodi na dokazivanje da A(#) nema nijednu podformulu oblika
(qxi}B(t) — q je kvantor. Pri tome je ta formula nastala iz (qxi)B(x) — podformu-
le od A(x), zamenom x sa t. Ukoliko bi podformula takvog oblika postojala, to bi
znaéilo da temm ¢ napada x, a to je suprotno pretpostavei. ’

39. Dokazati da za formulu A(x) i term ¢ koji ne napada x vredi:

Ako x i t pri nekoj interpretaciji dobiju jednake vrednosti, onda su i

A(x), A(t) istovredne formule.

Uputstvo. Posto su, prema prethodnom zadatku, sva nova pojavljivanja promen-
ljivih terma t slobodna, to svakoj njihovoj vrednosti odgovara tacno jedan elenent
domena — vrednost terma. U sluaju kada promenljiva x dobije kao vrednost bas
taj element domena, vaziée jednakost 74(z) = #(x).

Primedba. Tvrdjenje iz prethodnog zadatka moze se iskazati u obliku narednog
svojstva jednakosti
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x =t=(A(x) < A(t)), uz uslov da ¢ ne napada x u formuli ;4kx)
To je tzv. zakon zamene za formule (videti narednu tacku).
40. Ako term 7 ne napada x u formuli A(x), onda je
(VY x) A(x)=> A(t)
valjana formula. Dokazati.
Resenje. Iz pretpostavke da ta formula nije valjana, tj. da pri nekoj interpretaciji i
nekoj vrednosti slobodnih promenljivih (slobodne su, izmedju ostalih, i sve promen-
liive terma ¢ — zadatak 38) vredi 7( ¥ x)A(x) =T, 7A(t) = L, zakljudujemo da kad
promenljiva x i term ¢ ‘dobiju jednake vrednosti, onda i formula A(x) dobije vred-
nost L. Suprotno pretpostavei 7'V x) A(x) =T.
41. Neka je A(x) formula (3 y) B(x,y). Koji od terma ¢:
x, y, f(x), &(x,y), &(x,2), h(x,y,z), h(x.1(x),2)
ne napada x u toj formuli? Koja od formula
(V¥ x)A(x)= Aft)
je valjana?
42. Da li je uslov ¢ ne napada x ispunjen ukoliko su sve promenljive terma 7 nove,
tj. nijedna od njih ne ucestvuje u formuli 4(x)?
43. Dokazati valjanost formula
(Vx) ofxy)= off(xy)y), (Vx)(3y)a(xflxy))=(3y)dflxx) fixy))

Napomena. Uslov ¢ ne napada x u formuli A(x) je dovoljan da formula (¥x)A(x)
= A(t) bude valjana, ali nfje neophodan. Na primer, formula (¥x) A(x) =>A(y)
gde A(x) : (Yy)e(x,y) je valjana.
44 Dokazati valjanost formula
(Vx)A(x) = (¥ y)Aly), (3x)Alx) = (3y)Aly),
uz uslov da y ne ucestvuje u A(x) a da x ne ucestvuje u A(y).
45. Dokazati da je, u slucaju kada su sve promenljive terma ¢ nove, formula
(Nx) Alx)= (N %1, .., X ) A(t(xy, ..., X))
valjana.
46. Ispitati da 1i su valjane formule:
(Vx) ofx) =(Vx,% Jo(flx.% ) (3 x.%)aflxx))=(3 x) ox)
(¥x)(3y) Blxy) = (¥ x1,%) (37)B(f(xu%: ) (VX ¥y) B(xy)= (YY) Blf(¥).y)

47. Neka je £ : S* - S, gde je S skup {0, I, ..., n} — n je dati prirodan broj.
Dokazati nejednakosti:

(1) max min f(x,y) > min f(a,y) (a je ma koji element iz S)
X 7 /

) max min f{x,y) = min f(x+zy)
Yy y
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Opovrgnuti nejednakost:
() max min f(x,y) = minf(y.y).
& I Yy

48. Dokazati da je ekv relacija ekvivalencije.
49. Dokazati da je relacija ekv saglasna sa svim logickim operacijama, odnosno:
AckvB~> T Aekv 1B AekvB, CekvD—~ A% Cekv B D
A ekv B - (gx) A ekv (gx)B jeA,V,=>,<=;qjeV¥,3)
50 Dokazati princip ekvivalencijskih transformacija:

Ako je A podformula od F, i F’ formula dobijena iz F zamenom A sa formu-
lom B, uz uslov A ekv B,onda je F ekv F".

Uputstvo. Strog dokaz se izvodi indukcijam po broju onih logickih znakova for-
mule F koji ne uéestvuju'u podformuli 4.
51. Dokazati valjanost De Morganovih zakona za uslovne kvantore
(Nxje U) A(x) <= (3 x je U) 1A(x), “1(3xjeU)A(x) = (¥YxjeU) TA(x)
Resenje. Koristeéi princip ekvivalencijskih transformacija (zadatak 50), za drugu od
datih formula izvodimo ekvivalencijski lanac:
T(3x je U) A(x) ekv (3 x) (U A Afx))  (Definicija)
ekv (Vx)71 (UA A(x))  (Valjana formula 71(3 x)F= (V¥x) 7.
ekv (Y x)( 1U vT14(x))  (Tautologija T1(pAq)<=(1p v1q))
ekv (V x)(U= T14(x)) (Tautologija (p = q) <=(1p V q))
ekv (¥ x je U) T14(x) (Definicija)
Zakljugak: =71 3 x je UJA(x) <= (V x je U) 71 A(x)
Sliéno se dokazuje valjanost prve formule.
52. Dokazati valjanost narednih formula
(VxjeU) (A AB)<= (YxjeU AA (VYx je UB
(IxjeU)(Av B) = (3 xjeU) Av(3xje UB
~ 53. Dokazati da naredne formule jesu valjane
(Vxje U) (A v B(x)) < (A v (Vx je U)B(x))
(3xje U) (AAB)(x)) =(AA (3Ix je UB(x)) (x nije slobodna u A)
54.Dokazati da naredne formule jesu valjane
(Vx je UfA= B(x))<= (A= (Y x je U)B(x))
(Vx je U(B(x)=> A) <= ((3 xje UB(x)=A) (x nije slobodna u 4)
55.1spitati da li su valjane formule:
(V. x je U(A A B(x)) = (A A ( Vx je U)B(x))
(3 xje U)A vB(x)) < (A v (3 x je UB(x)) ( xnije slobodna u 4)

56. Dokazati valjanost formula:
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(3x)U= ((¥x je U4 A B(x)) <= (A & (Y x je U)B(x)))
(3x)U= ({3 xje UfAv B(x)) = (A v (3 x je UB(x))
(x nije slobodna u 4)

Uputstvo. Dokazati najpre ekvivalenciju

(VxjeU) (AA Bfx))= ((Ix) U= A) A (Y x je UB(x))
na osnovu koje neposredno sledi

((¥x je U) (A A B(x)) <= ANV x je UB(x)) (Ako (3 x)U)
57. Dokazati valjanost formula (x nije slobodna u A):

(Ax)U= ((qx je U) (A * B(x)) = A* (qx je UB(x),

(3x)U= ((gx je U) (B(x) = A)< ((a je U)B(x) = A
Pri tome * oznacGava operacije A , ¥, =, dok je g oznaka kvantora V , 3 . Dalje,
ako je g jedan od tih kvantora, onda je ¢’ onaj drugi.
Primedba. Prema zadacima 52—54 neke od ekvivalencija iz prethodnog zadatka is-
tinite su i bez uslova (3 x)U.
58.Dokazati valjanost formule
(Vx) (3y) efxy) A(NX) (Y p)(a(xy)=B(xy))= (¥x)(3y)B(xy)
59. Dokazati:
= (V%) (3y)alxy)A(3x) (V) (alxy)=B(xy)) = (3 x)(3y)B(xy)
60.Dokazati :

= (Y x)(3 ylle(x) = B(y)) A (Y x)(3 p)B(x)=(y))= (VY x)3ylelx)= v(y)
Resenje. Prvi nac¢in: Dokazujemo (pri proizvoljnoj interpretaciji) tvrdjenje oblika
(=) iz zadatka 3.

M) 7(vx)(3y)(fx) =B () =T (Pretpostavka)

@) 1(vx)(3y)B(x)=y)) =T (Pretpostavka)

(3) ¥ x)(afx)=B(f(x))) =T , zanekif  (Iz (1) pomoéu (Cy)

(4) (¥ x)(B(x) = v(g(x)) =T, zanekig  (Iz (2) pomocu (Cy)

(5) 7Yx) (B(flx)) = Ae(fix)))) = T (Iz (4) koris¢enjem
= (v x) Alx) = (Y x) Alf(x]))
(6) (Vx)afx)= v(g(flx))) = T (Iz (3) i (5) pomoc¢u silogizma Bar-
bara)
(D) (Yx)3Iy)Nafx)=~vy)) =T - (Iz (6) prema = ( ¥ x)A(x,h(x))

=(Vx) (3 y)A(xy))

Drugi nacin: Korigéenjem ekvivalencijskih transformacija dobijamo

(¥x)(3 y)e (x)= B(y)) A (Nx) (3 y)(B(x)=v(y))= (¥X)(3 y)e(x)=71(y))
ekv (Y x)(afx)= (3 y)By) A(Nx)B(x)=(3y)vy))= (Y x)a(x)=(3y)¥>y)
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(Primenjena je valjana formula (3 x)A= B)<= (4= (3 x)B),
uz uslov da x nije slobodna u 4) !
ekv (3 x)afx)= (3 y)B(y)) All(3 x)B(x) = (3 ¥)v(y))= ((3 x)e(x)= (3 y)v(v))
(Pomocu I=(Vx) (A= B)< ((3x) A= B), uz uslov da x nije slobodnau B)
&v ((3x)a(x)= (3 x) §x)) Al 3x)B (x)= (3 x) +x))= (( 3 x)a(x) =(3 x) (%))
(U formulama (3 y) B(y), ( 3y)(y) izvréena je zamena promenljive y sa x.
~ Za te formule x je nova promenljiva, pa je zamena dozvoljena.)
Poslednja formula u ekvivalencijskom lancu je valjana (kao izvod iz tautologije (p = g)
A (q=r)=(p= r)), paje otuda i polazna formula valjana.
- 61. Dokazati: ;
= (3 y)(Yx)(afx)= B(y))a(3 y) (¥ %) (B(x)= vy)) = (3 ) (Y x)(fx) = +(y))
E (3x)(Vy)(afx)=B(y)) A (3 x) (¥ ) (B(x)= ()= (Fx) (Y y) (alx)=1(y))
= (YY) (3 x) (afx) = B(y)) A(¥y) (3 x) (B(x)=v(y))= (N¥) (3 x) (efx)=v(y))
l= (3x)(3y) (afx) = B(y))n(¥X)(Ny) (B(x)=v(¥))= (3X) (V) llx)=v(7))
62. Dokazati valjanost formule '
(Vx)(3y)axy)a (¥x)(3 y)B(x y)=(¥ x)(3y) aB (xy)
Reéenje. Neka je premisa date implikacije istinita (pri interpretaciji ). Tada
(vx)(3y)efx ) =T, 7N x) (3 y) B(xy) =T
Oznadimo za x njemu postojeéi’) y sa:
(i) f{x) ukoliko je Tafx,y) =T
(ii) gfx) ukoliko je B(x,y) =T
Dakle vazi: rfx,f(x)) =T, 7B(%gx))=T. _
Kalo za svaki x postoji y takav da je 78(x,y) =T , to i za f{x) postoji njemu odgova-
rajuéi y. Prema usvojenim oznakama to je element g(f{x)) i za njega vazi
B(f(x), g(fix)) =T.
Prema definiciji proizvoda relacija, zakljucak date implikacije u stvari je formula:
(Vx)(3y) (3 2) (a(xz)A B(zy))
Dokazujemo da je ona istinita pri uo¢enoj interpretaciji. Naime, za svaki x postoje
¥, z (oni su redom f{x), g(f(x)) ) tako da je ra(x,z) A B(zy) =T , jer prema napred
istaknutim jednakostima vazi:
ofx, fix)) =T ,  1(flx)), glfix))=T
Kraj dokaza.

63. Obrazovati preneks formu formula

a) (Vx)afx)A(Yy)B(p) b) A NVx)elx)v( Ix)B(x), ) (Vx)a(x)= (Fy)p ()

'rfiTu je u stvari dva puta primenjeno tvrdjenje (Cf).
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Resenje. Slobodnije redeno, zadatak glasi: ,,izvuéi” sve kvantore na pocetak formu-
le. Primetimo da se, radi toga, &esto moZe postupiti na razne nacine.
a) Uogimo ekvivalencijski lanac ;
(Vx)ofx)n (¥ y)B(y)
= (Y x) (afx) A (¥y) B(y)), jet x nije slobodno u formuli
(V) B(y) — koris¢enje valjane formule (V x) A(x)A B < (V x) (A(x} A B)
= (VY x) (¥y) (afx)AB(y)), jer y nije slobodno u afx).
Znaéi (Vx)(vy)(e(x) A B(y)) je jedna preneks forma date formule.
Medjutim, do preneks forme mozemo i ovako do¢i:
(Vx)aofx)A (Yy)B(y)
= (Vix)(ofx) A (¥ x) B(x), jer formule () B(y), (Y x) B(x) su ekvivalent-
ne. Kazemo: obavili smo preimenovanje promenljive y.
= (Vx) (ofx) A B(x))jer: = (¥ x)A A (Vx)B= (¥ Xx)(AAB)
Znaédi, kao preneks forma date formule moZe se uzeti i formula (N x)efx) A B(x)).
b) Kako:
1 (¥x)afx)v (3 x)B(x)
<=(3 x)a(x)v(3x)B(x)
={3 x)( Tofx) v B(x)), :
formula (3 x) ( Tlofx) v B(x)) je preneks forma date formule.
¢) Uocimo lanac

(Vx)ofx)=(3y)B(y)
= (3 x) (a(x)= (3 y) By)), koriséenjem valjane formule oblika
((¥x)A(x) = B) = (3.x) (A(x) = B)
< (3x) (3 y)(afx)=B (y)), prema valjanoj formuli oblika
(A= (2y)B(y)) < (3 y) (A= B(y))
Formula (3 x) ( 3y) (x (x) = B(y) , je dakle, trazena preneks forma. Medjutim:
(¥x) afx)= (3 y)B(x)
="1(Vx)efx)v (3 y)B(y)
= (3x) Nafx) v(3 y)B(y)
= (3 x) lafx) v (3 x)B(x);umesto y uzeto je x.
= (3x)( 1afx)vB(x))
= (3x)(afx)=B (x)) '
Znaéi i formula (3 x)(ofx) = B(x)) je preneks forma date formule.
64. Obrazovati preneks formu formula
a) (3 x)afx)v (2y)B(y) b) (3 x) ofx) A (3 x) B(x),
©) 1 (Vx) (afx) = (3 y)B(x)) d) (3x) ofx)="1(Vx)(3y)B(xy)
e) (Vx)(3y) oxy)= (V¥ x)afxx) £)(¥x)alx)<= (3y)p(y)
65. Dokazati da svaka predikatska formula poseduje najmanje jednu preneks formu.
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Resenje. Korii¢enjem dovoljno puta ekvivalencija oblika

(A<=B)ekv (1 ANB)A(Av T1B), (A=B)ekv (71 AV B)
od date formule moze se preéi na novu, njoj ekvivalentnu formulu koja ne sadrz
znake <=, =. Otuda, bez smanjenja opstosti, dokaz izvodimo za formule u &ijoj
gradnji mogu da ugestvuju jedino znaci A, Vv, 71. Dokaz teée indukcijom prema
broju tih znakova.
I slucaj. Broj znakova A , Vv, 71 je 0. Takva formula ima oblik

A ur) . (qu) Hu, o Uy V1, v ) (K20)

gde sugq, ..., q, kvantori; uy, ..., Uy, vy, - v, promenljive, ¢ relacijski znak
(duzine k+s) i ona je ve¢ u preneks obliku. Dokaz je zaviSen za uodene formule.
IT sucaj. Broj znakova A , v , ~1date formule F je n (> 0), i pretpostavka je da
je iskaz zadatka taCan za sve formule kod kojih je broj tih znakova manji od 7=
Postoji ,,raskrsnica”:

a) F je oblika 71G, b) F je oblka G A H, c) F je oblika G v H.

Naravno formula G (odnosno'G, H) u svakom od tih slu¢ajeva su sa manjim bro-
jem znakova A,V , ] teza njih — prema indukcijskoj hipotezi — postoje odgovara-
juée preneks forme.

Ako vai sluéaj a) neka

(g1 ) ... (qkuij =05 q, su kvantori ; A ne sadrz kvantore)
bude preneks forma formule G. Tada:

FE<=all(qiuy). (qk”k) A

<= (giuy) .. (Ekuk} 14 ((Ti je ¥, 3 ukoliko je g, redom 3,V )
pa, znaéi i formula F poseduje preneks formu.

Pretpostavimo sada da vazi slu¢aj b) i da su

(qyuy) ... (qkuk} A, (@' vi) ... (QS’VS}B

(k s=0; q; g/ su kvantori; 4, B su bez kvantora)
preneks forme formula G i H. Uo&imo k+s razli¢itih promenljivih

Uy cecsr (0 Vit IV

S
koje su nove,u odnosu na formule G i H, tj. ne udestvuju ni u jednoj od njih. Ta-
da vrede ekvivalencije
(qru1) ... (qu A<= (q1 V) -.. (g G )A,
(@ivi) - (4,v, B = (¢i¥1) ...(q) V,)B
zamigljajuci da desne strane nastaju iz levih zamenjivanjem promenljivih u, v. re-

]
dom sa U, VJ Na osnovu tih ekvivalencija zakljuéujemo
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Fe=(q,U).. (G J)A A (q; V) .. (a]V)B
= (a,U,) . (4.U,) (An(@&V,)..(aV,)B)
= (q,Us) . (4T (@ Vi) (aV) (A B)

pa i formula F poseduje preneks formu.

Sli¢éno se postupa i u slu¢aju c). Kraj dokaza.
66.Neka slova g, g, oznacavaju kvantore, a u, v promenljive. Razlikujuéi razne
slucajeve (q; =5, @1 ¥ g2, U=V, u#v) odrediti preneks formu formule F:

(a1 ) ofu)% (9, )8 (v) (xjen ,v)

ali tako da ta forma sadr7i §to manje razli¢itih promenljivih.
Odgovor. Ukoliko su g4, g, razliiti kvantori za preneks formu formule F moZze
se uzeti

(a1%) (@, ) (e (x)% B (v))
Naravno, umesto x, y mogli smo koristiti i neke druge dve razli¢ite promenljive.
Ukoliko q; =g, =g tada imamo dva podslucaja:
q ,.se slaze)” sa *, q ,,se ne slaze” sa ¥
U prvom slucaju traZena preneks forma je, recimo
; (qx) (a(x) % B(x))
a u drugom
(qx) (qy) (e.(x) = B(y))
67. Odrediti preneks formu formule
(qu) a(u) *B(y) (qje oznaka kvantora, u oznaka promenljive)
tako da ta forma sadrzi §to manje (razli¢itih) promenljivih.
Odgovor. (qx) (a(x) *(y))
68. Obrazovati preneks formu formule
(3 ) (Y x)ofx)=71((3 x)B(x)v(Vx)v(x))
Resenje. Do preneks forme se moze do¢i na razne naéine — recimo, sledeéi ideju
dokaza izlozenog u 65. zadatku. Medjutim, ako Zelimo da forma ima $to manje
promenljivih (za razna razmatranja to je Eesto dosta vazno) u obrazovanju forme
moze se slediti ovaj niz koraka:
(i) Brisu se ,,slepi” kvantori, tj. oni koji ,ne deluju” ni na koji deo formule. Za
datu formulu takavje ( 3 y) Tako dobijamo:
(¥ x)o(x) =71 (( 3x)B(x) v(Vx) 1y (x))
(if) Odstranjuju se znaci = ,< koriséenjem zamena oblika:
A=Bsa |AvB, A< Bsa(1 AvB)a( 1BvA)

)’g.qy: V,%jen ;iiqjed ,%je v .
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Tako se dolazi do formule
(vx)alx)v((3 x)B(x) v (Vx) Dy (x))
(iii) Znak 71 ,,se tera udesno do kraja” — odnosno, obavljaju se zamene oblika:
I(VxJdsa (Ix)14, 1(3Ix)Asa (Vx)1 A
T1(AvB)sa T1AATIB, TIfAAB)sa 1Av 1B, 114 A4
Tako dobijamo formulu :
(3x) Na(x)v((¥x)B (x)A(3 x) v(x))
(iv) Kvantori se »teraju” na poéetak uz upotrebu §to manjeg broja promenljivih,
postupajudi slicno kao u zadacima 65 i 66.
Tako imamo
(3x)Tefx)v ((¥x)1B(x) A(3x)v(x))
= (3x) afx)v ((Vx)NB(x) A (3 y)H»))
= (3x) Nalx)v(3y) (Vx)( 18x) A Ay))
‘ (Namerno smo kvantore ,,izvukli” u tom redu)
= (3y) o) v(3y)(Yx) (B (x)Av(y))
= (3y)(Taly) v (Yx) (B (x)Aav(¥))
= (3y)(vVx)(e(y) v(1B(x)Av(¥))
Zadnja formula je trazeni rezultat.
69. Obrazovati preneks forme formula -
a) afx,y), b) T1(3 x) afxy), ¢) (Vx)(Iy)alxy)<="1(3x)Vy)B(xy)
70. Dokazati ekvivalenciju 7 :
(Vx)(3 y) A(xy) A (3 x) (Ny)Blxy) = (3x) (Y y)(3 z) (Aly.z) AB(x.y))
gde su A(x,y), B(x,y) ma koje formule ¢ije su sve slobodne promenljive x, y.
71. Dokazati ekvivalenciju
(N x)(3y)A(xy)v (3x)(Vy)Blxy) = (Vx)(3 y) (N z)(A(xy) v B(y.z))
gde su x,y jedine slobodne promenljive formula A(x,y), B(x,y).
72. Dokazati ekvivalenciju
(Vx)(3y)(a(x)=B(y)) <= (3y) (Vx) (afx)=B(y))
73. Dokazati valjanost ekvivalencije (racuna II reda)
[(¥Yx)(3y)F(xy) < (3f)(Nx)E(x]f(x))]
= (3f) (¥ x)(3y) Elxy) = (Y x)F(x, f{x))]
gde je F(x,y) formula ¢ije su sve slobodne promenljive x, y.
Resenje. Dokaz sledi iz ekvivalencijskog lanca:
(3 1) (N x) (3 y) Flxy) < (Nx)F(xf(x))]
ekv (3 F)IY x)(3 y)F(xy)=(V x)F(x.f(x))A (( ¥ x)E(x.f(x))=(N x) 3 y)E(x, )]
ekv (3 f) [((Vx)(3y)E(xy)= (N x) E(x.f(x)))AT ]
(Jer drugi ¢lan konjunkcije je valjana formula)



Uvod u matematicku logiku ' 183

ekv (Vx) (3 y) E(xy) = (3f) (¥ x) F(x.f(x))
(Jer fne udestvuje u prvom ¢lanu implikacije)
ekv (( ¥x) (3 y) F(xy) = (3 f) (¥ x) F(xf(x))) AT
ekv ((Vx) (3y) F(xy)= (3 f) (VY x) F(xf(x)))
A ((3 ) (¥x) F(xf(x)) = (¥ x) (3 y) F(xy))
(Umesto T stavili smo valjanu formulu ekvivaientnu sa formulom
(V) ((Yx)E(xflx)) = (Yx)(3.y) F(xy))
ekv (Vx) (3y) Flxy) = (3 ) (¥ x) F(xf(x))
Napomena. Levu stranu dokazane ekvivalencije (umesto (3 f) bilo je (3f:A—>B)
Sto samo prividno izgleda opstije) koristili smo za formulski zapis aksiome izbora.
Stoga navedena ekvivaléncija daje, moze se tako reéi, jedan preizraz (preformulaci-
ju) te aksiome. Taj preizraz je podloga tvrdjenja: Ako su x,y jedine slobodne pro-
menljive formule F(x,y) svaki model formule ( ¥x) (3 y) F(x,y) je produziv do
modela formule (¥ x) F(x,f{x)), kao i obratno, svaki model druge skrativ je do mo-
dela prve, navedenog u uvodnom tekstu. Istina tamo stoji nesto opstije tvrdjenje (sa
ma kojim 7), ali i ono je posledica aksiome izbora.
74. Qdrediti otvorenu formu formule
(Vx)(3y)(¥z)(3 u)(3v) A(xy 2 u V)
gde je A formula bez kvantora, Cije su sve slobodne promenljive x, y, z, % ¥-
Resenje. Do otvorene formule dolazimo postupno.
U svakom koraku uvodimo nove Skolemove funkcije,odnosno ObaVI_]BIHO po je-
dnu skolemizaciju, tj. prelaz od formule oblika (V¥ xy, ..., X,/ (3 y) A%y, s X,7)
na formulu oblika A(xy, ..., X, fl*1, -, x_J)) (videti uvodni tekst).
U prvom koraku datu formulu shvatimo kao formulu oblika
(V%) (3y)Bi(xy) (Bil%y) je (V2)(3u)(3v) Alxyzuy))
Skolemizacijom dobijamo formulu (V x) By(x,f(x)) (f je nov funkcijski znak), od-
nosno
(¥x)(Yz)(3u)(3v)Alx fix), 2 u v)
U idu¢em koraku tu formulu shvatamo kao formulu oblika
(Nix)i(Nez) (2 ) By (z; u)

Skolemizacijom dolazimo do formule (V-x) ( Vz) By (x, 2, g(, z)), odnosno do
(vx)(Yz)(3v) Alxflx), 2 &x, z), v) )

Najzad, uvodeéi jos jednu Skolemovu funkciju 4 i prelazeéi na formulu
(V%) (Y z) Alx, f(x), z, &(x, ), h(x, z))

dobijamo trazenu otvorenu formu A

Nije tesko uv1det1 dasuAdi A zaista u odnosu svak1 model za 4 produZziv je
do modela za A iobratno svaki model od A skrativ je do modela za A — jer, ta-
kav odnos vredi u svakom koraku i jo3, uz to odnos je prenosan (tranzitivan).
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75. Odrediti otvorene forme formula

a) (3x)afx) b)(Ix)(Vy)B(xy); ¢ (¥Yx)(3y)B(xy) d)(Ix) 3 y)B(xy)
e)(2x)(Vy)(Yz) (3w (Vv)v(x ¥, 2 4 v),

) (Yx)3yNVz)(3u)fYv)vx¥ 2 4 v) .

Odgovor. a) a(z), b) (Yy)B(by), ¢)(Vx)8(xfix)) d)p(ab),

e) (VYY) (Y z) (Vv)y(a, y, z, f(3,2), v), ©)(NYx)(¥z) (V) y(xfix) 8%z V)
Primeéuje se da univerzalni kvantori ostaju, da svakom egzistencijalnom odgovara po
jedan funkecijski znak. Dalje, ako imamo neki kvantor oblika (3 p) — p je promenlji-
va, onda se p zamenjuje sa V(p;, By, -y ps )- Tuje v novi funkcijski znak a p;,p;,.
p, su sve promenljive koje prethode kvantoru (3 p) i jo3 su univerzalno kvantifiko-
vane. ' i

76. Odrediti otvorene forme formula

a)(3x)(3y)(V2) (3w alxyzu), b)YV (3 y)(Yz)(3 uofxyzu)

¢) 1(3x)1(3y)N(Y2)B(xyz) d)(¥x)1(3y)(3z) B(x, », 2)

) (Vxi)(3y1) (V%) (3p2) . (NN 3P )Y(%1, vy Xy V1o vees Yy

77. Odrediti otvorene forme formula :

a) (Vx)a(x)v (3y)B(y) b)(3x)(Vy)elxy)="1(xy)(3x)b(xy)
0)(¥x) (3 y)alxy)A(Vx) (3 y)B(xy)= (Yx) (3 y)v(xy),

d) (3x) (af(x)= (3 y)B(y))v (3x)(3Y) (afx)AB))

78.Dokazati da formula F; ima (neki) model akko formula F, ima model gde:

a) Fyje (Vx)(3Y)(3 2) Alxy,z); 7 je (Y x) Alxf(x), g(x))
b)Fije(3x)(Yy)(Yz)Alxy.z): Fs je (V) (Y z)Alay.z)

c) Fy je ;\7’ x) 3 YNY z) 3 wA(x,y,2,u); By je (Nx)(Y z)A(x[flx)zg(x,2))

Slova x, y, z (odnosno u) su jedine slobodne promenljive formule 4, a je novi znak

konstante, £, g,... novi funkcijski znaci.
79.Dokazati da je svaki model formule £ (V x) a(x)= ( 3 ) B(») produziv do

modela ma koje od formula
() (V¥ x) ofx) = B(b), (ii) afa)= (3.y)B(y), (iii) «fa)= B(b) kao i obratno, da
je svaki model ma koje od formula (i), (ii), (iii) skrativ do modela formule .
80.Dokazati da je svaki model formule (3 x) afx) = (3 x)B(x) produziv do mo-
dela ma koje od formula (3 x) af(x) = B(b), (3 x)(a(x)= B (f(x))
81. Dokazati:

Formila (¥ x) (a(x)= (3y)B(y)) ima model akko formula

(V x) (a(x)= B(b))ima model

Resenje. Neka dogovorno znaci im. zamenjuju reci ima model Tada vredi sledeci

lanac ekvivalencija
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(Vx)e(x)=(3y)B(y)) im. akko (3x)a(x)= (3.y)B(y)im.
akko (3.y) ((3x) ofx) =B(y)) im
akko (3 x)a(x) = B(b) im.
akko (Vx) (a(x)=B(b)) im.
Koristili smo ¢injenicu da se svojstvo imati neki model ¢Guva kod ekvivalentnih fo-
mula, a takodje da su po tom svojstvu ekvivalentne formule oblika (3 y)A(y), A(b),
gde je y jedina slobodna promenljiva formule 4, i b je novi znak konstante (tj. neu-
Cestvujuéi u A).
Napomena. U ovom primeru, moze se tako reéi, od formule (3x) (a(x) = (3 y) B(y))
predli smo na formulu (¥ x) (@ (x) = (b)) obavljaju¢i skolemizaciju ,,unutra” — tj.
zamenjujuéi podformulu (3 y/)B (y) sa B(b). U narednom zadatku navode se opsirniji
takvi slu€ajevi.
82. Dokazati:
Formula (Y x;, ..., XL A%y, X))@y )Bley, - x, .y)) ima model
akko formula (V xi, ..., x ) (Alxy, ..., x )% B(xy, ..., xn,f(xl, -y X)) ima model.

Tu suxy, ..., x_ (odnosno jos i y) jedine slobodne promenljive formule 4 (odnosno B),
f je novi funkcijski znak, a « je jedan od znakova A , v .

Uputstvo. Koristiti ekvivalenciju oblika 4 « (3 y) B ekv (3 y) (A * B).

83. Dokazati:

A (o e xn) (3D)B(xy, -, X y) ima model

akko A * (Nxq, ..., x_ ) Blxy, ..., x_, flx1, ..., X)) ima model,

gde je 4 zatvorena formula, x,, ..., X,y susve promenljive formule B, f je nov
funkcijski znak, # je A iliV.
84. Dokazati:

Formula (Y x) (3 y)(Yz) (a(xy) v B (v,2)) ima model

akko formula (¥ x) (Y z) (o (x,f{x)) v B(b,z)) ima model.
Resenje. Neka slova im. zamenjuju re&i ima model. Tada:

(¥x)(3y) (¥ 2)(e(xy) v B(yz)) im.
akko (Vx)(2y)(a(xy) v (Yz) f(yz)) im.
akko (Vx)((3 y)a(xy)v (3y)(¥ 2)B(yz)) im.
akko (Vx)(3y)alxy)v (3y)(Vz)B(yz) im
(Kvantore smo stalno ,jterali udesno™)
akko (¥x)a(xf(x)) v (3y)(Vz)B(y.2) im.
(Obavljena je skolemizacija prvog &lana — 83 . zadatak)
akko (Vx)a(xf(x))v (¥z)B(b,z)im
(Skolemizacija drugog Elana)
akko (Vx,z) (o (xf(x))v B(bz))im. Kraj dokaza.
85. Dokazati
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Formula (V%) (3 1) (¥ *1) (3 y2) (A(x1,y1) A B(%,,y,)) ima model
akko formula (¥ x;) (¥ % ) (A(x1, a) AB(x,,f(x,))) ima model.
Tu su x;, y; (odnosnox,, y,) jedine slobodne promenljive formula A(x,7.),
B(x,75 ), @ novi znak konstante, fnovi funkcijski znak (u odnosu na A(x,y1),
B(x, ¥2))-
Napomena. Ukoliko se na polaznu formulu odmah primeni skolemizacija, tj. kvan-
tori se ,,ne teraju’” udesno do kraja dolazi se do znatno sloZenije formule

(Y x3) (Vxy J(Alx1,8(x1)) A B(xy, h(x, x1))
Uopste, kad se za neku formulu trazi sto prostija formula (u odnosu na Skolemovs
funkcije), koja je sa njom ekvivalentna po svojstvu imati model, Cesto je podesno
,terati” kvantore udesnol) i olgavljati skolemizaciju ,,unutra”.
86. Dokazati valjanost date zatvorene formule F, dokazujuéi da njena negacija ne-
ma model

(Vx) (efx)=B(x)) A (Ix)afx)= (3 x)B(x)
Resenje. Koristimo €injenicu da za zatvorene formule? vazi ekvivalencija
F Je valjana akko ~1F nema model
Na osnovu toga zadatak se svodi na dokazivanje da. 71 F* nema model U tu svthu
polazimo od pretpostavke: 71 F ima model i tragamo za nekom kontradikcijom.
Radi toga podesno je za formulu 7] F pronaéi neku otvorenu formu ¢, jer, tada
je dovoljno dokazati da pretpostavka ¢ imu model vodi u neku protivureénost.Da-
lje, §to ée se iz ovog i narednih primera bolje videti, podesno je bezkvantorski deo
formule ¢ dovesti na sastavni oblik.
U skladu sa redenim uo¢imo ovaj 1mphkacusk1 lanac
“1 F ima model
> (Vx)(e(x)=8 (x)) A (3 x}a(x) A 1(3 x)8 (x) ima model
> (Vx)(Ta(x)vB(x)a (3x)a(x)A (¥ x)718 (x)ima model
> (Vx)( a (x)vB(x))Aafae) A (Y x) 18 (x) ima model
- (V x) (afa), 1B (x), 1 a(x)vB(x)) ima model
(Tu, dogovorno umesto A stoji znak , . Stigli smo do otvorene forme za TF
&iji bezkvantorski deo je u sastavnom obliku).

) Medjutim, ima sluéajeva u kojima takvo ,,teranje” nije najpodesnije. Recimo to vazi za for-

mulu (3 x) @® V BX).

2 Neka je, primera radi, F zatvorena formula koja od rehcijskih i operacijskih znakova sadrzi
jedino relacijski znak @« duZine 2. Tada:

F je valjana <> (VD) (Vo CD?) 7F =T
<« 11V D)(VaCD2)TFE =T
<> 1@ D) (e CD?) 71 F) =T

<> 7| F nema model.
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Pretpostavimo sada da je M neki model poslednje formule u kome su sa a, a,
(dakle, istim znacima) oznacene interpretacije znakova 4, o, 8. Tada, na osnovu
predhodnog, zakljudujemo

@) ofa) (. rofa)=T)
@ (V) 6(x) 4
@) (Vx) (Tofx) v B(x)) :

Dalje se trudimo ,,da posvadjamo’ uslove (1), (2), (3) odnosno da iz (1), (2), (3)
izvedemo kontradikciju. Zaista, iz (2) sledi 71 8(z), a iz (3) sledi T1afa)v B (a)Me-
djutim, afa) i 71 afa) vB(a) daju f(a) 3toje u suprotnosti sa ~1f(z). Kraj dckaza,
jer smo pretpostavku 1 F ima model doveli do protivurenosti.
Napoména. U navedenom implikacijskom lancu dozvolieno je znak — zameniti zna-
kom <>, dolazi se opet do tacnog lanca.
87. Dokazati valjanost formule F-
(Vx)(3y) (afx)=B(y)) A(3x)ax)=(3x)B(x)

Resenje. Postupamo sliéno kao u prethodnom zadatku: Polazimo od 71F, gradimo
njen otvoren oblik, njega dovodimo na sastavni oblik i pomoéu toga dokazujemo da
“1F nema model, tj. da je F valjana. Dakle:
"1 F ima model

< (Vx)(3y)(e(x)=B(y)) A (3 x)a(x) A7 (3 x)B(x) ima model

— (V x)(o (x) =B (fix))Avfa) A (Y x) 1B(x) ima model

— (Y x) (afa), T16(x), ofx)= B (f(x)) ima model
Iz poslednjeg Clana lanca slede posledice:

(1) ofa),  2) (Y x)71B(x), () (V x) (afx) = B(f(x))
Radi dobijanja kontradikcije postupimo ovako. Iz (3) zakljugujemo ofa) = B(f(a)),
odakle na osnovu (1) sledi: (f{a)). Medjutim, iz (2) zamenjujuéi x u 718(x) sa
f(a) dobijamo 71 B(f{)). Dosli smo do kontradikcije (u zamidjenom modelu). Zna-
¢i 1 F nema model, tj. F je valjana formula.
Opaska. Zapazili smo da se u izvodjenju kontradikcije promenljivim daju razne ,,do-
bre” vrednosti i da su one upravo neki od terma po a:

o fla,  fifla))

88. Dokazati valjanost formula (dokazujuéi da njihova negacija nema model)
a) ofa) = (3 x) ofx), b) (V x)afx)= ( Ax) ofx),
) (Yx)ofx)=afa), d) (Yx)alx)=(Yx)offlx)),
€)(3x) (e (x) A B(x))= (3x) afx) A (3 x)B(x),
(VX3 y)olxy)a (VXN YyNalxy)=B(xy))=(Yx)(3y)B(xy)
&) (Y x)(3 y)le(x) = B(y))a (Vx) I)B(x)=7(y))) = (Vx) 3 y)e(x)=v(y))
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Uputstvo za b). Iz zamisljenog modela za promenljive uzeti jednu vrednost oznade-
ny, recimo, &

89.Dokazati valjanost formule F:

(Vx)3y)axy)A (Ny) 32)B(y.2)= (V%) (3y)(32) (e(xy)nB(32)
Uputstvo. Pretpostavka “1F ima model dovodi do zakljucka da suna takvom mo-
delu tacne formule?) :

(1) (Vx)aolxflx)), @)(Yy)B(r8&y)), B)(Vz)NYu)alaz)v 18 (zu)
Dokazujemo da su ta tri zakljucka nesaglasna, odnosno da vode ka protivuieénos-
ti. I ovde, kao i u zadacima 86, 87 koristimo terme? gradjene od 4, fi g,0dnosno
znakova konstanti i funkcijskih znakova prisutnih® u (1), (2), (3).

U (1) i (3) se javljaju Aa(x,f(x}), “lofa,z) Da bismo koristili njihovu povezanost
iz (1) izvodimo formulu:
(4) ofa,f{a)) (umesto x u afx,f{x)) zamenili smo a).

Smenjujuéi z sa ffa) u nekvantorski deo formule (3) zakljuujemo:
(5) Tefafla)) v 716(fla), u)
Iz (4) i (5) zakljuéujemo
(6) T1B8(f1a), u)
Ako u nekvantorski deo formule (2) zamenimo » sa f{a) dobijamo:
(7) B(f(a), g(f(a))
Najzad, ako u (6) umesto u zamenom g(f{z)) dobijamo kontradikciju sa (7).
Napomena. U zadacima 86, 87, 89 priblizno smo opisali tzv. resavajuci postupak
(resolution method) za ispitivanje valjanosti.
90. Dokazati valjanost formule

(Yx)(3y)e(x.y) A T(Iy)(¥z)B(2y)= T (¥x.2) (a(x,y)= B(z.x))
91. Dokazati valjanost formule
(Yx)(¥y)(¥z) [ofx,x)N(efx,y) = ofy,x)) A (ofx,v) Aafy,z) = ofx,z))]
= (Yx)(¥y) [efx,y) = (3z) (ofx,2) Ay, z)]
92. Dokazati valjanost formule
[( VXN y)lofx,y)=o(y,x)) A (Nx) (Ny) (NZ)o(x,y) A ofy,2) = ofx,z))
A(Y x) 3 y)a(xy)]= (VY x)alxx)

93. Uo¢imo formulu 4:

1)Radi lakseg rasudjivanja za svaki od slucajeva (1), (2), (3) vezane proxhenljive su drugacéije
oznacene.

2)U stvari, titermipredstavljaju elemente zamisljenog domena.

3)Ukoliko je slucaj da se ne javlja njjedan znak konstante, tada uocavamo jedan element do-
mena, oznaCen recimo sa a, i terme obrazovane od njega (tj. odgovarajuée elemente dome-
1a).
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[(¥x)a(xx)A(¥x) (¥ p) (V2 [@(xy)rafy,z) =aflxz))
A(YX) (YY) (a(xy) v afy.x))]= (3x)(Yy)a(x, y)
(i) Dokazati da je 4 tana na svakons konacnom domenu.
(if) Na¢i interpretaciju sa skupom prirodnih brojeva kao domenom pri kojoj je 4
netacna.
94.Formula
(¥X1) o (VX )(3y1) e (y,) Al%e, ooy Xy V15 e v/
(68 »; su jedine slobodne promenljive bezkvantorske formule 4, koja ne sadrzi ni-
jedan funkcijski znak, niti znak konstante).
je valjana ukoliko je ta¢na na svakom domenu sa . elemenata. Dokazati.

95. Neka je A zatvorena formula koja od matematickih znakova ima jedino relaci-
jski znak o duzine 1. Dokazati da je ona ekvivalentna sa formulom iskazne vrste
A" ((3x)a, (3x)er)

po slovimaD (3 x)a, (3 x)o’. !
Uputstvo. Formula 4 ekvivalentna je sa izvesnom svojom preneks formom
() (1% ) (a,%, ) Ble (%0 )y s ofx,))
pa se strog dokaz izvodi indukcijom po broju kvantora u formuli (1).

U sluéaju kada je formula (1) oblika ( 3x; ) B(a(x,)) formulu B dovodimo na
rastavni oblik, a potom izvo}dimo:

(3 x1) Bla(x;)) ekv B( T J( 3 x1Jo(x1 )#B(1) (3 %1 Ja’(x4)
Odatle zamenom x; u formuli sa desne strane, sa x dobijamo
(3x,) Ble (x1)) ekvB( T) (3 x)a+B(L)(3 x) o’ -

U slu€aju kada je formula (1) oblika (VY x; ) Bfa(x; )), svodjenjem formule
B(afx;)) na sastavni oblik neposredno zakljuGujemo:

(VY x1) Bla(x;)) ekv (B( T (3 xp))- (Bl LIH(3 x)o’)’)

Ako formule (3 x)a, (3 x)o’ oznaéimo redom sa p, g, trazena formula Az
U prvom sluaju (B(T)p+B( L)q, au drugom (B(T/#p’)-(B(L) + q’)
96. Neka je 4 formula (3x) (3y) (Vz) [ Nofy) A (afx) <= ofz))]. Odrediti for-
mulu 4% (videti prethodni zadatak).
Regenje. Postupak odredjivanja formule A izgleda:
A elv (3x)(3y)(¥z)[ Doy Tefx)velz))A( Tefz)vafx))]

ekv (3ix) (3y) (Y z) [aly)-(o’(x)+a (2))- (o (z)+a (x))

ekv (3x) (3 y) [ely)-(e(x)H N z)a(z))- (¥ z) a(z)+a (x))]

1)U ovom i nekoliko narednih zadataka umesto v , A , | koristitho oznake +, -, > a-umesto
(3x) a(x), (Vz)oux) i sl. piSemo krade (Ix)0, (V¥ x)& .Inaée u zadacima 95—99 razmatramo pi-
tanje tzv. odlucivosti formula sa relacijskim znacima duZine 1.
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(,Teranje” kvantora Vz udesno, sve do samih elementamih formula)
 ekv (3x) (3y) [o(y)-le(x)+¥x)a)- (¥ x) o' +e(x))]
- (Zamena vezane promenljive zsa X)
ekv (3x) [(3 y)ely) - (ax)H ¥ x)a)-(( Vx)a'+e(x))]

(,,Teranje” kvantora Iy udesno)
ekv (3x)[ (3 x)o’ (ax)H Vx)a)- ((Vx}a o1 (x))]

(Zamena promenljive y sa x)
ekv (3 x) [ (3 x)a’- affx)-(V x)a’+ 3 x)o’- afx)- a(x}

H3Ax ) (Wx Jo (N x)o’H I x)a’s (Y x)a- ofx)]

~ (Svodjenje formule u srednjoj zagradi na rastavni oblik)
ekv (3x) [(3 x)o (VY x)elef(x)+H 3 x)e’- (¥ x)a- afx)]

(et ax)- ofx) ekv 1, (N x)a- (¥ x)o’ ekv (V x) (c-a’) ekv 1)
ekv (3x) [(Vx)o'-afx) + L]

@er I=(Vx)o’ = (3x)e’, (3Ix)o’ (¥ x)a ekv 1)
ekv (Vx)o'- (3 x)o’ =
ekv (3 x)o’-((3 x)a)’
Trazena formula A je, dakle, (3 x)a’- ({3 x)ar)’.
97. Prema zadatku 95 zatvorena formula A obrazovana od relacijskog znaka o
duzine 1 kao jedinog matematitkog znaka ekvivalentna je sa formulom iskazne
vrste

A (3Ax)es (3x))
" obrazovanom od slova (3xJa, (3 xJ)o’. Ta Ginjenica pruza moguénost jednostav-
nog odlucivanja daliformulad jeste ili nije valjana. Naime, vredi ekvi-
valencija
A je valjana akko p VY q =47 (p, q) je tautologija
Dokazati.
Resenje. Formule (3 x)a, (3 x)a’ su zatvorene i pri raznim tumacenjima relacij-
skog znaka « dobijaju vrednost T ili L. Pri tome mogu nastupiti ova tri slucaja
G f3xp=T,73x)’=T; (G)7(Ix)a=T, 7 3x)a’ =1
(i) 7(Ax)a=1, 7(Ix)’=T
Sluéaj 7(3 x)a=1, 7( 3x)a’ = Lje nemogu¢. Uzrok tome je Cinjenica §to Je for-
mula (3 x)ov (3 x)a’ valjana. Otuda se utvrd]wanje valjanosti formule A4 (( 3. x)a,
(3 x)a’), a samim tim i valjanosti formule 4, moZze svesti na proveravanje da li iska-
zna formula Aﬁ(p, q) ima vrednost T kad slova p, ¢ imaju vrednost T , T ili T,
Lili L, T , tj. upravo kad formula pv g ima vrednost T .
Drugim re¢ima, zadatak se svodi na proveravanje da li je formula
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pv q=A"(p q)
tautologija.

98. Neka je A zatvorena formula koja od matematickih znakova ima jedino relaci-
jske znake q;, ..., a duzine 1. Dokazati da je A ekvivalentna sa formulom iskaz-
ne vrste

A5 19 b
gde su sa py, p,, ..., p,n Oznacene formule oblika ( 3 x}{cflZI . a;lz ain), pri ¢emu
2 I
99. Produzetak prethodnog zadatka.. Dokazati ekvivalenciju:
A je valjana akko p; V p; ...V pon =>Aﬁ(p1, D ---, Dan) je tautologija.
100. Lema o ,,promenljivoj” konstanti. Neka je F(x) formula Gija je jedina slobod-
na promenljiva x. Dokazati:
= (Vx)F(x) akko kEF(c)
gde je ¢ znak konstante koji ne uééstvuje u F(x)
101. Dokazati da za ma koju formulu 4 vredi
Al=(Y x)4, (VY x)A =4
Uputstvo. Uo¢iti proizvoljnu interpretaciju I i dokazati tvrdjenje:
I je model za A ako i samo ako I je model za (¥ x)A.
102.Relacija |= ima svojstva
FA AEB->IEB Al=B, BEC-+4 EC

Dokazati.
103. Dokazati:
4, (3x)B|=(3x) (A A B); "(3xJ4, A= B E(3x)B;

(3x)1B,A=>BE (3x)71A; A= B (3x)(AAC) E(3x)(BA C

104. Dokazati: ‘

A=B=(¥x)A=(Yx)B, A=B kE(3x)4> (3 x)B,

A<=B = (Yx)JA< (Yx)B, A<BF(3x)A= (3 x)B,

gde su 4, B ma koje formule.

Uputstvo. Formula ( i sliéne) :
(Vx)(A=B)=((Vx)A= (Vx)B)

je valjana.

105. Dokazati stav dedukcije (predikatski): .

i Fnl= Fakkor By, .5 F.
uz pretpostavku da je F zatvorena formula.
106. Neka su Fy, ..., Fn zatvorene formule. Tada:

I3 e EF akko = FyA ... O IT e

}=Fn=’F

Dokazati.
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XIII JOS O JEDNAKOSTI

¢ Neka je & skup formula medju &ijim relacijskim znacima se nalazi i = (znak je-
dnakosti). Takozvana jednakosna ili normalna interpretacija tih formula je takva
interpretacija pri kojoj se znak = tumaci kao jednakost. Ukoliko je takva interpre-
tacija model uocenih formula, kazemo da je to jednakosni ili normalni model.
Recimo jedan takav model formule

XPYANYPXZX=Y

odredjen je tablicom:

¢ Formula x = x je tacna pri ma kojoj jednakosnoj interpretaciji — to je primer
tzv. jednakosno valjane formule. Uopste, jednakosno valjane su sve aksiome jed-
nakosti:

R) x=x, @O)x=yp=>y=x, [Mx=yAy=z=>x=z

Sp x1 =y1a . AX, =P flx1, 0 X ) =1, 0 V),

(60) 221 S350 o I e S0 = B3 oo ef) =2 {515 00 A))

(f ia su proizvoljni operacijski, odnosno relacijski znak duzine n).

¢ U vezi sa jednakoséu istiGemo zakone jednakosnih zamena za terme i za formu-
le. Prema njima ,,nesto je dozvoljeno zameniti jednakim”. Naime, ako je / proizvo-
ljan term i ¢ njegov podterm, sto istic¢emo oznakom I(z), tada je dozvoljeno podterm
¢ zameniti sa njim jednakim termom ¢’. Novodobijeni term /(¢’) jednak je sa polaz-
nim. Drugim re¢ima, formula

(1) t=t =It) =1t

je-jednakosno valjana.

Odgovarajuéi zakon jednakosne zamene za formule

) t=r =(A(t) =A(t))

vaZi uz izvesna ograniGenja tehnicke prirode. Naime, da bi formula (2) bila jedna-
kosng valjana, dosta je da sve promenljive terma ¢ budu slobodne u formuli A(#)
ida term ¢’ (koji se zamenjuje umesto ¢) ne napada nijednu od tih promenljivih.
Formula (2) je logi¢ki ekvivalentna sa formulom :
@) (t=1A Aft)) =(t =t A At))

§to sledi na osnovu tautologije (p = (q<= 1)) <= (p A q <= p A 1).
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6 Neka je_// neka struktura (M je njen skupovni deo) i ~ njena kongruencija (1.

kongruencija svake njene operacije i svake relacije). Takozvana kolicnicka struktu-

ra_/ll/~ odredjena je uslovima:

(i) Njen skupovni deo je kolicnicki skup M/~, tj. skup svih klasa ekvivalencije.

(i) U vezi sa svakom operacijomf duZine 7 je operacija J sa klasama ovako uve-

dena 3 >
f(Cxl’ - G } f(xl, ...,xn}

(iii) U vezi sa svakom relacijom a duzine » je relacija sa kiasama @ :
~ cf :
HCy G ) ol )

Recimo, za strukturu /= (M, *,a),gde je M={a, b, c},a *ia su odredjene
tablicama, neposredno se proverava da je ~ njena kongruencija.

wla b c

Odgovarajuéa koli¢nicka struktura L/~ = (M/~, %, ) T skupovni deo {C,,
C.},gde C; = {a, b}, C, = {c}, a operacija ¥ i relacija @ su

Definicije (ii), (115 su ispravne, §to se dokazuje u zadatku 44.

¢ Neka je & skup izvesnih predikatskih formula a o4 x= skup aksioma jednakos-
ti (po relacijskim i operacijskim znacima iz g) Do svih normalmh modela skupa
Gmoze se ovako doéi:

Uoéi se skup GuAx=in taj se skup obrazuju modeli M w kojima je = uop-
§te neka relacija ~, ne nuzmo. jednakost. Tada su strukture !/~ normalni modeli
za : >
¢ U slucaju kada je & skup izvesnih algebarskih zakona, odnosno formula oblika

ty =t  (t1, t; su termi)
do svih normalnih modela moZe se do¢i obrazovanjem tzv. sloboanih algebri i nji-
hovih koli¢ni¢kih struktura (videti zadatak 63.).
¢ Neka je € skup nekih znakova konstanti, 0 skup funkcijskih (operacijskih) zna-
kova (duzina > 1) i 9} prebrojiv skup promenljivih. ') Sa Term @,V ; 0) odno-
sno kraée sa T, oznadimo skup svih odgovarajuéih terma. U tzv. jednakosnom ra-

) 10} dalje;n kao promehljive obiéno koristimo

X, ¥y Z, X1, Y15 215 - xn! yna Zl'l’ BaS

a kao znakove konstanata- a, b, ¢, d, ..., aj, by ... .
Inace za skupove ¢ U0 pretpostavljamo da su medjusobno disjunktni, kao i da znak = ni-
je ¢lan nijednog od' njih.
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Gunu (jednakosnoj logici) T kao formule se smatraju reéi oblika ¢ =s, gde su z, s €
Term (C , @ 0 ). Formule oblika ¢ = ¢ uzimaju se za aks10me a kao pravila
(u skladu sa aksiomama jednakosti) uzimaju se:

t1 =1y ti=4,1 =1t;3 ) S8 oo i 28

, @ —, P i_n
fh=h t =13 L t)=flss - s)
gde je f€ @) ma koji funkcijski znak (duzine n).

& Izvesna formula 7 =s jédnakosnog racuna g— je njegova teorema (oznaka |3t=s)

)

akko, po definiciji, za tu formulu u raéunu Z postoji dokaz, odnosno konacan niz
formula
(ﬁ) t1=sl, t2=32, ...,tk=sk
gde je f, =s, upravo formula ¢ = s i &iji svaki ¢lan 7, = s, zadovoljava uslov:
(1) to je formula oblika ¢ = ¢, tj. aksioma, i
(ii) postoje neki prethodni ¢lanovi tog niza tako da je taj ¢lan njihova posledica po
jednom od pravila (S), (T),(Sp)-
& Vazi stav potpunosti (I oblik): 7
: —t=s akko k t=g
7 g
gde znak l?,] odgovara re¢ima: jednakosno valjana.
¢ Neka je g skup izvesnih formula jednakosne logike i ¢ = s neka formula iste lo-
gike. Uvodimo pojmove:
@ l=:7 t=s (¢ = s je semanticka posledica skupa )
akko formula ¢ = s je taéna u svim normalnim modelima skupag
(ii) glat =ts (t =s je sintakticka posledica skupa & )
akko postoji dokaz formule # = s na osnovu hipoteza & , tj. konagan skup formu-
la
11 =81, b =8y (2, =s,de t=5)
Ciji svaki Clan £, = s; zadovoljava uslov:

— to je formula oblika ¢ = ¢, tj. aksioma, ili
— to je ¢lan skupa T ili formula nastala iz nekog ¢lana skupa & zamenjivanjeml) nje-
gove promenljive na neki na¢in termima, odnosno &lanovima skupa Term ( a
D, ), ili
— postoje neki prethodni ¢lanovi toga niza tako da je ¢lan ¢ .= s, njihova posledi-
ca po jednom od pravila (8), (T), (Sg)- -

)Kaiz se da je u takvom slucaju kori¢eno pravilo substitucije (za me ne)pro-
menljivih termima. Recimo, ako je x @y =y % x, jedan ¢élan skupa & , tada u nekom do-
kazu iz hipoteza F moZemo koristiti svaku od formula (x *y) %z =z % (x % y), x ¥z =
z Yt X, uopdte t; % t, =t, *tq, gde su t, t, ma koji termi — &lanovi skupa Term ( C ,

% 50
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$ Vazi stay potpunosti (Il oblik)
GEr=s  akko Frr=s
7 F

ZADACI

1. Dokazati da su formule

1) x=x, Q) x=y=>y=x, ) x=yAy=z=x=z

@Fa =y N A Ryt ot ) = il o)

O E A e N2 S S (U o 52 L =6 08, )

jednakosno valjane.

Resenje. Podsetimo, da za formulu oblika x = y kazemo da ima vrednost T pri
izvesnoj jednakosnoj interpretaciji i izvesnoj vrednosti promenljivih x, y, ukoliko
ona prelazi u taénu jednakost o elementima domena — dakle u jednakost oblika
a = a. Drugim re¢ima, x = y ima vrednost T , ukoliko promenljive X, y imaju
istu vredaost a.

Ocigledno, x=x je taéna formula pri svakoj jednakosnoj interpretaciji. Dalje,
iz pretpostavke da x =y ima vrednost T (pri nekoj jednakosnoj interpretaciji),
zaklju€ujemo da promenljive x, y imaju istu vrednost. Stoga, i y = x ima vred—
nost T . Sliéno se rasudjuje i u slu¢aju formule (3). Pretpostavimo sada da su
(pri izvesnoj jednakosnoj interpretaciji i izvesnoj vrednosti promenljivih) tadne
formule x; =y, ..., x, =y, To onda znaci da, ako x;, = x_ imaju redom
vrednosti 4y, ..., @, iste vrednosti po redu imaju i promenljive  py, ..., ¥, .
Stoga zakljucak implikacije (4) postaje:

Tl oo a) =y a) (]»T'je interpretacija za f)
Kako je foperacija duzine n, to se primenom te operacije na n—torku ay, ..., @,
dobija tatno jedan element domena (ozna&imo ga sa @), pa prethodna formula
prelazi u taénu jednakost

a=a

Znaci, (4) je jednakosno valjana formula. Iz sli¢nog razloga je jednakosno valja-
na i formula (5).
2. Dokazati jednakosnu valjanost formula

L=1, t; =ty =ty =1y, 1=ty Aty =t3=>1,=1;

Ly SHA .o A Sl =2 Il e G} Sl 00 L)

i SR o A G S 1 = (afty, ... tn} = @ty .y t;})

Pri tome su ¢, #,, ..., proizvoljni termi.

Uputsfvo. Pri ma kojoj jednakosnoj interpretaciji i ma kojoj vrednosti promenlji-
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vih svakom termu odgovara ta¢no jedan element domena — vrednost terma, pa je
rasudjivanje sliéno onom u prethodnom zadatku.
3. Dokazati da je jednakosno valjana formula
(@) 2 =3, A by =b,A ¢y =¢ > (ay % by) Fey =(ay ¥ by) F o
Resenje. Neka vaze jednakosti @y =a,, by = by, cl- = ¢, (pri izvesnoj jednakosnoj
interpretaciji). Tada vazi nova jednakost
a1% by =a, * b,,
jer je dokazano da su aksiome jednakosti jednakosno valjane (ovde se radi o aksi-
omix; Ty A X =y = X % X, =y % y,). Dalje, iz ta¢nih jednakosti
a1% b =@%h, ¢ =
sledi tacna jednakost
(ay% by) *cy = (@ % b))% ¢,
(U stvari, opet je primenjena Cinjenica da je sagiasnost jednakosti sa % jednakosno
valjana formula). Kraj dokaza.
Primedba. Primecéuje se da smo u dokazivanju jednakosne valjanosti formule (1)
kao osnovnu polugu koristili ¢injenicu da su aksiome jednakosti jednakosno valja-
ne formule. Uopste, tako se moze dokazivati jednakosna valjanost.
4. Dokazati: a; =a,, by =b,, ¢; = ¢, lé(a1 % by ) cy =(;* by) T
Napomena. Taj zadatak je, u stvari, ekvivalentan sa prethodnim. :
5. Dokazati: a; =a,, by =b,, c1 =¢, Ia(alfz by) e, =(a, % by)* c,.

Resenje. Jedan dokaz izgleda

1) @a=a (Pretpostavka)
(2) by =b (Pretpostavka)
(3) ai* by =a, % b, (Iz (1) i (2) primenom pravila (S #))
4) ¢ =6 (Pretpostavka)

(5) (ay% by)*cy =(ay* by)%c, (Iz(1)i(2) pomoéu (S )

Napomena. U tacki VI Jednakosni dokazi. Algebra brojeva ve¢ smo imali vise za-
dataka takve vrste (recimo-zadaci 32 do 37).
5. Dokazati:

0y =ay, a; =as, 4y = a, lga,; =4y, ) =a,, a4, =a;, 44 =0, |7a4 =as;
a; =ay, by = b, lé(alfr by ) (by % by) = (ay % by) % (by % by);

@ =@y, by = by b (ay# b))% (it by) = (a5 by ) (b2 bo);

¢xa=a btb=batbh=bt¥a ljj(bs:r b) t((at a) *a) =a+ b;

(a % b)*a=at b, a'ﬁzb=bf:'a|=7((bﬁza)ﬁa/ﬁa=aﬁb.
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7. Dokazat1 da nije
(o) awa=b, av“b=a b*a=a b%b= bg(aﬁb}ﬁa—bﬁa

Resenje. Pretpostawmo suprotno, tj. da vazi (1). Tada, ako ]e/ﬂ neki model for
_mula

) a%a=b, a*b=a b¥*a=g bﬁb=b;l

onda to mora biti i mode] za :

3) {a* b)*a=bta

~ Medjutim, jedan model formula (2) je skup {0,1} sa operacijom * datom tablicom:

*x | 01
0,10
1 0 1

Pri tome se znaci konstanata g, b tumaéé kao 0, I a znak # kao operacija *. For-
mula (3) je pri tom tumaéen]u netacna, jer termi (@ % b) *a, b * @ imaju vredno-
sti /, odnosno (.

8. Dokazati da ne vazi:
@) aﬁa—a a*b=b b*a=b brb=ak (b\ﬁa}frb—aﬁb
(i) axfata)=a (atxa)*a=a, {afra}fr(aﬁa} -aﬁal—gafra=a'
(iii)rasﬁ(bﬁ c)=(c*xa)*b (ax b}ﬁc=bi‘z(cﬁa}l§(aﬁ b)¥* c=c (g b)
9. Dokazati » ,

xRy Sysex x(pw 2/=/xﬁy}ﬁz|?]xﬁ(yﬁ z) =(z% x)*y

Dokaz.

(1) xx (y*z)=(psz)tx (Koristeéi formulu x % y = y s+ x uz zame-
nux->x, y—> y%xz)

Q) yufzrx)=(y* z)%x . (Koristeéi formulu x * (psr z) =(x & y) %z
Uz zamenu x—> y, y—> z, z > Xx)

Q) (ytz) ex=pw(ztx) (Iz (2) primenom pravila (S))

4) yo(zvex)=(z%x) %y (Koriste¢i formulu z,% 2, = #, % r, gde £,

E jey b je z xx)

() x*(yrz)=(ytz)nx (Iz (1), (2) primenom (T))

©6) (y* z) ®x=(z%x)%y (z (3), (4) primenom (T))

(7) x*(ywz)=(z%x) %y (Iz (5), (6) primenom (T))

Medjutim, taj se dokaz obino ovako kraée zapisuje

X% (y&z)=(ypz)tx (Primena zakona x % y =y wx)

=y¥ (z tx) (Primena zakona (x %t p) %z =x % (y * z))

=(z %tx) %y (Primena zakona x % y =y % x)
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‘ne navodeéi sva svojstva jednakosti koja se, inace, koriste.
10. Dokazati: _
Q) xwy=ytxibg(xty)x(zxu)=(uxz)xfyxx)
b) xske=x,eﬁx=x,xﬁ{ys:rz}=y€>(zﬁx)l;,xﬁy=yﬁx,
) x®esx, e x=x (x%y)*(z%wSxk Z)t(yxu) Exxyzyax,
d) x#(ywz)=(x% y)* (x*z), (x* y) ¥z = (xrzfi(yz)
: = (s (aseu) = ((xz il y 52 (x)(ye )),
e) x % X=X, x%ﬁ'yj)ﬁx (xﬁy}ﬁz“x‘ﬁr (y* z) I— (xfr x) % ((y* x) ﬁy}‘x ty
11. Dokazati da iz aksioma grupe:
(x % y)%z=x* (y% z, x* e=x, ek x=x, xtx'= x'*x=¢

kao sintakticke posledice proizlaze jednakosti

=1
()= eyl

Uputstvo. Dokaz prve jednakosti izgleda

(U St m e =t rr et ) = (ot fh e o K x= e = x
12. Produnzetak prethodnog zadatka. Dokazati da ne vazi:

Aksiome grupe |—7x-£r y=ytx
Primedba. Druk¢ije reéeno, postoje grupe koje nisu komutativne.
13. Dokazati:
(c-a)-b=(t-a)- ¢ c-(b-a)=pb-c) a,(x-y) z=x-(y-2z) (c-c)-((a-b): (a b))

=b-(b-(a-(c-(a-c))))

14. Nekaje//skupformula ata=b, attb=a, b¥xa=a bvwb=h
Dokazati: da ne vazi (' l=a =b.

Resenje. Ako bi jednakost ¢ = b proizlazila iz skupa /} onda bi ona morala bi-
ti tacna na svakom modelu za (/ ;

Medjutim, grupoid ({0,1}, %) gde je* operacija: x0T
jeste model skupa (7 , ali u njemu ne vazi 0 = 1. 0 10
Pri tome se a,- b interpretiraju kao 0, I a operacijski I OR]

mak % kao operacija *.

15. Dokazati:

NVaA x =y l= 7z = i Aa= =
azd x yl;z u, ali ne vazia bifgc d

Regenje. 1z jednakosti x = y (x, y su promenljive!)obavljanjemzamena x - z, y~> u°
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dobija se jednakost z = u. Medjutim, ako je pretpostavka jednakost 2 = b (g, b su
znaci konstanata!), onda zamene prethodne vrste nisu dozvoljene. Znaéi, rasjudi-
vanje upotreblieno malo€as, u slu¢aju promenljivih, ne moze se preneti i na slu-
Caj konstanti. Radi dokaza da ne vazia = b ¢ = d dosta je, recimo, q, b, ¢, d
redom tumagiti-kao I, I, 1, 2. Jednakost a =b vazi, a jednakost ¢ = d ne vazi,
¢ime se dokaz zavriava.
16. Dokazati jednakosnu valjanost formule

Xl S AN XSS 2 ) E U v,/
Uputstvo. Koriste¢i Cinjenicu da su aksiome jednakosti jednakosno valjane, dokaz
izvesti indukcijom po broju operacijskih znakova u termu z.
17. Dokazati zakon jednakosne zamene za izraze:
1) t=t=1It)=1I(t)
Pri tome je I proizvoljan izraz, ¢ njegov podizraz — ito je istaknuto oznakom I(7),
al(t’) je dobijen iz I jednom zamenom ¢ sa ¢’
Resenje. Dokaz tacnosti formule (1) pri proizvoljnoj jednakosnoj interpretaciji iz-
vodimo indukcijom po ofZ) — broju onih operacijskih znakova izraza I koji ne u-
Cestvuju u podizrazu ¢. Ukoliko je taj broj 0, I je upravo #, pa formula (1) ima o-
blik

§to je slucaj tautologije p = p.

Neka je sada / proizvoljan izraz za koji ofI) = n (gde n > 0), i pretpostavimo
da je tvrdjenje zadatka tacno za sve izraze za koje je ofI) < n. Pored toga pretpo-
stavimo da je (pri uodenoj interpretaciji i datoj vrednosti promenljivih) ta¢na jed-
nakost ¢ = ¢’ UoCeni izraz I se prikazuje pomocu svojih podizraza i jednog ope-
racijskog znaka. Recimo, neka je re¢ o podizrazima I,, I, i znaku s (duzine dva).
Dakle:

I=(, »1,)
Kako je ¢ podizraz od I, to je on podizraz ili od I, iliod 7,. Razmotrimo prvi
slu¢aj, tj. I; =1,(t). Posto o(I,) < n, to na osnovu indukcijske hipoteze sledi

@) Ii(t) =1,(t’) (Jer, po pretpostavci, t = t7).
Odatle, neposredno zaklju&ujemo
3) (I(t) xI,)=(I,(t) *I,) (Uz uslovt=1t)

Sliéno se razmatra slucaj I, = I,(t), kao i slucaj

I = fllyo L),
gde je f neki operacijski znak duzine k.
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18. Dokazati ovaj opsti zakon jednakosnih zamena za izraze

ST o N O S = /{55 00 ) St tr’l)
(I je proizvoljan izraz, ty, ..., t, njegovi podizrazi, dok je f(¢1, ..., t;) dobijen iz
I zamenom ¢y, ..., £ po redu izrazima 7y, ..., tr’l)
19. Dokazati da su jednakosno valjane formule

S SN e N 5, Sk 0B xn)<='a(y1, =)

i SHA . Atg=th > (aft, ..., ty) =o(ty, ..., th))
(o je proizvoljan relacijski znak duzine n, at;, f,, ... su proizvoljni izrazi).
20. Formula |
() X =yiAx =y 2 (afx, %)ATNE(x) = a(yuy:) A Tl B(y1))
je jednakosno valjana. Dokazati.

Resenje. Uo¢imo proizvoljnu jednakosnu interpretaciju I. Prema prethddnom zada-
tku istinite su formule

(1) x1 =A% =p = (a(x,%)=a(y, 1)) @) 1= =B (a) <= B(y))
Korid¢éenjem tautologiie (p < g/ = ( 71 p <= 71 q) iz (2) sledi :

() x1 =y1=(71B (x1) =71B(y1)). odnosno

(4 x=y1A % =y = (18 (x1)<= 18 (r)) .

Najzad, iz (1) i (4) sledi formula ().

21. Dokazati istinitost (pri jednakosnoj interpretaciji I) formule:

&) x=y= ((qz) ofx,z) <=>(qz)e (n,z))  (q je kvantor)

Resenje. Pri uocenoj interpretaciji taéna je formula

(1) x =y= (o(xz) =afy, z)) Jerx=y<x=yAz=2)
odakle, posto z ne uéestvuje u formuli x = y, sledi
) x=y= (VY z)(afx, z) =a(y, z))

Dalje, ta¢na je formula
() (Y2 (afxz) =afy,z))= ((qz)a(x.2) = (qz)a(y,z)),
jer je ona valjana. Najzad, iz (2) i (3) proizilazi (%).
22. Pri proizvolinoj jednakosnoj interpretaciji istinite su formule:
x =fix)=(( 3 y)xy) = ( 3 y)Af(x), y)),
x =glx1, X2) = ((V y)ofx, y) <= (Y y)olg(xy, x5), )
Dokazati.

23. Neka je A(x) formula sa slobodnom promenljivom x; i neka y ne napada x.
Dokazati da je tada jednakosnovaljana formula:

x=y=(A(x) = A(y))
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~ Uputstvo. Dokaz se izvodi indukcijom po broju logizkih znakova u formuli A(x).
Pri tome se u slu'éaju kada je ta formula oblika (gz)B(x,z) koristi ova Cinjenica

Promenljiva z je razlic¢ita od x (jer je x slobodna) i razli¢ita od y (jer y ne na-

pada x), ' i
na osnovu koje iz pretpostav\ke

' x =y = (B(x,z) <B(y, 2))
proizlazi
x=y=(V z)(B(x, z) = B(y, z))
Dalje se postupa kao u zadatku 21.
24. Ako term 7 ne napada x u formuli 4(x), onda je formula
x=t=(A(x)= A(t))
jednakosno valjana. Dokazati.
25. Neka je term ¢ slobodan u formuli 4 (tj. sve njegove promenljive su slobodne),
§to, kao i obi¢no, istiGemo oznakom A(#),i neka z’ ne napada nijednu promenlji-
vu terma z. Tada je jed.nakosﬁo valjana formula: :
(1) i S5 AP)s=A)
Dokazati.
26. Dokazati da su date formule jednakosno valjane
afx) <=(3 y)(y=> ne(y)), afx)= (Yy)(y=x=a(y))
Uputstvo. Neka je I jednakosna interpretacija. Za prvu formulu dosta je dokazati
istinitost dveju implikacija ’
afx) = (3 y) (y=x A aly) (3 ) (y=xAafy)=a(x)
odnosno ovih sa njima ekvivalentnih formula
(3y)(afx)=y=xnra(y)), (V) (y=nay) =ax))
Postojeéi y za prvu formulu je upravo x, dok je istinitost druge sledi na osnovu
zadatka 1. :
27. Dokazati jednakosnu valjanost formula
Alx) = (3y)(y =xnAly)), A(x) = (vy)(y =x= Ay)),

gde je y nova promenljiva za formulu A(x).
28. Dokazati da je svaka od datih formula jednakosno valiana
a) (xty)tx=z<(3Ju)(xty=uarurx-=z)
b) (xty)wx=z<= (VY u (x*py=u=utx=z)
) (xtx)wx=x%x< (Vuy)(x*x=unutx=y = X% x=p),
d) (xdry) wz=xsr(y % z) <> (3 wY,W)(X¥ YU AUY ZZV AP E Z5W AX T WD)
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Napomena. Prema prethodnom zadatku formula oblika ¢, = ¢, — £, , su pro-
izvoljni termi, ekvivalentna je sa formulom u ¢ijoj izgradnji uestvuju jedino ele-
mentarne formule oblika u% v =w, (wy,w su promenljive), ili, u opstem slucaju,
formule oblika flxy, ..., xn) =y (*1, -, X, y su promenljive ).
29. Da li se recenica
Svaki f{x) ima svojstvo a
mozZe zapisati jezikom predikatskog racuna I reda?
Resenje. Ta reCenica ima ovakav smisao
Za svaki y, ako je y oblika f{x), onda y ima svojstvo a.
Ako se setimo da prevod recenice ,,y je oblika f{x)” glasi: ( 3 x) y = f{x), do-
lazime do_ove formule
(VYY) 3 x)y=fix)A a(y))
za koju koristimo i oznaku ('Y f{x)) a(f(x)).
Sliéno, recenici
Postoji fix) koji ima svojstvo a
odgovara prevod .
(3 ) ((3 x)y=fix)A afy))
koji oznacavamo kraée-( 3 fix)) off(x)).
30. Prevesti reCenice
Svaki f(x,y) ima svojstvo o,  Neki f{x, y) ima svojstvo

31. Dokazati da su ekvivalencije ;
(¥ flx))edf(x)) < (N x)aff(x)), (3 fix))alflx)) = ( 3 x)a(f(x))
jednakosno valjane.
32. Dokazati da su jednakosno valjane formule:

(Y fixy))alf(xy)) = (Y x yjofix, y))

(3 fixy))alfixy)) = (3 xy)alflxy))
33. Dokazati istinitost formula

(Y y) (3 x)y=flx) = [(V flx))a(f(x)) = (¥ x)a(x)]

(v y)( 3 x)y=flx) = [( 3 flx))a(f(x))= (3 x)afx)]
pri proizvoljnoj jednakosnoj interpretaciji.
Uputstvo. Obe formule su uslovne ekvivalencije, pa se dokaz moze podeliti u dva
dela. Tako, u vezi sa prvom dokazati '

(V y)(3 x)y=f(x) = [( VY f{x)a(f(x)) =(Y x)a(x)]
(Y y)(3 x)yfx)=[(Y x)ofx)= (V¥ flx))e(f(x))]

Primetimo da je implikacija



204 _ _ X1 Jo¥o jednakosti

( Vx)afx)= (Y fix)) off(x))

tacna pri svakoj normalnoj interpretaciji i bez uslova ( V. x) ( 3 y) y=f{x). To sle-
" di iz valjane formule ( ¥V x) Afx)= A(t), gde term ¢ ,,ne napada” promenijivu x

u formuli 4(x).

34. Dokazati da su uslovne ekvivalencije

(V 2) (3 x1,%2) y=flx1, %, )= [( Y flx1, X3 )) alf(x1, %2 )) = (¥ x) efx)]

(Vv Y)( 3Ax1,%) y(x, %)= [ (3 fix, X)) elf(x, %)) = ( 3 x) ox)]
~ jednakosno valjane.
35. Kao uopstenje formula zadatka 26 dokazati ekvivalencije:.
oftx)) =( yEB)y=lx)n aly)) alftx))= (Y y€ BJy=lx)=c(y))
Tuje f : A > B preslikavanje skupa 4 u skup B a « relacija (duzine 1) skupa B.
36. Neka je f: A - B a arrelacija(duzine1) skupa B. Sli¢no kao ranije uvodimo
oznake '
( 3 flx)E€ B)a(f(x)) je zamena za (3 yE B) ((3 xE A)y=fx)A (y))
( Y f(x) €E B)a(f(x)) je zamena za (V ye B)((3 x€ ANy=f(x)=a(y))
Dokazati ekvivalencije:
(3f(x)€ B)a(f(x))=(3x € A)a(f(x)), ( ‘v’fKX/E B)a (flx))= VxE4)eff(x))
37. U slu¢aju kada je f - 4 - B preslikavanje na, tacne su formule (x je relacija du-
zine 1 skupa B)

(3 x€A)alffx)) = (3 yE€ Blely) (Y xEA)a(flx))= (VY y€ B)a(y)
Dokazati. 7 '

38. Neka su_a-tl, "B strukture na jeziku L = {a} gde je o relacijski znak duzine
1if:A — B preslikavanje skupovnog dela strukture A u skupovni deo strukture
“B . Ukoliko za svaki element a iz A vredi

Ak ofa) — Bla(fla))

onda i za svaku formulu F(x,, ..., xn) iskazne vrste (tj. u Gijoj izgradnji ne ucest-
vuju kvantori) vredi sli¢na ekvivalencija

AEFa ..., a )< Bk Flfla,), ..., fla ) (ay, ..., a,ma koji elementi iz A)
Dokazati.

Uputstvo. Dokaz se izvodi indukcijom po broju logi¢kih veznika (iskaznih!) formu-

le F(x,, ..., x_). Recimo, ako je re¢ o formuli afx) A lafy), tada, na osnovu pret-
postavke, vrede ekvivalencije
(1) A= ofa) <> BE offfa)) @)=t Eo(b)<BF off(b))

na osnovu kojih izvodimo:
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A= ofa) ATlefb) <> Ak ofa), A Eafb)
: (Definicija tacnosti konjunkcije)
> AL ofa), nije B = ofb) =
(Definicija taGnosti negacije)
— Bk aoffla)), nije B = offlb))
(Iskoris¢ene su ekvivalencije (1)1 (2))
< BEdfl a) A of(b))
(Definicija tacnosti konjunkcije i negacije).
Dakle, izvedena je ekvivalencija .

A& ofa) A N ofb) <> B E off(a)) A T off(b)) (a, b ma koji &lanovi skupa A).
39. Neka su o4 , B strukture na istom jeziku ‘L, f preslikavanje skupa A u skup
B (A, B su odgovarajuéi skupovni delovi za <% , odnosno B ), i neka za svaku re-
laciju o (duzine n) tih struktura vredi)

(1) a(alx o) an) = a{f(al)) ety f(an)) (alr &oop) an EA}
Tada i za svaku formulu F(x;,, ..., xn) iskazne vrste vredi sli¢no

(2) F(aly =2y an)HF(f(aljn XX5) f(an}} (alr ) aﬂ EA}
D okazati.

Primedba. U slu¢aju kada L sadrzi i znak = koji se u obema strukturama tumagi
kao jednakost, iz zahteva (1) proizlazi zahtev _
a=b<> fla)=flb) (a, bEA)

§to, u stvari, znaéi da je u takvom sluGaju f jedan—jedan preslikavanje.
40. Neka je f: A — B preslikavanje na, gde su 4, B skupovni delovi struktura o7,
B na jeziku L = {a}, o je relacijski znak duzine 1. Iz pretpostavke, da za ma
koji element a iz 4 vredi ekvivalencija,
) ofa) <> offfa))
dokazati da vredi:
@) (Yx€A)ox)<— (Y yEB)ofy), (i) (3IxEA)ofx)<>(3yEB)afy)
Resenje. Dokaz tvrdjenja (i) glasi
(1) ofx) <> offfx)), gde je x (Pretpostavka)

proizvolian element iz A

2) (Y xEA)afx)« (VY xE A)afflx)) (Saglasnost < sa univerzalnim kvanto-
rom)

) Umesto o4 =ofay, -y 8 ) > BE oAf(ay), ..., f(a,))) pisemo krace:
oy, .y 2) <> Alf@y), .., £a,)).
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BB) (VxEA)ox)<— (VY- yEB)afy) (Jer, zbog pretpostavke da je f preslika-
vanje na, viedi ekvivalencija

(Vx€EA)dfix)) = (VyEB)oy)
— videti zadatak 37).

Sliéno se dokazuje 1 ekvi?alehcija (). :
41. Produzetak prethodhog zadatka. Neka je F proizvoljna z atvore n a formu-
la) na jeziku L. Dokazati da iz uslova () proizilazi ekvivalencija
AEF < BEF, ,
odnosno da su, i tako se kaze, strukture o% , B elementarno ekvivalentme. 7
42. Neka su -1, 7B strukture na jeziku L ineka za svaku njihovu relaciju « (du-
zine n) vredi ekvivalencija
(&) ofay, ..., an)<_’ offfay), .., f(an/) (ay, .., a, €4)
Pretpostavimo jo§ da je f.; A = B preslikavanje naTada suct; /.B.elementamo ekvi-
valentne, tj. za svaku zatvorenu formulu ¥ (na jeziku L ) vredi
A EF<«> BEF
Dokazati.
43. Produietak prethodnog zadatka. Dokazati da, uz uslov prethodnog zadatka, sva-
ka predikatska formula F(x,, ..., x ) — x;, ..., x_ su slobodne promenljive — za-
dovoljava ekvivalenciju 5
F(a,, ..., am}HF(ﬁaI}, f(am)} (@ o EA)

Primedba. Ukoliko jezik L sadrzi i zmak = koji se u obema strukturama tumaci
kao jednakosf, zahtev da je f preslikavanje na i uslov (%) povlace da je f uzajamno
jednoznagno preslikavanje koje ,,éuva” elementame formule. U takvom slucaju se
kaze i da su strukture o7, B izomorfne — f je jedan izomorfizam. Tada se tvrdje-
nje zadatka 42 iskazuje kratko: '

Izomorfne strukture su elementarno ekvivalentne.
44. Neka je A neka struktura i ~ njena kongruencija. Dokazati ispravnost defini-
cija operacija i relacija sa klasama izlozenih u uvodnom tekstu.
Uputstvo. Uo&imo operaciju # i relaciju a (obe, recimo, duzine 2). Operacija % i re-
lacija « uvode se na ovaj nac¢in s
@ €, 56, g Cis @) @ ac, ek
Prema skupovnim definicijama operacije i relacije (setimo se: to su preslikavanja
skupa $? u skup S, odnosnou { T, L} — u ovom slucaju S je A /~), dosta je do-
kazati da svakim dvema klasama C,, C, odgovara tacno jedna treca klasa — rezul-

tat primene operacije ;, odnosno taéno jedan element T , L — u sludaju dokaza
ispravnosti definicije (ii). Tako, definicija (i) je ispravna, jer:
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(HEC= C. G=C (Pretpostavka) :
@fdate = bied (Jer vredi: x ~y < G =C,)
B) axb~cxd (Posto je ~ saglasna sa %)

@) Cop=Crd
odnosno, jednakim dvojkama | C, Cp), {Cc’ Cyl odgovaraju jednake klase C =
Cl»g- koje su, prema definiciji (i) uzete kao rezultat primene operacije % redom na
uocene dvojke.
Slicno, zbog saglasnosti relacije ~ sa a, iz pretpostavki C,=C Cb C sledi:
2ab <= cad, paje i definicija (ii) ispravna.
Primedba. Kako vredi ekvivalencija_ :

= a~bh = C(Z = Cb’
to je relacija sa klasama koja odgovara relaciji ~, u stvari, jednakost.

45. Data je struktura =4 = (A, #, o, =),gde je A = {g, b, ¢, d, e }a *, o, = su odre-
djene tablicama

iz Wb ere aabcdé =la b ¢ d e (Pazite, relacija = o-
Gy & @ 2 af @ T all e ko ¢igledno nije jedna-
e o @ e dls Jplinar FO BT T kost)
le Wl ed e P T T - el pmln

il e o fy @ LT T e T

ele d e b a e |1 | ] edl| I TR

1 skup formula G- =
(YN xy)(x=y=>axy)) (YN xyxty=ytx, (3Ix)Yy axxty)
Dalje, neka su Ax = aksiome jednakosti koje se odnose na jezik: =, %, a, tj. to su
formule

| Eer segiepesy X=YyAy=z=>x=z

XSyAu=yv=xtu=yty, x=y Au=v=(oxu)=ay, v)

(i) Dokazati da je struktura -4 model skupa Ax =, odnosno da je relacija = kong-
ruencga‘) operacije % i relacije a. Obrazovati odgovarajuéu koli¢ni¢ku strukturu

/=
(ii) Dokazati da je o7 model skupa G
(iii) Koli¢nicka struktura =7 /= je jednakosni model skupa J . Dokazati.

Resenje. (i) Iz tablice relacije =, koja je o¢igledno razlozena na blokove, neposred:

) Svaka relacija ekvivalencije je i sama sebi kongruencija, 3to se neposredno dokazuje. To do-
pusta da se (i) mozZe iskazati u obliku: D okazati da je relacija = kong-
ruencija strukture o4
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no se zakljucuje daje to relacija ekvivalencije ¢ije su klase: C, = {a b, c}, = {del.
Dalie, tablice operacije * i relacije a razlozene su takodje na blokove (u odnosu na‘
iste klase), pa je otuda = njihova kongruencija. Tablice odgovarajuée operacije * i re-
lacija @, = sa klasama (zadrzali smo iste oznake) izgledaju:

sl @ G o | € G =| ¢, G (Relacja=
7 je sada jed-
Gl G G4 CHiEE ke
: nakost)
Gl € G Gl Calill

(i) Da bismo dokazali da je struktura —+ model prve formule, dosta je dokazati da
implikacija

x=y=aoxy)
ima vrednost T za svaki x, y iz skupa {a, b, ¢, d, e } . Medjutim, premisa x =y
ima vrednost T u slucaju kada x, y pripacaju istoj klasi. Prema tablici relacije a, u
tom slucaju i zakljuak afx, y) takodje ima vrednost T .

U vezi sa drugom formulom primetimo najpre da operacija * nije komutativna,
jer na primer b * c je @, dok ¢ * b je b. Medjutim, @ i b pripadaju istoj klasi ekvi-
valencije. Sli¢no vredi i u opstem slucaju: ,

Ako x* y jeu, y ¥ xjev, ondasuu,viziste klase,
§to, u stvari, znaci da je 4 model formule (V x, y)x %y =y % x.
Najzad, za postojeéi x, u vezi sa treéom formulom, dosta je izabrati neki od eleme-
nata a, b, ¢, jer, prema tablici relacije a, ti elementi su u relaciji sa svakim elemen-
tom skupa 4.
(iii) Kako za relacije i operacije sa klasama vredi

GGyt =) o/C,, Cy) Selaley)E GG E e

to, posve sliéno kao u zadatku 38, zaklju€ujemo

(C =C) = ofCy, C)) < (x =y = afx, ¥))
a odatle
(VX y€EA)(C, =Cy=a(C, Cl)<> (N x,yEA)(x =y =l Y))
Najzad, koristeéi valjanu formulu (V x) offix)) <= (N f{x)) p(f(x)),
dobijamo ekvivalenciju
(YACEIC e Al (ER=Re = io((C RCRea (et s AUl basnialoan))
Drugim re¢ima, dokazana je ekvivalencija
= (Y Xyl (x=y=axy)) <> ARV ) (x=y=axy)
na osnovu koje zakljucujemo da ai’/zjeste model formule (V x, y) (x = y=a(x,y)).
Sliéno se, u vezi sa drugom i tre¢om formulom, dokazuju ekvivalencije
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aﬂl/zl:/Vx,y)xﬁy=yﬁ‘x —— E(V x,yp)x%y=y«x,
oi/zh(ax}(Vy)a/x,xﬁy)Hmz E(3x)(Y y)afx, x%y)

na osnovu kojih sledi zakljuc¢ak da A _Jeste model i tih dveju formula. Primeti-
mo jos da je model 012/_ jednakosni, budum da je relacija = u tom slu¢aju jedna-
kost.
46. Neka je & skup izvesnih formila na jeziku L koji sadrzi i znak =, i Ax= neka
su aksiome jednakosti koje se odnose na taj jezik. Dokazati:
Struktura L na jeziku L je model skupova G, Ax= akko kolicnicka struk-
tura —1/= je jednakosni model skupa < .
47. Neka je g skup formula
avxa=c¢, a*b=a axc=bh,
() bxa=b, b b=b b¥c=g
cwg=a c*b=e¢ c*c=c
i # proizvoljan term obrazovan od znakova konstanata a, b, ¢ i operacijskog znaka
. Dokazati da vazi:
(1) (Z;J?Zt:a i G S /1—7
Resenje. Dokaz izvodimo mdukcg om po broju d — broju znakova * u termu

Slucaj d = 0.Tada je ¢ term a ili b ili ¢.Na osnovu aksiome x = x zaklju¢ujemo da
vazi:

({a=a A «’/{la.b=b Qi CEe—¢

1

Slucaj d >> (0. UoCimo term ¢ koji ima n Operacijskih znakova i pretpostavimo da
je tvrdjenje zadatka dokazano za sve terme kod kojih je taj broj manji od n. Tada
je 7 oblika (#"# ¢'), i pri tome oba terma ¢ ¢ " ispunjavaju uslov d < n. Korisée—
njem indukcijske hipoteze zakljuGujemo

@) Gri-o @i Ged=p i Crid=c

(3] Cl = i e i i Cl=¢"=

3) ,42 a i ,;g b i Jx:/t c

Iz (2) i (3) neposredno sledi da je dokazana bar jedna od ovih devet recenica
4) ( Ef=at" =8 (o, B pripadaju skupu {a, b, c}).

Dalje, prema prav11u (S,,) tacne su i recenice

) t'=0 t"=B F(t'%t")=(a%p) (o BE {a, b, c})

iz (4) i (5) zakljuGujemo da je tacna bar jedna od recenica
(©) (Gri=(wxp) (e {abc}).

Najzad, prema formulama (/',’ nije tesko uociti da vredi
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M Gs@xp=a i Gresp=b i GE@=p=c

Iz (6) i (7) neposredno sledi tvrdjenje (1) primenom pravila (T).

Primedba. Primetimo da se za jednakosti é,’ iz prethodnog zadatka moze reé¢i da
su nastale ,,posmatranjem’ navedene tablice. Tvrdjenje zadatka

je tada u vezi sa Cinjenicom da svaki izraz grupoida ima odre- ¢
djenu vrednost, i to tadno jédnu (zadatak 14). U skladu sa b b
tim u disjunkeiji (1) uvek vazi tatno jedan njen ¢lan. el a

o o N
o 8 o

48. Dokazati: ¢t a=(a*a) *a, x*y=y*kx ri,a#((aﬁa)ﬁtz)=ai‘ra
Dokaz. ‘

ax{(a* a)a)=a(aa) (Prema pretpostavci a % a = (a* a) ** a)
= (a* a) *a (Koris¢enjem zakona x* y = y = x, uz za-
mene x> a, ¥ (a* a))
=ag*a (Na osnovu ¢ % a = (a* a) * a)

49. Dokazati da iz formulaa® a=b, a*b=a b* a =a, b¥* b =D proizilaze
sve formule oblika
xwy=sywx, (xwy)rz=xx%(y*z)

gde x,»,2€ {q b} ‘
Uputstvo. Dokazati da svaka dva terma oblika x % y, y % x odnosno oblika (x * y) %z,
X ¥ (p % z) imaju jednake vrednosti.

Recimo, a % b =a, b * a =a, pastogaa * b = b* a Slino, posto su posledice je-
dnakosti: :

(b* a)*b=a%b=aq b¥*(axb)=b*a=a

to je posledica i: (b % a) % b = b (aﬁ‘ b).

Napomena. Tvrdjenje prethodnog zadatka moze se i ovako iskazati: * ab
Gmupoid odredjen navedenom tablicom je komutativan i asocijativan. a a
50. Dokazati da iz formulaa* a=b, a* b=a b*a=a bxb=b b a b

ne proizlaze sve formule oblika

XWX =Xx (x je a ili-&)
odnosno dokazati da grupoid % | a b ne zadovoljava zakon x ¥ x = X.
Resenje. Razlog je sto 4 bia

a w g ima vrednost b, b “ b

51. Dokazati da dati grupoid zadovo-

ljava svaki algebarski zakon oblika 29 on b
al aa
oy=la b a a

gde su #;, 1, proizvoljni izrazi obrazovani od izvesnih promenljivih, znakova konsta-
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nata g, b i operacijskog znaka .
52. Dokazati da svaki grupoid sa dva elementa zadovoljava zakon
((x% x) xx)¥ex =x%x

Resenje. Oznaéimo elemente grupoida sa @, b. Da bi prethodni zakon vazio, dosta
je da vaze ove dve jednakosti .
(1) ((a*a)*a)*a=axa ((bxb)*b)%b=">b%xb.
Kako je * proizvoljna operacija skupa {a, b }. to u dokazu prve jednakosti razliku-
jemo dva slucaja
i awa=a (i) a%xa=h.
U prvom se neposredno zakljucuje da oba izraza
2) ((a*a) *a)x a, ata
imaju vrednost ¢, a u drugom razlikujemo dva podsludaja

(ii’) b* a=agq, (i) b*a=b
Ako b* g = a, onda imamo ovakvo ,racunanje”

((a* a) *a) *a=(b*a)®a=a*a=b, a¥a=bh,
pa termi (2) imaju oba vrednost p, Sli€no, ako p # g = p, imamo:

((a+a)+*a)a=(b*a)ca=b¥*a=b a*a=bh
Znati, vrednosti terma (2) su opet iste. Time je dokazana prva od jednakosti (1).
Dokaz druge izvodi se slinim rasudjivanjem.
53. Neka su 1, t,, t; dogovome oznake redom za izraze

(a*b), (btc) (c*a)

i neka je o skup jednakosti

L =i, B2 T 2 Lieata=ity,
L ofly =h, LI b =i, i 45 iy = 151
I3 W by = 13, Iaw h =1, I3 %13 = 0,
Primetimo da su te jednakosti takve kao da su ispisane t L

na osnovu date tablice.
Uoc¢imo dalje, ma koji izraz f{1,, ¢,, t;) sagradjen t 5 e

pOmoCuU £y, t;, 13 i %. Skup T svih takvih izraza podro-  ¢| ¢ ¢ g

bno se opisuje definiciiom:

(i) t4, ty, t; pripadaju7,

(ii) Ako su u, v iz skupa 7T, onda (u # v) takodje pripada T.

(iii) Elementi skupa T dobijaju se jedino konaénom primenom pravila (i) i (ii).

Clanovi skupa T su na primer: (a % b), (a % b) % (bt ¢), ((a % b) % (b # c))%(c*a)

ali nisu: (a % b) %a, (bt c)+% (b*a) isl.



212 XIII Jo§ o jednakosti

Dokazati:
.Csl;f(tl,fz,tg,} = ili C_S:_;f(fl, 5, t3)=t2 ili CS[__ﬂtl, L, Z.3}=Z‘3
: 7

Uputstvo. Zadatak je sliéan zada"cku 47. Shvatajuéi f{t,, &, t3) kao izraz po slovi
ma t;, t, t3,onda takvom izrazu odgovara broj d — broj znakova » koji ne ucest-,
VUju U £y, f,, t3. Dokaz dalje tece indukcijom po d.
54. Produzetak prethodnog zadatka. Neka je A neki skup izraza obrazova.m'h od
i izvesnih znakova konstanata, a < neka je skup jednakosti oblika

; res=t,
gde su 7, s, ¢ ¢lanovi skupa A i pri tome svakoj dvojci (7, s) odgovara tacno jedan
t. Dokazati da za svaki izraz f{t, ..
di

% k) sagradjen od * i izraza 4, ..., 2 iz A vre-

(Za neki izraz riz A) =Tl oo G S &

Napomena. -J i sli¢ne skupove nazivaéemo skoro—tablice. Takve skupove formu-
la prikazujemo crtezimasastavljenim od ovakvih delova (videti naredni zadatak)

55. Data je skoro—tablica 3

el il e G

awb| dwb cta BEe

bﬁcl' c*a b¥*c axb

cxa, bec anxb c¢*xa
tj. skup jednakosti uoden u zadatku 53. Dokazati da nijedna od jednakosti
(1) avb=b%c¢ avb=cwag bhc=c%a
nije posledica jednakosti 3.
Uputstvo: Preslikavanije ¢: ;

w:(ﬁ a b C)
o Ji 2, 3

erII 2 3
1 ’I 3 2
2 ) DLl
312 1 3
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jeste jedan model skoro—tablice &5 , odnosno tim preslikavanjem sve jednakosti

iz & se prevode u tacne jednakosti. Medjutim, ¢ nije model nijedne od jednako-

sti (1) jer

ola % b) =pla) %y o(b) = 1 %y 2 =2, ofb % c) = gfb) & o(c) =2 %y 3=1
Ylcxa)=y¢lc) Hypla) = 3% 1=2

a 1, 2, 3 su medjusobno razliciti elementi.

Napomena. Radi bolje odredjenosti, u smislu §ta emu odgovara, uopste je podesno da se
model izvesnih (predikatskih) formula, G sivati kao svojevrsno preslikavanje. Likovi takvog
preslikavanja su Clanovi jezika tih formula, tj. znaci konstanata, operacijski i relacijski znaci,
a slike su odgovarajuéi interpreti (vrednosti) u okviru odabranog skupa M. Naravno, takvo pre-
slikavanje je model upravo u slu€aju ako se formle iz C_}’ prevode u taéne iskaze o Clanovi-
ma skupa M

U vezi sa reCenim pomenimo takodje da je i u sluaju, na primer, sistema linearnih jedna-
¢ina po izvesnim nepoznatim X, J), Z, ... podesno kao refenje smatrati izvesno preslikavanje ob-
lika :

( x Y ' z
& et )
Cije slike zadovoljavaju taj sistem. Na takav nacin je tacno utvrdjeno $ta kojoj nepoznatoj od-
govara.
56. Opisati sve normalne modele formula <

ata=b, avxb=a
©) bra=a  btb=b
gde su g, b znaci konstanata, a % operacijski znak.
Regenje. Neka je M ma koji neprazan skup. U skladu sa napomenom iz prethodnog
zadatka, model sa skupom M kao nosiocem jeste svako preslikavanje ¢ oblika

= (‘ﬁf a b )

M M Oy
gde je % binarna operacija skupa M, @y 1 by, su dva Clana istog skupa, uz uslov da
vaze jednakosti

(©S)
Y VIV VER VI VRS VY
Kao sto se vidi tim jednakostima se izrazavaju veze jedino izmedju elemenata
4y by — 2za ostale elemente skupa M, ako ih on uopste ima, ne traze se nikakvi
uslovi. Na osnovu te okolnosti lako se opisuju svi normalni modeli datih formula.
Modele tih formula delimo u dve vrste prema tome da li su ay;, by dva razlicita
i dva jednaka elementa skupa M.

Neka je, dakle, M neki neprazan skup. U skupu M izaberimo dva razlicita ele-
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menta a,, bM, i operaciju =y definisimo tako da ostane sacduvana tablica

a b

M

M M
ay ])M Ay 5
by! ay by

tj. jednakosti (» S) Radi toga je pri definisanju x *y V> za X, y € M, dovoljno
rezultat izabrati prema tablici ukoliko x, y € { ay by }, a u protivnom slu&aju.tj.
_kad je najmanje jedan od x i y izvan skupa {aM, by }za rezultat se moze uzeti ma
koji element skupa M. :

Tako se opisuj modeli prve vrste. Modeli druge vrste odlikuju se time §to za njih
vazi ijedﬁ_akost a = b. Neka je, recimo, M neki neprazan skup. Izaberimo u njemu je-
dan element u oznaci ayy»> @ operaciju ¥, definisimo tako da vazi jednakost a, Sy
= ay, jer jednakosti (p S) se pod pretpostavkom ay = by ,,§teiu” na tu jednakost.

= g b
o )
w a
jeste normalni model formula(S).
Nije tesko uvideti da navedeni opis obuhvata sve normalne modele skupa (S).

Tada preslikavanije

57. Opisati sve nommalne modele date skoro—tablice

@ =hebic (ii) _gi abc (i) e b e
ara pic aja b c . alic biic
blb a c bibc a bbb b
clicilclie cicab cha bia
58. Opisati sve normalne modele date skoro—tablice
@ = e boavh bra (@) wle B ah e
2iiiia b axh bra gs b a b
bESEND b axb  b=a b a b a*b bxa
s b e Sy b b a%p | b a a b
b¥*a : a a b b bxa | b b b a
59.Nekaje T = {g, b} i & skup formula:
Xtx =x, Xk y=p*x, (x % y)tz =x% (y= z)

OznaCimo sa T skup svih terma po @, b, %, a sa G II‘ skup svih formula oblika
LW St, LY L SRy, (0% b))ty =ty% (B t3) (4, L, t3€T)

nastalih iz & zanenjivanjem promenljivih na sve mogucée na¢ine elementima 7. U
vezi sa svakim termom ¢ sa S(#) oznaimo skup njegovih znakova konstanata. Reci-
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mo: S(a)={a}, Sfa*b)={a b}.
(i) Dokazati:
Ako S(#) = {a} onda glr l?t=a

Ako S(z) = {b} onda Flp = r=b
Ako S(t) = {a,b} onda gir\ |—7t=aﬁb

(ii) Dokazati obrate prethodnih implikacija.

Resenje. (i) Neka je ¢ recimo term (a % @) % a&iji S(¢) je {a} Dvaput primenjujuci
jednakost oblika ¢ % ¢ = ¢ dobijamo (a * a) a = a # a = a. Na slican nacin se uop-
ste mozZe dokazati za sve terme ¢ za koje S(z) = {a} vredi jednakost ¢ = g, kao jed-
nakosna posledica formula g’lF. Medjutim, strogi dokazi navedenih implikacija
mogu se izvesti indukcijorn po d(?) — broju znakova # prisutnih u termu ¢ Recimo,
jedan takav dokaz trec¢e implikacije glasi:

Pretpostavimo da S(z) = {g,b}, tada d > L :
Slucaj d = 1: Term ¢ je jednog od oblika a % b, b* a. Kako obe jednakosti a % b
=q% b, b*a=a% b, slede iz glp (prva je stucaj aksiome x = x, a druga se do-
bija iz komutativnog zakona x % y =y % x, tj. druga je ¢lan skupa ' g’lr), to je
dokaz u ovom sluc¢aju zavrsen.

Slucaj d > 1: Pretpostavimo da ¢ ima n znakova % i da je za sve terme sa manje od
n tih znakova treéa implikacija tacna. Term ¢ je oblika (7’ # ¢”), a za skupove S(?’),
S(t”), zbog pretpostavke S(z) = { a,b}, moze nastupiti ukupno 7 skucajeva:

BN g 2 el ells bl (el 7 el

35 o s & el Bl TP il Ja)

U svakom od njih primenjuju se prve dve implikacije (za koje pretpostavljamo da su
dokazane) ili indukcijska hipoteza. :
Razmotrimo, na primer, prva dva slucaja.

1° AkoS(t’) = {a}, S(t”) = {b}, onda koriséenjem prve i druge implikacije zaklju-
cujemo
G =t =a Fir b

Primenom pravila (S,,) odatle izvodimo

gll‘ I?/v[’{:ztn=aﬁ' b, odnosno glp Et=aﬁb.
2° AkoS(t’) = {a},S(t”) = {a,b}, onda koriséenjem prve implikacije i indukeijs-
ke hipoteze dobijamo 7

gfr ';-f’=d, glp i—7t"=a‘ﬁ? b,

odakle, primenom pravila (S,,) izvodimo
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(1) g"lr Et'wt”=a%(a%b), odnosno glr Eft=a%(a*a)

Zbog asocijativnog i zakona x % x = x, skupu g] r pripadaju jednakosti

@) a%(ax b)=(a*a)%b, a*a=a
Iz (1) i (2) primenom pravila (S,,) i (7') zakljucujemo
g’r‘ IT t=a b :

Sli¢no se razmatraju i preostali sluGajevi.
(i) Dokazane implikacije (i) su, u stvari, poseban sludaj ove implikacije.

@)  AkoS(t,)=S(n) onda FIp 1 =1

koja neposredno sledi na osnovu njih. Radi dokaza tvrdjenja (ii) dokazujemo ob-
rat implikacije (3).
Za to je dovoljno dokazati da nijedna od jednakosti
(4) | a=b, a=axpb, b=axbh :
nije posledica skupa gklI“ Razlog je sto svaka jednakost ¢, = 5 iz skupa G T
zadovoljava uslov istoslovnosti, odnosno uslov: S(z,) =S(t,) i sto pravila (S). (T),
(Sy) cuvaju istoslovnost. Recimo, ako S(z,) =S(z;), S(t, ) =S(t; ), onda

S(tyx 1) =8(t,)V S(t;)=S(t1) YV S(8)=S(t{* 1)

odnosno pravilo (S,,) Cuva istoslovnost. Medjutim, ni za jednu od jednakosti (4) us-
lov istoslovnosti nije ispunjen.

Dokaz implikacije

G)  Ako Fp =ei=5, onda: S(n)=Sf)

a samim tim i obrata implikacija (i), izvodi se sada neposredno metodom svodjenja
na protivure¢nost.

[staknimo da je uopste u vezi sa nekim skupom jednakosti oblika glr najteze
pitanje da li neka jednakost 7, = #, jeste ili nije jednakosna posledica tog skupa.
To je tzv. problem reci. Na osnovu tvrdjenja (3) i (5) neposredno sledi ekvivalenci-
ja
(©) Fp kti=t, akko  S(1,)=S(s)
prema kojoj se problem re¢i u ovom zadatku svodi na proveravanje da li su skupovi
S(t,), S(t, ) jednaki. To se lako ustanovljava buduci da se radi o konacnim skupovi-

ma. Drugacije receno, problem re¢i je odluciv, §to inaCe nije Cest slucaj.

60. Produzetak prethodnog zadatka. U skupu 7 uoc¢imo (izrazovsku) operaciju

= def
Ly % b = (t % b))

iu grupoidu (7, %) relaciju ~ uvedenu ovako
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b~ 1 akkol G Sh= 1

Dokazati:
(i) ~ je kongruencija grupoida (7, %),
(ii) Koli¢nicki grupoid (7T, %)/~ zadovoljava zakone

Tt =0 ey S s eddy)fieze= e fipiiaz)
(iii) Koli€nicka struktura ima upravo tri elementa: Ca, Cb, C(a % b)
Resenje. (i) Vredi 7 ~ ¢, jer formula ¢ = ¢ je aksioma pa vazi g’l‘ F ¢ = t. Dalje,
ako vazi t; ~ t, odnosno gll" F t; = 1, to postoji odgovaraju¢i dokaz formule
t; = t,. Produzujuéi taj dokaz ¢lanomt, =t3, koji po pravilu (S) sledi iz ¢lana
t; = b, dobijamo jedan dokaz formule #, = 4, . vazi

glp Eh =t

pa vaziit, ~ t;. Time je dokazana simetricnost relacije ~. Slicno se dokazuje tra-

nzitivnost, kao i saglasnost sa operacijom *.
(ii) Treba dokazati jednakosti

C#C=C, CuC=CaCy, (CC)=C=CH(CH Cy)

gde su 7, s, ¢ ma koji elementi skupa 7 a % je operacija koli¢nicke strukture. Re-
cimo, jedan dokaz treée jednakosti glasi: Kako
(C5C) 2Ct=Clrang) ® Cr=Clrng) ey
i kako
G = (Cs ﬁctjzcrﬁc(sﬁ t) = Crefs ut)

to koristeci jos i

(recs)st~r(s+t)
zaklju€ujemo da zaista vazi treéa navedena jednakost. Potpuno sli¢no se dokazuju
i prve dve jednakosti. :

(iif) Na osnovu implikacija (i) dokazanih u prethodnom zadatku neposredno se zak-
ljuCuje da za svaki term ¢ vazi

t~a i t~b i t~(a%b)
odnosno da u odnosu na relaciju ~ postoje najvise tri klase: CriCy; C(a b}

Medjutim, ponovo prema prethodnom zadatku, broj klasa je upravo tri, jer su a, b,
(a * b) medjusobno neekvivalentni (buduéi da nijedna od formula a = b, a=(a * b),
b =(a # b) nije posledica formula glr).

Evo i tablice koli¢nicke strukture (T, %)/~
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= G | Ch C(a % b)
o G C(afk b) : C(a'»‘zb)
Cp Ca +b) G Claxb)
Yar b) | Yaxb) Clasb) Claxb)

Recimo: C, * C, = C,, jer uopste vredi C; % C; = C,, Dalje, C ¥ Cla+ b)

= Cipe (= b)) = Saw b) 1S

Primedba. Koli¢nicka struktura (T, %)/~ naziva se slobodna algebra Klase zakona
X% xX=%, Xxky=pwx, (xskxy)iz=x%(yskz)

generisana skupom I' = {¢,b }. Na sli¢an nalin se uopste definise slobodna algebra
Kase & izvesnih algebarskih zakona, odnosno jednakosti oblika #; =%, (7, %, ter-
mi) generisana datim skupom I':

P rv o, uotimo skup svih znakova konstanata koje uéestvuju u zakonima G
Uniju tog skupa sa I' nazivamo skup A. D ru g o, sa T oznaCimo skup svih izraza
gradjenih od ¢lanova skupa A i operacijskih znakova koji se pojavljuju u zakonima
& . Dalje s& glr ozna¢imo skup svih formula nastalih iz formula 7; = 7, skupa
& zamenjivanjem promenljivih Elanovima skupa 7, na sve moguée nacine. T r e-
¢ e, u skupu 7" uocimo relaciju ~:

iy~ t, akko Glp f?;z‘1=tg
To je, u opstem slucaju, relacija ekvivalencije saglasna sa ma kojim operacijskim
znakom f iz ‘T | sto znaci da vazi implikacija
(560 S Ry =2 B A o i e Sl i T el )l S TT550 S oty 8.
Ce tvrto,algebarska struktura ¢iji su elementi klase ekvivalencije po ~ i za ko-
ju je, u vezi sa svakim pomenutim operacijskim znakom") f; izmedju klasa definisa-

na operacija f dogovorom

P G =G 1)

naziva se slobodna algebra klase G nad skupom T'. Ta struktura, sto se lako doka-
zuje na osnovu njene definicije, zadovoljava zakone G . Osnovni problem u vezi sa
odredjivanjem slobodne algebre je pitanje kako za ma koja dva terma 7, i &, odluci-
ti da li su ekvivalentni. Problem postojanja takvog algoritma se naziva problem re-
ci.
ma konstanata uGestvujuéim u & u slobodnoj strukturi se dodeljuje klasa ekvivalenci-

je tih konstanata. I to su nularne operacije slobodne strukture.
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61. Odrediti slobodnu algebru klase zakona
X*x=x, x¥p=prx (x&y)kz=x%7(ykz)
nad skupom T ={‘Zi [iET}. ‘
62. Odrediti slobodnu algebru klase zakona: (x % y) *z =x % (y & z), tj. slobod-
nu semigrupu, generisanu skupom I' = {g, b, c }.
Uputstvo. Posledica asocijativnog zakona je:
i1 ~ b, akko 7, f, se {mozda) razlikuju jedino u rasporedu zagrada.
63. Obrazovati slobodnu strukturu klase zakona &
(x-y)-z= x-(y-z), a.a=a, b-b=b, (a-b)-a=b-(a-b) (a,b znaci konstanata)
generisanu skupom I' ={g,b} .
Resenje. U skupu 7 svih izraza gradjenih sa @, b i operacijskim znakom - uogimo
relaciju ~: '
tl =% f2 a}(ko g[r ;tl =t2
gde je gll‘ skup svih formula nastalih iz formula skupa G svim moguéim zamena-
ma X, y, z Clanovima skupa 7.Na osnovu prisutnosti asocijativinog zakona, za ma ko-
ji term £, zakljuCujemo da je ekvivalentan sa svakim drugim nastalim iz njega nekim
prerasporedjivanjem zagrada. Tako: ‘
(a-b)-(a-(b-a)) ~(a-((b-a)-b))-a 5
U skladu sa tim ma koji term je ekvivalentan sa nekim termom oblika
oy, 01 0y, (0q- 0p)- a3, ((arr 0)- a3)-as - (o jeaili b)
koje cemo krace oznaCavati bez upotrebe znakova zagrada i operacijskog znaka. Recimo:
(a-b)-(a-(b-a))~ababa, (b-a)- (a-a)~baa isl
Korsteci dalje jednakosti @-a =a, b- b = b lako je zakljuciti da je ma koji term
ekvivalentan sa nekim termom oblika
i, @ 0, O 0 O3, ... (a; je ailib)
I pri tome su oy i 0y , & i @z, ... medjusobno razliciti.
Tako
abbaaab ~ abab, aababb ~ abab
Do sada nismo pominjali zakon (@- b)- a=b- (a- b), odnosno aba = bab. Koristeéi i
taj zakon, indukcijom prema duzini terma, lako se izvodi sledeéi zakljucak
(0) Svaki term t ekvivalentan je sa jednim od terma: a, b, ab, ba, aba
Pored zakljucka stoji slovo 0 — prvo slovo reéi svodjenje, jer je problem odredji-
vanja slobodne strukture (tj. problem ekvivalentnosti terma) sveden na problem ekvi-
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valentnosti pet navedenih terma, za koje éemo koristiti i naziv naznaceni. Pokazu-
jemo jedan, inae po prirodi vilo opsti, postupak kojim se problem moze resiti.
Skup naznaéenih oznagimo sa 4, dakle:
A ={a, b, ab, ba, aba}
Neka su ¢, & ma koji elementi skupa 4. Na temelju tvrdjenja (o) term (7; - %, )
ekvivalentan je sa jednim od ¢lanova skupa 4. Recimo:
(a-a) ~a  (ab- ba} ~aba, (aba - ab)~ aba
Drugim re¢ima, jednakosti
(a-a)=a ab- ba=aba, aba- ab =aba
jesu posledice formula G - Uopste, sa ¢, oznacimo jedan od naznagenih koji
je ekvivalentan sa (#; - ;). Dalje, sa = oznagimo skup svih jednakosti oblika
(ty - ty) =ty To je jedna skoro—tablica skupa A. Graficki je prikazimo crtezom

I b a-b hoa fa-bl-a

a } a a-b a-b (a-b)-a (a-b)-a

b | b-a b (a-b)-a b.a (a-b)- a

€Y a-b : (a-b)a a-b (a-b).a (a-b)-a (a-b)-a
b-a ; b-a (a-b)-a (a-b)-a (a-b)a (a-b)-a
(a-b)-ay (a-b):a (a-b)a (a-b)-a (a-b)-a (a-b)-a

U vezi sa popunjavanjem te tablice istaknimo sledeée. Kako ve¢ rekosmo, za svaka
dva t;, t, € A u istom skupu postoji najmanje jedan term 7y, takav da f; - &

~ ty, . Pri popunjavanju tablice uzimamo po jedan takav ¢y, . U stvari, ukoliko su
¢lanovi skupa 4, odnosno naznaZeni medjusobno neekvivalentni, tada postoji ta-
¢no jedna opisana skoro’tablica. Medjutim, nama je upravo to nepoznato, ali ipak
na temeljuzaklju¢ka(o) mozemo obrazovati bar jednu skoro—tablicu S .

Dobijena skoro—tablica 3 se, kao §to ¢emo ubrzo uvideti, moze upotrebiti za
raspravljanje pitanja ekvivalentnosti, odnosno problema re¢i. Najpre svakom od na-
znadenih izraza a; b,a- b, b- a, (a- b)- a dodelimo po jedan elenent, ,,jednu zame-
nu”, recimo po redu 4, B, C, D, E. U skupu {4, B, C, D, E } definisimo potom o-
peraciju e na sledeé¢i nacin. Neka su X, Y ma koja dva elementa tog skupa i neka su
x, y njima odgovarajuéi naznaceni izrazi. Tada za X @Y uzimamo onaj Clan skupa
{4, B, C, D, E }koji je zanena izraza x - y, odnosno njemu odgovarajuceg po sko-
ro—tablici <) . Recimo, prema tom dogovoru imamo

CceD =zamenaza (a-b)- (b- a) =zamenaza (a-b)-a=FE

Na takav nadin dolazi se do ove tablice &
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Slobodnije receno, ta tablica nastaje iz ako se ¢lanovi skupa {g, b, a- b, b-aq,
(a-b)-a} zamene svojim slikama u odnosu na preslikavanie

a b a-b b-a (a-b)-a )
(A B @ D E

Tako smo u vezi sa skoro—tablicom < napravili jednu matemati¢ku strukturu,
odnosno grupoid. Elementi C, D, E su zamene slozenih izrazaa- b, b- a, (a-b)-a
U vezi sa svakim uo¢imo po odgovarajuéu jednakost medju 4, B, C, D, E. Tako, C
je zamena izraza ¢ - b, a slovima a, b odgovaraju 4, B. Otuda u vezi sa C uoGava-
mo jednakost C = A B. Sli¢no u vezi saDi E imamo jednakosti D =Be A, E
= (A®B)eA. Skup tih triju jednakosti oznadimo sa 7 .
U cobijenom grupoidu dogovorno njegove elemente 4, B smatrajmo kao dve
nulamne operacije. Dobijenu strukturu nazivamo resavajuca struktura i takodje
je oznacavamo sa S.Ta struktura moze zadovoljiti polazne zakone G-
(x-y).z=x-(y-z), a-a=a, b-b="b, (a-b)-a=b-(a-b)
smatrajuci da se znaci konstanata g, b tumade kao navedene nularne operacije re-
dom A,B i da se operacijski znak - tumadi kao operacija @, Kao §to ¢emo ubrzo
uvideti to je pitanje povezano sa problemom koji resavamo. Naime vazi sledeéi
stav (o resavajuéoj strukturi):
Naznaceni izrazi a, b,a-b, b-a, (a- b)- a su medjusobno neekvivalentni ako
i amo ako resavajuéa struktura zadovoljava zakone g, kao i jednakosti 2
(odnosno ,,pamti porekio svojih clanova”).
Pretpostavimo da je stav dokazan i pogledajmo kako se koristi za raspravljanje pi-
tanja ekvivalentnosti. Na osnovu tog stava naznadeni izrazi su neekvivalentni akko
re$avajuca struktuya -5 zadovoljava zakone i jednakosti /£

Provera jednakosti 7 :
Kako 4eB =C, prema tablici § , to jednakost:C = 4 ®B vazi. Sli¢no vazi i je--
dnakost D =B ® 4. Dalje:
(AeB)®4 =CeA  (Prema tablici (2))
=F (Prema tablici (2) )
pa vazi i jednakost £ = (A® B) e A.



200 XIII Jos o jednakosti

Provera zakona & . :
Treba ispitati da li za sve elemente x, y, z skupa {4, B, C, D, F }vaze jednakosti
(xey)ez=xe(yez), AeAd=4, BeB=B, (AeB)eA=Be(AeB)
Poslednje tri jednakosti se lako proveravaju, nesto je teze proveriti prvu. Medju-
tim, i ona je ispunjena. »

Na osnovu stava o resavajuéoj strukturi izrazi a, b, a- b, b-a, (a- b). a su me-
djusobno neekvivalentni. Otuda trazena slobodna struktura ima ove delove:

Skup—nosilac je {Ca, Cb, Ca-b’ Cb-a’ C(a-b)- a}’

Odgovarajuci za g, b, su C,, Cp po redu, a operacija - je odredjena navedenom

tablicom
® Co Cp C.b .0 a-b)a -
G Ca Ca-b Ca- b C(a- b)-a C(a- b)-a
o Cp Chia: % Ca-b)-a Cb.a Ca-b)-a
oo b Ca-b)-a Cab  Qab)a Sab)a Ya-b)-a
Ch.a Cp.a Ca-b)-a Ya-b)a Ya-p)oq Ya-b)-a
C(a-b)-a C(a-b)~a C(a-b)~a C(a‘b)-a C(a-b)-a C(a-b}-a

Napomena 1.Pretpostavimo da se prilikom proveravanja vazenja jednakosti G 2
desilo da neka jednakost nije ispunjena. Recimo, da za neke vrednosti X, 7, z leva
i desna strana asocijativnog zakona iznose D, odnosno E. To je znak da je jedna-
kost b- a = (a- b)- a posledica jednakosti g"lp (ali da mi to nismo primetili).
Posle takvog saznanja vr§imo ,,skupljanje” skupa naznacenih. Naime, kao nove
naznacene uzimamo a, b, a- b i b -'a — dakle, ,,izbacujemo” izraz (a - b) - a —
za njih pravimo novu skoro—tablicu, proveravamo vazenje odgovaraju¢ih uslova,
itd. U vezi sa reCenim videti i naredni zadatak.

Dokaz stava o resavajuéoj strukturi. Pretpostavimo najpre da su izrazi
ab a-b b-a (a-b)-a
medjusobno neekvivalentni. Tada njihove klase G, Gy, - odredjuju slobodnu stru-

kturu koju smo malo¢as podrobnije opisali. Ta struktura je model formula G i
li, izrazavajuéi se u skladu sa napomenom posle zadatka 55, preslikavanje

o
QCaCb

zadovoljava zakone & . Takodje su, u skladu sa opstom definicijom operacija nad
klasama, ispunjene i ove jednakosti
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@ Ca-b=Ca°Cb’ Cb-azcb'ca’ C(a~b)-a=(ca».cb}'ca

Zamislimo sada obrazovanje skoro—tablice sa naznacenim izrazima @, b, a- b,

(a- b)- a. Na osnovu pretpostavke o njihovoj neekvivalentnosti zakljucuje se da po-
stoji taéno jedna skoro—tablica. Ona se moze dobiti iz tablice (3), slobodnije rece-
no, brisanjem znaka za klasu, tj. zamenjujuéi Cy Cp.... redomsag, b, ... . I resa-
vajuca struktura 4 se moze direktno formirati iz slobodne strukture, konstem se
ovakvim zamenjivanjem (preslikavanjem)

& S b Cb-a C(a-b}-a > )
A B @ D e

Tablica resavajuce strukture je, u stvari, izomorfna sa tablicom klasa, a navedeno
preslikavanie je jedan izomorfizam. Otuda i resavajuéa struktura zadovoljava zako-
ne & : Dalje, vazenje jednakosti (4) povlaci da u resavajuéoj strukturi vaze jedna-
kosti /7 . Tako je dokazana jedna polovina stava.

Pretpostavimo sada da resavajuéa struktura _§ zadovoljava zakone & ijedna
kosti /# i dokazimo da su naznaceni izrazi medjusobno neekvivalentni. Neka, su-

protno, neka dva razlidita naznacena izraza t,, ¢, budu medjusobno ekvivalentna,
tj. neka vazi: -

®) Fipk =1

Izraze ¢t,, t, 0znacimo i ty(a, b, -), t,(a, b, -) isticuéi tako iz Gega su sagradjeni.
Neka je

©) 4= o T g 15 =05

jedan dokaz iskaza (5). U tom nizu Jednakosu obavimo sledeée zamenjivanje zna-
kova

a b G
( A B o )
gde je o oznaka operacije resavajuée strukture. Na osnovu pretpostavke da o zado-
voljava zakone CP zakljuujemo da se dokaz (6) prevodi u dokaz ovog iskaza.
(7) U resavajucoj strukturi vazi jednakost ti(A,’B, ®) = t,(A, Be).
Najzad, koriste¢i se jednakostima /7 dobijena jednakost se prevodi na jednakost
neka dva inace razliGita elementa strukture ;5 — §to je kontradikcija. Recimo, u-
koliko bi 71, #, biliredom a- b i (a- b)- a, tada bi jednakost ¢, (A4, B,®) = t,(A4,
B,e)'glasila 4 B = (4 e B)e A odnosno C = E (ukoliko se upotrebe i jednakosti
?). Dobijenom kontradikcijom zavriava se i dokaz preostale polovine stava.

Napomena 2. I u opstem slucaju vaz odgovarajuéi stav o resavajuéoj strukturi. Ne-
ka je, naime, & skup nekih algebarskih zakona, I' dati skup i A unija skupa I' i
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skupa znakova konstanata ucestvujucih u G (videti primedbu uz zadatak 60). Pre-
thodno, u vezi sa ekvivalentnoséu ~ izraza, objasnjavamo kad neki skup izraza nazi-
vamo skupom naznacenih izraza. Skup M izvesnih izraza (¢lanova skupa 7') naziva-
mo skupom naznacGenih izraza ukoliko su ispunjena ova dva uslova:

(i) Za ma koji t €T postoji najmanje jedan m €M, tako da t ~ m

(il) Ako m € M, onda skupu M pripadaju i svi oni ¢lanovi skupa 4 koji su podiz-
razi za m. Na primer, ako je m izraz a » b, gde sua, b iz 4, tada i ¢ i b treba da bu-
du ¢lanovi skupa M.

Sta je skoro—tablica nad M? To je ma koji skup S jednakosti oblika
(ﬁ) ‘ ﬂtll tZ; S00E) tn) =

gde je f operacijski znak duzine n—jedan od znakova iz G ,i gde su #y, by, ...t

il

n
¢ ¢lanovi skupa M. uz ovaj uslov:

Za svaki operacijski znak f i za sve t,, 15, ..., £ iz M tacno jedna jednakost obli-
ka (%) je prisutna u = iuzto Bl Vo oo U
f(t11t2r CCE) tn) =~
tj. jednakost () je jedna od posledica formula g'["
U vezi sa nekom skoro—tablicom < uvodi se pojam resavajuce strukture =

o [ Suu ovoj vezi

Svakom G&lanu m € M dodelimo po jedan nov ¢lan, recimo u oznaci . Tada ti
,,zamenjenici”’ 7 grade skupovni deo refavajue strukture 5 . Svakom operacijskom
znaku fiz & dodeljujemo po jednu operaciju f skupa § rukovodeci se ovom de-
ﬁmcqom Ukoliko jednakost (i) pripada 3, tada
Tifics T m—

Najzad, znacima konstanata iz g dodeljujemo odgovarajuce elemente iz S kao nu-
lame operacije strukture 5 . Naime, neka je ¢ neki znak konstante iz & ineka
¢~ m, gde m€E M. Tada znaku c dodeljujemo 7, kao odgovarajucu nularnu opera-
ciju skupa S.

Vazi sledeéi stav o resavajucoj strukturi:

Clanovi skupa M su medjusobno neekvivalentni ako i samo ako resavajuca struk-

nl)

tura _:j zadovoljava zakone I i ,,pamti poreklo svojih ¢lanova™.

l)To zna&i da se u vezi sa svakim sloZenim izrazom &lanom skupa M (onim koji ima bar jedan
operacijski znak), zahteva vazenje odredjene jednakosti u < . Neka je, naime, m € M u &i-
joj izgradnji uGestvuju operacijski znaci ty, &, ..., fs i ¢lanovi ay, a3, .., amskupa A Sto ée-
mo i ovako zapisati
m je t (ag, &, - a5 55253 e £
Tada se zahteva dau =f vazi jed.nakost &
_—t(al,az fl, f2,...
Recimo ako bi m bio izraz a; % ( 0 f(an-S) gde ay, ay, a3 é A, ¥ i © su operacijski znaci
duzine dva a f operacijski znak duZine jedan, tada se radi o jednakosti
m=a W (3 °¥f@)
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64. Odrediti slobodnu algebru zakona
x- x=x,> (x-y)-z=x-(y-z), (a-b)-a=b-(a-b)
(¢, y, z promenljive; a, b znaci konstanata)
nad skupom I" = { g, b}.
Uputstvo. Najpre se lako zaklju€uje da je svaki izraz ¢, ¢lan skﬁpa G (izrazavanje
u skladu sa primedbom zadatka 60),-ekvivalentan sa jednim od izraza
a, ab, aba, abab, ..., b, ba, bab, baba, ...
gde aba stoji umesto (z - b) - ai slicno. Koriste¢i se dalje jednako3¢u aba = bab
zaklju€ujemo da je svaki izraz ekvivalentan sa jednim od ovih?)
a,b, ab, ba, aba
pa se problem svodi na ispitivanje ekvivalentnosti tih izraza. Radi tog ispitivanja do-

bijene izraze nazivamo naznadeni i u vezi sa njima obrazujmo neku skoro—tablicu.
Nije tesko doéi do ove skoro-tablice :

- [ a b ab ba aba
a a ab  ab aba aba
b '  ba b aba ba aba
ab 1 aba ab ab aba aba
be | b abs aba ba aba
aba ,' aba aba aba aba  aba

Recimo: ba - ab ~baab ~ bab ~ aba, pa smo stoga u preseku vrste ¢lana ba i
stupca ¢lana ba stavili aba. U narednom koraku obrazujemo odgovarajucu resava-
jucu strukturu. Neka njeni ¢lanovi budu 4, B, C, D, E, redom kao ,,zamenjenici’
izraza a, b, ab, ba, aba. Tada 4, B su nulame operacije strukture C-ﬁ , a operaci-
jae, koja odgovara operacijskom znaku - odredjena je tablicom

kA B 6 "D E

MY QD |e
S
M m A Do
SRS
SECHCRCES
SRR

i

Ostaje da se ispita da li struktura —§ , odnosno preslikavanije
e )
PANESD S,
1)Recimo:

abab ~~ (aba)b ~ babb ~ bab ~ aba
baba ~ (bab)a ~ abaa ~aba i sl
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zadovoljava jednakosti &, kao i jednakosti ,,porekla”:
C=AeB, D=BeAd, E=(AeB)ed
U ovom slucaju, 3to se lako proverava, 5 zadovoljava i jednakosti ,,porekia”, kao
i zakone x- x =x, (a- b)-a=b- (a- b). Medjutim, proveravanjem zakona (x-y)-z
=x.(y- z) uvidja se da on ne vaZi u JS. Recimo, zamenjujuéi x, y, z redom sa 4,
B, C na levoj strani se dobija iznos (Ae B)@ C, tj. C, a na desnoj A @ (B C)odno-
sno E, a CiE su dva razliGita Clana skupa § . Dakle, jednakost
*) (AeB)eC=Ae(BeC)
ne vazi u :_5 . Zakljuéak: medju naznadenim ima i ekvivalentnih. Kako ih pronaci?
Zamenjujuéi u jednakosti () umesto 4, B, C, e redom g, b, a- b, -dobijamo ovu jed-
nakost
(29) (a-b)-(a-b)=a-(b-(a-b)
To je jednakost asocijativnog vida, pa, dakie, jeste posledica formula Q/F, odnosno
termi (a- b)- (a- b)ia-(b- (a- b)) su medjusobno ekvivalentni. Dakle:
(ab)(ab) ~ a(b(ab)),
odakle koriste¢i jednakosti skoro—tablica S dobijamo
ab ~ afaba) (Jer b{ab) ~ aba)
~ aba
pasu znaci ab iaba medjusobnol) ekvivalentni. Umesto starog skupa naznacenih
sada moZemo uzeti ovaj
{a, b, ab, ba}
Medjutim, nije tesko zakljugiti da su i ab i ba takodje ekvivalentni. Evo jednog do-
kaza:
ab~ ab-ab~aba- b~ bab-a~ ba-ba~ ba
Dakle, prema sadasnjem rasudjivanju, svaki ¢lan ¢ skupa T ekvivalentan je sa jednim
od ovih izraza
a, b, ab
Sada kao skup naznadenih uzimamo:
M= {a b, ab}

Odgovarajuéa skoro—tablica izgleda

l)Primetite da izrazima ab, aba odgovaraju zamenjenici C i E — malocas pojavljeni.
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b' ab b ab
ab: ab ab ab

U ovom slu¢aju nije tesko ustanoviti da odnosna resavajuéa struktura zadovoljava
zakone & i jednakosti porekla (u stvari, jednu takvu jednakost C=A4 © B). Za-
vigni zakljucak:

Elementi trazene slobodne strukture su C , Cp»> C; 5, njene nularne operacije
(odgovarajuée znacima g, b) su C,> Cp, 2 operacijae je odredjena tablicom sli¢nom
sa na kraju navedenom tablicom izraza a, b, ab.

65. Opisati slobodnu algebru zakona G nad skupom I' u slu¢ajevima
@) g={(x-y}--z=x.(y-z}, a-a=a, b.b=b}, I'=9
(i) F ={x-9).-2=x-(y-2), a-x=x} I ='{a, b}
(i) F ={(x-y)-z=x-(y-2z), x-x=x}, T={ab, c)
) & = {(xy)-z=x-(y-z), x-y=y-x, a.a=a, (b-b)-b=b} T'=0

g (a, bsu znaci konstanata)
66. Opisati slobodnu algebru zakona

(a-a)-a=a, a- (a-a)=a, (a-a)-(a-a)=a-a (ajeznak konstante)
nadI'= ¢
67. Opisati slobodnu semigrupu (tj. slobodnu algebru zakona (x- y)- z =x- (y- z))
nad skupom T':
0 {a} (i) {a b} (iii) ma koji skup.
68. Opisati slobodnu algebru zakona
x+0 =x, x+(—x)=0, x+(y+z)=(x+y)+z

(0 je znak konstante, — je operacijski znak duzine jedan, a + operacijski znak duzi-
ne dva),

tj. slobodnu grupu nad skupom T':

@® {a} Gi) ¢, (i) {a, b}
69. Opisati slobodnu komutativnu grupu nad skupom I':
@ ek, G @, (i) {g b}

70. Opisati slobodnu algebru zakona x - x =x . x nad skupom " = {q, b, c}.

Napomena. Slobodna algebra iz prethodnog zadatka moze se dobiti i polazeéi

0dF = ¢, ali uz dogovor da se skup operacijskih znakova sastoji iz jednog &lana;

71. Stav potpunosti jednakosne logike. Neka je C skup nekih znakova konstanata, a
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O skup operacijskih znakova. Neka je, dalje, #; = #,jednakosna formula na jeziku
CU 0, 2 & skup izvesnih takvih formula. Dokazati ekvivalenciju:
g"‘l:71‘1=t2 skko FEt =1 ;
tj. formula #; = £, je tana na svim (normalnim)modelima skupa T ako i samo
ako formula #; = t,je (sintakti¢ka) posledica skupa &F . Posebno, ako je G=¢ima
mo ekvivalenciju :
' létlétz akko Etl =t
Uputstvo. Jedan deo ekvivalencije:
Ako G n =, onda F=r, =1
je sasvim jednostavan — dokaz neposred%m. Medjutim, obrat se dokazuje sloZenije.
Pretpostavimo, naime, da vaZzi g lf ty =t Uoéirﬁol)
E=los e}
i 0zna¢imo sa o odgovarajuéi slobodan model skupa formula & Formula t; =1,
je na osnovu pretpostavke, taéna u tom modelu. Neka su x;, X, , ..., X; SV promen-
ljive koje u&estvuju u formuli #; = 1,, koju ¢emo i ovako oznacCiti
(% oo xk,) =it xk)
Za vrednosti promenljivih uzmimo redom
(@ vy C'Yk
Znaci jednakost
H(Cyy - C7k) = ((Cop o C7-k/
je taéna u strukturi & . Na osnovu definicije operacija sa klasama prethodna jedna-
kost je prevodiva na oblik

Ct1(71» ooy i) 2 Cl‘z/‘h: ---,YK).
odakle zakljuéujemo
*) g’lp b= tifasie s ) St (s s Vs
na osnovu definicije slobodne strukture (videti primedbu zadatka 60) — gde je T skup
svih izraza sagradjenih pomoéu &lanova skupa C'U I" kao znakova konstanata i opera-
cijskih znakova O. Zamislimo neki dokaz iskaza (%) iu tom dokazu svuda znake 7,
Vaor-o e redom zamtenimo znacima X; ,%z , ..., X;- Nije tesko zakljuciti da se tako do-
bija dokaz ovog iskaza

Gl (%1, o X ) = B0 0 X )
Time se zayrsava dokaz stava potpunosti (odnosno njegovog IT oblika). U stvari, ako
seu prethodnoin rasudjivanju uzme g—f ¢, ali za I opet izabere {y1, 25 -7y )
tada se opet dolazi do jedne strukture oS (videti prethodni zadatak), pa nastavljanjem
rasudjivanja poput veé izloZenog na kraju se dobija dokaz i prvog oblika stava potpu-

nosti.

1)Prt':tpostavljamo da su C, O iI" medjusobno disjunktivni skupovi.
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XIV BULOVE ALGEBRE

¢ Bulova algebral) = (B, u, n,’, 0, 1) je algebarska struktura sa binarnim opera-
cijama v , n , unamom operacijom ° i konstantama 0,1. Aksiome Bulove algebre su
formule

X U= ; AR EXHE=X

XUy=yux Xny=yn x
(xuyluz=xu(y vz (xny)nz=xn(ynz
xulxn y)=x xn(xuy)=x
xufyo z)=(xuy)n (x vz xnfyvz)=(xny)o (xn 2z

xul =x % 0:=0

x Ol =1 X ali=rx

xux=1 xn x'=0

¢ Zna&ajniji primeri Bulovih algebri su: ‘

(i) {T, L} — algebra u odnosu na operacije v, A , |uvedene istinitosnim tabli-
cama. Pri tom ulogu konstanata 0,1 imaju redom 1, T . !

(ii) Skup svih iskaznih formula (obrazovanih od izvesnih iskaznih slova) u odnosu
na logicke operacije v , A, 7]. Ulogu konstanata 0,1 igraju proizvoljna kontradik-
cija, odnosno tautologija. Pri tome se relacija ekv tumaci kao jednakost. To je tzv.
Lindenbaumova algebra® .

(iii) Skupovna algebra koju Eine partitativan skup 7. (S) izvesnog skupa S u odno-

su na operacije U , N, * — unija, presek i komplement (u odnosu na S).
¢ Podskup F Bulove algebre /3 koji zadovoljava uslove
@ I€F, '

(i) xyEF=>xny€EF
(i) xEFAyEB=>xuye F (xysu proizvoljni elementi iz B — skupov-

nog dela Bulove algebre /)
naziva se filter.

1)Nazvana po imenu Georgea Boolea (1815—1864).

2)Stroie, ta se algebra uvodi kao koliéni¢ka struktura algebre iskaznih formula u odnosu na re-
laciju e k v. Njeni elementi su, dakle, klase medjusobno ekvivalentnih formula.
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¢ Filter F je ultrafilter, ukoliko je on pravi filter (tj. ukoliko ' # B) i jos je maksi-
malan (u odnosu na relaciju C ). Uslov maksimalnosti, u stvari, znaci da ne postoji
neki drugi pravi filter G razli¢it od F za koji vredi F C G.

ZADACI

1. Dokazati da iz ovih zakona Bulove algebre
X UY=PUx XU (e x)=x (xuyluz=xvu(yuz),
xXny=ynx xo(yux)=x (x ay)nz=xno(ynz)
xn(yuz)=(xny)u(xnz)
proizilazi distributivni zakon:
xXu(ynz)=(xuy)n (xvuz)
Resenje. Jedan dokaz, zdesna nalevo, glasi:
(x© y)a (xvz)=(lco y)ax)o(lxsy) oz
(Primena pretpostavljenog distributivnog zakona)
=x uf(xvynz)
(Na osnovu komutativnih zakona x n y=y n X, X u y=py u X
i zakona apsorpcije X n (x U y) = x)
=xu(fxnz)u (ynz))
(Jos jedanput primena pretpostavljenog distributivnog zako-
na, kao i komutativnog zakona za n )
=(xu(fxnz))u(yanz
(Na osnovu asocijativnosti operacije v )
=xu(ynz)
(Prema zakonu apsorpéije U prema n , i komutativnom za-
konu za n )
Dakle: (x v y)n (x L z)=x U (y n2Z)
2. Dokazati da iz zakona:
X ux=, XU (ynoz/=xuy)a(Xoz), XuyTPx, Xappax, Xoyux)=x
proizlazi zakon:
52 Ul (07 @ 2ol Sos
3. Dokazati da u Bulovoj algebri vredi ovakav zakon skracivanja
XUZ=PUZIAXNZ=P OZ>X=p
Resenje. Jedan dokaz je ovaj niz koraka
(E Uiz =y Uiz (Pretpostavka)
2) xnz=ynz (Pretpostavka)
B) (xuz)nz=(yvz)nz (Iz(l),secenjem” sa z’) -
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@) xaz=yn~z (Iz (3) primenom zakona:
(x vy)ozgx 0 z)u(y nz)
xnx'=0,xuvl=x )

(6) (xnz)ulxnz)=yaz)u(ynz’) (Uniranjem jednakosti (2) i (4))

O) Zalzvz)sSinizvz) (Primena distributi\moé zakona n
prema u)

(@) 2=y (Jer: zuz'=l,xnl=x)

Kraj dokaza.

4. Prema aksiomama Bulove algebre vredi:
Akoy =x’,ondax « y=1,xny =0
Dokazati da vredi i obratna implikacija
Akox vy =1, x ny =0, onda y =x’
ili, drugim re¢ima, dokazati da je za svaki x (element Bulove algebre) njegov kom-
plement x’ jedinstven. :
Regenje. Dokaz jedinstvenosti sledi na osnovu ovog implikacijskog lanca.
xuy=1 xny=0polaci (xuy)nx’=lnx’, (xoy)ux'=0 ux’
(Prva jednakost je presedena a druga unirana sa x”)
povlaéi x’n y=x’,x’u y=x
(Koriséenjem aksioma Bulove algrebre)
poviaci x’ ny=x"nx, x’uy=x"u x’
(Primena zakona idempotencije)
poviaci y =x’
(Skracivanjem sa x’, prema prethodnom zadatku)
5. Dokazati da iz aksioma Bulove algebre proizlazi jednakost x"’=x (tj. (x’)’=x).
6. U Bulovoj algebri vredi ekvivalencija x =y <= x’ =y’ Dokazati.
7. Dokazati da u Bulovoj algebri vrede De Morganovi zakoni:
(O = e Vo (e )= e
Uputstvo. Za dokaz, recimo, prve jednakosti dosta je izvesti (videti zadatak 4):
(ny)U/x’ny')=], (JCuy}m(x'f\y’)=0
8. Pomocu osnovnih operacija Bulove algebre definiemo dve nove operacije ozna-
cene sa -, < :

oy Ex oy x Hyfgif(x'uy) a(y v x)
Dokazati jednakosti:
a)x—> x=I, x> (y>x)=l, x> (ynz)=(x—>y)a(x>z) 0>x=1, x> 1=I,
b) x <= y=(x> y)n(y=> x), x> y=(x"ny’) u(x A y), x <> x=1, x> 0=x,x<>]=x
9. Dokazati da u Bulovoj algebri vredi ekvivalencija
X=y akko x<«>y=]
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Reéénje. Dokaz izvodimo u dva smera. Pretpostavimo, najpre, da jeste x=p: Tada:
x> p=x<>x=(xux)n(x’ux)=101=1
Dakle: Ako x=y, onda x <>y = 1.
Dokaz obratne implikacije izgleda:
x <>y =1 poviaéi (x’ v y) n (¥’ u x)=1
: (Definicija operacije <)
poviaéi (x’ n y) u(x’nx)u(yny)u(lynx)=1I
(Visestruka primena distributivnog zakona ~ prema u )
poviaci (x’n y’) u(y nx) =1
Jerx’nx=0, 0ux=x)
povilaci ((x' o y’) U (x np)) 0 x =lox ((xXXny)olxay)oay=lay
(Prethodna jednakost je ,,presecena” sa x, odnosno sa v)
poviaGix ny =x, x oy =y
(Na osnovu distributivnog zakona ~ prema v ,kao i
o =105 e Ul0 =kt e =)
povlaci x = y
: (Na osnovu simetrije i tranzitivnosti jednakosti)
Dakle: Ako x < y = I, onda x = y. Kraj dokaza.
10. Obrazovati skupovnu Bulovu algebru odredjenu skupom S = {1,2} .

Resenje. Elementi te algebre su svi podskupovi od S, odnosno:

@ A e o, 19l

dok tablice skupovnih operacija unije, preseka, komplementa (u odnosu na S) izgle-
daju

U e v A

¢ ¢ e e

{1} e ) 2 2
20 B e i 2
W20 |28 20 28 o8

R o W B Uk ;
6 |0 6 o ¢ % |[WIr
Wiy W@ W {7} |2}
2he v B 2l 2 R
WAl e @ e el {12} | ¢
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VSkupovni identiteti koji odgovaraju aksiomama Bulove algebre vrede za pro-
izvoljne skupove, pa samim tim i za uoCena posebna Cetiri skupa (¥).
11. Neka je m = p1p,... Py prirodan broj Ciji su prosti ¢inioci py, ps, -. Py Vi
medjusobno razliciti, i neka je B skup svih Ginilaca broja m. Dokazati da je B Bulo-
va algebra u odnosu na operacije v, n , 1 konstante)) 0,1 ovako uvedene:

x uyjeNZS (x,y), = x nyjeNZD (xp), x’'jem :x,
0 je broj 1, 1 je broj m
Recimo, ako m =42 (tj. m = 2- 3- 7), onda:
B 25307 255 2 7507 2 e = {1525 387 6514, 21 A2
12. Uoc¢imo sve iskazne formule obrazovane od slova p, g i relaciju ekv. Obrazovati
odgovarajucu Lindenbaum—ovu algebru.
Resenje. Postoji ukupno sesnaest?) medjusobno sazli¢itih (razlicitih u smislu rela®
cije ekv. tj. medjusobno neekvivalentnih) iskaznih formula, i to su recimo (u ka-
nonskom rastavnom obliku): :
L. or’), pg, P’6, pa’, P4’ pa*p’q, Pa*Pq’, PA*P'q, PA*Pq, PATPY,
Pq*p'q, Pa*Pq*pq’, P4*p'a*p’q’, patpq*tpd’ patpq tp’q,
Pa+patpg +p’q’ (4. T )
(Logicke znake A , v, ~|zamenili smo redom sa -, +).
13. Dokazati da skup svih podskupova X skupa prirodnih brojeva N koji imaju
svojstvo: :
ili je X konacan ili je njegov komplement X’ konacan

¢ini Bulovu algebru u odnosu na operacije U, N, (komplement se uzima u odno-
su na V), i konstante ¢, N (¢ je 0, N je I).
14. Mreza (jedno uopstenje Bulove algebre) je algebarska struktura /= (M, u, n)
sa dvema binamim operacijama o, n i aksiomama:

5% U ss =5 5% () 52— 5
Xuy=yux Xny=ynx
(xuy)luz=xu(yvuz) (xny)nz=xn(yanz

Xufxny =x xXn(xuy)=x

To je tzv. algebarska definicija mreze.
Mreza je distributivna, ukoliko zadovoljava zakone

X u(ynz)JHxuy)n(xuz) xXn(yuz)Hxny)u(xnz)

DK onstante Bulove algebre ozna¢ili smo sa 0,1 da se (u ovom primeru) ne bi meale sa broje-
vima 0,1.

2)lma ih 16, jer toliko ima binamih operacija skupa {T ,_L}, a svakoj operaciji odgovara ta¢no
jedna formula u kanonskom rastavnom obliku. O tome videti poglavlje VIII E'kvivalen-
tnost iskaznih formula.
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Dokazati da je skup realnih brojeva u odnosu na operacije min, max distributiv-
na mreza.

Uputstvo. Zadatak se svodi na dokazivanje ovih min—max identiteta

max(x,y) = x min(x,x) = x

max(x,y) = max(y,x) min(x,y) = min(y,x)
max(max(x,y),z) = max(x,max(y,z)) min(min(x,y),z) = min(x,min(y,z))
max(x,min(x,y)) = x - min(x, max(x,y))=x
max(x, min(y,z))= min(x,max(y,z) =

min(max(x,y), max(x,z)) max(min (x,y), min(x, z))

Prva Cetiri identiteta slede neposredno. Dokazi preostalih izvode se svodjenjem
na odgovarajuée tautologije kao: (p vg)vr<=pv(q vr) pv(q ~ p)=p
i sl. Pri tome se koriste ove ekvivalencije
x=y = (Vvz)fz<x= z<y) z <mz‘n(x,y} =z XA z< ),
: z<niax(x,y)<=>z<xvz<y
dokazane u tacki IX Razni primeri (zadaci 65, 66).
15. Dokazati da skup brirodnih brojeva u odnosu na operacije NZD (najveci zaje-
dnicki delitelj), NZS (najmanji zajednicki sadrzalac) €ini distributivnu mrezu.
Uputstvo. Najpre dokazati ove ekvivalencije o prirodnim brojevima
x =y < (Vp)(V K (P x=ply)
pX INZDYx,y)<= plx A K1y, pXINZS[x,3) = pSlx v pX Iy,
Tu je p ma koji prost broj a k& ma koji prirodan broj. Primenom tih ekvivalencija
identiteti koje treba dokazati svode se na odgovarajuce tautologije.
16. Pomocu operacija mreze definifemo relaciju < na ovaj nacin
x<y akko xuy=y
a) Dokazati da se relacija < moze i ovako definisati: x< y akko x ny =x
b) Dokazati da je < relacija poretka saglasna sa operacijama u , o .
¢) U odnosu na relaciju < svaki dvo¢lan podskup neke mreze ima supremum i in-
fimum. :
Uputstvo. a) Dokazati ekvivalenciju: x v y =y akko x ny =x b) Recimo je-
dan dokaz antisimetricnosti relacije < izgleda: Yz pretpostavki x < y, » < x sledi
X Uy =y x uy=xa odatle x = y. c) Dokazati da vrede jednakosti
sup(x,y) =x v y, mflx,y) =x ny
Obrazlozenje, na primer, za prvu od njih izgleda ovako:
Potox u(xuy)=xuyp, PYUXupP)=SXUuUpOXSXUY YSXUY,
odnosno x u y je jedno gornje ogranicenje skupa {x, y }. Dalje, ako x < z, )<z
(odnosno x v z=z, y u z=z), to zakljuujemo



(S
n

Uvod u matematicku logiku 23

(xuyluvz=xvu(yuz)=xvuz=z
odnosno x u y < z pa je X u y najmanje gomje ogranicenje skupa {x, y }. Dru-
gim re¢ima, x u y je supremum tog skupa.
17. Neka je < relacija poretka Bulove algebre uvedena kao i u mrezi definicijom
(videti prethodni zadatak):
x<y akko xuy=y
Dokazati da vrede ekvivalencije

x<y akko x>y, x<y dkko x->y~=1I
18. Dokazati da su za proizvoljnu relaciju poretka < (izvesnog skupa) tacne ekviva-
lencije
a>sup(xy) =a=x Aa>y, a< inflx,y) =a<x Aa<y

19. Pored algebarske definicije (navedene u zadatku 14) mreza se moze uvesti i tzv.
relacijskom definicijom koja glasi:

Delimicno uredjen sistem M= (M <) — reladja < je relacija poretka skupa M,
je mreza ukoliko svaki dvoélan podskup od M ima supremum i infimum

Dokazati da su algebarska i relacijska definicija mreze medjusobno ekvivalentne
u ovakvom smislu:

Ako je M= (M, v, n ) mre7a uvedena algebarskom definicijom, onda se mo-
7e definisati relacija < skupa M takva da za nju budu zadovoljeni uslovi relacijske
definicije. Sli¢no obratno, ako je mreza = (M, <) data relacijskom definicijom,
u skupu M se mogu definisati operacije  , n takve da budu zadovoljene algeba-
rske aksiome mreze.

Uputstvo. Ukoliko je mreza_//[ data algebarskom definicijom,relacija < uvodi se o-
vako

x<y akko xwuy-=y
Ta je relacija relacija poretka skupa M i u odnosu na nju svaki dvo¢lan podskup od
M ima supremum i infimum (videti zadatak 16), tj. zadovoljeni su uslovi relacijske
definicije.

U slucaju kada je, obratno, _/fldata relacijskom definicijom, operacije u , n
uvode se na ovaj nacéin

def def
X vy =sup (x,y), x ny = inflxy)
i dokazuje se da one zadovoljavaju zakone (algebarske aksiome mreze):

)

To su, u stvari, uslovne ekvivalencije. One vrede uz usloy da postoji sup(x,y) odnosno
inf(x,y).
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Xux=x e =
XUpy=yux , Xny=ynx
(xvyluz=xu(yvz (xmy)nz—'-‘xn{ynz}

Xufxnyl=x Xnfx vy =x

Zakoni idempotencije kao i komutativni zakoni dokazuju se neposredno. Za dokaz
ostalih jednakosti podesno je koristiti ekvivalencije
x=y<=(Va)lazx=a>y), x=y=(V dla<x=a<y)
a>sup(xy)<=a>x Aa>y, a< inflx,y) <= a<x Aa<y
koje vrede za proizvoljnu relaciju poretka < (videti zadatak 18). Njihovim korisce-
njem dokaz, recimo, asocijativnosti operacije v , odnosno dokaz jednakosti
sup(sup(x, ), z) = sup(x, sup(y, z))
izgleda: :
sup(sup(x, y), z) = sup(x, sup(y, z))
= (VY a)(a > sup(sup(x,y), z) <> a > sup(x, sup(y, z)))
= (V¥ a)(a>sup(x,y)A a>z<= a> x A a> sup(y, z))
= (VYa)llazxAra>yp)Aha>z=a>xAa=y ra>z)
<> T (Na osnowvu tautologije (p A g) A r<=>p A (q AT))
Primedba. Koriste¢i relacijsku definiciju mreZze Bulova algebra se moze i ovako uve-
sti: To je distributivna mreza koja
(i) ima tzv. univerzalne granice, tj. elemente 0,1 takve da za svaki x viedi 0O,
(i) komplementarma je, tj. za svaki element x postoji njegov komplement — to je
takav element y za koji vredi inf{x,y) = 0, sup(x, y) = 1.
To bi bila relacijska definicija Bulove algebre koja je, naravno, ekvivalentna sa
algebarskom definicijom datom na pocetku ovog odeljka.

20. Filter F Bulove algebre B bio je odredjen uslovima

@) 1€ F,

(ii) xyEF=>xny€EF,

(iii) xEFAYEB=>xuy€EF
Dokazati da se uslov (iii) moZe zameniti sa
(iii”) xEFANy=2x=>y€EF

21. Neka je ‘B skupovna algebra odredjena skupom S = {7, 2, 3 }.
Odrediti: a) sve filtere, b) sve ultrafiltere te algebre.

Odgovor. a) Kako B = {¢, {1}, {2}, {3}, {L2} {L13},{23},S }, tosufil
tri:

(ST RS (2008, (7.3 S 25,
(SAL 202 3 2GS 2R S
S5 ke ) ol )



Uvod u matematicku logiku ... - 23 7/

b) Ultrafiltri su:
S L2 2 3) 2 S L 3) 23 RS
{S: LL285 PL31 T

22. Dokazati: Filter F je pravi filter Bulove algebre "B ako i samo ako ne posto-
ji nijedan element x takav da i x i x” pripadaju F.
Resenje. Ako F jeste pravi filter, i ako za neki x  (iz B) wredi: x € F, x; € F,
onda x, » x/ tj. 0 pripada F. Odatle zakljucujemo da svaki element x iz B pripa-
daF (Jer x > 0 — videti zadatak 20),tj. da F = B. Suprotno sa pretpostavkom da
je 7 pravi filter. Dokaz obratne implikacije, odnosno njene kontrapozicije:
Ako F nije pravi filter, tj. ako F = B, onda postoji element x takav'da i x i x’
pripadagju F
sledi neposredno (postojeéi x je proizvoljan element iz B).

23. Dokazati da za pravi filter F Bulove algebre "B vredi ekvivalencija

F je ultrafilter akko F zadovoljava uslov (U) : (¥ x € B) (ili x € F ili x’ € F).
Dokaz. Ako: Pretpostavimo da je uslov (U) ispunjen i da F nije maksimalan.
filter, odnosno da postoji neki pravi filter G takav da: ¥ C G, F # G . Tada posto-
ji element x | za koji: x, €F x  €G. Koriste¢i (U) zakljudujemo x; € F, od-
nosno x, € G. Pogto x| €G, x! € G, to, prema prethodnom zadatku, G nije pra-
vi filter. Kontradikcija sa pretpostavkom.
Samo ako: Dokazujemo kontrapoziciju odgovarajuc¢e implikacije, tj.

Ako nije (U), onda F nije ultrafilter.

Pretpostavimo, stoga, da uslov (U) nije ispunjen. Tada mogu nastupiti dva sluca-
ja
(i) Za neki X, viedi: x: € F, x, €F,
(i) Za neki x| viedi: x, & F, x &F.

Prvi slucaj je u suprotnosti sa pretpostavkom da je F pravi filter. U drugom sluca-
ju uoCavamo skup:

G= {fx, +xlfEF, x €B} (operacije n, u oznacene su redom sa - , +). Taj skup
jeste filter. Obrazolozenje: Neka su fx_ + X, gx_ + y dva elementa iz G, tada
(Fxo * x)(gx, +y) = fox, +fyx, +gxx, +xy = (fg+fy+gx)x +xy, te njihov presek
takodje pripada G. Sli¢no, unija elementa iz G sa elementom iz B je ¢lan skupa G.
Dalje, neposredno se proverava da F' C G (jer f =/ +fyida F #G (jer xOEEF,
X, EG, postox  =1Ix +0).
Preostaje jo§ da se dokaze da je G pravi filter, tj. da je G # B. Naime, jedan ele-
ment koji ne pripada G je bag x/, jer bi iz pretpostavke x; € G sledilo:
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S ElpT 53 (za neki x iz B i neki f iz F)

odakle se uniranjem obeju strana jednakosti sa x; dobija:
50 Sl Pz o)

sto bi znacilo da x] €F. Kontradikcija sa pretpostavkom u slucaju (i).

Na osnovu dokazanih ¢injenica zakljuGujemo da F nije maksimalni pravi filter,
tj. da F nije ultrafilter. Kraj dokaza.
24. Neka je ‘B algebra podskupova skupa prirodnih brojeva &, a F skup svih onih
podskupova od NV &iji su komplementi konaéni. Dokazati da je F filter. Da li je to
ultrafilter? :
Resenje. Komplement skupa V (a to je konstanta 1 uocene Bulove algebre) je pra- -
zan, dakle konacan skup. Zna&i N € F. Dalje, ako X, ¥ € F — §to znadi da su ko-
mplementi X’, Y’ konaéni — onda XN Y € F, jer (XN Y) =X’U Y’ je konacan
kao unija kona¢nih skupova. Najzad, ako X € F, Y € B, onda posto je skup
(XU Y) =X N Y’ konaCan (kao presek skupa Y’ sa konaénim skupom X°), to i
X U Y €F. Zakljucak je da F jeste filter.

Medjutim, F nije ultrafilter, jer bi to prema prethodnom zadatku znacilo da za
svaki podskup X skupa prirodnih brojeva vredi:

ili je X konacan ili je njegov komplement X’ konacan
§to nije tacno. Primer skupa za koji taj uslov nije ispunjen je 2N —skup svih pamih
brojeva. :
25. Odrediti sve filtre i ultrafiltre Bulove algebre
a) ¢&inilaca od 42, b)¢&inilaca od 3003
uvedene u zadatku 11.-
26. Neka je F ultrafilter Bulove algebre B i F’podskup od B uveden na ovaj naéin
FE rireF)
Dokazati: () F N F’=¢, (ii)) FUF’ =B.
27. Relacija = (mod F) Bulove algebre “B uvodi se na ovaj nacin
X=y (mod F) akko X <>y €EF (F je neki filter)
Dokazati da je = (mod F) kongruencija algebre By
Uputstvo. Treba dokazati da je = (mod F) relacija ekvivalencije saglasna sa opera-
cijama n, U ,’:
X =x(mod F), X = y(mod F) = ¥ = X(mod F)

X = y(mod F)A ¥ = z(mod F) = X = z(mod F), X = y(mod F) = x'=y’(mod F)
X = y(mod F) ®xuz= yuz(mod F), Xx=y(mod F) ®Xnz= ynz(mod F)
28. Neka je Balgebra podskupova skupa {Z, 2, 3}i F filter {{1,2},{2,2,3}}. Sta
su klase ekvivalencije u odnosu na relaciju = (mod F)?
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Odgovor. {{22}, {7238, {4, {13}, {{2h {238 {¢.{31

29. Uocimo kongruenciju = {mod F) Bulove algebre Bu odnosu na filter # defi-

nisanu u zadatku 27. Dokazati da su klase ekvivalencije skupovi oblika F' < x, gde

def
F%x;{foleF} (x je iz B)

30. Neka je F ultrafilter Bulove algebre ‘B . Koliko ima klasa ekvivalencije u od-
nosu na relaciju = (mod F)?
Odgovor. Ima ihdve,itosuF iF’, gde F'= {f’'Ife F} .
31. Neka je ~ kongruencija Bulove algebre B . Dokazati da za neki filter F te al-
gebre vazi ekvivalencija
x~y akko x <> yEF (zasve x,y € B)
32. U vezi sa skupom izvesnih iskaznih formula & uogimo skup Con & koga &i-
ne sve semanticke posledice iz & . Dokazati da je Con  filter u odgovarajucoj
Lindenbaumovoj algebri.
Regenje. Dokazujemo da su sva tri uslova iz definicije filtra ispunjena.
(i) Proizvolina tautologija ocigledno pripada Con G,
(ii) Ako su formule 4, B iz Con o, tj. ako Fil=a, T B, onda neposredno
zakljucujero da vredi i 7Fl=4 A B, odnosno 4 A B takodje pripada Con .
(iii) Ako & I=4 i B je proizvoljna iskazna formula, tada i & =4 v B, jer je fo-
rmula A = A v B tautologija.
33. Neka je A neka Lindenbaumova algebra i 5 njen podskup. Dokazati ekvivalen-
ciju:
ZF je filter ako i samo ako Con F=5
34. Uoc¢imo Lindenbaumovu algebru iskaznih formula obrazovanih od slova p;, ps,
Ps -.. » | skup
T llp ps ok
gde su o, a,, as, ... izvesni elementi skupa {T,l } . Dokazati da je Con . ultra-
filter.
Uputstvo. Prema zadatku 33 skup Con & je filter.
Za dokaz da je to i ultrafilter dosta je dokazati tvrdjenje
i T=A ili Fl="14 (4 ma koja iskazna formula)

koje sledi na osnovu zadataka 72, 73 tacke VII Iskazne formule. Tautologie.
35. U Bulovoj algebri iz prethodnog zadatka uocimo neki filter &/ . Dokazati:

je ultrafilter ako i samo ako se medju njegovim elementima nalaze i formu-
le oblika p; ', p32, P32, .. za neke i Ol 7Sk Al L

36. Neka je F' podskup Bulove algebre ‘B Dokazai da je F ultrafilter akko je za sve
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elemente x,y te algebre ispunjeno

XEF i p€ Flakko x,n’yéF;xeF ili. yEF akko x u y€ F

' X &F akko x’€F; I€F :
37. (i) Neka je M distributivna mreza i P(x, ¥, z) izraz sagradjen od promenljivih
X, », z i operacijskih znakova n , u . Dokazati da je u toj mrez P(x, y, z) iden-
ticki jednak sa unijom nekoliko od sledeéih izraza

5% % YO 2EV 0% o8 (it 08 ) (N

Recimo, vazi identitet ;

(xuvy)la(yuz)n(zux)=(xny)ulynz)u(z nx)
(ii) Da li P(x; y, z) moze biti identicki jednak sa dve takve unije?
38. (i) Neka je B Bulova algebra i P(x,y) izraz sagradjen od promenljivih x, y i ope-
racijskih znakova n, u,’ . Dokazati da je u toj algebri P(x,y) identi¢ki jednak sa
nekim izrazom oblika

(Anxany)uBnx’nylu(Coaxay)u(Dnxay)
gde su 4, B, C, D¢lanovi skupa {0,1 }.
(ii) Dokazati da je (X, )‘1) identicki jednak izrazu
(P(L1) nx ny) u(P(1,0)n x ny) o (KOI) X" a p)u(P0,0)ax"ny)
39. Neka su F(xy, ..., xn), G(x;, -, x,)formule oblika 7, =, gde su t,, 1, izra-
zi gradjeni od promenljivih X, ..., 'x s operacijskih znakova n, v , ’
(i) Dokazati da je formula F(x, ..., xn) identitet u svakoj Bulovoj algebri uko-
liko je identitet u dvoé¢lanoj Bulovoj algebri {0,1 }.
(ii) Dokazati da implikacija
Ako F(xq, ..., xn), onda G(xy, -, xn}

vazi u svakoj Bulovoj algebri ukoliko vazi u dvo&lanoj Bulovoj algebri {0,1}.
Uputstvo. (i) Bez smanjenja opstosti za F' se moze uzeti da je oblika z, = 0. Dalje
se moze, recimo, koristiti, ,,unijski” oblik (koji je u sluGaju n=2 opisan u zadatku
38).
(ii) Dokazati da je u Bulovoj algebri {0,/ } implikacija oblika
(D)2 3, s xn} =1, onda ty/xy, ..., xn) =1
ekvivalentna sa jednakoscéu

(2) I >ty = 1
a potom koristiti tvrdjenje (i). Jedan dokaz da iz (1) sledi (2) glasi. Neka vaz (1),
tj. kad god je za neke vrednosti x,, ..., x Bulove algebre {0,1} ispunjena jedna-

kost #,= 1, da je onda ispunjena i jednakost #,=1. Medjutim, pretpostavimo da ne
vazi (2), tj. da za neke vrednosti x7, ..., xp vazi razli¢itost

@3) hot 71
Budugi-da je re¢ o dvoclanoj algebri iz (3) sledi
>t = 0

aodatle ; = I, t, =0 (za vrednosti Xj, ..., x7). Kontradikcija sa implikacijom (1).



Uvod u matematicku logiku 24|

XV PRIRODNI BROJEVI

¢ Prirodni brojevi

OIN2 3 d
predstavljaju jednu od najstarijitf i najzna&ajnijih tvorevina ljudskog uma. Mada o-
ni, medju svim matemati¢kim pojmovima, deluju skoro najjasnije, tokom njihovog
aksiomatskog zasnivanja iskrsle su razne poteskoée od kojih neke ni do danas nisu
prebrodjene.

¢ Takozvana elementarna teorija brojeva — ozna¢itemo je sa S, u kojoj se aksio-
matski sredjuju svojstva osnovnih brojevnih operacija i relacija, ima za polazne poj-
move broj nulu i operacije sledbenik, sabiranje, mnoZenje (sa uobiGajenim oznaka-
ma0,’,+ ). Aksiome?) su:

(S1) 0 #x’

(82) x’=y'=>x=y
S3) x+0=x

S4) x+y’ =(x+y)
(S5) x-0=0

S6) x.y’=x.y +x
(87) I(0)a (N x)(Ix)= I(x")) = (¥x) I(x) gde je I(x) prmzvol;na predikatska
formula (I reda) na jeziku koga &ine: 0,’, +, -, =

(SS)AkS10meJednakost12) X =%, x=y =>y SX,X=SYAY=z=>X=2X=y=
X' =Y, XTYPAUSYVSXFUSYF Y, X=YPAUSYVIX-U=P-W.
¢ Na osnovu aksiome indukcije (S7) neposredno se dokazuje ispravnost ovog pravi-
la izvodjenja

100), (Vx) (Ilx) = I[x’))

(¥ x)I(x)

9 Iz prethodnih aksioma izvode se sva uobiGajena algebarska svojstva sabiranja i
mnozenja prirodnih brojeva kao:

l)Podrazumevamo svuda univerzalne kvantore, mada postoji i druga moguénost, da aksiome
budu formule (S1)—(S8) bez kvantora, ali tada dopu§tamo i primenu pravila ge ner i-
zacije: A(X) (videti prvi zadatak).
(V¥ x) A(x)
2)Umesto svih pretpostavljenih svojstava jednakosti, dovoljno je uzeti, na primer, samo ova dva:
X=yAy=z=x=z,x=y=x"=y. 0 tome videti [ 39]
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(et 2 = i yEs 7)) (x-y)-z=x-(y-z)°
X+y=y+x 58a 30 = Vo 5
x+0=x _ x- L =x

Xy tz)=x-y+tx.2
- o > 2 ” e i
Pri tome izraze, @, 0", 07, ... oznacavamo redom sa, I, 2, 3, ... i zovemo ih
numerali ili brojke. Skup svih numerala oznacavamo sa N.

é Osnovne relacije prirodnih brojeva <, >, <, >, | uvode se definicijama -
x<.yg(ﬂz#0)x+z=y, x>ydé£y<x,

def f
x<y=x<yvx=y, x?vgy<x,

xly gef (3z)y=x-z

i dokazuje se da iz aksioma (S1)—(S8) proizlaze njihova uobicajena svojstva (vide-
ti zadatke 20, 27).

6 Aksiome elementame teorije brojeva u skladu su sa tzv. Peanovim aksiomama
za prirodne brojeve (nastale 1888. godine i potiGu, u stvari, od Dedekinda i Pea-
na'’) koje glase:

(P1) 0 je prirodan broj.

(P2) Za svaki prirodan broj n postoji tacno jedan prirodan broj n’, tzv. naslednik
za n.

(P3) 0 # n’, za svaki prirodan broj n.

(P4) Ako m’=n’, onda m = n.

(P5) Ako je M neki podskup skupa prirodnih brojeva koji sadrZi 0 i sa svakim
brojem n sadrzi i njegovog naslednika n’, onda M sadri sve prirodne brojeve.

Tu teoriju oznaéimo sa P.

¢ Primetimo da su u teoriji P prirodni brojevi, u stvari, numerali (i jedino oni),
$to iz elementarne teorije brojeva ne sledi. Naime, pored tzv. standardnog mode-
la koji &ini skup prirodnih brojeva N u odnosu na uobicajene operacije, teorija
S ima i tzv. nestandardnez) modele sa §irim domenima.

Medju aksiomama teorije P ne nalaze se formule (S3)—(S6) koje sada pre-
laze u definicije sabiranja i mnozenja. Korektnost takvih definicija dokazuje se
koris¢enjem skupovnih pojmova, §to je u slucaju teorije P dozvoljeno.

Istaknimo jo§ da je aksioma indukcije (S7) uza od odgovarajuce aksiome (PS)
u kojoj ucestvuje proizvoljan podskup prirodnih brojeva. Medjutim, ne moze se
svaki podskup prirodnih brojeva opisati predikatskim formulama I reda, a pogo-
tovu ne na jeziku: 0,’, +, -, = .
l)Eicheud Dedekind (1831-1916), Giuseppe Peano (1858—-1932).

2
Videti taéku XVII Po Gcci teorije modela.
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¢ Teorija S je nastala prilagodjavanjem Peanovih aksioma na predikatski jezik I re-
da?) koji je za matematiku najjednostavniji. Medjutim, za uzvrat se pojavljuju nestan-
dardni modeli. Uz to, dok su svaka dva modela teorije P medjusobno izomorfna, tj.
ta je teorija kako se to kaze, kategoricna, tako nesto ne vazi za teoriju S.

Dalje, iako se mnoge ¢injenice o prirodnim brojevima mogu dokazati u teoriji S,
ona ne pokriva potpuno na§ poéetni, intuitivni pojam broja. Naime, nisu sva svojstva
prirodnih brojeva izraziva formulama predikatskog raduna I reda, pa se o takvim svoj-
stvima i ne moze govoriti da li jesu ili nisu teoreme u S. Pored toga, i kada se ograni-
Cimo na svojstva I reda (i to na jeziku 0, ’, +, -, =), dokazuje se da postoji zatvorena
formula F koja je taCna za prirodne brojeve, ali takva da ni F ni F nisu teoreme teori-
je S. Drugatije se kaze da je S nepotpuna teorija (to je tzv. Gedelova? teorema nepot-
punosti teorije S dokazana 1931. godine). Sta vise, dokazano je da se S ne moze nika-
ko efektivno upotpuniti (dodavanjem novih aksioma), odnosno ona je esencijalno ne-
potpuna.

Najzad, kako teorija S ima model (jer mi prihvatamo da prirodni brojevi u odnosu
na uobiCajene operacije éinej’edan mode] za S), dosadasnji dokazi njene neprotivurec-
nosti (Gencens), Gedel i dr.), tj. dokazi da se iz S ne moze izvesti i neka formula 4 i
njena negacija 14, oslanjaju se na veoma jaka pomoéna sredstva (transfinitnu induk-
ciju ili funkcije viSeg tipa. [34,[53]).
¢ Pored elementarne teorije brojeva razmatra se i tzv. aritmetika II reda. U ovoj koju
navodimo [53], pored brojeva pojavljuju se i skupovi §to povlaéi da je u njoj pokriveno
vise intuitivnih svojstava prirodnih brojeva. Polazni pojmovi su, dakle, pored 0 , °, +, -,
=1 svojstva ,,biti broj”, ,,biti skup (izvesnih) prirodnih brgeva’ i ,,biti element’” za ko-
je koristimo oznake n, s, €. Aksiome su:

n(x)v s(x), 71 (nfx)As(x)), n(0), n(x)= n(x’), a €x = nfa)A s(x),

Aksioma indukcije: s(x)A0 € xA (Y a) (nfla)Aa € x »a’ € x) = (Ya) (nfa)=a€E x).
Dalje, slede dve skupovne aksiome?

Aksioma ekstenzionalnosti: s(x)A s(y) A ( ¥ a) (b Ex+sa€E€y)=>x=y ;
Aksioma ukljucivanja: (3 y) (s(y)a (¥ x) (x € y <= n(x)A F(x)), gde je F neka for-
mula (na jeziku teorije), y promenljiva razligita od x koja nema pojavljivanje u F.
Naredne aksiome su, u stvari, aksiome teorije S prilagodjene za slucaj aritmetike IT re-

da:

1)O aksiomatskom zasnivanju uopste neke matematicke teorije u okviru predikatskog rauna I re-
da govori se u glavi XVIII Formalne teor ije. Za3ada, recimo samo toliko da su
aksiome i teoreme takve teorije izvesne predikatske formule I reda.

urt Gédel (1906-1978).
YGorbard Gentoon (1909—1945).
4) Videti narednu tacku.
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n(x)=0#x’, nfx)An(y)=(x"=y’ =x =y) isli¢no sve ostale, osim aksiome
indukcije, koju smo veé naveli.
Najzad, da bi ’, +, - bile operacije, dodefinisaéemo ih i za skupove aksiomama:

s(x)=x"=0, s(x)As(y)=x+y=0, s(x)rs(y)=x-p=0.

¢ Medjutim, istaknuti problemi i teskoée ne resavaju se ni uvodenjem aritmetike IT
reda, jer i ona ima razne nedostatke. Recimo, ni ona nije kategori¢na, jer pored
slundarcbzog") ima, takodje i nestandardne modele.

ZADACI

1. Dokazati da iz aksioma? (S1) — (S8) proizlazi formula

®) (Y sz =0 =2 20)
Resenje. Uo&imo formule

) (e x )iz =0 = x 2 =0%)

@) (¥ x)(x7=0” =x*=0)

3) (V)i e =10 = i=10)

Sve su one sluajevi aksiome (S2). Dalje, dvostrukom primenom valjane formule
(V¥ x)(A=B)A (Y x)(B=C)=(Vx)(A= C)

izvodimo
(€] (N7 3) (572 207 =52 =0)

Uopste, &esto se radi dokaza formule oblika ( Y x) (P = Q) dokazuje niz for-
mula oblika
(¥ x)(P= My, (Nx) (My=My), ., (N X)(M_,= M) (¥ )M = 0)
pomaZuéi se pri tome raznim ,medju—formulama” M. Medjutim, obicno se tada
kvantor V ne pise, premda se podrazumeva. Tako, kra¢i zapis navedenog dokaza
glasi
Q) x7=0""= x"20”, @Q)x"=0"= x=0, @)x’=0=x=0, (4)x"=0"" =>x30

1)St;mclardni model &ini skup prirodnih brojeva sa uobicajenim operacijama. Pri tome se € n,
s tumade kao biti element, biti prirodan broj, DT eSS
kup skupa prirodnih brojeva.

2)5‘;vi zadaci od 1—og do 31—og, izuzev zadatka 29, odnose se na elementarnu teoriju brojeva S.
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Zanimljivo je da se i takav skrafen naéin pisanja, uz usvajanje tzv. pravila generalr
zacije
(Gen) __A(x}__

v (V x) Alx)
moze prihvatiti kao ispravan dokaz). Prema tom pravilu, ako u nekom dokazu u-
Cestvuje Elan A(x), kao nov ¢lan dokaza moze se uzeti formula (V x) (A(x))-
Drugim rec¢ima, ako u nekim koracima dokazivanja ne pifemo kvantor V , to mo-
7emo ,,nadoknaditi” primenom pravila (Gen). Uz to, recimo jo§ da se dokaz moze
voditi i bez koriS¢enja tog pravila (pisuéi uvek sve kvantore i dr.).

U prethodnom dokazivanju, u stvari, smo rasudjivali sa nizom implikacija
A(x) = B, (x), Bi(x) = B, (x), ...

U matematici je omiljeno da se u takvom slucaju polazi od formule 4(x) kao pre-
tpostavke, pa se iz nje postupno izvode razne posledice, sve dok se ne dodje do Ze-
ljene. Naravno, u takvom dokazivanju slovo x se mora smatrati znakom konstante?,
istina proizvoljne (recimo, radi toga se moze umesto x pisati c¢— to je fzv. pomoc-
na ili promenljiva konstanta). Jedan takav dokaz formule (%) izgleda

() Wec=102 _ (Pretpostavka)

@) cE=10% (Iz (1) primenom aksiome (S2) )
B) =0’ (Primena (S2) )

@) c=0 (Jo3 jedanput (S2) )

Zakljucak:

c’=0"=>c=0
pri ¢emu je ¢ ma koja konstanta. U stvari, odatle sledi formula
(Y x)(x””=0"" =x =0)
Napomenimo jos da se pri upotrebi pomoénih konstanata u matematici Cesto

(,,iz nemarnosti”) za njih ne uvode nove oznake, ve¢ se zadrzavaju oznake x, , ...
— promenljivih.

YEvo jednog takvog dokaza (1), (), ..., (8)

1) (Vx) ®” =0 =x>=07), ) xX” =0" =x=0",
(3) (v x) ®x” =0” =x’ =0, @x’=0"=>x =0,
G)(Vx)x=0=>x=0) 6)x =0"=x=0

Formule (1), (3), (5) su sluCajevi aksiome (S2), dok (2) sledi iz (1), (4) sledi iz (3),(6) sle-
di iz (5) na osnovu valjane formule ( V x) A (x) = A(x). Dalje, iz (2), 4), (6) primenom
tranzitivnosti implikacije (kao pravila) izvodimo

(@) X =0"”=>x=0

a odatle, primenom pravila (Gen), dobijamo

8) (V'x) (x” =0 =x =0)
U protivnom bi iz A(x) sledila ( V!x) Ax).
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U daljem izlaganju sliéno postupamo u indukcijskim dokazima.
2. Dokazati:
®) S(V % y) (x=0Ay=0=x"+y"=07)
Resenje.
Prvi nacin: -
Q) (V x)(x=0= x=0’), slucaj aksiome (VY %) (x=y=x" =)
@) (Y. Y= 0= =0
@) B hr =0 =9 =0
@) (VY y)(y=0=y"=0")izQ)i (3) primenom valjane formule
(N x) (A= B)A (N x)(B=C)=(Y x) (A= C)
() (VY xy) ((x=0=x"=0)A(y=0=y"=07) iz (1) i (4) primenom valja-
ne formule ( V x) A(x) A B= (N x) (A(x) A B) — x nije slobodna u B
6) (Y x,p)(x=0Ay=0=>x"=0"A »” =07), iz (5) primenom tautologije
(p=q)n (r=s)=(pAr=qAs)
@LAT B S0 7 S0 = 2y =l 0”), slucaj aksiome
(N x yu v (x=y Au=v=>x+u=y+v)
@) =02 =0 pe @ =0 = (002 =02+ 0) <10°%
©) (¥ xy)(x’=0'A y*=0" =x’+yp” =(0’"), primena zakona zamene za for-
mule.
Drugi nacin: Cilj nam je da dokazemo implikaciju
() X =0 N =0T = ety = (i
iz l-oje potom neposredno generalizacijom po X, V' sledi formula (). Stoga najpre
iz formula
(1) (Y x)(x=0 =x'=0"), Q) (Y y)(y=0= »'=0), (3)(Vy)(»'=0" =y =0"). koje su
sve sluGajevi aksiome (V Xx,y) (x=p = x '=)’), primenom valjane formule (¥ x) A4(x)
= A(x) izvodimo
@x=0=>x=0, () y=0=y=0, @)y =0=p"=0"
Dalje dokaz tece ovako:
(7)p=0= p"=0" iz (5)i (6) na osnovu pravila tranzitivnosti implikacije
8)x=0Ap=0=x=0Ap"=0",z (4) i (7) na osnovu pravila saglasnosti
implikacije sa konjunkcijom
9) x'=0" A y’=0"" =x"+p =0"+0", na osnovu aksiome (Y x,», uv)(x=y A u=y =
X+u = y+v)
(10)x=0A y=0=x"+y"'=0"+0" iz (8) 1 (9) primenom pravila tranzitivno-
sti implikacije \
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@D = 0°"=0"" jer 02 +07 =(0"+0°) =(0>+0) =0

(i2)x=0Ap=0=x"+y”’=0"",iz (10) i (11) primenom zakona zamene za
formule

(13)(Vx p)(x=0Apy=0=x"+yp”=0") generalizacijom po x, y formule
(12).

Treci nacin: UJoCimo proizvoljne korstante @, b i za njih dokazimo implikaciju

() a=0A-b=0=a+b"=0"

Jedan dokaz glasi:

(1) a=0, b=0 (Pretpostavke)

2) @=0",b=0 (Iz a = 0 primenom aksiome (V x,p) (x =y = x"=y’)

i valjane formule (V' x) A(x) = A(c))

@) ao=0; b’=0" (Iz b = 0 primenom prethodno pomenute aksiome i va-
ljane formule)

@) a=0, b”>=0" (Jos jedna primena istih formula)

(5) a’+b” =0’+0”  (Iz (4) na osnovu aksiome
(V¥ xyuy)(x=yAu+v=>x+u= y+v}

©6) a”+b”=0" (Jer, na osnovu (S4) i (S3) vredi
0’+0”=(0"+0)=(0"+0)"=0").

Kraj dokaza mphkacge (##7), a samim tim i formule () buduéi da sua, b bile

proizvoljne konstante.

3. Dokazati teoreme teorije S:

(N xy)(x"=0"n y”’=0" =x"+y'=0), (V %y)x=0"A y=0"=x-y=0"")

(Y xy) (% y=2 A y=0= x=2), (Y %3,2)(x=0 A y=0 A z=0 = x'+ty’+2’=0"").

4. Obrazovati formulu /(x) na jeziku teorije S za koju: ‘

a) 1(0) jeste o./¥ix)(I{x)= I(x’)) nije teorema,

b) Nije teorema I(0) a jeste (Vx)(I(x) = I(x’)),

c) Nisu teoreme ni I{0) ni (Yx )(I(x)= I(x’)),

d) Obe formule 1(0), (Vx) (I(x)= I(x’)) jesu teoreme.

Regenje. a) Takva formula je recimo x = 0. Naime, 0 = 0 je slucaj aksiome x=x

dok formula
(VY x)(x=0=x"=0)

ne vredi, odnosno to nije teorema teorije S. Razlog je §to implikacija

0=0=0"=0

nije teorema, buduéi da su teoreme 0 =0, 0’ # 0.
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b) Primer takve vrste je fommla x # 0. Naime, 0 #<0 nije teorema, dok formula
(V x)(x#0=x"#0)
jeste jer je x’ # 0 aksioma (S1).
c) Ako je Ifx) formula x = 0’, onda nisu teoreme nijedna od formula
0=0, (Y x)(x=0=>x"=0)
Prva je, naime, u suprotnosti sa aksiomom (S1) dok je u vezi sa drugom dovoljno
~za x izabrati 0’. Implikacija x =0’ = x’ = 0’ tada postaje
0°=0"=0"=0
§to nije teorema (0’ = 0’ je teorema kao slu¢aj aksiome x =x, dokje 07 =0’
u suprotnosti sa (S1)).
d) Neka Ifx) bude recimo * +0’=x’. Formule [{0) i (V x) (I(x) = I(x’)) tada
glase :
0+0° =0, (¥ x)(x+0°=x"=x"+0"=x")
" i obe su teoreme teorije S. Obrazlozenje za prvu formulu glasi
0+0°=(0+0)=0’
U vezi sa drugom, dokazujemo da su obe formule x + 0’ =x’, x’+ 0’ =x" teo-
reme u S. Pri tome se oslanjamo na aksiome (S3) i (S4) i, naravno, na svojstva
jednakosti. ObrazloZenja glase:
x+0'=(x+0)=x, x’+0’'=(x"+0)=(x) =x"

Jos jedan primer formule koja zadovoljava uslove d) je 0- x = 0.Dokaz za

(*) (Vx)(0-x=0=0-x"=0)
glasi:
Uogimo neki x i pretpostavimo da je za njega dokazana jednakost.
(IH) 0-x=0 :
Dalje izvodimo ovaj jednakosni lanac
0-x’=0-x+0 (Primena (S6))
=0-x (Na osnovu (S3) )
=0 (Primena pretpostavke (IH) )

Dakle, iz pretpostavke da za uogeni x vredi jednakost 0-x =0 dokazano je da
vredi i 0-x’ = 0. Kako je uoceni x bio proizvoljan, time je dokazana i formula
).

5. Dokazati da iz aksioma (S1) do (S8) proizlazi asocijativni zakon sabiranja, od-

nosno dokazati

) (Y% yz) (xty)tz=x*(y+z)
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Dokaz (indukcijom po 2). Oznac¢imo formulu
’ (x+ty)tz=x+(y+z)
sa I(z), dok su x,y parametri. Tada:
(i) Dokaz za I(0) sledi neposredno na osnovu aksiome (S3). Naime, iz narednih
formula, koje su obe slucajevi te aksiome .
(x+y)t0=x+ty,  x+(y+0)=x+y
primenom svojstava simetrije i tranzitivnosti jednakosti zakljucujemo
' (x+y) +0=x+(y+0)
(ii) Dokazujemo sada da za svaki z vredi implikacija

I(z) = I(z’)
Neka je, dakle, indukcijska hipoteza (za neke uocene x, y, z)
(IH) (x+y)tz=x+(y+z)
Tada izvodimo ovaj jednakosni lanac
(x+y)+2"=((x +y)+2) (Aksioma (S4) )
=(x+(y+z)) (Korid¢enjem (IH) kao i aksiome (S8))
=525 ([ ) (Primena (S4) )
=x+(y+2) (Jos jedanput (S4) )

Dakle: (x+y) + z’ = x + (y+z’), odnosno iz pretpostavke I(z) proizlazi zakljugak
I(z’), i pri tom obavljeno rasudjivanje vredi za svaki z. Kako je dokazano I{0) i
(V z) (I(z) = I(z’)), to prema aksiomi indukcije, 0odnosno prema odgovarajuéem
pravilu izvodjenja, zakljudujemo (Y z) I(z). Za dokaz formule (%) preostaje jos
da se obavi generalizacija po x i po y.

6. Dokazati da sabiranje u teoriji S zadovoljava zakone')

a) 0+x=x b) xX’+y=(x+y), C) x+y=y+x

Uputstve. Prvu formulu dokazatiindukcijom po x, drugu i treéu indukcijom po y.

Recimo, formula b) je u slu¢aju y = 0 neposredna posledica aksiome (S3). Dalje,
iz indukcijske hipoteze ;

(IH) 52 250 23 3y

izvodimo:

X +y =fx’+y) (Primena (S4) )
=(x+y)” (Primena (TH) i (S8) )
=(x+y’) (Pomoéu (54) )

Dakle, iz pretpostavke x” + y = (x + y)’ sledi zakljucak x’ + y’ = (x + y’)’. Za
dokaz formule b) nedostaje jo§ primena aksiome indukcije i generalizacija po x.
7. Dokazati zakone skra¢ivanja za sabiranje

Xtz=ytzex=y, ztx=z+tys=x=y

1 :
)Podrazumevamo univerzalne kvantore.



250 XV Prirodni brojevi

Uputstvo. Za prvu formulu je dosta dokaZaEi dve implikacije. Ona zdesna nalevo
sledi neposredno na osnovu aksioma jednakosti. Dokaz sleva nadesno izvodimo in-
dukcijom po z.
U sluéaju z = 0 formula glasi ;
x+0 =j1 +0=>x=y
§to je prema aksiomi (S3) teorema. Dalje, neka je indukcijska pretpostavka
(H) X koS glhz> 0 =)
Tada imamo ovakav implikacijski lanac
x+z'=y+z =>(x+z)=(y+2z)> (Naosnovu (S4))
Sxtz=y+tz (Prema (S2) )
=x=y (Prema (IH) )
Znaci, iz pretpostavke (IH) sledi zakljucak
SR SV A =R =)
Dokaz se potom neposredno privodi kraju koris¢enjem aksiome indukecije. Druga
ekvivalencija sledi'na osnovu prve i komutativnog zakona sabiranja.
8. Dokazati naredne zakone za mnozenje ‘
0-x=0, x’-y=x-y+y, x-y=y-x
9. Dokazati da je mnozenje distributivino prema sabiranju, tj.
xX-(y+z)=x-y+x-z (x+y)-z=x-z+y-z
10. MnozZenje je asocijativno, tj. vredi zakon :
(x-y)-z2=x-(y-2)
Dokazati.
11. Dokazati teoreme:
a)x+y=0=>x=0Ay=D, b) x-y=0=x=0Vvy=0
Uputstvo. Dokazi se izvode, na primer, indukcijom po p. Recimo, dokaz formule
a) izgleda:
(i) U sluéaju y = 0' imamo ovaj ekvivalencijski lanac
(x+0=0=x=0A0=0)= (x=0=x=0) =T
Kori§éene su aksiome x + 0 = x, x =x kao i simetrija i tranzitivnost jednakosti.

(ii) Dokaz da iz indukcijske hipoteze

(1) x+y=0=x=0Ay=20
sledi zakljuéak
) x+y' =0=>x=0Ap =0

proizlazi iz toga §to je negacija premise implikacije (2) teorema  (jer je ona ek-
vivalentna sa (x + y)’ #0). Primenom aksiome indukcije zaklju¢ujemo da je for-
mula a) teorema.
12. Dokazati ekvivalencije

XFP=0=x=0N y=0, X-y=0<='x=0,‘/)’=0
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13. Dokazati jednakosti

a)) sp e Jl =55, 52 AF 2 Soc, 0i s o) =03

333

(@ sliéno dalje za 4, 5, ...)
D) xd =x x- 2 =xtx X3 —xoatn e (itdza 4, 5,0 )
14. Dokazati ekvivalencije
a)x+ty =1 <= (x=0Ay=l)v (x=] A y=0), x-y=1<=x=1Ayp=1,
b)x+y =2 (x=0Ay=2)v(x=1Ay=1)v (x=2Ay=0)
x-y=2¢ (x=1Ay=2)v(x=2Ay=1)
15. Dokazati ekvivalencijux #0 <= (3 y) x = y’.
16. Dokazati ekvivalenciju x # 0Ax # 1 — (3 y)x=p".
17. Za mnozenje vrede ovakvi uslovni zakoni skracivanja
X ZSWE Zs= X Szt =z yie—oe Sl (Akolzi A1)
Dokazati. ,
Uputstvo. Za prvu formulu dokazati dve uslovne implikacije. Druga formula tada
sledi na osnovu komutativnog zakona za mnozenje. Dokaz formule
‘ xX-z=y-z = x=y (Ako z #0)
izvesti indukcijom po y. Pri dokazu indukcijskog koraka iz pretpostavki
x-z=y- z z#0
dokazati najpre da je x # 0 a zatim, primenjujuéi ekvivalenciju zadatka 15, izrazi-
ti x u obliku u’
18. Dokazati razliitosti
a) x#x', x#x”, x#x” islicno dalje.
) 522 7Rse " oetea s P B i),
©) PR, 52 2 il

19. Neka sum, n proizvoljni numerali. Dokazati:

M =n<>m=n n' =ntl, m +n =mn, m-n=mn
Pri tome, recimo, u jednakosti m +7 = m#n sabiranje sa leve strane je sabiranje u
teoriji S, a sa desne strane je uobicajeno sabiranje prirodnih brojeva.

Uputstvo. U vezi sa prvom formulom dokazati najpre implikaciju
2= ==
i pri tom razlikovati slucajeve: 1° nje 0, 2° n nije 0.
Implikacija
g m=n->m=n A
svodi se na prethodnu, koriséenjem Ginjenice da se u slucaju m > n broj m moze
prikazati u obliku n + p.

Dokazi- jednakosti m +n = m#n, m- n=m-n izvode se indukcijom‘) po n—bro-

) To, naravno, nije indukcija (S7) ve¢ indukcija koja se odnosi na pomoéne prirodne brojeve
kojima se sluZimo pri raspravljanju pojedinih pitanja o prirodnim brojevima u teoriji S. Zna-
€i, pri izlaganju o prirodnim brojevima ne moZemo pobeci od samih prirodnih brojeva (ovi
pomoc¢ni su, istina, na jednom drugom nivou). Jer kako bismo, inace, drugaéije iskazali da
numeral 0°”” ima pet znakova ’ . :
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ju znakova > u numeralu 7.
Primedba. Prema ekvivalenciji prethodnog zadatka, odnosno prema njenoj kontra-
poziciji

m#n<«s>m#n
Svi numerali 0, 0°, 0, 0°”, ... su medjusobno razli¢iti. Odatle kao neposredna
posledica proizlazi da je svaki model elementarne teorije brojeva S beskonacan.

0. Dokazati da relacije <,>, <, > imaju naredna svojstva

a) 0<7,7<2,2<3,. iuvopstex<x’,b)0<x’, c)x<y<=x" <y,

d)i Slix<x e <y S By < YIAl s Z o X 28 xSy STz iz,

x< y=>x-z<y-z (Ako z #0)
e) X<X, XS YA YS X>Xx=y, XS YyAYSzZ=>X< g
x<y=>x+z<y+z x< y=>x-z<y z (Akoz #0)

f) x<yvx=pyvx>y xSyvx=y

Uputstvo. a) Formula x < x’ proizlazi iz jednakosti x” = x + 1 — postojeéi z je

upravo /. d) Formula 7] (x < x) ekvivalentna je sa (¥ z) (z# 0= x + z # x).

Dalje dokaz tede indukcijom po z.

Tranzitivnost relacije < dokazuje se, recimo, ovako:

M)x<y y<z (Pretpostavka)

@) ( 3 uH0) x+u=y, ( 3 v #0) y+tv=z (Definicija)

B)( Iuy#0) (x+u=y A y+v=z)

@ ( 3u v#0) (x+=y A (x+u)+v=z) (U formuli y+» = z umesto y zamenili
smo Xx+u, jer je pretpostavka x +u=y;
to je primena zakona zamene:
th =t Aofty) =t =t A oft;))

) (3 uy#0) xHuty) =z

©6)(Iw#0)x+w=2 (Postojeéi w je upravo u+y, jer iz u # 0,
v # 0, sledi u + v # 0 — zadatak 12)

MHx<z

21. Neka je n proizvoljan numeral. Dokazati ekvivalencije

x<Ae= x=0vx=1v ..vx=n x<ne x0V x=1V..Vx=nI
22. Neka su F(x), G(x)proizvoline formule na jeziku teorije S. Dokazati da su na-
redne formule teoreme te teorije
F(O)A F(I)A ... AF(n—1) <= (¥ x <7) F(x),
(¥ x<y)F(x)A(Y x>y)G(x)= (Y x)(F(x) v G(x))
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Napomena. Pored indukcije (S7), koju zovemo i osnovna indukcija ili indukcija
x = x’, u teoriji S vaze i razne druge indukcije kao potpuna indukcija, indukci-
ja pocev od k i dr. U vezi sa tim, videti naredna dva zadatka.

23, Dokazati da u teoriji S vredi potpuna indukcija, odnosno dokazati:
(PI) (VY x)((Vy<x)Ily)= Ix))=(N x)Ix)

gde je /(x) ma koja formula na jeziku teorije S.

Dokaz. Oznacimo sa K(x) formulu

(Y y<x) 1yl
Tada formula (PI) postaje
(Y x) (K(x)= 1I(x)) = (-V x) I[x)
Pretpostavimo da je dokazana formula
(€Y) (VY x) (K(x) = I(x))
i dokazimo
@ (Vx)Ix)
Radi toga, najpre iz pretpostavke (1) izvodimo
(€) (V x) K(x)
i to indukcijom x - x’. Naime K(0) je
(Y y)(y<0=1y))
a to je formula teorema buduc¢i da je 71(y < 0) teorema teorije S. Dalje dokazu-
jemo
4) (V¥x)(K(x) = K(x’)
Ta je formula, naime, ekvivalentna sa (1) buduéi da u S vredi ovaj ekvivalencijski
lanac
K(x’) = (N y)(y <x'=1fy))
=(Vyly<x=1Iy)
(N7 =230 3 = oz = 1)
= (V) ly<x=Iy) (¥ y)(y=x=1y)
= K(x) A I[x)
Dalje, iz K(0) i formule (4) primenom indykcije x - x’ sledi formula ( ¥V x/)K{x).
Najzad, iz (1) najpre izvodimo
6) (V x)K(x)=(V x) Ix)
a potom iz (3) i (5) primenom modus ponensa izvodimo formulu (2).

24. Dokazati da su za ma koju formulu /(x) na jeziku teorije S naredne formule
teoreme u S
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Indukcija pocev od k:
Ik)a (Nx>=k) (Ilx) = I(x’) = (N x> k)I[x)
Indukcija x, x” = x”:
H0) A1) A (Y x) (Ix) A I(x) = Ix")i= (¥ x) I(x)
Indukcija na intervalu:
Ha) AN x:a<x<b)(Ifx)=1Ix’)) = (Y x:a<x<b) Ix)
Povratna \irza’ukcqa ;
I(b) A( ¥ x:a<x <b)(llx’)=1I(x))= (Y x:a<x < b) I[x).
25. Dokazati princip minimalnog elementa
(3x)1(x)=(3y)Ily)a(Vz<y)z))
gde je /{x) proizvoljna formula na jeziku teorije S.
26. Zamislimo da je u teoriji S indukcija (S7) zamenjena potpunom indukcijom:
(PI). Tako dobijenu teoriju oznacimo sa S’. Dokazati da (S7) nije njena teorema,
odnosno da ,,iz potpune ne proizlazi osnovna indukcija”.

Resenje. Resenje e biti ,,modelsko”. Naime, na¢iniéemo model teorije S’ u ko-
me je formula (S7) netacna (za jedan ,,dobar” izbor formule /(x)). Clanovi tog
modela su =

O L2535 4 a0 al a2 a3 ady =

pri tome je njihov poredak bas takav kako su navedeni (sleva nadesno). Operacije
naslednik, sabiranje, mnozenje prirodnih brojeva 0, 1, 2, 3, ..., definisane su na u-
obi¢ajeni nacin, a u ostalim sluGajevima ovako:

, def A el —=—— def defl ——
(an) = an’, m+an = a m+n, am+n — am+n, am + an == am+n

def def def
m-an == am-n, am-n = am.n, am-an =—a m-n

am-0=0, n#0=>am-n=am-n,0-an =0, m#0 =>m-an =am- n
am-an=am-n
gde su m, n ma koji prirodni brojevi, a sa m+n, m-n je oznaCen rezultat njihovog
sabiranja, odnosno mnozenja.
Nije teSko proveriti da se na takav nacin dolazi do modela teorije S’. Medjutim.
na tom modelu indukcija (S7) ne vredi. Recimo, fomula Ifz) : (Wx,y) (x+z = y+z
= x=y) o¢igledno nije taéna za sve ¢lanove uodenog modela, tj. formula

(1) (Vz) I(z)
je netac¢na. S druge strane, formula
@) 1(0)A(Vz) (Iz) = 1(z7))

je tacna, pa je otuda implikacija (2) = (1), a to je slucaj aksiome (S7), netadna.
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27. Dokazati da relacija | (deljivost) ima naredna svojstva
a) Ilx, x10, 0lx= x=0, y#0=> (xly=x<y),
b) xlx, xly A ylx=x =y xlya ylz=xlz,
) xlya xlz= xlfy +z), xlyvxlz=xly-z)
28. Dokazati formulu o postojanju koli¢nika i ostatka
(Va)(Vb#0)( 3:1q)( 3,r<bja=bg+r
Recima: za svaki broj 2 i b # 0 postoje jedinstveno koliénik g i ostatak r koji za-
dovoljava uslov 7 < b.
Resenje. Najpre dokazujemo p o stojanje. Oznacimo sa /(z) formulu
(3q)(3 r<bla=b-q+r
Dokaz izvodimo indukcijom po @ Pri tome je b parametar koji zadovoljava uslov
b #0.
Ako gz = 0 formula I{a) je teorema — postojeéi g i r su oba 0. Neka je, dalje,

indukcijska hipoteza J(g). Postojece g ir oznatimo sa g , r_. Dakle, pretposta-
vke su :

(1) a=b-q, +r, (r,< b b#0)
Iz (1) na osnovu aksioma jednakosti dobijamo

@ @' =(b-q, +1,)’,

odnosno

3) @i =g T

Kako po pretpostavci r,<b, to r(’) < b, odnosno r’0 sCbiVerS= b. Stoga razliku-
jemo slucajeve: r(’) <h, r; = b. U slucaju rc’) < b trazeni ostatak i koliénik su 9y
ir’. Usluéajur’ =b jednakost (3) postaje

(4) a’=b-qo +b
odnosno
(5) a’=b-q(’)

pa su sada koliénik i ostatak redom g, 0. Time je dokazano ( V a) I{a), uz us-
lov b # 0. Preostaje jos generalizacija po b #0.

Dokaz jedinstve nosti koliénika i ostatka sledi iz narednog rasudji-
vanja. Pretpostavimo da za neki ¢ i b # 0 imamo jednakosti

(6) a=bgy +ry(ri<b), a=bg, +1,(r, <b)

Za koli¢nike q; , g, postoje moguénosti: q; =q,, g1 < G, g1 > q,- Dalje se
dokazuje da pretpostavke q; < @, g, > q; obe dovode do kontradikcije. Reci-

mo, ako q; < q,, onda za nekiw # 0 vredi g, =q; +w, odakle zamenom u
drugu od jednakosti (6) dobijamo
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) ri=bw+n

Posto bw > b (jer w # 0), to dobijamo r; > b §to je kontradikcija sa pretposta-
vkom r; < b. Sliéno se opovrgava i sluaj gq; > g,. Preostaje, dakle, g, = g5, a
tada se iz jednakosti (6) neposredno dobija ir, =r,.

29 Dokazati da za svaka dva cela broja @ i b > 0 postaje jedinstven koli¢nik g

i ostatak r koji zadovoljava uslov: 0 <r < b.

Uputstvo. U slu¢aju kada je -oblika —e¢fc = 0) izvodi se najpre jednakost

(1) e = barSirn (0<r, <b)
iz koje neposredno sledi

(0) == (bg )

odnosno

3) —cEbg) -

Potom, dodavanjem b i —b na desnu stranu jednakosti (3) i sredjivanjem, dobija-
mo

@ = @S =i = I+ =17

Zbog pretpostavke | < b, b > 0 broj b—r_ zadovoljava uslov 0< b—r <5,

pa je trazeni ostatak, dok je kolicnik —q — 1.

30. Uocimo skup N svih numerala i operacije sa njima date u zadatku 19. Doka-
zati da je to jedan model teorije S (uz pretpostavku da skup NV svih prirodnih bro-
jeva, koji se u razmatranju numerala pojavljuju kao pomo¢ni, jéste model te teori-
je). :

31.Nekaje A= {0, é 1,2,2,2, 3 ..} . Dokazati da je taj skup, u odnosu na
uobicajeno sabiranje, model aksioma (S1). (S2), (S3), (S4), (S7) i (S8) — bez aksio-
me koja se odnosi na saglasnost jednakosti sa mnoZenjem.

32.Neka je P teorija odredjena Peanovim aksiomama (P1) do (P5). Dokazati da su
u njoj prirodni brojevi upravo numerali.

Resenje. Prema aksiomama (P1) i (P2) numerali jesu prirodni brojevi. Obratno, po-
$to skup numerala N zadovoljava premisu aksiome indukcije (PS), to je, prema za-
kljugku te aksiome, skup svih prirodnih brojeva jednak upravo]\_/ :

33. Neka Pa bude teorija odredjena aksiomama sli¢nim sa (P1) — (P5) s tim §to je-
dino umesto ¢ stoji neki drugi znak konstante, recimo 4. Znaci, njene aksiome gla-
se

®,1) a je prirodan broj i sli¢no dalje.

Dokazati:
(i) ,,Prirodni brojevi’’ teorije P upravo su »numerali”:

i3 223

@ ar A Ay o

(ii) Skup prirodnih brojeva teorije P u odnosu na operacije * , +, - izomorfan je sa
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skupom ,,prirodnih brojeva” teorije P, u odnosu na odgovarajuce operacije.

Uputstvo. Trazeni izomorfizam je

$23) 2

0= ( O P @ 0 )
G aia a ‘

34. Nekaje T skup svih terma obrazovanih od znaka konstante a i operacijskog
znaka f duzine 1. Dokazati da taj skup zadovoljava aksiome (P1) do (P5), uz uslov
da se 0 tumaci kao g, x” kao f{x), a znak = kao jednakost reci
Resenje. U definiciji skupa T :
) aE I,
) & T =Jjks)) EIr.
(iii) Elementi skupa T se dobijaju jedino konacnom primenom pravila (1) i (ii).
uslov (iii) zna&i, ustvari, da je 7 minimalan skup koji zadovoljava uslove (i) i (ii).
Stoga se (iii) moze zameniti sa:
(iit) AkoS € T iS zadovoljava uslove

2 ac s, (N x)i(xE S = [lx)ES)
onda vredi jednakost S = T ,
a to je upravo aksioma indukcije. Ostale aksiome se neposredno proveravaju.

35. Dokazati da je skup prirodnih brojeva V u odnosu na uobicajene opéracije mo-
del aritmetike II reda. Pri tome se n, s tumace kao ,,biti prirodan broj”, odnosno
,,biti skup (izvesnih) prirodnih brojeva”.
36.Dokazati da je posledica aksioma aritmetike 1T reda ovakvo pravilo indukcije
1(0), (¥ x)(n(x)= (I(x) = I(x’)),
(Y x)(n(x) = I(x))

gde je formula I(x) (na ieziku te teorije) sa slobodnom promenljivom x.

37. Dokazati da su u aritmetici II reda teoreme
n(0), n(0’), n(0”), n(0’”) i sliéno dalje.
38. Uocimo skupove
N, =10} ,N; = Oy, =0 2N skup svih numerala.
Dokazati da su teoreme aritmetike IT reda
SN, ), S(Ny )y (N ), S(N)
Uputstvo. Ti se skupovi mogu opisati redom formulama
x =0, x=0vx=?, x=0vx=1vx=2,x=0v (3 yx=y
Dalje primeniti aksiomu ukljuéivanja

39. Dokazati da su naredne formule teoreme aritmetike II reda
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(@) n(x)= n(x’), @) n(x) A nfy)= nlx+y), (i) n(x) Anfy)= n(x-y)
Resenje. Prva formula je aksioma, a druge dve se dokazuju, recimo, indukcijom
po y. Na primer, druga formula je u slucaju y = 0 ekvivalentna sa

A n(x) = nfx)

Dalje, iz pretpostavke

@ n(x) A n(y) = n(x+y)

kao i iz pretpostavki

@) n(x), n(y’) :
najpre, svodjenjem na protivureénost, zakljucujemo
NE) n(x), n(y)

a odatle koristeéi indukcijsku hipotezu (1) dobijamo
@ . n(xty)

odnosno, prema aksiomi n(x) = n(x’)

) nl(x+y))

Najzad, koriste¢i aksiomu n(x) A n(y) = (x+y) = x+y’, izvodimo
(6) - nfx+y’)
Time je, da uz pretpostavku (1), dokazana implikacija

n(x) An(y’) = nlx+’)
Preostaje jos primena pravila indukcije iz zadatka 36.
40. Neka je M proizvoljan standardni model aritmetike II reda. Dokazati da se u
tom modelu moze definisati strukturad\j =(N, ’, + -) koja je model elementarne
teorije brojeva S.
Uputstvo. Skupovni deo V odredjen je sa

N = {x € Mln(x)}

Prema prethodnom zadatku, taj je skup zatvoren u odnosu na *, +, -
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XVI SKUPOVI

# Veliki broj matematickih Cinjenica pa i Gitave matemati¢ke teorije mogu se iz-
loziti pomocu skupovnih pojmova. Otuda znalaj i vaznost teorije skupova.

Sam Kantor” — tvorac teorije skupova — nije svoju teoriju izlozio aksiomatski,
ali analizom njegovih dokaza moze se zaklju€iti da se sve teoreme mogu izvesti iz
ovih aksioma:

(1) Dva skupa su jednaka ako imaju iste elemente (aksioma ekstenzionalnosti),
(2) Za unapred dato svojstvo postoji skup Giji su elementi upravo oni koji imaju
to svojstvo (aksioma apstrakcijez)),

(3) Ako su elementi skupa A neprazni i medjusobno disjunktni skupovi, onda po-
stoji funkcija f ¢iji su originali skupovi iz A a slike su elementi originala (aksioma
izbora).

¢ Medjutim, te aksiome su dovele do raznih paradoksa3) (glavni ,krivac” je ak-
sioma apstrakcije), jer se pokazalo da nije svako svojstvo skupovno (okupljajuée,
kolektivizirajuée). Otkrivanjem paradoksa u teoriji skupova poljuljana je do teme-
lja matematiCka zgrada — to je tzv. treca kriza osnova matematike, za koju jo3 u-
vek ne mozemo reci da je potpuno prebrodjena. Kao rezultat pokusaja da se izi-
die iz krize nastale su ne samo razne teorije skupova‘) veé i razni pravci5 u mate-
matici.

Deorge Cantor (1845-1918).
2)Aksiomu apstrakcije prvi je formulisao G.Frege 1893. godine

3)l\lajpoznatiji paradoksi su Burali—Fortijev' (1897), Raselov (1908), Ri%&rov (1905), Grelinz
gov (1908), Skolemov (1922—23). Sam K antor je otkrio paradoks u svojoj teoriji jo§ 1899.
ali je on objavljen tek 1932. O Raselovom paradoksu videti u taéki Il Operacije.
Izrazi, zadatak 19.

ﬂ&Reé skup se, stoga, danas upotrebljava u vise znacenja. Pored Kantorovih, kaZe se i in-

_tuitivnih skupova, tu su i skupovi u okviru raznih aksiomatskih teorija.

5)U takvom smislu najpoznatiji pravci su:
~formaliza m, medju Gijim najveéim predstavnicima je Hilbert. Osnovna postavka
je da se razne grane matematike mogu, sa malo polazne pretpostavljene obi¢ne matemati-
ke (meta—matematika), strogo izloZiti kao formalne teorije (kao,,matematike reéi”);
—intuicionizam (predstavnici Brauer, Heijting| ), zasniva se na intuiciji prirod-
nih brojeva i konaénosti. Intuicionisti ne prihvataju logicke zakone kao pv Ip, (VXA
= (3x%) TA, 17 1p= p. U njihovoj matematici najveéi naglasak je na konstruktivnim pre-
dmetima. Preciziranjem tog pojma nastao je poseban pravac: konstruktivizam
(Markov, Kusner, Jesenjin—Voljpin);
—logicizam (Rasel, Vajthed) pretpostavljajuéi kao polazne deo klasi¢ne mate-
matike i teorije skupova, ostalu matematiku svodi na logiku. Teoriju skupova izlazu kao te-
oriju tipova.
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Pored Raselove teorije tipova‘) koja predstavlja zaokruzen, mada dosta sloZen si-
stem kojim se poznati paradoksi otklanjaju, nastale su i razne aksiomatske teorije
skupova. Izlazemo tzv. feoriju ZF (Cemelo—Frenkel). To je teorija prvog reda,tj.
aksiome, teoreme i logicka sredstva kojima se pri tom koristimo, pripadaju prekidat-
skom raunu I reda — videti tacku XVIII Formalne teorije.

& Polazni pojmovi teorije ZF su ,,skup”, i dvojiéne relacije ,,biti element” i ,,j_ed-
nakost” za koje koristimo uobiCajene oznake €, =. Prvom grupom aksioma uspo-
stavlja se veza izmedju tih dveju relacija

Axl. a=b=(Vx)(x€E a= x€ b) (Aksiome saglasnosti
Ax2. a=b=(VYx)(aEx+< bEx) jednakostisa )
Ax 3. (Vx)(x€Ea< xE b)= a=Db (Aksioma ekstenzionalnosti)

Prva i treéa aksioma ekvivalentne su sa formulom: e=b < ( x)(x Ea<= xEb)
uporisnom u dokazima raznih skupovnih identiteta.

¢ Dalje slede aksiome postojanja kojima se twdi da su izvesna svojstva skup0\'na2).
Aksioma praznog skupa:

Ax 4. (3s)(Vx)xé&s

Aksioma dvoclanog skupa:

AxS5. (Va b)(3s)(Vx)(xEs<= x=aVvx=hb)

Aksioma unije:

AX 6. (Ya)(3s)(Nx)(xEs+<= (I yEa)xE y)

Aksioma partitativnog skupa: :

Ax 7. (Ya)(3s)(Vx)(xE s xCa)

Pri tome se relacija C uvodi definicijom: @ C b g(\’x}(x En=rc D)

1)Ukratko, osnovna ideja u‘toj teoriji je da se svim izrazima u formulama dodele tzv. tip o vi —
izvesne istaknute re¢i gradjene od znakova , 0 ) ( . Tako, kod formule x €y ako je x tipa t on-
da y mora biti tipa (t). Stoga x € x, x €& x nisu formule ¢ime se izbegava pojava Raselovog pa-
radoksa.

2)Nisu sva svojstva skupovna tj. sa proizvoljnim uslovom S(x) na jeziku {E. =} ne moze se uvek
uocCiti odgovarajuéi skup. Stoga ukupnost elemenata koji odgovaraju takvom svojstvu zovemo
klasa ioznaCavamo sa {.\' | S(x)}‘ Dakle:

£
€ ixls L s@

Za dve klase A, B (klase, za razliku od skupova, oznacavamo velikim slovima) kazemo da su
jednake ukoliko imaju iste slemente, tj.

A =B g (VX)) xEA = xEB)
Neke od klasa su tada skupovi, §to se upravo i tvrdi aksiomama Ax4 — Ax7. Recimo, prema
A x5 klasa {xlx =aV x = b }je skup. Klasa je ovde samo pomo¢ni pojam uveden radi jednos-
tavnijeg izrazavanja. Postoje, medjutim, aksiomatske teorije skupova kod kojih su polazni poj-
movi: skup i klasa; najpoznatija takva teorija je NBG (videti na primer [44]).
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Svi skupovi Cije se postojanje tvrdi aksiomama Ax4 doAx7su jedinstvenil) te se za
- za njih odgovarajué¢im definicijama uvode utvrdjene oznake ¢, {q, b}, U a, Pa):

a=0o g(‘v’x)x@a, {gb} & (xIx=avx=0}.
F - def
Uag[x;(iye ap €y}, Pla) <= {x|xC a}
¢ Neka su gy, ..., @ skupovi. Tada se skup o an} Ciji su elementi upravo
di, --, @ ; uvodi definicijom:

fof 1o @l W o) 2o o WLz

Pri tome je ¢ U b druga oznakaza U{g, b}.

¢ Naredna aksioma tzv. aksioma separacije je oslablieni oblik prvobitne aksiome

apstrakcije i njome se tvrdi da elementi nekog skupa x koji imaju izvesno svojstvo

v ¢ine skup.

Ax8. (Ya)(3s)(7x)(xE s<=xE anr ¢(x)),

gde je p(x) oredikatska formula na jeziku {€, = }.

¢ Naredni uslovi po x su skupovni (videti zadatke 10, 12, 13):

(VyE a)x€ y, xEanx& b, (3u€Eb)( vE b)x=(uv)

Pri tome su ¢, b makoji skupovi dok je (,v) uredjena dvojka uvedena funkcijom

(v) = Qu}, {u, P

Odatle sledi postojanje i jedinstvenost preseka nekog skupa, kao i razliké®) i Dekar-

fovog proizvoda dva skupa koji se uvode definicijama:
def

Na= {xI(VyEai)xe y} (Akoa # ¢)
a\b &h {XIx€ anx& b}, axb = {(u,v)|u€ anuec b}
% Binarna relacija skupa a je, po definiciji, svaki podskup od & (4. od @ x a),
dok je preslikavanje skupa a u skup b svaki podskup f od @ x b koji ima svojstvo
(VxE€a)( 3, yEDb)(x,y)Ef

Pri tome se umesto (x, y)€ «, (x, y)€ fkoriste uobicajene oznake xa y, y=f(x).
¢ Sa klasama se na slican nacin uvode odgovarajuéi pojmovi kao: unija, presek, raz-
lika, inkluzija, relacija, preslikavanje i sl. Recimo, definicija unije glasi:

U4 deie e yEA)xE€ y} (A je proizvoljna klasa)

I)Uops'u:, ako je ¢ neko skupovno svojstvo, §to znaci da je teorema (3 9(¥x)(x € s < ¢(x)), onda
je skup s jedinstven (na osnovu aksiome ckstenzionalnosti).

2)AkobC_a,onda sea\bzove komplement ii dopuna (skupa b u odno-
su na a) i oznacava sa C,b ii b’u slu€aju kada je a utvrdjen skup.
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¢ Na osnovu aksioma postojanja dokazuje se da postoje razni konaéni skupovi.
Medju njima su posebno znacajni

¢, {9}, {o.{o}, {6,.{0} {0, {0}}, .. :

Oni se, naime, vladaju kao prirodni brojevi (videti zadatak 18) pa otuda definicije:
. def

@ 0%, 1% (o) 2 Z {alo] 3= {0 {0} {606}, .
Uopste, naslednik x’ se definise pomoéu xsa: x’=x U {x }. Postojanje jednog be-
skonacnog skupa, kakvi su za matematiku od izuzetne vaznosti, tvrdi se narednom
tzv. aksiomom beskonacnosti: ‘
Ax 9. Postoﬁ skup a koji zadovoljava uslove
@ ¢ Ea,
(ii) (Vx)(x€ a=> xU{x}E a

Uslove (i) i (ii) mogu zadovoljavati i neki podskupovi od a. Dokazuje se da i pre-
sek svih takvih podskupova w -takodje zadovoljava istaknute uslove, kao i da su e-
lementi od w upravo skupovi b(‘ﬁ). Skup w je jedan model Peanovih aksioma (vide-
ti pomenuti zadatak 18). Prema tome, aksiomom beskonacnosti se obezbedjuje po-
stojanje prirodnih brojeva u okviru teorije ZF.

ZADACI

1. Dokazati da je skupovna jednakost relacija ekvivalencije saglasna sa ma kojom
formulom ¢ (x) na jeziku {€, =}

Uputstvo. Koristiti tautologije p < p, (p < q)= /q < p), (p = q)A (g=> 1)
= (p < r), valjanu formulu (Vx) (A= B)= ((Vx) A= (VY x) B)kao i Cinjenicu
da je < saglasna sa svim logic¢kim operacijama. Dokaz saglasnosti sa ¢ (x) izvesti
indukcijom po broju logickih znakova te formule.

2. Dokazati jedinstvenost praznog skupa.
Resenje. Pretpostavimo da postoje dva skupa a, b koji zadovoljavaju uslove akisome
Ax4 4.
(Vx)x&a (VXx)x&b
Odatle neposredno na osnovu tautologije 1p<=>1q = (p < q) izvodimo
(Vx)(x Ea+—> xE b)
a to, na osnovu aksiome ekstenzionalnosti, povla¢i a = b.

3. Neka je S neko skupovno svojstvo, tj. neka je formula
(3s)(Vx) (x€ s <= S(x))

teorema. Dokazati da je tada skup s jedinstven.
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Uputstvo. Dokaz je izveden u zadatku 32 tacke IX.

Napomena. Uopste, u vezi sa svojstvima osnovnih skupovnih operacija i relacija vi-
deti zadatke 32—34 tacke IX. -

4. Dokazati ekvivalencije
{ab} ={cdl= (a=carb=d)v(a=drb=c), {a} ={b}= a=b

5. Dokazati implikaciju

(Vx)(ae€x< bE x)=>a=b
Uputstvo. Iz pretpostavke (Y x) (a€ x <= b € x)izvesti a€ { b}= b€ {b}.
6. Da li vredi ekvivalencija /

a=‘b = (Yx)(aEx<= bE Xx)

7. Dokazati da su dve uredjene dvojke jednake akko su im odgovarajuée komponen-
te jednake, tj.

{a, b)=(c,d) <=a=cab=d
Uputstvo. Videti zadatke 30, 31, 34, 35 tacke IX.
8. Dokazati ekvivalenciju

xXEaUb <xEav x EDb
9. Za konac¢ne skupove vredi ekvivalencija

52 & 00 5 oo =03 SO e N 25

Dokazati.
10. Svojstvo (po x)
*) (Vy€a)x€Ey
je skupovno za svaki neprazan skup a. Dokazati.
Uputstvo. Uo€imo jedan element y, iz a. Formula (%) je ekvivalentna sa formulom
XE yo A(VYE a)xE y
na koju jos treba primeniti aksiomu separacije.
11. Dokazati ekvivalenciju
XEaN b= xE an xED,
gde je a N bdruga oznaka za N {a, b}.
12. Dokazati da direktan proizvod a x b skupova a, b jeste skup.
Uputstvo. Dosta jé dokazati implikaciju
ucEanve€ b= (uv)e P(P(aUb))
13. Za svaka dva skupa 4, b svojstvo (po x)

XEaAx&hb
je skupovno. Dokazati.
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14. Neka su @, b, ¢ ma koji skupovi. Dokazati naredne skupovne identitete

aU a=a afNa=a

aUb=bU a aNb=bNa
aV(aNb)=a aN (aUb)=a
(au b)Uc=auU (bU c) (an b)n c=an (bn c)
au(bnec)=(av b)n(ayu ¢ an(buc)=(anb)Ulan c
(faub)xc=(ax c)U(bx c) 3 (an b) x c=(axc)N(bx c)

(a\b)\c = (a\c\b (a VU b)\ = (a\c)V (B\c)

a(bU ¢) =(a\b)N (ac) A(b Ne¢)=(a\b) U (a\c)

Uputstvo. Najpre za svaki od naznacenih identiteta dokazati da su izrazima sa leve,
odnosno sa desne strane jednakosti odredjeni izvesni skupovi, a potom dokazivati na
uobiCajeni nacin, svodjenjem na odgovarajucu tautologiju {videti zadatke 32, 38 ta-
cke IX).
15. Uogimo svojstva odredjena uslovima (i) i (ii) iz aksicme Ax 9, 1j.
(@) o¢€a ,
@) (Vx)(x€a=>xU {x} € q
Dokazati da oba ta svojstva ,,prolaze kroz presek’’, odnosno ako svaki ¢lan a skupa
s ima svojstvo (i) i (ii), onda i presek N s ima ta svojstva.
Resenje. Dokaz za (ii) izgleda
(YeE€ s)(Vx)(x€Ea=>xU {x}€a)
> (Vx) [(Ya€E s)x€E a= (YaE s) x U {x} € g
(Na osnovu valjane formule (7 x)(A= B)= (¥ xJA= (' x) B))
= (Vx)(x€N s=>xU {x}€ns)
(Definicija preseka)
Sli¢no se izvodi dokaz za (i).
16.Nekaje S neko skupovno svojstvo koje prolazi kroz presek (videti prethodni
zadatak). Tada je minimalan skup (u smislu inkluzije) koji ima svojstvo S upravo
presek svih tih skupova. Dokazati.

17. Neka je < relacija skupa w ovako uvedena
m<n£m.€nvm=n
(i) Dokazati da nacw vredi princip potpune indukcije, odnosno dokazati:
(Vx)((Ny<x)yEa=x€E a)= a=w,

gde je @ podskup od w.
(ii) Dokazati da je < relacija totalnog poretka i to takva da svaki neprazan podskup
od w ima najmanji element, tj. da je < relacija dobrog poretka.

Uputstvo. Princip potpune indukcije ekvivalentan je sa principom minimalnog ele-
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menta, §to se dokazuje u zadatku 26.

18. Neka je w presek svih skupova koji su podskupovi skupa a Cije se postojanje
tvrdi aksiomom beskonacnosti, i koji imaju svojstva (i) i (ii). Dokazati da je w je-
dan model Peanovih aksioma (P1) do (P5) iz prethodne tacke. Pri tome se O tuma-
¢i kao prazan skup ¢, x’ kao skupx U {x }.

Uputstvo. Pri opisanom tumacenju Peanove aksiome postaju

(P1) ®E w

(P2) (Nr)(n€ w=nU {n}te w)

®3) (YnE€Ew)nU {n} #¢

®P4) nU {n}t=muU ml=m=n

(PS) Ako s C w i s zadovoljava uslove (P1)i(P2), onda s = w.

Sva tvrdjenja osim (P4) dokazuju se sasvim jednostavno. U vezi sa (P4) indukcijom
po n dokazati najpre ;

(i) n¢n, (i) mE n="1nCm, (iii) me n= mC n

gde sum, n ma koji prirodni brojevi, odnosno ma koji ¢lanovi skupa cw.

19. Dokazati tzv. reoremu rekurzije.
Ako je ¢ element skupa x i f preslikavanje skupa x u x, tada postoji jedinstveno
preslikavanje u od w i x takvo da u(0) = a, u(n’) = flu(n)), za svaki n iz w.

Uputstvo. Uociti presek u svih onih podskupova s od w x x koji zadovoljavaju us-
love '

(0,a)€ s, (n,y)es=(n fly))Es
i dokazati da je to trazeno preslikavanje.

20. Neka je S klasa svih skupova obrazovanih od praznog skupa ¢ i operacije Lk
(koja moze biti duzine I, 2, 3, ...). Dokazati da je S model svih dosada navedenih
aksioma teorije ZF osim aksiome beskona¢nosti.

Uputstvo. Elementi klase S su svi konaéni skupovi koji se mogu obrazovati od pra-
10y skupa i operacije { }, pa su zadovoljene aksiome Axl do AX5S, a takodje i
Ax8. U vezi sa Ax6 i Ax7 koristi se Cinjenica da je unija konaénog skupa konacan
skup. Sliéno vredi i za partitativan skup konaénog skupa.

21. Neka se konaéni skupovi obrazovani od praznog skupa i operacije { } tumace
kao prirodni brojevi na ovaj naéin: .

Prazan skup ¢ se tumaci kao broj 1. Ako su @, .. tumacenja medjusobno

=l

a
n
razlicitih skupova 4y, ..., @ , i pri tome je a; <..< &, tada je tumacenje za{a,,

a a : : e
Gl el e delsulp o e p,, uzastopni prosti brojevi

-, @, }broj D
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(pocev od 2).

Dokazati da se na opisani nacin dolazi do modela aksioma Ax1 do Ax8' Pri
tome se relacija € tumaci kao ,,biti eksponent” u odgovarajuéem prirodnom bro-
ju razloZzenom na proizvod stepena prostih brojeva. -

¢ Da bi se iskljuéila moguénost da skup moze biti sam sebi element uvodi seak
sioma regularnosti®)

Ax10. a# 0= (IxE€Ea)xN a=¢

¢ Spisak aksioma teorije ZF zavisava se ovim dvema aksiomama — izv. aksio-
mom izbora i aksiomom zamene

Ax11. (VxEa)x#d=(3b)(3f:a>b)(VYxEa flx)Ex
Ax12. Ako je S(x,y) neki uslov, formula po x, y takav da za svakix iz @
klasa {y|S(x,y)} jeste skup, tada :
(3b)(3f:a>b)(VxE g flx)= WIS(xy)}

¢ Za skup s kazemo da je dobro uredjen relacijom poretka < ukoliko svaki ne-
prazan skup od s ima najmanji element. Primer dobro uredjenog skupa je w (vi-
deti zadatak 17). Kao posledica aksiome izbora dokazuje se (zadatak 29) da se
svaki skup moze dobro urediti.

& Ordinalni brojevi (ili kratko ordinali) predstévljaju uopstenje rednih brojeva
prvi,\drugi, tredi, ... iu vezi su sa produzenjem Gina brojanja i nadalje, preko ni-
za prirodnih brojeva. Do ideje takvog uopstenja prvi je dosao Kantor koji je or-
dinalne brojeve priblizno opisao ,.kao rezultat apstrailovanja svih drugih svojsta-
va dobro uredjenog skupa osim poretka njegovih elemenata”.

¢ Ordinalni brojevi se mogu strogo definisati kao klase svih dobro uredjenih
skupova koji su medjusobno uredjajno izomorfni?Takva definicija poti¢e od Ra-
sela (i nezavisno od Fregea). Drugi nadin, koji potie od fon Nojmana i ko-
jiu daljem poblize upoznajemo, jeste da se ordinalni brojeviuvedu kao posebni
dobro uredjeni skupovi koji se na odredjen nagin obrazuju polazeéi od praznog

1)Aksioma regularnosti se mozZe uzeti i za klase:
Ax10°. A#g=>(IxEAXNA=¢g
Medjutim, dokazuje se da su ‘ti oblici medjusobno ekviwalentni. Inae, aksioma regula-
mosti je nezavisna od ostalih aksioma teorije ZF, pa se otuda moze razmatrati takva teo-
rija sa i bez Ax10.

“Delimiéno uredjeni skupovi (A, <A)’ @B, %) su urediajno izomorfni u-
koliko postoji obostrano jednoznacno preslikavanje f : A = B tako da vredi
XS, ¥ S 5 f(y) x,y €EA)
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skupa. Blize, prema toj definiciji, ordinalni broj je skup « dobro uredjen relaci-
jom") € koji je uz to i tranzitivan, tj. zadovoljava uslov

(Vx)(xEa=>xCa
¢ Ordinalni broj je, pored prirodnih brojeva, i skup w koji dolazi posle svih pri-
rodnih brojeva I, 2, 3,... . Zatim slede w +I, w +2, w + 3, ... , gde je uopste
e+l E oy {a}. Koristeéi aksiomu zamene neposredno se zakljuGuje da svi
ordinalni brojevi

T8, @) an @D 5P D o
¢ine skup. Unija tog skupa sa skupom w je naredni ordinalni broj koji se obic-
no oznacava sa w2 ili w + w. Potom slede w2+1, w2+2, w2+3, ..., a posle njih
dolazi w3. Na taj na¢in dolazimo do niza ordinalnih brojeva

@), O, @50 b

Ponovo primenom aksiome zamene zakljuéujemo da posle svih njih dolazi nov
ordinalni broj, tzv. w? . Posle se brojarje sliéno produzava:

P, WP, P42, ..., WP tw, WP twtl, ., w2, P W2, ..., WS,

EPIHN e s P s G Ty ey Ty o (G5 e (O

> ==y, ’

¢ Dokazuje se (zadatak 29) da je svaki dobro uredjen skup x uredjajﬁo izomor-
fan ta¢no jednom ordinalnom broju  (u fon Nojmanovom smislu); « je tzv. or-
dinalni broj skupa x.

4 Sa ordinalnim brojevima se definisu operacije sabiranje, mnozenje, stepenova-
nje. Tako, ako su «, 8 ordinalni brojevi disjunktnih skupovaa, b i akose a U b

uredi tako da prvo dodju ¢lanovi skupaa a potom skupa b, dolazi se do dobrog
uredjenja. Zbir o + f je tada, po definiciji ordinalni broj tako uredjenog skupa

2 U b. Dokazuje se da je sabiranje ordinalnih brojeva aosijativno ali da nije ko-

mutativno. O definicijama i svojstvima ostalih operacija videti u zadacima 35,36.

& Za izbrojavanje elemenata konaénih skupova koriste se prirodni brojevi 1, 2,

3, ... . U vezi sa izbrojavanjem elemenata beskonaénih skupova uvode se tzv.kar-
dinalni brojevi (ili kardinali). S tim u vezi, za skup a se kaze da je ekvipotentan
(ravnomocan) sa b ukoliko postoji uzajamno jednoznaéno preslikavanje / oda na
b. Ravnomo¢ni su, recimo, skup prirodnih brojeva i skup pamnih prirodnih brojeva.

¢ Kardinalni broj, sli¢no kao i ordinalni, moze se uvesti na vi$e nacina. Recimo,
jedna moguénost je da on bude klasa svih medjusobno ravnomoénih skupova. Dru-
ga je da se za kardinalni broj uzme najmanji od svih medjusobno ravnomoénih or-
dinalnih brojeva u fon Nojmanovom smislu. Recimo, svi ordinali

@) 5 el WF2, ..y G2

1) 2 o
Tacnije relacijom < ovako uvedenom: x <y ﬁ“}: XEyvx=y.
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su medjusobno ravnomocéni. Najmanji medju njima je w, pa je on odgovaraju-
¢i kardinalni broj (u svojstvu kardinalnog broja w se obi¢no oznalava sa ).
Inace, za skup ¢iji je kardinalni broj 8, kazemo da je prebrojiv. Pwvi veéi kar--
dinalni broj je Ny .

¢ Svaki skup ima kardinalni broj (u fon'Nojmanovom: smislu). To sledi otuda
$to se svaki skup moze dobro urediti i §to je svaki dobro uredjen skup uredjaj-
no izomorfan nekom ordinalu (u fonNojmanovon: smislu).

¢ Prirodni brojevi su tzv. konacni kardinalni dok su svi ostali (kao 8y, 8;)
beskonacni. Slicno, i za skup kazemo da je konacan ili beskona¢an u zavisnos-
ti od njegovog kardinalnog broja.

¢ Na osnovu Kantorove teoreme (zadatak 38) kardinalni broj partitativnog sku-
pa P(x) je strogo veéi od kardinalnog broja skupa x. Odatle se, primenjujuéi taj
rezultat na prebrojive skupove, zakljuuje da vredi nejednakost 8; < 2o

U vezi sa tim je tzv. kontinum hipoteza Koja se izrazava jednakoséu N,
=% Dokazuje se da je kontinum hipoteza nezavisna od ostalih aksioma ZF,
tj. aksiomama teorije ZF moze se dodati bilo koja od formula 280 > Ny ,2N°

= 8, (ali, naravno, ne i obe) kao nova aksioma. To su, uz pretpostavku da je ZF
neprotivurec¢na teorija, dokazali K.Gedel, odnosno P.Koen, [62].

ZADACI (nastavak)

22. Dokazati da nijedan skup x nije sam sebi element, kao i da ne postoje skupo-

ViXy, o, X takviiidatvredicoe S o S He e B STl a iy e x ., X, Ex;.

E)

n—1

Uputstvo. Primeniti aksiomu regularnosti na skupove {x}, {x, ..., 28 1.
23. Dokazati da klasa svih ordinala nije skup.

24. Dokazati ekvivalenciju:
« je ordinal akkoe je tranzitivan skup i za svaki x, y € « vredi x €y V X=p V yEX.

Uputstvo. Deo samo ako sledi neposredno na osnovu definicije ordinalnog broja. U
~vezi sa Ako najpre, koriste¢i prethodni zadatak i uslov tranzitivnosti, izvesti da je
relacija < -
X<y Slngny;V (x, vy Eq)
relacija totalnog poretka a potom primeniti implikaciju
a#¢=>(3xEa)(VyEa)y<x
koja je ekvivalentna sa aksiomom regularnosti, i prema kojoj svaki neprazan skup
ima minimalni element u odnosu na relaciju <. Medjutim, kako je < totalan pore-
dak, to odatle sledi da svaki neprazan podskup od a ima najmanji element, tj. da
je a dobro uredjen.
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25. Dokazati naredna tvrdjenja o ordinalnim brojevima a, 8

(i) Ako ¢ € q, onda je @ ordinal

(i) Ako je b franzitivan skup, onda: bCa < b Ea
(iii) a N B je ordinal

(iv) a€fva=fVBEa

26. Neka je A izvesna klasa uredjena relacijom totalnog poretka <. Dokazati da
je princip” minimalnog elementa £kvivalentan sa principom potpune indukcije (4.
Neterine indukcije), odnosno dokazati:

(VXCA)[X#o=>(3xEX)(VyE X) 1y <x]
= (VXCA)[(Vx)((Ny<x)yEX=>xE X)=>X=A4]

Resenje. Dokaz je ovaj ekvivalencijskilanac

(NXCA) [X#o=>(3x€ X)(Ny€EX)y<x]

= (VXCA) [X'#¢=(3Ix€ X)) (Vy€E X))y <x]
(X’ je komplement u odnosu na A, ta ekvivalencija, inace vredi budu¢i
daje f : X - X’ uzajamno jednoznacno preslikavanje klase 4 u samu
sebe)

= (VXCA) [X#o=>(3Ix&E X)(Vy€ X) 1y <x]

= (VXCA)[(VxEX)(3yEX)y<x=X=¢]
(Kontrapozicija prethodne implikacije)

= (VXC A)[(Vx)(x€ X=(3y)(yE Xny<x)) =X =0]

= (YXCA) [(VX)(IyNyEXAy<x)=>xEX)=> X =¢]

= (VX CA) [(¥Yx)((Ny)(y<x=yE X]=xEX)=> X" =0¢]

= (YVXCA) [(Yx)((Ny<x)pE X=xE X) >X =A]
Jer X’ =¢p= X =4)

27. Dokazati da klasa svih ordinalnih brojeva zadovoljava princip potpune indukci-
je (u odnosu na relaciju €).

28. Dokazati Cornovu lemu:

Ako je x delimicno uredjen skup u kome svaki lanac ima gornje ogranicenje, tada
X ima bar jedan maksimalni element.

Resenje. Umesto datog uredjenja < skupa x moze se posmatrati inkluzija C budu-
¢i da vredi ekvivalencija

a< b< sfa) Cs(b),

gde je sx) gf{yiy < x }, tj. §(x) je skup svih prethodnika od x. Uslovi o lanci-
ma prevode se tada na odgovarajuée uslove o relaciji C. Neka je, stoga, s skup svih
lanaca skupa x. Primetimo da s ima ova svojstva:

Svaki podskup skupa s takodie pripada s i unija lanaca skupova iz s pripada s
(misli se na lance u odnosu na C ).
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Dokazujemo da s ima maksimalni element. Radi toga uo¢imo izbornu funkciju f
skupa x, tj. f 'pridruzuje svakom nepraznom podskupu z od x element f{a) takav
da fla) € a. U vezi saa € s uo&imo skup & svih onih elemenata iz x &ijim se doda-
vanjem dobija ponovo element iz s, {j. -

A def i
i=={yexla u{yltes}

Funkciji g: s > s uvodimo na ovaj nacin

gsg[ g,ako  2\a=¢
aU{f{&\a}, ako &\a # &

Znaci g(a) sadrzi jos najvise jedan nov element u odnosu na skup . Da bismo do

‘ab

kazali da s ima maksimalni element, dosta je dokazati da postoji a € s takav da
g(a) = a. Radi toga uvodimo ovakvu definiciju. Za skup y C s kazemo da je dobar
ukoliko ;

@ o€y
(i) a€y=gla)cy
(iii) Ako je ¢ C ylanac onda Uc € y .

- Dobri skupovi o¢igledno postoje — takav je sam s. Lako se proverava da prethod-
ni uslovi ,,prolaze kroz presek’, pa je presek y, svih dobrih skupova ponovo dobar
skup. Dokazujemo da je y, lanac. Za element ¢ iz y, koji je uporediv (u odnosu
na ¢) sa svakim elementom iz y, govoriéemo kratko da je uporediv. U vezi sa ma
kopm uporedmm elementom ¢ uoc¢imo skup

= {a € Yo la je uporediv sa g c}}

Za u  dokazujemo da je dobar. Naime:
— e u,

— Akoa € u,, ondazaai g(c) postoje moguénosti: @ C g(c), glc) C a. U prvom
sluéaju se izvodi gfa) C gfc) a u drugom g¢c) C gfa). Znaci da je g(a) svakako upo-
rediv sa glc), tj.g(a) € u,.

— Ako je b neki lanac skupova iz y, koji su svi uporedivi sa gfc/, onda je i U b upo-
rediva sa gfc). Naime, ukoliko je gfc) nadskup svakog skupa iz b, onda je on nad-
skup iza Ub, a ukoliko je gfc) podskup bar jednog skupa iz b, onda je g(c) pod-
skup i za U b.

Znati u je dobar skup. Kako je u, Cyo a yo je najmanji dobar skup, to zakljuéu-
jemo u, =y, . Drugim re¢ima, ako je ¢ uporediv element, onda je i g(c) uporediv.
Posledica te &injenice je da je skup svih uporedivih elemenata dobar skup. Ponovo
zbog minimalnosti skupa y, , zaklju€ujemo da je skup svih uporedivih elemenata up-
ravo jednak y, paje yo, stoga, lanac.

Najzad, kako je y, lanac, to je njegova unija — oznadimo je sa @, — element od
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7o- Kako unija ukljuGuje sve elemente iz y, kao svoje podskupove, to g(a) C a,.
A kako je i zy C gfao ), to g(ay) = a, pa je apmaksimalni element skupa -s

Najzad, posto je @, maksimalan lanac ogranicen sa gornje strane, to on ima naj-
veéi element m, . Taj element je i maksimalni element skupa s. (Obrazlozenje: Ako
postoji neki n > 1y, onda je lanac g, U {n, } pravi nadskup od g, sto je suprot-
no sa ¢injenicom da je g, maksimalni lanac.)

29. Dokazati da se svaki skup x moze dobro urediti, tj. da postoji relacija peretka
< skupa x takva da je (x, <) dobro uredjen.

Uputstvo. Uogiti skup s svih dobro uredjenih podskupova od x i relaciju < ovako
uvedenu
(’1’<1) < (h,g)akko aChba(VuvEdu<s v=> us, v (a, b Cx)

Proveriti da (s, <) zadovoljava uslove Zornove leme. Maksimalni element (m, <),

Cije se postojanje tvrdi tom lemom, je takav da x = m, pa je < jedno trazeno do-
bro uredjenje skupa x. ‘

30. Neka je o dobro uredjen skup a x neki dati skup. Sa s(az) ozna¢imo skup pra-
vih prethodnika od a (z je iz @), tj. §a) = {b € a |b < a}. Preslikavanje skupa sfa)
u skup x nazivamo nizom fipa a. Dalje, preslikavanje skupa svih takvih nizova u
skup x nazivamo nizovskom ﬁnkczfom skupa x tipa «. Dokazati teoremu fransfi-
nitne rekurzije: :
~ Za svaki dobro uredjen skup « i svaku nizovsku funkciju f skupa x tipa o pos-
toji jedinstvena funkcija u: a-— x takva da ufa) = flu?), gde je u® restrikcija fun-
kcije u na skup s(a).

31. Dokazati da za svaka dva dobro uredjena skupa x, y vredi:

Jli su x, y uredjajno izomorfni ili je jedan od njih izomorfan pocetnom delu
drugog.
32. Dokazati da Klasa { w, w*l, w2, ...}, tj. { wtklk € w}jeste skup.

33. Dokazati da je svaki dobro uredjen skup izomorfan taéno jednom ordinalnom
broju (u fon Nojmanovom smislu).

34. Dokazati da za sabiranje ordinalnih brojeva vredi: a+) =a, 0 + o = @, a+l =0o.
(0 #8) +y =a +(B ++) ali da ne vredi: « + =0 + .

Uputstvo. Sabiranje nije komutativno, jer, na primer,  + w = w, w + I # w
@ @ - - @

1 o o 1

35. Neka su o,  ordinalni brojevi disjunktnih skupova a, b i neka je ¢ dobro u-
redjen skup ¢&iji je skupovni deo a x b a uredjenije je leksikografsko, .
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(ay, by)< (@, by) akko by < by (by =by A 0;< a,)
Tada je proizvod of, po definiciji, ordinalni broj tako uredjenog skupa a x b.Do-
kazati da za proizvod vazi:

a) =0, 0a=0, al=a, la=a (o )y=cfy)

aff+y) = af+ay
ali da ne vazi
of =fa, (a+p)y=ay+py
36. Ordinalni stepen of definise se rekurzivno (to je moguce na osnovu zadatka 31):
Q) o =1, @) o =dbo
(iii) oP=sup o7, ukoliko je B graniéni? ordinal
7 <B

Dokazati: 0% =0 (o > 1), 1% = 1, Bt r= o o, aB'Y:/ aﬁ}'Y
Da li vredi jednakost: (a8)” = oY g7
37. Dokazati da je ravnomocnost relacija ekvivalencije.
38. Dokazati Kantorovu teoremu:
Neka je x ma koji skup. Tada je x ravnomocan sa podskupom od P(x)ali xi P(x)
nisu ravnomo¢ni. :

Uputstvo. Preslikavanjem f : ¢~ {a} se skup x prevodi na skuo svih jednoélanih
podskupova od x, i to uzajamno jednozna¢no. Dokaz da x i P(x) nisu ravnomoc-

ni izvodi se svodjenjem na protivure¢nost, tj. pretpostavljanjem da postojig: x—=>P(x)
koje je nai 1—I i uo&avanjem skupa a = {y€ x|y & f{y) } za koji se izvodi ovakva
kontradikcija: b € f{b), b & f(b), gde je b onaj element iz x za koji vredi f(b) = a.

39. Neka je s skup svih nizova obrazovanih od 0,]. Dokazati da s nije prebrojiv.

40. Neka su ¢, b disjunktni skupovi i a, b njima odgovarajuéi kardinali. Zbir i pro-
izvod kardinala uvodimo ovako:

Z+b=b+a, (@a+b)+c=a+(b+¢)
Z-b=b-a, (a-b)-c=a-(b-c)
Z-(b+¢)=a-b+a-¢

41. Prema definiciji kardinalnih brojeva vredi ekvivalencija:

]|
It
S
=t}
&
e
]
I1e
S

1)G raniéni jeonajordinal koji nema neposrednog prethodnika, tj. koji nije oblika o+1.
Recimo, w je takav.
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gde smo sa = oznaéili relaciju ..ravnomo¢nost™.

Dokazati: 2=bAc=d=a+c=b+d

42. Uredjenje medju kardinalima uvodi se ovako

Z<b akko aje ravnomocan sa podskupom od b

Dokazati:
() @<3, a<bab<i@=a=b a<bnb<c=a<c
() 2<brc<d=a+c<b+d a<bnc<d=ac<bd

Uputstvo. Antisimetrija, 4.

a< Z/\b == =0

je tzv. Schreder —Bernstajnova teorema. Dokaz videti, na primer, u [22].

Q.II

43.Dokazati: 2< bAac<d=a+c<b+

i<brc<d=7-¢<b-d
44. Neka su a, b skupovi i a b skup svih preslikavanja od b u 4. Tada stepen kar-
dinalnih brojeva uvodimo na ovaj nadin

S|

=_ def
7

|

Dokazati:

3 +Z)==b_a=b_" (gb)(?:; -c

’

R‘l‘!"

D"Ih

Ry
(s ]

BF=

|
S

|

45. Ako je a beskonaGan kardinalni broj, onda

ANV}

+

S|

=g, a-a=a
Dokazati.

46. Dokazati da za kardinalne brojeve a, 5_, od kojih je bar jedan beskonacan vre-
di :

S|
+
(S]]
[}
:
_lh
§~_|I
Y]
(S|
]
]j)
\m-_ll
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XVII POCECI TEORIJE MODELA

(i) Iskazni slucaj
¢ Neka je & skup izvesnih iskaznih formula, a P? skup svih iskaznih slova tih fo-
rmula. Neka je dalie, P D P_ skup nekih iskaznih slova. Pod modelom formula
& po slovima iz P smatra.mojsvako preslikavanje skupa P u skup { T,l}, tako da
ma koja formula 4 skupag‘, u odnosu na to preslikavanje ima vrednost T . Reci-
mo, dva modela po p, g, 1, s formula p =g, p="1 p, su ?
(pqr'S)a (pqu)
Sl e [T
dok formula p A 71 p po istim slovima nema nijedan model.
4 Skup formula oblika

,p?ll ; p;xz,'....., pg“, ..... (@1, 05,..... su Elanovi skupa { T,11})
po slovima py, ps, ..., Py, - ima ta€no jedan mode]
T =( JE. T2 oo pn .....
@ (%) G oo

¢ ima model po slovima iz P akko & ima model po slovima iz P7 :
¢ Za formulu 4 kazemo da je sermanticka posledica skupa formula CF, oznaka
Jl=4, akko po definiciji:
Svaki model) formula & yjedno je i model formule A.
¢ Za formulu 4 kazemo da je sintakticka poéledica skupa formula J, oznaka
T+ A akko po definiciji postoji konagan niz (takozvani dokaz formule 4 iz
hipoteza &F): :
A A A A, jeA4)
tako da ma koji Clan 4, tog niza zadovoljava uslov
(@) A, je clan skupa'/, ili
(i) A, je neka tautologija?, ili
(iii)’Ai je posledica po modus ponensu neka dva prethodna ¢lana tog niza, tj. izve-
sna dva prethodna ¢lana niza su oblika

1 :

)Po nekom skupu P iskaznih slova, nadskupu skupa P,,. . '{A } Bez smanjenja opstosti za P
s moZe uzeti i taj skup. :

2
)Na osnovu stava semanti¢ke potpunosti iskaznog raCuna (videti prethodnu tacku) navedena
deflmlcua se moZe oslabiti uzimanjem da A. moze biti, ne ma koja tautologija, ve¢ jedna od
aksioma iskaznog raCuna. g !
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BB=A
- ¢ Skup G iskaznih formula je sintaksno protivurecan, akko po definiciji, vazi
GE 1L (L je formula p A T1p)

¢ Skup Gje neprotivurecan akko Fnije protivuredan.
¢ Osnovni stavovi :
(S1)  Stav dedukcije
AL A, AR A, a4
Sz) Stav kompaktnosti
Skup G ima model akko svaki konagan podskup skupa & ima model.
(S3)  Stav potpunosti (1 oblik)
Skup & ima model akko je Grneprotivurecan.
(S4)  Stav potpunosti (11 oblik)
GE4 — GFl-4
(Ss) Skup & nema model akko u tom skupu postoji konaéno mnogo formula
Ay A, ..y A, takvih daje :
A1 A 4 A ... AAk<=> L
tautologija.

ZADACI

1. Formula p = g ima po p, g tri modela:

P GA\ ODER R G D (I)

P
Koliko modela ima ista formula po slovima p, g, , s, t?
Odgovor. 24, jer od svakog navedenog moze se napraviti po 8 modela po slovima
D, g, 1, s, t. Vrednosti slova 7, s, ¢ mogu se¢ po volji odabrati.
2. Za skupove iskaznih formulac, B kazemo da su ravnosledni (oznaka: A4 El 73),
ukoliko su sve formule iz B posledice skupaawl, i obratno sve formule iz o+ su pos-
ledica skupa(B.
Dokazati da su naredni uslovi medjusobno ekvivalentni
() AEIB, 4. A=Bi BeA,
(i) Skupovieti B imaju iste modele,
(i), B imaju iste posledice, tj.: :

—tk= Fakko BEF (F je proizvolina formula)
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3. Qdrediti sve modele datih formula (po njihovim slovima)
a) pA g Tlgvilr s=r; b) p=q, q=r
Resenje. Napominjemo da je za resavanje oba zadatka moguée postupiti na ovakav
na¢in: Obrazovati konjunkciju datih formula, a potom tu konjunkciju prevesti na
rastavni oblik (potpuni ili ne) i pomoéu njega saznati sve trazene vrednosti slova
(od kojih su formule gradjene).
Izlazemo druga&iji nadin re3avanja — nacin kakav se moze upotrebm i kada
broj datih iskaznih formula nije konacuan.
2) Ozaéimo sa & dati skup formula. Tada:)
GG, p g (Posto iz p A g proizlazi p, q)
=Y, p g r ({er, iz g, g v r sledi formula 7 r)
=Y, p g 1r,71s (Naosnovu 7, s =7 E7s)
Problem reiﬁvaﬁja skupa formula T svodi se na taj nadin na problem refavanja sku-
pag‘-’_///f,‘ ode smo sa /| oznagili skup formula: p, g, 71, 71 s. Medjutim, skup
Il ima taéno jedno reenje (model):
= =( B G- P8 )
S il 1 L
Otuda imamo ovaj zakljucak: Ako skup ¢f ima resenje, onda to mora biti 7. Dru-
gacije receno, 7 je jedini , kandidat” (moguénik) za resenje. Buduéi da vredi (§to
s¢ lako proverava) /ILEY, zakljuéujemo produzavajuéi prethodni ,,ravnosledni”la-
nac: J EI/L. Dakle, 7 je jedino re¥enje skupag
U vezi sa prethodnim naéinom resavanja istaknimo ove opste crte. U pocetku
smo polazeéi od skupa T izviacili razne posledice (tog skupa). G je, naravno, rav-
nosledan sa skupom koji iz njega nastaje dodavanjem nekih njegovih posledica M.
U obrazovanju posledica skupa @/ (kojih, inacGe, ima beskonaéno mnogo) stremi-
li smo ka posledicama posebne vrste. Ta se posebnost sastoji u tome da dobijene po-
sledice imaju tagno jedno resenje koje se, pored toga, ,,direktno ¢ita”” iz samih pos-
ledica. Jasno je da skupﬂl ima te odlike. Opstije,u takve skupove dolaze skupovi
obrazovani od formula oblika

% ab . @ B,7, . suT ili L)
Tako smo stigli do zakljucka FEIT U .
Najzad, kako vredi MET, to se zakljudak TFElT UM syodina: TEILA, sto
problem resava do kraja.
Napomenimo da- se sli¢an put re§avanja greée i u mnogim drugim matematickim

zadacima, upravo u onim koji poseduju jedinstveno regenje. U zadatku b) sreéemo
slu¢aj sa vise resenja.

1 7 . e -
)Umesto A9 {p, q}sto_u & , p,q.1 udaljem &esto oznake za skup { } izostavljamo.
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b) Dati skup formula oznagimo sa G Dogovorimo se da
AlBiti @ (4, B, ¢ su skupovi formula)
oznaCava da svaki model (tj. svako resenje) skupa / “B, odnosno sktlpae jeste model
i skupaawZ i obratno svaki model skupa A jeste model bar jednog od skupova B,
(. Tada imamo ovakvo rasudjivanje:
F e, pitiY, 1 p :
(Jer za p postoje dve moguénosti)
=9, p g r ii9 p '
(er:pp=q q=rkpq,r)
=l {p,q r}iti I, TIp
(Lako se proverava da vredi: p, g, r ek )
U stvari tako smo dosli do jednog resenja
= bE g )
i el = =
Ostaje da razmotrimo - resenja (ako postoje) koja odgovaraju skupuS/ , Tp.
Za njih imamo:
F.p =G pg T, Up g  (Rasksnia po g7)
Y, Ap g r G ,1p, g Jer:iq g=r 1)
El {Apgr)} idi {p, g} @er: p,g r EFi TIp, g EG)
Skupu {71p,g,r} odgovara resenje T, = (_p q r) , dok skupu {1p, 1¢} od-
L

govaraju dva resenja (r se moze birati po volji):

=
il et Azl i
Znaci skupg‘ ifna ukupno taéno 4 reSenja.
4. Date su formule ( ~ je dvoji¢na relacija)
DG vas 9aET S DG se L DU DUNGNGS 4 =5 b
Oznacimo sa & skup formula koje se iz njih dobijaju kada se promenljive x, y na
sve moguée nadine zamene Glanovima skupa {g, b}. Dobijeni skup < je, ustvari,
skup izvesnih iskaznikh formula po slovima a ~a, a ~b, b~ a, b ~ b. Reiiti skup
g‘po tim slovima, odnosno odrediti mu sve modele.
Primetimo da je postavljeni zadatak, ustvari, zadatak odredjivanja svih relacija
ekvivalencije skupa {a, b} . ¥
5. Odrediti sve relacije ekvivalencije ~ skupa {a,b, ¢} koje zadovoljavaju uslove:
a~ b,71 (b~ c)

6. Odrediti sve modele formula:
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) D=0 01 Alip S Sy W)} iD=l U= 15 1e=25
) DVqgVIhL pvgVvs pYIVs qVrys

d p=q, q=>rAs s=>pAgAr

7. Odrediti sve modele formula:

3) P1 =D, P2 ®P3 > Py = Dpyps -

b) i, PPy P D

C) - P3 & D1-V D2» Da =P V D3 - Pray S0P, VDB -
8. Dokazati: ;

() =4 U B ima model >+ p ima model ili B , 7 p ima model
(i), p nema model i Bl p.nema model ~AU B nema model

\

Tu je p iskazno slovo,o4, B skupovi iskaznih formula.
Resenje. (i) Pretpostavimo da je M jedan model skupa U ‘B V(odredjen vrednosti-
maslovaiz PD P ﬁ) Tvrdenje je trlvgalno ukoliko se slovo p ne pojavljuje u
P, jer, tada se M moze produziti do modela za AU {p} ilizaBu { Ip}.Raz-
motrimo sluéaj kada je p Jedno medju slovima skupa P. Uo¢imo vrednosti 7 p tog.
slova u modelu M. Postoje dve moguénosti: ;

@ rp=T ., (@®)m=1
U slucaju (a) skupai?-, p ima model — jedan je upravo M, a u drugom slucaju skup
7 B p ima model — ponovo je to M. Kraj dokaza.
(ii) Ovo tvrdjenje je kontrapozicija tvrdjenja (i).
9. Neka je T konaéno zadovoljiv skup formula (tj. svaki konacan podskup skupa
T ima model) i p iskazno slovo. Tada bar jedan od skupova

Fuier, Guiar}
je takodje kona¢no zadovoljiv. Dokazati.
Resenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da nijedan od tih skupova nije kona¢no zado-
voljiv. U tom slu€aju izvesna dva skupa oblika

= U {ples = BRURGIpi

gde su -4, B konaéni podskupovi skupa G nemaju modele. Medjutim, (zadatak 8),
odat]e sledi da ni skup —+ U "B nema model, o je protivureénost, buduéi da je to
konacan podskup skupa T
10. Dokazati stav kompaktnosti:

Skup iskaznih formula 4 (po slovima py, p,, ...ima model ako i samo ako sva-
ki njegov konaéan podskup ima model. ;
Resenje. Radi lakseg dokazivanja prethodno uvodimo jednu oznaku. Ako je T ne-
ki konacéno zadovoljiv skup i p iskazno slovo, tada (zadatak 9) bar jedan od skupo-
vawJu {p}, Gu{p } je takodje konaéno zadovoljiv. Neka dogovornoﬁpfjZ
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(,,dopuna skupa & po p”) omacava skup & , p ukoliko je taj skup konacno za-
dovoljiv, odnosno skupg"', 1 p ukoliko skup<F, p nije kona¢no zadovoljiv. Prema
uvodjenju ove oznake neposredno zaklju€ujemo da vazi implikacija:
& je konaéno zadovoljiv - Bp & konaéno zadovoljiv.
Primetimo jo3 da je 8p oblika
g, p* (@jeT ili 1)

pa, sledstveno, ukoliko taj skup ima neki model, vrednost slova p mora biti a. Slo-
bodnije re¢eno, skup Bpg je ,,izjadnjen’ po p — to ,.izjasnjenje” glasi: 7p = .

Uoc¢imo sada niz skupova ‘
Shooh A
odredjen na ovaj nacin

4 - 7 = S ! - = ¢ Sl g
Ay A=t A, h=s A A=8 A

n
Koriste¢i prethodni zadatak i definiciju znaka 6p lako zaklju¢ujemo:
1° Svi skupoviet 4, ... su konaéno zadovoljivi
2° Vaze inkluzije=? CoA) cH, ... Sl el .
_ Podesno je skupg4n i ovako oznaéiti
LB e
jer on, na kraju, nastaje kad se skupua-’izdodaju p1iliTl py, pp ili 1 ps, o, p, i

o, .
Oznagimo sa & uniju svih skupova O’zi' Dakle:

Skup S

(i) je nadskup skupa%(jer;l(’) je=t)

(ii) je konagno zadovoljiv (jer ako je {F,, ..., Fy } neki njegov konaéan podskup,
tada je on podskup i nekog od skupovao-':zi, pa kao takav poseduje har jedan
model) :

(iii) sadrzi izvesne formule oblika

pcfl, p;b, e pg“, (@ su Tili 1)
(jer=#, sadrzi formulu oblika p5', o, sadr tu i jos neku oblika p52, itd.).
Dokazujemo da je

DD pn.....)

m=(
(651 Qg ... (@ e /

jedan model za C‘S, pa prema (i) model i za £ Zamislimo da je
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F(p; s - P; }
ma ko;a formula skupa _5 ¢ija su sva slova (2 njih je samo konacno mnogo)
D: sy p

11
Skup <Y, prema (ii) je konacno zadovoljw pa stoga skup (maée njegov. konacan
podskup)

{F(p: e b b B Dk )
ilx'-‘) lk 5 il 3 seiey lk ‘
mora imati neki model. Medjutim, zbog prisustva formula piil, o p?iklaKO'zak-
k
ljuéujemo da u svakom modelu istog skupa moraju vredeti jednakosti

D, = Qs e Tpik '=aik
kao i jednakost
oy o) =
s i
Dakle, formula 7 — odnosno ma koja formula skupa = - je zadovoljena u M, tj. M
je zaista model za &, odnosno i za A. Kraj dokaza.

Napomena. Nije bitno 5to je skup {p;, p;, ... } iskaznih slova prebrojiv. Stav kom-
paktnosti vredi i za svaki drugi skup iskaznih slova, Obi¢no se tada u dokazivanju u-
zima da je skup iskaznih slova dobro uredjen i dokaz se vodi sli¢no kao u prebrojis

vom slucaju. U vezi sa tim videti dokaz izloZen u 27. zadatku. g

11. Konacan skup formula {4;, 4;, ..., A_} nema model ako i'samo ako formu-
la

AL A Ay A nA = L

/-

je tautologija. Dokazati.
Uputstvo. Koristiti se potpunim rastavnim oblikom formule 4; A A A ... A A
12. Dokazati: Ako skup & izvesnih formula nema model, tada taj skup ima konac-
no mnogo formula 4,, 4,, ..., A Cija je konjunkcija ekvivalentna sa L.
Resenje. Uocimo lanac
I nema model — Izvestan njegov konacéan podskup { 4, ..., A }n_ema model
(jer, ako bi svi takvi podskupovi imali model, po stavu kom-
paktnosti — zadatak 10 — i & bi imao model)
— Formula4; A ... A A < Lje tautologija (zadatak 11)
iz koga sledi trazeni zakljuéak.

13, Dokazati: Ako je formula 4 semanticka posledica skupa G (izvesnih iskaznih fo-
rmula) tada postoji konaéan podskup go skupa J tako da je A4 semanticka posledi-
ca i tog skupa.

Resenje. Uo¢imo lanac
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g‘EA —>g’, _IAnema‘model =
(Po definiciji znaka k&)
= Postoji.go, kona&an podskup od 7, tako da skup go, 14 nema model
(U suprotnom po stavu kompaktnosti dobili bismo da skup &, 714 ima
model) :
- Postoji konacan podskup &, skupa Ftako da: F, k4
(Deo go, ~1 A nema model ie ekvivalentan sa g'o =4)
iz koga sledi trazeni zakljucak.
Napomena. Obrat dokazanog tvrdjenja takodje vazi, a dokaz je trivijalan.
14. Neka je & dati skup iskaznih formula. Uoc¢imo skup@Q svih formula jednog od
oblika

Ay v P (A A Ay ) VP ..., (A4 A A A .../\Ak} VR

gde sud,, 4, ..€ G — 10 3 P je proizvolina iskazna formula (gra-
djena od istih slova kao i formula skupa 7). g
Dokazati: -

@ S =D =

(i) Ako T4, tada u skupu/LQ postoji formula B koja je ekvivalentna sa A.
15. Dokazati I I—Aukohko je A tautologija, a& ma keji skup iskaznih formula.
16. Dokazati stav dedukcije:
() - Ay, 43, - A I-A—>A1,A2,...,An i—A =
Dokaz U vezi sa pojmom FlA, uopste, uvedimo prirodan bl'O] d—to je duzina
(odnosno broj &lanova) najkraceg izvodjenja za = |- 4. Narawno, jednom broju d
moze odgovarati i vi§e razli¢itih izvodjenja. Dokaz izvodimo indukcijom prema bro-
ju d koji odgovara recenici

Ay, 4y, - A IE4
Slucaj d = 1. Tada postoji jednoé]anb izvodjenje za 4, ..., A |- A. Ono mora da
glasi A, iuz to A mora biti neka tautologija ili 4_ili 4; gde < <n. Dokaz za

A dss I—An = A4 u prva dva slu€aja izvedi-se neposredno a u trecem glasi:

(1)4; = (A, = 4,) (Tautologija),

(2) 4; (Hipoteza)

(3)An$ A, (Iz (1) i (2) po modus ponensu)
Slucaj d > 1. Neka je

(1) , I [P o 10 (F; je 4)
jedno izvodjenje formule A4 iz pretpostavki 4, ..., 4 .7Za A4 postoji jedna od moguc-

nosti:
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(i) 4 je neka tautologija, (ii) 4 je A; — neka od formula A An, (iii) u nave-
denom izvodjenju postoje dva ¢lana obhka

B, B> A
U svakom od ta tri slu¢aja dokazujemo da vazi
@) A A A=

U prvom slucaju 4 = A je takodje tautologija pa (2) vazi. U drugom sludaju (2)
dobija oblik
(3) A B A

Ukoliko i = n tada (3) sigurno vazi jer 4 = A_je tautologija, a ukolko i <n

tada vazi:

(4) liipienn ZL g I—Ai
Medjutim, dalje primetimo da je tautologija formula
) s =)

pa iz (4) i (5) neposredno sledi (3). U tre¢em slucaju izvesna dva Elana F, F (i<d,
j<d) 1zvodJenJa (1) su oblika B, B = 4. Znaéi, vaze recenice

4, A R Ay, -, A EB=4
i uz to odnosna izvodJen]a su duzina manjih od 4 Na osnovu indukcijske hipoteze
tacne su i recenice '
(6) A At AR R L AL A (B )
Na osnovu (6) koristeéi se jo§ i tautologijom

(A= (B> A)) = ([A- =B =4 ="4))
kao i modus ponensom (dva puta) dobijamo
Ay CAS AR

n

Kraj dokaza.
17. Podjimo ~od grupoida odredjenog tablicom
-

| 1 a

LI b a
a| 1 I 1
b| I 1 1

i u vezi sa njim uvedimo pojmove ,,formula”, ,,vrednost formule”, ,,model’” i dr
slicno slucaju istinitosnih tablica osnovnih logi¢kih operacija.
Prvo, izvesna slova, na primer

P1, P25 -+ Ppy <
nazivanp ,,iskazna”. Kao ,,formule” uzmimo sve izraze gradjene od tih slova i ope-
racijskog znaka #. Tako, neke formule su

Py P2 % P1, P3 % (Py % Ds),
gde su izvesne zagrade izostavljene. Elementi 1, a, b sluziée kao ,,vrednosti” iskaz-
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/

nih slova, dok tablica grupoida igra ulogu ,,istinitosne” tablice. Neka, dogovomno,
element 1 bude tzv. oznecena vrednost. Na osnovu tablice grupoida svakoj formu-
lid, Cija slova imaju odredjene vrednosti, odgovara ,,viednost” formule. To je ili
1 ili a ili b. Recmo, ako p;, p,redom imaju vrednosti I, g tada formula p; * p,
ima vrednost b, dok formula D1 % (D, * p; )ima vrednost 1. U stvari, ta druga fo-
rmula uvek ima vrednost 1. To je ,,tautoiogija”. Naime, ,,tautologije’” su one for-
mule koje uvek (tj. za sve vrednosti svojih slova) imaju vrednosti . Dalje, na sli-
¢an nacin uvodimo pojmove:
e model datih formulag Fea, Fra
gde je A neka formula,a 'S je skup formula.
(i) @drediti sve modele po p;, p,, p; formule
Py *(p3 *p1)
(ii) Formule :
P1% Py, D1 % (py % pi) (p1 % (py % p3)) % ((Pl % py) * (py T3’!’3))
su tautologije. Dokazati.
(iii) Uvodeéi pojam G L Ana sli¢an nacin kao kod iskaznih formula zamenjujuéi
modus ponens pravilom
A, A*B
B
dokazati ,,stav dedukcije” za s :
o AL [STASTAT S A, I—Anﬁ A
Uputstvo. (ii) Dokazati nemoguénost da data formula ima vrednost razli¢itu od 1. (iii)
Koristiti dokaz naveden u prethodnom zadatku, zamenjujuéi u njemu znak = zna-
kom .

18. Produzetak prethodnog zadatka.
(iv) Dokazati ,,stav kompaktnosti” za s
Skup Fima model akko svaki njegov konacan podskup ima model.

19. Dokazati ekvivalenciju
Ay, Ay, .. A = A< Formula (A; A 4 A ... A A_)= A je tautologia.

Uputstvo. Deo ,,sleva nadesno” sledi na osnovu stava dedukcije, primenjenog n pu-
ta') kao i tautologije

(A1 = (A, = .. (An 2A). =2 (AN o n .. AA )= A)
Deo ,,zdesna nalevo” sledi iz tautologije :

((Al/\ A2 /AN 00 /\An)ﬁA) = (A1 = (A2 =2 /AT] = A}.)}

) Tada se iz Ay, Ag, sy An Fa dobija da je tautologija formula (A;= (A = ... (A’_1 =A)))s



Uvod u matematiCku logiku ; 285

i modus ponensa primenjenog n puta.
20. Dokazati stav potpunosti (I1 oblik)
() GFEd Sy ;
Uputstvo. Po definiciji vazi & - 4 akko za neki konacan podskup {4, .., An}
skupa & vazi 4,, ..., A FA. Koristiti i zadatke 13 i 19 kao i tvrdjenje :
Ay, A E A akko formula (A A ... ~NA ) =A je tautologija
21: Dokazati stav potpunosti (I oblik)
:f ima model <SF je neprotivurecan
gde je F ma koji skup iskaznih formula.
Uputstve. Koristeéi ekvivalenciju () prethodnog zadatka neposredno imamo
G ima model <> Nije F I= 1
< Nije ' S
> ;Zje neprotivurecan
U vezi sa prvim ¢lanom tog ekvialencijskog lanca navodimo ovo obrazlozenje, sma-
trajuéi da je & skup oblika R IIEI
NjeF ELl<— Nje{Fli€l} Ep A Ip
<> Nije (Za svaki' 7) [(Za svakii EI)tF; =T > 7(p A7 1p)=T]
(Sa T smo oznacili preslikavanje skupa svih odgovara]uczh iskaz-
nik slova wskup {T , 1} )
< Nije (Za svaki 1) Nije (Za svaki i € W)l =1
(Jer je drugi ¢lan implikacije, tj. T(p A7 1p) = T, netacan }
< (Postoji T )Nije Nije (Zasvakii € I}TFi =]
<> (Postoji 1) (Zasvakii € )t F; =T
< G ima model

Napomena. Moguce je i obratno, odnosno stav potpunosti (II oblik) izvesti iz stava
potpunosti (I oblik).
22. Nekaje SF skup izvesnih formula F; (i € I) po slovima py, p,, ... . Pretposta-
vimo, dalje da za svaku vrednost tih slova (tj. preslikavanje u skup { T, L } najma-
nje jedna od tih formula ima vrednost T . Dokazati da u skupu & postoji konaéno
mnogo formula Fil' Sres Fiktakvih da je disjunkcija
Fi,V vij

tautologija.
Dokaz. Koristeéi u meta logici pisanje blisko formulskim imamo:
(Za svaki 7) (Postojii €)1 =l

~ Nije Nije'(Za svaki 1) (Postoji i € I) 1 S =]

— Nije (Za neki 1) Nije (Postojii € I)t 1955
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— Nije (Postoji 7)(Zasvakii EI)TF; = 1

— Nije (Postoji 7) (Za svaki i€I) 771 F; =T

- Nije da skup {1F;li EI} ima model

—Nije da svaki konacan podskup {_'Fil""""’ 1%, }skupa {_lFl- li €I ima

model 2 :
- Neki konacan podskup {1 Fj» e 1Fy }nema model
- (Ne postoji 7) (7 (71 FilA A Fik) =T
— (Za svaki 1) T(Fi1V ey, Fl-k} =T

->F ilv ... Y F; je tautologija.

23. U skupu svih iskaznih formula po slovima p, g, 7 uo&imo skup B = {p% o)
Y }gde su a, B, 7 tri odredjena elementa skupa {T ,L}.
(i) Dokazati ; : :
P2 &, A (par) oA (ey) =T
gde je A(p, g, r) ma koja formula po slovima p, g, r-
(ii) Oznagimo sa Con |_ Bskup svih semantickih posledica skupa “B. Dokazati da
je skup Con |_ "B maksimalno neprotivuredan, tj. da ne postoji pravi nadskup?) tog
skupa koji je takodje neprotivurecan.
Uputstvo. (ii) U skladu sa (i) vazi jednakost
ConB={A(pgr) | tAle, By)= T },

gde smo izostavili znak |=. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji neproti-
vurecan skup_//, koji je pravi nadskup skupa Con “B'i neka :

Flp,qr)jeM\conE
Za tu formulu vazi jednakost 7F (e,8,y) =1 , jer bi inace F(p, q, r) pripadala
skupu Con’B. Na osnovu toga zakljudujemo jednakost 7 71 F(a,,y) = T , pa zna-
¢i formula 71 F(p, g, r) pripada skupu Con “B. Prema dosadasnjem rasudjivanju sle-
didaiF(p q r)i 1 F(p, q,r) pripadaju skupu/}l odnosno da jeJ?l protivurecan
— 3to je suprotno pretpostavei.
24. Produzetak prethodnog zadatka. Neka je F skup svih iskaznih formula po slo-

Vima P1, P2, wees By oo i

= ( D1 D2 .. pn =0 )
a; Q... an s
jedno preslikavanje skupa tih slova u skup { T ,L}. U vezi sa 7 uocimo skup for-
mula:

Q . Q
3T= {pll;pzz,.--,pnn,...}

- -
)Misli se na nadskupove gradjene takodje po slovima p, q, I.
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- (i) Dokazati da je skup ConB maksimalno neprotivurecan skup formula.
(ii) Obratno, ako je ¢ C & neki maksimalno neprotivure¢an skup formula, tada je
¢ oblika Con'BT za neko preslikavanje 7. Dokazati.

25. Neka je & neprotivurecan skup formula i 4 izvesna formula. Bar jedan od.
skupova G ,A odnosno g, “14 je takodje neprotivurecan. Dokazati.

Uputstvo. Ako su oba skupa g A 1Y, 1A protivurecniy, tada:-g, AL G Sl
A 1, odakle na osnovu stava dedukcije (zadatak 16) sledi: G4 =>l,gl——IA=L
odnosno F |- 14, F - 4. Odatle zakljuGujemo da je F protivurecan, itd.
Twvrdjenje se moze dokazati i koriséenjem stava potpunosti (zadatak 21). Naime,
ako je & neprotivurecan, tada G ima bar jedan model 7. Preslikavanje 7 je'model i
za tagno jednu od formula 4, 71 4. Dakle, bar jedan od skupova G, 4iF, 4. i
ma model, odnosno jeste neprotivurecan. '
26. Dokazati ekvivalenciju
(Nije F = 4 <G, 14 je neprotivurecan

Dokaz. (koriéenjem stava dedukcije).
g, 1 A je neprotivurecan <— Nijeg, “1 A protivurecan

— NijeF, 1A F1L

— NieF F1a=1 -

— NijeF FA
Dakle: :

G 14 je neproﬁvurec’an. < Nije G g ,

27. Dokazati stav Lindenbauma: Ma koji neprotivureéan skup formula moze se pro-
siriti do maksimalno neprotivurec¢nog skupa formula.
Upuistvo. Stav se moZze dokazati recimo, koriséenjem stava potpunosti (zadatak
21). Neka je, recimo, & dat neprotivureéan skup formula po izvesnim slovima p,
(1 €1). Tz skup ima bar jedan model 7: p. > @, (o, su elementi skupa {T, L}).

U vezi sa 7 uo¢imo skup BT = {piO‘i li €I} kao i skup Con /37 (videti zadatak 23).
Taj skup je maksimalno neprotivureéan skup formula koji sadrzi skup &.

Opisujemo i jedan dokaz bez oslanjanja na stav potpunosti i to u slucaju kad je skup
iskaznih slova p; ma koji skup. Uo¢imo skup svih iskaznih formula po tim levimna i

pretpostavimo da je taj skup dobro uredjenl), slobodnije reéeno, da su njegovi ¢lano-
vi poredjani u ,,niz”:

(1) ASA A A
U vezi sa tim nizom obrazovaéemo neopadajuéi lanac skup6va formula:
@) ; GG cFcq c.cGc

gde je g’o polazno dat neprotivureGan skup formula. Skup gl obrazujemo na ovaj
nacin. Uo&imo skupg0 U {4,} itada G, =g0 U {4, }, ukoliko je taj skup ne-

DVideti tacku XVI.
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 protivure@an, odnosno &F; g ukoliko je skup g U {4,} protivurecan. Na i
¢an nacin obrazujemo 1g2 ,gs, ..., 0dnosno na @ — tom koraku uzimamo: g
Fo Y {A 1, ako Jeg U {4, } neprotivure&an, odnosnog —QZ inace. Uko

liko je a graniéni ordinal, tada uzimamo uniju, odnosno: g U‘ g g~ JUidu-
2 <a
¢em koraku obrazujemo uniju M svih ¢lanova niza @):

M-UZF,

Lako se dokazuje da je/fl'maksimalno neprotivuredan skup formula koji sadrzi po-
lazni skup . Jer, ako bi /L bio protivuredan, tada bi vazilo // k 1, odnosno za
konaéno mnogo formula M;, M, ..., skupaﬂl bi vazilo My, M,, ..., M, =
Medjutim, sve te formule pripadaju 1zvesnom skupu :J pa bi to zna&ilo da je skup
G protivurecan, §to se, inace, lako opovigava. Dalje, pretpostawmo da/ﬂmje mak-
sunalan, veé da /M c K gde je K neprotivuredan skup formula i jos izvesna formu-
la A4 pripada skupu JQ, ali ne i skupu/%. Posto (1) sadr7 sve iskazne formule (po
uocCenim iskaznim slovima), to je A jedna od tih formula, recimo formula A, Pre-
ma zamislenoj konstrukciji skup g U {4} mora biti protivurecan, jer bi inage
A, bila ¢lan skupa ga 41> 0dnosno skupaﬂl Znadi, skup /U {4, }je protivure-
éan -pa takav mora biti-i skup K. Dobijena kontradikcija potvrdu_]e makmmalnost
skupa M. Kraj dokaza.
28. Dokazati:
Skup iskaznih formula po slovima p, (i € I) je maksimalno neprotivurecan akko
taj skup po istim slovima ima taéno jedan model.
29. Neka je 6 skup izvesnih iskaznih formula vida:

iskazno slovo,odnosno konjunkcija slova poviaci slovo
Recimo, jedan takav skup grade formule :
(@) D,D=q p=>F DAgQAT=s5 SAt=u tAU=>D
Oznac¢imo sa P skup svih iskaznih slova formula 6. Dokazati da je preslikava-
nje 7: P 5= {T, L} odredjeno definicijom
1) =T akkoF6 Fp (p €2, , ma koje slovo)
model skupa F6
Dokaz. Ozna¢imo sa § = {s,[i €I} skup svih slova kojima je preshkavan_]em T
dodeljena vrednost T . To su upravo ona slova (iz skupa P ) koja su posledice
skupa 6 . Skupovi 76 i Z6U S su ravnosledni (zadatak 2). UoGimo ma koju
formulu F:

S O A BA L A >y @1 - O @ suslova)

iz skupa 6 i u vezi sa njom formulu Fg odredjenu na ovaj nacin :

Fgje T ukoliko p €S, a u protivnom Fyg je formula koja nastaje iz F kada se
u ovoj izostave (,,0briu”) svaona slova 6y, ..., by koja su &lanovi skupa S. Neka
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je, recimo, S = {p, ¢, r} . Tada redom formulama
DALt=u gAtAU=YV, UADAT=>YV, V=p p=>t
odgovaraju formule ;
t=uw tAu=>v, u>vy T,t

Druk¢ije receno, formula Fg nastaje iz formule F ako se sva slova te formule, ko-
ja su ¢lanovi skupa S zamene sa T ali se uz to uzmu u obzir i tablice operacija
A

Ako je F ma koja formula, tada su ravnosledni skupovi S, F' i S, Fg. S timu
vezi su tautologije kao

DA gGAA(p qrs . .) =pNqgNAT, T, 7s,..")
D1 A .. A pk AA (pll == pk’ qis - 41)‘=’ D1 .. A pk A A( T ""Taqu o) qk)

gde je A ma koja iskazna formula po naznacenim slovima. U stvari, ravnoslednost
skupova S, F i S, Fg i pociva na takvim tautologijama. Opstije, ravnosledni su sku--
povi Fous i96 s US, gde smo sa %S oznadili skup formula nastao od formu-
la F skupa 76 zamenjujuéi svaku od tih formula sa Fg. Koriste¢i dalje ravnosled-
nost skupova‘gé iF6U S zakljuujemo najzad ravnoslednost skupova 6 iQGSUS.
Razmotrimo sada izgled ¢lanova skupa %S . Ti ¢lanovi, u skladu sa naé¢inom kako
su nastali, mogu biti: T , ili konjunkcija slova povlaéi slovo, ili slovo:. Tre-
¢a mogucnost otpada, jer u protivnom, tj. kad bi F¢ bilo slovo, to slovo bi bilo jo3
jedan nov ¢lan skupa S — sto nije moguée, buducéi da je S skup svih ,slovnih” po-
sledica skupa /(5. Znaci, ma koji ¢lan skupa 965 je T ilije oblika

PIA . A pp =Y (015 s Py, ¥ suslova)
pri ¢emu, a to je veoma bitno, nijedno od slova py, ..., pp ¥ ne pripada skupu S.
Sada smo u stanju da ustanovimo da preslikavanje 7 odredjeno definicijom (A) za-
ista jeste model skupa 76 odnosno, §to je ekvivalentno, model skupa S UCJGS .Pre-
slikavanjem 7 svim Clanovima skupa S se dodeljuje vrednost T , a svim slovima p;
e pl; Y formula skupa 96‘5 vrednost L . Zamenjujuéi sva iskazna slova njihovim
vrednostima ¢lanovi skupa S postaju T , neki ¢lanovi skupa %S takodje T a ne-
ki postaju :

L s avdl =l

§to opet iznosi T . Zakljucak: 7 je model skupa (. Kraj dokaza.
30. Produzetak prethodnog zadatka. Da li se ¢lanovi skupa S, odnosno sve ,,slovne”
posledice skupa 76 mogu dobiti primenjujuci konacno puta sledeca pravila u kojima
kao pomoéni ucestvuje i pojam dobra formula:
(a) Ako s € G, onda s € S.
(b) Ako A€ G ,onda A je dobra. :
(c) Ako s €S i formula s = u je dobra, onda u € §S.
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(d) Ako s € S i ako je dobra formula oblika
A;=u(s u slova; 4 ¢ je konjunkcija slova medju kojima se nalaz1 i slovo s)
tada j 3e dobra i formula
A=>u
gde A nastaje iz A izostavljanjem slova s (,brisanjem”).
31. Navesti primer neprotivureénog skupa iskaznih formula CF za koji se definici-
jom
m=T akko Frp (p je ma koje iskazno slovo)
ne odredjuje model skupa .

32. Produzetak 29—og zadatka. Model odredjen definicijom (A) oznadimo sa A(FG)
— zvaéemo ga deduktivni model za 6. Neka je, dalje, M ma koji podskup od P;C

(i) Dokazati da je A(F6GU M) model skupa?/G .
(ii) Svaki model skupa G je oblika A(FGU M) . Dokazati.
33. Dokazati ekvivalencije :
G je neprotivuredan <> CF, A je neprotivureéan ili &f, 714 je neprotivuredan
G ima model «> &, 4 ima model ili G, 714 ima model
& je konacno zadovoljiv<> G, A je konagno zadovoljiv ili
&, 714 je konaéno zadovoljiv
7 je model za & «» 7 je model za F , 4 ili 7 je model za g,_IA,
gde je G skup iskaznih formula, a 4 izvesna iskazna formula. Da li se u tim ekvi-
valencijama veznik i/i moZe zameniti veznikom ili ... ili ?

\

(ii) Predikatski slucaj

¢ Jezik (podrobnije predikatski jezik prvog reda), kao §to smo veé imali, je skup
L ¢&iji su ¢lanovi neki relacijski znaci, neki operacijski i neki znaci konstanata.Za-
hteva se da L sadrZi najmanje jedan relacijski znak. Relacijsko—operacijska struk-
tura na jeziku L odredjena je izvesnim nepraznim skupom — nosiocem strukture,
i izvesnim relacijama i operacijama (svakom relacijsko—operacijskom znaku iz L
pridruzuje se po jedna relacija—operacija odgovarajuée duzine) i izvesnim nular—
nim operacijama (svakom znaku konstante iz L pridruzuje se po jedna nulama
operacija nosioca, tj. po jedan njegov utvrdjen &lan). Ukoliko L sadrZi znak je-
dnakosti (recin{o = ili koji drugi), tada se uvodi i pojam nommalne relacijsko—ope-
racijske strukture nad L — znak jednakosti se tuma&i kao obina jednakost.
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& U vezi sa nekom relacijsko—operacijskom strukturom ot uvodi se pojam pod-
strukture i pojam & —podstrukture, gde je g skup izvesnih zatvorenih predi-
katskih formula (jezika strukture o4 ) ispunjenih u strukturi o7 . Naime, neka je
B neprazan podskup skupa 4 koji:
(i) Sadrzi nularne operacije strukture =
(ii) Zatvoren je u odnosu na ma koju operaciju f strukture ot (4. ako X4,.-,X € B,
onda f{xy, ..., X ) € B).
Tada se operaciji f prirodno dodeljuje operacija f skupa B:
b0 0 63 )) ST 05 Cp e o2 S1)
tzv. restrikcija (na skup B) operacije f.
(iii) Sli¢no, ali bez ikakvog prethodnog uslova o skupu B, relacijama strukture "
se dodeljuju njihove restrikcije. Na primer, restrikcija o, relacije o (duzine n) uvo-
di se jednakoséu:
7 @ (B ooy r | = TS o 2 e B34y e 1E3)

Skup B, ukoliko zadovoljava uslove (i) i (ii), u odnosu na opisane relacije i ope-
racije (uklju€ujuéi i nularne operacije strukture A koje smatramo i operacijama
skupa B) odredjuje strukturu B (na istom jeziku kao ¥ )koju nazivamo podstruk-
turom od 4 . Ona podstruktura koja zadovoljava i formule T (koje, po pret-
postavci, veé zadovoljava ¥ ) naziva se & — podstruktura.

¢ Strukture o7 , B (na istom jeziku) su izomorfne ukoliko postoji obostrano
— jednoznaéno preslikavanje ¢ skupad na skup B takvo da za svaku operaciju f i
svaku relaciju o vredi:

¢ flay, .., a ) = fleay, ..., va )
Aoy, ..., a)«— B Eofpa, .. ea_)

za ma koje elemente g, ..., a_ skupa 4. Uz to pretpostavljamo da se nularne ope-
racije strukture -4 prevode u odgovarajuée nularne operacije strukture B

¢ Neka je o7 struktura na jeziku L. Takozvana fablica strukture je skup izvesnih
formula na jeziku L U A koje, moze se re¢i, formulski opisuju strukturu 4. Na-
ime, u vezi sa svakim operacijskim znakom f (duZine n) strukture 1 tablica sadr-
Zi sve taéne formule oblika

ey, - a ) =a (ay, .., a, aEA)
a u vezi sa svakim relacijékjm znakom « (duZine n) sve taéne formule oblika
ofay, ..., a ), kao i oblika "lafby, - b )

gde a, b. € A. Najzad, u tablicu ulaze i sve taéne formule oblika

l)Znam f,00 €L na levim, odnosno desnim stranama ozna&avaju odgovarajuéu operaciju i relaciju
strukture _ odnosno ’B
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a %aj (a;, g EA)
U vezi sa tablicom je tzv. dijagram strukture <4 . To je skup svih formula jezika

L U A koje su ta¢ne na strukturiaﬁ’z i koje su elementarne ili negacije nekih elemen-
tarnih formula.

¢ U slucaju iskaznih formula postoje skupovi formula koji, u odnosu na unapred
odabran skup iskazanih slova, imaju tadno jedan model. Recimo, takav je skup
{7p, g, 17} u odnosu na slova p, g, r. Sta vige, za ma koju vrednost polazno o-
dabranih slova (tj. preslikavanje skupa slova u skup { T ,l } ) postoji skup iskaznih
formula po tim slovima kome je upravo ta vrednost (preslikavanje) jedinstven mo-
del. Medjutim, u sluc¢aju predikatskih formula nesto slizno ne vredi. Tada su mo-
deli odredjeni relacijsko—operacijskim strukturama (videti uvodni tekst tacke XI,
kao i zadatak 55 tacke XIII), i pritom vredi sledece:

Za unapred datu strukturu, izuzev kada je njen nosilac konacan skup, ne postoji
nikoji skup predikatskih formula za koje bi ta struktura bila jedinstven model (za-
datak 15).

¢ Stav kompaktnosti
Skup predikatskih formula ima model akko svaki njegov konacan podskup
ima model

odnosno u sluéaju prisustva znaka jednakosti:
Skup G predikatskih formula ima normalan model akko svaki njegoyv konacan
podskup ima normalan model.

¢ Neka je G skup univerzalnih formula na jeziku L i I' dati skup. Oznac¢imo sa
T skup svih izraza gradjenih od ¢lanova skupa I' i znakova konstanata iz L, kao po-
laznih izraza, i od operacijskih znakova iz L. Sa g"lr ozna&imo skup svih zapisa
(te¢i) nastalih iz formula skupa & zamenjujuéi promenljivel) na sve moguce naci
ne ¢lanovima skupa 7. Skup C}lr nazivamo iskazni prevod (odredjen sa & i
I'). Taj se skup moze shvatiti i kao skup iskaznih formula. Radi toga je dovoljno da
se zapisi nastali iz elementarnih formula uzmu kao iskazna slova, a logi¢kim znaci-
ma da se zadrZi uloga.

¢ Resavanje mnogih problema matematike moZe se prevesti i na trazenje (iskaz-
nih) modela nekog skupa oblika g|1, . Stoga éemo takav skup zvati i iskaznim
prevodom odnosnog problema, aza sam problem éemo govoriti da je svodljiv na
problem iskazne logike (videti na primer zadatke 18—23).

1)Ako je re¢ o formuli (V Xp, ..., xn)&p(xl SRy xn) podrazumevamo da se zamenjivanje oba-
vlja u njenom deluy (xy, ..., xn).
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ZADACI (nastavak)

1. Neka je jezik L = {e;, ¢, %, @}, gde su ¢, ¢, znaci konstanata, % operacijski,

a o relacijski znak duzine 2. Da li je struktura (N, 0, 0, +, <) na tom jeziku. Pri
tome su tumadcenja jezika odredjena preslikavanjem

( Cy c " a )

FORROE SSE
Odgovor. Jeste, iako se oba znaka konstanata tumace kao isti broj.
2. Koliko ima struktura na jeziku L = {#, a} — %, su operacijski, odnosno re-
llacijski znak duzine 2, Ciji je skup nosilac4 = {1, 2, 3%

Odgovor. Kako troclani skup ima 33% binarnih operacija i 23? binamih relacija,

to je ukupan broj trazenih struktura 332 - 23%, odnosno oko 10 miliona.
3. Da li je (2N, +) podstruktura od (N, +)?
Odgovor. Prema definiciji podstrukture dosta je proveriti da li je skup 2NV zatvoren
u odnosu na sabiranje, odnosno da li vredi implikacija
X,y E2ZN=>x+y €2N
Kako ona vredi, to uoGena struktura jeste podstruktura od (N, +).
4. Opisati sve podstrukture od (N, <).

Resenje. Posto se u vezi sa relacijama ne zahteva nikakav uslov) o skupovnom de-
lu podstrukture, to su sve trazene podstrukture oblika (M, <), gde je M proizvoljan
neprazan podskup od NV.

5. Data je struktura (N, +). Odrediti minimalnu?) podstrukturu koja sadrzi brojeve

65119

Regenje. Zadatak se moze shvatiti kao resavanje po M ovih uslova

@i 6,9€M,

(ii) (M, +)je podstruktura od (N, +),

(iii) M je minimalan podskup koji zadovoljava uslove (i) i (ii).

Primetimo da se, u skladu sa definicijom, uslov (ii) moZe zameniti sa

(ii’) M#¢ MCN, x,y, EM=>x+yEM

Nije tesko videti da postoji vise resenja po M uslova (i) i (ii’). Jedno takvo je N.

ljgazlog je §to se u opstem slucaju od relacije zadane na nekom skupu u svakom njegovom
podskupu moze posmatrati restrikcija te relacije. Medjutim, za operacije sliéno ne vaZi (vaZi

tek uz pretpostavku zatvorenosti podskupa u odnosu na operacije). Kraée receno: restrikci-
ja relacije je uvek relacija, ali restrikcija operacije ne mora biti operacija.

Tj. podstrukturu sa najmanjim (u smislu inkluzije) skupovnim delom.
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Radi dobijanja minimalnog resenja uocimo skup P svih prirodnih brojeva koji se
prave u kona¢no koraka primenom (i) i (ii") kao pravila.

Clanovi skupa P-su, pored 6 i 9, svi prirodni brojevi koji su zbirovi konaéno mno-
go Sestica i devetki, tj. brojevi oblika

6a + 9b,
gde a, b € N, izuzimajuéi slu¢aj kada su oba 0.

Lako se zaklju¢uje da skup P zadovoljava uslove (i).i (ii). Dalje, P je minimalan
takav podskup, odnosno ako je M neki podskup od NV koji zadovoljava uslove (i) i
(ii), tada je P podskup od M (jer M mora sadrzati 6 i 9, kao i sve njihove konacne
zbirove, tj. sve ¢lanove iz P).

Drugim re¢ima: (P, +) j¢ minimalna podstruktura koja zadovoljava uslove (i) i (ii).
Dakle, trazeni rezultat je (P, +).
Napomniena. Do ¢lanova skupa P se moze doéi u dva koraka. Najpre se primenom
pravila (i) i (ii”) obrazuje skup svih izraza gradjenih od 6 i 9 kao znakova konstana-
ta i operacijskog znaka +. U narednom koraku svaki izraz zamenjujemo njegovom
vredno§éu, odnosno odgovarajué¢im prirodnim brojem. Primetimo i da se deSava da
se vise izraza svodi na jedan &lan skupa P. Tako, izrazi (6+6)+6, 9+ 9 imaju oba
viednost 18.
Istaknimo i da smo za podstrukturu (P, +) mogli re¢i da je generisana skupom
{6, 9} '
6. Odrediti podstrukturu strukture (¥, +, <) generisanu skupom {6, 9_}.
Odgovor. Skupovni deo te podstrukture je, kao i u prethodnom zadatku, skup P
svih brojeva oblika 6a + 9b, gde su g b prirodni brojevi i nisu oba 0. Trazena pod-
struktura je (P, +, <)
7. Odrediti podstrukturu od (N, NzS,NzD, |) generisanu skupom {2, 3, 5}.
Resenje. Oznacimo sa P skupovni deo trazene podstrukture. Kako P mora zadovo-
ljavati uslov
x, yE P= NID(x, y) E P, NZS(x, y) E P,
toskupu P moraju pripadati brojevi
Uiy By 1 S 05 IO T35 510
(jer NzS(2,3) =6, NzS(2,5)=10, NzS(10,15)= 30, NZD(23)=1 isl.).
Nije tesko proveriti da su to i svi ¢lanovi skupa P, jer se medju njima za svaka dva
broja nalazi i njihov najveéi zajednicki delilac, kao i najmanji zajednicki sadrzalac.
Pored toga, to je najmanji takav skup generisan skupom {2, 3, 5} . Dakle:
P =1{12,35.6,10,1530}
pa je trazena podstruktura (P, NZS, NZD, |).
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8. Neka je - data relacijsko—operacijska struktura. Da li se do svih njenih pod-
struktura moze ovako doéi:

(i) Izabere se podskup I' skupa 4,

(ii) Obrazuje se skup 7 — skup svih izraza u kojima su ¢lanovi iz T" kao i sve nularne
operacije strukture ! znaci konstanata, a operacijski znaci strukture ot suu-
zeti za operacijske znake. '

(iii) Skup vrT — skup vrednosti u % svih ¢lanova iz 7, uzmemo. kao skupovni
deo podstrukture, a operacije i relacije definisemo kao restrikcije operacija i rela-
cija strukture A .

Odgovor. Moze. Najpre, struktura dobijena na opisan nacin, polazeéi od izvesnog
skupa T, jeste podstruktura od o+ . Naime, ako je f neki operacijski znak duZine
n ( stukture A4 )iay, ..., a elementi skupa vr T, tada izraz ffa, .., an) pripada
skupu 7, a njegova vrednost skupu yr7. S druge strane, ako je B ma koja pod-
struktura od =¥ , ona se moze dobiti opisanim postupkom. Radi toga je dovolj-
no za I" uzeti skup B. U ovom slucaju je»skup vrednosti odgovarajuéih izraza jednak
I', odnosno B.

9. Neka je G skup predikatskih formula

a¥a=h, a¥ b =a,

bta=a  bxb=bh L
gde su g, b znaci konstanata, a * operacijski znak duzine 2. Da li se svi normalni
modeli tog skupa mogu ovako opisati:

Uzmemo ma koji dvoélani skup {4, B}, dalje ¢, b redom tumaéimo kao A4, B, a
znak # kao operaciju # odredjenu tablicom

B AR
ANIEBE A
Bij 4 "B

Odgovor je odrec¢an. Naime, pored dvoélanih modela (a takvi su upravo opisani)
postoje i modeli isa 3 isa 4 i uopste sa'vise od dva ¢lana. Do takvih se modela
moze doéi prosirivanjem dvoclanih na nacin koji opisujemo:

Skup {4, B} dopunimo ma kojim novim &lanovima, ,,dosljacima”. Dalje, a i b tu-
ma&imo po starom kao 4 i B, a % tumaéimo kao operaciju # odredjenu tablicom
koja progiruje ve¢ navedenu tablicu, odnosno jednakosti

A *%A=B, A%*B=A, B*A=A, B%B=B

zadrzimo, a u ostalim slu¢ajevima u % v definisemo po volji — rezultat je A, B ili
neki od ,,dogljaka”.

Primera radi, neka su 1, 2, 3 do#ljaci. Tada operaciju % mozemo, recimo, definisati
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tablicom
FioA U B 2 3
AP SBES AT R D
Bl AT B 1 B
1 2 3 A 1 1
2 1 2 2 2 2
3 B A3 1 B

U vezi sa razmatranim problemom videti i zadatak 56, tacke XIII.
10. Produzetak prethodnog. Skup g dopunimo formulom
X =gV x =D |
Dokazati da dobijeni skup ima, do na izomorfizam, taéno jedan normalni model.

11. Da li grupoid zadat tablicom

w a b
a b a
b a b

tj. odredjen uslovima: a%* a =b, a*«b=a, bwa=a b*xb=>b a7bodre
djuje, do na izomorfizam, sve normalne modele formule

(3 %1,%) (7 A VX) (X=X VX=X )AXTX50A0% X =X
ABRTX] =x; AX T Xy =X)?

Odgovor. Da.

12. Dokazati da za svaki konacan grupoid postoji skup predikatskih formula za ko-
ji je taj grupoid, do na izomorfizam, jedinstven normalni model.

13. Relacijska struktura je odredjena tablicom

L

—
l

o N~
— — =%

AL
T
1

— =

|
Odrediti skup predikatskih formula za Xoji je ta struktura, do na izomorfizam, je-
dinstven normalni model

14. Dokazati da za svaku konadnu relacijsko—operacijsku strukturu i iji jezik je
kona&an postoji jedna predikatska formula, tako da, do na izomorfizam, ta struktu-
ra je jedinstven normalni model te formule.

15. Koristeéi stav kompaktnosti dokazati da za nijednu beskona¢nu relacijsko—ope-
racijsku strukturu ne postoji skup predikatskih formula kome je ta struktura jedin-
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stven model (do na izomorfizam).

Resenje. Neka je =5 beskonagna relacijsko—operacijska struktura &iji je skupovni
deo : ?
S = {sil iel}

a jezik je L. Pretpostavimo, suprotno, odnosno da je za neki skup predikatskih for-
mula & struktura < , do na izomorfizam, jedinstven model. Oznacimo sa‘) A=
{aki kE€K} jedan od skupova koji je vece kardinalnosti od skupa S. Dalje, jezik
L prosirimo dodavanjem ¢lanova s;, @, kao novih znakova konstanata. Na tom §irem
jeziku L uoc¢imo skup @ svih formula oblika

s, 7 S; (gde s, S razliciti ¢lanovi iz S')

a, #an (gde &, Ay razli¢iti ¢lanovi iz A)

o 7 S; (1. svaki €lan iz 4 je razli¢it od svakog ¢lana iz ).

Dokazaéemo da skup & U & ima bar jedan model. Radi toga, uoimo ma koji nje-
gov konacan podskup P. U tom podskupu udestvuje konano mnogo formula iz &,
a u njima konaéno mnogo ¢lanova iz S i iz A. Neka to budu €lanovi

(*) Si Siyr oo sl.m; G > Tyys =oo akn.

Formule skupa P pripadaju jeziku L prosirenom navedenim &lanovima (¥). Od stru-
kture <, na nain koji opisujemo, gradi se jedan model skupa P. U toj strukturi
uo¢imo m+n razli¢itih lanova, pa dogovomo znacima konstanata (%) dodelimo po
jedan od tih ¢lanova. Drukéije receno, u strukturi J dopunski uo¢avamo jos m+n
nulamih operacija, odnosno utvrdjenih ¢lanova koji sluze kac interpreti znakova ().
Dobijena struktura o : je produzenje strukture 2 (u ovakvom slucaju se kaze da
je S prosta ekspanzija, produzenje za = , buduéi da se S razlikuje od cS je-
dino u visku nularnih operacija). Struktura :S je model uocenog skupa P. Na taj
nacin, svaki konacan podskup skupa F U ® ima model, pa prema stavu kompak-
tnosti, model ima i ¢itav skup J U &. Neka je £ ma koji model za G U &. Jezik
tog modela je L U A U S. Pretpostavimo da se obavi skraéivanje struk ture S ne sma-
trajuéi ¢lanove skupa 4 i skupa S kao nularme operacije. Nova struktura é”je na je-
ziku L. Struktura & je model za Ju s, pa je otuda S model za? & . Tako smo
dogli do jednog modela sa G , Cija je kardinalnost, u svakom slucaju, ve¢a od Kar-
dinalnosti modela & . Odatle sledi da S % S nisu izomorfni, ¢ime se zavriava do-
kaz metodom reductio ad absurdum.

Napomena. Dokazano tvrdjenje moze i ovako izreéi:

Nijedna beskona¢na struktura ne poseduje potpun formulski opis na jeziku predikat-
skog racuna prvog3) reda.

1]Pretpos’_tavljamo daANS =0,

izrngih/ ne ucestvuje nijedan od znakova $;> 2., Pa nam nisu potrebne vrednosti (interpreti)
To jJe jedan od razloga uvodjenja i raznih drugih logi¢kih sistema.

)
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Posebno, na osnovu tog tvrdjenja, strukturu (, #, -, ', 0) prirodnih brojeva ne mo-
Zemo u potpunosti opisati nikakvim skupom prédikatskih aksioma. S tim u vezi, fo-
rmalna aritmetika pored strukture prirodnih brojeva, poseduje i razne druge, sa tom
strukturom, neizomorfne modele. Takvi se modeli nazivaju nestandardni modeli arw
tmetike. Njihovo postojanje prvi je dokazao Skolem 1934. godine.

16. Neka je & skup predikatskih formula u éijoj izgradnji uéestvuju samo znaci kon-
stanata, relacijski znaci (bez znaka jednakosti), a od logi¢kih veznika jedino iskazni.
Takav se skup moZe shvatiti i kao skup iskaznih formula, uzimanjem njegovih elemen-
tamnih  formula za slova. Dokazati:

G ima model u predikatskom smislu akko G ima model u iskaznom smislu.

Resenje. Pretpostavimo najpre da G ima strukturu A kao predikatski model. U
tom modelu svaka elementarna formula ®(c;, ..., cn) (® je relacijski znak duzine 7,
€1, -, €, Su znaci konstanata) ima odredjenu vrednost 7®cy, ..., cn}. Lako se zak-
ljucuje da je preslikavanje o, kojim se svakoj elementarnoj formuli ® koja ucestvuje
u- & kao liku dodeljuje 7® kao slika, jeste model skupa G u iskaznom smislu.
Pretpostavimo sada da & ima model, u oznaci recimo o, u iskaznom smislu. Tim
se preslikavanjem svakoj elementamoj formuli @ iz & dodeljuje slika -0 ®, inake
¢lan skupa {T, L} . Radi gradjenja predikatskog modela uo&imo skup C svih zna-
kova konstanata formula & . Koristeéi o lako se gradi predikatski model &iji je no-
silac C. e

Najpre znacima konstanata iz G dodeljujemo iste znake iz C — to su nularne ope-
racije skupa C. Zatim svakom relacijskom znaku @ duzine n dodeljujemo relaciju

® skupa C definicijom '

(Ag) (B sy UL GO((@n oy G )
s tim $to tu definiciju primenjujemo u slucaju kada se ®(cy, ..., ¢ ) pojavljujeu &
kao ¢lan, a inade za 7 o €y C } uzimamo proizvoljnu vrednost (recimo sve T).

Na takav se naéin ocigledno grad1 jedan model skupa & Gime se dokaz zavrsava.
Na primer, ako je & sacinjen od formula
ofa, b) = T a(b, a), ofa, a) v a{a, b)

za njega je C = {a, b}. Polaze¢i od iskaznog modela o

ofa, a) «afa, b) a(b, a) | a
i il T i : adlii DT
b 1L »

neposredno se zakljucuje da je relacija @ odredjena navedenom tablicom, s tim §to
na praznom polju moze stajati proizvoljna vrednost: T ili L. Znaci, polazeéi od
uocenog iskaznog modela ¢ dolazi se do dva predikatska modela sa nosiocem C.
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17. Opisati sve modele formule a(a, b)= afb, a), gde su a, b znaci konstanata, a
o relacijski znak duzine 2. :

Uputstve. Uo¢imo najpre ma koji dvoclan skup S = {q, b} i pomocu njega ovako
izgradimo model:
Znake konstanata g, b tumacimo kao @, b» a « kao jednu od ovih relacija

b aE

l

l
|
‘ 1
|

o

gde na praznim poljima moze stajati po volji T ili L. Takvih relacija ima 4 + 8, tj.
17,

Od prethodnih modela dobijaju se razni novi modeli prosirivanjem skupa S ma
kojim dodatnim elementima — ,,dosljacima” i definisanjem relacije @ u ostalim slu-
Cajevima proizvoljno.

Pored opisanih modela postoje i oni u kojima se ¢, b tumace kao iste konstan-
te. Naime, ako je (S, @) ma koja relacijska struktura sa jednom binarnom relaci—
jom @, tada struktura (S, @, ¢ ), gde ¢ €S, pri tumacenju

a>¢ b->tc a—a
jeste model date formule.
18. Neka je G skup formula (g, b, ¢ su znaci konstanata):
o(a,b) =1 afba), Bla aa), fla b, c)=p(b,c a
Obrazovati skup J | r odredjen izvesnim datim skupom I
Odgovor. g;F je jednak polaznom skupu & .
19. Opisati sve relacije ekvivalencije datog skupa S.

Resenje. Dati problem je svodljiv na trazenje modela skupa oblika CZ 1, odnosno
svodljiv na problem iskazne logike. Naime, ako § = {s,|i €I}, tada iskazni prevod
gll“ ¢ine sve formule oblika

afs, s afs, ;) =als;, s, afs;s,) A afs, s )= ofs, sy);

gde S Sjo Sy € §. To su iskazne formule po slovima oblika a{s s.) . Prema tvrdje-
’ nju zadatka 17 svakom iskaznom resenju o skupa Cf| r odgovara predikatski mo-
del tog skupa sa nosiocem S. Naime, relacija & skupa S uvedena definicijom

(A—) : T a{sl, s.)= oa(sl, S)

je relacija ekvivalencije. Med]utlm definicija (Ag) je takva da se njome opisuju i sve
relacije ekvivalencije skupa S. Naime, ako je aneka data relacija ekvivalencije, ona se
moze dobiti iz jednakosti (A) za neki pogodan 0. Recimo, dosta je za ¢ uvrstiti vre-
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dnost ovako definisanu:

(299 o ofs;, s].) =7 ofs;, s].)

Drugim re¢ima, vrednost slova ofs. v S; ) je T akkos;, S, jesu u relaciji @. Primeéu-
je se da je jednakost (A) dobxjena ,,obrtanjem Jednakos'a (Az)- Neposredno se
proverava da tako uvedena vrednost o zaista jeste reenje skupa F | > kao i da je
njoj odgovarajuéa relacija ekvivalencija koja se dobija pomocu defmlcge (A7) upra-
vo polazna relacija a. :

Zaklju€ak: Jednako§cu (4g) se opisuju sve relacije ekvivalencije skupa S (u funkci-
ji od refenja skupa > [F). : -

20. Odrediti sve relacije poretka datog skupa/S.

Uputstvo. Iskazni skup gll“ se sastoji od formula po slovima oblika afs;, 5; )k

5 = - Medjutim, buduéi da pretpostavljamo da je S dati skup, vrednosti slova

s, = sJ su poznate ( T ako su Sp 5 isti elementi, | ako su razli¢iti). Zamenjujuéi
takva slova njihovim vrednostuna skup glp se prevodi na skup formula po
ofs;, ;)

Primedba. Uopste, ako je & skup univerzalnih formula &iji se jezik sastoji jedino
od relacijskih znakova, problem odredjivanja modela sa datim nosiocem S svodljiv
je na problem resavanja odgovarajuéeg skupa g][‘ (Giji su ¢lanovi iskazne for—
mule po elementarnim formulama gradjenim jedino od znakova konstanata). Pri to-
me, ukoliko se u jeziku formula &F nalazi i znak jednakosti, formule oblika & = b
zamenjujemo sa T, odnosno sa 1, u zavisnosti da li su g, b isti ili razli¢iti elementi
skupa §.

21. Opisati sve relacije o — duzine 3, § — duzine 2 skupa S koje zadovoljavaju us-
love

a(x’y’Z}:x#-y A B(x’ Z}’ a(x!yl Z)éa(.}" Z’x)

22. Odrediti sve kongruencije grupoida datog tablicom: w| a b c
Uputstvo. Problem je svodljiv na rejavanje skupa oblika a a b ¢
G | T koga &ine formule: b b b c

c c c b

X~X, X~ P P~X, XU PAYP~ IS X~ Z, XPYAzUuSx Nz Y Wy,

gde su x, ¥, z, u, v elementi skupa {a b, c}. Tu su nepoznate vrednosti slova ob-
lika x ~ y, dok je % poznata operacija. Otuda se koriiéenjem date tablice, recimo
formulaga~ bA c~a=a*c~btasvodinaa~bAc~a= c~ b Nije te
$ko proveriti da su sva resenja relacije:
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~1[abc ~2|abc ~3labc Gannd e
a1 AL L al T AL @ | AL @l U
i db T b el AL T Do 0T
2l Lol T @l L AU @i AL T T @il 1 I T
23. Odrediti sve relacije R — duzine 3, p — duzine 2, a b
datog grupoida koje zadovoljavaju uslove: b a
bla b

rR(va»Z) = P(X:V) Vi ﬂ(V,Z}, R(x,v,x 'lffv)

ofx, x)= 1R(x, x = x, x), R(x,v,z) = R(v,zx).

24. Neka —/ data strukmura na jeziku L. Problem uvodjenja dopunskih relacija na

" jeziku L’ koje zadovoljavaju date zakone (tj. univerzalne formule na jeziku L U L’)
svodljiv je na problem iskazne logike. Dokazati.
Uputstvo. Dati zakoni se najpre prevode na skup oblika & ru kome pored nepo-
znatih relacija ucestvuju i poznate relacije i operacije. Medjutim, koriséenjem tabli-
ce strukture =7 ove poslednje se mogu odstraniti. Skup G r se na takav nacin
svodi na skup iskaznih formula po slovima oblika y(c;, ..., ¢,/ - ¢ je nepoznata re-
lacija, ¢y, ..., ¢ znaci konstanata. Recimo, neka je nepoznata relacija R a poznate
su relacija p i operacija %, i neka jedna od formula iz ‘gl[“ glasi

(D) R(a,b = c)= _IR‘(b % ca) A pla,b)

Tada najpre sracunavamo vrednost terma b % ¢, recimo neka b % ¢ = b. Formula/l)
prelazi u

@) R(a, b) = "1R(b,a) A p(a,b)

Dalje, koriste¢i tablicu relacije p, formulu p(a,b) zamenjujemo sa T ili sa L. Na pri-
mer, u prvom slucaju iz (2) dobijamo

3) R(a, b) = "1R(b, a)

U formuli (3) ucestvuje samo nepoznata relacija R i znaci konstanata a, b. Slicno
se postupa sa svakom formulom skupa g’IF !

25. Opisati sve modele skupa  koji éini formula:
(Vx,,2) (afx, y) A afy, z) = afx, z)).

Uputstvo. Neka je I' ma koji neprazan skup. U vezi sa njim obrazujemo skup gIF ;
Problem odredjivanja tranzitivnih relacija skupa I' svodi se na problem iskazne logi-
ke. Neka je, dalje, o jedno resenje skupa G - Relacija a uvedena definicijom

() Tafx, y) =0(x, y)

je tranzitivna relacija skupa T", §to nije tesko proveriti. Tako je pomocu I i o odre-
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djeno jedno resenje — jedan model uocene formule. Medjutim, lako se dokazuje
da se ,3etanjem” I" i o dobijaju i svi trazeni modeli. Stroze, vazi ekvivalencija:

M je model 2a CF (Za neki T) (Za neki o) /L je odredjen definicijom vida (%)

Primedba. Svi modeli nekog skupa univerzalnih formula & ¢iji jezik sadrzi jedino
relacijske znake mogu se ovako opisati:

U vezi sa ma kojim nepraznim skupom I" uoci se skup GIF i njegova resenja
0. Skupom T' i refenjima o odredjuju se svi modeli poput prethodnog primera. Pri
tome, ako je « relacijski znak duzine », njemu se dodeljuje relacija o odredjena de-
finicijom

TCL5%hs oy xa)i= oafxy, ..oy X, ) (oo oo 02, ST}

26. Opisivanjem svih normalnih modela datih univerzalnih formula. Neka je & skup
univerzalnih formula na jeziku L koji sadrzi neke znake konstanata, relacijske, opera-
cijske znake i znak jednakosti. Sa G U Ax= oznagimo uniju skupa & i aksioma
jednakosti koje se odnose na jezik L. Neka je, dalje, I" - izvestan skup, (neprazan, u-
koliko L ne sadrzi znake konstanata). Skup (GU Ax=)lr mozemo shvatiti kao skup
iskaznih formula.(znaéimo sa o jedno regenje (iskazno) tog skupa. U skupu 7' odnos-
nih terma uo&imo relaciju ~ ovako uvedenu:

def
51 7 1) ‘_C’U(fl =f)=T

Dokazati da je ~ relacija ekvivalencije saglasna sa operacijskim i relacijskim znaci-
ma iz L. Dalje, u skupu T/~ definiSemo jednu strukturu, u oznaci (T, 0) ova-
ko:

1° Znacima konstanata dodeljuju se odnosne klase — to su nularne operacije struk-
ture.

2° Ma kom operacijskom znaku f duzine n dodeljujemo operaciju 77 e

L5 def
e U Ctn = Cf(tl, SSitn)

3° Ma kom relacijskom znaku ¢ duzine n dodeljujemo relaciju ¢ :
70(C o Ctn) = 0p(ty, .- tn)

(i) Dokazati da je struktura /(! (", 0) normalan model skupa G
(ii) Dokazati da se svaki normalan model za & moze dobiti opisanim postupkom.

27. Produzetak prethodnog. Opisati normalni model datih formula odredjen skupom
'=¢
(¥ x,v) (a(x, flv)) = a(flx), y),  fifta) =a,

gde su a, b znaci konstanata, f operacijski znak duzine 1, « relacijski znak duzine Z.
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Resenje. Skup T odgovarajuéih izraza ima ¢lanove g, fz (4. fla)), f2a (1. fif(a))),
f%,... .Skup (GFuU Ax=)I je skup iskaznih formula po slovima vida (¢, t,),
Iy = &, gde 1, t, € T. Medjutim, zbog zakona f?a = g, taj skup je ekvivalentan?)
sa svojim podskupom koji &ine formule:
) afa, fa) = affa,a), o«(fa, a) = ofa, fa), fPa=a
kao i odnosne formule koje poti¢u iz aksioma jednakosti:
i S I Sl =200 Sy 1 SN Slines b Sk

S e A () =a(t, ;)
Vrednost za neke nepoznate oblika #; =¢, je potpuno odredjena. Recimo:

T(t=t)=T, (f’a=a)=T, 7(fa=fa)=T,

opstije 7(fXa =f") = T ukoliko je k—n deljiv sa 2.
Uocimo iskazno slovo fz = a. Cini se da se navedeni skup formula ,,ne izjasnjava”
po tom slovu, tj. izgleda da iz njega ne sledini 7(fz =a) =T ni 7(fa = a) = 1 .Sto-
ga cemo u trazenju resenja iskaznih formula (%), (%) prethodno traziti ona resenja
kod kojih 7(fa =a) =T , a potom ona kod kojih 7(fa = a) = L. U svakom od tih
slucajeva ujedno éemo videti da li takva resenja postoje.
Slu¢aj 7(fa =a) =T . Tada i sva slova oblika ¢, = t, imaju vrednost T , a skup iska-
znih formula (%), (#%) je ekvivalentan sa skupom
=) afa,a)=afa a), fa=a :
dopunjenim odnosnim aksiomama jednakosti. Dalje nastupa raskrsnica po slovu
ofa, a). Kako su i rafa, a) =Ti rafa a) = 1 refenja za (%), to u razmatrariom slu-
caju skup iskaznih formula (), (#%) ima dva resenja

(t1=t2 a(rl,zzj) 7 _(t1=[2 a(rl,tz))
’ N =

o =
B T T 1

gde su 1, 1, »proizvoljni termi iz 7. Odgovarajuée strukture //[1, /[ » Su:

— Skup M, ima jedini ¢lan C‘a,tj. svi termi su medjusobno ekvivalentni. Znak g,
tumacimo kao nularnu operaciju C,»znak f kao operaciju f : f(Ca} =€ 5
znak o kao relaciju & odredjenu sa

Ta Ca' Ca) =T.
— Struktura _/// , se razlikuje samo u tome #to je kod nje gal(Corey=I
Sluéaj 7(fa =a) = | . Tada su odredjene sve vrednosti slova oblika 7, = ¢, . Tako:

T(fXa =fNg) =T ako je k—n paran, r(fXa = Mg) = | ako je k—n neparan

)

1 tj. ravnosledan.
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gde k, n € N smatrajuéi da je f°z drugi zapis za 4. Skup (%), (%) je ekvivalentan sa
skupom

(=) afa, fa) = offa, a), a(fa, o)= afa, f2), fPa=a, fata

uz odgovarajuée aksiome jednakosti. Ostaje jo§ odredjivanje vrednosti slova oblika
afty, ). Za ta slova se lako zakljucuju jednakosti:

Ta(fczzk, faz“} =tafa, a), Toc(fzzzkﬂ, fazn) =.fa(fa, a),

2n+1 2k +1 2n+1

Ta(fazk, fa ) =1afa, fa), Toffa , fa ) = raffa, fa),

gde k, n €N, pa se problem svodi na odredjivanje vrednosti slova a(a, a), a(a, fa),
a(fa, a), a(fa, fa). 1z uslova da zadovoljavaju (), tj. zadovoljavaju formule:
afa, fa) = affa, a),  affa, @) = afa, fa)

za ta slova postoji ukupno osam moguénosti, buduéi da a(a, ), a(fa, fa) mogu bi-
ti proizvoljni. Evo jednog od tih resenja:

e < ofaa) afafz) affaa) offa, fa) )

e
1 T T T '

Odgovarajuéa struktura /(5 ima skup—nosilac M3 &iji su elementi Cp, Cfa‘ Znak
a se tumaci kao nularna operacija C,, a znaci f, a kao operacija f, odnosno rela-
cija @ odredjene tablicama

7
G Cfa
Cfa G

28. Opisati modele datih formula odredjene navedenim skupom I'
a)  (Yx v)(alx, y)v a( x)), fla)=b, flb)=a; T =0
b) (Vx y)(afx,y)=>x%y=a) (Vx,y)( Na(x,y)=x*y =b); T =d
o «fa,a), afe b), ofb,a, Tafbb); T =0
d) «fa a), Tlafa, b), afb a), Tla(b b)(¥x)(x=avx=0b)T= {cC}
e) (VY x)(B(x)=B(f(x)), (N¥x)fiflf(x))) =x; T ={a b},
gde su g, b,c znaci konstanata, f, operacijski a a, 8 relacijski znaci odgovarajuéih
duzina.
29. Opisati sve modele formula

afx)=a(fix)),  afa)

gde su f, a operacijski, odnosno relacijski znak duzine 1, a @ znak Konstante.
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30. Opisati modele formula &F .
(Vx)xxx=x (¥Vxy)x%y=y%x, (Yxyz)(x®y)kz=x(y*z)
odredjene skupom " = {g, b}.

Resenje. Skup (G U Ax=) I~ kao skup iskaznih formula sastavljen je iz formula o-
vakvog oblika:

— iskazno slovo (recimo takve su t =¢, t % ¢t =t isl.)
— konjunkcija iskaznih slova povlai slovo (takve su na primer:
- i Sl S5 S5, t1=t2/‘\t2=t3=t1=t3:isl.).

Zbog takve posebne strukture taj skup iskaznih formula, oznaéimo ga kraée sa g,
ima jedan (iskazni) model odredjen definicijom

@) =T «— F'kp,

gde je p ma koje od slova iz &’ (videti zadatke 27—30 prvog dela ove tacke).
Nije tesko uvideti da tom reenju odgovara slobodna algebra zakona g generisa-
na skuporﬁ T'. Za to bi se redenje moglo re¢i da je ono ,;sa najmanja T —ova”, jer
definicijom (*) nekom slovu se dodeljuje T jedino u slucaju kada to sledi iz g,
tj. ,kad se mora”. U skladu sa pomenutim zadatkom 30 prvog dela do svih iskaz-
nih modela skupa &’ moze se doti postupnim prosirivanjem skupa slova kojima
se dogovorno dodeljuje T i trazenjem vrednosti ostalih slova definicijom vida (%).
Evo krajnjih rezultata.

U slobodnoj algebri slovima

: a=b, a=a%b b=axb

dodeljuje se vrednost L. Potrazimo zatim redenja skupa &’ kod kojih slovo a =b
ima vrednost T. Nije tesko uvideti da u ovom slucaju vrednost T dobijaju sva slo-
va oblika ¢; =t, . Tako smodosli do resenja, sa najvise T—ova”, odnosno jedno¢lanog
grupoida. Potrazimo sada resenja kod kojih 7(a =a  b) = T rukovode¢i se defini-
cijomn vida (%), odnosno definicijom 2

tp=T«— GFla=anbtp
Ovom definicijom se dolazi do dvo¢lanog modela, Eiji su ¢lanovi C,, Cp, a opera-
cija je odredjena jednakostima 1
Sli¢no, traze¢i definicijom vida (%) reenja skupa &’ kod kojih vredi 7(b=az #b)=T
takodje se dolazi do dvoélanog modela. Nije tesko videti da smo tako opisali sva re-
enja skupa G , jer tecimo ake potrazimo resenja kod kojih se slovima @ = a * b,
b =a % b dodeljuje T onda se dolazi do ve¢ opisanog resenja u slucaju 7(a = b) =T.

Napomena. Navedeno rasudjivanje je, u stvari, opste brirode. Naime odredjivanje slo-
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bodne algebre zakona & nad skupom I' je podzadatak odredjivanja svih modela
formula & . Slobodnoj algebri odgovara jedno, ,,vthovno™ resenje odnosnog sku-
pa iskaznih formula. Ostala resenja tih iskaznih formula odredjuju modele koji su,
u stvari, homomorfne slike slobodne algebre.

31. Opisati sve modele formule’ F
(Vx)(3y)(afx, y)valy, x)
Resenje. U vezi sa formulom F uocimo formulu ﬁ"
(V¥ x) (ofx, fix)) v eoff(x), X))

gde je f novouvedeni funkcijski znak (znak Skolemove funkcije). Kao §to nam je
poznato izmedju modela formula F i }?' postoji ovakva veza (videti tacku XI, za-
datke 11-19). ;
Svaki model za F je produziv do modela za ﬁ‘ i obratno. svaki model za f je
skratiy do modela za F.

To znaci da se problem odredjivanja svih modela za F' svodi na problem odredji-
vanja svih modela zaj?‘ jer od ma kog modela (M, @, f ) za ﬁ, ne rac¢unajudi fi t.
uzimanjem strukture (M, @), dolazi se do modela (i to svih) za F. Medjutim, F je
univerzalna formula pa se njeni modeli odredjuju na nacin koji smo ve¢ izlozili
(videti zadatak 26). Naime, uzimamo ma koji neprazan skup I', obrazujemo skup
svih terma pomoéu " i f, i potom obrazujemo skup formula

©) (B Axlp
Problem odredjivanja modela za F se time svodi na trazenje resenja iskaznih for-

mula (%). U stvari, tako dolazimo do modela za F ali ne racunajuci f, svaki takav
model se skracuje do modela za F. \

Napomena. U opstem slucaju se moze slicno postupiti. Naime, radi odrecijivanja
modela datog skupa formula G | moze se od tog skupa preéi na skup & i prob-
lem svesti na trazenje modela univerzalnih formula. Na kraju jof takav model treba
skratiti do modela za & .

32. Data je struktura (Z, <) koja zadovoljava formulu F:
(Vx)(3v) y<x.
(i) Odrediti bar jednu njenu F—podstrukturu koja sadrzi skup {1, 3, 5 I
(ii) Opisati sve F—podstrukture za (Z, <).
Resenje. Struktura (Z, <) zadovoljava formulu (V x) ( 3 y)y < x. Otuda, po aksio-
mi izbora, postoji funkcija f takva da je zadovoljena i formula (V' x) 1x) < x. Ne-

ke Skolemove funkcije su odredjene formulama.
ako je X paran

filx) =x=1, fo(x)=x=2, fs(x) =[)?CC:12,, ako je X neparan
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(i) Do jedne F—podstrukture mozemo ovako doci. Uo¢imo jednu od Skolemovih
funkcija, recimo f, , i polazeé¢i od datog skupa obrazujemo minimalan skup 4 ko-
ji sadrzi skup {I, 3, 5}i zatvoren je u odnosu na f;, tj. zadovoljava uslove

1 35ie A xe A= T(x)lEAd

Taj skup ima elemente 5, 3, I, -1, -3, =5, —7, ... . Struktura (4, <) zadovolja-
va formulu F, buduéi da (4, <, fz‘/ zadovoljava formulu (V x) f{x) < x, a formu-
la F je njena posledica.

(ii) Oznacimo sa Sk skup svih funkcija f : Z - Z za koje vazi (¥ x)fix) < x, j.
skup svih Skolemovih funkcija za F. Sve F—podstrukture se mogu ovako opisati.
Uocimo ma koji podskup I" C Z i jednu Skolemovu funkciju £ Tada, skup 4 ko-
ji sadrzi I, zatvoren je u odnosu na f i jos je minimalan takav, je skupovni deo je-
dne F—podstrukture. U stvari, tako se, biranjem I" i f € Sk dolazi do svih F—pod-
struktura.

Napomena. Postupak opisan pod (ii) je u stvari opste prirode. Naime, sli¢no se za
neku datu relacijsko—operacijsku strukturu M koja zadovoljava neke formule &
obrazuju sve g’—podstrukture. U tom obrazovanju ulestvuju: I'— ma koji pod-
skup od ¥, operacije strukture M i odbir odgovarajuc¢ih Skolemovih funkcija Sku-
povni deo  F—podstrukture je tada minimalni skup koji sadrzi T i zatvoren je u
odnosu na izabrane Skolemove funkcije, kao i u odnosu na operacije strukture /(.
,Setanjem” skupa " i Skolemovih funkcija opisuju se sve GF—podstrukture od M.

33. Neka je o7 struktura koja zadovoljava univerzalne zakone i "B njena podstru-
ktura. Dokazati da B zadovoljava iste zakone.

34. Stav kompaktnosti predikatskog raéuna. Neka je G skup predikatskih formu-
la. Dokazati:

G ima (normalni) model < Svaki konacan podskup od G ima (normalni) model

Resenje. Deo — sledi neposredno iz definicije pojma modela). Radi dokaza dela <
pretpostavimo da svaki konacan podskup od & ima model, §to éemo izreéi i na o-
vaj naéin: G ima svojstvo K. Sag oznaéimo skup svih univerzalnih formula koje
nastaju iz formula skupa & ,,otvaran]em tj. uvodjenjem novih (Skolemovih) fun-
kcijskih znakova. Jasno je da i sku/P g ima svojstvo K, tj. svak1 njegov konacan pod-
skup ima model. Dalje uo¢imo U Ax=, tj. uniju skupa g i odnosnih aksima je-
dnakosti (onih koje se odnose na jezik formula @) Tada i g U Ax= ima svojstvo
K. NekajeI' = { a}, Jednoclan skup (moze se uzeti ma koji neprazan skup) i

(g U Ax=)|n iskazni prevod za Cf U Ax=; tu je T odgovarajuéi skup terma. I sva-
ki konaéan podskup tog skupa ima neki model. Zaista neka je S = {¢;, ..., Yy }ma

1)U okviru ovog zadatka, kratkoée rad1 umesto normalan model govoriéemo m o-
delL
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' koji konac¢an podskup. Te fog\nule poti¢u od konaéno mnogo formula, recimo re-
dom od ¥, ..., \I/k, skupa & u Ax=./I\\Iar,avno, medju/formulama \Ifi moze biti i
jednakih, jer, na kraju, pri prelazu od G U Ax=na (G U Ajc=}lr odAjedne for-
mule moze nastati vise formula, u zavisnosti od skupa 7. Kako skup Gf U Ax=i-

ma svojstvo K, to formule ¥y, ..., ¥, imaju bar jedan model N . Uogimo u nje-

mu jedan element . Dalje, sa i ci(znaéimo podstrukturu od M generisanu sa
a (videti zadatak 5). /" je takodje model formula ¥, , ... , W, buduéi da su to u-
niverzalne formule. 0d /[~ se lako gradi model formula ¢, ..., ¢, Ciji je jezik
prosirenje jezika L (dobijeno dodavanjem znaka konstante 2). Radi toga je dostau
strukturi /" uogiti i nulamu operaciju @ kao tumacenje za ¢, i zadrzati tumace-
nje ostalih znakova. Dobuena struktura A > " je model formula g, ..., Py -

Kako se skup ( g U Ax=)lr moze posmatrati i kao skup 1skazmh formula, to
na osnovu izlozenog sledi da svaki njegov konacan podskup ima model u iskaznom
smislu.. Koristeéi stav kompaktnosti 1skaznog raCuna (videti zadatak 10 prvog dela
ove tacke) zakljuGujemo da i taj Citav skup ima bar jedan iskazni model ¢. Medju-
tim, odatle sledi da i & ima model, buduéi da se od svakog takvog resenja ¢ mo-
7e sagraditi model skupa & (videti zadatke 25, 26, 27).

35. Neka je g =(G, %) grupoid. Za relaciju p skupa G kazemo da je istaknuta u-
koliko za sve x, y, z iz G vaze formule G
XD X, e Zep Pive Zi=> e pey

Recimo, grupoid (&, -) nema takvu relaciju, jer zamenom z sa [ iz datih uslova se
* lako dobija protivreénost. Dokazati:

Grupoid g ima neku istaknutu relaciju <— Svaki njegov ‘konacno genen‘san‘)
podgrupoid ima istaknutu relaciju.

Resenje. Deo ~ je ocigledno tacan. Dokaz dela < izvodimo pomocu stava kompa-
ktnosti (iskaznog racuna). Uoéimo stoga ekvivalencije:
‘g‘ ima istaknutu relaciju p '
< Postoji relacija p skupa G takva da za sve x, y, z € G vaZze uslovi
S0 05, | BTN (0 1Y v = 07 1) 1Y
<> Skup iskaznih formula® G[(’ koga ¢ine:
Sve formule oblika u ¥ u, gde u€ G
Sve formule oblika x *«z py xz="lxpy gdex,y,z€GC
ima bar jedno resenje.

Uocimo dalje ma koji konacan podskup od g*'[G i ozna¢imo ga sa gk:

)To su podgrupoidi generisani konacnim podskupovima' skupa G.

2)To su formule po slovima u p v, gde u, v EG, jer pretpostavljamo da su X Wz, y Wz zamenju
ni njima . jednakim elementima skupa G
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\

U Py, %P Uy, U pU_

X1 % Z7 P Yo ¥ 21 = 14wy, ., X % 2Rz 2 s 0
Dokazujemo da takav podskup ima bar jedno resenje. Radi toga, uoimo podgru-
poid generisan sa: u,, Ups ooy Uy X1, X,y ooy xn,'yl, Y2y s Y0 215 Za 5 ooy 7 On
je konacno generisan pa poseduje neku istaknutu relaciju. Tom relacijom je odrede-
no jedno resenje iskaznih formula C]k. Dakle, gk ima bar jedan iskazni model.
Stoga, prema stavu kompaktnosti (iskaznom) i &itav skup QZ[G ima bar jedan iska-
zni model. Njime je odredjena istaknuta relacija za g , Cime se dokaz zavrsava.

Napomena. Moze se napraviti veoma mnogo stavova sli¢nih prethodnom. Recimo, je-

dan je: : A '
Grupa se moze _uredin'l) akko se svaka njena konaéno generisana podgrupa mo-
Ze urediti. g

Dokaz tog tvrdjenja je potpuno sli¢an prethodnom. U0p§te; neka je = relacijsko—
—operacijska struktura i skup univerzalnih formula na jeziku te strukture prosire-
nim izvesnim relacijskim znacima p; (nekih duzina). Tada se u skupu 4 mogu- definisa-
ti relacije p; takve da vaze formule &' akko je to moguce uciniti u svakoj konaéno ge-
nerisanoj podstrukturi od &4 .

36. U vezi sa poljem realnih brojeva uogimo skup & ovakvih formula (u njima u-
Cestvuju oznake realnih brojeva, znaci =, >, +,-, —, 0, 1 i znak jedne nove konsta-
nte €):

Prvo, sve formule naveaenog jezika koje su tacne u poljﬁ realnih brojeva. Medju nji-
ma su: tablice realnih brojeva, odnosno formule kao 1+2 =3, v2- /3 = /6, 5—(—3)
=8l =0 L PR ] (o —3), zatim aksiome polja, odnosno formule

(¥ x%,p)xty = y+x, (VYxy)x-y=y.x
(Y x.y,z)(xty)+z = x+{y+z), (VY xyz)(x-y)-z=x-(y-z)
(V x)x+0 = x, - (ex el =0
(¥ x)x#~%) =0, (Vx)x#0=x.L=1)

( x;y:Z/x'(y+Z)=x'y+x'z

dalje, aksiome uredjenja

(Vx) (lix> 0ilix=0iix<0) ; -
(Y%, p)x>0py>0=x ty>0Ax-y>0)
(> = =52 < 0), (Vx)(x <0=—x>0)

Najzad, razne taéne formule? kao

1)Grupa Z je uredjena relacijom p skupa G ukoliko je prelacija totalnog poretka i jos za sva-
kix, vy, u,v €EG vazi

) XPYAUPY ZXTUupPpy Ry
Medjutim, tu nema nijedne formule koja odgovara reGenici: S vaki ne prazan pod-
skup realnih brojeva ograniden sa gornje strane ima
Supremum, jer turecenicu ne mozemo zapisati navedenim jezikom.
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(Ix)x2 =2, (¥x)(3y)2x+3y =5, (V¥x)(¥Vy)(3z)(x<Ly=>x<zAz<y)
Drugo, sve formule oblika :
(&9) 0<e, e<r,

gde je » ma koji pozitivan realan broj.
Dokazati da postoji model opisanih formula.

Uputstvo. Svaki konacan podskup K tih formula ima model. Zaista, neka su 0 <e,
G L1751y G Sy o G SR S formule oblika (¥) koje ucestvuju u skupu K. Tada,
jedan model za K se dobija iz uredjenog polja realnih brojeva ako se u njemu e tu-
maci, recimo kao broj
i
> min (3, (755 o0y 127)

<

Napomena. U prethodnom zadatku je opisano svojevisno prosirenje polja realnih
brojeva, sto je, inace, predmet proucavanja tzv. nestancardne analize.

37. Dokazati ekvivalencije (¥ je zatvorena formulal)):

F je valjana < ~1F nema model, “\F je valjana <— F nema model
F nije valjana <— “1F ima model, “IF nije valjana <> F ima model.
38. Ranije smo u vezi sa ma kojom zatvorenom formulom F dodavanjem novih fun-
kcijskih znakova (Skolemovih) prelazili na univerzalnu formulu za koju smo koristi-
li oznaku F (videti zadatke 74—80. tacke XJI). Tako, ako je F formula
(3x) (" v) (Y z) (ak, y)Aafx, z))onda je F. (Y y) (¥ z) (a(a, y)aa(a, z))U_
vezi sa ma kojom formulom F na slican nacin uvodi se egzistencijalna formula £

X A

; F je, po definiciji, 71 (T1F)
Za datu formulu £ obrazovati formule }AT F
a) (V x,yJA(xy), b) (Vx)(Iy/Axy) c) (3x) (¥ y/A(xy) ) (3xv)AX)).
e) Alcd), D) (Vx)(3yz)A(xp.z), 8) (AxY)IV z,u)A(x.y,z,u).
Uputstvo. Obrazovanje formule F' pokazujemo na primeru ¢). Dakle, F je (2 x)( v p)
A(x,y). Tada najpre uocavamo formulu 1F. Ona je ekvivalentna sa (\ x)( = y) 1A(X, ).
Dalje, za dobijenu formulu & obrazujemo @. To je formula (* x) T1A(x, f{x)), gde je |
nov funkcijski znak. Najzad, obrazujemo negaciju za ®, preradjujuci je na egzistencija-
Ini oblik. Tako:

(Vx) T1A(x, flx)) = 71( 3 x) A(x, fx)) = (3 x) Alx, f(x))

Formula ( 4 x)4(x, f{x))je upravo B .
Evo rezultata (prvonavedena formula je 7/):

1)S vi zadaci do kraja tacke, osim zadatka 50, odnose se na formule bez znaka jednakosti.



=
Uvod u matematicku logiku Sl

a) (%Vx, v)A(x, y), A(a, b);  b) (Nx)A(x, f(x)), (3 y)A(a, y);
c) (v y)A(a, y), ( 3x)A(x, fix)); >~ d) Afa, b), (3 xyA(x, y),
e) Alc d), Alc, d); f) (¥ x)A(x, flx), e(x)), (3 y,z)A(a, y,2);
g) (Yz ud(a b, z, u), (3 x, y)A(x, y, f(x, v), g(x, ¥)),

gde su g, b novi znaci konstanata za formulu F a f, g novi operacijski znaci.
39. Neka je F zatvorena formula. Dokazati ekvivalencije:

(i) F imamodel <— F ima model

(ii)) F jevaljana <= F je valjana

Resenje. Tvrdjenje (i) je ranije ve¢ dokazano (videti zadatke 11-19, tacke XI).
Koriste¢i to tvrdjenje primenjeno na formulu “1F izvodimo dokaz ekvivalencije (ii).
Dakle, polazimo od

N\
(1) TIF ima model < "1 F ima model
Odatle negiranjem obeju strana dobijamo
A
(2) 1F nema model < "1 F nema model

Koriste¢i, dalje, prvi i drugo tvrdjenje zadatka 37 iz prethodne ekvivalencije izvodi-
mo

(3) F je valjana < "1 (—/\f) je valjana
Naj%ad, koriste¢i definiciju formule I::, iz (3) neposredno dobijamo ekvivalenciju (ii).
40. Formulu

afey, flex)) A afey, fle)) = T ofeq, ¢;)

mozemo shvatiti kao iskaznu formulu po slovima a(c,, flci)), afc, flei)), afes, ¢2)-

Jedan njen iskazni model je
o - jelevflea)) afes fley)) afcy, ¢) )
] AL i
Koriste¢i o napraviti bar jedan predikatski model te formule.

Uputstvo. Uo¢imo skup T svih terma gradjenih od ¢y, ¢;, f. Od T se moze sagraditi
jedan model na ovaj nacin:

— 1, ¢, tumacimo kao ¢y, ¢,
— [ tumacimo kao izrazovsku operaciju,
— « kao relaciju o ovako uvedenu

Ta(e, fle,)) =T, tafe, fle) =1, Tafey, ¢y) =1
aza tafty, t,), gde su ty, t, ma koji drugi termi iz T, uzimamo vrednost po vo-
lji (recimo sve T).

Napomena. Dobijeni predikatski model je primer tzv. term—modela. Uopste, model
skupa predikatskih formula je term—model, ukoliko njegov skupovni deo Cine
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termi sagradjeni od izvesnog skupa I' (u prethodnom zadatku I' = ¢), znakova kon-
stanata i operacijskih znakova formule G . Uz to, sve operacije u takvom modelu
su izrazovske.
41. Neka je G skup predikatskih formula bez promenljivih. On se moze shvatiti
ikao skup iskaznih formula smatrajuéi njegove elementarne formule slovima. Tada
vredi:

Skup & ima bar jedan predikatski model (i to upravo term—model) akko @

kao skup iskaznih formula ima model.
Dokazati.
42. Neka je F formula bez pré_menljﬁvih. Dokazati:

F je valjana akko F, shvadena kao iskazna formula, je tautologija.
43. Primenom tvrdjenja (ii) iz zadatka 39 dokazati da za proizvoljnu univerzalnu
formulu (V¥ x, ..., xn) B, xn) vredi ekvivalencija:
(N7221 53 oo xn) B3 5 o xn) je valjana < Flecy, ..., cn), shvacena kao

iskazna formula, je tautologija
"Tusucy, ..., ¢, znaci novih konstanata.
Uputstvo. Uocenoj univerzalnoj formuli odgovara egzistencijalna formula oblika
JH(@ 5 o cn) — ¢y, -, €, SU znaci novih konstanata. Dokaz postavljene ekvivalen-
cije se,dalje,izvodi primenom pomenutog tvrdjenja (ii), kao i tvrdjenja prethodnog
zadatka. 4
44. Jedan model formule
(Vx, 3) (e (x, y) = a(flx). f1y))
je (N, <, ’), gde je x’ = x+I. Koristeéi taj model napraviti za istu formulu term—
—model odredjen sa ' = {g, b, c}.
Resenje. Tfeba da napravimo model &iji su elementi izrazi (umesto ffa), f{i{a)), ...
pisemo fa, f2a, ..): =
2 bsefa b fe e a e Dy e
i Gija operacija f je izrazovska, tj.
7e ( @ - @R e s
\ fa fbfc ffaf?b fic )

Ostaje jos da se za svaka dva terma #,, t, podesno definise ra(7;, 7, ). Radi toga
prethodno u datom modelu izaberimo tri ¢lana koja éemo zvati vrednostima za
a, b, c. Neka, recimo, sve tri vrednosti budu 1 §to zapisujemo i na ovaj nacin

vr(a) = 1, vr(b) =1, vr(c) =1



"Uvod u matematicku logiku 313

Koristeéi te jednakosti i ma kom termu 7 moze se dodeliti po jedan Elan iz N, od-
nosno vrednost. U tu svrhu koristimo ovu povratnu (rekurzivnu) definiciju
v(ft) = ()’
prema kojoj, recimo: vr(fl a) = (vi(fa))” = (vi{a))” = 1” = 3. Relacijski znak @ tu-
maCimo tada kao narednu relaciju a: :
ra(t, ) =7(v(t,) < vr(ty)),
buduéi da se u datom modelu znak & tumaéi kao <. Nije tesko proveriti da se na

taj na&in dobija jedan term—model date formule: Zaista, neka su 7, # ma koji ter-
mi. Tada: '

la(ty, t,) = olflt), fit.)))
= T&(f;, tof = ta(fity), fity))
(Sada je = znak {T, L} — algebre)
= 1(vr(ty) < v(t,)) = t(vr(ft;) < vr(ft;))
(Koriste¢i definiciju relacije @),
= 1(vrty) <vr(ty)) = v(vi(t )]’ < (vi(t,)))
T(vr(ty) <vr(ty) = (vr(t,)) < (vr(ty)))

T, buduéi da je (N, <, ’) model uodene formule.

45. Neka je & skup univerzalnih formula na jeziku L = {o, f, ¢, ... }. Dokazati:
G ima model < G ima term —model (Ddredjen proizvolinim skupom T).

Uputstvo. Naravno, G ima model ukoliko ima term—model. Obratno, uo¢imo ne-
ki model /[ = (M,‘oeM, fM, Cop ...) formula & . Pomocu njega obrazujemo term—
—model €iji je nosilac skup 7" svih terma obrazovanih od I i znakova konstanata i
operacijskih znakova formula & , a operacije, 7> C, -, su izrazovske. Radi uvodje-
nja odgovarajucih relacija, za elemente skupa I', sli¢no kao u prethodnom zadatku,
izaberimo neke vrednosti iz M. Tada i svakom termu iz 7 odgovara vrednost. Nai-
me, ako je ¢ znak konstante, a f operacijski znak duzine n, tada je, po definiciji:

vr(c) = Cppo vr(flty, .-, tn)} =fM(vr(t1}, e vr(tn}) (e, = e T). A

Najzad, relacija o, koja odgovara relacijskom znaku « duzine 7, uvodi se na ovaj na-
¢in

Tafty, .., t) = Tog vty ) ..., vr(t )
Tako se dobija model (7, &, f, €, ...) koji jeste term-model.

46. Neka je G skup univerzalnih formula, I' dati skup i T # ¢ skup svih terma o-
brazovanih od T, znakova konstanata i operacijskih znakovaiz & . Dokazati:

G ima model <« g’LF, shvaden kao skup iskazwih formula, ima iskazni model
Uputstvo. Primeniti tvrdjenja zadatka 41 i zadatka 45.
47. Dokazati:
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Univerzalna formula ima model akko ima prebrojiv model. ' 2
Uputstvo. Term—model odredjen prebrojivim skupom I" je prebrojiv.

48. Neka je F' egzistencijalna formula. Dokazati:
F je valjana < F je tacna na svakom term—modelu odredjenom datim skupom T .

49. Neka je I ma koja predikatska formula. Dokazati ekvivalencije:
F ima model <— F ima term—model(odredjen datim skupom T')
F je valjana < F je tacna na svakom term—modelu (odredjenim datim skupom T).

50. Da li formula f{x) = x ima term—model?

Resenje. Uogimo skup ' = {a}. Tada je skup terma T = {q, fa, f?q, ... }. Ocigled-
no (T, f ),ede je f izrazovska operacija, nije model formule f{x) = x.Uopste, ta for-
mula nema term—model ni sa proizvoljnim drugim skupom I'.

51.Neka je (3 x,, ..., x ) F(x;, .., x_ ) proizvoljna egzistencijalna formula i I' ma
koji skup (u slucaju kada u toj formuli uéestvuju znaci konstanata, I' moze biti pra-
zan skup, a inace I je neprazan). Neka je, dalje, 7 skup svih terma obrazovanih od
T, i od znakova konstanata i operacijskih znakova uocene formule. Dokazati:

(Sxt -.-,xn} F(xl, -.-xn) je valjana < Postoje renni o e ‘..‘, fen 1: iz
takvi da je tautologija formula
F(tll, tln/'v...vF(rkl, rk'n),
shvadena kao iskazna.
Resenje. Radi kraéeg pisanja razmotrimo jedino sluéaj formule (3 x) F(x). Tada va-
_Zi ovaj ekvivalencijski lanac:

(3 x) E(x) je valjana
< 71 (3 x) E(x) nema model
<> (VY x) 71 F(x) nema model
<« Skup { 71 E(t)|t € T} nema iskazni model i
<« Neki konacan podskup {1 F(ty), ..., 1Ft,) } pretrodnog skupa nema
model
(Primena iskaznog stava kompaktnosti)
<« TV E(ty)A ... AT F(tk) nema model
<« T F(t;)A ...A—IF/Z‘k)<=' il
(Jer, u iskaznom slu¢aju formula koja nema model je kontradikcija).
~—F(t,)v ..AvF(rk} =T
< Postoje termi ty, ..., t, iz takvi da je iskazna formula F(t;)V ... vF(tk)
tautologija.
Dakle: {3 x) F(x) je valjana < (Postoje ty, ..., t, € T) F(t,)v...VE(t,) je tautologija

Potpuno sli¢no se dokazuje odgovarajuéa ekvivalencija za proizvoljnu egzistencijalnu

formulu.
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52. Neka je F' ma koja predika[ska formula i (I x;, ..., x ) H(xy, .., x o/ 1joj od-

govarajuéa egzistencijalna formula F. Kao uopstenje pre thodnog tvrd]enja dokazati

ovaj tzv. Erbranov? Stav:

F' je valjana < Postoje termi 1y, by, - f g iz T takvi da je tautologija formula

Hity . o 0V H T, o b NN )

shvacena kao iskazna. '

Pri tome je T skup svih terma obrazovanih od elemenata datog skupa I' (koji mo-

7e biti i prazan ukoliko H sadrzi znake konstanata, a inaCe je neprazan) i od zna-

kova konstanata i operacijskih znakova formule .

Uputstvo. Koristiti tvrdjenje prethodnog zadatka kao i zadatka 39.

53. Neka B8 s o xn) Ebaaos xn} egzistencijalna formula u ¢ijoj izgradnji
ne uestvuju znaci konstanata niti operacijski znaci. Dokazati:

(3 %y, ..., x ) F(x1, ..., x_) je valjana <> Ela, ..., a), shvadena kao

iskazna formitiz, je z‘auz‘ologzla
Pri tome je a znak konstante.

Resenje. Neka je I' = {a}. Tada je T = {a}, buduéi da formula nema operacijskih
znakova ni znakova konstanata. Ntuda za terme o ¢ijem se postojanju tvrdi u zada-

tku 51 postoji jedina moguénost @, ¢ime se dokaz navedene ekvivalencije zavrsava.
54. Neka je a) ( 3x)F(x), b) (3 x, y) F(x, y) egzistencijalna formula bez operacij-

skih znakova i neka je C = {¢y, ..., ¢y } skup svih njenih znakova konstanata. Do-
kazati: :

4) (3 x) F(x) je valjana < F(c) V... v F(ck) je z:mztologijzz
b) (3x, y) Fx, y) je valjana < Flcy, ¢\)v Flcy, )V ...V Flc,, ¢ )
je tavtolo zija

Uputstvo. Za I" izabrati prazan skup a potom primetiti tvrdjenje zadatka S1.
55. Ispitati koje od narednih egzistencijalnih formula jesu valjane
(3x,y,2) (afx, y) na(y, z) = a(x, 2)), (3 x)(afa, x)<= a(x, a)),
(3x) (B(a)v B(b)=B (x)), (3x, y)(ofxy]Ale(x, y)= a(a,x)Ac(y, b))
56. Neka je (V x, ..., x o B, 5 y) formula u preneks obliku bez
operacijskih znakova i bez znakova konstanata Nokazati:
o510 e 22 B D) b mr oo y} je valjana
- <> Formula F(a,, ...,a_,a,)v Fla,, ..., a., @) s (a an,an),

shvacena kao iskazna, je tautologija

uisuloe o 4 znaci konstanata.

Uputstvo. Od date formule preéi najpre na njoj odgovarajuéu egzistencijalnu for-
mulu, a zatim primeniti ekvivalenciju a) zadatka 54.

W Acames e s mefmd (s
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57. VPrimeniom Erbranovog stava dokaZafci da je naredna formula valjana
(3x) (V) (afx)=a(y)

' Resenje. Egzistencijalna formula F za datu formulu je (3 x) (a(x) = a (fx)). Neka
je, dalje, ' = {a}. Skup terma T je tada {a, 12, f%a, f>a, ... }. Kako je disjunkcija:

(efa) = offa)) v (a(fa)) = a(f*a))
oc¢igledno tautologija (ona je iskazna formula po slovima afa), a(fz), e (f2a)), to
je polazna formula valjana.
58. Neka je F' zat\)o/{ena formula i (V x4, ..., xn) Nozip oo xn} njoj odgovarajuca u-
niverzalna formula F. Dokazati ekvivalenciju:
_ F nema model < Postoje termi ti1> b oos by 12 T takvi da skup

Sltge -SG5y  h S » ten! b

shvacen kao skup iskaznih fomzula, nema model.
Tu je T skup svih terma obrazovanih od skupa I (ako F nema znakova konstanaw.,
I" mora biti neprazan) i od znakova konstanata i operacijskih znakova formule S.

59. Produzetak prethodnog. Pretpostavimo jo3 da je formula S(x1 , ey X ) dovede-
na na sastavni oblik, tj. da vredi

Sl xn) = 8§ (X, .. xn)ASZ(xl, Al xn) A... Sm(xl, xn)
gde su S, disjunkcije elementarnih formula ili negacija elementarnih formula. Do-

kazati ekvivalenciju:
F nema model <— Postoje termi Hp: Ligr oo Byp iz T takvi da skup
(N (G o Gl oo Sm(tu, o i
S (tyys s tm), Sm(t2l’ tm),
81(t 1o woos Bo wons Siy Byr -+ B/}
shvaden kao Skup zskaznzh formula, nema model.
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XVIII FORMALNE TECRIJE

¢ Ako se neka matematicka teorija aksiomatski izgradjuje polazi se od nekih rece-

nica, formula uzetih kao tacne. Te-,,polaznice” druk&ije nazivamo i aksiome teori-

je. Logicke posledice aksioma su tzv. feoreme teorije. Podrobnije reeno, svaka

teorsma ima bar jedan dokaz, koji se sastoji iz niza koraka. Ma koji korak dokaza

moze biti:

— aksioma, ili ve¢ dokazana teorema;

— neki logicki zakon (tautologija, valjana formula i sl.);

— neka formula (tecenica) koja sledi iz nekih prethodnih koraka dokaza po nekom
pravilu izvodjenja. Recimo, ako su izvesne formule oblika 4 =B i B = C dva Glana
nekog dokaza, tada se u nekom slede¢em koraku moze uzeti formula 4 = C; pri
tom se kaze da je primenjeno pravilo

A=B % B=GC
: e

¢ Postrozenjem pojmova aksioma, dokaz, na nacin koji upoznajemo, dolazi se do

pojma formalne (odnosno- potpuno aksiomatske)l) teorije. Formalnu teoriju odredu-

ju: :

— Alfabet: Y izvestan skup polaznih znakova koje zovemo slovima tog alfabeta.

— Formule: neke od reci obrazovanih od slova datog alfabeta. Pri tome je dat i

efektivan postupak za odlucivanje da li neka re¢ jeste ili nije formula.

— Aksiome: neke od formula. Ako je jo3 dat i efektivan postupak za odlucivanje

dzli neka formula jeste ili nije aksioma, tada za formalnu teoriju kazemo da je ak-

siomatska. 4

— Pravila izvodjenja (njih konano mnogo): izvesne relacije u skupu formula. Ako

je o jedno pravilo izvodjenja duzine n (4. jedna relacija duzine ) i ako su formu

led,, .., A |, A (tim redom)u toj relaciji, piemo Ay, Ay i kazemo da

A

n
je A_ direkina posledica formula 4, , ..., A, po pravilu izvodjenja a.

4 Dokaz (zzvodjen]e dedukcija) u nekoj formalnoj teoriji je kona¢an niz formula
Hiferes F takay da svaki ¢lan tog niza jeste:
(i) aksioma; ili

(ii) direktna posledica nekih prethodnih formula niza po izvesnom pravilu izvodjenja.

)PO]am formalne teorije potxce od Hilberta David Hilber t, 1862 -1943).

Za alfabet zahtevamo dd zadovoljava uslove iz tacke l S'lowva i reci

, fusnota na stra-
nide
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¢ Formula F je feorema formalne teorije, ukoliko postoji bar jedno izvodjenje te te-
orije Ciji je poslednji ¢lan bas formula F. U sluéaju kada F jeste teorema teorije g :
koristimo oznaku - F.

¢ Formalna teorija je odluciva, ukoliko postoji efektivan postupak za odlucivanje da
li neka formula te teorije jeste ili nije teorema. :

¢ Neka je g skup izvesnih formula neke formalne teorije 9 i F formula te teori-
je. Kazemo da je F posledica skupa hipoteza g“ sto ovako oznadavamo: ;—F

ukoliko postoji konacan niz formula &iji je poslednp ¢lan formula F, i takav da sva-
ki ¢lan tog niza jeste:

(i) aksioma; ili

(if) hipoteza; ili

(iii) direktna posledica nekih prethodnjh formula tog niza po izvesnom pravilu izvode-
nja teorije G

¢ Pri razmatranju neke formalne teorije koristimo kao pomoénu izvesnu intuitivou
(neformalnu) matematiGku teoriju koja se, pri tome, naziva meta—teorija. Jezik pomo-
¢éu koga je izrazena meta—teorija naziva se meta—jezik.  Taj jezik je obicno govorni je-
zik sa uobi¢ajenim matemati¢kim znacima. Sama formalna teorija koja se razmatra
naziva se, pri tome, objekt—teorija, a njen jezik‘) objekt—jezik.

¢ Formalne teorije se obi¢no izgradjuju radi istrazivanja u vezi sa nekom (neformal-
nom) matematickom teorijom. Za tako dobijenu formalnu teoriju polazna matemati-
¢ka teorija je njena tzv. glavna interpretacija.

¢ U algebri se Cesto koriste tzv. jednakosne formalne teorije. Jednu vistu tih teorija
¢ine jednakosni rauni, koje smo upoznali u tadki XIII. U stvari, ostale jednakosne for-
malne teorije nastaju iz njih uzimanjem jos izvesnih formula oblika

t,=1t, (21, % su izrazi)
kao dodatnih aksioma.

¢ Za neke vrste formalnih teorija uvodi se pojam modela. To je obi¢no neka relacij-
sko—operacijska struktura koja, u odredjenom smislu, zadovoljava teoriju.

¢ U logici su od posebnog znacaja dve formalne teorije: iskazni racun i predikatski
rac¢un I reda. Prva teorija je u vezi sa tautologijama, a druga sa valjanim formulama
(videti zadatke 19, 21, 31). Pomoéu predikatskog racuna grade se razne formalne ‘e-
orije koje se koriste za tzv. strogo aksiomatsko (formalno) zasnivanje matematickih
teorija.

1)Jezik formalne teorije Eine: polazni znaci, re¢i obrazovane od tih znakova, kao i konacni nizo-
vi tih reci.
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ZADACI

1. Neka je formalna teorija odredjena ovako:

Polazni znak je slovo a
Formule su sve 1e¢i obrazovane od tog slova
Aksioma je a
Pravilo izvodjenja je FE— , gde je F proizvoljna formula
aa
(i) Dokazati da je re¢ aaaaa teorema
(ii) Dokazati ovo meta—tvrdjenje:
Rec F je teorema, ako i samo ako se slovo a pojavljuje u njoj neparan broj puta.
(iii) Da li je data formalna teorija odluéiva? :
(iv) Neka je jedna interpretacija odredjena uslovom: Re¢ %% , tumaci se kao priro-
; n—puta
dan broj n. Koji prirodni brojevi, pri tom tumacenju, odgovaraju teoremama?

Resenje.

(i) Dokaz za formulu aaaaa izgleda:

(1)a (Aksioma)

(2) aaa (Iz (1) po pravilu izvodjenja)

(3) aaaaa  (Iz (2) po pravilu izvodjenja)

Nije tesko zakljuciti da je navedeni dokaz i najkra¢i moguc.

(i) Radi kratkoce u izrazavanju, nazovimo re¢i u kojima se slovo a pojavljuje neparan
broj puta neparnim. Tada tvrdjenje koje treba dokazati glasi: Rec¢ F je teorema ako i
samo ako je neparna.
- Neposredno se uocava da je aksioma ¢ neparna re¢ i da pravilo izvodjenja ¢uva ne-
parnost: Ako je F neparna formula, onda je i Faa (dobijena iz F primenom pravila
izvodjenja), takodje nepamna. Na osnovu toga, svi ¢lanovi nekog izvodjenja moraju bi-
ti neparne formule, pa su otuda i teoreme neparne.

Obratno; neka je F neparna formula. Dokazujemo da je F teorema. Dokaz izvodimo
indukcijom po n — broju pojavljivanja slova ¢ u formuli F.
— Zan=l F glasi: a. Zna¢i, F jeste teorema.
— Neka je reorema neparna formula koja ima 2k—1 pojavljivanja slova a i neka je
Fis e F_jedan njen dokaz. Tada je niz F,, ..., FS, F dokaz za formulu F u kojoj se
slovo @ pojavljuje 2k+] puta. Obrazolozenje: F se dobija iz F_ primenom pravila izvo-
djenja.
(i) Data formalna teorija jeste odluciva. To proistice iz meta—tvrdjenja dokazanog
pod (ii). Efektivan postupak odlucivanja da li neka formula jeste ili nije teorema sa-
s1oji se u izbrojavanju broja pojavljivanja slova a u toj formuli. Ukoliko je taj broj
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pojavljivanja neparan, formula jeste teorema, a ukoliko je paran, formula nije teore-
ma= ‘ g

(iv) Kako su, prema meta—tvrdjenju dokazanom pod (ii), teoreme one i samo one
reci u kojima se slovo a pojavljuje neparan/ broj puta, to pri datoj' interpretaciji te-
oremama odgovaraju reparni prirodni brojevi. :

2. Obrazovati formalnu teoriju polazeéi od slova ¢ tako da njene teoreme budu one
1 samo one reci u kojima se slovo @ pojavljuje paran broj puta.

3. Obrazovati formalnu teoriju polazeéi od slova g, b tako da njene teoreme.budu:
slova g, b ijo§ one i samo one re¢i kod kojih se ta slova neizmeni¢no redjaju. Ta-
kve su, na primer, reéi: ub, aba, bababab.

Uputstvo. Jedna moguénost je:
Azbuka je {a,b}
Formule su sve re¢i obrazovane od slova a, b
Aksiome su:a, b

T i Fa Fb
Pravila izvodjenja su: (a)l-;;l; () Fa
~ Drugim re¢ima, pomocu datih pravila se na re¢ koja se zavrsava slovom ¢, moze dopi-
sati slovo b, dok se na re¢ koja se zavriava slovom b moze dOpisatil) a.

4. Obrazovati formalnu teoriju polazeé¢i od znakova d, b tako da teoreme budu tacno
one reéi u kojima se znak a pojavljuje paran broj, a znak b neparan broj puta.

5. Neka je alfabet {a, b, %, ), ( }i medju njegovim redima uoc¢imo one koje su izrazi
po a, b. Odrediti formalnu teoriju tako da njene teoreme budu upravo ti izrazi.

u, v
(usv]
~ 6. Nastavak prethodnog. Zamislimo da sé kod prethodnih izraza svuda obrisu znaci
a, b, = a da se ostave znaci zagrada. Tako od izraza (a * b), (a * (b * a)) tedom na-
staju ove re¢i( ), (( )) alfabeta { ), (}. Odrediti formalnu teoriju Eije su teoreme
upravo re¢i tako nastale iz izraza.

Odgovor; Aksiome su a, b, pravilo je

Odgovor. Aksioma je ( ), pravilo je ;"_V

uv)
7. Neka je C skup znakova konstanata, V' skup promenljivih, O skup operacijskih zna-

kova , ) ( znaci zagrada i , zarez.

(i) Opisati formalnu teoriju éije su teoreme odgovaraju¢i izrazi.

(ii) Opisati formalnu teoriju &ije su teoreme re¢i po slovima ) (, nastale iz izraza bri-
sanjem znakova konstanata, promenljivih i operacijskih znakova.

Napomena. Ako su #y, ..., # izrazi i f operacijski znak duzine n, tada i re€ f{y, ...,

t ) smatramo izrazom. :

1)Pri tome F mozZe biti i prazna re¢, tj. Fa, Fb mogu glasiti redom a, b.
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8. Definisati formalnu teoriju sa poléznim znacima 4, b tako da pri interpretaciji odre-
djenoj uslovima:
(i) Slova a, b se tumace kao oznake brojeva 1, —I
(ii) Rec'x; X, ... X, tumacise kao proizvod x; -% - ...+ X
vazi ovakvo meta—tvrdjenje:
Rec F je teorema formalne teorije, ako i samo ako njoj odgovarajuci proizvod F=
ima uvek vrednost 1, za svaku vrednost brojevnih promenljivih a, b iz skupa

W=k
Odgovor. Jedna moguénost je da se trazena formalna teorija ovako definise:

Polazni znaci su slova a, b
Formule su sve re¢i obrazovane od tih slova
Aksiome su re€i aa, bb
F, G’ FabG : FbaG
FG  FtaG  FabG
Pri tome su F, G proizvoljne formule, 6dnosno proizvoljne re¢i obrazovane od a, b
od kojih jedna ili obe mogu biti i prazne re¢i.

Pravila izvodjenja su:

9. Da li-se teoreme formalne teorije iz prethodnog zadatka mogu i ovako opiéati:
ReC F je teorema, ako i samo ako, ukoliko se slovo a, odnosno b uopste
pojavljuje u toj re¢i, onda se pojavljuje paran broj puta.

10. Da li je narednim uslovima odredjena jedna interpretacija formalne teorije iz zada-
tka 8:

(i) Slova g, b tumace se kao iskazna slova
(i) Rec x1x%,, -, X, se tumaci kao iskazna formula:
(o == ) =0y )i oo

Dokazati meta—teoremu:

Formula F je teorema, ako i samo ako njoj odgovarajuéa iskazna formula F

jeste tautologija

Da li se datom interpretacijom skup teorema uzajamno jednoznaéno preslikava u
skup svih tautologija obrazovanih od iskaznih slova g, b i logic¢kog znaka <?
11. Definisati formalnu teoriju ije su teoreme upravo sve iskazne formule gradjene
od iskaznih slova p;, p,, .
va zagrada.

5 |8 e iskaznih veznika A, v ,=, < , 7] iznako-

12. Definisati formalnu teoriju &ije su teoreme upravo predikatske formule (I reda)

u kojima uéestvuju dati znaci konstanata, date promenljive i dati operacijski i rela-
cijski znaci.

13. Formalna teorija g je zadana ovako:
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Alfabet je {7, ay, @, .-, £ }. Formule su re¢i oblika ury, gde su u, v reci nad
alfabetom 4 = {ay. @, ..., otk }. Aksiome su sve formule oblika uru, a pravila
su sledeca

Uiy ury, viw

T uw
(i) Dokazati: :

ayray, @yras, & ra, \-asray; omra;, @rask asra
(ii) Neka je S neki skup formula teorije g.u skupu 4 na ovaj nacin uvodimo
binarne relacije g i p

T/aioaj)':T‘_"zi“leS, T(Cﬁpdj)=T<—>S|—airaj

Dokazati da je p relacga ekvwalencqe i da je to minimalna relacija ekvivalencije
skupa 4 koja sadrzi o.

14. Neka je ¢ teorija grupa, §j. jednakosna teorija kod koje je e znak konstarnte,
X1, X;, ... promenljive, # operacijski znak duzine 2, *, operacijski znak duzine
1, a aksiome su formule oblika '

(i L)% b5 =ty % (% 1), tRest iRl =e
Dokazati teoreme:
(i) ewt=¢t t'wr=¢
@) (0% 5)t =5n f
gde su ¢, t,, t ma koji izrazi.
15. Neka je A dati alfabet i ® = { ¢;, ¥,, ... } skupznakova koje-dogovorno nazi-
vamo relacijski znaci duzine 1. Re¢i oblika p.u, gde je ureC nad A4, nazivamo oz-
nacene i Citamo ih: u ima svojstvo ¢, Takozvana visevrsna formalna teorija je
formalna teorija odredjena izvesnim skupom oznacenih re¢i — to su njene aksio-

me — i izvesnim pravilima (sa oznacenim rec¢ima). Ukoliko je ¢ kraj nekog doka-
za, kazemo i: u je p,—teorema.

.U vezi sa datim grupmdom definisati jednu visevrsnu for # | a b
malnu teoriju sa ® = {a, §} ¢ije e a—teoreme biti svi iz- Al h
razi gradjeni od a, b, * koji imaju vrednost a, a §—teoreme b b a

oni izrazi koji imaju vrednost b.
Uputstvo. Aksiome: aa, 8b. Pravila:

ou, ou, Bv Bu, ay fu 8v

o(urw)  Blurv)’ Bluxv) afuwv)

16. Nastavak prethodnog. Obrazovati visevrsnu formalnu teoriju sa @ = {tp] cije
¢t —, odnosno p —teoreme su termi, odnosno formule gradjene pomocu znakova

konstanata a, b, ¢, promenljivih x;, X, X3, .., operacijskog znaka % duzine 2, re-
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lacijskog znaka « duzine 2 i logickih znakova A , v, =, =, 71,V , 3 .
17. Neka je 9 formalna teorija ¢ije su aksiome A,(7 € J) a pravila su oblika

) > (015 oo OB
(o}
Pretpostavimo da znak - ne pripada jeziku teorije d . Nowu teoriju g’ napra-
vimo ovako:
Njene formule su re€i oblika
AA S B B G

pri Cemu su 4, B, C, ... formule teorije g . Kao aksiome uzimamo sve aksiome
A; teorije g , i dalje u vezi sa svakim pravilom izvodjenja () uzimamo aksiomu
D D oD

Teorija I’ ima jedino pravilo modus ponens (za —)

15 12=00)

0

Dokazati da za ma koju formulu 4 teorije I yredi ekvivalencija

A4 akko L4
g g’

Napomena. Drugim recima, svaka formalna teorija moze se dopuniti do formalne
teorije koja ima samo jedno pravilo izvodjenja. To dopunjavanje nije kreativno, od-
nosno vazi prethodna ekvivalencija, prema kojoj nije moguée da neka formula 4
teorije T bude teorema sire teorije : a da ne bude teorema i polazne teorije.

18. Dokazati da je svaka formalna teorija ekvivalentna sa nekom teorijom koja i-
ma taéno jednu aksiomu (ekvivalentne su u smislu da imaju iste skupove teorema).

19. Neka su p.(i € I)znaci koje ¢emo zvati iskazna slova. Dalje pretpostavljamo da
smo na uobicajen nacin definisali iskazne formule gradjene pomocup;, T , 1, vezni-
ka A, v, 7] iznakova zagrada. Jednakosnu formalnu teoriju, u oznaci ‘B , uvodimo
ovako. Njene formule su re€i oblika 4 = B, gde su A, B iskazne formule. Aksiome
su:

Av A=A AAA =4
Av B =B vA AAB =BA A
(Av B)v C =A v (B v C) : (AAB)AC =AA (BAC)
Av (AA B) =4 AA(AvB) =4
Av BAC) =(AVvB)A(4 v C) AA (BvC) =(AAB)v(AAC)
Av.1l =4 AA Ll =1
Av T =T AN T =4

Av 14 =T AA 14 =1



324 XVIII Formalne teorije

uz koje prikljucujemo i aksiomu jednakosti

A =4
Pravila izvodjenja su opsta pravila u vezi sa jednakoséu
A=B  A=B, B=C A=B A=B, C=D (xje V,A).

B=A’ A=C ' 4=T1B’ A%CB=xD

Pri tome su 4, B, C, D proizvoljne iskazne formule.
Dokazati:
(i) AvC=BVC, AAC=BACLA=B
: B
(i) AvB=T,6AAB=1 EB =714
(i) W%T—IA =A, 57(,4 VB)="14 AT1B, ’73_1 (AAB)="14AVv71B
(@) - I%A =B akko P,—B (MAVB)A(TIBVA)=T
(V) ZAlp)=(A(T)-Ap)v(4(L)ATIp),
U (v) je A(p) iskazna formula a A(T ), A(L) su nastale iz nje zamenom sloval)
p sa T , odnosno sa L. Sliéne jednakosti vrede i u sluGaju vise iskaznih slova.
Uputstvo. Mogu se izvesti dokazi poput dokaza odnosnih tvrdjenja u tacki XIV. U
vezi sa (i), (ii), (iii), (iv) videti zadatke 3, 4, 5, 7 a u vezi sa (v) zadatke 37, 38 po-
menute tacke. Istina, u ovom slucaju dokazi treba da budu podrobniji (sa vise pi-
sanja).
20. Nastavak prethodnog. Neka je F(py, ..., pn) iskazna formula po slovima p,,
oo [ ] veznicimad A Vv, 1 . Dokazati:

Formula F je tautologija akko odgovarajuca formula F = T teorije B je teore-

ma te teorije.

Uputstvo. Ako je l?jF = T , lako se dokazuje da je F' tada tautologija. Radi doka-
za obrata, recimo za » = 2, moze se Koristiti ova jednakost

F(py,p2)=(F(T ., T )APi A P2)V(E(T LA Py AT1D2)
V(E(LT)AIprAP2) V(E(L,L)A T1piAT1py)
koja je teorema teorije ‘B .

Napomena. Prema dokazanom stavu formalna teorija-/ﬁ moze posluziti da se njo-
me formalno, odnosno potpuno aksiomatski opise skup svih tautologija (po slovi-
vima p,, p>, ... ). Tautologijama odgovaraju teoreme oblika 4 = T . Medjutim, na

l)A(p) moze imati i neka druga iskazna slova pored p, a moze i nesadrzati p. Tada su A( 1
A( L) upravo A (p).

2) Mozemo uzeti da F ima i veznike = . pretpostavljajuéi da su oni ovako definisani pomo-
QO A 5 Vg s
A =B jc zamenaza |A v B.A <>B jezamenaza ( 1A v B) A ( IB Vv A).
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osnovu prethodnog zadatka, deo (iv), zakljuCujemo da i ma kojoj drugoj teoremi
oblika 4 =B takodje odgovara po jedna tautologija. Naime, to je iskazna formu-
la oblika (14 VB) A (T1B VY A4), odnosno A < B. Napomenimo jo§ da je u
literaturi poznato vise nacina formalnog zasnivanja tautologija. U skoro svakoj knji-
zi navedene Liferature razmatra se po jedan takav nacin. Videti i naredni zadatak.
21. Neka je £ formalna teorija ¢ije su formule sve iskazne formule obrazovane od
izvesnih iskaznih slova i logi¢kih veznika) = , 1. Aksiome su formule

AS(BEA N (EIA=SB)=(B2A) (A (B=Clsi((A==B = (A= C))

Pravilo izvodjenja je modus ponens: A%é'

Pri tome su 4, B, C ma koje iskazne formule. Teoriju ﬁ zvacemo iskazni raéun2).
Dokazati da je A = 4 teorema u JE

22. Dokazati stav dedukcije za ra¢un JL= tj
J4-B— Fa-B (4, B su formule, G skup formula).
Uputstvo. Dokaz zdesna nalevo se izvodi neposredno, a sleva nadesno teée induk-
cijom po n — duzini najkraéeg dokaza:
By ooy

n

(F, je B)

formule B iz hipoteza &G, A Pri tome se razlikuju sluCajevi: B je aksioma, B je
iz J Bie A, B sledi po modus ponensu po nekim prethodnim élanovima doka-
za.

23. Koris¢éenjem stava dedukcije dokazati da su naredne formule teoreme racuna /2
(A=B)=((B=C)=(A=C),A=>(T1A=>B), 1714 =>4, A=>"1714,
(A=B)=("1B A A (RIBI=SIE (A =B

24. Dokazati da relacija I (racuna 2 ) ima naredné svojstva

) FA, A-B-> B, (i) A-BBLFC-AFC

(iiiy 4 FB—>"1B 714, ) 13 =1 A= AL =

(4, B, C ma koje iskazne formule).

25. Dokazati naredna tvrdjenja (koja su u vezi sa istinitosnom tablicom implikaci-
i)

B A s AR A S B A B A B AR A

26. Dokazati tvrdjenja (za ma koje iskazne formul_eA, B):

1
Ostali veznici se definisuz A VB je 1A =B, A ABje 1(A="1B),A < B je (A=B)a
(B =A).

) Racéun ~ potice od Fre
4 gea(Gottlob Frege, 1848-1920) i Sevi =
kasiewicz, 1878-1956). . j e
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@ A,EEAA B: A, 1B lZ—I(AAB),' T14, B Z—I{A/\B}
14, 1B E1(AA B)
(i) 4,B lﬁ—A Vv B; A, —IBIZAVB; 14, B }ZAVB; B4 1B lz‘i (A ¥ B)

(i) 4, B PIZA<=>B; A, 1B fZ-l (A < B)
jA,Blz—I(A<=>B};_IA, TBIFA@B

- 27. Neka Fd (@jeT ili 1) bude oznaka za formulu F, odnpsno ~1 F. Dokazati tzv.
Kalmarovu lemu:

v?l e vkmk F Fv,, .., vk)F@" er O (ai {1, 1Y
Pri tome su vy, ..., v, sva slova formule F.
Uputstvo. Dokaz se izvodi indukcijom po broju logickih znakova formule F.
28. Dokazati tzv. stav potpunosti ratuna /8 =

Formula racuna £ je teorema ckko je tautologija.
Uputstvo. Da je svaka teorema tautologija proizlazi iz €injenice §to su aksiome ta-
utologije i §to modus ponens Guva tautologi¢nost. U vezi sa obratom dokazati naj-
pre tvrdjenje:
AkoF A -B iG 1A B, bnda & -BA, B formule, & skup formula)
a potom iskoristiti Kalmarovu lemu. it
Primedba. Posledica stava potpunosti je odlucivost iskaznog raduna, jer za utvrdji-
vanje tautologi¢énosti neke iskazne formule postoji efektivan postupak, recimo po-

stupak obrazovanja istinitosne tablice.

29. Neka je F(x, yq, -, yn} ma koja predikatska formula Eije su sve slobodne pro-

menljive X, Pires Yy Sa exF(x,yl S5 yn}, prema Hilbertu, oznaGavamo term po
promenljivim y;, ..., y_ koji treba da sluzi slede¢em: Ako postoji x takav da vazi
F(xv Vi, wons _y }

tada snfatramo i da je €, IS e ees Vi ) jedan od takvih x—ova (jedan ,istaknu-
ti”’, ,,najbolji’’). Stroze reéeno usvajamo ovaj logicki zakon?

®) (£ 3 E vt s, = Riles E(x, y1, .,.,yM, Vi o)
Koristeéi taj zakon dokazati formule

(3 5%) F(%, par o3y ) = Fleg Fl% Y1, s Vb P1s o V)

(Y %) E(%, Yy oo Yo ) Ele, VE(X 3, w00 By b Vi e )

F(t, Y1, s Yy) = F(€ F(X, Y1y ooy Vb Do s V) (¢ je neki term)

1)Laszlo Kalmar (r. 1905).

2)Termom € F(\( Y150 Yy ), moZe se tako reéi. obavlja se sveopsti izbor, odnosno navedeni
logicki zakon 1zrai}ava opste pravilo (C), odnosno (Cf) jer ta su se pravila odnosila na odre-
djenu (istina ma koju) interpretaciju (videti taéku XII V aljane formule). :
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30. Nastavak prethodnog. Dokazati formule
(IX)E(x, ya, o P )= Ele Fn P15 Vb 215 - V)
(B13) /b2 5750 o ) =F(e; I P15 ooy Wb ) e S
gde su y,z promenljive koje ne ugestvuju-u F(%, 1, Vo)
Uputstvo. Vazi ekvivalencija (3 x) F(x, ...) = (3 7Bz,

Napomena. Prema prethodnim implikacijama u vezi sa formulom (3 x) F(%,Y1, .- yn)
moze se napraviti vise ,,istaknutih” predstavnika po x. To je 0Cito neprirodno i prois-
ti¢e otuda $to term € 8% in yn) u svom zapisu sadrzi x. Jz istog razloga u radu
sa zapisima oblika e, F[x, y1, ..., ¥, ) treba biti obazriv pri zamenjivanju promenljivih.
Recimo, ako je f(y) neki term sa promenljivom p, tada se zamenjujuéi y sa x dobija
flx) — term sa promenljivom x. Medjutim, ako recimo u zapisu € ofx,y) zamenimo
» sa x dobiéemo €_ afx, x) §to predstavlja ,,istaknutu konstantu”, a ne term po x. Pi-
tanje je kako napraviti neku dosetljivu konstrukeiju kojom se otklanjaju ti nedostaci,
odnosno kojom se pri prelazu od F(x, yi, ..., ynj mna e, JB5%, Wi o yn) ,',gu'bi” s
Ukratko izlazemo jedan takav naCin prema knjizi [5]. Tu se radi obrazovanja e Flx,
Wit ooom yn) koriste dva pomo¢na znaka) € o Naime, prethodno se od F(x, yi, ...,
.,/ predje na eF(x,y , ..., y,) — dopisivanjem e ispred formule. Zatim se x svuda za-
meni sa O i najzad se znak e poveZe spojnicama sa svakim znakom O . Recimo, ako je
F(x, y) formula (a(x, y)= a(y, x)), tada €, F(x,y} €, F(z, y) su:

= 1
e (o (5, y)= a(y, o)
Nije tesko uvideti da su i uopste e B s yn), s 157k 5 yn) isti zapisi,

isti termi. Takodje je lako uvideti da je dozvoljeno zamenjivanje promenljivih yy,
y, ma kojim termima £y, ..., ¢

ey

, — bez opasnosti konfuzije.

31. Neka je L skup izvesnih znakova konstanata, operacijskih i relacijskih znakova. Sa
G 1 oznacimo skup svih predikatskih formula bez kvantora (tj. iskazne vrste) sagra-
djenih pomocu jezika L uz proizvodjenje novih terma primenom e—operatoraz). Izve-
sne formule skupa gL uzimamo kao aksiomz. To su najpre sve formule nastale iz
tautologija3) zamenama (iskaznih slova ¢lanovima iz QZL). Dalje, aksiome su i sve

Yistina u [5] umesto € stoji 7.
2)Skup G 1, ¢ moze definisati ovako (tu se javljaju dva predikata ,,je izraz”, ,je formula” — vi-
deti zadatke 15, 16):
Znaci konstanata i promenljive su termi. <
Ako su tq, ..., tn termii f operacijski znak duzine n, onda je f(ty, ..., tn) term.
Ako su tq, ..., o termi i a relacijski znak duzine n, onda je odfty, ..., tn) formula.
Ako su AB formule, onda su formule i (A A B), (A ¥ B), (A =B), (A<= B), ]A.
Ako je A(X, Y1, s yn) formula Eije su sve promenljive X, yj, ..., Voo onda je €, AX Y1, ...,yn)
term, gde € AXS i yn) gradimo kao u prethodnoj Napomeni (pomoéu € i O).
)*Znaéajno je da term ex A(x, ...) uopéte ne sadrzi x.
U skladu sa zadatkom 21, umesto svih tautologija dosta je uzeti ove shema-aksiome
A= B=A), (1A="1B)= B=A), A= B~ C)=> (A= B) = A= 0)).
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formule oblika 7 :
(e) 5 Do oo 0 ) SHC, FEZ s w0 T b Pt o 305
gdesux, y, .., ¥, sve promenljive formule F(x, y, ..., yn}, a ¢ je ma koji term.

Najzad, kao pravilo izvodjenja uzimamo samo modus ponens. U opisanoj formal-
noj teoriji S ¢ kvantore naknadno uvodimo ovako

(S 59l I35, 30 5 n yn) je zamena za F(eX 1553 P> oo yn), S yn)
(L B VB2, 5 cons yn) je zamena za 7] (3 x) RECs v,/
Da li su teoreme formule
(auy) A @(3x)) = (ol (o 5) A (D, ) A (el ) mof, 51, 5]
BETalx) A afs, x))) v 18 (€l ofx, B)A e (S, x)))
Bleaféafl ©),07)) v 1plea(éafd, D), 0
Resenje. Jesu. Naime, c's?a(:x,:ﬁm, X)) je ustvari & (of x, y)A ofy, x)), pa je pr-
va formula slugaj aksiome!)
Flt)= Fle, F(x))

Term € (afx, y) A @ (p, X)) je, u stvari, term po promenljivoj x. Oznaéimo ga stoga
sa f{x). Tada druga formula postaje

B(f(x))~ 1B (flx))

a to je ocigledno slu¢aj tautologije p Vv 71 p. Sli¢no, u vezi sa treéom formulom, term
/ a1, |
eafea (0,8), 8)))
je €, afea (B, x)), x), odnosno exa{ey afy, x), x). Kako je & afyx), 4. €D, x)
term po X, oznacimo ga sa g(x) Tada se €s af €, afy, x), x) zapisuje u obliku

€, og(x), x), a to je dalje eafg (D'), 5), tj. znak konstante. Uvedimo za nju oznaku c.
~ Treca formula tada postaje  f(c) V71 B(c) sto je ponovo slucaj tautologije pV 71 p.
Napomena. Cesto je podesno terme oblika G, 1306%; Wi s yn) preznacavati na uobica-
jeniji oblik fy,, ..., ¥ ) uvode¢i pri tom po nov funkeijski znak f.

32. Dokazati da u racunu g{'e vazi stav dedukcije, tj.

T, 4k B JLa=B
He He

Pri tome su 4, B formule, a &G skup izvesnih formula tog racuna.

Regenje. Dokaz neposredno sledi na osnovu iskaznog stava dedukcije izlozenog u tac-
ki XVII Poceci teorije modela, zadatak 16. Zaista:

1)Formula F moZe imati i neke druge promenljive koje oznakom F (x) nisu istaknute. Sliéno skra-
¢eno pisanje koristimo i u daljem.
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q, A B<> U iskaznom racunu: F . A, Dodaks? - B
£ (Definicija racuna . )
<> U iskaznom racunu: & Dod. aks -4 =B
(Prema iskaznom stavu dedukcije)

—

— ¢ |- 4=B
Ke
33. Dokazati naredna meta—tvrdjenja (4, B, ..., su formule)
1B=T14AF A=B (Pravilo kontrapozicije)
Ke
1A= RA jR}Z A (Pravilo svodjenja na protivrecnost)
€
A=>B,B =>C9<>|—A = C (Pravilo tranzitivnosti implikacije)
€
A=B B<=CI 4<C (Pravilo tranzitivnosti ekvivalencije)
e
AivA,, Ay =B, 4, = B‘;|Z B (Pravilo razlikovanja slucajeva)
€

Uputstvo. Ako se 1B = 714 pridruzi kao dodatna aksioma racuna %e’ tj. kao hi-
poteza, tada je

1B="14,(1B="14)= (A= B),A =B

jedan dokaz iz hipoteza za 4 = B (prva formula je hipoteza, druga je tautologija, a
treca sledi iz prve i druge po modus ponensu). Sliéno se dokazuju i ostala tvrdjenja.

33. Neka su 4, B ma koje formule. Tada su

Aft) = (3 x) Alx), (Vx) A(x)= A(t) (z je proizvoljan® term)

(3x) (AvB) <= (Ix)ANv(3xB, (¥Yx)(AAB)= (Vx)JAA (Y x)B
(3x)(3y)A < (3 y) (3 x)A, (Vx) (VYA <= (Yy)V x)A
teoreme racuna Cjie Dokazati.

Uputstvo. Prva formula je, u stvari, aksioma, druga je njena kontrapozicija. U vezi sa
trecom dosta je dokazati dve implikacije

(3x)(AvB)=(3x)Av(3x)B, (3IxAv(3x)B= (3x)(AVvB)

Prva sledi na osnovu ovog implikacijskog lanca

D Dlioidls alks = mo orraciil oo I ol F(t) = F(€, F(x)).

)Prlmeéuje se da se ne trazi nikakav uslov o termu t kao ,t ne napada x”. Razlog je §to formu-
la A uopSte ne moZe imati vezanih promenljivih.
]
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(3x) (A(x) v B(x)
= A(ex(A v B)) v B (eX(A v B))
(Slucaj aksiome (€))
= Afe, A)v B(e, B) :
(Jer A(ex (A v B)}QA(EXA), B(ex (A v B))= B(ex B) su aksiome. Pored toga
tu koristimo i saglasnosti implikacije s disjunkcijom)
= (3x) A(x) v (3 x) B(x)

~ (Definicija kvantora)

a druga na osnovu ovih dveju teorema :
(3x)A= (3 x)(AvB), . (3x)B=(3x)(AV B)

koje se lako izvode. Dalje. Getvrta formula se dobija neposredno iz trece, a u vezi sa
- petom dosta je dokazati implikaciju

| (3x)(3y) Alxy)=(3) (3 ) Alxy)
Radi lakseg rasudjivanja pretpostavimo da formula 4 pored x, y ima jos jedino pro-
menljivu z. Tada, koriséenjem definicije kvantora 3 i uvodjenjem oznaka f{x,z), g(z)
za terme e, Alx, y), e A(x, f{x, z)), najpre izvodimo

1) (3 x) (3y) A(xy) = Alg(z), figlz), z))
a potom dvostrukom primenom aksiome (€) i definicije kvantora izvodimo
@) Alg(z), flglz), 2))= (3y)(3x)Alx,p)

Iz (1) i (2) sledi naznacena implikacija. Najzad, poslednja, esta formula neposredno
sledi iz pete. ;

34. Za proizvoljnu formulu A(x) vredi ovakvo meta—tvrdjenje

i Al S AV A 6

Dokazati.

Uputstvo. Ukoliko se u dokazu formule A(x) promenljiva x svuda zameni nekim te-
rmom ¢, dobice se dokaz za formulu A(%). Posebno, ako je # ba§ e “1A4(x) polaz-
ni dokaz prelazi u dokaz za (V' x) A(x).

35. Neka su A, B proizvoljne formule, a ¢ kvantor. Dokazati meta—tvrdjenja:
F A=>B-> F (qx)4 = (qx)B
Ke

Ke

= A < B> (gx)A <= (qx)B
X e Ke

36. Da li je formula F taéna u odnosu na navedenu interpretaciju (sa D je oznacen
domen):

(i) Fjalx)=a (exa(x)}, Dje N, a je ,biti prosto broj” €, afx) je broj 3.
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(i) - F jeista kao pod (i), D je N, @ je ,biti najveéi prirodan broj”, e, a(x) je 3.

(iii) F je afx, y) =>oz(ex a(x, y), v), D je R, o je relacija <, e ofx, y) je y—1.
Odgovor ie potvrdan. :
37. Dali je data formula e—tadna u odnosu na datu interpretaciju, tj. da li pos-
toje jo§ i tumacenja e — terma (kao operacija odgovarajué¢ih duzina domena), tako
da je zadovoljena data formula kao i odgovarajuée () aksiome!) racuna J&
() cx(e afx, x), y), domen je N, a je | (deljivost),
(i) Bfe, afx))vafe, B(x)), domen je {Z, 2, 3} a je ,,biti razliéit od 1”°
B ie ,,bm razli¢it od 2.
Uputstvo. (i) Pitanje je'da li postoji neka konstanta ¢ iz NV — interpretacija za—
€, ofx, x), tako-da vaze uslovi:
afe, y),  aofx, x)=afc, c)
za sve x, y € N. Odgovor je potvrdan. Dosta je za c¢ uzeti I.

(ii) Treba izabrati dve konstante ¢;, ¢, — interpretacije redom za € afx), e, B(x).
tako da vaze uslovi '

Blei) vafe,), ofx)=oafc), B(x)=>B(c)
Odgovor je potvrdan.
38. Da li je € — tacna formula ofx, e, ofx, y)) pri interpretaciji: domen je N, «
je #7?
39. Opisati sve e — modele datih formula
i ofe, ofx)), 27 aofe, afx)), 3° afe, Tafx)), 4° a(x)=a fe, a(x))

Resenje. 1° Za domen D se moze uzeti ma koji neprazan skup, a za @ ma koja nje-
gova relacija duzine ] koja nije prazna. (Tada se za e, ofx) moze uzeti ma koji e-
lement iz D koji je u relaciji a.)

2° D je ma koji neprazan skup, o je prazna relacija. (Za e, ofx) se moze uzeti ma
koji element domena.)

3° D je proizvoljan neprazan skup, a o njegova puna relacija. (e, lo(x) je ma koji
element iz D.)

Promenimo jos da se formule 1°, 2°, 3° upotrebom kvantora zapisuju po redu:
(Ax)a(x), T(Ix)a(x), (Vx)a(x)

o 0 ) 5 & P o
4" Ta je formula uvek e — taGna, tj. za svaki neprazan domen i svaku njegovu rela-

l)Mozemo se ogranicCiti na akslomc oblika [ (x) =>I”(6 F(x)), jer ispunjenost takve formule (u

odnosu na utvrdjenu interpretaciju) povlaéi 19pun]enoxt i formule F(t) :’F(G F(x)) za proiz-
voljan term t.
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ciju a duzine 1 postoji izbor konstante e, afx), tako da vredi data formula. Ona
je, u stvari, jedna od (e) aksioma.

40. Opisati neki ¢ — model formule

(1) afx, fly))="Ta(e o (x, y), )

Upt tstvo. Pored date formule uocimo i (€) aksicmu:

@ » a(x, y) = a(x, e afx,y))

Oznacimo €, ofx,y) krace sa g(x). Formule (1) i (2) postaju

®3) a(x, fly))=a(gx), y), afx, y)= alx, gx))

Neka je (D, 7,g «) ma koji model formula (3) u obi¢nom smislu (kao predikat-
skih formula na jeziku: f, g, &). Tada je (D f> &) e—modela date formule. Otuda
se do jednog e —modela moze doci, recimo, obrazovanjem nekog term—modela
generisanog datim nepraznim skupom I' (videti zadatke 44, 45, 46 tacke XVII).

Napomena. Odredjivanje svih e —modela formule: (1) prevodi se na odredjivanje
svih modela (u obiénom smislu) formula (3)- O tome videti zadatke 26, 27, taCke
XVIL.

41. Opisati sve e— modele formule

ofe, (ofx, y) = ofy, x)), x) = of e, ofyx), y)
Uputstvo. Zadatak prevesti na odredjivanje svih obi¢nih modela formula
ofly), x) = ofgl(x), )
(ofx, y) = ofy, x)) = (off(y), ¥)= a(y, f(¥)))
afy, x)= a(g(x), y)
gde su f{y), g/x) nove oznake odgovarajuéih € —terma.
42. Dokazati da je data formula e —valjana
ofe, Tofx)) = afx), a(x)=afe, (a(x)= a(y)))
Uputstvo. Videti zadatak 39, pod 4°.
43. Neka je G neprotivurecan skup formula racuna gie’ tj. nije tacno da G AL
gde je L oznaka za neku kontradikciju. Dokazati da je tada meprotivurecan i skup
G 4 ili skup G, 4.
Uputstvo. Koriste¢i stav dedukcije (zadatak 32) dokazati da iz &g VAR ==
G, A Lsledi TFi— L, sto je nemoguce.
44. Dokazali da se svaki neprotivurec¢an skup G (formula raduna C_Ke) moze dopu-
niti do takvog maksimalnog skupa, tj. skupa koji nije pravi podskup nijednog ne-
protivure¢nog skupa fommula.

Uputstvo. Postupiti sliéno kao u zadatku 27 taéke XVII dokazujuéi prethodno:
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Ako nije GF | 4, onda je g, ~1 A neprotivurecan skup.

45. Dokazati stav postupnosti (I oblik):

Skup_formula & (racuna %e ) je neprotivureéan akko ima & bar jedan
€ — model.

Uputstve. Deo Ako se neposredno dokazuje. U vezi sa Samo, ako od g. preéi na
j‘ dodajuéi razne (€) a.ksxome) oblika F(x)= F(e F(x)). Uzeti skupT ={a}
(ukohko g nema nikakvih znakova konstanta), gde je @ nov znak konstante i o-
brazovati skup < el T, odnosno skup svih formula koje nastaju iz ge kada se pro-
menljive na sve mogucée naCine zamene ¢lanovima iz T, tj. termima gradjenim od
g, znakova konstanata i operacijskih znakova iz Fkao i e—temima ucestvuju-
¢mu & Skupov1 Gi G ¢l7 su takodje neprotivure¢ni. Dalje, od ma kog obi-
¢nog modela za gelT skracenjem nastaje model za G . Najzad, skup G o do-
puniti do maksimalnog neprotivureénog skupa ® i uveriti se da taj skup ima term—
—model (sa svojim termima) kod koga su relacije ovako uvedene:

d
T G5 oo Gl =TT 4 5 Eelt, .. t)
46. Dokazati stav potpunosti (II oblik)
Formula F (racuna %e) je € — valjana akko je ona teorema u 946.

Uputstvo. Neka je F € — valjana i pretpostavimo da F nije teorema zagﬁe. Tada je
neprotivurean skup { 71 F } pa, prema prethodnom stavu, ima model, $to rije mo-
guce buducéi da bi to bio model i za F i za 71 F.

47. Neka je & skup formula, a 4 formula racuna K - Dokazati ekvivalenciju
F—A akko FE 4,

gde je T A znaci da je A sintakti¢ka posledica iz G ,4j. A je dokaziva u 7<>
kada se aksiomama tog racuna pridruze formule & kao hipoteze, a GFEa Zna
Ci da je A semantiGka posledica iz g, tj. daje A € — tacna na svakom € — mo-
delu skupa .

Zavrina napomena. U zadacima 31—47 upoznali smo jedan naéin aksiomatskog zas-

nivanja valjanih formula, kaze se i formalizacije predikatskog racuna I reda®. U tom
zasnivanju osnovnu ulogu ima Hilbertoy e—operator.!)Predikatski radun I reda se ko-
risti kao osnova za strogo aksiomatsko izlaganje raznih matematickih teorija (na pri-
mer raznih aksiomatskih teorija skupova, formalne aritmetike idr.). Skup Ax aksioma
takve teorije je skup nekih predikatskih formula. Teoreme su onda one formule koje

Wideti zadatak 37.

)U slucaju takvog racuna sa jednako$éu usvaja se, pored opstih aksioma jednakosti (videti tac-
kunVI Jednakosni dokazi), jo§iovadodatna aksioma o € — termima

(A= B)= E,A=€ B (A, B su ma koje formule)
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su dokazive pomocu Ax kao hipoteza, uz upotrebu aksioma predikatskog racuna
i odgovaraju¢ih pravila izvodjenja. Ako se koristi aksiomatizacija K ¢ koju smo na-
veli, tada je jedino pravilo izvodjenja modus ponens: i
A, A =8B
B

Medjutim, ako se recimo, koristi aksiomatizacija sa aksiomama navedeniml) u za-
datku 21 dopunjenim sa jo§ dvema aksiomama :

(VY x) A(x)= A(t) (term ¢ ,ne napada” xu formuli 4(x/,
(V.x) (A= B(x))= (A= (VY x) B(x)) (xnije slobodna u 4)
tada se kao pravila uzimaju modus ponens i generalizacija:

A
(Y x)A

Tako dopunjena formalna teorija se obi¢no naziva predikatski racun K. .
U vezi sa dokazima pomenimo da se obiéno ne izlazu dokazi koji su potpuno for-

malni, tj. u kojima se koriste isklju¢ivo formule Ax, odnosno odabrane aksiome

~ predikatskog racuna i odgovarajuéa pravila. U gradjenju dokaza pridrzavamo se ono-
ga §to smo naveli na samom pocéetku uvodnog teksta ove tacke. Naravno, svaki fa-
kav dokaz se moze lako preraditi, dopuniti do odgovarajuéeg formalnog dokaza.

l)S tim §to sada znake A, B, C koji ucestvuju u aksiomama treba shvatiti kao zamene ma kojih
predikatskih formula.
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XIX RAZNI PRIMERI

1. Dokazati implikaciju (o realnim brojevima)
*) o +bx+c=0=b —4a>0
Resenje. Dokaz je, recimo, ovaj implikacijski lanac
o +bx+c=0 = 43> + 4abx + 4ac = 0
(MnoZenje sa 4a)

=42 x* +4abx +b* — bB* +4ac =0

= (2ax + bJ* = b* — 4ac

=B —4ac>0
2. Dokazati da za ma koje realne brojeve g, b, ¢ vredi implikacija

a+b+c=0=>b —4ac>0
Uputstvo. U formuli (¥) iz prethodnog zadatka zameniti 1 umesto x.
3. Neka je x ma koje realno resenje jednaéine x> + px + g =0, gde su p, g realni
brojevi. Dokazati nejednakost

P —4xq>0
4. Neka realna kvadratna jednacina
2 +px+q=0
ima realan koren x. Dokazati da x zadovoljava nejednakost
(p+tP —4q—tx)>0
gde je £ ma koji realan broj. :
Uputstvo. Datu jednacinu svesti na ekvivalentan oblik:
xX* +(p+th+(q—1x)=0
i potom primeniti formulu () zadatka 1.
5. Dokazati implikaciju
a>0AaP +bx+¢<0=b—-4ac>0 (a, b, c, x ER)
6. Koristeéi ekvivalencijﬁ :
((3 xERp? =a)=0a>0

dokazati: Realna kvadratna jednacina (po x) x* + px +q = 0 ima bar jedno realno
resenje ako i samo ako p* — 4g > 0.
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Resenje. Dokaz sledi iz ovog ekvivalencijskog lanca

(IxERp? +px+q =0
2 2
<=>(3x€R)x2+px+.4B =%—q

2
<= (3 xeR)(x+2p =L 4
2 4
2
2G>
=>4 qg=0.
7. Dokazati implikaciju o realnim brojevima
((3xER) 2 =a A(IxER) 2 =b)> (I xER) Z =ab
Resenje. Dokaz sledi iz ovog implikacijskog lanca
((3xER) ® =a N(3 xER) @ =b)
>(3xER) x> =a A(I YyER)(Y =b)
= (3 x,yER)x®=any)y* =b)
=(3 x,y ER)x*y* =ab
= (3 x,y ER) (xy)* =ab
=(3 zER)2 =ab
(Za xy smo uveli oznaku z)
= (3 xER)¥® =ab
(Preznacavanje)
8. Dokazati formulu:
(Vx,yER)(x+y<3Ax—p>1=x>2y)
Resenje. Jedan dokaz je
(Y x, yER)(x+y< 3 Ax — p> 1= x> 2y)
= (Y x,yER)(3I pg>0)(x +y=3-2pA x —py=1+2q)=x> 2y)
(Jera< b<=((3 p>0) a=b— p) isl. Unesto p smo uzeli 2p — ra-
di lakseg buduceg racunanja)
= (Y xyER)(V p,g>0)(x+tv=3-2p A x—y=I+2qg = x > 2y)
(Koristimo dvaput valjanu formulu oblika
(( 3 p)A(p)=B) <= (Y p)(A(p)= B)
pri ¢emu p nije slobodno u B — u stvari, uopste i ne ucestvuje)
= (VY p,g>0)(Y x,y €ER)(x=2—p+q A y=1-p—q = x> 2y)
(Zamenjivanje sistema po x,y: x+y=3-2p A x—y=I+2q njegovim rese-
nim oblikom)
< (V¥ p,q>0) 2-p+q> 2(1-p—q)
(Koris¢enje jednakosno valjane formule oblika
(V x,y €S)(x=a A y=b= F(x,y)) = Flab))
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< (VY pqg>0) p+3q>0
=T,
9. Dokazati implikacije (x, y €R):
a)x> 1A p< 2= y-5x+3<0, b) 2xty<3Ax-3y>1=7<1
10. Odrediti potreban i dovoljan uslov za brojeve 4, B, C tako da vaz implikacija
(V x,y ER) (x+ty <3Ax—y>1=Ax+By +C>0)
11. Dokazati da formula Ffn): 4* > n? zadovoljava uslov”
) (VY n€ N) (F(n) = F(ntl))
Resenje. Prvi nacin: Uo&imo implikacijski lanac sa pogetkom F(n):
L >n =4 >4
(MnoZenjem obe strane sa 4)
= > ()2 + 4n® — (nt])?
>4l > (me])2 +(2n+n+1)(2n—n—1)
=41 > (n+1)? +(3n +1)(n-1)
> 71 > (n+])?
(Jer(3n +1) (n—1)>0,zan E€N)
Iz tog lanca proizlazi implikacija
£ >n2 =00 > ne])? (n je ma koji prirodan broj).
Drugi na¢in: Formulu (%) dokazujemo metodom svodjenja na protivurec-
nost, odnosno dokazujemo da je nemoguée da vredi “i(%), Zaista:
V) =Y nEN) (42> n = 42 > (n+1)?)
=(3 n€EN) 4" >n* = 4% > (n+1)?)
(3 neN)(£>nr A 14 > (n+1)?)
= (3 nEN)(4™>n® A(nt])? > 4°*1)
= (3 nEeN) (4 (nt1)? > 41 n?)
(MnozZenjem obe nejednakosti)
= (3 nE€N) ((ntl)* > 4n*)
= (3 nE€N)n+tl >2n
=(3n€EN)I>n
=>1.
Dakle: “1(%) = 1, pa je formula () dokazana.
12. Dokazati implikaciju
2>0Ab>0Ak>0Aa>bAa> 25> (Y nENJ (a® > bn¥).
Regenje. UoZimo sledeéi lanac ekvivalencija, pod pretpostavkama a, b, k > 0

l)U ovom i narednom zadatku skup prirodnih brojeva N je ,,po&ev od 1”
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(N n€ N) (™ > bn*) < a> bA(Y nE N)(a® > bnk = "t > p(n+1 J5)

(Princip indukcije u obliku:

(Y nEN)F(n)<= E(l1)\(N n & N)Fn)=F(n+l)))
=g>bA(YnEN) [ 3 p>0)(a =bn*+p)=a"*'>b(n+l <]
<= g > bA(VnEN) (Yp>0) [ =bn* +p=a™1>b(n+1 ] '
= a> bA(N1EN) (¥ p>0) [a =bn*+p=abn®+ap>b(n+1)¥]

~ (Koriséenje ekvivalencije oblika

(x=y = ax> z) <= (x=y = ay > z))

<= a>ba( VY neN)(N p>0}[an=bnk+p=>ap>b({n+1)k—ank)]

Jedan dovoljan uslov da bude taéna dobijena formula, pa sledstveno, i polazna, jeste:

) a> bA(YnE N) (Y p> 0) [ap > bl(n+1)*— an®)]
Za taj uslov vazi:
U<sa> bA(NYnE€ N)[(ntl)* — an* <0]
—=a>bA(YnEN)(I +’17)k<a

<= g> bAmax (1 +l)k<a
nEN It

<= qg>bA(l +]l)k<a
—=a>bAra>28
13. Neka su o € 82, 8 € % biname relacije skupa S i a © § njihov proizvod, a

o', B!, .. inverzna relacija relacije o, odnosno f i sl.
Dokazati jednakost
(a0 pt =gt oc
Resenje. Dokazujemo ekvivalentnost te jednakosti sa T . Jedan dokaz glasi:
(@@ =es O
= (Vx,yE€S8)((x,y) E(ax0 )" = (xy)EL* 0a)
(Definicija jednakosti dva skupa)
= (Vx,y ES)(yx)Eacf—(3 z&S)(x.z)ER" A (zy)€a’))
(Definicija inverzne relacije, kao i definicija’ proizvoda relacija)
= (Vx,yES)((3z€S)((yz) €anrlzx)EP
— (32€S)((zx)EB A (¥ 2)Ea))
= (VY x,yES)((3 zES)(prqg) = (3zE€S)(q A p))
(p,q su druge oznake za (v,z) € o, (z, x) € )

[
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14. Neka su o, B, ¥ C S? binarne relacije skupa S. Dokazati jednakost
(@0 B) 0y=a0 B O9)

gde © oznacava proizvod relacija.

izostavljamo deo oblika €S, odnosno umesto, recimo, ( ¥V x € §)
Jedan dokaz glasi: : '
@op)oy=a0(BOoy
= (¥ xy)((xy) E(a0 f)o y=(xy) Eao(BOy))
= (VY xy) [( 3 z1M(x.21) € @O BA(z1,y) € )
= (3n)((x 2)Ean(zn,y)ELOY]]
(Definicija proizvoda)
= (Y xy)(3 2)((3 25) ((x2:) E.a (23, 21) € ﬁ)A‘(zl . ¥) €
= (32) ((x2,) Ean(3z)((zn, 2) EB A (2, y) € 7))]
= (Vv xy) (3 2y, 25) (((x, 23) € @ A (23, 21) €B) Az, ¥) € )
= (3z,, 24) ((x, ) Ea (2, 23) E B A(z4, Y E ¥))]
(Promenljiva z; ne uestvuje u formulu (z;, y) € 7,!: pq], otuda vredi ekvi-
valencija ; ;
(3z3)((x, 23) €E aA(z3, 2,) EB)A (7, y) E Y
= (323 (((x, 23) EaA(z3, 2,) EB) Alz1, ) Erx)
Sli¢no zapazanje se odnosi na promenljivu z, )
= (3xy)l( 321, 2) (((x, 2 )E a Az, 21) EB)A(21,7) E7)
= (32,2)((x,2) Ear((z,z1)EBA(z,y)E V)]
(Umesto promenljivih z3, z, upotrebili smo redom z,, z, sa ciljem pribli-
Zavanja leve i desne strane ekvis)alencije u zagradi)
= (Yxy)l(3z1,2)(prgrr) = (37, z,)(pAlgArr))]
(Formule (x, z, ) E &, (25, z1) € B, (21, y) €y smo oznacilisa p, g, )
= (¥ xy)[(321,2,) ((pAg)Ar) = (32,3 )(pA(qAT))]
(Obrtanje redosleda kvantora (3 z, ), (3 z1))

= T

Resenje. Dokaz izvodimo preradjujuéi datu jednakost na T. Radi kradeg pisanja
Lai§emo Y x isl

Primedba. Na sli¢an se na¢in dokazuje asocijativnost proizvoda relacija i u opsti-
jem slucaju:

«aCAXxB BCBXCyCCxD
gde su A, B, C, D ma koji skupovi.

15. Neka je f : A - B i neka f°1(S), za S C B, bude skup svih onih elemenata sku-
pa A Cija slika pripada skupu S, tj.
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f(S) = {xlffx) €S}
Dokazati jednakost
[ (BOL0) =5 (P)\UfEr(0)
gde su P, O ma koji podskupovi skupa B,
Resenje. Jedan dokaz je sledeéi niz ekvivalencija

& (BCR0) = fiee(PJ\USE(0)
< (Vo3& ) (b2 [ (12U) @) <53 R (121 S3E j7 ((0))
= (VxE A) (flx) EPVO <= fix)E PV flx) EQ)
(Jer, uopite: x€ ! (S) = flx) ES)
= (Vx€ A) (flx) EPvflx) €EQ < flx)EPV(x) EQ)
(Definicija unije)
> [
16. Neka je < relacija poretka skupa S, i pretpostavimo da svaki podskup tog sku-
pa ima infimum. Sta je onda infimum praznog skupa?

Resenje. Neka je 4 neki podskup skupa S ix =inf A. Na osnovu definicije infimu-
ma imamo
x=infA= (Yu)(u€ A= x< u)A(Vz)[(Vu) (uE A= z< u)= z< x]
Stavljajuéi ¢ umesto A i koristeéi ¢injenicu sa u € ¢ < | neposredno dobijamo
=inf¢ <=(Vu)(l=>2x<u)a(¥Yz)[(Vu)(l=>:z<u)=>z<x]

= (VYu) TA(Nz)((Vu)T=>z<x)

=TAVz)(T=z<x)

= (Vz)(z <x)
Dakle:

=inf o= (VY z) (2 <x),

ti. inf ¢ je najveéi element skupaS.
17. Neka je < relacija poretka skupa S i neka, po pretpostavci, svaki podskup tog
skupa ima supremum. Sta je onda supremum praznog skupa?

18. Neka je - asocijativna operacija skupa S. Jednakostima
1 A n+1 R ean
i=nl X = El 5 = 191 Xi) X041
gde x; €S,a n moze biti /, 2 3, ... rekurzivno se definise &zv. proizvod redom

élanova Xy, ..., X, 0dnosno H X, Dokazau jednakost

+m
(‘Pm) l;I 2y
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gde stz Sz 0 iz RN Z

e dogovorno druge oznake redom za

n+m
%115 X252 X T Vaslee Ve

Resenje. Formulu (p_ ) dokazujemo indukcijom po m. Za m=I formula (¢ ) se
svodi na definiciju. Formula (y +1) glasi

n m+1 n+m+1
®mi1) I x; - E Vh =

Iz
i= j=1 k=1 K

—_

i iz formule (¢m) se ovako izvodi na osnovu asocijativnog zakona

fiox "y = B oo By v
X. - .= 5e46 s
i=1 ! j=1 yJ =il o j=1 yJ Ym+1
n m
= igl X JE el (Asocijativni zakon)
n+m
=( ML 2 Yy (Formula (o))
n+m+1
= (Definicija)
k=1
U dokazu je obavljano preznacavanje promenljivih Xy, X3, ..., Y1, V2, - redom sa

Z15 225 +oe +

Napomena. Cesto se umesto znaka II koristi znak X , posebno ako je + oznaka o-
peracije.

19. Nastavak predhodnog. Neka je - asocijativna operaciia skupa S i #(xy, ..., X,/
ma koji izraz gradjen pomocu operacijskog znaka - a x,, ..., X su sve promenlji-
've tog izraza navedene po redu ulestvovanja (sleva nadesno). Recimo, primeri iz-
raza t su:

X1, X1-%, X1-(%-%3) (% -%) (% -%Xs)
Dokazati jednakost (uopsteni asocijativni zakon):

W) ‘ i coon 23,00 = ﬁ %

i=

—

Uputstvo. Dokaz se moze izvesti potpunom indukcijom po n. Za n=I jednakost

(y,) glasi: x; = '1‘111 x;, i tagna je. Dalje, pretpostavimo taénost svih formula ob-
1=

lika (1), (¥2), -.., (W, _1) i dokazimo taénost formule (y,,)- Prema definiciji iz-
raza, za n > 1 izraz t je vida
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Ul xr)-u/xﬁ_1 T xn}
pa se mogu koristiti jednakosti (indukcijska hipoteza)

I

Iy,

T n
/’u.(xl o oo 00 J) = i1;[1 Xor Zhe o 2

(Vi Vo /e su druge oznake redom za x xn} iz kojih: dalje, na osnovu
/.

+1°

prethodnog zadatka neposredno sledi formula (¢ n).
20. Neka‘;fe S neprazan skup i +, - dve biname operacije tog skupa takve da:
@y SA e asocijativne operacije
(i) - je distributivna prema +, tj. tadne su formule
X-(ytz)=x-y +x-2,(xty)-z=x-2+ -z
U takvom slucaju kgiemo da S u odnosu na + i - ¢ini tzv.ADA—strukturu’).
Dokazati naredni stav o sleganju izraza ADA —strukture:
Za ma koji izraz ¢ gradjen pomoéu nekih promenljivih i operacijskih znakova + i -
vredi jednakost oblika
() =B O R (za sve vrednosti promenljivih iz skupa S)

n
pri éemu su P, O, ..., R proizvodi, odnosno svaki od njih je oblika _H1 z;.
: ‘ =

Prethodni stav se i ovako iskazuje:
U ADA—strukturi svaki izraz je svodljiv na ,,zbir monoma”.

Uputstvo. Sa k oznaéimo broj svih operacijskih znakova izraza ¢. Dokaz izvesti
potpunom indukcijom po k. Pri tome ¢e se pojaviti i ovakva formula (0 mnoze-
nju dva zbira)

(4. %% +.x vy Fyy Hooty )=t X E o E XY
TNV T X, f F XY

.............

koja se lako dokazuje (recimo indukcijom po m).

Napomena 1. Stav o sleganju koristi se, na primer, u algebri brojeva, algebri skupo-
va (tada su +, - operacije U, N ili obratno N,Ua § je neki skup skupova), opstije
u Bulovoj algebri. U stvari i logi¢ke operacije V , A a takodje i A , v poseduju ADA
—svojstva (pri tome <= ima ulogu jednakosti), pa otuda iz stava o sleganju slede dva
stava o sleganju iskaznih formula. Videti tacke VIII Ekvivalentmost iskaznih formula,

1)ADA zbog dva asocijativna i jednog para distributivnih zakona.
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XIV Bulove algebrel).
Napomena 2. Evo jo§ nekoliko primera 4 DA —strukture (S, +, -): (R, max, min),
(R, min, max), (N, NZD, NZS ), (N, Nzs,Nzp ), (R[x], +, -) — gde je R[x] skup svih.
realnih polinoma po X, (Zn, e -n),— gde je Zn skup {0, 1, ..., n—1 }a +, -, Su sa-
biranje i mnoZenje po modulu 7, uopste neki prsten.
21. Milan, Petar, Zoran i Dragan udestvovali su na Sahovskom takmicenju i zauze-
li prva Cetiri mesta. O svojim mestima dobili su tri razliCita odgovora ;
(i) Dragan prvi, Zoran drugi;
(i) Dragan drugi, Petar treéi;
(i) Milan drugi, Petar Cetvrti;
Znajuéi da je u svakom odgovoru bar jedan deo tacan, odrediti njihov redosled na
tabeli. :
Uputstvo. Dodelimo takmicarima, Milanu, Petru, Zoranu i Draganu redom takmi-
carske brojeve 1,2,3,4 . Neka dalje, AJi (i,j =1, 2, 3, 4) oznaava da je takmi-
Car sa rednim brojem i zauzeo mesto j. Na primer, A23 oznaCava da je takmicar sa
_ rednim brojem 3, tj. Zoran, zauzeo drugo mesto. Kako jedan takmiCar moze zau-
zeti samo jedno mesto, to su hipoteze sve jednakosti oblika

@) Al AdS)= L, oAl adlj=1 (5, k€ {1234}, 7K
Dalje, odgovorima (i), (ii), (iii) odgovara tormula F: ;

(Al v A5) A (A5 v A3) A (42 v A3)
Svodjenjem te formule na rastavni oblik i koriséenjem pretpostavljenih jednakosti
(#) nije tesko zakljuciti da vredi ekvivalencija :

F <= Ay~ A% A A3

ito se moze ovako Citati: Dragan, Milan i Petar zauzeli su redom prva tri mesta, a
Zoran Cetvrto.
22. Pri sastavljanju rasporeda nastavnici su izrazili sledece Zelje za redosled Casova:
(i) Matematicar: prvi ili drugi Gas;
(ii) Istoricar: prvi ili treéi;
(i) Fizicar: drugi ili treéi.

1)U navedenim slucajevima sreéu se istina i operacije— (suprotan broj), ' (komplement), " (ne-
gacija). Njihovo prisustvo bitno ne smeta napomenutiim sleganjima buduéi da vredi:

B =08 Say) === : (u algebri brojeva)
®)y =%, LY =xny , xnHy)=xuy (u Bulovoj algebri)
ElBlp =p =l (piviq) =l q;
lp2q)="Ip VY g (za iskazne formule).
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Da li je moguée udovoljiti Zeljama sva tri nastavnika?
23. Neka lice A drzi u ruci dinar (ne zna se da li u levoj ili desnoj). Zna se da Ii-
ce A ili uvek laze ili uvek govori istinu (ali se ne zna 3ta je od ta dva). Kako mo-
zemo pomocu jednog pitanja saznati u kojoj se ruci nalazi moneta?
24. Na nekom kosarkaskom turniru igra 8 klubova. U svakom kolu tog turnira i-
ma 4 susreta. Ozna¢imo moguée ishode po izvesnom redu sa ry, 7, 73, 75. (Ne-
ka r,- bude / ukoliko domacin pobedjuje gosta, odnosno 2 u suprotnom slu¢aju).
Ako ry r, ry ry oznaava ,kombinaciju” moguéih ishoda, onda se u svakom ko-
lu realizuje jedna od 16 moguénosti:

LI S 2812 TS 1 2255120 I 22 S 122151227
222 S 20120 5 2] 220 22018222 22 2 99922

Pretpostavimo da je u vezi sa turnirom organizovana sportska prognoza. Koliko
najmanje i koje moguce ishode treba igra¢ prognoze da prognozira da bi, bez ob-
zira §ta se stvarno dogodilo u narednom kolu, pogodio ishode u bar tri susreta.
Uputstvo. Oznagimo navedene kombinacije redom sa p; (i = 1, 2, ..., 16). Da bi

igra¢ prognoze imao tri pogotka u kombinaciji p;, on mora prognozirati bar jed-
nu od sledeé¢ih kombinacija

P1, P2, P3, Ps, Ps
odnosno mora prognozirati disjunkciju F :
P1VY P2 VP3 V Ps NV Pg
Sliéno, u vezi sa tri pogotka u kombinaciji p, javlja se disjunkcija £ .
D2V P1 VP4V Pe VPio
a zatim F5, F,, ... i najzad F. Zahtevu da igra¢ prognoze ima po tri pogotka u
svakoj kombinaciji odgovara konjunkcija
(%) FinFy A ... AFyg
pa se zadatak svodi na odredjivanje svih vrednosti slova p; za koje ta konjunkcija
ima vrednost T. Za to je dovoljno formulu (%) dovesti na rastavni oblik. Recimo
jedan clan tog oblika je
P1A Ps A P2 AP
Dakle, dovoljno je da igrad prognoze prognozira ishode p;, ps, pi, P1s da bibez
obzira 3ta se dogodilo na terenu, imao sigurno bar tri pogotka.
25. Uocimo formulu
(VxEA)(3y€EBla(xy) < (3fA~>B)(VxE A)a(x, fix))

To je, u stvari, jedan oblik aksiome izbora. U konaénom slucaju, ta se formula
ne mora uzeti za aksiomu, veé se moze dokazati. Uveriti se u to na primeru sku-
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povad = {1, 2,3}, B = {ab}.
Uputstvo. Uog&imo ekvivalencijski lanac

(Mexie {12, 31 (3lyE Ja b} )loi(x%y)
= (Vx€ {1,2, 3})(ox,a)+ afx, b))
= (of1,a) + (1, b))-(¢(2, a) + o2, b)) (a(3.a) + o3, b))
(umesto znakova A , V koristili smo - i +. Dalje obavljamo ,,mnoze-
sje”)
= qafl,a)of2,a)a(3,a)+ .. +afl,b)-a(2,b) af3,b)

(Tu se pojavljuje 2 -2 -2 tj. 8 ,,sabiraka”. Ma koji ima oblik & (1,p) @ (2,9) -®(3.1)
gde p,q, 1< {a, b}. Taj sabirak se moZe i ovako shvatiti:

a(l, f() a2, @) - a3, £3))
gde je f preslikavanje
il 7 3)
pg r

U stvari, svakom sabirku na slian naéin odgovara po jedna funkcija f:A = B)

£=(

= N w1, 1w)e 2 12006, 13)

f:A—>B
<= (3f:A—> B) (Y x€ A)afx, fix)).
26. Obrazovati konacan grupoid koji ne zadovoljava zakon
(x% ylez =(z%x)x(y+z)

Uputstvo.Podimo od jezika L= {a, b, ¢, % }, gde su a, b, ¢ znaci konstanata. Uoci-

mo skup M svih terma koji imaju najvise tri znaka #. Operaciju M definisemo, re-
cimo, ovako

r

(ty  t, ), ako term (z; % t, ) pripada M
Iy vy b = {

t;, inace
Dobijeni grupoid (M, %/ ne zadovoljava uoCeni zakon u tacki (a, b, c).

27. Neka je 1; = t, ma koji algebarski zakon razli¢it od zakona ¢ = t. Dokazati da
postoji konaéna algebarska struktura koja ne zadovoljava taj zakon.

28. Oznacimo sa B4 Bulovu algebru reda /6 koja je direktni etvrti stepenl) alge-
bre B, Ciji su elementi T, L. Uocimo u toj algebri ova dva ¢lana

GUE ([T, e L L B W, L, 1,0
Dokazati:

1)Znuc':i Clanoyi iz By su oblika (0 , 0y, O3, 04 ), gde @ € B, a operacije se uvode ovako
(01,00, a3, 04) A By, By, B3, Ba)= (0 B1, 0y A, i3 AB3, ata ABy) i sl
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Ma koja iskazna formula F(p, q) po slovima p, q je tautologija akko v algebri
B, vredi jednakost Fla, 8)=( T, T, T, T).

29. Neka je t; = ¢, algebarski zakon na jeziku L = {#} u kome uéestvuju upravo
promenljive X% , X%, ..., X_ 1 g = (G, ) datj grupoid. Dokazati::

Postoji takav direktan stepen g m tog grupoida i u njemu elementi ay, ..., @
takvi da zakon t; = t, vredi u g’ akko t; = t, je ispunjen u tacki (ay, ..., an},

. ‘kada x; = ay, ..., % S

30. Koriste¢i jedino definicije zadovoljivosti, odnosno valjanosti, dokazati:

(i) Algebarski zakon ¢, = £, jezika L = {%} vazi u datom grupoidu akko vazi u
svakom njegovom kona¢no generisanom podgrupoidu.

(ii) Univerzalna formula F je valjana akko je tacna na svakom kona¢nom ili prebro-
jivom domenu. :

Uputstvo. Ispunjenje zakona #; =#, kada promenljive imaju redom vrednosti 2, ...,

a_ sledi iz pretpostavke vazenja tog zakona u podgrupoidu generisanom za @y, -..,2, -

31. Naredne formule na jeziku {<, =}su tzv. aksiome svuda gustog poretka bez kra-

jeva

(Vx)x=x, (Vxplx=yp=y=x),(¥x, 92 (x=pyAy=z=>x=2z),
(Vx,y,zuf(x=yAz=u=(x<z=>y<u))

(Yx)x< x, (Vxy)x<yAy<x=>x=y (V xpzfx<yAay<z=>x<z)

(Vx,p)x<y vy <x)(Vx)(3pk<p, (Nx)3 y)x > (Vxp)(x< y

= (dz)(x < z<y), u kojima su koriSéene definicije:
x<yslgx<y/\x7éy,x>ygy <06 <-y<zgx <yAy<z

Jedan model tih aksioma je skup svih racioralnih brojeva u odnosu na uobica-
jeni poredak, a takodje i interval (0,1) racionalnih brojeva u odnosu na isti pore-
dak.

Dokazati da su formule

i) x<y<=x<yVx=y, (@) =L MV 2= R >
(iiiy x#y=x<ywvy<x @iv) Nx<y)=x>y
) 3 B B )= o <Y

posledice tih aksioma.

32. Nastavak prethodnog. Dokazati da je ma koja iskazna formula po slovima ob-
lika < v, u = v ekvivalentna sa nekom iskaznom formulom po slovima oblika
u <v, u>v, u=rkoja od logickih znakova sadrzi jedino A , V .

- Uputstvo. Za eliminaciju negacije koriste se formule (iii), odnosno (iv).

33. Nastavak prethodnog. Dokazati da jye svaka formula oblika ( 3 x)H, gde je A
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konjunkcija- izvesnih - formula oblika x =4, x >u, x <u, ekvivalentna iisa T ili
sa | ili sa izvesnom konjunkcijom po slovima oblika u = v, u > », u <v u kojoj
ne ucestvuje x.

Uputstvo. Razlikovéti slucajeve:

(i) U formuli se pojavljuje bar jedna jednakost oblika x = u. (Tada koristiti op-
stu formulu eliminacije A(y) < (3 x) (A(x) A x = y)). '

(i) Formula je oblika (3 x)(x <y; A ... Ax <y, ). (Tada najpre uvesti minY)
“a potom primeniti aksiomu (V x) ( 3 y)x > y).

(iii) Formula je oblika (3 x)(x>y; A .. AXx>y,).(Uvestimax pa primeniti
aksiomu (Y x) (3 y)x < y).

(iv) Formula je oblika (3 Xx) ((x > y; A ... A x> P )& (x <ziA... A X<z ).
(Uvesti min i max pa primeniti ekvivalenciju (v) zadatka 31).

34. Nastavak prethodnog. Dokazati da svaka predikatska formula F na jeziku
{<, =} dopusta eliminaciju kvantora, odnosno da je F ekvivalentna sa nekom for-

mulom G koja ne sadrzi kvantore, gde se za < pretpostavljaju aksiome gustog pore-
tka bez krajeva.

Uputstvo. Formulu F svesti na preneks formu, potom eliminisati negaciju i bezkva-
ntorski deo dovesti na rastavni oblik. Tako se dolazi do formule

(qiuy) ... (qnun) 185 7 e va}
Dalje, sve kvantore izraziti pomocéu egzistencijalnog i eliminisati ih ;postupno po-
cev od g_. Tako se problem svodi na eliminaciju kvantora u formulama oblika
( 3 x)H razmatranim u prethodnom zadatku.

35. Dokazati da se svaki prsten R moze potopitiz) u neki prsten sa jedinicom.

Resenje. Neka je T skup svih terma gradjenih od ¢lanova skupa R i e (pretpostav-
ka je da e € R) kao znakova konstanata i operacijskih znakova +, - , — prstena@ ;
Trazi¢emo pisten ”/2, nadpisten za R koji ima jedini¢ni element e i Ciji su Cla-
novi ter_mia) iz T, s tim &to su neki od njih, kao ¢lanovi skupa "Rl , medjusobno
jednaki4). U skladu sa tim, radi odredjivanja prstena ':/21 uoc¢imo skup uslova @ T):

W def A def

1)mm (x,y) =x (ako x <y), min (x,y) =y (ako y <x)
Sli¢no se uvodi i max. Pri tome vrede ekvivalencije
Zz<min (x,y) = z<xnr z<y, z2max (X,y) S zZ2XA 2 2Y.

2)To znaéi da postoji neki prsten ‘R ; takay da je R izomorfan s izvesnim njegovim pod-
prstenom. Sliéno se i u op3tem slucaju definise pojam izomorfnog potapa-
nj a operacijskih, odnosno relacijskih struktura.

3)Jer ako postoji ikakav prsten sa jedinicom u koji je [ potopljen, onda postoji i takayv.

4)Raspravljam'e pitanja jednakosti ¢lanova iz T je, u stvari, i osnovno pitanje.
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~ (i) Sve tacéne formule prstena R vida
a,+a =a;3, a;-@4 =4, —0; =05, 0s=a;, G 74y,

gde.a; € R. To su tablice datog prstena.

(i) hith =bitih
(ty +t,) +t3 =t +(t, + 13) (t1-t) - t3=t1-(t,-13)
f +0=r,
L ()= 0

tio(t, +t3) =t by £t 13
(ti+8)-t3=t-t3+t 13

za ma koje ty, &, t; iz T.
(iii)) t-e=t e-t=tzamakojitizT.
kao i aksiome jednakosti 4x=u odnosu na +, -, —

t{ =t, i1 =it =l = 1, t1=t2/‘\t2 Sy S2 0 Sl
iy S 5 SN =2 G w5 = Uy w2 [y 0N Une Uy S ey e leg, U Sy =25 = =15

gde t;, f,, t3 ET.
Do prstena "R, moze se doéi trazenjem nekog resenja u iskaznom smislu sku-
pa formula
®(T)U Ax=

shvaéenih kao iskaznih formula po slovima vida ¢, = #, (gde t;, &, € T). Osnovna
ideja u resavanju je da se postupno obrazuje ekvivalencijski” lanac sve %ednostavni«
jih i jednostavnijih skupova. Najpre primetimo da iz ®(T) U Ax=-sledi®:

Svaki term t iz T ekvivalentan je sa nekim termom o (1. jednakost t = 0
® sledi iz ®(T) VU Ax=) vida a ili vida Ne ili vida a + N gde aER,a N\ je

ceo broj razlicit od 0.
Terme o nazivamo naznadeni, a njihov skup ozna¢avamo sa 2. Radi jednobraznosti
pisanja, dogovorno umesto g, e piemo redom a+0, 0 + Ae, pa se Clanovi skupa =
sada uopste javljaju u obliku a + Ae (gde @ € R, X € Z). Dalje se neposredno zak-
ljuéujea) da vredi

®(T)UAx = H - ®(Z)U Ax =
tj. u daljem se skupu ®(7) suzava na svoj podskup ®(X).

1)13'ods¢éa.mo da je | oznaka relacije'ravno slednost.
YDokaz nije tesko izvesti indukcijom po broju operacijskih znakova u t.
Recimo, iz dinjenice da za neki 0y, 0, iz 2 vrede jednakosti t; = 0y, t = G, izakona za-
mene
=01 At =62+t =t +t <01 +06 =0 +01)
sledi ekvivalencija
ty+th =th +t) S0, +0 =0+ 0p.
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U skladu sa tvrdjenjem () iz skupa &) U Ax= neposredno se izvode formu-
le Tab(Z):

(ay + M)+ (@ +he)=ay +a + N + M€

(ay +Ne)-(ay + Ne)=aa + May + Mgy + ) A€
—(a, +Ne)=-a; + -} e
Sve tacne razlicitosti a, # a, prstena
gde a; +a, oznacava onaj element polaznog prstena koji je jednak a; + a,, A;+A,
oznagava ceo broj jednak zbiru A, + A, isl.)
Dakle, skup ®(Z) U Ax= ekvivalentan je sa
DE)UTab(Z)U Ax=
Dalje, a to je bitan momenat u rasudjivanju, dokazujez) se da yredi
Tab (T) U Ax= E O(T)
na osnovu éega sledil
H(Z) U 4x = Kl 1ab(ZT)U Ax=
Time je problem sveden na trazenje modela skupa
Tab(Z) U Ax=

Tab(Z) je jedna skoro—tablicaa) (istina sa dodatkom nekih razli¢itosti, odnos-
no formula oblika a, # g, 5to bitno ne menja rasudjivanje. Prvo je pitanje da li je
ona ,slegnuta”, tj. da li iz formula Tab(Z) sledi neka jednakost a; + e =a, +
A,e ada pri tome ne vaze obe jednakosti @; =a,, \; =\, . To se lako raspravlja
nac¢inom kao u zadatku 63 poglavlja XIII. Naime, dovoljno je proveriti da u odno-

1)Is‘raknimo da = medju formulamaTab(2 ) nalaze i sve formule oblika (i) iz &(T), odnosno
tablice prstena R . Recimo formula
31"’32‘&3 (31,32,33ER)
je uTab(Z ) predstavljena zapisom
(a; +0e) + (2, +0e) = (az +0e)
Dalje, uTab (X ) se nalaze i ovakve formule
2e +(=5)e = (=3) (One su predstavljene zapisima:
e+ (—e) =0 0+2e) + (0+(=5)e) =0H—-3)e
O+1e) + 0H—1)e) = 0+(0)
U stvari, uTab(X) se nalaze formule kojima se ,;medjusobno sabiraju, mnoZe i nalaze sup-
rotni termi” naznaCenih terma:
0,a,b,c,..,e,2e,.., —e, —2e, .., ate, bte. ... (3, b,c ER).
Pri tome, op3ti zapisi a + Ae su upotrebljeni radi kraéeg pisanja.
4 vo, recimo, dokaza za komutativan zakon sabiranja
(a; + \je) + (ap + Mge) =a; +a+ N\ + Age
=ap ta; +)\Q+ )\16
= (25 +Me)+ (a7 + 1A €)
Wideti poglaviie XIII, posebno zadatak 63.
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su na Tab(Z) svaki slozen izraz ,,Cuva svoje poreklo”. To, recimo, za izraz a+2e
znaci sledece:

Ako se koriste formule Tab(Z), tada se pomocu njih (shvacemh ,-Ka0 pravila
ra¢unanja sa naznaenim izrazima”) moze ,,izraéunati’ a#(e+e). I rezultat mo-
Ta biti izraz a+2e. Zaista

a + (ete) =(a_+_06}+ ((0 + Ie) + (0 + 1e)

(a+ 0e) + (0+0 + I+1e) = (a + Oe) + (0 + 2e)
a+0+0+2e=a+2e

- Dakle, Tab(Z) ,,postuju poreklo izraza” a+2e. Posle ustanovljavanja da je7zb(Z)
,,slegnuta” neposredno se dolazi — zamisao je opste prirode — do jednog mode-
1a) R, . Za clanove prstena '.?1 uzimamo sve naznacene izraze?) g + Ae(a<R,
NE Z) a operacije +, -, — definisemo preobraé¢anjem jednakosti Tgb(Z) u defini-
cije, odnosno

def -
(‘Zl +>\1€)+(l12 +)\2€}= al+t12 +)\1 +>\2€ IS].
Napomena 1. Osnovni koraci u resavanju su bili:
— uocavanje skupa naznadenih terma
— obrazovanje ,tablice” tih terma
— proveravanje slegnutosti tablice i zadovoljivosti polaznih zahteva.

Napomena 2. Dobijeni prsten @1 , je u stvari, nadprsten prstena R

36. Neka je (S, +) komutativna semigrupa generisana ¢lanom z koja zadovoljava
zakon skra¢ivanja, tj. vazi implikacija

Xz =W hzi=i=ay (x,y,2ES)
Prosirujuéi jezik sa 0 i — (0 je znak konstante, — operacijski znak duzine /) uo-
¢imo skup 7" svih odnosnih terma?. Odrediti sva re§enja ovog skupa g iskaznih
formula po slovima vida #; = &

Lt =t + 1, (ty + 1)+ 15 =t +(t; + £3)
G () S i SRR it (en =0
a#2a,a#3a,..,2a%3a, 2ai4a,.... 4)

Bl L =l e o) = s L L [ iy = iy

fy Sty Aty =tq =ty +13=1y +1s ty =t = —1) =—ta(t1,b5,t3,t4 €ET)

) Slobodnije re¢eno to je ,vrhovni” model. Ostali modeli za Tab(Z), gradjeni pomoéu e

i dlanova iz A , su onda njegove homomorfne slike koje-Guvaju Clanove iz X .

2)Ili, §to je izomorfno, za Elanove prstena R; se uzmu uredjene dvojke (a, N), tj- elementi
skupa RXZ. U Knjigama algebre obi¢no se tako i postupa.

i) a,0ET; (i) u,vET =@+),—uET

4)'1']. formule kojima se izrazava razliCitost Clanova skupa S.
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Uputstvo. Kao naznacene mozemo uzeti

O =1l 2t =20 ooee
Skup G ima, inaCe, taéno jedno resenje.
Napomena. Skup & se prirodno pojavljuje pri trazenju grupa koje su prosirenje
semigrupe (S, +). U stvari je dokazano da se semigrupa (S, +), navedenih odlika,
mOoZe prosiriti u grupu.
37. Produzetak prethodnog. Dokazati da se svaka komutativna semigrupa u kojoj
vazi zakon skraéivanja, moze potopiti u grupu (komutativnu).
38. Opisati prelaz od strukture prirodnih brojeva (I, +, -) ‘na strukturu celih brojeva
{Z, +, -,— 0) smatrajuéi da je prva struktura odredjena ovako:
(i) Clanovi su Z, (1+1), (1+1)#1, ..., odnosno 1,2, 3, ...

(i) Tacne su sve formule
x-l-y =y+x X Y =0) X%
(xtytz = xHy+z) (x-y)-z=x-(y-2)
x-(ytz) =x-y + x-z
i smatrajuéi da struktura celih brojeva treba da zadovoljava uslove
(i) To je nadstruktura za (N, +, -/
() U njoj treba da vaze zakoni

Xty = ytx Xy =y-x

(xty )z = xHy+z) (x-y):z=x-(y-z)
xH) = x x-1=x
xH—x) =0 '

X-(ytz)=x.y +x-2
Uputstvo. Postupiti kao u zadacima 36, 37.
39. Dokazati da se dato polje moze prosiriti u polje u kome jednaéina
x2+1=0 (1 jediniéni element datog polja)
ima resenja.
40. Dokazati da se prsten A moze potopiti u polje ako i samo ako se svaki nje-
gov kona¢no generisan podprsten moze potopiti u polje.

Uputstvo. Primeniti stav kompaktnosti.

41. Neka je & skup predikatskih formula bez kvantora, I' dati skup a A od-

nosni iskazni prevod (videti uvodni tekst tacke XVH). To je skup iskaznih formu-
la po slovima vida

Wl ooy () 7 (i e )
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gde je p relacijski znak duzine n a T skup odgovarajué¢ih terma.
Neka vredi:

(€] 'g'|1'\ =T o )

gde je @ formula bez promenljivih a.f;, ..., v, su ne ki ¢Elanovi iz I'. Dokaza-
ti da tada vredi i:

@) Q|F ka1, .t )

za ma koje terme 7g,..., tnizT.

Uputstvo. Neka je

(3) ‘1[/1’ sz ""w'k

jedan dokaz formule ®(y;, ..., 7,)- U dokazu se javljaju: clanovi iz glp, tauto-
logije ili formule dobijene primenom modus ponensa. Preslikavanje

i B Tn
( Fite i t )
prevodi dokaz (3) u dokaz formule ®(zy, ..., 7 )
42. Dokazati ekvivalenciju:

Semigrupa S = (S, - ) se U & vage sve one posledice aksioma grupe koje
& o ae > . .

moZe proSiriti u grupu su na jeziku {-}

Uputstvo. Dokaz dela - je jednostavan. Navodimo dokaz delz <, odnosno

njégove kontrapozicije. Radi toga, saZ7ab () oznagimo tablicu semigrupel)

a sa Axff ’l" skup formula oblika

(ty -t )t3=t1-(t-13) ty =ty ty =t =5 =t t S AL =t3 =1 =13
1 - Gr=le L=t =t =6

gde #,, t,, ... prelaze preko skupa svih terma obrazovanih pomocu e, Clanova iz S,
i operacijskih znakova -, ! . Rasudjivanje tada izgleda:
Semigrupa <5 s ne moze potopitiu grupu
> Skup Tab(S) U Ax G| nema model
— Postoji konadan podskup K 0d7zb(s) takav da:
Skup K U Ax Gl nema model
(Primena stava kompaktnosti)
— Postoji formula (s, ..., s, ) takva da:
Skup {F(sy, ..., 5. ) JU Ax @ nema model
(F je konjunkcija%ormula iz K, sy, ..., s, su iz S to su svi oni koji uces-
tvuju u F)

1llju ¢ine sve ta¢ne formule oblika 8 wg = Sk (Si’ sj, Sk € 8) kao i sve formule oblika siiﬁsj
(i #j) kojima se tvrdi razliGitost elemenata skupa S.
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— Postoji formula F takva da:
Ax (.jll-‘ = /A o 8)
— Postoji formula F takva da:
Ax @ Ir‘ =l o B
gde su #; ma koji termi sagradjeni pomocu s;
(Videti prethodni zadatak)

— Postoji univerzalna formula na jeziku { - }:
(e, xn) WAL o0 22))
koja je posledica aksioma grupe i koja
nije taéna na semigrupi =)
(Jer na 3 je taéna formula F{sy, ..., s;) kao
konjunkeija kona¢no formula iz Tab(S ).
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XX O DEFINICIJAMA

¢ U matematici se koristi veliki broj raznolikih definicija. Sve su one jezicki iz-
razive u obliku:

A je zamena za B
A je deo koji se definize? — tzv. definiendum, Bje definiens — deo kojim se de-
finise. Takva je, na primer, definicija:

Duz PO je (zamena za) skup svih taéaka izmedju P i Q, ukl]uc‘u]um i te tacke.
¢ Cesto se, radi lakseg delanja, u nekoj teoriji ili u meta—teoriji, pomocu izves-
nih polaznih pojmova definicijama uvode novi. Buduéi da su definicije svojevrma
dodatna tvrdjenja (aksiome), za njih se traze ova dva uslova (uslovi ispravnosti de-
finicije?

— da ne bude kreativna, tj. da se pomoéu nje ne moze izvesti nijedno tvrdjenje o
polaznim pojmovima koje bez nje ne bi bilo izvodljivo,

— da bude otklonjiva, tj. da je svaka formula (recenica) koja se odnosi na novo-
uvedeni pojam zamenljiva sa nekom formulom (ili skupom formula) u kojoj uce-
stvuju samo imena polaznih pojmova.

¢ U definiensu se esto koristi pojam skupa u vise ili manje aksiomatskom smi-
su?. Takva je definicija neke teorije, a sli¢no i neke relacijsko—operacijske struk-
ture. Naime, neka matemati¢ka teorija (I reda), kakve su, recimo: clementarna te-
orija brojeva, teorija skupova ZF, je odredjena skupom® izvesnih predikatskih for-
mula I reda — aksiomama, pa se moze i sam taj skup aksioma zvati teorijom, §to
se esto i Gini. Sliéno, neka relacijsko—operacijska struktura se moze shvatiti (de-
finisati) kao skup odgovarajuéih formula I reda, ali jedino sa znacima konstanata
(1j. bez promenljivih i kvantora — videti zadatak 12).

¢ Nekaje T neka teorija odredjena izvesnim formulama (I reda) kao aksioma-
ma. U takvom sluéaju Gesto se pojavljuju ove tri vrste definicija kojima se uvodi
znak:

— nove konstante,

— nove operacije (funkcije),

— nove relacije.

;}tj.A sadrZi nov pojam

)Njih je prvi formulisao S.Lesniewski (1886—1939).
U vezi sa reima: vide ili manje aksiomatski videti zadatke 64, 65, 66.
YVideti poglavlja XV, XVI, a u ovom poglavlju zadatke 1, 7, 22,27, 28.
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Za te definicije pomenimo jo§ da mogu biti eksplicitne (neposredne) i implicitne
(posredne), i da su jednog od oblika:

a def b, gde su a, b izrazi.

A & B, gde su 4, B formule

Videti zadatke 1, 2, 3, 6, 10.

& Neka je N neka relacijsko—operacijska struktura. U vezi sa njom se uvode de-
finicije sliénih vidova kao u prethodnem slucaju, ali i definicije kojima se uvode
nove konstante, operacije, relacije koje se odnose jedino na ¢lanove strukture, od-
nosno na konstante (to su, moze se re¢i, djagramske ili tablicne definicije — vide-
ti zadatke 13, 14, 15), pa nisu same po sebi produZive i na sluGaj proizvoljnih ter-
ma sa promenljivim.

¢ Pored skupa u definiensu se &esto koriste, u veéoj ili manjoj meri aksiomatizova-
ni, i neki od pojmova kao:
uredjena dvojka, trojka i sl. niz, funkcija, relacia.

Tako, novi pojmovi koji su odredjeni sa dve, tri ili vise odrednica mogu se defi-
nisati kao odgovarajuée uredjene dvojke, trojke i sl. Na primer, grupoid odredjen
skupom G i operacijom * (tog skupa) moze se definisati kao uredjena dvojka (G,
+). Sli¢no se odnosi-na pojmove grupa, polje, formalna teorija itd.

Posebno opisujemo jedan vazan sluéaj nizovskih definicija — tzv. mduktivne de-
finicije. -

¢ U matematici se éesto prirodno pojavljuju pojmovi medju &ijim odrednicama se
nalazi i neka koja je prirodan brc;j1 . Neka dogovomo P, oznacava pojam u slucaju
kada pomenuta odrednica ima vrednost n (n je neki prirodan broj 0, 1, 2, ...). U
slu€aju induktivne definicije (podrobnije re¢eno induktivne po n) postupa se na o-
vakav na¢in:

(i) Definise se sta jez) B
(ii) Za svaki prirodan broj n (n>0) definise se 2. pomocu nekih od prethodnih

JE TR o iy I :
(o= BSER =n]
Recimo, jedna induktivna definicija stepena a" (@a€ER,n=1,2,3,..) glasi:
() a' =a

(ii) an+1= a-a
Tu se, u stvari, definise jedna funkcija f:R x {I, 2, 3, ..., } > R, jer se a"
l]Recimo, takvi su pojmovi stepena an, formule duZine n, teoreme koja ima dokaz duzine n
isl.
2)U tom delu se definife P za podetnu vrednost n, odnosno za n=0. Moguée je da ta pocet-

na vrednost bude i neki drugi prirodan broj kao 1,2 i sl. Takodje ima i sluCajeva induktiv-
nih definicija sa nekoliko po¢etnih vrednosti (videti zadatke 48, 52).
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moze shvatiti kao f{a, n).

Pored funkcijskih (operacijskih) definicija prirodno se javljaju i induktivne rela-
cijske definicije (kakve su definicije izraza, formule, teoreme — videti zadatke 52,
53, 54).

¢ Ispravnost neke induktivne definicije po¢iva na odnosnoj matematickoj induk-
ciji. Recimo, navedena definicija stepena je ispravna blagodare¢i indukcijil) n - n+l.
Naime, koristeéi se tom indjkcijom, lako se dokazuje da je uslovima (i), (ii) odredje-
na taéno jedna funkcija f{a, n).

¢ U matematici se takodje pored istaknutih, koriste i razne druge viste definicija
kao definicije operacija i relacija sa relacijama i sl. (videti zadatak 55—58).

ZADACI

1. Na jeziku {0, 1, +,-, —}, gde su 0, I znaci konstanata, + i - operacijski znaci
duzine 2, — operacijski znak duzine I, uocena je teorijaz) P , tj. skup aksioma
(podrazumevajuéi i aksiome jednakosti):

Xty = yx 330)) S yees

(xty)+z = xHy+z) (x-y)-z=x-(y-z)
xH) =x x-1=x
xH—x)=0

xX-(ytz)=x.y +x-z
Koja od datih deﬁnicija’i) je ispravna
a)ec def 1 + 1, ¢ je nov znak konstante

b) fixy) &

) flxy) B y)iss f je nov operacijski znak.

(x+y) + (x-y), f je nov operacijski znak

Uputstvo. Skup P je neprotivure&an, buduéi da ima (normalan) model.

1)Ispravnos’c induktivne definicije moZe se oslanjati i na nekoj drugoj indukciji za prirodne
brojeve. Pomenimo jo$ da se sreéu i opitije induktivne definicije po ¢lanovima nekog dob-
ro uredjenog skupa ili jo§ op3tije, skupa koji zadovoljava uslov minimalnosti. Ispravnost ta-
kve definicije se tada dokazuje kori¥éenjem transfinitne indukcije. Videti zada-
tak 36 tacke XVI,

Z)Jedan model je struktura celih brojeva. To su, inace, aksiome prstena (komutativnog sa je-
dinicom).

gNa definiciju vida a) se nailazi, recimo, kada se u aritmetici 2 definie kao 1+1. Sli¢ne su i
definicije za 3, 4, 5, ... . Inae, definicija a) se lako zraZava u obliku A je zame -
na za B:

2 je zameéna za 1+1
Sli¢éno vredi i za definiciju b).



358 XX O definicijama

a) Jasno je da je ¢ otklonjivo, jer je ma koja formula F(c) jezika {0, I, +,-, — c}
— na osnovu aksioma jednakosti — ekvivalentna sa F(I+I). Ta definicija Je i nekre-
ativna. Zaista, neka vazi

() el (=0a

gde je F formula na jeziku {0, I, +, -, — }. Oznagimo sa N ma koji model za
(" . Taj je model produziv do modela ez , ¢ = 1+, uzimanjem da se ¢
tumaci kao vrednost za 1+/. Prema-(1) u /" mora vaziti F, odakle sledi da u/fl
vazi F (budum da ¢ ne uestvuje u F). Dakle, iz (1) sledi

@) (REEE

pa je definicija ¢=I+I nekreativna.

b) Sli¢no kao pod a), jer je ma koji model ‘P produziv do modela za
P, flx, y) = (x+y) + (x-y)

c) Kreativna je, jer zamenom x, ¥, zsa0,0,0,apotomsa 0,0, I iz @,f/x,y}
=(x-y) +z slede jednakosti

) =0 ST =P
Odatle sledi jednakost 0 = 1, a ona nije teorema, 0dnosno posledlca aksioma 7, sto

se lako dokazuje. Osnovni razlog kreativnosti je sto definiens ima vise promenljivih
od definienduma.

Napomena. Dokaz nekreativnosti definicije a), a sliéno i uop3te definicije takve vrs-
te, moze se izvesti i direktno — bez pozivanja na model.
Naime, uo¢imo funkciju f (zvaéemo je ,,brisuéa funkcija’’) kojom se formule jezi-
kal’= {0, 1, + -, —, c} prevode u formule polaznog jezika L = {0, I, +,-, — }:
J{A) se dobija iz A kada se u toj formuli konstanta ¢ svuda zameni sa I1+1.
Tim se preslikavanjem aksiome . , buduéi da u njima ¢ ne ucestvuje, prevode u
same sebe, a definicija ¢ = I+ u formulu 7+I = I+] (koja je slu¢aj aksiome jedna-
kosti x=x). Dalje, ako je 4 valjana formula jezika L', valjana je i formula f{4) — vi-
deti lemu o promenljivoj konstanti, zadatak 100 tacke XII. Najzad, logi¢ka, a tako-
dje i matematicka pravila izvodjenja prevode se u pravila izvodjenja. Recimo, ako
je re¢ o pravilu (1), koje je slucaj pravila saglasnosti jednakosti sa +, ono se presli-
kavanjem f prevodi u pravilo (2), odnosno u (2°):

1) Xsyacsl +1 (2) xX=y, 1+1=1+1 (2’) X=)
xtc=y+(1+1)’ xH1+1) = y+1+1) xH1+1) = y+1+1)

Na osnovu recenog, preslikavanjem f se svaki dokaz iz aksioma P c=1+1 prevo-
di u neki dokaz samo iz aksioma ' . Otuda, ako je F formula na jeziku L i to ta-
kvada 2 ,c=1+1 ~ F onda se njen dokaz prevodi u dokaz iste formule, ali
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samo iz aksioma /7 . Dakle: -
P, c=1+# F> P+ F
Obratna implikacija sledi neposredno
2. Na datom jeziku L uodene su izvesne aksiome g. Koje od narednih definici-
ja su ispravne
a)c = t, gde je tizraz jezika L koji ne sadrzi promenljive, a ¢ je znak konstante
koji ne pripada L."
b) flx1, s X,) def t, gde je t izraz jezika L &iji skup promenljivih je podskup skup
{x1, .., x }, a f je operacijski znak koji ne pripada L.
c)glx, v, z) def t(x, y, z, u), gde je t izraz jezika L po promenljivim x, y, z, © i gde
g ne pripada L.
Odgovor. Ispravne su a) i b).
Napomena. Delovima a) i b) opisuje se izgled tzv. eksplicitne (neposredne) definici-
je nove konstante, odnosno nove operacije, u slu¢aju predikatskog racuna I reda. U
zadatku 3 se sliéno opisuje izgled implicitre definicije nove konstante, a u zadatku
6 implicitne definicije nove funkcije. Najzad, u zadatku 10 se izlaze opsti oblik eks-

plicitne definicije nove relacije.

3. Neka je g teorija jezika L i n=ka je a € L znak konstante, tj.z je nova
konstanta. Dokazati da je deﬁnicijal) vida

) x=a&F

ispravna, za svaku teoriju 9, akko:

(i) Formula F ima taéno jednu slobodnu promenljivu x.

(ii) F je najeziku L

(iiiy Formula( 3 ;x)F je teorema teorije

Rezenje. Otklonjivost sledi neposredno na osnovu samog oblika definicije (A) i us-
lova (ii). Videti i zadatak 5. Da bismo dokazali da uslovi (i), (ii), (iii) obezbedjuju
i nekreativnost, uo¢imo proizvoljnu neprotivureénuz) teoriju g jezika L, neku

formulu A4 istog jezika, i pretpostavimo da vredi

(1) g, =4

Neka je, dalje, /. jedan model teorife J . Na tom modelu taéna je formula

( 3 1x)F, buduéi da je to teorema za J . sa 4y 0znatimo taj ,jedinstveno po-
stoje¢i”” element domena. Model _/// se moze produziti do modela M H

CN)

1)To je, u stvari, implicitna definicija nove konstante — definiendum je x = a.
2 Sluéaj kada je g protivureéna teorija razmatra se neposredno.
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Naime, dosta je @ interpretiratil) kao a;. Na osnovu (1), M je model iza A.
Kako je formula 4 na jeziku L, to je njen model i skraéenje od M dobijeno

odstranjivanjem interpretacije za a, tj. model za 4 je i M . Time je dokazano da

da iz (1) sledi

@ JE4

tj. ,;modelskim” postupkom je dokazano da je (A) nekreativna definicija za ma

koju teoriju.

Da su uslovi (i), (ii), (iii) neophodni uo&ava se na ovaj nacin. Neka je jezik
L={01+- - -}1i ?P teorija prstena iz zadatka 1. Lako se dokazuje da su
za tu teoriju neispravne, recimo, definicije
(1) x=1 == x=0 v y=l, @Q)x=a<=a+x=0, 3)x=a+< x-(x-1)=0
u kojima su uslovi (i), (ii), (iii) po redu narugeni.

4. Na jeziku { #} uo¢imo formulu (aksiomu)
(3y)(¥Vx)(xFy=xAy *x=x)
i ekvivalencijom
() y=eg(‘v’x)(xfzy=x/\yﬁx=x}
uvedimo novu konstantu e. Dokazati ispravnost te definicije.
Resenje. Dosta je dokazati
(31y) (Y x)(xxy=xArynx=x)
Postojanje slediiz aksiome. Uvezisa jedinstvenos¢u, iz pret
postavki
(Vx)(x%py, =xA\y %ex=x) (7x)(xxpy, =x Ay, *x =x)
stavljajuéi umesto x najpre y;, a potom y, neposredno se izvodi y; = y,.
5. Produzetak prethodnog.
(i) Definiciju (A) izraziti u obliku
A je zamena za B
(i) Otkloniti e iz formula
X %we=x (xte)ty=x%(yte
Resenje. (i) y =e je zamena za ( V' x)(x sty =x Ay ¥ x =Xx)
(ii) Otklanjanje se vr3i primenom jednog od zakona zamene:
Alx) <= (3 y) (y=x s Aly)), Alx) <= (V) (y=x=A4(y))

1)jer tada, u sluéaju da x ima vrednost a,,, obe strane ekvivalencije (A) su ta¢ne, a u slucaju
da je ta vrednost razli¢ita od A obe strane su netaCne.
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gde je y nova promenljiva za formulu A(x).
Najpre se formula oblika A(e) zameni jednom od ekvivalentnih formula

(3y)(y=enA(y), (Vy)(y=e=A(y))

a potom se koristi ekvivalencija (A). Tako, postupak eliminacije u vezi sa drugom
formulom izgleda:

(x xe)xy=xx(y*e) A
=(3z)(z=e Ax*z)xy=x%(y*z)
=(3Z)((V x)(xrz=xAz#x=x)A (x¥*z)%y=x%*(y*z))
6. Neka je L neki jezik i f € L operacijski znak duzine n, dakle nov znak. Doka-
zati da je definicija vida

s un) =ng

ispravna za svaku teoriju { jezika L akko:

@ u, v su razlicite promenljive,

(ii) Formula F nema drugih slobodnih promenljivih izuzev (mozda) u , ..., u
(iii) F je na jeziku-L,

(iv) Formula (Y uy, ..., un) ( 3,v)F je teorema teorije g :

n’ v,

7.Na jeziku {#} uoéimo aksiome grupe:
(Vx,y,z)(xty prz=zt(ytz), (B 2)((V x)x &z =x A(V x)(3 y)x*y=2))

Dokazati da su definicije znaka konstante e (jediniéni element) i operacijskog zna-
ka ' (operacija inverznog elementa) ispravne

def = = =
Z:@é(\/x) (xﬁz=xl\zﬁx=x}, y:_xl gxﬁy—e Ay tx =e

Resenje. Ovde je re¢ o paru uzast0pnihl) definicija (najpre se uvodi e a potom ™).
U skladu sa zadacima 3 i 6 dosta je dokazati:

(J1i2) (((Vx)(xtrz=xnztx=x)A(Vx)(Ap)xty=zAytx=2)
Uocimo najpre jedan desni jedini¢ni element € i za element a jedan njegov desni in-
verzni element b (u odnosu na €). Dakle, pretpostavke su
(1) (VY x)x%e=x, attb=¢
Tada vrede i jednakosti
@) bta=c¢, (V¥ x)etex =x
Evo jednog dokaza prve

1)One s€ mogu zameniti dvema jednovremenim definicijama:
z=e <= (Vx)(xWz=%x AzZHX=X)

y = x1 S(Y2)(VXx) xTFz=xnzHx=%X)ZFxNy=z Ay %X =2)
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bea=(bta)#e=(b+a)* (b*c))
=(bt¥(a b)) *c=(b*e)ke=bkc=¢
Sli¢no se dokazuje i druga jednakost. Znaci, desni jediniéni element je ilevi, a sva-
ki desni inverzni (u odnosu na uogenu jedinicu) je takodje i levi inverzni. Odatle i
na osnovu aksioma sledi p ostojanj e, odnosno formula
(3z)((V x)(xtz=xAztrx=x)A(Nx)(3 y)(x*y=zAykx=)
Dokaz jedinstvenosti izvodise jednostavno, slicno kao u zadatku 4.

8. U teoriji prstena P (zadatak 1) uocene su definicije znaka konstante ¢ i opera-
cijskog znaka ¥ (oba su novi znaci):

2) y=ce=y=(1+1}+], - b) y=ec=(3 x)x+y=1

e)iyi=c AV x)xy = d) y=c=( Vx)x HI+l)-y = -1

e) xwy=z<z=x-(x+y), f) xty=ze=x=y+z

g xwx=z<>x+y+z=0, h) x*y=z<x=y.z

) x#y=z< (3q)x=y-q+z j) xxy=z+<(3q)xty=(1+])-q+z"

Ispitati njihovu ispravnost.
9. Aksiomama grupe (zadatak 7) dodata je definicija
() ' xvly=ze=x=z%y

kojom se uvodi nov operacijski znak ' . Dokazati ispravnost te definicije i otklo-
niti znak +' iz formula

(x &' y) st z=xwl (zxy) (x*y) st z=xx(yx z)
x & (y &t u)) = ((x % z) 2t u) 2ty

Uputstvo. Osnovna ideja pri eliminaciji, koja je inace opste prirode, sastoji se u sle-
de¢em. Najpre‘_se, sli¢no kao pri otklanjanjun konstante (zadatak 5), primenom jed-
nog od zakona zamene

Alx) <= (3 y)y =x AAly)) Alx) = (Y y)ly= = A(»))
(v je novapromenljiva za 4 (x))

predje na formulu ¢ije su elementarne formule ili takve da u njima znak %™ ne u-

Zestvuje, ili su to formule oblika #y-*" 4 =13, gde su ¢y, t,, ¢ izrazi bez %' ,a
potom se postupno vrsi eliminacijaz) primenom ekvivalencije (A). Pokazujemo to

na primeru prve formule:

1)c je desni inverzni za b ( u odnosu na €). On postoji na osnovu druge aksiome.

2)l(ratko receno, najpre se uvodi definiendum a potom se on zamenjuje definiensom.
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(x &t y) ! z=x " (z %y) :
= (3 u ((xs?z" y) %l z=y A x ! (zﬁy}=u}
=(duy)(xx y=vAvrl z=uAnx¥l(z ®y)=u)
= (3 uv)(x=veEyAv=uk zA x=u(z%y))
Dobijena ,eliminanta” je takva da se iz nje, jo§ jednom primenom zakona zamene
(ali sada zdesna nalevo), moze izbaciti promenljiva . Tako se dobija:
( S3u)(x=(u*z)*y Ax=ut(z%y))

odnosno, buduéi da je % asocijativna, prethodna formula je ekvivalentna sa

@) (3 ux=ux(zxy)
Ukoliko se koristi drugi zakon zamene dobice se ova eliminanta
@ (Y u)(x=(uxz)xy=x=u*(z%y))

Primetimo da su obe formule (1) i (2) teoreme teorije grupa (odnosno posledice
aksioma zadatka 7), pa je otuda teorema i formula:

(x s y) 6 2 =x 4 (z 3y,
10. Neka je Lizvestan jezik i o nov relacijski znak duzine . Dokazati da je defini-
cija oblika (eksplicitna definicija novog relacijskog znaka):
ofth -, un} <~ F
ispravna, za svaku teoriju § uogenog jezika, akko:
(i) Sve promenljive uy, ..., u_ su razlicite.

(ii) Formula F nema drugih slobodnih promenljivih izuzev (mozda) u;, ..., u.
(iii) F je na jeziku L.

11. U elementamoj teoriji brojeva (poglavlie XV) novi relacijski znaci >, <, =, <
uvode se nizom uzastopnih definicija:
x>,y<=(az#0}x=y+z, x<ysry>x
XZ2ye=x>yVx=y XKy y>x

Dokazati njihovu ispravnost.

12. Tablicama
#|la b ala b
a|b a a|T L
bla b b|T 1

odredjena je jedna relacijsko—operacijska struktura jezika { #, «}. Dokazati da su
ispravne ove definicije

1) fix) &L e e x) 2 x
(0) o(x, y) def afx, y) A T ofy, x)
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novog operacijskog znaka f, odnosno relacijskog znaka p.

Uputstvo. U postavci je slobodnije receno da je struktura ,,odredjena tablicama”
Stroze receno, to znaci da pod strukturom treba smatrati skup -/ odnosnih for-
mula na jeziku {+#, @, a, b}:

a*a=b, avb=a a(a, a), .Tcx(a,b)
bxa=a, bub=b afb, a); “lea(b, b)
a#b
tj. u stvari, dijagram strukture. Budu¢i da definicije (1) i (2) o&igledno zadovolja-
vaju uslov otklonjivosti, preostaje da se, slicno kao u zadacima 1, 3, dokaze impli-
kacija oblika
F.MD Q) Fa> G4

gde je 4 ma koja formula jezika { *. o, @, b}.

Primedba. I u opstem sluéaju, za dati jezik L i izvestan skup S, pod relacijsko—o-
peracijskom strukturom jezika L sa skupom S kao nosiocem smatramo ma koji
dijagramski skup formula na jeziku L U S, tj.raz nih jednakosti vida

(1) Ilens s B)) S G

gdel fiEL, (Cq, ey cn,cES i gde za svaku n— torku, (cl, o cn} postoji taéno

jedan ¢;

dalje formula vida

) DG o G (@je T filil)

gde p €L, ¢y, ..., ¢, €5,igdeza svaku n-torku (¢1, ..., ¢,) postaji tacno jedan a

(inace, p, pl su redom drugi zapisi za p, 71 p );

najzad, formula vida ¢, # G kojima se govori o razli¢itosti ¢lanova skupa S.
To je, moglo bi se tako reéi, logicki najvise odgovarajuca definicija relacijsko—

—operacijske strukture. Obi¢no se, medjutim, navedena definicija skracenije izra-

Zava isticanjem odredjenim redom osnovnih odrednica pojma relacijsko—operacij-

ska struktura, odnosno skupa S, i njegovih odgovarajué¢ih (u vezi sa jezikom L) o-

peracija i relacija. Tako, u skladu sa tim, grupoid se obi¢no kratko definise kao u-

redjena dvojka (S, %) gde je * binarna operacija skupa S. Podrobnije:

Dvojka (S, ¥) je grupoid akko je S skup a sx binarma operacija tog skupa.
13. Produzetak prethodnog zadatka. Dokazati da su nekreativne definicije
(i) fla)=b, f{b)=a, f je nov operacijski znak
(ii) To(aa)= T, 7tpfa, b) =T, 1p(b,a)=T , 71p(b, b)=1, gde je p nov re-

lacijski znak.
Da li su te definicije otklonjive?
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Uputstvo. Nekreativnost se moze dokazati na uobiGajeni nacin (zadaci 1, 3), bu-
duzi da je svaki model za & produziv do nekog modela za G , (1), (ii).

Sto se tice otklonjivosti, primetimo da je znak f u termima oblika f{a), f(b),
(b * fla)), f(f(b)) isl. oigledno otklonjiv. Medjutim, u termima kao f{x ) (a%f(y)),
(flf(x)) *y) * a, odnosno u proizvoljnim termima na jeziku {a, b, % f}(u kojima
ucestvuju i promenljive) znak f u opitem slucaju nije otklonjivl). Sliéno stojii sa
otklonjivoséu znaka p.
Napomena. Definicijama (i), (ii) iz prethodnog zadatka uvedene su, u stvari, parcr
jalna funkcija, odnosno relacija u skupu terma na jeziku {a, b, %, f}. Naime, f{z)
je definisano za terme ¢ koji ne sadrze promenljive. Sli¢no se odnosi na p(?;, £,).
Pri tome su ¢, odnosno #;, #, proizvoljni termi prosirenog jezika. I u opstem sluca-
ju dijagramskim definicijama se uvode parcijalna operacija, odnosno parcijalna rela-
cija.
14. Produzetak zadatka 12. Ako se dijagramu & doda i aksioma x=a v x=b, de-
finicije iz prethodnog zadatka:
(i)  fla) = b, f(b) = a, 2de je f nov operacijski znak
(i) 7p(aa) = T, 1p(a,b) =T, 1p(ba) =T, 7p(bb) =1, gde je p nov rela-
cijski znak
postaju otklonjive. Dokazati.
Uputstvo. Iz g, (1), (i), x=a v x=b slede formule

y=flx) < (x=a A y=b) V (x=b A y=a)
p(x,y) = (x=a A y=a) Vv (x=a A y=b) v (x=b A y=a)
15 Neka je o+ izvesna relacijsko—operacijska struktura jezika L &iji je skup nosi-
lac A beskonacan (recimo prebrojiv, sa elementima a;, a,, a3, ...), i f operacija
uvedena dijagramskom definicijom:
fla)=di,  flo)=ai, flas)=a, ..

gde su a1, a,, a3, ... élanovi skupa 4. Dokazati da je takva definicija nekreativna,
ali da nije otklonjiva.

Da li se neotklonjivost moze izbe¢i dodavanjem novih aksioma jezika L U { a;,
2, ... }, dliéno kao u prethodnom zadatku?
Odgovor. Ne moze, a glavni razlog je 3to se formulama I reda na jeziku L U { g,
@, ... } ne moze zapisati reCenica:

Clanovi skupa A su upravo a,, a,, ... .

16. Uo¢imo strukturu celih brojeva (Z, +, -, 0, 1) na jeziku {4, -, 0, I } i oduzi-

1)Stro«g dokaz te Einjenice mavodimo u zadatku 29.
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manje uvedimo definicijom
Soi= W So =25 S W A i
Dokazati njenu ispravnost i otkloniti znak — iz formula:
: (x=y) =z2=x = (ytz), X — V2 =(xty)-(x-y)
x=y<s=x-—y=0, X—y = z—u = xtu = y+z
17. U teoriji skupova, recimo teoriji ZF razmatranoj u tacki XVI, posebnu ulo-
gu imaju formule oblika
(1) (V53 (B3 E 8 = 5Bz oty 29)
gde je S formula Cije su jedine slobodne promenljive X, ..., X_, x. Recimo, ta-
kve su formule
(Vx)(xE s = x=a vVx=b), (Vx)(xEs=(3z)(zEy AxEz)
koje ucestvuju u definicijama dvoclanog skupa, odnosno unije skupa. Na osnovu
opitih razmatranja u zadatku 6 implicitna definicija novog skupovnog terma fx;,
Spa)e
n

Si= ffoeg ey X0 ) def (Nx)(x Es =S (x1, ., s x))

je ispravna, akko je formula
(N7 5300 o x ) ( SN (28 = (E3 oo X0 x))

teorema teorije ZF, s tim §to se u opstem sluéaju, taj novi term obi¢no oznaca-
vaD sa {x| S(xy, .., x, x)}. Tako, budu¢i da je formula

(Yab)(3:s)(Vx)(xEs+<=x=aVvx=bh)

teorema teorije ZF, odgovaraju¢a definicija dvoélanog skupa je ispravna. Sli¢no je
sa definicijama praznog skupa, unije, preseka itd.

(i) Nekasu §, S;, §, skupovna svojstva (po xJ. Otkloniti odgovarajuée sku-
povne ‘terme iz formula:

u€ {x Stxy, ..., x., %)} ficll S|y, - % ix) HE
Lozl Daltaiy oo 5 7 e {xI saflx, -y X, x)},
feall Sy e 2329 0S fxl Safxy, ., %, x)}

(ii) Dokazati da je definicija (skupa s):

s={xlxé€x}= (Vx)(xEs = x&x)
kreativna.

1)U takvom sludaju smo govorili i da je svojstvo S skupovno (po x), odnosno da klasa
{xls &y, ..., )Sl,x)}jeste skup. ; ;
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Uputstvo; (1) Postupak eliminacije je kao u opstem slucaju. Na primer, u vezi sa
drugom formulom imamo:
ol S B X x)} Eu

= (3= TS oo = A v En)

=.( 3v) (Vx| (xEv= S(xy, ..., %, %)) A\VE u)
(ii) Videti zadatak 19, tacke IL
18. ProduZetak prethodnog. Da li se u postupku eliminacije koriste aksiome teo-
rije ZE?
Odgovor. Ne koriste se. Otuda se formule oblika (1) mogu razmatrati i u nekoj

drugoj teoriji (umesto € ée tada doéi neka druga relacija). Tako, ukoliko je <
relacija poretka izvesnog skupa, ali takva da vredi

(Yx1,%)( 315 (Vx)(x<s =x<x Ax<x,)
onda je

s=inflx;, )= (Vx)(x< s=x< x; A x<X,)
ispravna definicija infimuma — videti zadatak 18 tacke XIV. Formula
2) (Vx}(x<'s®x<x1Ax<x2}
je, ocigledno, oblika (1), a postupak eliminacije znaka inf je potpuno sli¢an pret-
hodnom.
19. KoristeCi opisani postupak eliminacije novog operacijskog znaka, odnosno no-
ve konstante (zadaci 5 i9) dokazati direktno, bez pozivanja na model, da su im-
plicitne definicije nove konstante i nove operacije (zadaci 3 i 6) nekreativne.

Uputstvo. Postupiti sli¢no kao u Napomeni posle zadatka 1. Naime, uogiti ,,DTi-
suéu funkciju” kojom se formula 4 novog, prosirenog jezika prevodi u formulu
fTA) starog jezika. Pri tome je formula f{4) dobijena elimindcijom novog znaka
iz formule A. Na primer, ako je 4 formula (x2 —y? j=(x+y }(x—y) iz zadatka 16,
onda se za formulu f{4) moze uzeti:

((Ju, v)(x* =3* +urx =y +vAu=(x+y)-v)
Preslikavanjem f se dokaz prevodi u dokaz.

20. Uocimo uobicajene definicije funkcija moduo i signum za realne brojeve

x; akoix =0 1, ako x>0
x| = sgnx =4 0,ako x =0

-x, ak 0 :

X O X< i sl

Da li se te definicije mogu izraziti u obliku

y=|x|9=e£..., y=sgnxg...
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Uputstvo. Najpre primetime da data definicija modula zapisana koris¢enjem logié-
kog jezika glasi
@) (x=> 0= xl=x)a(x< 0= x| =—x)
Dokazaéemo da je ona ekvivalentna sa definicijom)
(AZ) y:’xlg;t;(x>0=’y=x}/\(x<0:y=—x}
koja je ocigledno trazenog oblika.
Najpre dokazujemo da je definicija (4, ) ispravna. Prema zadatku 6 dosta je do-
kazati :

(6] (Vx)(31p)((x=20=y=x)A(x<0=y=-X)
Dokaz se izvodi razlikovanjem sluajeva:
12 52200, 28 <0

Naime, u prvom sluéaju, za x jedinstveno postoje¢i y je upravo x a u drugom je'
to —x.

Da su definicije (4) i (4,) ekvivalentne) sledi iz ovog rasudjivanja. Naime, za-
menjujuci u formulu (A,) umesto y bag x|, neposredno se dobija (A, ). Obratno,iz
pretpostavke (A,), na osnovu svojstava’jednakosti, neposredno sledi implikacija

y=kl=@>0=y=x)A(x<0=y=-x),
dok obratna implikacija sledi na osnovu dokazane formule (). TraZeni ekvivalen-
cijski oblik za definiciju funkcije signum je:

y=sgnx<= (x> 0=>y=1)A(x =0=>y=0)A(x<0=>y=-1)

21. Neka je 9 neka teorija i F(x, y) formula na jeziku te teorije, ¢ije su jedine
slobodne promenljive x, y. Neka je, dalje, ( V' x) (3 1) F(x, y) teorema za g
Dokazati da je tada u teoriji G teorema i ova ekvivalencija

F(x, flx)) <= (¥ y) (v = f(x) = F(x, ),
gde je f nov operacijski znak.

Napomena. Prema toj ekvivalenciji implicitna definicija operacije f

@A) y =fi{x) = F(x,y)
moze se zameniti sa
((A%) Fi(x, flx)) §

i obratno, nmesto (A ,) za definiciju operacije f moZe se upotrebiti (4,).
22. Na jeziku {<, =} uo€imo aksiome totalnog poretka:

] l aénije, ekvivalentne su formula (&) i formula dobijena iz (£;) generalizacijom po y.
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XSXXSPAYSX>XT), XS YAYS 2= XS Z, XS PVYS X

X =X, X=p= y=x, X=y Ay=z =>x=z, x=pAz=u=(x< z=>y < u)
Nove relacijsker znake >, <, > i nove operacijske znake min, max (svi su duZine 2)
uvodimo nizom uzastopnih definicija:

xZ2ye=yp<x, x<y=x<yAx#y x>ypye=y<x

(x <y =min[x,y) =x)A (x> y = min(x,y) = y)

(x <y = max(xy) =y)A (x> y = max(x, y) = x)
Dokazati njihovﬁ ispravnost.
23. Produzetak prethodnog. Otkloniti znake min i max iz formula

max(x, y) = max(y, x ), max(x, min(x, v))= x
min(x, y) = xAmin(y, z) =y = x <z

Uputstvo. Definicije operacija min, max izraziti u obliku ekvivalencije.
24. U teoriju T na jeziku {p, =} — p je relacijski znak duzine 2, = znak jednakos-

ti — uvodimo nov operacijski znak j formulama:

p(x,y) =f(x,y) =x, Tp(x, )= flx,y) =y

Dokazati ispravnost te definicije.
25. Neka je I, =] jezik teorije J  a aksiome su

X=X, X=y = y=x, X=y/Hy=z = X=Z

XS XSYAYSKX=XxT), XSYAYS 2= XS Z
Dokazati da se relacijski znak < ne moze definisati pomoéu =.
Rezenje. Uocimo ovakve dve interpretacije
(i) Domen je skup svih realnih brojeva, = je jednakost, < je biti manji ili jednak.
(ii) Domen i tumacenje za = su isti kao u prethodnoj interpretaciji, a < se tuma-
Ci kao relacija vedi ili jednak.
- Ocigledno obe interpretacije su modeli datih aksioma. Ukoliko bi se znak <
mogao izraziti pomocu =, tj. ako bi postojala formula F(x, v, =) na jeziku {= }
koja nema drugih slobodnih promenljivih do x, y, i takva da je ekvivalencija
XS y+ Fx, v,

posledica datih aksioma, tada u slu¢aju kada x, y imaju, recimo, vrednosti 1,2,
formula F bi u prvoj interpretaciji imala vrednost T a u drugoj L. To je nemo-
guce, buduéi da se = u oba slucaja tumaci na isti nacin.

Napomena. U stvari je opisan tzv. Padoin') metod za utvrdjivanje nezavisnosti
polaznih znakova izvesne teorije. Kratko redeno, metod se sastoji u ovome:

YA leksandro Padoa (1868 1937).
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Da bi se dokazala nezavisnost nekog polaznog znaka od preostalih znakova, do-
sta je naéi dva modela te teorije koji imaju isti domen i u kojima se preostali zna-
ci interpretiraju na 7sti nadin a uoceni znak (Gija se nezavisnost dokazuje) na dwz
razlic'ital) nacina.

26. Produzetak prethodnog. Dokazati da se = moze izraziti pomocu < .
Odgovor. Jedna moguénost je: :
x=)ye=x<yAYPSX

27. Aksiome su

(x *xy)kz=x%(ytz), xwe=x
Dokazati da je znak e nezavisan od *.
28. Aksiome su :

(xtyjtz = xt(ytz), Xty =ytx. —(~x)/=x

Dokazati da je — nezavisan od +.

29. Data je relacijsko—operacijska struktura

ﬁa'b ala b
al|b a a|T L
bla b bifin L

jezika { %, a'} ,inova operacija f, odnosno relacija p uvedene su definicijama
() fla) =b, f(b) =a

(i) 7o(a,a)=T, 1p(a,b)=T, 1p(b,a)=T ,1p(b,b)=1

Dokazati da te definicije ne zadovoljavaju uslov otklonjivosti.

Resenje. Budu¢i da se data relacijsko—operacijska struk tura moze shvatiti kao te-

orija 7 :
ava=b, avvbh=a afa,a), 1 afa,b)
ba=a bxb=b a(b,a), “1a(b,b)
a#b =

to da bismo dokazali da je definicija (i) neotklonjiva, dosta je dokazati da se f ne
moze izraziti pomocu %, @, @, b nikakvom implicitnom definicijom (jer, otklanja-
nje terma f{x) iz proizvoljne formule moze se svesti na otklanjanje elementarnih
formula oblika y = f{x) — videti zadatak 9).

Pretpostavimo suprotno, odnosno da se f moZe izraziti implicitnom definicijom 0b-
lika:

(Y] y = f(x) = E(x, y)

l)tj. njemu odgovaraju dve razli¢ite konstante (ako je re¢ o znaku konstante), dve razliCite o-
peracije (ako je re¢ o operacijskom znaku) i sl.
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gde su f{x, y) formula na jeziku { %, @, @, b} Cije su jedine slobodne promenljive
X, y, i uo€¢imo neki nestandardni model formula G — recimo s jednim ,,doglja-
 kom? d:

Taj se model moze na vise nacina produziti do modela za & , (i) Recimo, 10éi-
mo ova dva:

(1) a b d ) a b d

flb d a flbabd
Ukoliko bi jednakost (A) vazila, onda bi, kad promenljive x, y dobiju vrednosti d,
2, u prvom sluéaju formula F(x, y) imala vrednost Tau drugom ., §to je nemoguée
buduéi da je F(x, y) na starom jeziku.

Slicno se i za relaciju p dokazuje da nije otklonjiva za $ta je dovoljno dokazati da
se p(x, y) ne moze izraziti defmicijom oblika:

A, p (x, y)= G(x, y)
gde je G(x, y) formula na jeziku { #, @, @, b} &ije su jedine slobodne promenljive -

x, y. U tu svrthu moze posluziti uoceni model formula &F i neka dva njegova pro-
duzenja do modela za g, (ii).

30. Dokazati da se sve operacije {T,l} — algebre mogu izraziti pomo¢i:
(i)  Negacije i konjunkcije

(ii) Negacije i disjunkcije

(iii) Negacije i implikacije

(iv) Implikacije i negacije ekvivalencije

(v) Konjunkcije, ekvivalencije i L

(vi) Disjunkcije, ekvivalencije i negacije ekvivalencije

(vii) Seferovel) operacije t

(viii) Lukaseviéeve: operacije 4

31. Dokazati da je nemogucée sve operacije {T, L}—algebre izraziti pomocu:
(i)  Konjunkcije i disjunkcije,

(if) Implikacije i ekvivalencije,

(iii) Negacije i ekvivalencije

Uputstvo. (i) Ako bi za neki izraz f{x) izgradjen pomoéu ~ , V i x vazila jedna-

1)Podseéamo daje T, u stvari, negacija konjunkcije, a ¥ negacija disjunkcije.
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kost
x = flx) e
onda bi vazilo i {
=1 fiy)=T
ito je nemoguce, budu¢ida TAT=T,  Tvli=T L Al=1;1+vl=1.
(i1) Rasudjivanje je slicno prethodnom.
(iii) Ne moze se definisati implikacija, budu¢i da je svaki izraz f{x,y; <, “Isag-
radjen od x, y, <, 7| jednak nekom od izraza: T, L, x, y, 71y, Tlxx = ,
"l (x< y). U vezi sa tim, videti zadatak 59, rake VIT .
32. Neka je L neki jezik-i f nov znak uslovne operacije duzine n (uslov izvodlji-
vosti je U). Dokazati da je definicija oblika:
L) U= z/n}=.w —F)
nekreativna za ma koju teorijli @] jezika L akko:
(i) UiF sunajeziku L,
@)y, ., U, wsu razli¢ite promenljive,
(iii) ugq, ..., U su sve slobodne promenljive u U,
@iv) uy, ..., U, W su sve slobodne promenljive u F,
(v) FormulaU=(VYuy, .., un)( 3 w)F je teorema teorije g
Uputstvo. Svaki model _ﬂ_l teorije g produziv je do modela N oza G, (D).

Naime, operacija f se moze uvesti deﬁnicijoml):

() = (20 o D) S T =F), NU=fu,. u)=d
gde je d jedan utvrdjen element domena.
33. Da li definicija (A) iz prethodnog zadatka zadovoljava uslov otklonjivosti?

34. Dokazati nekreativnost definicija:

x>y = (x—y =z < x=y+z) (x, ¥, z EN)
ylx=(x:y=z&x=y-2) (x, v,z EN)
y#0=>(x:y=z<=x=y-2z) (e, > 2E.0)

35. Uogimo aksiome polja (zadatak S8 , tacke VI)i deljenje uvedimo definicijom
Y #0 = (x:y =x- J]—))
Dokazati da je ona nekreativna.

36, Da li se deljenje u polju'moie dodefinisati ovako:
(Y x)x:0=0

1)U stvari je uslovna operacija f uvedena definicijom () dodefinisana zaonen-tor-
ke koje ne zadovoljavaju uslov U, tako da rezultat bude d.
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Odgovor. Moze, buduéi da su svi zakoni koji se odnose na deljenje uslovni. Tako

tada, recimo, aksioma x #0 = x- L-7x=0 postaje 0 #0 = 0 = 1,a to je
X

taéna formula. Videti i zadatak 32.
37. Za pojam grupe se srecu i ovakve dve definicije:
(i) Dvojka (G,*), gde je G skup a * njegova opéracija, je grupa akko vaze
formule
(Nx,p,z)(x *y) *z=x*(y *z)
(1) (Az) ((¥x) x =z =x A (Vx)(Ty) x *y =z)

(ii) Dvojka (G,*) gde je G skup, a * operacija je grupa akko vaze formule

) (Vx,y,z)(x wy) «z=x%(yz)
(V% y)(3z)xtz=y, (Nxp)(3z)zxx=y

Dokazati da su te dve definicije ekvivalentne u ovakvom smislu: Aksiome (2) su
teoreme za grupu po prvoj definiciji i obratno aksiome (1) su teoreme za grupu
po drugoj definiciji. Drugim re¢ima, skupovi aksioma (1) i (2) su ravnosledni (tj.
imaju iste skupove teorema).

Napomena. Definicije (i) i (ii) razlikuju se samo u odbiru aksioma. U vezi sa od-
birom aksioma, pri definisanju neke vrste relacijsko—operacijske strukture uopste,
primetimo da se umesto izvesnog skupa aksioma 71 moze uzeti i svaki drugi

skup -/, ekvivalentan (ravnosledan) sa /.
38. Nastavak prethodnog. Za pojam grupe navodi se i ovakva definicija:
(i) Cetvorka (G, %, e, ), gde je G skup, # i * njegove operacije (prva duzine 2,
druga duzine 1), e konstanta iz G, je grupa akko vaze formule
(Vxp,z)(x % y) tz =x % (y 2z

3) (Vx) x+ e =x

Nx)x wxt =e
U kakvom smislu bi bile ekvivalentne, recimo definicije (i) i (iii) ?
Resenje. U definiciji (i) se koristi jezik L; = { %}, a u definiciji (iii) njegov nad-
jezik L, = {#, ¢, ™ }, tako da su, strogo re¢eno, definiendumi kod obe definici-

je posve razli¢iti. Medjutim, te su definicije ekvivalentne u smislu koji nadalje obja-
§njavamo.

U odnosu na sistem aksioma (1) uvedimo najpre definiciju

L) z=es= (Y x)xtz=x (e je nov znak konstante)
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a potom definiciju
(W) y=x! = xnx!=c : (! je nov operacijski znak duzine 1)
Lako se proverava da su obe deﬁnicije nekreativne (zadatak 7). Oznacimo sa T
skup svih teorema koje slede iz

M, ) @)

Tajjeskup jednak sa skuporﬁ teorema koje slede iz aksioma (3). Upravo
u takvom su smislu definicije (i) i (iii) ekvivalentne.

1

Napomena. Zamislimo da'u;ol;éte imamo dve definicije neke vrste relacijsko—ope-

racijskih struktura, poput (i) i (ii), i to jedna je na nekom jeziku /., a druga na
jeziku L, koji su razli¢iti. Takve dve definicije smatramo ekvivalentnim, ukoliko
se dati skupovi aksioma mogu dopuniti nekreativnim definicijama do takvih sku-
pova aksioma koji su:
— na istom? jeziku L
— ekvivalentni su, odnosno ravnosledni (3to znaci da su im skupovi teorema isti).
39. Pretpostavimo da je u nekoj vrsti relacijsko—operacijskih struktura, moze se
-reéi i teoriji, odredjenoj aksiomama & na jeziku L, teorema formula oblika
(Y x)(Ny)(2 z)Ex, v, z) (x, v, z su jedine slobodne
promenljive formule £)

‘Da li je ta teorija ekvivalenma sa teorijom dobijenom iz polazne dodavanjem

aksiome: .
F(x, v, fix, y)) (f nov operacijski znak)

Odgovor. Da (videli zadatke 20, 21).
40. Neko je u izvesnom istrazivanju definisao ot —struktura ovako:
(i) Trojka (S, v, e) — S je skup, ' njegova binarna operacija, e konstanta iz S
— je ot strukmura akko vaze formule

1 zYw(xky)=(yrz)rx
@ (x5y)=(y=2) e

X ei= G, CGX =0

a neko drugi ovako:

(ii) Cetvorka (S, %, 0, ¢) — S je skup, % i O njegove binarne operacije, e konstan-
taiz S — je ot —strukrura akko vaze tormule
) (x *yp)oz=(y*kz)ox
2 (62 0 2 E N
X1 Qe =6 e nitha =i ?

Dokazati ekvivalentnost tih dveju definicija (u smislu napomene navedene posle

DL jo, dakle, nadjezik iza Ly ilza Ly



379

Uvod u matemati¢ku logiku

zadatka 38).
Napomena. Zadatak smo mogli i ovako postaviti. Date su dve definicije:

(i) Trojka (S, %, e) — S je skup, * njegova binarna operacija, e konstanta iz S —
je oA—struk tura akko vaze formule (1).

(i) Cetvorka (S, #, o, e) — S je skup, % i o njegove binarne operacije, e konstan-
ta iz S—je B —struktura akko vaze formule (2).
Dokazati da je tim definicijama odredjen is ti pojam.

41. Dokazati ekvivalentnost dveju definicija mreze — algebarske i relacijske:

(i) Trojka (M, v, ~ ) — M jeskup, v i 0 njegove binarne operacije — je
mreza akko:

S = XU X=x
xny=ynx Xuy=yux

(xo y)nz=xn(ynz) (xuyluvz=xu(yuz) (x,y,z €M)
xa(xuy)=x Gl )=

(ii) Dvojka (M, <) — M je skup, < binama Opefacija tog skupa — je mreZa akko
je < relacija poretka takva da za svaka dva ¢lana x, y iz M postoji njihov supre-
mum i infimum.

Uputstvo. Videti zadatak 38, kao i zadatak 19 tacke XIV.

42. Pored definicija oblika

f(x) del =57 gef ... (gde f ne ucestvuje u definiensu)

nova operacija (a sli¢no se odnosi i na relacije) moze se uvesti i drugim kompliko-
vanijim (implicitnim) definicijama. Takva je, recimo, deﬁnicijal) realne funkcije f:
M) ) s xfl-x) =<

Dokazati njenu ispravnost.

Uputstvo. Najpre zamenom x sa —x iz (1) izvesti -

@) fl—x) — sgn x- flx) = x*

potorﬁ razlikovati sluéajeve x = 0, x < 0. U prvom slucaju jednakosti (1) i (2)
postaju

M) fi—x)=x*, fl=x)\= fix)=x

Resavanjem tog sistema po f{x), f{—x) dobijamo

3) fix)=0, fl-—x)=x . (Akox > 0)
Sliéno se u drugom slucaju dobija
(4) flos)i=x2, = fl=x)i=0 (Ako x < 0)

3P i ke
)To je primer tzv. funkcionalne jednacine.
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Iz (3) i (4) se neposredno zakljuuje da je funkcija f odredjena formulom

0, ako x > 0

22, akox <0

Naravno vredi i obratno: Ako je funkcija f odredjena formulom (5), ona zadovo-
ljava jednakost (1). Znaci, formule (1) i (5) su ekvivalentne. Buduéi da je defini-
cija (5) ispravna (zadatak 24), ispravna je i sa njom ekvivalentna definicija (1).

©) flx) =[

43. Dokazati ispravnost naredne implicitne definicije relacije e

ofx, y)aelyx) = x<yvy<x (>, realni brojevi)
Uputstvo. Razlikovanjem sluéajeva x=y, x#y dokazati da je data definicija ekvi-
valentna sa

ofx, y) =x#y

44. Neka je G izvesna teorija na jeziku L i a, & novi relacijski znaci duzine 7.
Uocimo, dalje, skupCA(a) izvesnih formula na jeziku L U { a}, i sa G () ozna-
¢imo skup koji se dobija iz uocenog kada se a svuda zameni sa o’. Za skup
G (@) kazemo da implicitno definise relaciju « akko u teoriji T vredi:

@ Gl Cla) BV %, ix ) (ofxy, o0 ) < clfxy, ooy )

Sli¢no, u skladu sa ranijim pojmom eksplicitne definicije relacije, kazemo da Jfi(c)
definise « eksplicimo ukoliko postoji formula F(x,, ..., x_) jezika L takva da:

CEY Sl 1= (¥, o0 e ey )= Hfoe = )

Dokazati, ako skup &F (@) definise a eksplicitno, onda je definige i implicitno.
Uputstvo. Dokazati koﬁtrapoziciju ~I(T) = 71(E ) na kojoj se, u stvari, zasniva Pa-
doin metod (videti Napomenu posle zadatka 25).

45. Nastavak prethodnog. Dokazati obratno!) tvrdjenje, odnosno:

Ako Fla) definise o implicitno definise je i eksplicimo.

Resenje. Dokaz se zasniva na tzv. Kregovoj teoremi interpolacije [8] koju navodimo
bez dokaza:

Neka su 4, B zatvorene formule takve da je 4 = B valjana (ili jednakosno va-
liana, ukoliko jezik sadrzi i znak jednakosti). Tada postoji zatvorena formula C ta-
kva da:

(i) Formule 4 = C, C =B su valjane (jednakosno valjane).

(i) Jezik formule C je podskup jezika ove formule 4 i B.
Primenom te leme dokaz (vrdjenja izgleda:

Pretpostavimo da &F (@) definise a implicitno, odnosno da vazi (I). Na osnovu
leme o promenljivom konstanti (zadatak 100 tacke XII), odatle zakljuCujemo

Dro je tzv. Betova teorema [8 |, Evert W. Beth (1908 -1965).
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@ Ge) GFlo)Eofe, e ) allel, e ),

gde su ¢y, ..., cn' znaci novih konstanata. Dalje, na osnovu stava kompaktnosti, za-
kljucujemo da postoje konacni podskupovi & (a), GF(e’) — podskupovi redom
od %(a_), SHe (@) — takvi da:

@ Ko E(w) =y, ... c,) = ales, .y c,)

Oznacimo sa A(a) konjunkciju svih formula ¢(a) takvih da ¢(e) pripada K (@)
i ¢(e’) pripada K (¢). Lako se zakljuuje da vredi

(3) Aflo)n Ala’) = oz/(cl, s cn} = @[ o @)

odnosno, na osnovu stava dedukecije (jer su A(a), Afa’),afcy, ..., ¢, ) zatvorene
formule), vrediD:

@) l=Ala) Aa{cl,...,cn}=>(A(a’)=>a’(cl,..., )l

Na formule A(a) A ofcy, .., ¢ ), Ala’) = afcy, ..., ¢ ) primenjujemo Kregovu le-

mu i zakljuéujemo da postoji formula F(c,, ..., cn} jezikall Us{icn o, 2 }za ko-
ju

3) = Afee)rafe, ..., c = 1@, oos cn)

6) = Eley, e (Aladlisaife =t

Buduéi da ni @ ni & ne uéestvuju u Flc, ..., ¢/, tose iz (6) zamenom «’ sa «
dobija

(@) %:F(c,,...,cn}=>(A(a)=a(cl,..., c./)
Iz (5) i (7) neposredno sledi

®) Ala) = ofey, ..., @ = dle @)

Budu¢i da su ¢, ..., ¢ bile nove konstante a A («) je konjunkcija formula iz
& (@), to najzad dobijamoz)

©) Flo) =(Y %, ..., 22 JHleuls s ook ==l (boj o)

46. Ako se u prethodna dva zadatka umesto proizvoljne relacije a uoci relacija ob-
lika

Visflxn o %) (f je operacijski znak koji ne uéestvuje u L).

kako u takvom slucaju glase navedena tvrdjenja?

47. Preslikavanje f:N - N je induktivno definisano ovako

1)0 vde Fznaéi da je F valjana, odnosno jednakosno valjana.
2)Ponovo primenom leme o promenljivoj konstanti.
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fl0) =0, fintl)=f{n)+2n+l (=012 )
Da li je tim preslikavanjem, u stvari, induktivno definosano n?, odnosno da li va-
7i jednakost '
) fin) = n?
zasven=0,1,2,..7
Odgovor. Da. Jednakost (¥) dokazati indukcijom n — n+l.
48. Dokazati da postoji tacno jedan niz (a2 ) koji zadovoljava uslove

al =2; (15} ,=]:

=a +a

an+1 n+l n

tj. koji je tim uslovima induktivno definisan.

Napomena. Opstije, ako su a, b dati prirodni brojevi, f data operacija duzine 2 sku-
pa N, tada postoji tacno jedan niz (a_) takav da:

a =4a, a; = b;
Th+ =f(an’ an+1)

49. Neka je m prirodan broj a (aﬁ) niz definisan induktivno
2 =0

> (n=20,12,..)

=q +
n+l1 G UL
(i) Odrediti ¢lanove a,, a,, a3, a4, ds.-

(i) Da li za sve m, n € N vazi formula a, =n-m?

50. Neka su zadane dve operacije skupa NV : g duzine ki #duzine k+2. Dokazati
da postoji taéno jedna operacija f duzine n+l koja za sve x;, ..., X, ¥ €N zado-
voljava jednakosti

Tt =% O) S (s %6 ).

®) :
f%15 i %0 VEL) = (50 oi; By Vo M ey Xy, )

Napomena. Operacija f je, u stvari, jednakostima () definisana induktivno po .
Na ovom mestu se obiéno umesto induktivno kaze rekurzivno; tacnije, kaze se da
je f nastala redom iz g i h operacijom rekurzije (pise se i ovako: f = R(g,h)). Ope-
vacija rekurzije igra kljuénu ulogu u tzv. teoriji rekurzivnih funkeija (to su, grubo
govoreéi, funkcije skupa NV koje nastaju iz nekoliko polaznih primenom izvesnog

broja operacij'a nad funkcijama, medju kojima je i operacija rekurzije). O njima vi-

deti podrobnije, recimo u [39].
51. Nastavak prethodnog. Odrediti R(g, #) u ovim sluc¢ajevima

15 k=1, g(en)=05 R, v Z)S Xtz
2° k=0 (tada je g{...) konstanta), g&=I, h(y, z) =2z
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Odgovor. 1° fix,, y) = x17, 2° fly)=2Y
52. Uotimo alfabet A = {a, b, %, (, )} gde su a, b znaci konstanata, * operacij-
ski znak duzine dva. Izrazi sagradjeni pomocu, @, b i # su, kao 3to znamo, izves-
ne reci nad tim alfabetom. Isti¢uéi i duZinu izraza, a to je broj svih njegovih zna-
kova, definicija izraza glasi:
(i) a, b su izrazi duzine 1. :
(1) (i) Ako suu, v izrazi redom duzine p, q, tada je re¢ (u s v)
izraz duZine p +q + 3.
(iii) [Izrazi duZine n (gde n € N) su jedino one reci za koje
se t0 moze ustanoviti primenom pravila (i), (ii) konac-
no puta.
Dokazati njenu induktivnost.

Resenje. Radi lakseg izrazavanja uvedimo oznaku: pn(x) za recenicu: x je izraz du-
Zine k. Pravilima (i), (ii), (iii) u skupu svih re¢i nad alfabetom 4 definise se niz re-
lacija
pi(x),  pa(x), p3(X), ...
Recimo, taéne su formule p; (2), 71 pa (b), ps((a * b)) 1isl. Navedena definicija
(1) niza p_ je induktivna po n, buduéi da je definisana relacija p;, a takodje je
p, (gde n > 1) definisana pomocéu prethodnih relacija p,_ 1.0, 5 ..., odnosno
upravo pomocu dve prethodne.
Napomena 1. Definicija niza p,, MoZe se i ovako zapisati
- pifx) = x € {a, b}

pol*) = (3p.g EN) (3 u, v) (n=ptq3 A p (1) A py(v) N X~ % v))
Napomena 2. Sa p ozna¢imo relaciju ,,biti izraz sagradjen saa,b i#”. Ta se rela-
cija,’kao §to znamo, ovako definise

G) a, b su izrazi
2) Gi) Ako suu, v izrazi, tada je i re¢ (u * v) izraz.

(ii} Izrazi su jedino one reci za koje se to moze ustanoviti

primenom pravila (j), (jj) konacno puta.
Izmedju relacija p i p_ postoji ova veza
ox) = (2nEN) p(x)

Istaknimo da se obicno i za definiciju (2) relacije p kaze da je induktivna, recimo,
po duzini izraza, §to strogo govoreéi, znaci da je induktivna definicija (1) koja se
odnosi na niz p;, p;, ..., Py > - - Sli€no tome, za definiciju (2) mozemo reci da je

‘induktivna recimo i po broju znakova # ucestvujucih u izrazu x. To znaci da se
definicija (2) moze tako doraditi, preinaciti do definicije relacije:
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X je izraz sa n znakova %
koja zaista jeste induktivna po takvom 7.
Ta preinaka definicije (2) glasi
&) a, b, suizrazi sa 0 znakova * .
(3) (kk) Ako su u, v izrazi redom sa p, q znakova %, tada je
 reé (u % v) izraz sa p+q+l znakova * .
(kkk) Izraz sa n znakova * (gde n € N) je jedino ona re¢
za koju se to mozZe dokazati primenom pravila (k),
(kk) konacno puta.

53. Produzetak prethodnog. Da li je definicija (2) induktivna i po broju k — bro-
ju koraka obrazlozenja (,,duzini dokaza) odnosno:
py(x) znaci x je izraz i za to postoji obrazlozenje (dokaz)
sa koriscenjem k puta pravila (j), (jj)-
Odgovor. Da.
54. Dokazati induktivnost pojma teoreme kod neke formalne teorije.
Uputstvo. Videti napomenu 2 zadatka 52. Sa Tn(x) oznaditi recenicu:
x Je teorema koja ima bar jedan dokaz duzine n.
55. Navesti primere definicija relacija sa binamim relacijama‘).
Odgovor. Takve su definicije:
p je simetricha zamena za (¥ x,y)(p(x,y)= p(y.x))
p je relacija ekvivalencije zamena za (V x)p(x,x)A(N x.¥)(p (x.y) = p(yx))
~(Nxy.z)p(xy) ~p(v.z)=p (x.z))
o0 je podrelaciia za ¢ zamena za (¥ x,y)(p(x,y)= o(x,p)
p je saglasno sa o zamena za (¥ x,p,uv)(p (x,y) Ap (u,v) = (0 (xu)= o(y,v))
56. Za relacije duzine jedan definisati relacije II reda iskazane rec¢ima:
,»tacno jedan predmet je u datoj relaciji”, ,,tacno dva su u relaciji”’
,,taéno tri” itd.
odnosno definisati konacne kardinalne brojeve kao relacije II reda.

Resenie. Koristiéemo oznake 1(a), 2(«), 3(@), ... Tada definicije glase:
1@ zz (3:x)afx),t. (3x)alx)A(Vy)(aly)=y =x))

2e) zz (3,x) afx), ti. (3xp)alx)Aaly)xtyANz)(alz)z=xV2=y))
3(@) zz. (33x)afx)isliéno dalje.

57. Navesti primere definicija operacija sa binarnim relacijama.

1 o
)To su tzv. relacije II reda.
2)2.2. je skraéenicazareCi zamena za.
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Odgovor.

(6 Na) (x,y) z.z. p(x,y) Aa(x,p), (bV 0 ) (%) z.2. p(x,y)v o(%.p)

(p =0 ) (xy) z.z. p(x,p) = o(x,y), (0 «=>0) (x,p) 2.2.p (xy)= 0(xy)

(Vo) (xy) zz. Np(xy), (p00) (%y) 2z (3 z) (p(xz) A of2.p)

58.Nekaje S neka relacija Il reda duzine 1 (koja se odnosi na biname relacije)
kakve su, na primer, ,,biti relacija ekvivalencije”, ,,biti relacija poretka” itd. Kaze-
mo da ' S prolazi kroz (konacan) presek, tj. da je S u relaciji P (III reda) ako i
samo ako za proizvoljne biname relacije «, f§ vredi:

Ako su i o iBurelaciji S, onda je o ~f takodje u toj relacii.
Ukoliko & ,—, WV koristimo kao meta—oznake za reci i, povlaci, svaki, onda
prethodna definicija dobija oblik:

P(S) 2.2 W o, B) (S(e) & S(B) = S(aAB))

Na primer, ako E oznaava svojstvo ,,biti relacija ekvivalencije” nije tesko dokaza-
ti da vredi:

(V oB) (E(e) & E(B) > E(a AB))

(Recima: ako su o, B relacije ekvivalencije, onda je i njihov presek aNf takodje re-
lacija ekvivalencije).

Navesti jo§ neke primere relacija II reda koje prolaze kroz presek.

59. U teoriji skupova, kao §to znamo, uredjena dvojka (a, b) uvodi se pomocu sku-
povnih izraza ovako

(a,b) = {{a}, {a b}

Dokazati ispravnost te definicije u smislu da na osnovu nje sledi ekvivalencija
(a,b) = (¢,d) <= a=c A b=d

Uputstvo. Videti zadatke 31i34 tacke X

60. Produzetak prethodnog. Da li se (2, b) moze definisati i nekim od ovih skupo-
vnih izraza
{{e}, b }}, {a {ab]}}

61.Da li se uredjena trojka (a, b, ¢) moze definisati pomo¢u uredjene dvojke sva-
kim od izraza

(@il(bye) e ((aib)ie) = ((azb)A(bic))
Odgovor. Moze.

62. Prema Kantoru skup je celina razli¢itih predmeta (¢lanova), pa sledstveno, va-
ze razne jednakosti kao:

{a,a} ={a}, {a,b,a} = {b, a} isl
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Da li se nekako pomocu Kantorovih skupova mogu uvesti i ,,skupovi sa ponavlja- .
njem” — koji postuju visestrukost ucestvovanja svojih &lanova, Takav ,,skup” S,
¢iji su Clanovi:

a, 1ri puta

b, dva puta
ireba da se razlikuje od skupa S, &iji su Glanovi takodje g, b ali:

a je dva puta ¢lan

b je pet puta
Uputstvo. Skupove Sy, S, mozemo shvatiti kao preslikavanja:

a b) (a b)
S“_(3 2 e

Uopste, ,,skup’ ¢&iji su €lanovi a;, a,, ... sa ucestaloséu ny, np, ... moze se defini-

ay 02...)
(nl n;....l

63. U nekom istrazivanju se pojavljuje potreba koriséenja ,.kruznih skupova® [a,

sati kao preslikavanje

b, c] koji treba da zadovoljavaju uslove

la, b,c] =[b, ¢, a =]ec a, b
[a,b,c #[b,a ¢, akoa#b

Definisati th pomoéu obi¢nih (Kantorovih) skupova.

64. Neka je u svojim razmisljanjima o skupovima uveo u razmatranje:
skup svih skupova, prazan skup, za svaka dva skupa je govorio o postojanju
(U) unije i preseka, smatrao je da su skupovi jednaki upravo u slucaju kad ima-
ju iste elemente. : 3

Medjutim, pored toga, u vezi sa takvim skupovima, nije imao i neke druge dodat-
ne zahteve kao: postojanje partitativnog skupa za dati skup i sl.
Da li je moguée govoriti o takvim skupovima?

Resenje. Pitanje je, u stvari, da li su zahtevi (U) neprotivurecni. Radi toga, najpre
obrazujemo njihov formulski prevod. Jedan moguéi prevod glasi (znaci =, € odgo-
varaju re¢ima jednak, pripada):

(3s)(Vx)xEs, (Iv)(Vx)x& v
W) (VYa, b)(Iu)(Vx)(xE us> xE avx€E b)

(VYa, b)(3p)(Vx)(x Ep+=xE aAXE b)

a=b<= (Vx)(xEa+ xEDb)

Jedan model tih formula je odredjen ovako:
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Clanovi modela su 0, 1 a rela- E |0 1
cija odredjena je tablicom O
JI | =k

pa je sledstveno tome, smisleno govoriti o predmetima za koje su postavljeni za-
htevi (U).

65. Neka je u skupu W svih reci po slovima g, b, tzv. dobre reci odredio pravili-
ma: '

(i) @ je dobra, b nije dobra
(i) Ako je u dobra, onda uba nije dobra.
(iii) Ako u nije dobra, onda qua jeste.

Da li je relacija ,,biti dobar” ispravno definisana?

Odgovor. Nije, jer se, na primer, za re¢ aba moze izvesti i da jeste i da nije dobra.
Moze se i ovako reé¢i: Uslovi postavljeni za relaciju ,,biti dobar” su protivure&ni,pa
ona, otuda, ne postoji.

66. U meta—teoriji (pomoénoj teoriji koja se koristi pri razmatranju raznih pitanja,
na primer, u vezi sa nekom relacijsko—operacijskom strukturom, nekom teorijom I
reda, nekom formalnom teorijom i dr.) Cesto se polazi od izvesnog alfabeta, potom
uocava skhp W svih re¢i i najzad se uocavaju izvesni podskupovi odredjeni nekim
definicijama koje su najcesée induktivne. Neka, primera radi, ¢lanovi alfabetal) bu-
du

Al ) (6 2 P,
U skupu W svih re¢i uo¢imo skup G reci — zvacemo ih formule — koje su odre-
djene ovim uslovima: :

Q)  ofxx), ofx,y), a(y,x), a(y,y) su Elanovi skupa &
(i) Ako A4, B pripadaju G ', onda i
(AnB), A4, (Vx)A, (Vy)4
takodje pripadaju G .
(iif) G je najmanji skup re¢i datog alfabeta koji zadovoljava uslove (1), (ii).

Da li je tako koriséen pojam skupa (u vezi sa definicijom skupa & ) meren , ak-
siomatskim metrom’” ekvivalentan sa pojmom skupa koji se opisuje ZF sistemom ak-
sima?

Resenje. Sledeci zapisi, uz uobiajena skracenja u pisanju, opisuju skup Gh
ofx,x), a(xy), a(yx), a(y.y) € F

(VAB)(ABESF ~ (AnB), 14, (V x)A, (Vy)A € F)

(VST [ofxx), a(xy)a(yx), alyy) €D

&(\V AB) (A,B ES~ (A B), VA4, (x4, (YyAES] - I=GFI

1 i o &g c 2 = .
)Iz tehni¢kih razloga nismo uzeli i logicke znake =, <, ¥ , = a uzeli smo samo dve pro-
menljive.
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gde znaci & ,»>, W odgovaraju re€ima i, poviaci, svaki a A, B su koriséene kao
oznake formula, tj. kao meta—promenljive.

Reci afx,x), a(x,y), a(yx), a(y,y) dogovorno nazivamo znaci konstanata: mo-
zemo ih i na neki drugi naCin prezna€iti, recimo, redom sa g, b, ¢, d. Tada se, u
okviru jednog novog predikatskog racuna I reda, prethodni zapisi mogu shvatiti kao
formule obrazovane od: -

— znakova konstanata a, b, ¢, d,

— promenljivih) 4, B,

— operacijskih znakova A , 71, /V x), (V y) — prvi je duzine 2 a ostali su duzine
1; moZemo iza njih uvesti nove oznake, recimo: %, f, g, A

— relacijskog znaka e

Postojanje skupa G koji zadovoljava date uslove, recimo napisane podrobno,
sa novim oznakama:
c€GFapeGleeFlicGF
(V AB)(AcF_EBeTF > (4~B)cFafid) eFtgld)e Fai4)eT)
(VS CHlaeStbed&cedtded
(W 4B)(A6S8BES (4 »B) eS8 f4)eSkg(4)€ S8h(A)eS)~> S =G
moze se dokazati koriséenjem samo jednog dela aksioma? ZF , pa je, otuda, pojam
takvog skupa u ,,slabijem” aksiomatskom smislu.

Napomena. Sli¢no, ,slabi” skupovi, u smislu da tom pojmu prethodi  malo p/retpo-
stavljenih aksioma, se sreéu pri definisanju pojma teorije I reda (kao skupa izvesnih
formula), relacijsko—operacijske strukture (kao skupa dijagramskih formula) i dr.

l)U stvari, javlja s jo3 jedna promenljiva, recimo X, jer smatramo da je relacija C uvedena de-
finicijom: S CGF z.z. (VA) (AES>AEG).

2)Jer, postojanje skupa g koji zadovoljava prva dva uslova, je u stvari, jedna varijanta aksio-
me beskonacnosti, dok tre¢i uslov — uslov minimalnosti skupa g — sledi iz ¢injenice da pr-
va dva uslova ,,prolaze kroz presek” (videti zadatke 15, 16 tacke XVI).
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ADA — Struktura, str. 342

aksioma-apstrakcije, str. 259
beskonacnosti, str. 262
dvoélanog skupa, str. 260
formalne teorije, str. 317
ekstenzionalnosti, str. 259
izbora, str. 158, 259,266
indukcije, str. 241 ]
partitativnog skuna, str. 260
praznog skupa, str. 260
regularncsti, str. 266 :
saglasnosti jednakosti sa €, str. 260
separacije, str. 261
unije, str. 260
uopste, str. 40
zamene, str. 266

algebarska definicija mreze, str. 233

algebarski izraz, str. 12

algebra celih brojeva, str. 69—70

nrirodnih brojeva, str. 65—68

realnih brojeva, str. 70—72

{T, L'}, str. 229
antisimetri¢nost, str.36

Aristotelovi silogizmi, str. 173

aritmetika 11 reda, str. 243

azbuka, str. 7

baza iskaznih overacija, str. 371
beskonacan skup, str. 268
Bethova teorema, str. 376
Booleova algebra, str. 104,229
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Cantorova teorema, str. 272
Cayleyeva tablica oneracije, str. 19
celi brojevi, algebra brojeva, str. 69
Craigova lema interpolacije, str. 376

definicija  induktivna, str. 356
nekreativna, str. 355
nove konstante, eksplicitnd, str.359, implicitna, str. 359
nove operacije, eksnlicitna, str. 359, implicitna str. 361
nove relacije, eksnlicitna, str. 363, imnlicitna str. 376
otklonjiva, str. 355
uslovi ispravnosti, str. 355

dijagram strukture, str. 292
disjunkcija, ukljuéna, str. 39, tablica str. 40
iskljuéna, str. 41, tablica str. 41
distributivna mreza, str. 233
dokaz formalne teorije, str. 317
iz hinoteza, str. 277
matematicki, str. 317
dokazno zatvoren skup formula, str. 58
dovoljan uslov, str. 49
drvo izraza, str. 24
duZina teci, str. 7

ekvipotentnost skupova, str. 267
ekvivalencija \logiéka, str.39; tablica, str40; razni jezicki oblici, str. 49
ekvivalentnost definicija, str. 374
iskaznih formula, str. 101—-103
ckvivalencijsko zatvorenje date relacije, str. 60—62
elementarna ekvivalentnost struktura, str. 206
teorija brojeva str. 241

filter, str. 229

formalizam, str. 259

formalna teorija, str. 317
formalna teorija/B , str. 323
formalna teorija £, str. 325—326
formalna teorija K., str. 334
formalna teorjak. , str. 328
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formula, elementarna predikatska, str. 151
nredikatska I reda, str. 151
formalne teorija, str. 317

Fourier—Motzkinova metoda za sisteme nejednaCina, str. 131—133
G-podstruktura, str. 291

Gaussov postuoak za sisteme linearnih jednacina, str.127
generalizacija, str.137

glavna interpretacija predikatskih formula, str. 152

Gédelov stav nepotpunosti elementame teorije brojeva, str243
graf relacije, str.326

Herbrandov stav, str.315
Hilbertov e—operator, str.326

implikacija, str.39; tablica, str.40; razni jezicki oblici, str.49
indukcija na intervalu, str.254
pocev od k, str.254
povratna, str. 254
x, x> x”, str. 254
induktivna definicija, str. 23, str. 378—379
inkluzija, definicija, str. 39
interpretacija, glavna
iskaznih formula, str. 79
predikatskih formula, str. 152
intuicionizam, str. 259
iracionalna jednaCina, str. 134—136
iskaz, str. 40
iskazna formula, str. 79—80
iskazni model skupa formula, str. 275’
iskazni raéunﬁ.., str. 325
iskazno slovo, str. 79
istinitosna tablica iskazne formule, str. 80

istinitosne tablice osnovnih logickih ooeracija, str. 40
izomorfizam, str. 291

izraz, stroga definicija, str. 23
izrazovska operacija, str. 24

jednacina sa modulima, str. 133
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Jednakosna formalna teorija, str. 318
interpretacija predikatskih formula, str. 193
logika (racun), str. 194
jednakosni dokaz, str. 55
model, str. 193
Jjednakosno valjana formula, str. 193
jednakost, aksiome (R), (S), (T). str. 55
redi, str. 7
saglasnost sa operacijom, str. 64
saglasnost sa relacijom, str. 76
skupovna, str. 39 : =
zakon zamene za izraze, str. 64—65
jezik, operaciisko—relacijski, str. 151

Kalmarova lema, str. 326 ;
kanonska disjunktivna normalna forma (v. potpuna rastavna normalna forma)
konjunktivna normalna forma (v. potpuna sastavna normalna forma)
kardinalan broj, str. 267; kao relacija II reda, str. 380
kategoricnateorija, str. 243
kolicnicka struktura, str.-194
kolikovnici (v. kvantori)
kongruencija date operacije, str. 64
po modulu m, str. 73
relacije, str. 76
konacan skup, str. 268
konjunkcija, str. 39, tablica, str.40
kontinuum hipoteza, str. 268
kontradikcija, str. 80
kvantifikatori (v. kvantori)
kvantori, str. 137; brojacki str. 138 ; uslovni, str. 137

lema o jednoznacnosti prikazivanja izraza, str. 24
o ,,promenljivoj” konstanti, str. 191

Levievalema, str. 13

Lindenbaumova algebra, str. 229

logicizam, str. 259

fukasiewiczeva operacija, str. 94

matematicka indukcija, str. 9,
meta — jezik, str. 318
— teorija, str. 318
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minimalna kongruencija grupoida koja sadrzi datu relaciju, str. 74
model datih jednakosti, str. 57

predikatske formule, str. 153

“skupa lskazmh formuila, str. 95; nredikatskih formula, str. 153
mreza, str. 233
negacija, str. 39; tablica, str. 40
nestandardni model elementarne teorije brojeva, str. 242

model uredjenog polja realnih brojeva, str. 309—310

normalna interpretacija (v. jednai{OSna interoretacija)
normalni model (v. jednakosni model)
numerali, str. 242

objekt — jezik, str. 318
— teorija, str. 318
obratna relacija, str. 36
obrat date implikacije, str. 49
odluéivost formalnih teorija, str. 318
predikatskih formula sa predikatima duzine 1, str. 189—191
okupljajuée svojstvo, str. 23 !
operacija dopisivanje, str. 7
dvojicna, str. 17, duzine n, str. 17
rekurzije, str. 378
skupovna definicija, str. 18
operacijski znak, str. 13, str. 151
ordinalni brojevi, str. 266
osnovna svojstva U, N, \, =, C, str.'123-126
otvorena forma formule, str. 166
oznaka ekv (v. ekvivalentnost iskaznih formula)
'rF Str, 80 z
'F F str. 310
=, str. 80

AT AL str91

Padoin metod, ste. 369

paradoksi u Cantorovgj teoriji skunova, str. 259
partikularizacija, str. 137

Peanove aksiome, str. 242 Z
podstruktura relacijsko—operacijske strukture, str. 291
poljska definicija izraza, str. 29

posledica iz hipoteza, str. 318

posledice aksioma uredjenog polja, str. 129131
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potpuna indukcija u eiementalnoj teoriji brojeva, str. 253
matematicka indukcija, str. 10
rastavna normalna forma, str. 101
sastavna normalna forma, str. 101
potpuno aksiomatska teorija (v. formalna teorija)
pravilo C, str. 165; Cf, str. 165—166
generalizacije, str. 334
izvodjenja formalne teorije, str. 317
izvodjenja, iskazno, str. 117
kontrapozicije, str. 118
modus ponens, str. 122
razlikovanja sluGajeva, str. 121
svodjenja na protivurecnost, str. 120
tranzitivnosti implikacije, str. 118
potreban uslov, str. 49
prebrojiv skup, str. 268
preneks forma predikatske formule, str. 166
presek relacija, definicija, str. 47
presek skupova, definicija, str. 39
princip ekvivalencijskih transformacija za predikatske formule, str. 176
minimalnog elementa u elementarnoj teoriji brojeva, str. 254
princip minimalnog elementa ekvivalentan je principu potpune indukecije, u okviru ZF,

str. 269
prirodni brojevi, algebra brojeva, str.65, aksiomatski, str. 241-242,

skupovno, str. 265.
produZenje strukture, str. 157
proizvod binarnih relacija, definicija, str. 142
promenljiva, str. 23

rastavna formula, str. 101

ravromocni skupovi, str. 267

razlika skupova, definicija, str. 39

razvrstan skup jednakosti, str. 58

realne linearne jednaé&ine str. 126

realni brojevi, posledice aksioma polja, str. 70-72
posledice aksioma uredjenog polja, str. 129—133
dokaz da V2 nije racionalan broj, str. 136

re¢ date azbuke, definicija, str. 7

reci ako, samo ako, ako i samo ako, str.d9

refleksivnost, str. 35
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relacija dvojicna, str. 31
ekvivalencije, str. 35
n—arna, str. 32
opsta definicija, str. 32
skupa A sa skupom B str. 32
skupovna definicija, str. 32
totalnog poretka, str. 368

relacijska definicija mreze, str. 235
relacijski znak, str. 151
relacijsko—operacijéka struktura, str. 152
resolution metod (v. resavajuéi postupak)
resavajudi postupak, str. 186—188
Russelloy paradoks, str.23

sastavna formula, str. 101
semanticka poslecica, za iskazne formule, str. 95
jednakosnog skupa formula, str. 195
predikatskih formula, str. 165
Schroder—Bernsteinova teorema, str. 273
Shefferova operacija, str. 94
simetri¢nost, str. 35
sintaksna.posledica, predikatska, str. 328
sintaksno protivurecan skup iskaznih formula, str. 276
neprotivurecan skup iskaznih formula, str. 276
sintakticka posledica, jednakosna, str. 195
iskaznih formula, str. 175
skolemizacija, str. 166
Skolemova funkcija, str. 166
skoro—tablica, str. 212
skradenje strukture, str. 157
skupovna algebra, str. 229
skupovna definicija preslikavanja, str. 261
prirodnih brojeva, str. 262

slobodna promenljiva, str. 152
slovo, str. 7 :
spisak vaznijih tautologija, str. 81

valjanih formula, str. 163
standardni model elementarne teorije brojeva, str. 242
stay dedukcije za iskazni racun £, str. 325

iskazni, semanticki, str. 99

iskazni, sintaksni, str. 282
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prekikatski, semanticki, str. 191
raduna gﬁe
~stav kompaktnosti, iskazni, str. 279
pre?]ikatski, str. 307
Stav o reSavajuéoj strukturi, str. 221
stav o sleganju izraza A DA —struktura, str. 342
stav potpunosti iskaznog raduna 2, str. 326
iskazni, I oblik str. 285; II oblik, str. 285
jednakosnog raduna, I oblik, str. 195
IT oblik, str. 196
raéunagie, I oblik, str. 333; II oblik, str. 333
"(R,S,T) — logike, str. 63
strogo aksiomatsko zasnivanje matemalickih teorija, str. 318

tablica relacie, str. 31
strukture, str. 291
tautologija, str. 80
teorema, uopste, str. 40
formalne teorije, str. 318 !
o razvrstavanju skupa relacijom ekvivalencije, str. 59
rekurzije, str. 265
transfinitne rekurzije, str. 271
teorija skupova Cantorova, str. 259 ; ZF, str. 260
svuga gustog poretka bez krajeva, str. 346—347
tipova, str. 260
term (v. izraz)
term—model, str.311
tranzitivnost, str. 35

ultrafilter, str. 230

unija, definicija, str. 22, 39
uopstavanje (v. generalizacija)
uopSteni asocijativni zakon, str. 341

valjana formula, str. 163
vezano pojavljivanje promenljive, str. 153
vrednost izraza, str, 24

zakon skraéivanja, str. 9
zakon zamene, ekvivalencijski, str. 103
: jednakosni za izraze, str. 193, 200
jednakosti za formule, str. 193
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zatvorena fdrmula, str.153
znak konstante, str. 23
Zornova lema, str.269




4

i




MATEMATICKI VIDICI

Knjiga 1. —
Rade Daci¢: ELEMENTARNA KOMBINATORIKA, Beograd 1977. str. 195.

Knjiga 2. —

Marica i Slavi$a Pre$i¢: UVOD U MATEMATICKU LOGIKU — TEORIJA
I ZADACI, Beograd 1979, str. 398.

(Rasprodano)

Knjiga 3. —
Slaviga Predi¢, Zvonimir Siki¢, Marica Presi¢, Zarko Miiajlovi¢, Niirko Miha-

ljinec, Kajetan Saper: PROBLEM POSTOJANJA U MATEMATICI. Beograd
1979, str. 76.

Knjiga 4. —
Tatomir P. Andeli¢: UVOD U ASTRODINAMIKU, Beograd 1983, str. 153.

Knjiga 5. —

Marica i Slavi$a Presi¢: UVOD U MATEMATICKU LOGIKU — TEORIJA
I ZADACI, Beograd 1984, str. 399 (Drugo dopunjeno izdanje)






