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PREDGOVOR

Svedoci smo sve snažnijeg i plodnijeg razvoja matematičke logike. Literatura 
iz te oblasti matematike veoma je bogata, i skoro svakog dana izlaze nove i nove 
knjige. Međjutim, mali je broj knjiga u kojima je sađržaj izložen postupno i koje su 
prilagodjene studentima. Takodje se nedovoljno ističe mogućnost korišćenja mate- 
matičke logike u ostaloj matematici. Ova knjiga, p i s a n a  i k a q  u d ž b e -  
n i k  i k a o  z b i r k a . z a d a t a k a ,  predstavlja pokušaj postupnog uvođe- 
nja u izvesne značajne delove matematičke logike, sa naglaskom na njene primene 
(u matematici i drugde). U skladu sa tim, jedna od odlika ove knjige je uzlaznost u 
izlaganju, u početku sa manjim isticanjem sintaksnih sredstava (jezik i sl.).

U knjizi se izlaže klasični iskazni račun (istinitosne tablice, tautologrje), predi- 
katski račun I reda (glavna interpretacija, valjane formule, Hilbertov e-operator), 
počeci teorije modela (stav kompaktnosti, iskazni i predikatski, sa primenama), for- 
malne teorije, jeđnakosna logika (opšta svojstva jednakosti, algebra realnih brojeva, 
univerzalne algebre, problem reči), kratko o Bulovim algebrama, aksiomatskim teo- 
rijama skupova i elementamoj teoriji brojeva, kao i nešto opšimije o definicijama.

Učenicima srednjih škola koje više zanima matematika prepo^čujemo pogla- 
vlja I do VI, kao i poče'tne delove poglavlja VII do XII i poglavlja XVIII. Studenti- 
ma prve godine matematike preporučujemo poglavlja I do XII, XVIII kao i počet- 
ke poglavlja XIII do XVII, a studentima viših godina sva poglavlja,

Zahvaljujemo na svesrdnoj pomoći kolegama dr Branki Alimpić, mr Miroslavu 
Ašiću, mr Draganu Blagojeviću, mr Milanu Božiću, dr Nataši Božović, mr Aleksan- 
dru Krapežu i dr Žarku Mifajloviću koji su rukopis pročitali.

Dr Žarko Mifajlović pomogao nam je i nizom stručnih primedbi.

Beograd, maja 1978. Pisci
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U drugom izdanju izvršene su izmene onih delova teksta u kojima su uočeni 
riedostaci, i ispravljene su primećene štamparske greške.
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U Beogradu. 
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I SLOVA I REČI

♦ Pored govomog jezika u matematici se koriste i razni matematički znaci (sim- 
boli) kao:

l ,x ,a+b ,  p\\q,>, x = y  => y  = x, ( 3 x )  x=l i sl.

♦ Za znaka + b obično se kaže da je dobijen od znakova a, +, ftoperacijom do- 
pisrvanje. Kaže se i: znak a + b je reč sagradjena od slova a, +, b. Pri tom je a 
prvo, + drugo, dok je b treće slovo te reči.

♦ U matematici se sa prilično slobode shvataju pojmovi slovo, reč. Naime, neka 
je A  neki skup znakova. Nazovimo dogovomo elemente tog skupa slova, a sam 
skup azbuka ili abeceda ili alfabet.

Pod rečima azbuke A  se tada smatraju:
Prvo: Slova,
Drugo: Svi znaci dobijeni dopisivanjem (izvesnog broja) slova. Na primer, ako az- 
buku čine slova 1, +, x, onda su neke reči (od tih slova): j ,  +, x, ++, x+l, xxll++.

♦ Broj slova (računajući svako slovo onoliko puta koliko se pojavljuje) reči W na- 
ziva se dužina te reči i označava d{W). Recimo:

d(x)=l, d(x+l)=3, d(xxll++) = 6 i sl.

♦ Dve reči (iste azbuke) su jednake ako i samo ako su im sva slova po redu jed- 
naka.

♦ Koristeći se operacijom dopisivanje kao osnovnim pojmom, reč azbuke A mo- 
že se strogo ovako uvesti

(i) Svako slovo je reč;
(ii) Ako su U, V reči, onda je i UV^ reć;
(iii) Reči se dobijaju jedino konačnom primenom prethodnih dvaju pravila.

^Za azbuku A zahtevamo da zadovoljava ovakav uslov:
Z a s v a k u  r e č  n a d  t o m  a z b u k o m . j e d n o z n a č n o  j e  o d -  
r e d j e n o  o d  k o j i h  s l o v a  (j o r e d u )  j e  s a g r a d j e n a .

Tako, na primer, ne bi se uzelo da je A sastavljena od znakova a, aa, jer se tada za raz- 
ne reči kao aa, aaa, aaaaa ne može jednoznačno ođgovoriti na pitanje od kojih su slo- 
va sagradjene. Slično vredi i za znake aa, aaa.

7Pri tom je UV dobijena dopisivanjem reči V na reč U.



ZADACI

1. Azbuku A  čine slova a, * .  To ćemo i ovako označiti A = { a,*}1). Navesti sve je 
jedno—, dvo— i troslovne reči te azbuke.

Rešenje. Jednoslovne reči su: a, *
Dvoslovne su: aa, a*, *a, **
Troslovne su: aaa, a a * ,a * a , a#*, *aa,*a* ,**a,* t«?.

2. Azbuka je {a, A , x  }. Navesti sve jedno—, dvo— i troslovne reči te azbuke.

3. Obrazovati sve reči azbuke {a, b, c } koje imaju ovo svojstvo

(a) Dužina reči je 4, susedna slova su uvek različita;
(b) Dužina reči je 2, sva slova su*medjusobno različita;
(c) Dužina reči je 3, sva slova su medjusobno različita.

Rešenje.

(a) abab, abac, abca, abcb, acab, acac, acba, acbc, baba, babc, baca, bacb, bcab, 
bcac, bcba, bcbc, caba, cabc, caca, cacb, cbab, cbac, cbca, cbcb;

(b) ab, ba, ac, ca, bc, c b ^
(c) abc, acb, bac, bca, cab, cba $

4. Obrazovati sve reči azbuke (a, a , A, B } koje imaju svojstvo:

(a) Dužina reči je 3, sva slova su medjusobno različita;
(b) Dužina reči je 4, sva slova su medjusobno različita;
(c) Dužina reči je 4, slovo date azbuke se ili uopšte ne pojavljuje ili se pojavljuje 
paran broj puta;
(b) Dužina reči je 3, i ukoliko se u reči pojavljuju različita slova, onda: a je ispred 
a, a je ispred A, A  je ispred B.

5. Dati su znaci (slova) a, +, A. Smatrajući da je a prvo, + drugo, a A  treće slovo, 
sastaviti rečnik svih jedno—, dvo— i troslovnih reči.

Rešenje. Traženi rečnik je (po redu pisanja):

a, aa, a+, aA, aaa, aa+, aaA, a+a, a++, a+A, aAa, aA+, aAA, +, +a, ++, +A, +aa, +a+, 
+aA, ++a, +++, ++A, +Aa, +A+, +AA, A, Aa, A+, AA, Aaa, Aa+, AaA, A+a, A++, 

A+A, AAa, AA+, AAA.

-|a, *  } je uobičajena oznaka za skup čiji su elementi a, *.
^Dobijene reči pod (b) su tzv. v a r i j a c i j e  diuge ktase bez ponavljanja.
3)R eč i pod (c) su p e r m u t a c i j e skupa { a, b, c }  .



6. Azbuka je {A- X, =, /} . Obrazovati rečnik svih jedno—, dvo— i troslovnih reči, 
uz dogovor da je 1 prvo, X  drugo, A treće, = četvrto slovo.

7. Neka su A, X, Y  reči neke azbuke. Da li važe ovi tzv. zakoni skraćivanja^

AX=AY=> X = Y ,  X A = Y A = > X  = Y  

Odgovor. Važe. Strog dokaz se može izvesti indukcijom po dužini reči A.

8. Da li se može odrediti neka reč azbuke {a, b, c }za koju vredi data jednakost

(a) Xa = abca, (b) Xa = aX, (c) aXb = X

Rešenje. (a) X  je abc; (b) X  je svaka reč obrazovana jedino od slova a; (c) Nijed- 
na reč X  ne zadovoljava uslov aXb =X.Razlog: Jednake reči su istih dužina, što 
sa rečima aXb, X  nije slučaj,

9. Da li postoji neka reč X  azbuke {a, (3, y , -5'}za koju vredi data jednakost

(a) aX(3 = apy8(3, (b) Xaf3X = py8affly8, (c) (3J@ = X X

Primeđba. U matematici se često za dokazivanje tvrdjenja koriste razni principi 
matematičke indukcije. Princip koji najpre opisujemo zvaćemo osnovni oblik ma- 
tematičke indukcije.

Pretpostavimo da treba dokazati tačnost beskonačno mnogo iskaza:

Io,h> In, ...

odnosno, dmgačije izrečeno, dokazati da
Za svaki prirodan broj n vredi / n .

Prema osnovnom principu matematičke inducije za to je dovoljno dokazati 
Prvo: I0 je tačan iskaz.
Drugo: Tačnost beskonačno mnogo implikacija I0 => 71; => /2 , /  => /  ^, ...
što se obično ovako sažeto iskazuje

Za svaki prirodan broj n vredi I  =• .
U dokazivanju tog tvrdjenja obično se ovako postupa:

Polazi se od pretpostavke / n (n je prirodan broj), tzv. indukcijske pretpostavke, 
pa se dokazuje da vredi i /  .̂

Princip matematičke inducije može se kratko zapisati2) i u obliku (tzv. pravila. za- 
ključivanja);

/ 0, ( V n e N ) ( I a ~ I a+l)
(V n(ENJIn

^Znak => zamenjuje reči A k o ... o n d a. To je znak i m p l i k a c i j e  -  važne lo- 
gičke operacije. Njome se od dve date rečenice p, q obrazuje nova rečenica _A k o p, o n- 
d a q, u kraćoj oznaci p => q. O tome videti više u tački I V O s n o v n e  l o g i č k e  
o p e r a c i j e .  I s t i n i t o s n e  t a b l i c e .

2)
2 Vje zamena za reč s v a k i. To je znak tzv. univerzalnog (opšteg) kvantora. Recimo, reče- 

nica oblika:
Z a  s v a k i  x i z  s k u p a  A v r e d i  f o r m u l a  F(x) 

može se upotrebom tog kvantora kratko zapisati: (Vx€E A) F(x).



Rečima: Jz I0 '•('■■/n G N) p n => /n+1) proističe ( N n G 7V)/n.

Pored navedenog oblika indukcije koriste se i razni drugiP Opisujemo još i tzv. 
princip potpune inđukcije (za prirodne brojeve):

70- ( v  « e  iV) ( /0 i / , z ... / / n j) -> / n)

(V « G /v;/n "
Znači, smatramo da je istinitost rečenice (formule) (V « e  jvy  dokazana, ukoli- 
ko je

(i) Dokazano da j e /0 istinito
(ii) Iz pretpostavke da su, za ma koji prirodan broj n, za sve prethodnike tog bro-
ja (tj. za brojeve 0, 1, n— 1) sve rečenice / 0, / ,  ..., /  } istinite, proizlazi da je
istinita i rečenica /  .n
10. Dokazati da ne postoji nijedna reč X  azbuke {a, b ]  za koju vredi jednakost

(*) Xa = bX

Rešenje. Dokaz izvodimo potpunom indukcijom po dužini reči X.
Ako je dužina reči X  jednaka 1, onda: Aje ili a ili b. U prvom slučaju jedna- 

kost (*) glasi aa = ba, a u dmgom ba = bb. Obe te jednakosti su netačne, pa ni 
a ni b nisu rešenja jednačine (*).

Pretpostavimo, dalje (to je indukcijska pre tpostavka) da jednačina (*) nema ni- 
jedno rešenje čija je dužina manja od n (gde n >  /) .

Ako postoji neka reč X  dužine n koja zadovoljava jednakost (*), onda Xmora 
počinjati sa b, a završavati se sa a, tj. X  jeoblika bYa, pri čemu je dužina reči Y  
manja od n. Kako, po pretpostavci, X  zadovoljava jednakost (*), to otuda važi:

bYaa = bbYa

odakle se posle skraćivanja sa b, odnosno sa a dobija jednakost 

Ya = bY  (Kje reč dužine manje od n)

To je u suprotnosti sa indukcijskom pretpostavkom da jednačina (*) nema nijedno 
rešenje čija je dužina manja od n. Odatle sledi da je pretpostavka da postoji rešenje 
jednačine (*) dužine n nemoguća.

Zaključak: Na osnovu principa potpune indukcije proizlazi da jednačina (*) nema 
nijedno rešenje.

11. Dokazati da ne postoji reč azbuke [a, b} za koju vredi jednakost

XabX  = bXXa

Uputstvo. Koristiti ovaj uslovni zakon skraćivanja

X A Y  = X'A Y ’ => X Y  = X ’Y ’ (uz uslov d(X) = d(X’), d(Y) = d (Y ’J)

^Sasvim ma]om izmenom osnovnog oblika indukcije, koji smo formulisali „počev od 0 ” , do- 
lazi se do indukcije ,,počev od 1” i uopšte „počev od k” , gde je k neki dati priiodan broj. 
Slična napomena se odnosi i na potpunu indukciju. Podrobnije o indukcijama izlaže se u ta- 
čki XV.



12. Data je azbuka A = {a, ... }. Rešiti po X  jednačinu:

(☆ ) aX = Xa (X  je reč azbuke A )

Uputstvo. Sva rešenja su oblika1̂ a11 (n = 1, 2, ...). Provera da an jesu rešenja je 
jednostavna. Radi dokaza da su to i jedina rešenja, X  prikazati u obliku x2 ... x  . 
Tada se zamenom u (*) najpre zaključuje x 2 = a, x n = a a potom, postupnim skraći- 
vanjem, da i sva ostala slova reči X  moraju biti a.

13. U skupu svih reči obrazovanih od slova a, b izdvojene su reči pod nazivom 
„istaknute” ovom induktivnom definicijom .

1° Reči ab, ba su istaknute
2° Ako je re'č Xa istaknuta, onda je i Xab istaknuta 
3° Ako je Xb  istaknuta, onda je i Xba istaknuta
4° Istaknute reči se dobijaju jedino primenom prethodnih triju pravila konačan 
broj puta.

Da li je reč abab istaknuta? Na koji se još način mogu opisati istaknute 
reči?

Rešenje. Reč abab jeste istaknuta. To se zaključuje na ovaj način

(1) ab je istaknuta, prema 1°
(2) aba je istaknuta, jer se dobija iz ab pomoću 3°
(3) abab se dobija iz aba pomoću 2°. Dakle i ona je istaknuta.

Uopšte, polazeći od istaknute reči ab naizmeničnom primenom pravila 3° i 2° 
dobijaju se istaknute reči: ab, aba, abab, ababa, ababab itd. Slično, od istaknute 
reči ba naizmeničnom primenom pravila 2° i 3° dobijaju se istaknute reči: ba, 
bab, baba, babab, bababa itd. Nije teško zaključiti da se svaka istaknuta reč mo- 
že dobiti na jedan od ta dva načina i da je karakteristično svojstvo istaknutih re- 
či naizmenično redjanje slova a, b.

14. Da li se iz skupa svih reči od slova a, b mogu, na način sličan onom u pret- 
hodnom zadatku, izdvojiti sve one reči kod kojih se naizmenično redjaju slovo b, 
i reč aa? Takve reči su, na primer, baa, aab, baab, baabaa, aabaab i sl.

15. Reči obrazovane od slova a, + kao što su: a, +, aa, ++, a+a, +a+, a++a, +aa+, 
++++, a++a++a, +++a++a+++, aa+++a+a++a+a+++aa nazivamo simetrične2\  Defini- 
sati skup svih simetričnih reči induktivnom definicijom sličnom onoj u zadatku 13.

Rešenje. Jedna mogućnost je:

zn je oznaka za a a ...' a Slično se uvodi R n, gde je R data reč.
, n-puta
ntecimo, reč +++a+|+a-H-+ je simetrična u odnosu na osu simetrije označenu isprekidanom 
crtom.



1° Reči a, +, aa, ++ su simetrične;
2° Ako je X  simetrična reč, onda su i reči aXa, +X+ simetrične;
3° Simetrične reči se dobijaju jedino primenom pravila i° i 2° konačan broj puta.

16. Izdvojiti, induktivnom defmicijom,iz skupa svih reči od slova a sve one reči u 
kojima se to slovo pojavljuje neparan broj puta.

17. Iz skupa svih reči od slova a izdvojiti in'duktivnom definicijom sve one reči u 
kojima se a pojavljuje3k+2 puta ( k  = 0,12, —)•

18. Iz svih reči azbuke {a, fejizdvojiti inđuktivnom defmicijom reči kao što su: 
abb, bab, bba, abbaa, abbbb, aboabbaba, odnosno sve one reči u kojima se slovo 
a pojavljuje neparan broj puta, a slovo b paran broj puta.

19. Medju svim rečima obrazovanim od slova a, b, +, ( , ) izdvojene su reči pod na- 
zivom dobre na ovaj način:

1° a, b su dobre;
2° Ako su X, Y  'dobre reči, onda je i (X+Y) dobra;
3° Dobre su tačno one reči koje se dobijaju primenom prethodnih dvaju pravila 
konačan broj puta.
(1) Koje od narednih reči jesu dobre

(a + b), a + b, +ab, ((a + b) + b)

(2) Neka je X  dobra reč i k  broj pojavljivanja znaka + u njpj. Koliko se puta u toj 
reči pojavljuje znak ( a koliko znak )?

Rešenje. (1) Reči a+b, +ab nisu dobre. Razlog je, recimo, što po defmiciji sve do- 
bre reči koje nisu slova počinju znakom ) ,  a to kod prethodnih dveju nije slučaj. 
Reč (a+b) je dobra jer se dobija primenom pravila 2° na dobre reči a, b. Slično, do* 
bra je i reč ((a+b) + b) jer se i ona može dobiti pomoću istog pravila primenjenog 
na dobre reči (a+b), b.

(2) Po defmiciji dobrih reči svakom znaku + (ij. svakom pojavljivanju tog znaka) 
odgovara po jedan par zagrada ( , ) .  Prema tome u dobroj reči X  sva tri znaka +,
( , )  imaju isti broj pojavljivanja, dakle k.

Primedba. Reči izdvojene u prethodnom zadatku pod nazivom dobre su, očigled- 
no, razni algebarski izrazi sagradjeni od slova a, b i operacijskog znaka +, uz do- 
datni dogovor da svakom pojavljivanju operacijskog znaka odgovara po jedan par 
zagrada ( , ) .

20. Medju rečima azbuke {a, b] izdvojene su dve vrste reči — jedne pod nazivom 
dobre i dmge istaknute ovom defmicijom

(i) a je dobra reč;
(ii) b je istaknuta;



(iii) Ako je X  dobra a Y  istaknuta, onda je X Y  dobra;
(iv) Ako je T  dobra a Y  istaknuta, onda je 7Zjstaknuta;
(v) Dobre i istaknute reči su tačne one koje se dobijaju primenom prethodnih pra- 
vila konačan broj puta.

(1) Koje od reči

ab, abba, ba, bba, aabba 

su dobre a koje su istaknute?

(2) Da li svaka dobra reč počinje slovom a, a svaka istaknuta slovom b?
(3) Dokazati da su medju rečima koje počinju slovom a dobre one i samo reči ko- 
je na \ očetku imaju tačno jedno slovo a.
(4) Medju rečima koje počinju sa b istaknute su upravo one koje na početku ima- 
ju tačno jedno slovo b. Dokazati.

21. Dokazati tzv. Levievu^ lemu:

Jednakost

(*) AB = CD ( A, B, C, D su reči nad datom azbukom) 

važi tačno u ova tri slučaja
(i) A = C,.B =D
(ii) Za neku reč X  (nad uočenom azbukom) vredi: A = CX, D = XB
(iii) Za neku reč Y vredi: C = A Y , B  = YD.

Dokaz. Neposređno se proverava da uočena jednakost vredi u sva tri slučaja. Reci- 
mo, ako za neku reč X  važi

C = A Y ,  B = YD

onda zamenom reči A Y, YD umesto C, B jednakost (*) postaje

AYD =AYD
što je očigledno tačno.

Pretpostavimo sada obratno, da je jednakost (*) ispunjena. Pošto su dve reči je- 
dnake ukoliko su im slova po redu jednaka, to za reči A, C mogu nastupiti tri slu- 
čaja

Prvi: A = C
Drugi: C je '„početni komad” od A, tj. postoji reč X  takva da A = CX.
Treći: A je „početni komad” od C, tj. C = A Y  za neku reč Y.

Tako smo došli do prvonavedenih jednakosti u slučajevima (i), (ii), (iii). Zamenom 
i| jednakosti (*) dobijamo:

AB =AD, odnosno CXB = CD, odnosnoAB = AYD  

ođakle skraćivanjem sa A, odnosno sa C slede jednakosti

•W. L e v i, lema potiče iz 1944. godine.



B = D, odnosno XB = D, odnosno B = YD 

a to su upravo drugonavedene jednakosti u (i), (ii), (iii).

22. Rešiti po X, Y  jednačinu

(*) A X  = B Y  ( A , B su date reči)

Pri tome su A, B, X, Y  (a takodje i reči Z 1( Z2, A koje se javljaju u rešenju) re-_ 
či nad datom azbukom.

Rešenje. Prema Levievoj lemi jednakost (*) važi u tri slučaja:

(i) A = B ,  A = Y ;
(ii) A = B Z lt Y  = Z xX  ( Z x je neka reč);
(iii) B = AZ^ , X  = Z2 Y  (Z2 je neka reč).

Odatie zaključujemo:

— Ako je A = B, onda su rešenja jednačine (*) određjena sa: X  = A, Y = A, gde je 
A proizvoljna reč.
-  Ako A = B Z X, onda su rešenja: X  = A , Y  = Z x A ,gde je A proizvoljna reč.
-  Ako B = A Z 2 , onda Y = A, X  = Z2 A za proizvoljnu reč A .
— Najzad, ako nijedan od uslova

A =B, A = B Z U B = A Z 2 

nije ispunjen, jednačina (*) je nemoguća.

23. Dokazati da su sva rešenja jednačine po X, Y

(*) X Y  = Y X  (X, Y  su reči nad azbukomA)

oblika:

(A) X  = Um, r=nn (m,n = 1,2,...)

,gde je II proizvoljna reč azbuke A.

Uputstvo. Prema Levievoj lemi jednakost (*) može nastupiti u tri slučaja 

(1) X  = Y, (2) X  = Y X ’ (za neku reč X ’) , (3) Y = X Y ’ (za neku reč Y )

U prvom slučaju su sva rešenja odredjena sa X  = II, Y = n . U drugom 1 trećem slu- 
čaju jednačina se svodi na

X Y  = Y X \  odnosno na X Y '  = Y ’X

Dakle, svodi se na jednačinu iste vrste kod koje su nepoznata reč X , odnosno Y 
kraće od odgovarajućih reči X, odnosno Y. Stoga se strog dokaz jedinstvenosti, 
odnosno dokaz da su rešenja jednačine (*) jedino oblika (A), može izvesti indukcijom po

dužini reči XY.

24. Neka azbuku čine izvesni tzv. znaci konstanata (kao a, b, c i sl.), izvesne pro-



menljive (kao x, y, z i sl.), operacijski znak *  dužine 2 i pomoćni znaci zagrada ),
( • Medju rečima nad tom azbukom su i izrazi1). To su, na primer, reči a, b,(a * x ) ,  
((x -trx) *  a). Uopšte, ako su \J, V izrazi, onda je izraz i reč (U  * V). Dokazati 
tvrdjenje:

Ako je T izraz a R reč, onda TR (a slično iRT) nije izraz.

Rešenje. Dokaz izvodimo indukcijom po o(T) -  brcju znakova *  u izrazu T. Ako 
je taj broj 0, onda je T  oblika u (gde je u znak konstante ili promenljiva). Tada 
iz pretpostavke da važi jednakost oblika

uR = (Ats B) ( A , B  su izrazi)

zaključujemo u = ( što je nemoguće. Pretpostavimo, dalje, da je iskaz zadatka ta- 
čan za sve izraze koji imaju manje od n (n >  0) znakova *  i neka je T  neki izraz 
za koji a(T) = n. Tada je T oblika (T ’-tr T ”), gde su T ’, T ” izrazi, pa je otuda TR 
oblika (T ’ *  T ”)R. Pretpostavimo da to jeste izraz, tj. da vredi jednakost
(1) (T ’ *  T ”)R = (A *  B) (A , B su neki izrazi)
Odatle skraćivanjem sa f dobijamo:
(2) T’ txT” )R = A tr B)

R  je, prema toj jednakosti, oblikaR’) gde R ’ može biti i tzv. prazna reč (u stvari, 
to znači da R može biti i sama desna zagrađa). Tada skraćivanjem sa ) dobijamo:

(3) T ’ V T ”) R : = A č B t

Dalje primenjujemo Levievu lemu (po naznačenim podrečima). Mogu nastupiti tri
slučaja:

(i) T ’ =A,  *  T ”) R ’ = * 5

Iz druge jednakosti skraćivanjem sa *  sledi T ”) R ’ = B, tj. dopisivanjem reči )R ’
' 2)na izraz T ” dobija se izraz B, a to je, prema indukcijskoj hipotezi nemoguće.

(ii) T ’ =AX, trB = X  * T ”)R ’

gde je X  neka reč. Prva jednakost je nemoguća (na osnovu indukcijske pretpostav- 
ke).
(iii) A = T ’Y, * T")R ’= Y * B 

a prva jednakost je opet nemoguća.
Kako su to i jedini mogući slučajevi važenja jednakosti (3), to zaključujemo da 

je (3) nemoguća, a samim tim nemoguća je i jednakost (1). Kraj dokaza.

25. Produžetak prethodnog zadadca. Dokazati da se svaki izraz (koji ima bar jedan

® izrazima se podrobno izlaže u narednoj tački. Za sada primetimo samo da je strogl A fi- 
nicija izraza u ovom slučaju sasvim slična defmiciji iz zadatka 19.

Naime, pošto T -  CT * T  ), to oba izraza T’, T” imaju manie od n znakova * .



znak *) na tačno jedan način prikazuje pomoču svojih podizraza. Drugim iečima, 
dokazati ekvivalenciju1)

( A * B ) * ( C  * D )  = > A = C a B = D ,
gde su A,  B, C, D izrazi.

Uputstvo. Primeniti Levievu lemu i tvrdjenje prethodnog zadatka.

Napomena. Tvrdjenja zadatska 24,25 važe za ma koje izraze obrazovane od izves- 
nih znakova konstanata, promenljivih i izvesnih operacijskih znakova datih dužina. 
Naravno, tada u slučaju prethodnog zadatka, izraz može biti prikazan (ali ponovo 
na tačno jedan način) i u obliku f ( t x, ..., t j  , gde je / operacijski znak dužine n, a 
11 , ..., t su izrazi.

26. Neka su t ^,..., t  , t izrazi obrazovani od izvesnih znakova konstanata, promenljivih i 
operacijskih znakova medju kojima se nalazi i operacijski znak /  dužine n. Dokazati tvr- 
djeige:

A ko je t podizraz od f ( tx, ..., t ) onda je t ili podizraz tačno jednog od izraza 
t \ ,  tn ilije t j e d n a k f f t . . . , t j .

’^Znak *=>zamenjuje reči a k o  i s a m o  ak o . Toje znaklogičke qieracije ek v i- 
v a 1 e n c i j e (videti tačku VI O s n o v n e  l o g i č k e  o p e r a c i j e  ...).



n OPERACIJE. IZRAZI

♦ Operacijama se,u naše doba, najviše bavi algebra. Uopštavanjem pojmova bro- 
jevnth operacija (sabiranje, oduzrmanje, množenje, deljenje) dolazi se do pojma o- 
peracije kako se to danas u algebn uzima. Zajedmčko za pomenute brojevne operaci-
jeje:

Od dva broja x, y  prelazi se m  treći broj z -  rezultat (ishod) operacije. Rezul- 
tat operacije u opštem slučaju zavisi od redosleda brojeva x, y, jer, m  primer, nije 
uvek isto x - y  i y - x .

U duhu te misli, opštije, ako je S  bilo koji skup matematičkih predmeta, tada 
pod operadjom skupa S  (označimo je dogovorno recimo sa *) smatramo svaki pro- 
pis (zakon, dogovor) kojim se za svaka dva elementa x, y (u navedenom poretku) 
odredjuje po tačno jedan treći element x&y istog skupa; to je tzv. dvojična (dvo- 
mesna, bimma) operacija.
♦ Operacija skupa S  može se definisati pomoću pojmova preslikavanje 1 uredjena 
dvojka. Ta tzv. skupovna definicija operacije ovako glasi

Dvojičm operacija skupa S je svako preslikavanje *  skupa S y S l) u skup S  
Pri tom se usvaja ovakav odgovor: Ako je dvojci (x, y )  pridmžen element z, 

piše se: = z 1 kaže se da je z rezultat (ishod) operacije *  izvršene nad x j u
navedenom redu.
♦ Postoje razna upštenja pojma dvojične operacije. Navodimo najvažmja:
(i) Uvodi se pojam operacije dužine n (n-arne operacije) skupa S, pn ćemu n mo- 
že biti 1, 2, 3, 4 itd.
Operacija dužine n skupa S  je svaki dogovor, propis, zakon kojim se od n e-
lemenata x t........ x n (u navedenom redu) skupa S prelazi na po jedan element is-
tog skupa -  rezultat operacije. Ako se slovo f  upotrebi kao oznaka operacije, onda 
se obićno piše:

Si x Sj je oznaka D e k a r t o v o g  ( d i r e k t n o g )  p r o i z v o d a  skupa Si sa skupcan ^ . 
Elemente tog skupa ćine sve uredjene dvojke (nt , aj). gde je â  G Sj, a a jSS j. Slično je St x ..x S n 
skup svih uredjenih n-torki (ai,...an), gde je a, G S), ...a^GS^. Pri fome, ukoliko su svi stcupovi 
Si,...^Sn medjusobno jednaki, umesto Sx...xS pišemo Sn

n puta

2)U  stvari uvodi se i pojam operacije dužine 0 -  to je svaki utvrdjeni element skupa S.



y  -  f (  x  l« .... > x rJ

izuzev u slućaju n = 2, kada se umesto y = f (x u  x? ) piše najćešće y  = x xfx2 , tj. 
znak operacije dolazi »u sredinu”.

Odgovarajuća skupovna defmicija glasi:
Opemcija dužine n skupaS jeste svako preslikavanje skupaSn u skup S.

(ii) Novo uopštenje pojma operacije nastaje ako u jednakosti

y  =f(x v    XJ
ne zahtevamo da su svi x t, ... , x  y iz istog skupa već da je:

x i ^ i ........ x n ^  ^ ^

gde su 5j-, ..., Sn, S  ma koji skupovi.

Skupovno, takve se operacije definišu kao preslikavanja skupa S  i x ... x Sn u 
skap S f

Primer operacije takve vrste je množenje vektora (orijentisane duži) skaiarom.
(iii) Najzad u mnogim se prilikama pojavljuju tzv. uslovne operacije. Rezultat ope- 
racije

y  =f(x v .... . XJ

definisan je jedino ukoliko Jcl f ....., x n zadovoljavaju lzvestan uslov.
Oduzimanje prirodnih brojeva je primer takve operacije. Rezultat operacije, tj. 

x~y  je prirodan broj pođ uslovom da je x  veći od y. Slično, deljenje, recimo racio- 
nalnih brojeva, je uslovna operacija, jer je količnik ^  definisan ukoliko je zadovo- 
ijen uslov: y  f  0.

Uslovna operacija se može skupovno đefinisati kao preslikavanje nekog pods- 
kupa skapa S x x .....xS  u skup S.

♦ U najopštijem slućaju uredmeti nad kojima se vrši neka operacija, kao i sami re- 
zultati operacije, ne moraju biti okupljeni u skupove, već jeđino biti karaktensam l- 
zvesmrn svojstvrma '^kao: »biti taćka” , »biti skup” , »biti paran pnrodan broj” tsl.

U operacije (dužine 1) takve vrste spada propis kojim se svakom skupu pnd- 
mžuje njegov kardmalm broj — »broj” elemenata tog skupa, skupovne operacije
u,n

l u  mnogo slučajeva, ali ne i uvek, svojstvu S se može pridmžiti skup S svih onih predmeta 
koji imaju to svojstvo. To su tzv. k o l e k t i v i z i r a j u ć a  s v o j s t v a .  Takvo je, recimo, 
»bitiparan prirodan broj”, dok svojstvo „biti skup” nije kolektivizirajuće. Naime, u teoriji sku- 
pova se dokazuje da ne postoji skup svih skupova.



ZADACI

1. Operacija *  skupa {a, b, c, đjodredjena je tab- 

licom — tzv. Kejlijevom1̂ tablicom.

(1) Štaje rezultat pnmene te operacije na eleme- 
nte a, b, odnosno na b. a?
(2) Izraćunati; (Irtaj-tfctd), ((ctrcjtrc)trc
(3) Rešiti po x jednačine

btrx = c, brax = d, d-ax = a, x td  = d 

Rešenje. (1 j a&b = c, b-tia = b)
(2) (b-c*a)<i(ctid) = btr(cc?J) ((ctxc)tsc)ttc = (ctsc)tsc

= btsd ~ ctrc
= c = c

c d 
d a 
a c 
c d 
a a

Dakle: (bta) tr(ctrd) = c, ((c&c )trc)trc = c
(3) Jedino rešertje prve jednačije je d. Druga jednačma nema rešenja. Rešenja treće 
su: a, c, d. Četvrta jednačina rma jedmstveno rešenje c.
2. Operacija *  odredjena je datom tablicom tr 1 2 3 4 5
(a) Izračunati: 1 1 1 1 1 1

( (1*2)V1)*2,  (5tr.(3tr4)), (2tr3)tr(2tr(l>H)) 2 3 2 1 1 1

(b) Rešiti po x jednačine:
3 2 2 3 5 1
4 5 1 3 4 2

ltrX = 1, X tr2  = 3, Xtr5 = X, XtrX = X 5 3 2 2 4 5

(c) Rešiti sistem jednačina po x  

\trX = 1 , X tr2  = 3

3. Neka su trt o-, a , o operacije skupa N prirodnih brojeva uvedene ovim defmici- 
jama

Xtry £  NZS (x,y), xOy <*£ NZD(x,y), XAy =  x+y+xy2)  

def __  . __
xay  —  xy, gde je xy  desetičm zapis đobijen dopisivanjem desetićnog 

fcapisa broja y  tza desetičnog zapisa za x
(a) Izračunati' 14*21, 14o21, 5^3, 2o2, 2n(5A(6*9))
(b) Rešiti po x  jednačine

_______  24x = 26, 2ax = 234, xtr 2 = 6
^ A . Cayley (1 821-1895).
9  def

—  je zamena za reči: j e đ n a k o p o đ e f  1 n i c i j i. ZnaciNZS, NZD zamenjuju 
reči n a j m a n j i  z a j e d n i č k i  ' s a d r ž a l a c ,  n a j v e ć i  z a j e d n i č k i  

d e 1 i 1 a c.



4. Odrediti sve bmaine operacije skiipa {a, b}.
Eešenje. Tražeruh operacija lma 16. Njihove Kejfijeve tablice su:

a b a b a b a b
a a a a a a a a a a a a
b a a b a b b b a b b b

a b a b a b a b
a b a a b a a b a a b a
b a a b a b b b a b b b

a b a b a b a b
a a b a a b a a b a a b
b a a b a b b b a b b b

a b a b a b a b
a b b a b b a b b a b b
b a a b a b b b a b b b

Pošto rezultat operacije mora biti element skupa { a,b } to se problem svodi na 
odredjivanje svih mogućih popunjavanja 4 polja tablice dvama elementima, tj. na o- 
dredjivanje varijacija četvrte klase (sa ponavljanjem) od dva elementa. Njiliov broj je 
24 odnosno 16.

2
5. Dokazati da bmamili operacija skupa S koji lma n elemenata ima ukupno n11. Taj 
broj je, u stvari, broj varijacija sa ponavljanjem klase n2 (broj polja Kejlijeve tablice) 
od n elemenata.

6. Dokazati da je operacija * asocijativna, tj. da za svaki. 
x, y, z iz skupa {a, b} važi jednakost:

a b
b a 
a b

(x-by)ta =x-ct(yiiz)

Uputstvo. Problem se svodi na utvrdjivanje taćnosti ovili 8 jednakosti

(atiafaa = a-n(a'ha), (attaftb = a-ct(atib), (atrbjtia = a*(bt&), (atrb)tib = ati(btib) 
(btra)tta = bti(atia), (btia)tib = btt(atib), (bttb)tia = bti(btta), (btibftb = b t ( b t  b)

7. Dokazati da je operacija *  iz pretliodnog zadatka komutativna, tj. da za svaki x,y 
iz skupa {a, b } važi jeđnakost:

xćry =ytrx

Uputstvo. Kejlijeva tablica komutativne ope- 
racije je simetrična u ođnosu na tzv. glavnu di- 
jagonalu tabhce (videti crtež).

8. Odrediti sve komutativne operacije skupa {a,b}.

9. Za datu operaciju ☆  skupa S utvrditi da li je a) komutativna, b) asocijativna:
(1) S  je skup svih prirodnih brojeva, a *  je definisana jednom od jednakosti

xtry=2(x+y), xtry = x+y+l, xtry = max(x,y), xtry = min(x,v)

(2) S je skup {a, b}, a * je definisana jednakostima:

* x y

v ; :
:v ------ -----------Lx*y

7 -------- 1
\



a&a = a, aitb = b, b&a = b, btsb = b

(3) S  je skup {0 ,1 ,2 ,  3, 4], a * je + 5,tzv. sabiranje po mođulu pet.

10. Sa dvojkama (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (02),  (2,0), (2,1), (12), (22)  defimsa- 
na je operacija *  jednakošću:

(a,b)&(AJB) = (a-3A, b -3B) ( ' 3 je množenje po modulu 3). 

Obrazovati njenu tablicu.

11. Neka ie o operacija odredjena tablicom i neka su aa, ab, ba, bb 
sve dvoslovne reči azbuke {a, 5}. Sa tim rečima definisana je opera- 
cga *  na ovaj način

uvtrUV = (uOU) ( v o V )

o a b
a a a
b b a

Na primer: abtsaa = (aOa)(boa) = ab.
Obrazovati tablicu te operacije.

12. Neka je S  skup svili reči obrazovanih od slova x, +, 1 i neka je 5 operacija do- 
pisivanje (konkatenacija).
(1) Izračunati; x5+, x+S+, (x8+)8 1, x8(+81), (xll+811)8(l+8x)
(2) Rešiti po X  jednačine: x ll+ 8 X  = x  11++1, X81++l = xll+ + l

Rešenje. (1) x8+ =x+, x+8+ = x++, (x8+)81 = x+81 =x+l, x8(+81)=x8+l  
= x+l, (x ll+ 811)8(1+8x) =xll+118(l+8x) =xll+1181+x = x l l + l l l + x  
Dakl&;xo+=x+, x+8+ = x++, (x8+)81=x+l, x8 (->6 1) = x+l, (xll+811)8(l+8x)=  
= x ll+ lll+ x .
(2) Rešenja datili jednačma su redom reči: +1, x l .

13. Sa rećima a, b, aa, ab, ba, bb definisana je operacija o dogovorom:
Rezultat X oY  se dobija odstranjivanjem (brisanjem) u reči X Y  svih slova počev od 
trećeg pa nadalje. Tako: aobb = ab, bboab = bb i sl.
(1) Obrazovati tablicu te operacije,
(2) Izračunati: ao(baoab), (aob)c(bboaa), ((aboa)oba)o(aoaa)
(3) Rešiti po X  jednačine: aboX = ab, a°X  = ab, Xoa = bb

14. Sa rečima (izrazima) a, (aim), ((aOa)Oa), (att(atm)) definisana je operacija © do- 
govorom:

X©Y je lzraz (XbY),  ukoliko je ta reč neka od polaznih. U dmgom slučaju X@Y  
je jednako X.

Obrazovati Kejlijevu fiablicu operacije ©.

V ezultat operacije x+5y je ostatak pri deobi običnog zbira x+y sa 5. Slično se delinišu i sabiranje 
po modulu 2, 3, 4 itd. kao i množenje po nekom mođulu.



Rešenje. Tražena Kejlijeva tablica lzgleda:

☆ a (atta) ((atsa)tc) (atsfatia))

a (aita) (atfata)) a a
(a-ba) ((a-taM (atta\ (atsa) (atsa)
((aitajtia) ((attafua) ((atsaftsa) ((atsaftsa) ((atsaftsa)
(aifatta)) (ats(atta)) (ats(atsa)) (atfatsa)) (atfatta))

15. Dogovomo trojci tačaka A, B, Cpridružuje se trougao HABC. Koje je dužme ta 
operacija i pod kojim je uslovom definisana?

Odgovor. Operacija je dužine 3, a uslov je: Taćkezl, B, C ne pnpadaju jednoj-pra- 
voj.

16. Dogovor: f(x ,y)  = (x, y  su realm brojevi) defimše jednu operaciju. Da li je
to uslovna operacija?

17. Dvojična skupovna operacija U (umja) se ovako defmiše

AU B  = {x|xG4 Ui xEB] 0

(1) Odrediti AUB ako:

A  = {a, b }, B = {b, c, d], odnosno A  = {a }, B = {a, {a }}

(2) Da li postoji skup S  takav da se operacija U može definisati kao preslikavanje 
S2 uS?
18. Jednakošću: S ' = SU {S} defimsana je jedna skupovna operacija dužme 1. Od-
rediti: je oznaka praznog skupa).
Rešenje. Prema definiciji operacije< važe ove jednakosti

W  =  «  , 0 "=<t>'U {<P '}= {0 }U {{0 }}= {0, {0}}

0 " ' = 0"U {0 "}= {0, {0}} U {{0,{0}} = {0,{0},{'*,j0}}}

Dalde: 0 '=  {0}, <p"= {0, {0}}, 0 '" =  {0, {0}, {0,{0}}}2\

19. Operacija dužine 1 defimsanaje dogovorom:
Svojstvuc$pndmžuje se skup S  svili omli predmeta koji imaju to svojstvo, tj. za 

svaki x važi:

x & S  <=> x  lma svojstvo c$

gde je znak <=> zamena za reči ako i samo ako
(1) Da li je ta operacija uslovna?
(2) Šta je rezultat te operacije pnmenjene na svojstvo odredjeno formulom y&x">

* ){x lx  ima svojstvo S } je  uobičajena oznaka za skup svih predmeta x koji imaju svojstvoS  
2)  Dobijeni skupovi su u vezi sa definicijom prirodnih brojeva pomoću skupova. Naime, u tom slu- 
čaju se uzima da su brojevi 0,1,2,3 itd. redom skupovi tb, 0,’ 0 ", 0" ' itd. Pri tome je operacija 
..naslednik”.



Rešenje. (1) Operacija jeste aslovna. Uslovje: Svojstvoc^je kolektivizirajiiće.
(2) Svojstvo.jc^* mje kolekti'vizirajuće. Obrazloženje: Pretpostavimo da postoji skup 
U ćiji su elementi svi skupovi* koji lmaju uoceno svojstvo,tj.

xGU •«=> x i x
Odatle zamenjujući U umesto x (jer pretliodna ekvivalencija važi za svala x )  dobija- 
mo kotradikciju:

u e u  =  UGU
Prema tome ne.postoji skup koji odgovara svojstvu x£x, pa uočena operacija ni- 

je za to svojstvo defmisana.
Napomemmo da je navedenu ćinjenicu (da xfic  mje kolektivizirajuće svojstvo) 

1902 godine otkno B.Rasel.To je, onda, bilo otknće paradoksa u teonji skupova.

♦ Izrazi (termi) služe, uopšteno rećeno, za označavanje matematičkiir predmeta.
♦ Izrazi su, recrmo, reči:

1, x, 2+x, l+(x-x),  ( j - x ) - ( l  +y2 )

Tu su, 1, 2, -  znaci potpuno odredjenih matematičkih predmeta -  tzv. znaci ko- 
nstanata. Slova x, y  s& promenlfive. Uopšte,.promenljive su oznake lzvesniii kons- 
tanata (u prethodmm primenma oznake brojeva) koje se onda nazivaju vrednostima 
promenljivih.

Znaci +, —, • su tzv. operacijski znaci, tj. oznake operacija. Svaki operacijski znak 
lma svoju dužinu koja je 1, 2, 3 i sl. Recimo, sva tri prethodna operacijska znaka l- 
maju dužinu 2, kaže se i da su dvomesni

Najzad u lzrazima učestvuju i pomoćni znaci zagrađa (,).
♦ Stroga definicija izraza obrazovajSh od izvesmh znakova konstanata (recimo: a,b,
c), promenljivih (recimo: x, y )  l operacijskog znaka * dužine 2 glasi:

(i) Promenljive i znaci konstanata su izrazi.
(ii) Ako sn t u  t2 izrazi, onda je i reč (titit2) izraz.
(iii) Izrazi se dobijaju jedino konačnom primenom pravila (i) i (ii).

Prema toj đefimciji ^ lzrazi su reći:

a, b, c, x, y  (a+cc), (a&y), ((btta)tec), ((atfx)tf(att(xtrx))) i sl.

Pn tome se usvajaju razna dopunska pravila o nepisanju (bnsanju) lzvesniii zagra- 
da. Tako, umesto (x*y), (ab(atrx)) pišemo: xt*y, atf(cctrx) -  spoljašnje zagrade lzra- 
za se ne pišu.

 ̂Na pivi pogled može izgledati da je ta definieija kružna, jer u delu (ii) ,,o izrazu se govori pomo- 
ću izraza” . U stvari, nije tako.ier pravilom (i) odredjeni su najkraći izrazi (odnosno dužine 1), a 
pravilom (ii) opisuje se gradjenje dužih izrazapomoću kraćih. Strože rečeno, tom definicijom, ko- 
jaje primer tzv.i n d u k t i v n e(povratne) đefinicije definiše se pojam: i z r a z  d u ž i n e  n 
(n je prirodan broj). Napomenimo da se u logici, a i drugde, često icoriste slične (induktivne) defi— 
nicije.



Izrazi se mogu graditi i sa raznun dmgim operacijslam znacima (datih đužma), 
Defmicija je slična prethođnoj s tim što deo (ii) u opštem slučaju glasi:

A ko je f  opemcifski zm k  dužine n i ako su t v ....., tn izrazi, onda je i reč
f ( t \ ,  t j  izraz.

Pnmećuje se da je đefimcija izraza takva da uz svaki operacijski z n a k / dužme n 
đolazi po jedan par zagrada kao i n -1  zarez.

♦ Dokazuje se (to ćemo tvrdjenje zvati 9  lema o jednozmčnosti izgradnje izmza) 
da se svaki izraz može na tačno jedan način prikazati pomoću izvesnih svojih podi- 
zraza. Recimo, ako je reč o izrazu t dužine veće od 1 obrazovanom pomoću opera- 
cijskog znaka *  (dužine 2), tada postoji tačno jedan par lzraza t x, f2 takav da je

t  ~ (t\ *i?2 )■
♦ Izrazi se prikazuju posebmm crtežima, tzv. drvetima izmza. Recimo drveta rzraza:

1+2, ( (2-x)-y)- (x+y),  f(x, g(g(a)), (x*g(y)))

izgledaju ovako

1 2

1 +2

❖  Tumačenjem (interpretacijom) na odredjen način znakova koji grade neki izraz nje- 
mu može odgovarati lzvestan predmet — tzv. vrednost izraza (videti zadatak 16)
♦ Neka je I  skup izraza sagradjenili od izvesnih promenljivih, znakova konstanata i o- 
peracijskih znakova. Svakom operacijskom znaku dodeluje se po jedna operacija sku- 
pa I -  tzv. izrazovska opemcija. Recimo, ako je *  operacijski znak dužme 2, njemu 
dodeljujemo operaciju ^  ovako đefinisanu

def
t ^ t 2

Znači, od izraza t lt t 2 primenom operacije S- kao rezultat dobija se tzraz: (tx*t2 ). 
Slično, ako je /  operacijski znak dužine n, njemu se dodeljuje operacija /  :

OVideti zadatak 24 prethodne tačke.



f ( t h .... t j  M p l l f t j  ( t u ..., tn ma koji lzrazi) 

ZADACI (nastavak)

2). Koji medju naredmm matematićkim znacima (uobićajeno) jesu promenljive, a 
koji oznake za matematičke konstante

1, j ,  <t>,x, A

Odgovor. Prva tri znaka su uobičajene oznake za konstante: „broj jedan” , »broj je- 
dna polovina” , »prazan skup” . Promenljive su: x, A.

21. Datim rečima govomog matematičkog jezika pridružiti uobićajene znake kons- 
tanata ili neku promenljivu.
prirodan brof, brof dva, prazan sknp, sknp, tačka, prava, ravan, skup prirodnih bro- 
feva, skup čiji je fedini element brof jedan

Rešenje. Medju navedemm predmetima opisanim rečima govornog matematičkog 
jezika konstante su: broj dva, prazan skup, skup prirodniii brojeva, skup ćiji je je- 
dini element broj jedan. Njihove uobičajene oznake su redom: 2,<p, N, {1}. Reči- 
ma prirodan broj ne opisuje se jedan odredjen matematički predmet. To je ustva- 
ri jezički opis bilo kog prirodnog broja. Otuda se tim rečima može, kao kraća ozna- 
ka, pridružiti neka promenljiva kao: x, % A, n i sl. Vrednosti te promenljive su pri- 
rodni brojevi 1, 2, 3 itd. Slično, svaki od znakova koji se pridmžuje rečima tačka, 
prava, ravan jeste promenljiva. U geometriji je čest slučaj da se za oznake tačaka ko- 
nste slova>4, B, C i sl., za prave a, b, c l sl., a za ravm a, j3,7 1 sl.

22. Neka je x dogovomo zajednička oznaka za brojeve 2,.2, 3, 4, 5. Koliko vrednos- 
ti ima ta promenljiva?

23. Neka su x, y  dogovorno zajednićke oznake za brojeve 1,2,3.  Koliko vrednosti 
rmaju te dve promenljive?

Rešenje. Svaka od tiii promenljivih ima po tri vrednosti, a njih dve zajedno lmaju u- 
kupno 3-3, tj. 9 vrednosti. Sve mogućnosti za vrednosti tiii promenljiviii pnkazane 
su u ovoj tablici 24 25

X 1 2 3 1 2 3 1 2 3
y 1 1 1 2 2 2 3 3 3

24. Neka promenljive x , ....... . a^uzimaju vrednosti iz skupaS koji ima s elemenata.
Koliko vrednosti imaju te promenljive?
Odgovor. Broj vrednosti je sn , to je u stvari, broj varijacija sa ponavljanjem « -te  kla- 
se od s elemenata.

25. Medju datim rečima azbuke {&, a, x, y, (,), f } lzdvojiti one koje jesu izrazi (na-



pisani sa svim zagradama) obrazovani od pređmetmh oznaka a, x, y  (2 je, recimo 
znak konstante, a y  su promenljive) i operacijskih znakova *  (dužine 2 ) , /  (du- 
žine 1)

atryt*x, (atcc), (at'(x*y)), (&&), (xfa), fjffla fa ), 

((^f(a)M (atra))), f(f(f(f(a)))), *t'(x*y))ja, ((atoc)) 

aaMffc)), yf(atryM((x)), (((*(xka)))iaflf, fffff(a)

Odgor. Izrazi su ove reči

(cfcx), (a&(xtry)), ((at'f(a)M(atra))), f(f(f(f(a))))

Njima odgovaraju redom naredna drveta

a a a

f

1

f

f

f

f(M f(a )W

26. Dat je izraz I: f(y)  u kome je a znak konstante, * 1 /  su operacijski
znaci dužina 2 i 1; x, y  su promenljive. Odrediti vrednost tog izraza u slučajevima
(1) *  je sabiranje skupa N, f  se tumaći kao operacija naslednik (tj. f (x) = x  + 1), 
a ima vrednost 1. Promenljive x, y  imaju vređnosti

a) 2,3 b) 4,6 c) 1,1

(2) *  je deljenje skupa R, /  je određjeno jednakošću f (x)  = X1, a je 2. Promenlji- 
ve x, y  lmaju vrednosti

a) 1,1 b) 2,1 c) 2,0

Odgovor. U prvom slučaju izraz I  se prevođi u izraz /7+x)+//+7/Njegove vređnos- 
ti za naznačene vrednosti promenljivili iznose redom: 7, 12, 4. U drugom slučaju 
1 se preobraća u izraz (2:x):y2. Njegova vrednost iznosi 2, odnosno 1 ukdiko pro- 
menljive x,y  redom imaju vrednosti 1, 1, odnosno 2, 1. U slučaju c) vrednost izra- 
za ne postoji (nije definisana).



27.'Odrediti vrednost tzraza ( x ako:

a) *  je množenje skupa Z, x,y,z su redom 2r?4>

b) *  je sabiranje skupa 0, x,y,z su redom -2 ,  3;

c) *  je operacija dopisivanjg, x,y,z  su redom reči ab, bc, ca (od sJova a,b,c)

28. Neka je /  operacijski znak aužine 3, a * operacijski znak dužine 2. Odrediti vre- 
dnost lzraza/fc*}’, y*z, zioc) u slučaju: *  je sabiranje skupa Q, f  se tumači kao ope- 
racija

f(p, q, r) =  p+q+r (p, q, r E Q)
3 x 2 y  2

a promenljive x, y, z lmaju redom vrednosti 1 , 2 ,3 .

29. Dato neđovršeno drvo dopumti operacijskim zna- 
cima +, • l obrazovati sve moguće izraze koji odgova- 
raju tako dobijenim drvetima.
Resenje.Traženili lzraza ima onoliko na koliko se na- 
čina mogu rasporediti dva znaka +, • na tn  prazna me- 
sta. Dakle, reć je o vanjacijama Sa ponavljanjem treće
klase od uva elementa. Njiliov broj je 2 3, ođnosno 8. Dovršena drveta tzgledaju:

x 2 y  2 x 2 y 2 X 2 y 2 X 2 y 2

Odgovarajući izrazi su: ((x+(2+y))+2), ((x+(2+y)) ■ 2), ((x- (2+y))+2),
((x- (2+y))-2), ((x+(2-y))+2), ((x+(2-y))- 2), ((x-(2-y))+2), ((x- (2-y))-2)  . 
Di posle uobičajenog bnsanja nekih zagrada:
(x+(2+y))+2, (x+(2+y)) -2, (x- (2+y))+2, x ■ (2+y)) ■ 2, (x+2 ■ y)+2, (x+2 -y)-2,  
x-(2-y)+2, (x- (2-y))-2 .



30. Za koje vrednosti promenljive k izrazi 2k, 2k+l predštavijaju zajedmćki zapis 
parniii, odnosno nepamili brojeva.
Napomena. Parm brojevi su o, 2, -2 , 4, -4 ,  ...

31. Naći zajedmčki zapis sviii prirodnih brojeva koji su potpum kvadrati. 
Uputstvo.Neko slovo, recimo n, koristiti kao oznaku (zajedmčki zapis) svih prirod- 
iuii brojeva.-

32. Da li lzraz n2+(n+l)2, gde je n oznaka prirodmli brojeva, predstavlja zajednič- 
ki zapis svili pnrodnih brojeva koji su zbirovi kvadrata dva susedna pnrodna broja?

33. Da li izraz 6z— 1 (z je oznaka celih brojeva) predstavlja zajedmčki zapis svili ce- 
lili brojeva koji su neparni i koji pri đeljenju sa 3 imaju ostatak 2?

34. Konsteći promenljive sažeto zapisati tvrdjenja o prirodnim brojevima

1 1+1=2-1  2° 1-2 je paran, 2-3 je paran,
2+2 = 2-2  3-4 je paran, 4-5 je paran,
3+3 = 2-3  5-6 je paran, ....
4+4 = 2-4

Odgovor. 1° x + x = 2 - x ,  2’° x-(x+l)  je paran.

35. Koristeći promenljive sažeto zapisati data tvrdjenja o celim brojevima
1° l+(—1) = 0, 2+(—2) = 0, 3+(—3) = 0, 4+(—4) = 0, ... '

(—1)+1 = 0, (—2)+2 = 0, (—3)+3 = 0, (—4)+4 = 0, ...

2° 12 + 1 2 > 2 -1 -1 , 12+ 22 >  2-1-2, l2+32 >  2-1 -3, l 2 + 42 >  2-1-4, ...
22 + l2 >  2-2-1, 22+ f >  2-2-2, 22+32 >  2-2-3, 2 + 4 2 >  2-2-4, ...
32 + l2 >  2-3-1, 32+ 22 >  2-3-2, 32+jP >  2-3-3, 32+42 >  2-2-4, ...
42 + l2 >  2-4-1, ...

36. Konsteći promenljive sažeto zapisati date brojevne izraze
(a) 1+1, 2+1, 3+1, 4+1, 5+1, ...
(b) 2 - ( l - l ) ,  2 -( l—2), 2 - ( l-3 ) ,  2-(1—4), 2 . ( l - 5 ) , ....

2-(2— 1), 2-(2—2), 2-(2—3), 2-(2-4), 2 - (2 -5 ) ,....
2-(3—1), 2-(3—2), 2-(3—3), 2-(3-4), 2 - (3 -5 ) , .....
2• (5 — 1), 2-(5—2), 2-(5—3), 2-(5-4), 2 - (5 -5 ) ,....  37

37. Defmisati skup svili izraza gradjenili od znakova celih brojeva, 0, 1 ,-1 ,  2 ,-2 , 
itd. l operacijskih znakova + i •
Rešenje. Tražena defmicija glasi:

(i) 0, 1, —1, 2. —2 itd. su izrazi 
(li) Ako s u l / i F  izrazi, onda su i (U+V), (U- V) izrazi



(iii) Izrazi se dobijaju jedino primenom prarila_(i) i (ii) konačan broj puta.
38. Definisati skup svih izraza gradjenili od znakova brojevnih konstanata 0, 1,2,
3, 4 itd. l operacijskih znakova + i ' (nasleđnik).
39. Definisati skup svili izraza gradjenih od znakova konstanta a, b, promenljivih 
.X, y, z l operacijskih znakova o (dužine 2), /  (dužme 3), i g (dužine 1).

40. Da h, ako se izrazi (operacijski znak je jedino tt — dužine 2) ovako defimšu 

(0 Znaci konstamta i promenljive su izrazi,
(ii) Ako su U,V izrazi, onda je izraz i reč U-bV,
(iii) Izrazi se dobijaju jedino primenom pravUa (i) i (ii) konačan broj puta. 
važi lema o jeđnoznačnosti izgradnje izraza pomoću pođizraza?
Odgovor. Ne važi. Recimo izraz xpytrz može biti izgradjen na dva načma: (1) od 

i z, (2) od x i yt>z. Znači, zagrade u definiciji izraza koju smo usvojili imaju 
bitnu ulogu.
Primedba. Izrazi se mogu defirusati i bez upotrebe zagrada. To je tzv. poljska defi- 
nicija izraza. Glasi ovako:
( i)  Promenljive i konstante su izrazi,
(ri) Ako s a U . V  izrazi onda je izraz i reč *UV (jedini operacijski znak je ☆  
-dužme 2)
Dalje sledi uobičajeni deo (ui) defriricije. Znači, da bi se izbegla upotreba zagrada, 
dosta je operacijski znak »pomeriti napred” . I za tako definisane izraze važi lema o 
jednoznačnosti izgradnje izraza pomoču podizraza.
41. U skupu {a, (aba), (afr(at>a)),... } svih izraza sagradjenili od a i *  uočena je iz- 
razovska operacija * .
1° Izračunati a-Oa, at*(a*a);, 2° Rešiti jednačinu (po x): a<*X =(a<* a); 3° Dokaza- 
ti da ☆  mje ni komutativna ni asocijativna operacija.
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HI RELACIJE (ODNOSI)

♦ Jednakost je primer (dvojićne) matematičke relacije. Ako su y, recimo neki 
brojevi, postoji taćno jedna od ovili dveju mogućnosti

Jeste x  = y, Nije x  = y

Dvojićne relacije su i <  (biti manji, recimo za pnrodne brojeve), II (paralelnost 
pravin), =  (podudamost trouglova) i dmge. Nije teško zaključiti da za svaku od 
tih. relacija, označimo ili sve zajedno, recimo.sa p, postoji taćno jedna od moguć-
nosti:
(*) Jeste x  u relaciji p sa y, Nije x  u relaciji p sa y

( x,y  su brojevi, prave, trouglovi i dr.) 
Pri tome je poredak x, y  bitan, jer, na primer, jeste 1 <  3, dok nije 3 <  1.
♦ I u najopštijem slučaju smatra se da je dvojičm relacija (binama, relacija duži- 
ne 2) medju nekakvim matematičkim predmetima ođredjena, ukoliko je za svaka 
dva takva predmeta x, y  (u navedenom poretku) ptopisano da li jesu ili nisu u toj 
relaciji. Pn tome postoji tačno jedna od mogućnosti (*).ti (*).
♦ Često je podesno relacije pnkazivati tablicama. Na pnmer relaciji I (biti ćrnilac)
zabrojeve 1 , 2, 3, 4 odgovara ovakva tablica: | 1 2  3 4
Kako je obrazovana? Pa, recimo 2 jeste čini- j T T T T
hc od 4, otuda u preseku vrste za 2 t stupca 2 1 T I  T
za 4 stoji T . Slićno, pošto 3 nije činilac od 3 1 1 T 1
4, na odgovarajućem polju tablice stoji i 1) 4 1 1 1 T

Izaproizvoljnu dmgu relaciju može se na sličan načm obrazovati njena tablica. 
♦ U mnogo slucajeva proučavaju se relacije medju elementima koji ćme neki skup 
S. Za takav slućaj, relacija se može ovako strogo defmisati (tzv. skupovna definici- 
ja relacije):

Dvojična relacija skupa S  je svako preslikavanje skupa S 2 u skup (T ,l }
Pn tome se obićno umesto p(x,y) = T piše xpy  l kaže se da * jeste u relaciji p sa 
y. Slićno, ukoliko p(x, y ) = 1 , kate se: x nije u relaciji p sa y.

^T, 1  čitati; t e, n e—t e. Tosu zamene za reči t a č a n (istinit), n e t a č a n (neistinit, 
lažan).



4 Pojam dvojićne relacije uopštava se na razne načine. Navodimo neke od njih
(i) Relacija duži?ie n ffl-am a relacija) skupa S,je odredjena, ukoliko je za svakili 
n elemenata x u x n (u ređu navodjenja) propisano da li jesu ili nisu u toj rela- 
ciji

Skupovno, relacija dužine n skupa S  je svako preslikavanje p skupa S51 u { T, i} .  
Pri tom, ukoliko x u ..., jesu u relaciji p (tj. p(xlt ..., x j  = ), pišemo p(xlr .., 
x nj  sem u slučaju n=2 kada relacijski znak obično dolazi »>u sredmu” .

Jeđna relacija dužine 3 (ternama relacija) je »izmedju” , za tačke jedne prave.
(ii) Elementi y  koji jesu ili nisu u izvesnoj dvojičnoj relaciji p ne moraju pripa- 
dati istom skupu, već može biti x  €E A, y  G B. Za p tada kažemo da je relacija skupa 
A sa skupom B. Strogo (skupovno) definisano, takva relacija je svako preslikavanje 
skupaAxi?u

Na primer, dogovorom: x je slovo reči X, odredjena je jedna dvojična relacija 
azbuke {a, b } sa skupom reći {a, b, aa, ab, ba, bb }. Tablica te relacije izgleda:

a b aa ab ba bb
a T 1 T T T 1
b 1 T 1 T T T

(iii) Novo uopštenje je n-am a relacija skupova S u ..., Sn (u navedenom poretku). 
U tom slučaju elementi x u  ..., .\n koji jesu ili nisu u relaciji zadovoljavaju uslov: 
x x G S j , ..., x  S S n . Skupovno, takva relacija je svako preslikavanje skupa SiX 

... xSn u { T„i }.

4 Pored slučaja relacija medju elementima nekog skupa, u matematici se sreću i 0- 
pštiji slučajevi relacija medju predmetima odredjenim jedino izvesnim svojstvima. 0  
Takve su, recimo, jednakost uopšte2), skupovna jednakost, relacija G (biti element) 
l sl.

U takvom slučaju smatra se da je, recimo, dvojična relacija u oznaci p medju ne- 
kim matematičkim predmetima opisanim datim svojstvom odredjena, ukoliko je za 
svaka dva takva predmeta x, y  opredeljena tačno jedna od mogućnosti:

x  jeste u relaciji p sa y, x  nije u relaciji p sa y.

ZABACI
1. Odrediti tablice rdacija = (jednakost), <  (biti manji), I (biti čimlac) skupa {1,2,3,4 }

% t o  ne mora uvek povlačiti da takvi predmeti moraju biti članovi nekog skupa. Dmgačije re- 
čeno, postoje svojstva koja nisu okupljajuća (kolektivizirajuća).

Jednakost se ltajopštije može razmatrati medju ma kakvim predmetima, a oni mogu ali ne mo- 
raju činiti skup.



Resenje. Tražene tablice izgledaju:

= 1 2 3 4 < 1 2 3 4 1 1 2 3 4

1 T i ' i  > 1 i T T 1 1 T T T T

2 1 T i i 2 i i T T 2 i T i T

3 1 i T i 3 i i i T 3 i i T i

4 i i i T 4 i i i i 4 i i i T

2. Medju pravama a, b, c, d  jedne ravni pnkaza- 
nim slikom uočene su relacije II (paralelnost),x 
(seći se) Jefirusane na uobičajeni način:

p II q akko !) p = q ili p nema zafedničkih tačaka sa q 
p x q akko p ima tačno fednu zajedničku tačku sa q 

Obrazovati tablice tiii relacija.

3. Medju realnim brojevima uočena je relacija p :

x p y  akko x  + y  = 3  i >

Opisati tablicu te relacije.
4. U skupu prirodnih brojeva { 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 }uvedena je relacija p dužme 
1 rečima: »biti prost broj” . Ođrediti tablicu te relacije.

Odgovor.

v = 1

1 2 3 4 5 6 7 5 9 10

P i T T i T i T i i i

5. Medju tackama A, B, C prikazamm crtežom uočena je dvojična relacija opisa- 
na rećrma »biti sa iste strane prave a ”.
Obrazovati tablicu te relacije.

Odgovor.
A
B
C

A B C

T T 1 
T T 1 
1 1 T

6. Medju tačkama A, B ,C  i pravama a, b (prikazanim crtežom) uvedena je relacija
p dužine 3 dogovorom: ^  .4
p(X, Y, zj akko tačke X ,Y  
su sa iste strane prnve z

a 
C

akko stoji kao zamena za reči a k o  i s a m o  a k o .



Utvrditi da li važi : p(A,B,a), P (A £,b), Nije pfA.C.a), p(B,C,d) Nije p(B,C,
a), p(A,C,b),. p(AyA,a), Nije p(B,B,a)

7. Relacije se u matematici če.sto sreću u ovakvom viđu: Neka jeC (xlr ..., x  jneki
kriterijum (uslov) pojCj, x n> Tada se njemu đođeljuje relacija p dužine n?

p (xu  ..., x  ) akko vredi C (xu  ..., x j

Odrediti sve trojke (x,y,z) realnili brojeva koje zadovoljavaju dati uslov (tj. koje 
su u odgovarajućoj relaciji):

(a) x=l i y=2 i z=B, (b ) x+y+z = 3 i y - z  = 1 ;

(c) (x+y+zp= x*+y*+z2; (d) f  = j j  = |

8. U skupu reči {a, b, ab, ba, aba, bab }uvedena.je relacija p dogovorom:

XpY aklco X  je početni dea reči Y  

Oirazovati tablicu relacije p.

9. Medju rečima a, b, aa, ab, ba, bb uvedena je relacija p:
XpY akko skup slova reči X  je jednak skupu 'slova reči Y  

Obrazovati tablicu te relacije.

10. Da li se relacije p, o odredjene tablicama

p 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

1 i i i T i 1 T T T i i
2 1 i- T .L i 2 T T i i i
3 1 T i i i 3 T i i i i
4 T i i i i 4 L i i i I
5 1 i i i i 5 i i i i i

mogu opisati i na ovaj način

xpy akko x+y =5, xoyakko x+y <  4 (x,p su 1 (2,3,4^)

11. Relacije p,o  su date formulama:

xpy akko x+y=x-y, .vai’akko x'l +y'1 = 2xy (x,y su prirodni brojevi) 

Opisati njihove tablice.
12. Naći sve dvojićne relacije skupa {a, b } .
Odgovor. Tablice traženilr relacija su:

a b a b a b a b a b a b a b a b
a T T a T T a T T a T T a T i a T i a T i a T i
b T T b T i b i T b 1 i b T T b T i * i T b i i



a
b

a b a b a b a b a b a b a b
1  T a 
T T b

1 T a 
T i  b

1 T a 
1 T b

1 T a 
1 1 b

1 1 a  
T T b

1 1 a 
T 1 b

1 1 a 
1 T . b

Primedba. Prilikom određjivanja dvojičnih relacija jedino je značajno svakoj dvojci 
(x,y) pnpisati T , odnosno L  Svako takvo ptipisivanje odredjuje po jednu relaciju.

13. Naći sve relacije dužine 1 (uname relacije) skupa {a, b}.
14. Kciiko ima dvojičnih relacija skupa S sa n elemenata?
15. Odrediti sve dvojične relacije skupa A  sa skupom B, gđe

(1) A ={ a } .  B = {1,2,3,4 }; (2) A  = {a, b }, B  = {1,2,3 }

Uputstvo. Problem se svodi na popunjavnnje na sve moguće načine praznih polja tab-
hca:

1 2  3 4 1 2  3
a a

b

elementima T, L
16. Relacija a skupa {a,b,c,d } odredjena je 
Uoćrmo skup a. ovako defmisan

(x,y) e  a akko xay 

Šta su elementi skupa a ?

Primedba. Prethođno ođredjen skup a potpuno opisuje relaciju u . Otuda se on mo- 
že uzeti za deflniciju te relacije. Na tom primeru se pnmećuje još jedna mogućnost 
definisanja dvojićne relacije nekog skupa A: Dvojična relacija skupa A je svaki pofi- 
skup a skupa A 7_ Slicno vredi i za relacije dmgdi dužina 1,3,4,5......
17. Dokazati da je relacija II (paralelnost pravih) relacija ekvivalencije, tj. da za bilo 
koje prave.p, q, r važi:

tablicom: a a b c d
a T 1 1 1
b 1 T T T
c L 1 1 T
d T T 1 1

(R) P II P (Refleksivnost)
(S) P H q =• q\\ p (Simetnčnost)
(T) (p II q i q II r) => p  II r (Tranzitivnost)
18. Dokazati da su relacije (za trcuglove):

=  (poduaamost), ~  (sličnost)
relacije ekvivalencge.
19. Dokazati da je relacija I (biti činilac) za pnrodne brojeve relacija poretka, tj. 
da za sve prirodne brojeve x, y, z važi:



(R) x W (Reflektivnost)
(A) (x\v, i ylx)=> x  = y (Antisimetn čnost)
(T) ( x \ y i  y \z ) =  x\z (Tranzitivnost)
20. Da li je relacija I skupa Z  svih celih brojeva relacija poretka?
21. Dolcazati da je relacija <  skupa R  realnih brojeva relacija poretka koja zađo- 
vdjava uslov

* <  y  ili y  <  x (x,y su realni brojevi)
To je pnmer tzv. relacije totalnog poretka.
22. Za relaciju p skupa { a, b, c } se zna

Prvo: p je  simetnčna l refleksivna, dmgo: apb, cpa, mje bpc

Ođređiti tablicu te relacije.

23. Neka je S  = { X 0, X h X 2, X3 ,...}skup ćiji su elementi skupovi X0, X lt  X2, ... 
ovako uvedeni

X 0 = <P, X: = {0}, X 2 = {0, {0}}, Z 3 = {0, {0}, {0, {0}}},...
def

Ucpšte; Xn+1 =  Xn U '{Xn } (n = 0, 1, 2, .. )

Dokazati da je relacija £  (biti element) skupa S  tranzitivna, tj. da za sve AT , Xs,
X  iz S  važi: m

W V iV-, v„. .Y; • V:r
Uputstvo. Dokazati najpre ovu ekvivalenciju

x m G X n ^  m < n  (m,n = 0,1 ,2 ,...)

Dokaz »zdesna na levo” lzvesti mdukcijom po n (n >  m). Naime, za n = m+1 tvr- 
djenje je lstinito jer je po đefiniciji: Xm+1 = X  U {X }. Dalje, akojeste Xm 
S Xm+k (mdukcijska pretpostavka za n = m+k), onda pošto

^rn+k+l "  "^m+k U ^ m + k  ^

jeste i: Xm e X m+k+1. Dakle istmitaje unphkacija:

m < n  => X m £  Xn (X  , X n ma koji skupovi)
Obratna implikacija sledi na osnovu činjenice što ne može biti:

X  &Y i Y  £  X  (X, Y  ma koji skupovi)
Najzad, lstinitost formule (*) proizlazi iz tranzitivnosti relacije <  skupa pnrod.mli 
brojeva.

24. Neka je p đvojićna relacija skupa S. Takozvana obratna (inverzna) relacija za 
p, u oznaci p '1, uvodi se na ovaj način

x  p '1 y  akko ypx  

Odrediti obratne relacije relacija:
(1) <  (manje) skupa prirođnih brojeva



(2) p ođređjene propisom:

xpy  akko y  = 2x - l  (x, y  su realm brojevi)

Odgovor. (1) Obratna relacija za <  je >  .
(2) p"1 je odredjena uslovom: xp~x y  akko x = 2y —l.

25. Da li vredi jednakost:
(p - ij i  = p gde je p proizvoljna relacija skupa 51?

26. Dokazati tvrdjenje:
p je simetrična relacija akko p = p '1, gde je p proizvoljna relacija skupa S.

27. Relacijap (dužine 1) skupa prirodnili brojeva odredjena je uslovima:

1° Jeste p(2),
2° Ako p(n), onda p(n+2).
Opisati tablicu te relacije.
Odgovor. U relaciji p su svi parni brojevi. Taj zaključak proizlazi iz ovih činjemca:
2 je  paran broj, A ko  je n paran, onda je n+2 paran, A ko je n+2 paran, onda je n 
paran.
28. Medju prirodnim brojevima neki su nazvani »dobri” . Odrediti sve dobre prirod- 
ne brojeve, ako se zna:

1° 2 je dobar
2° Ako su x, y  dobri,onda je i x-y  dobar 
3° Ako su x+y dobri, dobar je i y  
Uputstvo. Dokazati »dobrotu” brojeva:

2, 22 , 2 3 , ....... .. 2n ...........

a potom iskonstiti očiglednu čmjenicu.:
Ako je x+2 dobar, onda je i x  dobar.

29. Medju prirodmm brojevima neki su istaknuti kao „dobri” definicijom lstom kao 
u prethodnom zadatku, s tim što je deo 1° zamenjen sa:

1' Brojevi 6 i 9 su dobri 
Odrediti sve dobre prirodne brojeve.
30. Neka je H7 skup svih reči azbuke {a, b, +, ), ( }a i relacija dužine 1 skupa W odre- 
djena ovim uslovima

1° Jeste i(a), i(b)
2° Ako za neke reči U, V jeste i(U), i(V), onda jeste i i(U+V)
(1) Koje od reči: at, a+b, (a+h), ((a+a}+a), ++aa(a+b+a) jesu u relaciji i ?
(2) Da li se relacija i može i ovako odrediti

Reč U je u relaciji i akko U je izraz obrazovan od znakova konstanata a, b, ope-
racijskog znaka +, uz upotrebu pomoćnih znakova ),( ?



-
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IV OSNOVNE LOGIČKE OPERACIJE. 
ISHNITOSNE TABLICE

♦ Reči i, Ui, A k o ..... onda,Nije u vezi su sa tzv. osnovnim logičkim operacijama:
konjunkcijom, disjunkcijom, implikacijom, ekvivalencijom, negacijom pomoću ko- 
jih se polazeći od lzvesnih rečenica grade nove, dožene rečemce.
♦ Neka su p, q neke rečemce. Osnovne logičke operacije defmišu se ovako: 

Konjunkcija (sastav) rečenice p sa rečemcom q je reČenica: p i q;
Disjunkcija (rastav) je većenica: p Ui q;
Implikacija (sled) je: A ko p, onda q;
Ekvivalencija (ravnosled) je: A ko p, onda q i ako q, onda p;
Negacija (odricanje) rečemce p  je rečen icaNije p.

♦ Zalogičke operacije koriste se 1 posebni znaci. To su redomi^

a , v , ~l .
te se rečemce p i q, p ili q, A ko  p onda q, Ako p onda q i ako q onda p, Nije 
p zapisuju po redu i ovako

p/\q, pvq, p =*• q, q, ~\p,

♦ Osnovne logičke operacije učestvuju, na primer, u definicijama osnovmh skupov- 
nih operacijau (umje), D (preseka), \  (razlike):

A  U  B =  A vxE B  } , AC\B = =  {xlx<EA axGB },

i def
A \B  '=  {x \x E A a  ~] x£B},

iskupovnih relacija = (jednakosti), C (mkluzije, tj. relacije »biti podskup”):

A = B  U>(Vx)(xEA *=> xGB), ACB M  (Vx) (xEA => xGB)

Dalje, u def'iniciji sistema jednačina pojavljuje se konjunkcija. Naime, sistem tz- 
vesmh jednačina je, u stvan, konjunkcija tili jednačina.
♦ U logici, pa 1 u matematici najvećr značaj imaju rečemce (formule) za koje pos- 
toji tačno jeđna od mogućnosti: istinita, lažna - drugačije se kaže koje imaju odre-

^Žriak v je stilizovano slovo v , prvo slovo latinske reči VEL (ili). Znak a je obmut znak v . 
Pored navedenih znakova za osnovne logičke operacije koriste se i razni drugi.



djenu lstimtosnu vrednost. Takve rečenice se nazivaju iskazi Primeri lskaza su: 
2 =1 , 2  je paran broj — prvi je lažan, drugi istinit.

Istinitosne vrednosti: istinit (tačan), neistinit (lažan, netačan) označavaćemo 
sa T, 1 , a istimtosnu vrednost iskaza p  sa rp . Dalje, umesto p je istinit iskaz,
p je neistinit iskaz pišemo rp = T , odnosno rp = i .

♦ Iz rečenice (formule) sa promenljivom, recimo x  (koja je, inače, oznaka za e-
lemente lzvesnog skupa S ) dobijaju se za svaku vrednost te promenljive posebne 
rečenice, tj. iskazi (o elementima skupa S) ■ Ako svi ti iskazi imaju istu istinitosnu 
vrednost, i takvu rećenicu, đogovomo, smatramo iskazom. Tako, uzima se da je 
reČemca n >  0 (n je priroaan broj) istinit lskaz, pošto su istiniti svi posebni lska- 
zi: 0 > 0 ,  1 > 0 , 2  > 0 ,  3 > 0 , .......

♦ Iskazi u matematici su ili u vezi sa opštevažećim zakonima ljudskog mišljenja 
kakav je recimo tzv, zakon isključenja trećeg p v~tp2), ili su uslovno istiniti (laž- 
ni), tj. to su rečenice čija se lstinitost razmatra u okvim neke matematičke teo- 
rije. Takva vrsta iskaza su aksiome (neke matematičke teorije) — dogovomo is- 
tiniti iskazi, i teoreme — logičke posledice aksioma.

♦ Istinitosne vrednosti konjunkcije, disjunkcije, implikacije, ekvivalencije, negaci- 
je, u zavisnosti od istinitosnili vređnosti polaznili rečenica, utvrdjuju se tzv. isti- 
nitosnim tablicama:

rp rq r(pAq) rp tq r(pvq)
T . 1 T T T T
T 1 1 T i T
i T i i T T
1 1 i i i i

TP tq T(p=>q) TP Tq T ( p ^ q ) TP tH p )
T T T T T T T i
T i i T i i i T
i T T i T i
i i T _ i i  - T

♦ Istimtosne tablice se kraće zapisuju i na ovaj naćin

A T i V T i => T i T i M

T T i T T T T T i T T i T i
i i i i T i i T i i T i T

Obsim znakova T , 1 koriste se i 1,0, zatim, u engleskoj literaturi gde-gde t , f  (prva slova re- 
či t r u e, f  a 1 s e), i drugi.
2 )p v- Ip je primer t a u t o l o g i j e  koje se razmatraju u tački VII I s k a z n e  f o r m u -  
le. T a u t o 1 o g i j e.



U stvan, tim tablicama je đefinisano pet operacija skupa {T,l} lmajući pri tom 
kao uzor prethodne istiiutosne tabhce. Na osnovu tih tablica (kaže se i tablica 
{T,i} -  algebre) imamo, recimo:T a T=T, .LvT=T,T => 1 = 1 , “ |T= l i s l . š t o j e u  
skladu sa : konjunkcija đve istinite rečenice je istinita i dr.
♦ Usvojene lstimtosne tablice za implikacijii i ekvivalenciju su tablice tzv. materijal- 
ne implikacije, odnosno ekvivalencije.

Dok tablica ekvivalencije (kao uostalom i tablice konjunkcije, disjunkcije i nega- 
cije) izgleda sasvim prirodno, dotle tablica imjiikacije traži lzvesno obrazloženje — 
lzvesnu »odbranu” . Jer zašto smo, recimo, usvojili 1 =*-T=T, 1 =*■ 1 =T ? Razlog se 
može uočiti na ovom primeru. Implikacija (o prirodnim brojevima):

I(X) x > 2  =>x >  1

je, kao što znamo, istinita. Sledstveno tome treba kao istinite uzeti imphkacije 1(0), 
1(1), 1(2), 1(3),.... ođnosno

0 >  2 => 0 >  1, 1 > 2 *  1 >  1, 2 > 2 =*2 > 1, -

u kojima se pojavljuju redom slućajevi

1=*1, 1=*T, T =* T , ... , 

upravo svi slućajevi lstinitosti materijalne implikacije.

♦ U tvrdjenju o prirodnim brojevima
ili je n paran broj ili je n neparan broj

i raznim dmgim matematićkim tvrdjenjima pojavljuje se sveza i l i ... ili koju treba ra- 
zlikovati od ili. Prva je tzv. iskliučna, dokje dmga uključna.
Naime, rećenica p ili q je istmita i u slućaju rp = 1, rp rq r(p v q)
rq =T, dok je ili p ili q u tom slučaju neistinita. Isti- T T 1
nitosna tablica lsključne disjunkcije (za koju koristi- T 1 T
mo znak v ) izgleda kao što je pnkazano. Uočava se 1 T - T
da je p \j q lstimta rečenica ako i samo ako je tačno 1 1 1
jedna od rećenica p,q lstinita.

ZADACI

1. Za date rečenice (formule)1-̂ utvrditi da li su lskazi a) 2+2 =4,2+2 =5; b) 
x=l, x=x (x je realan broj), c) Neki ceo broj je parart, d) Svaki Kvadrut je pravouga- 
onik.

1 >2+2 = 4 je matematička formula, ali kada se ona pročita običnim rečima dolazi se do rečeni- 
ce. Slično vredi uopšte: formulama u običnom jeziku odgovaraju rečenice. Iz takvog razloga če- 
sto ćemo termine r e č e n i c a ,  f o r m u l a  jedan drugim zamenjivati.



Rešenje. a) Obe formule su iskazi — prvi je istinit (to će biti đokazano u tački VI) 
a drugi je lažan.
b) Formule x=l, x=x su rečenice sa promenljivom x. Medjutim, dok x=l menja 
istinitosnu vrednost u zavisnosti od vređnosti promenljive x  (recinK) r( l= l)  = T , 
t(2=1) = i) , formula x=x ima vrednost T za svaku vrednost promenljive. Znači 
x=l nije iskaz a x=x jeste, i to istinit. Istaknimo još da je x=x primer dogovomo 
tačnog iskaza — aksiome, jer se to, kao što ćemo videti, uzima za jednu od aksio- 
ma jednakosti.
Obe rečenice pođ c) i d) su istiniti iskazi.

2. Da li su iskazi rećenice o prirodnim brojevima:

a) 3 < 3 , 3  <  3, x  <  x, x  <  x  ; b) 1 bc, x\x, x \(x+ l) ;

c) L je  prost broj; d) x(x+ l) je paran?

3. Naredne rečemce o realnrm brojevima zapisati korišćenjem znakova osnovnih lo- 
gičkih operacija
1) Najmanje jedan od brojeva a, b je pozitivan,
2) Oba broja a, b su pozitivna,
3) Najmanje jedan od brojeva a, brnje pozitivan,
4) Nijedan od brojeva a,b nije pozitivan,
5) Tačno jedan od brojeva a,b je pozitivan.

Rešenje. Date rečemce po redu isto znače kao ove: 
a je pozitivan Ui b je pozitivan, 
a je pozitivan i b je pozitivan, 
a nije pozitivan ili b nije pozitivan, 
a nije pozitivan i b nije pozitivan,
a je pozitivan i b nije pozitivan, ili a nije požitivan i b jeste pozitivan

Konšćenjem sveze i l i ... Ui poslednja rečemca se može i ovako iskazati 
(*) Ui je a pozitivan Ui je b pozitivan
Pomoću znakova osnovnih logičkili operacija, kao i uobičajene oznake >  0 za svo- 
jstvo »>biti pozitivan”, te se rečenice ovako zapisuju

1) a > 0 v  b > 0 ; 2) a > 0 a b > 0 ;  3) ~\(a > 0 )v1 (b  > 0),

4 ) ~ l ( a >  0)*~l(b >0), 5) (a > o a ~](b > 0)) v  (~\(a > 0) J  b >0).

Naravno, rečenicu 5) možemo zapisati i konšćenjem znaka isključne disjunkcije v : 
a >  0 v  b > 0  , što neposređno sledi na osnovu oblika (*) te rečenice.

4. Data tvrdjenja o realnim brojevima zapisati korišćenjem znakova osnovnih logič- 
krh operacija.
1) Proizvod dva broja je jednak nuli ako i samo ako je najmanje jedan ođ tih bro-



jeva jednak nuli;
2) Proizvod dva broja je različit od nule ako i samo ako su oba broja različita oa 
nule;
3) Proizvod dva broja je pozitivan ako 1 samo ako su oba broja pozitivna ili su oba 
negativna.

Odgovor. Označimo brojeve koji se pominju u tvrdjenjrma sa a i b. Tada traženi za- 
pisi lzgledaju:

1) a-b=0 <=> a=0wb=0, 2) a -b=fO *=*ajO*bfi), 3)a-b>0 *=>(a>OAb>OMa<0*b<O).

5. Data su tvrdjenja o brojevima 2, 4, 6:
a) Svaki od brojeva 2, 4, 6 je paran,
b) Neki od brojeva 2, 4, 6 je manji od 6,
c) Neki od brojeva 2, 4, 6 nije deljiv sa 3,
d) Nijeđan od brojeva 2, 4, 6 nije veći od 6.
Zapisati ih korišćenjem znakova osnovnih logićkih operacija.

Odgovor. J) a)2 2 a 2 4a 2\6, b )2<6v4<6v6< 6, c)~] f32)v l f3 \3)v3(3\6) ,
d) 1 (2 >6) aT 4>6)a ~[(6>6).

6. Neka su y  prirodm brojevi i neka je a njihov najmanji zajedmćki sadržalac. To 
znači:
(0 x,y se sadrže u a,
(ii) Ako se x, y  sadiže i u broju b, onda se a sadrži u b.
Zapisati uslove 0) i (ii) korišćenjem znakova logičkili operacija.

Odgovor. (i) x\a/\y\a, (ii) x\bAy\b =>a\b.

7. Neka je <  relacija poretka skupa S  i x, y, a elementi iz S. Za a kažemo da je su- 
oremum za  x, y  (oznaka: sup (x, y)=a), ukoliko je to najmanje gomje ograničenje 
za x, y , tj. ukoliko su lspunjeni uslovi

(i) a je gomje ogramčenje za y, tj. x  <  a i y  <  a,
(ii) A koje b neko gomje ograničenje zax ,  y  onda a <b .
Uslove (i) i (ii) zapisati korišćenjem znakova logičkih operacija 

Odgovor. ( i ) x <  a A y  <  a, (ii) x  < b A y  b=> a < b.

8. Izračunati lstimtosnu vrednost tskaza:
a) 2= 1 a  2 =2 ; b) 2 = lv  2=2; c) 2 =1 =2 =2 ; d) 2=2 =>2 =1 ; e) 2 =1<=2 =2 .
Rešenje. Pošto r(2=l)=i ,  r(2=2>= T to „račun” glasi:

Obično umesto (p vq )vr pišemo kraće pvqvr. Slično važi i za konjunkciju.



a) t'(2=1=2=2'j = I a T -  i ,  b) r(2=lv2=2)= ivT=Tj c) r f 2 = l ^ # i = > T = T ; 

đ) r(2=2 =»• 2=1 )=■ T =* i  = i; e) r(2=l •=* 2=2) = i  •==• T = i.

9. Izraćuiiati lstinitosnu vrednost lskaza:

a) ( l = l K 2 fl)=> (2 =2 V3=2 )„ > 2 ) a 2 >  l ) v 2 > 2 .

10. Rešiti formule (tj. odrediti sve vrednosti nepoznatih koje je zađovoljavaju) po ne- 
poznatoj x iz skupa (7, 2 , 3 }

a) x=l, b) x fl,  c)x=lvx=2, i)xflvx(=2, e) x=1a x=2, f) xfl/\x f2 , %)x=lAxf2, 

ii) x=lvx=2vx=3, t) (xflAxf2)v(xf2Axf3).

Odgovor. a) 1; b) 2,3; c) 1,2; d) 12,3: e) nema rešenja; f) 3; g) 7; h) 7 ,2 ,3; 
i) 1,3, 1,3.

11. Nastavak prethodnog. Rešiti formule

a) x=l => x=2, b) x f l  => x=2, c) x=l => x=l, d) x f l  => x=2, e) (x=1a x =2)=> x=3, 

f) xfl=>(x=2vx=3), g) x f l =  (x=2a x =3).
12. Dokazati:
Konjunkcija pAq je istinita akko su obe rečemce p, q lstimte.
Disjunkcija p vq  je istmita akko je bar jedna od rečenica p, q istimta.
Implikacija p => q je lstinita akko je p lažna (»Iz laži sledi sve”) lli je q lstmita (»Is- 
tma proizlazi iz bilo čega”).
Ekvivalencija p=> q je lstimta akko rečemce p, q imaju jednake istimtosne vrednos- 
ti.
13. Da li se do svih rešenja izvesne formule po x oblika

P(x) => Q(x)

može doći zdmživanjem vrednosti za koje je P(x) lažno sa omma za koje je Q(x) 
lstimto ?
Oc%ovor. Može.
14. Neka je x ma koji prirouan broj. Da li je tačna lmplikacija:

\ X = 2 => x2 = 4

Rešenje. Neka x dobije ma koju vrednost x0 (jedan od brojeva 0, 1 , 2 , 3  ...). Raz- 
likujemo dva slučaja:
(i) x0 je 2. Tada rfx0 = 2 => x20 = 4)=r(2=2 => 2* =4)=r(2=2 => 4=4) = T =  T = T .

(ii) x0 nije 2. Tada r(x0 =2) = 1 , pa stoga r(x0 = 2 => x \  = 4) = l=> r(xl =4) =T. 

Znaći data implikacija je tačna za sve vrednosti x (iz skupa prirodnih brojeva).

15. Neka je x ma koji prirodan broj. Da li je tačna imphkacija

x  = 2  => x  je paran broj



16. Uveriti se da li je implikacija

x=2f\y=l =*■ x+y=3Ax-y=l 

tačna za sve roalne brojeve y.
Uputstvo. Razlikovati slučaj: x 0 je 2. y 0 je 1, i slučaj kad to nije -  tj. x 0 mje 2 ili 
y o nije 1, gde smo sa x 0 , y 0 označili vrednosti redom za x, y.
17. Dokazati da je prazan skup podslcup svakog skupa.

Rešenje. Neka je A  ma koji skup. Prema definiciji relacije C aosta je dokazati da za 
svaki x važi:

(*) x  e  <p =■ x  G A

Prazan skup <t> je skup bez elemenata, pa je t(x  G <t>) = 1. Dakle, pretpostavka lm- 
plikacije (*) je uvek lažna (za svaki_x i svaki A), pa je ta lmplikacija lstimta.

18. Rešiti formule Pa Q, Pv Q, P =► Q, P <=> Q, ako su P, Q: 

a) P: x  6  {1, 2 }, Q : x e  {2, 3 }; b) P : x  > 1, Q : x  > 3;

c ) P : x=lvx=2, Q : x  e  {1 ,2 } , gde .vuzrma vrednosti iz skupa {1(2,3,42>}.

19. Dat je grupoiđ tablicom ☆ a b c
Rešiti formule: a a b c

l)a*x=ž>, x ^ b = b ^ x ,  x * x=c; b b c a

2) x=b => x  *  x=c, x  *  a=b =>■ b *  x=c. c c a b

20. Rešiti date foimule po x, y  (iz skupa prirodmh brojeva)

a)x=lAy=2\ b) (x=lAy=2)v(x=2Ay=3); c) x=lAX+y=3; d) x+y=3Ax—y=l;

e) x=l ; f)y=2 ; g)x=l => y=2.

Uputstvo. Rešenja su preslikavanja oblika (* %), gđe su a, b pnrodni brojevi koji 
zadovoljavaju odnosnu formulu. Formula e) ima beskonačno mnogo rcšenja ( j  Jj), 
gde je b proizvoljan.

21. Da li su date formule istmite za svaku vrednost promenljive x (iz skupa prirod- 
nili brojeva)

a) r €  { 1 2  }*=*x=lvx=2 ; b )x G  { l , 2 , 3 } ^ x e  { l Q } v x e  {2,3}.  

c) X=2<=*xe {2} ; d)x=2<=>xe {1,2}a x G {2,3}.
22. Da li su ove formule o skupovima istinite za ma koje skupove x, a, b, c

x e  {a,b }<=>x=avx=b, x e  { a,b,c }<*=> x=avx=bvx=c.

23. Utvrditi lstimtosnu vređnost iskaza *)

l^Znak 3 koristimo kao zamenu za reč n e k i  (p o s t o j i). To je tzv. e g z i s t e n c i - 
j a l n i  k v a n t o r .



Cix G R)  x 2 > 0, (3x  G R ) x 2 = 1, (3x  €  R) x2 = -1

24. Formula x  = 0 V v = 0 <=> xy  =0  je istinita za sve realne brojeve x, y. Dokaza- 
ti.
25. Dokazati da je formula

x = 1 v x =2<=*x7 - 3 x + 2 = 0 

tstimta za svaki realan broj x.

26. Ispitati aali su date formule istinite (za sve realne brojeve x, y) .

x =0 Ay=0 => xy=0, x y =0 => x =0 ay=0,

x=0vy=0 <=> xy=0, xy=OSxfO  => xy f 0 = >  x f O K y f O
27. Produžetak prethodnog.

x y > 0 = ( x > 0 A y >  0 )v (x  < 0  A y  <0), x -y  > 0  a x > 0 =>y >0, 

x y <  0 =  ( x > 0  a y  < 0 )v (x <  0 A y >  0), x - y < 0  A x  > 0 = > y <  0

28. Dokazati da je relacija a  đata tablicom rela- a 1 2 . 3
cija ekvivalencije skupa { 12,3  } 1 T T i
Uputstvo Treba dokazati da su formule x a x , 2 T T i
x a y  =>y ax,  x a y  A y  az=> x a  z istimte za 
sve vrednosti x, y ,  z iz skupa { 1 , 2, 3 }. Dak-

3 1 i T

le , problem se svodi na odredjivanje istinitosnilr vrednosti iskaznih1) formula po- 
sebne vrste kao:

lcd, 2a2, 3u3, lu l => lcd, la2 => 2al, lotlAlal => l a l  i sl. sagradjenili odiskazmli 
slova : Jcd, la2, la3, 2al, 2a2, 2a3, 3al, 3a2, 3a3, čije su vrednosti odredjene 
tablicom relacije ct. Na primer,

T(2al A  la 3  => 2a3) =T A  1 => i  =i=> 1 =T.

29. Dokazati da je datom tablicom odredjena a b c
jedna relacija poretka skupa {a, b, c}. a T T T

b i T i
c i i T

30. Neka su a, (3 relacije skupa { 1 , 2 ,  3}  odredjene tablicama

a 1 2 3 (3 1 2 3
1 T T i 1 i i T
2 i T i 2 i i T
3 i T - i 3 T T i

Odrediti tablicu relacije y definisane ovako

’^Iskazne formule sagradjene od iskaznih slova p, q, r su recimo: p, q, r 
p •=> q, (pAq) => r, (pAq) <=> (qvr) i sl. O tome podrobno u tački VII 
m u 1 e. T a u t o I o g i j e.

PAq, pvq , p=>q, 
I s k a z n e  f o r -



x 7 y  A x $ y .

Rešenje. Koristeći definiciju i tablice datih relacija imamo:

r ( l y l )  = r(lcd )A v(lp l) = Ta I  = i  , t(1j2) = r(la2)Atfi(22) = Ta  i  = 1 .

Slično se dobijaju i jednakosti:

T(ly3) = i ,  T(2yl )  =1, r(2y2) =L, T(2y3) =L,T(3yl)  = i ,  r (3y2)=T, r(3y3)f=L 

koje potpuno odredjuju tablicu relacije y  .

31. Produžetak prethodnog. Odrediti tablicu relacije y  uvedene ovako

a) xyy  M N j v  x (3 y); b) xfiy S S  (xoy => x(jiy)

c) xyy*=*>(xcy <=> xj3y)

32. Dokazati da za ma koje iskaze p, q vredi:

r(PAQ) = i  akko Tp = L ili Tq = i , T(pvq) = i  akko t p = i  i Tq= i  , Tfp=>q) = L 

akko Tp = T l rq = L , t (p  ■*=> q) = L akko t p f  Tq.

33. Dokazati:

Ako rp  = T, r(p  =*■ q) = T, onda r q = l
. .  T , . _ , T (p, q ma koji tskazi)Ako r p  =1, t (p  => q) =T, onda t q =1 J

34. Da li vredi (za ma koje iskaze py q) :

a) T ( p v q ) =T  povlači rp =1;  b) T(pAq) = L povlači r p = i .
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V POTREBAN I DOVOLJAN USLOV

♦ Medju logiokim operacijama implikaciji pnpada lstaknuto mesto. S pravom se 
može reći da se najveći deo matematićke misaone delatnosti odnosi na razna pi- 
tanja koja su u vezi sa lmplikacijom lli su njome protkana. Radi lakšeg rešavanja 
takvih pitanja, kroz lstoriju ljudske misli razvio se čitav niz jezičkili lzražavanja 
implikacije. Tako, u matematici se uzima da sve rečenice isto znače (p, q a* 
ma koje rećemce):

( I j ) Ako p, onda q,
(h  ) P povlači q,
(I3) Iz p sledi*) q,
(L,) Da je q, dovoljno je da je p,
(15) p je dovoljan uslov za q,
(16) Da je p, potrebno je da je q,
(I?) q je potreban uslov za p,
(18) q, ako p,
(19) p, samo ako q,
a » )  q je posledica pretpostavke p.

Pored lstaknutili, za lmpkkaciju postoje 1 mnogi dmgi rečemom obkct.

♦ Ekvivalencija je uveđena kao đvostruka lmpkkacija, tj- kao:
(E j) A ko p onda q i ako q onda p. (p, q proizvoljne rečenice)
Koisteći lstaknute rečenične oblike za lmpkkaciju, posle uobičajenog jezićkog sa- 
žimanja ua nekim mestima, ekvivalenciji odgovaraju 1 ovi obkci izražavanja

(E2 ) Ako p, onda q i obratno 2>
(E3) p ako i samo ako q,
(E4) Da je p, potrebno je i dovoljno, da je q,
(Es ) p je potreban i dovoljan uslov za q.

^Umesto s 1 e d i govori se i: p r o i s t i č e ,  p r o i z l a z i ,  s l e d u j e .  

^Za implikacjju q =*• p kaže se da je o b i a t  implikacije p => q.



❖  Istaknimo:
Dokazati da je p dovoljan uslov za q, ili 
Dokazati da je q potreban uslov za p, ik
Dokazati da iz pretpostavke p proizlazi podedica q,i slično zaači:
Dokazati da je implikacija p =><? istinita.

ZADACI

1. Date implikacije pročitati na načine (Ix) do (I10)

a) 51 x  => 21 x, b) x >  2  => x  > 0, c) x je kvadrat => x je romb,
d) x  je prirodan broj =*• x je ceo broj.

2. Naredne rečenice prevesti na oblike u kojima učestvuju reči:
samo ako, potreban uslov, dovoljan uslov

a) Ako je trougao ravnostran, onda je on ravnokrak, 
b jRealan broj je nenegativan, ako je pozittvan ili je jednak 0,
c) 7z x 2 = 1  sledi x =  1  ili x  = - 1 .

3. Ekvivalencije o prirodnim brcjevima pročitati na načine (E^) do (E5) 
a) 2 \n a 31 n <=> 61 n, b) 2ln  v 2 \m <=> 2 \n°m,
c) n = 2 <=> n je paran A n je prost.

4. Ekvivalencije o realnim brojevima pročitati na načine (Et ) do (Es)

a) X'y = 0 -*=> x = 0 v  y  =  0, b) X 'y f  0 <=> x f  0 a y  f  0

c ) x y > 0 ^ * ( x > 0 A y > 0 )  v /x  < 0  a  y  < 0)

5. Odrediti:
a) jedan dovoljan uslov, b) jeđan potreban uslov 

za rečenicu 4 \x (x  je ceo broj).
Rešenje. a) Jedan dovoljan uslov je rečimo 5lx, jer ako je ceo broj deljiv sa 8, de- 
ljiv je i sa 4, odnosno unplikacija

8lx=>4 lx
je lstimta.
Dovoljm uslovi su i: x  = 4, 12\ x , 4\x  kao i razni dmgi.
b) Potreban uslov za deljivost broja sa 4 jeste deljivost tog broja sa 2, ođnosno im- 
plikacija

4\x  => 2\x
je lstimta.
Još rieki potrebm uslovi su: 4lx, x  > 4, 4 1.x2, 6\3x.



6. Za svaku od datih rečemca odrediti po 3 dovoljna, i po 3 potrebna uslova
a) Trougao je ravnostran, b) Prirodan broj n je paran,
c) Prava a je paralebta sa pravom b.

7. Date su rečenice o pnrodnim brojevima;
n je paran, m je paran, n je paran a m je paran, n je paran v  m je paran 

Ispitati za svaku od njih da li je:
a) potreban uslov, b) đovoljan uslov, c) potreban i dovoljan uslov za rečenicu: 

m-n je paran broj.

8. Koja medju datim rečenicama jeste potreban i dovoljan uslov za tečenicu: Četvo- 
rougao je kvadrat
a) Dijagonale četvorougla sepolove,
b) Dijagonale četvorougla su medjusobno jednake ipolove se, 
e jPijagonale četvorougla su uzajamno nopnalne i polove se,
d) Četvorougao je pravougaonik i dijagonale su mu uzajamno normalne.

9. Za svaku od datih rečenica odrediti po 3 potrebna i dovoljna uslova
a) Četvorougao je paralelogram, b) Trougao je ravnostran,
c) Ceo broj je deljiv sa 30, d) x = 1 v  x  = 2 (x je realan broj).

10. U termmima koeficijenata p, q ođrediti potreban l dovoljan uslov da brojevi 
a, 3 budu' rešenja realne jednačine (po x):

(*) x 2+ px + q = 0

Rešenje. Prema Vijetovoj teoremi, brojevi a, (3 su rešenja jednačme (*) ako l samo 
ako zadovoljavaju jednakosti

a + (3 = -p-, a-(3 = q

Otuda je tražem potreban l dovoljan uslov konjunkcija

a+(3 — —p A a-$=q

ll.U  terminima koeficijenata a,b odrediti dovoljan uslov da jednačma p o x : a-x=b 
bude moguća (na polju realnih brojeva).

Rešeaje. Jednačma a-x=b je moguća u ovim slućajevima

(1) a f O ,  (2) a = 0 i b = 0

(U prvom slučaju jedinstveno rešenje je b/a, a u dmgom jednačma glasi: 0-x=0, 
pa je svaki realan broj njeno rešenje.)
Otuda su: a f  0, a = 0 a b =0 dva dovoljna uslova tražene vrste.

12. Pomoću rečenica: n je paran broj, m je paran broj obrazovati potreban l do- 
vdjan uslov za: m-n je paran broj, gde su m, n

13. Da h je za datu implikaciju istimt njen



a) A ko  je trougao ravnokrak, onda je on ravnostran;

b) jc = lv jc = 2 =>. ac G { 1 2 }  , c) a f  0 (3 jc E R) a-x =0

14. Naredne rečenice o realnoj jednačini a mx  = 1 (po nepoznatoj x)  zapisati konš- 
ćenjem znakova osnovniir logičkih operacija

1) Jednačina a-x = l je moguća u slučaju a f  0 ,
2) Jednačina a-x = 1 je moguća, uz uslov a f 0 ,
3) Jednačim

a- x  = 1 ( a f O )
]e moguca.
Odgovor. Sve tri rečenice isto znače kao:

A ko a f  0, onda je jednačina a-x = 1 moguća.
Dakle, radi se o još nekim načmima kazivanja lmplikacije. Konšćenjem znaka ; 
sve date rečenice se zapisuju ovako:
a f  0 => a-x = 1 je moguća jednačina, ili kraće: a f  0 => (3 x  G R ) a-x = 1.

15. Naredne rečenice zapisati korišćenjem znakova osnovnih logičlđh operacija
a) Prirodaji broj je ceo broj,
b) Kvadrat realnog broja je nenegativan,
c) Kvadrat je romb,
d) Prirodan broj je paran ili neparan,
e) Prost i paran prirodan broj je jednak 2.

Rešenje. Sve rečenice su slučajevi važnog oblika implikacije 
A jeB

To je, u stvari, kraći način kazivanja duže rečenice
Ako x  ima svojstvo A, onda x  ima svojstvo B.

Otuua, traženi zapisi izgledaju ovako
a) x  je prirodan broj => x  je ceo broj, ili : jc G N  => x  £  Z,
b) jc je realan broj => x 2 >  0, ili: jc 6  R => x 2 >  0,
c) x je kvadrat => x  je romb,
d) x je prirodan broj => x  je pamn v  x je nepamn ili: x G N=> x  <G 2N  v  x G 2N+1,
e) x je prost prirodan broj a x je pamn => x = 2.

16. Date rečenice zapisati korišćenjem znakova logičkih operacija
a) Broj deljiv sa 10 je deljiv sa 5,
b) Prirodan broj je ili pamn ili nepamn,
c) Paralelne pmve se ne seku,
d) Podudami trouglovi su slični,
e) Pmvougii trougao nije ravnostran.

17. Umesto znaka ... staviti jedan od znakova logičkih operacija tako da dobijene



rečeiuce postanu aefinicije pamog broja, romba, odnosno rešenja (po x ) realne 
jednaćine J(x) = 0

Prirodan broj n je paran ... 2\n,
Četvorougao je romb ... ima sve stranice medjusobno jednake, 
a je relenje jednačine J(x) = 0 ... formula J(a) = 0 je istinita.

Ođgovor. Na sva tri mesta treba da dodje znak <=* , ili ako hoćemo da istaknemo 

da se radi o definicijama, onda znak <=> (čitati: ekvivalentno po definiciji). 

Primedba. Pretliodne i sa njima slične definicije često se čuju u obliku implikacije, 
odnosno:

Prirodan broj n je paran, ako 2 1 n,
Četvorougao je romb, ako ima sve stranice medjusobno jednake, 
a je rešenje jednačine J(x) = 0, ako je formula J(a) = 0 istinita.

Medjutim, tu se piše lmplikacija, a misli se na ekvivalenciju, što je jedan od čestili 
sLučajeva mešanja implikacije i ekvivalencije.





VI JEDNAKOSNI DOKAZI.
ALGEBRA BROJEVA

i V

♦ Jednakost je jedna od najvažnijih relacija uopšte. Poseduje razne zakonitosti, pra-
vilnosti. Kao aksiome (polazna tvrdjenja) uzimamo:

%
(i) Jednakost je (R)—(S)—(T) relađja, tj. tačne su formule
(R) * = * ,  (S) x = y  =>y = x, (T) x = y A y = z = > x  = z,
gde su x , y , z  ma koji objekti. Inače, (R), (S), (T) su ođrednice tzv. relacije ekvi- 
valencije. Naime, relacija ~  nekog skupa A je njegova relacija ekvivalencije, ukoliko 
za sve x, y, z E A  važe formule

X ~  x, x ~  y  =► y  ~  x, x ~ y A y ~ z = > x ~ z

(ii) Jednakost je saglasna sa svakom matematičkom operacijom i svakom relacijom 
— o čemu više govora u drugom i trećem delu ove tačke.

♦ U jednakosnim dokazima iz izvesnih pretpostavljenih jednakosti (koristećise nave- 
denim aksiomama) dedukuju se (izvode, dokazuju) razne druge jednakosti. Recimo, 
jedan dokaz implikacije

a = b A c = b = > a = c  
izložen korak-po-korak  glasi:
(1) a = b (Pretpostavka)
(2) c = b (Pretpostavka)
(3) b = c (Iz (2) primenom svojstva (S) )
(4) a = c (Iz (1) i (3) primenom tranzitivnosti jednakosti)
Kraj dokaza.
♦ U prethodnom primeru, kao i u jednakosnim dokazima uopšte, svojstva jednakos- 
ti istaknuta kao aksiome koriste se obično u vidu pravila izvodjenja:

Ta i ta jednakost proizlazi iz tih i tih jednakosti 
Recimo, svojstvima (S) i (T) odgovaraju ova pravila (zapisana na uobičajeni način)

(S) ČŽ2 (Iz jednakosti x=y proizlazi jednakost y=x) 
y=x

(T) x=y> (Iz jednakosti x=y, y=z proizlazi jednakost x=z).
x=z



ZADACI

1. Dokazati implikacije:
b = aAb = c =*a = c, c = aAb =dAa = d => b = c 

Rešenje. Jedan dokaz prve formule glasi:

(1 ) b = a  (Pretpostavka)
(2) b = c (Pretpostavka)
(3) a = b (Iz (1) po pravilu (S))
(4) a= c (Iz (3) i (2) po (T) )

2. Neka su a, b, c neke prave. Da li se dokaz implikacije
b \\ a A b  || c =*• a || c

može dobiti ako se u đokazu navedenom u prethodnom zadatku znak = svuda za- 
meni znakom ||, podrazumevajući pri tom da se umesto (S), (T) koriste pravila:

(s„) * \ \ y  , (Tn)  i l i  ^ l|z
y  \\ x  x  \\ z

3. Dokazati implikaciju
b ~  UAb  ~  c=> a ~  c, 

gde je ~  ma koja relacija ekvivalenćije.

Uputstvo. U navedenom dokazu zadatka 1 znak = zameniti sa ~ .

4. Dokazati implikaciju
di  = đ2 A a 2 = a3 a ...A an^  = an => a i = an

5. Dokazati ekvivalencije
a = b =■ b = a, a = b a c  =b <=*b = a A c  = a

6 . Dokazati formulu
a = b a  c = d => (a = c *= b = d)

Uputstvo. Iz pretpostavki a = b, c = d, a = c izvesti b = d, kao i iz a=b, c = d, b=d 
izvesti a = c.

7. Dokazati formulu:

(S') x f y  => y f x

Rešenje. Formula ima oblik implikacije A => B. Dokazujemo je tzv. metodom svo- 
djenja na protivurečnost (reductio ad absurdum). Naime, da bismo đokazali da A 
povlači5, dokazaćemo da nije moguće da jednovremeno važe: A,~1B,  odnosno da 
iz tih dveju pretpostavki slede neke dve suprotne posledice R,  “ IR. Jedan dokaz iz- 
gleda:

(1) x f y  (Pretpostavka A)



(2) y = x  (Pretpostavka HB)
(3) x = 7  (Iz (2) po (S) )
Zaključak: (1) i (3) su dve suprotne posledice (od A,  ~IB), stoga vredi implikaci- 
ja^4 =>B.

8. Metodom svodjenja na protivurečnost dokazati implikacije
x = y A y f z = > - x f z ,  x  = y  a z f  u a u  = x  => y f  z

Rešenje. Jedan dokaz prve formule glasi (premisa x=y a y f z  označenaje sa.4, a za- 
ključak x f z  sa B):
(1) x=y , y f z (Pretpostavka A)
(2) x=z (Pretpostavka ~\B)
(3) ,y=x (Iz prve formule pod (1) primenom pravila (S) )
(4) y=z (Iz (3) i (2) po (T) )
Kraj đokaza, jer smo dobili posledice y=z, y f z :  formula (4) i druga formula pod
0 ).

9. Elementi nekog skupa označeni su sa^4, B, C, D, E, F, G i ne zna se koji su 
sve medju njima jednaki, a koji različiti. Raspraviti to pitanje na osnovu podataka:

B=G, A=C, E=D, GfA,  Đ=B, F=C
10. Da li se dobijaju tačne jednakosti iz

x  = y, z = u 
ako se x, y, z, u zamene sa:
a) 1 , 1 , 2 , 2 ; b) 2 , 2 , 2 , 2 ; c) 1 , 2 , 2 , 2  ?

11. Da li jednakost oblika a=d mora biti posledica jednakosti e=c, a=b, d=c ?

12. Da li je tačna implikacije x f y A y f z  => x f z  ?

13. Uočimo jednakosti
«i = a2 , a3 = a4, a3= a s

čije stranc su znaci konstanata a3, a4, a5 , \  izvestan skup A. Preslikavanje
oblika

/  a l a 2 a 3 a 4 a s
l oti a2 a3 ct4 a s

(ah a^, a 3, a 4, 0% G A)

nazivamo tnodel^) (rešenje) datih jednakosti, ukoliko su tačne jednakosti:

ai = « 2, « 3  = a 4, a 3 = a 5,
Odrediti sve modele u slučaju A = { 1 , 2 , 3 } .
14. Dokazati da formule

a = b, b = c, c = d, d f  a
nemaju nikakav model.

^Uopšte, ako je uočen skup izvesnih jednakostioblika a-=aj skupaA, tada se preslikavanje čiji su 
likovi , a2> ... a slike su neki elementi 0 1 , 02., ... skupa A naziva m o d e 1, ukoliko za te 
elem enteO i, a2 ,... dobijene jednakosti stvarno važe u skupu A.



15. Uočimo skup S  jednakosti:

«i = a i> ai =a2,
&2 = & 1, &2 =

b i = bi> bi  ~ b 2, b i = b 3, 
b2 - b u  b2 = b 2, b2 = b 3, 
b 3 = b b 3 =b 2, b 3 = b 3

Dokazati da je taj skup dokazno zatvoren, odnosno da se iz tih jednakosti kao po- 
sleđica ne može dokazati ni jedna nova jednakost (po a.,-6/).

Rešenje. Sa slovima a3, a2, b 2, b2, b 3 moguće je uočiti tri vrste jednakosti: jedna- 
kost dvaju a-ova, kao ax=a2 i sl., jednakost dvaju b-ova i najzad jednakosti oblika 

= by Jednakosti prve dve vrste pripadaju skupu S. Ostaje još da se dokaže da ni- 
jedna od jednakosti oblika = b. nije posledica datih jednakosti. Dokazujemo to, 
primera radi, za jednakost a x = b2. Pretpostavimo suprotno, odnosno da ta jedna- 
kost jeste posleđica skupa jednakosti S, i uočimo ovo preslikavanje

/  ai a7 b  ̂ b2 b 3 \
[ 1  1 2 2 2 1

Nije teško uvidetida je to jedan model svih formula iz S. Medjutim, formula ax = b2
nije u tom modelu ispunjena, jer 1=2 nije tačna jeđnakost. Dakle, ax = b2 zaista
nije posledica skupa S. Slično važi i za ostale jednakosti oblika a. = b..

Napomena. Skup S  je posebnog oblika; to je,.reći ćemo tako, razvrstan skup jedna-
kosti. Opštije, neka su A, B, C, ... izvesni medjusobno disjunktni neprazni skupovi
slovađ!, a2 , ..., odnosno bx, b2, ... i sl. Sa S  označimo skup svih formula oblika

a. = a., b, = b c = r  ... i j’ k s m rf

pri čemu su a., a. ma koji elementi skupa A, bk , bs skupa B i sl. Takav skup S  na- 
zivamo razvrstan skup (jednakosti).

16. Neka je S  razvrstan skup jednakosti. Dokazati da je on dokazno zatvoren.

17. Neka je ~  relacija ekvivalencije skupa A. Dokazati formule

(i) a ~  b <=> ( V x) (x ~  a <=> x  ~  b), (ii) a ~  b <=* ( 3 x) ( x ~  a ax  ~  b) 

gde su a, b,x,  elementi skupa A.

Rešenje. (i) Za dokaz s l e v a  n a d e s n o  dosta je izvesti ove dve implikacije 

a ~ b  =■ (x ~  a=> x ~  b), a ~ b = > ( x ~ b = > x ~ a )  
za ma koji element x  skupa A,  što sledi neposredno na osnovu svojstava (S), (T) rela- 
cije ~.

Jedan dokaz z d e s n a  n a l e v o  glasi:



(1) ( V x )  (x ~  a ■*=*> x  ~ ' b)  (Pretpostavka)
(2 ) a ~ a ^ a ~ b  (Iz ekvivalencije x~a*=>x~b, kcrja prema (1) vre-

di za svaki x skupa A, stavljajući umesto x  baš a)
(3) T <=> a ~  b (Jer ~  je refleksivna pa je a ~  a tačno)
(4) a ~  b (Iz (3) na osnovu istinitosne tablice za •*=*•)

Kraj dokaza implikacije ( V x )  (x ~  a <=*• x  ~  b) => a ~  b, a samim tim i prve ekvi- 
valencije.

(ii) Dokaz s l e v a  n a d e s n o  sledi neposredno — postojeći x je, recimo a.
Dokaz z d e s n a  n a l e v o  sledi na osnovu svojstva tranzitivnosti relacije

(1) (3 x) ( x ~  a a x  ~  b) (Pretpostavka)
(2) x ~  a , A x Q~  b (Postojeći x označili smo sa xq)
(3) a ~  b (Iz (2) na osnovu (S) i (T))

18. Neka je ~  relacija ekvivalencije skupa.4. Klasa ekvivalencije Ca proizvoljnog ele-
menta a iz A  uvodi se definicijom

Ca M  { x G A  I x ~  a}
Dokazati da klase ektivalencije imaju ova svojstva

(i)  Cać<b, (ii) Ca = Cb **=>• a ~  b, (iii) Ca n  Cb = <t> <=* a b,

(iv) U  C=A, tj. unija1) svih klasa ekvivalencije jednaka je skupu A.
aSA.

Dmgim rečima, relacijom ekvivalencije skup A se razlaže (razbija) na neprazne, 
medjusobno disjunktne podskupove.

Rešenje. (i) Pošto a ~  a, to a G Cfl pa je Cfl neprazan skup.
(ii) Podsetimo najpre da su skupovi Ca, Cb jednaki akko imaju iste elemente, od-

nosno

Ca = Cb *=* ( Vx )  (x e  Ca <=> x G C ^

Dalje, na osnovu defmicije klase ekvivalencije, vredi: t £ C fl4=>r ~ f l , x £  Cb*=>x~b, 
na osnovu čega prethodna ekvivalencija postaje

Ca = Cb *=> (Vx) (x ~  a *=* x  ~  b)

Koristeći još i ekvivalenciju

a ~  b <=> (V x) (x ~  a <=> x  ~  b) 

dokazanu u prethodnom zadatku neposredno zaključujemo

Ca = Cb*=* a ~ b
(ii) Presek Ca O Cb je prazan skup akko njemu ne pripada nijedan element (sku- 

paA),  tj.

^Ako su S|(i 6 I) izvesni skupovi, njihova unija u  Sj je skup svih onih elemenata koji pripa- 

daju bar jednom od skupova S j . ^  ^



ca n c b = 4> <=*• 1 /  l x )  ( x m t a  n  Cb)  ffi 
ca n ^  1 f' 3 ^  e ca a x e cy

Dalje dokaz teče slično kao pod (ii) korišćenjem ekvivalencije 

a ~  b <=> ( 3;c) (x ~  a A x ~ b )

(iv) Pošto je Ca podskup od A,  to je i U  Ca takodje podskup od A.  Dakle
a EA

U  Ca C A- Za dokaz obratne inkluzije A  C U  c a dosta je i&koristiti činje- 
a £A ff.eA
nicu da a pripada klasi Cw

19. Neka je A izvestan skup i A . ( i E l )  podskupovi od A  koji zadovoljavaju uslo- 
ve:
(i) A { f  <P, za svaki i EI ,

(ii) A . n  A ■ = <!> ako i f  j,

(iii) U A-x = A
fE l

Drugačije se kaže đa je familija A..(i E l )  jedno razlaganje ili razbijanje sknva A. 
Neka je, dalje, ~  relacija skupa A ovako uvedena:

x  ~  y  akko x,y pripadaju istom skupu Ap za neki i 
Dokazati da je ~  relacija ekvivalencije čije su klase upravo Aj.

20. Dokazati ekvivalenciju
S je razvrstan skup <=* S je dokazno zatvoren, 

gde je S ma koji skup jednakosti.

Uputstvo. U vezi sa=>-defom videti zadatke 15 i 16. Da bismo dokazali <=-ćfee>,de- 
finišimo najpre relaciju ~  (u skupu A  svih slova koja učestvuju u formulanu iz S):

d e f’
x  ~  y  formula x  = y  pripada 5

Pošto je S  dokazno zatvoren, tj. zatvoren u odnosu na primenu pravila (R), (S),(T), 
to je ~  relacija ekvivalencije skupa A. Prema prethodnom zađatku njome se skup A 
razbija na neprazne medjusobno disjunktne skupove — na klase ekvivalencije čija je 
unija skupA Kako za proizvoljne elemente x,y  skupa A  vredi:

x ~  y  akko x, y  pripadaju istoj klasi ekvivalencije
to vredi i:

x = y  E S akko x,y  pripadaju istoj klasi ekvivalencije 
što upravo znači da je S  razvrstan skup jednakosti.

21. Skup jednakosti



Xi = X3, X2 =XS, X 4 =  X 3, X6 =X4, X-, = Xs

dopuniti sa što manje novih jednakosti tako da se dobije razvrstan skup S  (tj. 
đokazno zatvoren — videti prethodni zadatak).

Rešenje. Prikazujući slovaXi, x2 , ..., x n grafičkim tačkama ajednakost oblika
x.= streUcom koja vodi od x. ka x., dobija se skica, tzv. graf 1 J 1 J y

pomoću koje se zadatak rešava neposredno. Kao prvo, 
ba da sadrži svaku od jednakosti

Xi =XV Xi =X3,

X OJ II X X3 =x3,

X II X x4 =x3,
X 6 =Xi, X6 =X3,

Xi  = X 4 ,  x  1 = x 6, 

XS =X4, x 3 = x 6,
Xq X4, X 4 X 6,
x6 = X4, X6 =  x 6

koje su u vezi sa prvim delom grafa (možemo reći i: medjusobno su povezane). U 
stvari, pored tih S  sadrži jedino još i ove jednakosti (u vezi sa drugim delom grafa)

Dopunjeni graf izgleda

X2 II žf X2 = XS, x2
Xs = x2, Xs = XS, Xs
X? II S Xn = XS, xn

= x n,
= x n,
= Xn X-I

Napomena. Prethodno rešavanje bilo je više grafičko no strogo formulsko. Medju- 
tim, ta se „mana” lako otklanja. Naime, elementi skupa S,  koji su neke jednakos- 
ti obhka u = v, mogu se strogo ovako odrediti
u = v Postoji konačno mnogo slova z u  ..., zk (neka od uočenih slova x it...,xn) 

tako da ma koja od jednakosti
U = Zi, Zi = z2, ..., zk = v 

označena sa p = q zadovoljava uslov:
(i) ona je oblika p = p  ili,
(ii) p = q je član skupa M  ili,
(iii) obratna jednakost, tj. q = p je član skupa M.



U opštem slučaju može se na sličan način dokazati da se ma koji skup M  jednako- 
sti može dopuniti sa što manje novih jednakosti tako da se dodje do razvistanog 
skupa S.
Napomena 2. U prethodnom zadatku u stvari je opisan postupak kak) se od neke 
date relacije p izvesnog skupa A  može doći do minimalne relacije ekvivalencije p~ 
koja tu relaciju sadrži, tj. do tzv. ekvivalencijskog ili (R,S, Tj—zatvorenja za p. U 
slučaju kada je relacija p data skupovno —skupom odgovarajućih uredjenih parova, 
skup p~ biće nađskup od p, i to minimalni nadskup kojim je odredjena relacija ek- 
vivalencije.

22. Za relaciju p skupa {*!,..., x7 } -(navedeni su svi slučajevi važenja relacije)

*1 p x 3, X2 p x s, A4 p X3, X6 p x 4, Xn p X5 

određiti ekvivalencijsko zatvorenje p~.

Uputstvo. Zadatak je izomorfan sa prethodnim; dosta je znak = svuda zameniti sa 

P- 1
23. Datu ielaciju p skupa A  dopuniti do ekvivalencijskog zatvorenja p~
a )  4̂ je skup { 1 , 2, 3, ..., 5}  ,p je odredjena formulama

1 p 4, 1 p 5, 8 p 6, 3 p 2
b )  A  je {a, b, c, d, e } ,  p je odredjena formulama

a ~  c, d  ~  e

c) A  je { 1, 2, 3, ..., 10} ,  a relacija p je odredjena grafom

2 ____—— - s —© 7

3
24. Za relaciju p datu tablucom odrediti ekvivalen- 

cijsko zatvorenje p~.

Rešenje. Graf uečene relacije izgleda

• < 7  i
a njegovo (R, S, T) upotpunjenje je: 

b

10

p a b c d  e

a i  T 1 1 i
b i . i j i i
c i  i  i  i  i
d i  i  i  i  T
e i  i  i  i  i

*

Stoga, u datoj tablici najpre uklanjamo sve 1—ove, a potom dodajemo neophodan 
broj T —ova premaprethodnom grafu. Na krajujoš preostala prazna polja popunja-



vamo 1-ovima. Dakle, postupak izgleda ovako
a b c d e a b c d e P~ a b c d e

a T a T T T a T T T 1 i
b T b T T T b T T T i i
c c T T T c T T T 1 i
d T d T T d 1 i 1 T T
e e T T e 1 1 1 T T

25. Za relaciju p datu tablicom odrediti ekvivalencijsk'o zatvorenje p~

P a b c d e / 2) a b c d e / 3) P_\ a b c d e /

a T 1 1 T i i a T 1 1 1 i i a i 1 1 i i i

b 1 1 1 1 i i b 1 1 i T i i b i 1 1 1 i i

c 1 T 1 1 i 1 c 1 1 i T i i c i 1 i 1 i i
d T 1 1 i i 1 d 1 1 1 i i i d i i 1 1 i i

e i 1 i 1 -T 1 e 1 i i i i T e i 1 i 1 i i

f i i 1 i T 1 f 1 1 1 i i 1 f i i i 1 i i

26. Odrediti sve modele formula

a i = a 2, a3 =a5, = a4) a4 = au  a-,s= a3, a3 f  ax

ako se a- tumače kao 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.
27. Da li postoji model formula

a =c, c=d,  d = b, a f b
28. Koliko najmanje različitih objekata (recimo brojeva) je dovoljno da bi se odre- 
dio model formula

a f b ,  a f  c, b f c ,  d f  e
29. Neka je M  skup izvesnih jednakosti po a^, a2 ........Dokazati:

Jednakost a{ = a^je (R, S, T) -  posledica skupaMako i samo ako tajednakost va- 
ži u svim modelima skupa M.
30. Nekaje M  skup izvesnih jednakosti i različitosti po a v a2, ... (tj. formula vi- 
da đj = 0j , f  a.) Dokazati:

Skup M  ima model ako i samo ako iz M  nije moguće izvesti dve suprotne formu- 
le (kao flj = ffj, flj f  aT) primenom (R), (S), (T) svojstva jednakosti i još ovih dvaju 
pravila

(s’) x ^ y  , (t ’) x = y>y f z
y f x ’ ' X f z

Uputstvo. U skupu M  uočiti podskup koji čine njegove jednakosti, a potom obrazo- 
vati odgovarajući razvrstani skup S.
31. Nastavak prethodnog zadatka. Dokazati:

Formula a. = a., odnosno a  ̂ f  x:. je (R, S, T, S ’, T ’) -  posledica skupa M ako i sa- 
'mo ako ta formula važi u svim modelima skupaM.



♦ Jedmkost je saglasm sa svakom matematičkom operacijom. Recimo, saglas- 
nost sa sabiranjem izražena je formulom:

*1 = J ' i  A  x 2 = => Ai +X2 = y x + y 2 (xlt y u , y 2 ma koji brojevi)
koja se može iskazati i rečima:

Jedmkosti se smeju sabirati
Opštije, saglasnost sa nekom matematičkom operacijom/ dužine n izražava se 
formulom:

(Sf) xx = y xA ... A  x n =yn => f ( x u  ..., xn ) = f ( y u ..., y n ) 

To svojstvo se najčešće koristi kao pravilo izvodjenja:

(S f )
X \ = yi >  *n = -yn 

f ( x i, x j= f ( y u .... y j

Naime ako se u nekom dokazu nalaze formule oblika

*1 =.Vi, = y 2, ..., x n = y n,
tada je moguće za nov član dokaza uzeti formulu 

f (xi ,  - ,  xn ) = f ( y u ..., v j

♦ Neka je ~  relacija ekvivalencije skupa A  i /  izvesna njegova operadja dužine n. 
Kažemo da je ~  saglasm sa /  (ili da je ~  kongruencija operacije / )  ukoliko za sve 
x u y u ..., x  , y n iz skupa A  važi uslov

* 1  ~Tia ... A-*n~ y n => f ( x \ , .... x n )  y j

♦ Jedna od opštih posledica do sada navedenih aksioma jednakosti ( (R), (S), (T)
i aksiome saglasnosti sa ma kojom operacijom) jeste tzv. zakon zamene (za izraze): 

U bilo kojem izrazu dozvoljeno je neki njegov deo, podizraz zameniti drugim sa 
njim jednakim izrazom (videti zadatke 32—37). Recimo, važi jednakost 

2 + 3-(4 +2) =2 +3-6 (Jer 4 + 2 = 6 )

ZADACI (nastavak)
32. Dokazati implikacije

X\ = 7 i A  X2 =y 2 a  x2 =y 3 => (xx +x2 ) - x 3 =( y x +y 2 ) - y 3

(x\, y  \ ma koji brojevi)

Rešenje. Jedan dokaz je niz:
( 1) X\ =y\
(2) =y2
(3) rc3 = y3
(4) X\+x2 =yx+y2

(Pretpostavka)
(Pretpostavka)
(Pretpostavka)
(Iz (1) i (2) primenom pravila

*i = y i, x2 = y 2 
X\ + x 2= y  i + y2

odnosno sabiranjem jednakosti ( 1) i (2))



(5) (X! + X2 ) ■ x 3 = (yt + y2 ) ■ y 3 (Iz (4) i (3) primenom pravila

a\ ~ b i, a2 = b2 
a i ■ a2 = b2 ■ b2

tj. množenjemjednakosti (4) i (3) )

33. Dokazati implikacije
x=y=>a + x  = a + y ^ x + a = y + a ,  x = y = > a - x = a - y A x - a = y - a

(x,y/z ma koji brojevi)

34. Dokazati implikaciju

x = y = > a t : x = a - b y  A x  *  a = y  *  a 
(x, y, a elementi skupa S, * operadja tog skupa)

35. Dokazati implikadju
=y\  a o c j  =  j 3 =* = ( y ^  y2) * y 3

36. Dokazati:
A =B =■ x  -ir (yoA) = x  *  (y°B)

tj. u izrazu x  *■ (yoA) dozvoljeno je podizraz A zameniti jednakim izrazom B. 

Rešenje. Dokaz je, recimo:
(1) x = ;c (Aksioma (R) )
(2) y  = y  (Aksioma (R ) )
(3) A =B  (Pretpostavka)
(4) y°A =y°B (Iz (2) i (3), prema aksiomi saglasnosti jednakosti sa °)
(5) xMy°A)=yfr(y°B) (Iz (1) i (4) )
Kraj.

Napomena. U tački XUI Još o jedmkosti izlaže se opšti slučaj zakona zamene.
37. Dokazati formule

x=y=> x2 =y2, x = y =  X3 =y?, x= y= > ač +bx + c = ay2 +by + c 

x  = a ^y  =b => X2 +y* =a2 +b2, x = at\y =b =■ 2x + 3y =2a + 3b
(a, b, x, y  ma koji brojevi)

38. Neka su formule (o prirodnim brojevima) 
x  + 0 = x, x + y ’ = (x+y)’
1 = 0 ’, 2 = l ’, 3 = 2 ’, 4 = 3 ’ i sl. 

uzete za aksiome. Dokazati teoreme (tj. posledice aksioma)
3 + 2 = 5 ,  3 + 3  = 6, 7 + 11 =18, 8 +15 =23 

Rešenje. Sve se jednakosti dokazuju slično. Evo jednog dokaza prve jednakosti, kao 
uglednog primera



6 6 VI Jednakosni dokazi. AJgebra brojeva

3 + 2  = 3 + 1 ’ (Jer, 2=1 ’ je aksioma. U stvari koristi se i zakon zamene, ali se to 
u obrazloženjima prećutkuje)

=  (3+1)’ (Koristih smo drugu aksiomu: x, y  su redom 3, 1)
= (3 + 0 ’) ’ (Jer 1 = 0 ’)
= (3 + 0 )” (Prema drugoj aksiomi)
= 3 ” (Jer 3 + 0 = 3 ,  prema prvoj aksiomi)
= 4 ’ (Jer 3 ’ = 4; to sledi iz aksiome 4 = 3 ’)
= 5 (Jer 4 ’=5)

Dakle, 3 + 2 = 5, što sledi na osnovu svojstva (T) jednakosti.
Napomena. Na osnovu navedenih aksioma (to je, u stvari, deo tzv. Peanovih aksir 
oma za prirodne brojeve) lako se dokazuje ma koja jednakost tablice sabiranja pri- 
rodnih brojeva.

39. Produžetak prethodnog zadatka. Aksiome su još i ove formule
x  - 0 = 0, x  ■ y ’ = x-y+x-

Dokazati jednakosti
3- 2 =6, 4 ■ 7 =28, 6 ■ 5 = 30 

Rešenje. Jedan dokaz prve jednakosti glasi

3 ■ 2 =  3 ■ 1 ’ (Jer 2 = 1’) =  3 ■ 1 +3  (Druga aksioma) =  3 ■ 0’ +  3 (Jer 1 = O’)

= (3 ■ 0 + 3) + 3 JDruga aksioma) = (0 + 3) + 3 (Jer 3 - 0 = 0 )

=  3 + 3  (Jer 0 + 3 = 3 )  = 6

Dakle: 3-2  =6, smatrajući da je jednakost 3 + 3 = 6  ranije dokazana (videti pret- 
hodni zadatak). >
4 0 . Koristeći asocijativni zakon sabiranja kao aksiomu, dokazati jednakost

a + (b + (c+ d ) )  = ((a+b) + c)+d,  

gde su a,b, c ,d  ma koji prirodni brojevi.

Rešenje, Aksioma1) je
A(+) x  + (y + z) = (x + y )+  z,
te jedan dokaz uočene jednakosti glasi: 
a + (b + (c + d)) = (a + b) + (c + d)

(Primena aksiome A(+): x, y, z su redom a,b,  c + d  )
= ((a + b) + c) + d

(Ponovo primena aksiome A(+), s tim što su sada x, y, z re— 
dom a + b, c, d)

Kraj (podrazumevajući korišćenje tranzitivnosti jednakosti).

Obično se korišćenje opštih svojstava jednakosti u dokazima ne ističe posebno. 
U daljem često tako činimo. Naravno takav skraćen jednakosni ddcaz može se do- 
puniti do podrobnog u kome bi bila naznačena i svaka primena neke od aksioma

OAsocijativni zakon A(+) može se dokazati na osnovu aksioma x+0 = x, x+y’ -  (x+y)’ i aks+ 
ome indukcije za prirodne brojeve. O tome u tački XV IPrirodni brojevi.



jednakosti.

41 . Zamislimo da se u prethodnom dokazu znak + svuđa zameni znakom • . Da li 
će taj dokaz preći u dokaz jednakosti.

a- (b • ( c - d ) )= ( ( a -  b ) -  c ) -  d )  (a ,b ,c,d  prirodni brojevi/ 

na temelju zakona

A(-) ( x - y ) - z = x -  (y-z)
42. Neka je * asocijativna operacija skupa S. Dokazati jednakost

((a  *  b )  *  c )  *  d  = a *  (b  *  ( c ^  d)), 
gde su a, b, c, d  ma koji članovi skupa S.

43. Neka je *  asocijativna operacija skupa S. Dokazati jednakost
a  *  ((b-Cr c v  (d-be))=(a *  b ) * ( c  *  (d  *  e))

Napomena. U zadacima 42, 43 sreli smo dva slučaja u op šten og  a socija tivn og zakona 
prema kome:

U Slučaju asocijativne operacije, dozvoljeno je kod izraza (sagradjenog pomoću 
znaka te operacije) zagrade obrisati, te ih zatim po volji ponovo postaviti (naravno 
tako da se opet dobije izraz). Tako se dolazi đo izraza jednakog polaznom.

44. Koristeći asocijativni zakon množenja dokazati:

X2 • x? = x s, (x? /  = X6
Uputstvo. x 3 =  (x ■ x) ■ x, x4 =  ((x ■ x) ■ x) ■ x  i sl.

45. Koristeći asocijativni zakon sabiranja, kao i definiciju ad itivn og stepena
def Hpf

2x —  x + x ,  3 x — (x + x)+x,  4 x =  ((x +x) +x) +x  isl. 

dokazati j e dnako sti:
2x + 3x = 5x, 3(2x) = 6x

46. Jednakosti tablke sabiranja prirodnih brojeva (bez nule) kao
2 + 2 = 4 ,  53 + 34 = 87 i sl. 

mogu se dokazati i na temelju ovih aksioma 

A(+) (x + y ) +  z = x + (y  + z),
tj. asocijativnog zakona sabiranja, i još jednakosti

2=1+1,  3 = 2 + 1 , , 10=9+1, 11 = 10 + 1, ..., 20 = 19+1, ...

koje se mogu shvatiti kao definicije brojeva 2, 3, 4, ... (pomoću broja 1 i pojma 
,,za jedan veći” , tj. pojma sledbenik). Uveriti se u to na primerima jednakosti: 

2 + 2 = 4 ,  2 + 3 = 5 ,  8 + 7 = 15

Uputstvo. 2+3 = 2+(2+1) = (2+2 )+l = (2+(l+l))+l =((2+1)+!)+! = (3+l)+l 
= 4+1 = 5.



Primedba. Ranije smo (zad. 38) tablicu sabiranja prirodnih brojeva dokazivali na 
temelju drugih polaznica — drugih aksioma. Uopšte, kada se u matematici doka- 
zuje izvesna činjenica, onda dokaz bitno zavisi od činjenica koje su uzete za ak- 
siome. A u izboru aksioma u načelu postoji više mogućnosti.

47. Koristeći komutativni i asocijativni zakon sabiranja realnih brojeva dokazati 
jeđnakost

a + b + c = c + b + a  (a, b, c G R)

Rešenje. Prethodno podsetimo da se zbirovi dva i više sabiraka definišu rekurzivno:

a+b+c= (a+b)+c, a+b+c+d =  ((a+b)+c)+d i sL

Jedan dokaz uočene jeđnakosti glasi:

a+b+c = (a+b)+c 
= c+(a+b) 
= c+(b+a) 
= (c+b)+a

(Definicija)
(Primena zakona K(+): x+y = y+x)
(Primena zakona K(+) )
(Primena zakona A(+): (x+y)+z = x+(y+z), i to zdesna nalevo)

Kraj.
48. Operacija *• skupa S  zadovoljava komutativan i asocijativan zakon: 

K(*) X *  y  = y  ir x, A(*) (x  *  y ) *  Z = X *  (y *  z) 
Dokazati jednakost

( u t t v) = (\V  * v) 'bu
za sve elemente u, v, w skupa S.

Uputstvo. Na dokaz iz prethodnog zadatka primeniti preslikavanje
(  a b c + j 
\ u v w •» /

i uveriti se da se dokaz prevodi u dokaz.

Napomena. U shičaju operacije koja je i komutativna i asocijativna u izrazu (sagra- 
djenom pomoću znaka te operacije) dozvoljeno je zagrade obrisati, članove izraza 
po volji razmestiti, i potom zagrade po volji (ali ispravno) ponovo postaviti. Tako 
se dolazi do izraza jednakog polaznom.
49. Pretpostavljajući da je * komutativna i asocijativna operacija skupa S, dokazati 
jednakost

(a *  b ) *  ( c <r d )  =  (b *  c) ■ ^(d'b a ) (a,b ,c,d £ S )
50. Koristeći komutativan i asocijativan zakon sabiranja kao i defmicije:

2 x ~  x+x, 3x =  (x+x)+x, 4x =  ((x+x)+x)+x i sl. 

dokazati jednakost
(a+2b)+(2a+b) = 3(a+b) (a,b ma koji brojevi)

51. Uočimo preslikavanje



Koje zakone za je dovoljno uzeti za aksiome da bi se dokaz jednakosti iz pretho- 
dnog zadatka preslikao u dokaz za:

(u ■ v2 j • ( i f  ■ v) =  (u- v)3 (u,v proizvoljni brojevi)

52. Na temelju aksioma (o realnim brojevima)
x+y = y+x x  • y  = y  ■ x

(x+y)+z = x+(y+z) (x ■ y) -z = x  - (y-z)  
x ■ (y+z) = x  ■ y  + x  ■ z

dokazati formule (o realnim brojevima)
a) x  ■ (y+z+u) =x ■ y+x ■ z+x ■ u
b) (x+y)-(z+u+v)=x- z+x ■ u+x ■ v+y ■ z+y ■ u+y ■ v
c) (x+yf- = X2 +2xy+y 2, d) (x+y)3 = x 3 +3x2 y  + 3xy2 + y 3

Primedba. Formulab) izražavajedan slučaj množenja dva zbira.

53. Da U je poslednja formula medju aksiomama prethodnog zadatka poslecica osta-
lih?

54. Produžetak zadatka 46. Uz aksiome iz tog zadatka uočimo i ove

x - 1 =x, x- (y+z)=x-y +x.  z 
Dokazati jednakosti kao

2 - 3  = 6, 3 - 4  = 12
tj. razne jednakosti tabhce množenja prirodnih brojeva (bez nule).

Uputstvo. Prethodno se mogu dokazati jednakosti kao
2=1+1, 3 = 1+1+1, 4 = 1+1+1+1 isl.

Tada, recimo: 2 - 3  = 2 - (1+1+1) =2 ■ 1+2 -1+2-1  =2+2+2 itd.

55. Osnovna algebarska svojstva celih brojeva opisuju se formulama

x+y = y+x x  • y  = y  ■ x
(x+y) +z = x+(y+z) ( x - y ) - z  = x - ( y - z )

x+0 = x  x  ■ 1 = x
x+ (-x)= 0

x • (y+z) = x  ■ y+x ■ z
Polazeći od tih formula kao aksima dokazati teoreme

(a) -  (~x) =x, (b) -  (x+y) = ( - x )  + (~y), (c) x  ■ 0 = 0,
(d) ( - x ) - y  = -(xy), (e) x  ■ ( - y )  = -(xy ), (0  ( - x ) - ( - y ) = x y



Uputstvo.

(a) - ( - x )  = - ( - x )  + 0 (Aksioma x+-0 = x; umesto x stoji ~(—x))
= —(—x) + (~x) + x  (Jer 0= -x+x. U stvari x+(—x)=0, ali po pravilu

(S) sledif? = -x+x. Zagrade msu pisane, jer us- 
led asocijativnosti operacije +, mogu biti nakna- 
dno po volji stavljene.)

= ( - ( - x )  + (~x))+x
= 0 + x  ( jer —A+A = 0; A  je - x )
= x

(b) -(x+ y)= -(x+ y) + 0
= -(x+ y) + x+y + ( - y )  + ( - x )  (Jer x+y + (~y) + ( - x )  = x+0+(-x)=0)
= 0 + (—y)  + (—x)  (Jer —A+A = 0; A je x+y)
= ( - x )  + ( - y )

(c) x- 0 =x- 0+0=x ■ 0+x■ 0+(-(x- 0)) =x(0+0) +(- (x-  0)) =x - 0 + ( - (x  ■ 0))=0
(d) (~x) ■ y  = ( - x )  ■ y+0 = (~x) ,  y+xy+(-(xy)) = (-x+x)y+(-(xy))

= 0 - y  + ( - ( xy ) ) = 0  + (-(xy )) = -  (xy)
def56. Uz aksiome prethodnog zadatka uvodimo i definiciju: x —y  =  x  + (—y). Doka- 

zati formule

(a) y  + ( x - y )  = x, (b) y+z = x  => z = x -y ,  (c) x ■ ( y -z )  = xy  -  xz,
(d) (x - y ) ( z - u ) = xz -  xu -  -yz + yu, (e) x 2-  y 2 = (x -y )  ■ (x+y).

def57. Polazeći od aksioma zadatka 55 i definicije x—y  =  x  + (—y)  dokazati jedna- 
kosti

2 + ( - 2 ) = 0 ,  3 + (-2 )  = 1, 2 + ( -3 )  = -1 , (-2)+ (-3) = -5 ,
. 2 - 2 = 0 ,  2 —(—l) = 3, ( - 1 )  - 3  = -4 , (-1 ) -  ( -3 )  = 2,
(-3 )  -  ( - 1 )  = -2 ,  ( -2 )  ■ 3 = H  ( - 2 )  ■ (-3 )  = 6,

uz korišćenje tablice sabiranja i množenja prirodnih brojeva (za koje je, inače, do- 
voljno kao polazne pretpostavke uzeti još i jednakosti: 2=1+1,  3 = 2+1, 4=3+1, 
... -  zadatak 46 i 54).

Napomena. Primećuje se da svojstva istaknuta u zadatku 55 bitno utiču na algebru  
ce lih  b ro jeva  — ona je, u stvari, odredjuju.

58. Produžetak zadatka 55. Uz aksiome tog zadatka, kao aksiomu uzimamo i:

x  f 0 = > x - L  = l

Usvajajući još i definicije

X  -  y  = =  X  + ( - y ) ,  y  =  X  - y  (Ukoliko .v f  0 ) 

dokazati formule

-  = -  =>■ ad =bc (Ako b,d f O  )
b d



ax = ay ^ x  = y (Ako a f  0 )

a . . ad+bc a_ c  _  a d - b c (Ako b, d  f  0)
b d bd b d  bd

a c  _ ac 0 . ■ £  =.,a d (Ako b, d  f  0 , odnosno b, c, d  f  0 )
b d Ou cr d b c

Uputstvo. Koristiti se i činjenica

koju dokazujemo u tački IX Razni prim eri, zadatak 21.
Jedan dokaz prve formule je, recimo:

=*- d eo  Neka -  = - .  Množenjem sa bd  dobijamo b d ■ f  =bd- - ,  odakle ad=bc, 
b d  b d

\

ie i b - -  = a,d- — = a, budući da su b, d  različiti od 0 .
J b d

= -d e o .  Polazi se od ad. = b c  b ,d  f  0  pa se obavlja množenje sa f • -  itd.b a
Uslovna ekvivalencija

ax = a y  < = >  x = y  (Ako a f  0 )
zove se zakon skraćivanja..Njegova <=— po lov in a  je posledica saglasnosti jednakos- 
ti sa množenjem. Radi dokaza =>- p o b v in e  podjimo od pretpostavki 

ax = ay, a f  0

Množenjem jednakosti ax = ay  sa -  dobija se -  • ax = ^ ■ ay, odakle x=y, jer iz

a f O  sledi —■ a = 1. . 
a

Preostale formule se lako dokazuju pomoću zakona skraćivanja. Tako, radi doka- 
za treće formule uvodimo najpre oznake

£  _  a_ + c  £ ) =  ad + b c  
b d ’ bd

Lako se dokazuje bdL = bdD (pri tom se koristi i činjenica daje bd f  0 ), odakle 
skraćivanjem sa bd  sledi L=D. Slično se mogu dokazati i ostale uslovne jednako-
sti.
Napomena. Aksiome (tzv. aksiom e polja ) :

x + y  = y  + x 
( x + y )  + z = x + ( y  + z) 

x + 0  = x 
x + ( - x )  = 0

x • y  = y  ■ x 
(x ■ y )  ■ z = x ■ ( y  ■ z) 

x  ■ 1 = x
x f  0  => x  • -  = 1 

x
x - ( y + z ) = x - y + x - z

l f O



uz definieije

x  ^ —  x  + (~y), -  =  x • -  (Ako y  f  0)
y y

2 =  1+1, 3 =  2+1, 4 =  3+1, ...

prema dosadalnjem razmatranju odredjuju algebru razlomaka tj. racionalnih broje- 
va.

Medjutim, u radu sa brojevima koriste se i činjenice 
2 ? 0 ,  3 f  0, 4 f  0 , .....

bez kojih, inače, ne bismo imali razne osnovne jednakosti kao: 2 ■ — = 1, 3 ■ — 7
2  3

i sl. U vezi sa navedenim različitostima obično se ovako postupa: Hi se one uzmu 
za aksiome ili se navedenim aksiomama polja pridruže aksiome uredjenosti polja 
iz kojih, onda, slede sve navedene raziičitosti (videti tačku IX Razni primeri, zada- 
tak 54).

59. Produžetak prethodnog zadatka. Dokazati teoremu 

ax = b <=*• x = (Ako a f  0)

Napomena. Znači uz uslov a f  0, jednačina ax =b ima jedinstveno rešenje po x

60. Na kakve načine se može dokazati jednakost (o realnim brojevima)

(a+bf + (b+cf1 + (c+ap = (a+b+c)'1 + a2 + b2 + c2 

koristeći se njihovim osnovnim algebarskim svojstvima navedenim u zadatku 55. 
Uputstvo. Uvedimo oznake:

L = (a+b)2 + (b+c)2 + (c+a)2, D = (a+b+c)2 + a2 + b2 + c2 
Posle svocijenja lako se zaključuje

L = 2a2 +2b2 +2c2 + 2ab+2bc+2ac, D = 2a2+2b2 +2c2+2ab+2bc+2ac

Pri tom smo koristili i formulu (a+b+c)2 = a2+b2 +c2+2ab+2bc +2ac koju nije te- 
ško dokazati. Zaključak je da su L i D jednaki istom izrazu pa, P° svojstvima (S) 
i (T) jednakosti sledi L = D.

Tako je opisan jedan rtačin: Dokaz da su L  i D jednaki istom izrazu.
Drugi način je poći od L i postupno ga preobratiti u D, tređ  preobratiti D u 

L. Četvrti način se sastoji u tome da se dokaže jednakost L —D = 0, jer L=D •*=*■ 
L - D  =0.
ćl.Takozvana kongruencija po modulu 2 (oznaka =2) celih brojeva uvodi se ovako 

x =• v akko x,y pri deobi sa 2 imaju isti ostatak 
Dokazati da ta relacija ima naredna svojstva:
(i) Ona je relacija ekvivalencije skupa Z,



(ii) Njome se celi brojevi razvrstavaju na dve klase ekvivalencije: skup pamih 2Z 
odnosno neparnih 2Z+1 celih brojeva. Drugim rečima vredi ekvivalencija

x  E Z  <=> x  G 2Z v  x  E 2Z+1

(iii) Saglasna je sa osnovnim cperacijama skupa Z, tj.

x =2 y  a u =i v=> x+u =2 y+vAx ■ u =2 y  ■ v A (~xj  =2 (~y)  

Uputstvo. Koristiti jednakost a = bq + r  izvedenu u tački XV, zadatak 26 

62. Relacija=m,gde m  može biti 1,2,3, ..., uvodi se definicijom:

x =  y  akko x,y p ri d e o b i  sa m imaju isti ostatak

Dokazati:
— da je relacija ekvivalencije skupa Z,
— da se njome celi brojevi razvistavaju na m  klasa,
— da je saglasna sa.osnovnim operacijama skupa Z.
63. Neka je A  skup formula ☆ fll a2 a3

ai ~ ai> ai ~ a 2 ai a 1 a2 a 3

a2 ~ a i’ a2 ~ a2 ’ 3 *  °Peracija a2 ai a3
«3 a3 <*i

Dokazati da je A  dokazno zatvoren u odnosu na pravila (R), (S), (T), (S^), ođno- 
sno da se primenom tih pravila iz skupaZ ne može izvesti nijedna nova formula 
oblika flj ~  a..

Uputstvo. Prema zadacima 15, 16 skup A je dokazno zatvoren u odnosu na pri-
menu pravila (R), (S), (T). Za dokaz zatvorenosti u odnosu na primenu (SA) do-
kazati najpre da je to pravilo ekvivalentno sa ova dva
rc ’\ x  ~ y  , „ x  ~ y
(S<r) —;------- - (ST) —;-----------v '  x * z ~ y * z

Tada se zadatak svodi na proveravanje da je svaki od skupova

fli *  A, A+rai ,  a2 +r A, X * a2, a -^A , A *  a3

podskup od A . Pri tome
def ,

flj * A —  {a-i i* x~  a^'b y\ x  ~ y  & A } ,

tj. U; * A  se dobija „množenjem” svih formula iz A sa leve strane elementom â . 
Slično se uvodi A  * a..

Napomena. Zatvorenost skupa A u odnosu na pravila ~ ai a2 a3
(R), (S), (T), (S.,7), u stvari znači da je relacija ~  prika- a 1 T T i
zana datom tabhcom kongruencija i operadge *. a2 T T i

a3 1 1 . T



64. Neka je A 0 skup koji se sastoji od formule a x p a2, a *  operacija data tablicom.
Odrediti sve (R, S, T, S^) -  posledice skupa A Q tj. sve 
formule oblika a; p a. koje slede iz A q primenom pravila

(R). (S), (T), ( s jf .

Fiirnedba. Postavljeni zadatak je, u stvari, zadatak odredjivanja minimalne kongruen- 
cije operacije *  koja sadrži datu relaciju p (odredjenu formulom a  ̂ p a2).  To se od- 
ređjivanje može izvesti po koracima:

Najpre, polazeći od skupa A Q obavljamo njegovo (R, S, T) — upotpunjenje kao u 
zadatku 20. Tako dolazimo do skupa A  ^. Zatim A x upotpuniavamo primenom pra- 
vila (Sv?), ođnosno dvaju pravila (S^), (SJ7) . Tačnije, skupu A  j pridodajemo elemen- 
te skupova ax , A x * au A h A ^  â  i sl. Dobijeni skup označimo s a ^ 2 . 
Ponovo primenjujemo pravila (R), (S), (T), i dolazimo do^43, i tako naizmenično 
sve dok ne dođjemo1) do skupa koji je dokazno zatvoren u odnosu na primenu pra- 
vila (R), (S), (T), (S*), (S ^ ).

Rešenje zadatka. Skup A lt tj. (R, S, T) -  upotpunjenje za A q je

ax P a v a i p a2 
a2 P a i, a\ P a~

☆ a x a2 a3 a 4

d. a,  a,  a,  aA1 1 2  3 4
dn 2 a a, aA

2 2 3 1 4

a? i  a cs a3 1 2  4
aAa* a4 u4 ax

<h P a 3

a4 p a4

Množenjem sa a i sleva dolazimo do skupa

Ui * Ui p Ui *  ax, ax *  ax p ax * a2 
a2 *  Oj p ax *  a h ax ^  a2 p a i *  a2

ai*a3 p Ui*tf3
Ui*a4.p Ui *a4

Korišćenjem tablice operacije *  neposredno se zaključuje da je prethodni skup jed- 
nak A ,. Slično A x *  a x = A X. Znači, množenjem sa ax ne dobija se nijedna nova 
formula. Medjutim, množenje sa a2 prouzrokuje dve nove formule. Naime, skupo- 
vi a2 *  A X,A  i *  a2 su medjusobno jednaki i članovi su im formule 

a2 p a2, a2 p aj 
a3 p a2, a3p a3

a i p 3i
d/\ P #4

Nove formule su: a2 p a3, a3 p a2. Množenjem saa3 dolazi se do još dveju formu- 
la: a3, p a x, a x p a3 kojima treba upotpuniti A i . Time je spisak novih formula is- 

* Opisani postupak može u opštem slučaju biti beskonačan.



crpljen, jer c4 *  A x =A\  *  c4 = fo  p alt a4 p a4 }.

Prema tome, skup A  2 je
Ci p Ci,  Ci P C2 , Ci P c 3

C2 P C l, C2 P # 2> C2 P

C 3 P C l, C 3 P C2 , C 3 P C3

C4  p  C4

Taj skup je razvrstan -  dakle zatvoren u odnosu na primenu pravila (R), (S), (T).
Izmnažanjem sleva i zdesna redom elementima a \ a 2 a  3 c 4

c 1; c2, c3, c4 nije teško proveriti da je on Ci T T T i
zatvoren i u odnosu na (S,.,). Znači traženi skup a 2 T T T 1
svih (R, S, T, S^) -  posledka je upravo A 2, a C3 T T T i
tražena minimalna kongmencija cperacije ☆  koja a4 1 1 -1 T
sadrži relaciju p -(odredjenu formulom c^ p c2)
dataje tablicom:

Primetimo još da je saglasnost relacije ~  sa ☆ a i Oa a3 | CL̂
operacijom * moguće uočiti i na tablid te ope- a \ a i a 2 fl3 | a 4
racije, koja je, slično kao i tablica reladje ~ , ra- a 2 a 2 a 2 al | c 4

zložena na blokove odredjene klasama ekvivalen- c3 a 3 a i a 2 | c 4

cije {cx , c 2 , c 3 }, { c 4  }. Pri tome je svaki od 1
istaknutih blokova popunjen elementima iste c 4 a 4 c 4

24 1
a i

kiase. Slično vredi uopšte za tablicu neke operacije koja ima izvesnu kongruenciju. 

65. Dokazati da je relacija ~  kongruencija operacije *

ai a2 c3 c4 c5 C6 C7 C i C2 C3 C4  C5 C 6 C?

«l T i T i i i i a\ C i C4  C i C2 C2 C5 C4

a2 i T i i i T T a2 a2 a2 a6 ai a2 a6 a2
a3 T i J i i i i c 3 ai as ax a6 a6 a4 c 5

C4 i i 1 T T i i c 4 a4 a2 a4 a\ c 3 a6 a2
c5 i i i T T i i C5 a4 a2 c 4 c 3 C i c 6 a2
a6 i T 1 i i T T a6 a6 a6 a2 c 3 C i c 7 c 7

C7 i T i i - i T T ai ć?7 d'j # 7  i (73 (Zj a6

Uputstvo. Neposredno se proverava da je ~  relacija ekvivalencije skupa { c l r .. 

c 7 } sa klasama ekvivalencije { c 1( c 3 }, { c 2 , c 6 , c 7 } ,  { c 4 , c 5 } .  Za dokaz sagla- 
snosti sa operacijom * dosta je tablicu operacije preznačiti tako da u prvom stup- 
cu i prvoj vrsti dodju jedan do drugog elementi iste klase.

66. Date su relacija p i operacija * skupa {c, b, c, d, e, f } :



a p c, c p c, e p f  f  p f  * a b c d e f

(navedeni su svi slučajevi važe- a e b e d  a c
nja relacije) ^ a e c e d  b

c e d e b a c
d c e a e d b
e e a e c e f
f f  c f  a f  e

Odrediti minimalnu kongruenciju operacije *  koja sađrži relaciju p.

67. Data je operacija +6 skupa { 0, 1, 2, 3, 4, 5 }  i relacija p oredjena formulom 
2p0. Odrediti minimalnu kongruenciju operacije +6 koja sadrži reiaciju p.

68. Odrediti minimalnu kongruenciju operacije + celih brojeva koja sadrži relaciju 
p odredjenu formulom 2p0.

Odgovor. Tražena relacija je =  (kongruencija po modulu 2).

♦ Jednakost je saglasna  sa relacijom <  (realnih brojeva), što znači tačna je for- 
mula

* i  = y t A  = y 2 a x x < x 2 *>yt < y 2

Uopšte, za aksiomu se uzima da j e  jed m k o s t  sa glasm  sa ma k ojom  rela cijom  p 
dužine n, tj. tačna je formula

(Sp) * 1  = y  1 A . . .  A i n  = y n A p f x u  . . . ,  x j  => p ( y u  ..., y j

(Rečima: ako su x 1( ..., *n redom jednaki y l t ..., y n i ako su x u ..., *n u relad- 
ji P, onda su i y lt ..., y n u relaciji p>
♦ Ako je ~  relacija ekvivalencije skupa A i p njegova relacija dužine n,kažemo da 
je ~  saglasm  sa p (ili da je ~  kongru en cija  relacije p) ukohko je za svakl x lt v 1(

V  i zA  isPunjen uslov:
.+1 ~  y t a  ... a  xn  ~  y n a  p  f x u  . . . ,  xnJ => p ( y lt . . . ,  y j

ZADAQ (nastavak).

69. Dokazati implikacije

x = y A x < z = > y < z ,  x = y A z < x = > z < y ,  

gde su x,y,z  ma koji realni brojevi.

70. Dokazati implikacije
x = y A x p z = > y p z ,  x = v  a  z p  x => z p y ,



gde su x,y,z elementi skupa S a p  binama relacija tog skupa.

7L Jednakost je saglasna sa svakom reladjom pa i sa samom sobom, odnosno tačna 
je formula

Xi =yA A  x2 = y 2 A  Xl = x2 =>yj, = y 2 

Da li je ta formula posledica (R), (S), (T) svojstava jeđnakosti ?
Uputstvo. Videti zadatak 6.

72. Neka je A skup formula

f l l ' ~  a.2, ~ a 3 P a i a2 a  3 a4 as
a2  ' w a v a2 ~  a2, <*2 ~  a 3 a2 T T 1 T T

a 2 ~a a 3 ~ a 3 a2 T T T T T

a<\~ fl4, aC 'as a 3 T T T T T
a 5 ~ a i , a$~as a4 1 1 i T T

as 1 1 i T T

Dokazati da je A zatvoren u odnosu na primenu pravila (R), (S), (T), kao i pravi- 
la saglasnosti relacije ~  sa p :

(S^) y, u ~ v ,  x p u
y  p v

Dmgim rečima, dokazati da je relađja ~  odredjena skupom formula A kongruenci- 
ja relacije p.

Napomena. Primećuje se da je tablica relacije p razložena na blokove odredjene kla- 
sama ekvivalencije {a^, a2, a3-}, (a 4, as }. Takvo razlaganje je uopšte karakteristi- 
čnc za tablicu relacije koja ima neku kongruenciju.

73. Dokazati da je ~  kongiuencija relacije p

P a i 0^ a3 as a e a i a2 a3 tz4 a5 a6
ai i T i i T T ■ a, T i i T i i
a2 i T i i T T i T i i T T
a3 T i i T i i a3 i i T i i i
a* i T i i T T T i i T i i
as i T i i T T a5 i T i i T T
a6 i T i i T T a6 i T i i T T

74. Dokazati da je kongruencija 
po modulu 2 prirodnih brojeva 
kongruencija relacije p date tab- 
licom:

P 0 l 2 3 4
0 T T T T T
1 i T i T i
2 T T T T T
3 i T i T i
4 T T T T T

(Parne vrste su popu- 
njene samim T -ovima 
a u neparnim sa naiz- 
menično redjaju 1 i 

T )•
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VII ISKAZNE FORMULE. TAUTOLDGIJE

♦ Radi istraživanja osnovnih logjćkih operacija uvode se iskazne formule. To su 
zapisi kakvi su, na primer:

m pvq, p=*q,(~\pvq)=* r, ~l(pAq)

u kojimaporsd znakova osnovnih logičkili operacija učestvuju i znaci p,q,r — tzv. 
iskazna slova. Iskazne formule su, u stvari, izrazi obrazovani od iskaznih slova(bao 
promenljivih)1) i znakova osnovnih logičkifi operacija.

♦ Neka su iskazna slova, recimo

p ,q ? ,S č l ,q$ir u s1,p2,q2,r2,H< -  

Tada, stroga defmicija tskazne formule giasi:

( i)  Iskazm slova su iskazne formule .
( i i )  A ko su A, B iskazne formule, onda 'su iskazne formule i ove reči

~\A,(Aa B), (Av B), (A ~B), (A * ~ B )

( i i i )  Iskazne formule se dobijaju jedino primenom komčno puta pravilaff) i 00 -

♦ U definiciji iskazne formule učestvuju i pomoćni znaci2) zagrada ), (. Radi ušte- 
de u pisanju, obično se usvajaju razna pravila o izostavljanju zagrada. Tako, recimo, 
umesto (pAq), ( ( p v q )  A~\r), ((p  => q) =*• r)  pišemo redom: pAq, ( p v q )  A~\r,(p=>q)=rr. 
Za dmga pravila o izostatljanju zagrada navodimo ugledne primere:

Formula

((m )* r ) , (((pAq)Ar)As) 
((pvq)vr), ( ((pvq)vr)vs)  
((pAq) => r), ((pvq) => r)
(p => (qAr)), (p =*> (qvr)) 
((pAq) < = >  r), ((pvq)  <=*> r)

Zapis:

pAqAr, pAqAvAs 
p v q v r , p v q v r v s  
pAq => r, p v q  => r 
p => qAr, p => q vr  
pAq  <=> r, p v q  <=*> r

♦ Pri glavnom tumačenju (interpretaciji) iskaznih formula, iskazna slova se tumače 
kan rećenice, a znaci a  , v , =>, <=>. "1 kao odgovarajuće rečenične operacije.Pri to-

!)P ri tome iskazna slova mogu biti bilo koji unapred izabrani znacL Jedino se moraju, razlikovati 
od znakovalogičkih operacija: a  , v. =>, <=>. —I , od pomoćnih znakova zagrada ), (, kao i od o- 
nih znakova koji su već usvojeni kao oznake izvesnih konstanata (recimo T, 1).
2)lskazne formule se, slično kao i bilo koji dmgi izrazi mogu definisati i bez zagrada. Jedna mogu- 
ćnostje da se deo (ii) definicije zameni sa:

Ako su A, B iskazne formule, onda su iskazne formule i reči —lA, a  AB, v  AB, =*> AB, <=i- AB.



me, svakoj lskaznoj formuli odgovara takodje lzvesna rečenica.

♦ Za lskaznu foimulu F  definiše se njena vrednost t(F) koja može biti T ili 1. 
Vrednost foimule se, za svaku unapred pretpostavljenu vrednost njeruh tskaznih 
slova odredjuje prema tablicama{T,i j—algebre. Recimo, ako slova p, q, imaju 
redom vrednostiT , i ,  onda formula p=> (q K~\p) ima vrednost T => ( i  a ~1T) od- 
nosno i  . Dakle: r/'p=> (qKlp))  = i  ; ukoliko rp  =T, rq = l  .

# Vrednost formule moguće je i strogo definisati, recimo, ovako:
(i) Vrednost iskaznog sbva jeste T Ui i ;
(ii) A ko su poznate vrednosti t ( A ) ,  t ( B )  formulaA, B tada se za vrednosti for- 
mula A a B A v B, A=*B,A  ■*=*■ i?, 1 A  usvajaju definicije :

t ( A a B )  =  tA a  tB ,  t ( A  B )  = t A = >  t B ,  t (A v B )  =  t A  v t B,  

t ( A  < = * B )  =  tA < = * tB ,  t ( 1 A )  =  1 t A

Sa desne strane od znaka jednakosti su operacije {T, i ]  -algebre koje su, radi 
jeđnostavnijeg pisanja, označene na isti način kao i odgovarajuće logičke operaci-

je-
❖  Ako je formula obrazovana od n slova, onda za vrednosti tih slova postoji 2n 
mogućnosti, i za svaku od njih odredjena je vrednost foimule. Sve te mogućnosti 
se mogu prikazati tzv. istinitosnom tablicom formule kojase, obično obrazujepos- 
tupno (prema drvetu formule). Na primer, ako je F  foimula p  =*• (q K lp), onda 
njoj odgovara ova tablica

Tp rq T(1p) r(qAl p) tF
T T i 1 1
T 1 1 1 1
1 T T T T
1 1 T 1 T

♦ Tautologija je lskazna formula koja za sve vrednosti svojih iskaznih siova ima 
vrednostT. Formula koja uvek ima vrednost i  naziva se kontradikcija. Na pnmer, 
tautologija je p v l  p, dok je p a~1 p, kontradikcija.
♦ Tautologijama se iziažavaju razni zakoni našeg mišljenja, jer pri glavnom tuma- 
čenju (zamenom iskaznih slova ma kojim reeenicama, lstinitim ili neistinitim) ta- 
utologiji uvek odgovara lstinita rečenica.

Umesto formula F  jeste tautologija kraće pišemo: |= F.

♦ Iz praktičnih razloga 1 znake T, 1 smatramo iskaznim formulama.



Dalje, uzimamo Ja je T tautologija, a 1 kontradikcija1).

♦ Iz tautologije p v~\ p zamenom (supstitucijom) slovap proizvoljnom formulom 
A  đobija se formula A v ~ ]  A  koja je takodje tautologija2). Slično važi uopšte (za- 
kon zamene):

Ako je F(pi,  ..., p j  tautologija obrazovana od iskaznih slova p x......pn ,onda
je tautologija 1 formula F(AX, ..., A J  dobijena zamenom slova p x, ..., pn proizvo- 
ljnim lskazam formulama A15 A .

♦ Neke važnije tautologije:

p=>p
p v l p
~\(PA-]p)
T1 P=*P
1 P ^ ( P = > q )
p ^ m ^ p )
(1P=>1. p)=> (q=> P)
(p=*(q=* r)) =>((p => q) => (p => r))
I'(p=> q ) ^ p ) ^  p
p A p  <=> p, p  v  p <=p 
pAq  <*=> qAp, pwq <=> qwp 
(pAq)Ar <=> pA(qAr), (pvq)vr  <=► 
(pVq)Ap «=> p, (pAq)vp  <=> p

> (P A r ) v ( q A r) 
* ( p v r )  a  ( q v r )
■ 1 P  V l 9,l(pv?l,' 
* s) => (p Ar:& q a  s)
■ s) =>(p v r  => ijv s j

(p v q ) A r  <=
( p A q ) v r  <=
l ( P A q )  <=
(P=>q)A(r  
(p => q) A (r= 
p <=>p
(p <=* q) =>(q<=* p)
(p *=> q)A(qo=> r) =>(p <=► r)
(p ^  q) =* n  p ^ i q )
(P *=*• <=► sj =>(p&r<=>q-bs)

(irjeAtv . =  =►)

(Zakon refleksivnosti za lmplrkaciju) 
(Zakon tskljućenja trećeg)
(Zakon neprotivurečnosti)
(Zakon dvojne negacije)
(Zakon negacije premise)
(Zakon lstinitosti zaldjučka)
(Zakon kontrapozicije)
(Zakon tranzitivnosti za lmplikaciju) 
(Pirsov zakon)

(Zakoni idempotencije zaAi V) 
(Zakoni komutativnosti za A l v) 

p v ( q vr )  (Zakom asocijativnosti za A ,v)
(Zakon apsorpcije A prema V , odno- 
sno v  prema A)

(Desni distributivni zakon a  prerna 
v  , odnosnov prema a )

=>1p A l q  (De Morganovi zakoni)
(Zakon saglasnosti lmphkacije sa a ) 
(Zakon saglasnosti implikacije sav) 
(Zakon refleksivnosji za ekvivalenciju) 
(Zakon simetrije za ekvivalenciju) 
(Zakon tranzitivnosti za ekvivalenciju) 
(Zakon saglasnosti ekvivalencije sa ~1) 
(Zakoni saglasnosti ekvivalencije sa
A ,V, =►

0 Može se uzeti da jeT , recimo, zamena za formulu p v"~1 p, a 1 zamena za p a ~| p.

tT o  se može ovako dokazati: Neka iskazna slova formule A dobijaju neku vrednost. Tada.za 
vrednost formule A mogu nastupiti dva slučaja.' Prvi: rA  =T , Drugi: TA = 1 . U oba slučaja je 
vrednost formule A v ~lA jednaka T (jed T v “ | T=T v i  = T, Iv 1 1  =  l v  T = T .



pA(p*>q)=*q
(p => qA r) <=> (p => q) A (p '=> r) 
( p v q  =>r)<=* (p **r)N(q=> r) 
(P*  QVr)*=> (pA~\q=> r) 
(PA-\q=>rA~\r)<=>(p=>q)  

( “I p => rA~\r )  => p

(Tautologija modus ponensa)
(Zakon distributivnosti => prema A  ) 
(Tautologija razlikovanja slučajeva) 
(Tautologija lzbora slučaja zaključka) 
(Tautologija svodjenja na protivurečnost za=>) 

(Tautologija svodjenja na protivurečnost)

ZAĐACI

1. Odrediti iskazne fomsile kqe odgovaraju ravedenim drvetima: 
p q p p q q r

2. Nacrtati drveta koja odgovaraju iskaznim formulama:

(P A q) <=*(qvp), (p=> qA r) =»pv q, 1  (pA q) <=>~]p 

(p =>(q => r)) => ((p => q) => (p => r))

p q P

3. Uveriti se da sve date rečenice lmaju oblik p => ( q ^ ’ r i v r 2 )

a)  x-y  = 0<=*X=0V y  = 0 (x ,y  realni brojevi)
b )  x > y  <=> x > y v  x  =y (x ,y  realm brojevi)
c) 2|jc *y •*=> 2| .r v  2 \y (x, y  celi b rojevi)
d) a II b <=> a, b nemaju zajednič- (a, b prave u ravni) 

kih tačaka V ase poklapa sa b

Rešenje. Neposredno se uoćava da su sve rečenice oblika 

a <=> r i v  r 2 (uz uslov p)

Recimo, kod prve rečenice, p, q, ru r2 su po redu x, y  su realni brojevi, x-y=0, 
x = 0, y  =0.
Medjutim, uslov p zapisan u zagradi pored rečenice q <=>.r i v  r 2, u stvari je pre- 
misa implikacije

p=> (q<=> U v r 2)

4. Navesti nekoliko matematičkili rečenica oblikapA q => r ,

Rešenje. Takve su recimo rečenice:



x > 2 \y > 2 >  =>x+y >5 
2 \n  A  3l ?i=>6 In 

x >0  A y  > 0 => x -y >  0 
a\\b A  b\\c => a || c 

A C B /\B C  C=> A C C

(x, y  su realni brojevi) 

(n je prirodau broj) 

(x,y su realm brojevi) 

(a, b, c su prave)

(A, B, C su skupovi)

5. Za svaku ođ đatih iskaznili formula navesti po tn  matematioke rećemce čiji je 
logićki sidop odredjen tom formulom

P =*■?# “ IP =*■ n  <7, P *=* q,P  ^(q-*=? => (q=> r^ A r2)

6. Dokazati jednakosti:

v A =  v, v  a1=1 , v v T = T , v v l = v ,  v =>T = T , v=>1 = —| v, T => v=v, !=*• v  =  T( 

v •s=>- T = v, v  = 1  v, gde je v bilo koji od znakova T , 1 , dok su A ,  v  , =>, 
~ n  operacije {T, 1}— algebre.

7. Uočimo znake 1, 2,= (jedan, dva, d v e paralelne c r t e ) i reči sa njima:

1=1, 1=2 ,2=1, 2=2
Dogovorimo se da te reči budu iskazna slova. 
a) Obrazovati iskazne formule prema navedemm drvetima

1 =1 1 * 2  2 =  1 2=2  2 =  1 1=1 2 = 2  1 =  2

b) Koje su lstiaosne vrednosti tih formula uz dopunski dogovor da znaci 1(2, = 
imajuuobičajeno tumačenje (što, inače nije neophodno). Dakle, slovo 1=1 lma vre- 
dnost T i d.

8. Obrazovati istinitosnu tablicu formule (p=>q) = *(~\p =>1 q)

Rešenje. U formuli učestvuju dva iskazna slova p, q za čtje vrednosti postoje četin 
mogućnosti. Otuda lstinitosna tablica date formule, koju smo označdi sa F  izgleda:

Tp Tq r(1p) r(1q) T(p=>q) TdP*\q) tF

T T 1 1 T T T
T 1 1 T 1 T 1
1 T T 1 T 1 1
1 1 T T T T T



9. Obrazovati istinitosne tablice lskazmli formula:

a) p ^ ( q ^ p )  b) 1  (pA q) n  p  A  n  q  c) (p  =>(qvr)) =>(p=> qM(p ^ r )

10. Dokazati da naredne formule jesu tautologija:
p V  1'p, 1  (p AIp J ,  i n  p  < = >  p, p a (p  => q) =>q, p A q  =■ p, p  = > p V q

11. Dokazati da date formule jesu tautologije

pA p  <==> p
pAq q a p

(pAq)/\r < = >  p  A (q A r)
pA(P V q)  < = >  p

pA ( qVr )  *=>( p Aq ) v ( pAr )

T A  p  < = >  p

J . A p « i
PA~[P  <=> 1

p v p  <=>p

pvq*= >  q v p

(p v  q ) v r  <=> p v  ( q v  r)

p v  ( p A q )  <=>p

p v  (q a r)  <=> (p v q ) A  (pv  r)

T V p  <=>T

ivp«=>p

P V T  p  <=> T

12. Dokazati tautologije

d ) p A ( p = - q )  =-q, b) p A~\ q => (p =>■ fq *=~] p))

Primedba. Date formule imaju oblik implikacije A  => B.
Budući da je r  (A => B) = T, ukoliko je tA  = i  , da bi se za takvu foimulu dokazalo 
da je tautologija dosta je dokazati:

(-> ) r  B = T, ukoliko r  A  = T

Rešenje zadatka. a) Podjimo od pretpostavke

t  ( p A ( p  => q ) )  =  T 

Tada, na osnovu tablice za A, imamo

r p  =T , t (p =*■ q)  = T , 

odakle na osnovu tablice za => đobijamo

r  q = T.
Uslov oblika (->) je ispunjen, pa formula (p A (p => q) )  => i? jeste tautologija.

13. Dokazati tautologije

a) p A  <7 => p vq, p A~\ q => p v  q, ~\p.Aq=>pvq, ~ \p A ~ \q  =>~\(pvq)
b) p A q => (p => q), ~1 p a q => (p=> q), pA~\q=*~\ (p => <7),U pA“ | q => (p => q),

c )  pAq=* (p =  q), d)H pAI (?=> ( ? < = >  q), c) p  A~\qA r  =* (p => (q =*r))

14. Dokazati:

a) r  (Aa B ) = T akko r^4 = T i r 5 = T ,  r(yl A f i j  = i  akko r  ̂ 4 = 1 ili rf? = 1 ,



b) t (Av  B) = T akko tA = T ili tB = T, t (A v B) = 1 akko tA = 1 i tB = 1 ,

c) t (A => B) = T akko tA  = 1 ili tB  =T , t (A => B)  = 1 akko rzl =T i r 5  = 1 ,
d) t^4 *=>B) =T akko rz l = r5 , r  M -=> B) = 1  akko tA f  tB,

(A, B su ma koje iskazne formule)

15. Neka je F (p i,..., p j  iskazna formula obrazovana od s l o v a p i , p ^ . Do k a z a t i  
da je navedena formula tautologija

(Pi ^  a j A - . A fp ^  <=> a j  => (F(pu  ..., p J  =>F(au  ..., a j )

16. Dokazati da je formula p=>- (q=> p) tautologija.

Rešenje. Upotrebićemo metodu svodjenja na protivureč?iosti (reductio ad absur- 

dum): Poći od pretpostavke da data formula nije tautologija i odatle izvesti proti- 

vurećnost (neka dva suprotna zaključka, kao feste R i mje R).

Neka, dakle, formula p => (q => p) mje tautologija. Tada za neke vrednosti slova 
p,q tmamo:

t (p => (q => p) =1

OJakle na osnovu tablice implikacije zaključujemo

Tp=  T, 7 (q =  p) =1 (jer r A => B) = 1 akko t A =T i r 5 = l ) .

Iz dmge od tili jednakosti, ponovo na osnovu tablice implikacije, đobijamo

r  q  = T ,  Tp =  1
Izveaeni zaključci: rp  = T , rp = 1 predstavljaju protivurečnost. Dakle, data for- 

mulajeste tautologija.

17. Metodom svođjenja na protivurečnost dokazati da naredne formule jesu tauto- 
logije.

a) (P=> q) =(~lq=>~lp), b) (p=> (q=rr)) =>((p=> q) =>(p =>r))
c) (P=> (qvr))=* (pA~\q=> r) , d) A(pAq)  =n pv~] q, e) (p=> q)v(q=rr)

18. Dokazati da je formula

(p=> r) A (q=- r) =>(p v  q=> r)
tautologija.

Resenje. Podjimo od pretpostavke:

Formula (p=> r)A(q =■ r) =>(pv q =>r) nije tautlogija
odnosno



(1) r((p => r) A(q => r)*> (p v  q =*■ r)) = L (za neke vrednosti slova p, q, r)
Iz (1) proizilaze jednakosti
( 2 )  . t  (p=>r)i\(q=>r) =  T

(3) r(p v q  => r) = L 
Dalje, jz (2) đcbijamo:
(4 )  r (p=>r)=T i T(q=>r) =1, 
a iz (3):
(5) r (p v q )  = T , t (t) = L
Ostalo je razmatranje jeđnakosti (4) l (5). To je moguće uoimti na dva naćma.

iVvi : Iz jednakosti (4) l jednakosti r  r = 1, na osnovu tablice implikaaje, za- 
kljućujemo

Tp  = 1 , r < ? = i
odakle izvodima: r  ( p v  q) =1. Ovo je u protivurećnosti sa prvom od jednakosti 
(5). Znači, data formula je tautologija.

Drugi rtačin: Podjimo ođjednakosti r ( p v  q) =T ,prema kojoj nastupa bar jedan od 
slučajeva rp  =T , rq = T.

U slučaju rp = T iz prve od jednakosti (4) dobijamo rr =T, a u slučaju rq =T iz 
dmge od jednakosti (4) dobijamo opet rr =T. Znači, u oba slučaja se dolazi do pro- 
tivrečnosti, pa data formulajeste tautologija.
19. Metodom švođjenja na protivurećnosti dokazati da su tautologije formule: 

p A q » p ,  p=>pvq, ((p=>q)=>p)=>p, (p=>(q =>r)) <=>(p A q*>r)
- |( P A q) <=>~| pviq , “1 (p v  q) t=>~\PA'~\ q, (p=> q) >=■(?<=> P A(l)’
(p =>q) «=> (q <=> p v q ) ,  (p=>(q»r))=> ((p =>q)=> (p =>r))

Uputstvo. Ekvivalencija A ■*=> B je tautologija alcko obe formule A => B i B => A  je- 
su tautologije.

20. Dokazati da su tautologije formule:

T A  T <==> T ; T A i  i  l A T r = > l  1  A  1  <=> 1

Rešenje. Date formule ne sadiže nijedno lskazno slovo. One su tautologije upravo u 
slučaju ako je njiliova vrednost jednaka T . Koristeći lstinitostne tablice neposredno 

lmamo

r(T a  T• = > T) =  r(  < = >  T) =  T

Dakle, formula T a  T <=> T jeste tautologija. I za ostale tri formule dokazivanje je 

slično.
Nije teško uvideti da navedene tautologije predstavljaju, može se tako reći, zapis is- 
tinitostne tablice konjukcije pomoću tautologija.



21. Dokazati da su tautologije formule:

a) T v T ^ T ,  T v l ^ T ,  l vT<=*T,  i v l ^ T

b )  ( T - * ' T ) ~  T , ( T 1) ~  i ,  ( l - * - T ) ~ T ,  ( i  =* 1) ~  T

c )  ( T ^ T ) ^ T ,  ( T ■*=>■ 1) ■*=*■ i ,  ( l ~ T ) ~ i ,  ( 1 ~ * 1 ) ~ T

d )  l T « i , l i  <=*T

22. Dokazati da su tautologije formuie:

a ) pAT«=>f t  p A i  <=*■ i  , b ) p v T » T ,  p v l * = * p
c) (V =*>' T) <=>• T , (p => i )  <=*■ ~\p, ( T =*> p) «=> p, (i =»> p) •*=>■ T

đ) (p <=> T ) <=* p, (p  <=*• i)  <=*> 1  p
23. Neka je F(p) lskazna formula medju čijim iskazmm slovima se nalazi i slovo p. 
Zamenjujući to slovo znakom T , ođnosno znakom i  iz formule se dobijaju dve no- 
ve formule koje ćemo označiti sa F (J ), odnosno F(i). Recimo, ako je F(p)
p => p v q, tada su F  (j) iF( l )  po redu formuleT =>T v q, l=*lvq. Dokazati;

(<—>') Ffp) je tautologija akko F  (J) i F( 1) su tautologije.
Rešenje. Predpostavimo prethodno da je F(p) tautologija. Ta formula, onda, za.sve 
vrednosti svojih slova (p l Ostalih) ima vrednost T . Neka sva slova izuzev p lmaju 
ma koje vrednosti. Vrednost formule F( T), odnosno F (i  ) je u tom slučaju jednaka 
vrednosti formule F(p) za lstu vrednost tih slova, sa dodatkom da slovo p lma vred- 
nost T , odnosno i  . Znači, formula F(T) \F(1)  uvek imaju vrednostT, jer formula 
F(p), je po pretpostavci tautologija. Tako je đokazana lmplikacija:
(*) F(p) je tautologija povlači F( T) i F(1) su tautologije.

Podjimo sada od pretpostavke da su fomiule F(J)  i F( 1) tautologije. Neka slo- 
vo p i ostala slova &rmule F(p) imaju ma koje vrednosti. Dokazujemo da je, tada, 
vrednost formule F(p) jednakaT. Zaista, vrednost foimule F(p) je ista kao i vred- 
nost foimuleF(T)ukoliko je slučaj dap  ima vrednostT, odnosno kao vrednost for- 
mule F( 1) ukoliko p ima vrednost i. Stogaje formula F(p) tautologija. Tako je do- 
kazana i obratna implikacija.
(<-j F ( J ) i  F( 1) su tautologije povlači F(p) je tautologija 
Na osnovu (-*-) i («-) proizilazi ekvivalencija (<—*■).

Primedba. Dokazano tvrdjenje je logička osnova jednog često vrlo uspešnog načina 
za dokazivanje tautologičnosti, tzv, diskusije po  slovu. Neka je F  formula koja lma 
dovap, q. Može se radi dokaza tautologičnosti, vršiti diskusija po bilo kom od tih 
slova. To znači da, akoželimo, recimo, diskutovati po siovu p, tada uočimo formu- 
le dobijene iz polazne zamenom p  sa T i p  sa 1 , i za njih dokazujemo da su tautolo- 
gije. U tom dokazivanju je podesno koristiti tazne tautologije zadatka 22, kao 
PA T P i sl. One se koriste tako što u formuli F(J),  odnosno F( 1) podformulu 
recimo oblika pA  J zamenjujemo sa p. Slično zamenjivanje se obavlja sve dotle dok 
se formule F (J ) i F(l), ne prerade na neke dve formule A i B koje više ne sadrže ni-



jeđan od znakova T, i i l i  se ne dodje do tili znakova. Za ma koje vrednosti iskazmh 
niii slova, naravno vrede jednakosti

tF(TJ = tA  tF(L) = tB

Formule A  i F( J ), odnosno B i F(L), 1 tako ćemo reći, su istovredne pa se pro- 
blem utvrdjivanja tautologičnosti formula F(J)  i F(L) svodi na problem utvrdjivanja, 
tautologićnosti formula A i B koje su očigledno, kraće.

Opisani postupak konstimo u rešavanju narednog zadatka.

24. Dokazati tautologiju:

(p =* q) A (? = *  r)*> (p => r)
Rešenje. Dokaz izvodimo aiskusijom po slovu p. Radi toga označimo datu formulu 
sa F(p). Formule F (T) i F(L) glase:

(1) ((T=> q ) A (q =>r)) => (T=> r), (2) (L*> q) A(q => r)  =>(!=> r)

Zamenjujući T . => q, T => r sa q, r formula (4) prelazi u istovrednu formulu (može se 
reži i ekvivalentnu, tačka VIII)

(3) q/\(q= > r)^  r,

čija se tautologičnost može lako dokazati (tablicom ili, recimo.diskusijom po <7)1). 
Prema tome formula (1) je tautologija. I formula (2) je tautologija pošto ona lma 0- 
blik lmplikacije P => Q čiji zaključak Q je istovredan saT(jer (1 => r) *=> T ).

Formule F (T) 1 F(L)sa, znači, tautologije. Otuda je tautologija i formula F(p).
Kraj dokaza.

25. Dokazati tautologije:

1  (p/\q) < = > T  v  v l q, ~] (v  v q )  *=>~\pA~\q,

T (p*=*q) ^ n p ^ q ) ,  T  q ) ^ ( p ^ ~ \ q ) , ( p ^  q)*=*(T  p ^ ~ \ q )
26. Dokazati tautologije:

( p ^  (qAr)) <=*(p => q)A(p=> r), ( p ^ ( q v r ) )  < = > ( ? = >  q ) v ( p ^ r )

(p=> (q=> r)) *=>((p => t?) => (p => r)), (p => (q <=*r)) <=> ((p =>q)*=*(p=* r)).

Uputstvo. Diskutovati po p.

27. NekajeFjT?!, ..., qn) iskazna formula čija su sva slova q l t ..., qn , i koja zađovo- 
ljava uslov

(1) tF(J ,.. . ,! .)  = J
Dokazati da je tautologija formula

^Ako q ima vrednost T tada se (3) svodi na r => r, jer T a (T=> r) <=> (T=> r), dalje (T=> r) <=>r 
Ako q ima vrednost 1 ,  (3) se svodi na 1  =>r. Formule r <=>r,l=> r su očigledno tautologije.
Stoga je tautologija i formula (3)



(2) (p ^ F f  q h ..., q j )  ^ F f p  =>■ q u ..., q j

Dokazati, i obratno, tj. ako je formula (2) tautologija onda važi uslov (1).

28. Formula

F(p) =>F(T)vF( i )

p  tautologija, ako je F(p) ma koja formula. Dokazati.

29. Dokazati tautologije:
(p q) <=^(q ^ p ) ,  (p*= (q ^  r))*=*((p <=* q) *=*r)

( (p ^  r))*=>((p=> q)=> r))<=>pvr

30. Dokazati tautologije:

P=>P, (P=> <?M (q ^p )^(p < = > q ), (p^q)A(q=> r ) ^  (p=>r)

P-=>P, (p*=> q)A(q^p)=>(p<=>p) ,  (p<=>q)A (q<=* r)=>(p*=>r)

(p •fe=>q) =>(q-^p),(p=>q)=>(~\q=>~\p),(p*=* q)=*(~\p *=*~\ q)

~\(p  *==• q) *=> r  p *=*■ q),~\(p <=*■ q) *=*(p *=*n  q )n  (p=* q) - ^ p F i  q
31. Dokazati tautologiju (tzv. Dedekindotai)

(p A q) v  (q a  r ) v ( r  Ap)  <=> (pv  q) a  (qwr)A(rw p)
Rešenje. Formulaje oblika A *=> B, pa je jedan način dokazivanja ovakav:

Pretpostavimo da formulazl ima vrednostT (za neke vrednosti slova p, q, r). Tada.

Bar jedna od formula p a  <7, q Ar, r Ap ima vrednost T.

Odatle neposredno sledi zakljućak:
Bar dva od slova p, q, r imaju vrednost T .

Medjutim, tada sigurno i foimula B ima vrednost T . Recimo, ako je slučaj da p i q 

imaju vrednost T , tada:
t((p  v q ) a  ( q v  r ) A ( r v  p)) = t( (1  v  T ) a  ( 1  v  r ) A ( r v  1))  =1  a T a T - T

Dakle dokazano je:
(->) t (A) = 1 povlači t(B) =1.

Neka sr.da B ima vrednost T . Tada'.

Sve formule p v  q, q vr, r v  p imaju vrednost T .

Odatle neposredno sledi zaključak:
Bar dva od slova p, q, r imaju vrednost T .

Medjutim, tada sigurno i formula A ima vrednost T , Znači:

(<-) t(B) = T povlači t (A)=  T
Iz implikacija (->) i (■<-) neposredno sledi

(«-»•) t(A) =T aklco t(B) = T



Na osnovu te ekvivalenciie zakliučuiemo da važi iednakost:
(=) t(A) = t (B) (za ma koju vređnost slova p, q ,r)
jer, ako bi se desilo da su r(A)  1 r(B) različiti, jedan bi odnjih bio T , medjutim, 
prema (+-»•) morao bi 1 drugi biti takodje jednak T , što je protivurečnost. Drugim 
rečima A i B su istovredne formule, odnosno formula A =>■ B jeste tautologija,

Drugi način: Označimo datu formulu sa F(p,q,r). Fonnula F  (T, q, r) je istovredna 
sa formulom

(q vr)v (q w )  <=> qvr

za koju nije teško dokazati da je tautologija. Slično F  (1, q, r) je istovređna sa for- 
mulom

q/\r •*=*• (qAr)A(qvr) 
koja je takodje tautologija.
Kako su F  (1, q, r), F  ( i ,  q, r) tautologije, to je i foimula F (p, q, r) Tautologija.

32. Dokazati
(t(A ) = T akko t(B) =T) povlači \ = A ^ B  

. (t(A) = 1 akko t(B) = 1) povlači |= A *=* B
33. Dokazati da naredne formule jesu tautologije

(p <=> q)A(r •*=> s) => =  q&s) (☆  jeA ,v , =>, = •)
34. Dokazati tautologije:

(p =■  q) => (pitr <=> qirr)
(p <=> q) =»■ (r-crp <=> r&q)

(■* je bilo koji od znakovaA, v , =•, •«=>)

35. Dokazati tautologije:
(p => <7)A(r =*• s) => (pAr =• qAs)
(p => q)A(r => s) => (pvr => i?vs)

36. Dokazati tautologije:
(p => <7) => (pAr => <7 Ar)
(p=* q)=* ((pvr) => (qvr))
(p*> q)=* ((r => p) => ( r  =><7))

37. Dokazati da ove formule msu tautologije:
(p => <7 )a (V => s) => ((p  =>/■)=>(?=> s))

(p => ^)A(r => s) => ((p  <=> r) => (p •=> s))

(p => p) => ))p => r) => ^  => r)) v(p=*q) =*((P *=*'r) <=>rH
Uputstvo. Dovdjno je za svaku formulu naći po jednu vrednost iskaznih slova za 
koju foimula ima vrednost 1 . Za prvu formulu takav slučaj nastupa za: 

r(p) = L,  r(q) =T ,r(r) = i ,  t(s)  = 1.
38. Dokazati tautologiju: pAp(p) <=> pAF(T),gde je F’f'p) ma koja formula. Recimo,



formule
pA(p => q) *=*Pa (T=> q), pA(p =>p)*=* pA /'T  Tj 

su tautologije takve vrste.

Uputstvo. Diskutovati po p.
39. Dokazati tautologije:

F(p) •*=> (Ffi  )a p )v (FW a~\p ),
F(p,q) *=*(F(T,T)ApAq)v(F(T,l)ApAlq)v(F(L,T )AlpAq)v(F(L,L ) A~\pA~\q), 

gde su F(p), F(p, q) ma koje formule.

40. Formula
FfpfiFfil p) =>  Ffi)*F(L)

je tautologija, ako j e *  neka komutativna operacija (a ,v . •*=>■ i sl.) odnosno opera- 
cija koja zađovoljava uslove: \= p&q *=*qVp. Dokazati.

41. Dokazati:
Ako i r(T ,l) =  1, onda |= p a~Tq => ~\F(p,q),
Ako F(T ,1,T) =T , onda |= pA~]qAr =• F(p, q, r).
42. Neka dogovomo znaci budu dmgi zapisi za A ,  odnosno ~ \A  (A  je bilo
koja formula). Dokazati:

(a) tA v =T akko rA=v, (b) tA v= 1 akko r k f  v,

gde je v T i i  1 •
43. Nastavak prethođnog zadatka. Dokazati tautologiju 

(=») Py ... A Pna" => F(Pi , .... p / (ai> v

gde je F(pu ..., p ) proizvoljna formula izgradjena od slova P l, ..., pn,a alt ..., an 
su elementi skupa {T ,i} .

Uputstvo. Prema defimciji oznake A v nije teško zaključiti da vredi:

t(Av) = T  akko tA=v

Da bi se dokazala tautologija (=•) dovoljno je dokazati implikaciju:

Ako r(p^A - a P ^ )  = T, onda t(F(Pu .... p / (ai’ T

Napomemmo da je, koristeći se tautologijama oblika pv •= • (p •*==• v) (v je T ili 1), 

moguće prethodni zadatak svesti na zadatak 15.
44. Neka je F(Pl ,..., pn) tautologija i A lt .... -4n ma koje iskazne formule. Dokaza- 
ti da je form ulaF(4i, ..., A f i ,  dobijena zamenom siova P l, ..., pn redom formulama 
A lt •••» -4 , takodje tautologija.

45. Dokazati tautologiju

(* ) (P l  =*• ( P l  =*■-.. =*• (P n ^  p) ■■■))*=* ( P l A P l  A ... A Prf i P )



Rešenje. Dokaz izvođimo indukcijom po n i pritom điskutujemo po p 2.
Ako je n=1, formula glasi (px => p) <=> (p t => p) a to je očigledno tautologija.
Neka je n >  1 i pretpostavimo da je formula (*) tautologija, u slučaju kada u njoj 
umesto n stoji n— 1, ođnosno kada je broj slova p u p2- ... jednak n— 1.

Tada: ako p x ima vrednost 1 , obe strane formule (*) imaju vrednost T (jer 
1 =* v = T, ( I a v )  =>w = 1 = > w =T,  gde v , wE { J ,1}.

Ako p 2 ima vredncst T , tada je formula (*) istovredna sa foimulom 
(p2 =* (Pz => -  =* (pn=> p)...))<=>(p2a ... /\pn=> p)

koja je, prema indukcijskoj hipotezi (jer je n—1 broj slovap2. ?n) tautologija. 
Dakle, formula (*) ima uvek vrednost T . Indukcijski dokaz je završen.

46. Da li je istinita implikacija

I = A vB  potdači | = A  ili 1=5
Odgovor. Nije. Recimo: \= pv^ip,  medjutim ni p  ni "1p nisu tautologije.

47. Dokazati. da za proizvoljne iskazne formule A, 5  vredi:

\=Aa B -<-» \=A i |=5, |= A v 5  |=A ili 1=5,

1= A  <- h J p  |= 5, \ = A = > B * - \= A i \=  B,
gde •<—>■ zamenjuje reči ako i samd ako, a znak *- obrat reči ako ... onda, odnos- 
no 5  •<- Q znači: ako Q, onda P.

48. Nastavak prethođnog zadatka Dokazati:

i=A l \=A =»5-> 1= 5, \=A i |= A <=* B -+ \=B,

I =A => B  i |= 5  =>C^ I =A =>C 1 =A <=>Bi I =B<=>C-*\=A <=* C, 
gde znak -> znači: ako ... onda.

49. Dogovorimo se da za datu formulu F(p) sa (Vp) F(p), ( 3 p) F(p) drukčije ozna- 
čimo po redu formule:

F(T)a F(1), F (T )vF(L).
Dokazati:

1= (Vp) (Aa B) <=> (Vp)AA(Vp)B, |= (3p) (A v B ) <=* (3p)Av(3p)B  
I=A(p) => (3p)A(p), I=(Vp)A(p) =>A(p), 1= ~l(Vp)A <=► (3p) ~]A 

1= (Vp)(3q)(p =*q), 1= (p q)  <=* (3r)(p <=> qA r)

50. Nastavak prethodnog zadatka. Neka slovo p ne učestvuje u formuli 5. Tada su 
sledeće formule tautologije:

(Vp)(A =>B)<^ f(3 p)A => B), (3 p)(A => B) <=> ((Vp)A => B)

(Vp)(B => A )  <=> (B => (Vp)A), (3p)(B => A)  <=> (B => (3p)A)
Dokazati.

51. Dokazati tautologiju



~\((p a A)\j( 1 p aB)) <=> (p*~\A)v(~\pA~]B)  

gde su A, B bilo koje fonnule.
Uputstvo. Diskutovati po p.

0s
52. Neka je F l} F2 ... ovaj niz formula

P, P ^ P ,  (P=*P)=*p , ..., uopšte Fn je(Fn_ ^ p )

Dokazati;
1= Fn akko n je paran brof

53. Neka je F t ,F2,..., F  , ... ovaj niz formula

F) je Pi =* Pu F2 je (Fx ^ P iJ ^ p - z ,  ..., Fn.je 1Fn_ ^  pnh  pn .... 

Dokazati da su sve te formule tautologije.
54. Neka je A(p)  formula čije je jedino iskazno slovo p. Dokazati da je najmanje je- 
dna od formula

A(p)  *=> T, A(p)  •=> 1, A(p)  <=> p, A(p)  <=> ~\p
tautologija.

55. Neka je A(p)  formula st jedinim đovom p. Dokazati: Ako A(p)  nije kontradik- 
cija onda je formulaAfp *=*A(p)) tautologija.
56. Neka je A(p)  proizvdjna formula sa jedinim slovom p. Đokazati da je tautdogi-
ja siedeća foimula

(A(pvq) *=*A(p)vA(q)) «=> (A(pAq) <=> A(pp\A(q))

Uputstvo. Diskutovati po p.

57. Umesto znakovav,A  , 1  upotrebimo po redu znakove Dokazati tauto-
logiju:

F (axi+ dyi, axi+ dyi, .... < ^+ ayn <=> aF(x%, x2, .... xJ+ d F (yv y 2,..„ y j  

gde je F  ma koja lskazna formula (a, x n y j  su iskazna slova).

Uputstvo. Diskutovati po a.

58. Neka je F(px, ..., p n , iskazna formula obrazovana od iskazmh dova p lt..., 
pnl logičkog znaka «=> . Takva formula je tautologija ako i samo ako se svako njeno 
iskazno slovo pojavljuje paran broj puta. Dokazati.
Rešenje. Razmotrimo lstinitosnu tablicu za <=> i tablicu množenja za brojeve 1 ,-1 .

4=5* T 1 . 1 -1
T T 1 1 1 -1
I 1 T -1 -1 1

Uočava se da su te dve tablice slične (kaže se i izomorfne). Konsteći tu shčnost uo- 
čene iskazne formule tumačimo na ovaj način:
iskazna slova timačrmo kao brojevne promenljive — oznake za brojeve 1, —1,



Znake T', I  redom kao brojeve 1, —1.
Na taj način istinitosna tablica za <= prelazi u tablicu množenja za brojeve 1, —1, 

a iskazne formule postaju brojevm proizvodi. Recimo, formula ( p ^ d  j *=> (fp*=*ti)*=p) 
postaje ovaj proizvod

(P‘Q)-((P'P)-P)
Dalje, vrednosti formule (koja je T ili 1) odgovara vrednost pndruženog proizvo- 

da (koja je 1 ili —1).
TautciogifRrm odgovaraju oni proizvodi čija je vrednost uvek jednaka 1 — za svaku 

vrednost brojevnili promenljivili iz skupa {1, —1}. Recimo, tautologiji ( p ^ p f ^ p ^ d )  
odgovara proizvod (p 'p f  (q-q), tj. p2 %q2. Nije teško uočiti da su uvek jednaki 1 om l 
samo oni proizvodi kod kojih se svaka promenljiva pojavljuje paran broj puta. Koristeći 
uspostavljenu vezu izmedju pojmova „biti tautologija” i „biti jednak 1” zaključujemo da 
potreban i dovoijan udov da foimula oblika F(pu ..., p n; <=>) bude tautologija glasi: 

Svako iskazno slovo u tof formuli ima parni brof pojavljivanja.

59. Neka je F(p i p n ; *=>, ~\) iskazna formula obrazovana od slova Pi,..., pa i logi- 
čkili znakova <=>, ~1 . Dokazati da je takva formula tautdogija ako l samo ako se u njoj 
svako sskazno siovo i znak “1 pojavijuju paran broj puta.

60. a) Dokazati da isključna digunkcija ¥  ima naredna svojstva

p _v q q  v  p, (p v  q) v  r «=>p v  (q v  r), (pvq )r \  r <=■ (pc\ rj)f_(q A r),

"1 P¥.~\q  p)£ q, p V p ^ i ,  p ^ l ^ p ,  p  v T ^ l p ,

odnosno da su sve te formule tautologije.
b) Neka je F(p , ..., pn; v  ) iskazna formula obrazovana od slova p , , .... p n i lo- 
gičkog.znaka v  . Dokazati da je takva formula kontradikcija ako i samo ako se u 
njoj svako iskazno slovo pojavljuje paran broj puta.

61. Činjenicu da je formula (p => q f=*~I p v  q tautologija lzražavamo i rećima: implika- 
cija je izraziva pomoću negacije i disjunkcije. Slično: formula p v  q <=*■ ((p =*• q) => q) 
je tautologija, tj. disjunkcija je izraziva pomoću implikacije.
Izraziti sve osnove operacije pcanoću:
a) disjunkcije, konjunkcije i negacije, b) konjunkcije i negacije, c) disjunkcije l negacije,
d) implikacije i negacije.
62. Označimo sa t  , T sledeće operacije (prva se zove Shefferova, a druga Lukasiewicze- 
va):

p\q  je zamena zz.~\(p/\q) t T 1 1 T i

p\q  je zamena za "1 (pvq) T 1 T T 1 1
L T T 1 1 T'



Dokažati da se s-ve osnovne logičke operacije mogu izraziti pomoću operacije t, 
kao i pomoću operacije 4-.

Uputstvo. Recimo p \p  <=*■~\p, (p \p )\(q \q ) <= p v q  i d.
63. Dokazati da se negacija ne može izraziti pomoću ostalih osno'.-nih logičkih 
operacij a.

♦ Pretpostavimo da rp =T , T(p=>q)=J . Iz tih jednakosti zaključujemo: 
r (  T =*• q) = T , odnosno rq = T . Znači, ukoliko obe formule p, p => q imaju 
vrednost T , onda i formula q ima takodje vrednost T . U takvom slučaju kaže-' 
mo da je q (semantička) posledica formula p, p  =>■ q.

♦ Uopšte, iskazna formula A  je (sermntička) posledica skupa iskaznih formula 
Q , ukoliko vredi:

Kad-god sve formule iz imaju vrednost T , onda i A  ima vrednost T .
♦ Formule skupa !f  nazivamo pretpostavke (hipoteze) i koristimo pisanje:

f?A

Tako, prema prethodnom, važi1) : p, p => q \=q ■

♦ Za skup iskaznih formula s?njegov model (rešenje) je takva vrednost slova2) 
(od kojih su te formule sagradjene) za koju sve formule iz imaju vrednost f 
Jezikom modela definicija semantičke posledice može se iskazati u obliku:

A je semantička posledica skupa Q' akko svaki model skupa A  jeste model i 
formule A.

♦ Ranije je već istaknuto i dokazano da je formula oblika A => B  tautologija ako 
i samo ako vredi:

Kad-god je t  A =  1 , tada je i t B  =  T ,

- tj. kad—god je B posleđica formule A . Dakle:
A  1= B akko \= A =>■ B

Dokazuje se (viđeti zadatak 80) da vredi i opštije tvrdjenje, tzv. stav dedukcije 
(semantički):

’^Kada je skup pretpostavki konačan, recimo {Fj , .... Fn }, umesto {Fj , ..., Fn }  N=F piše- 
mo: F j ,  ..., Fn 1=F. Oznake za skup {  } izostavljamo često i u'beskonačnom slučaju.

2)■'Strože, v r e d n o s t  izvesnih iskaznih slova definiše se kao preslikavanje tih slova u 
skup {T • Recimo, jedna vrednost slova p j, p2 , p 3, ... jeste:

Pi P2 P3 P4 -  |
T i  T i  ...

T
(T , i  se naizmenično redjaju)



F u  .... Fn \= F  akko F u  .... Fn_  j l=Fn = F,

pomoću koga se usp»stavija veza izmedju pojmova semantička posledica i tautolo- 
gija.

ZADAO (nastavak).

64. Odrediti sve modele formula (po p,q): p =*q, p v  q.

Rešenje. Prema istinitosnim tablicama implikacije i disjunkđje neposredno se zak- 
ljučuje da obe formule imaju vrednost T upravo u ovim slučajevima
(i) rp =T , rq =T ; (ii) rp = 1 ,  = J

pa su traženi modeli:

65. Odrediti sve mođele datih formula (po slovima p, q, r, odnosno p, q, r, s)
a) p=* q, q »  r; b) p *=*■ q, q *=* r, r *=> s

66. Odrediti modele formula (po p lt p 2, p * ...)

„ T J J J  
P\ > pi> Ps > p* > —

Odgovor. Jedini model je:

/ P1 Pi P3 P4 ••• 
T - ( T  1 T 1

(stepeni T , 1 redjaju se naizmenično) 

( T ,1 se redjaju naizmenično).

jer važi
f(Pa) = T akko rp = a. (a je T , 1)

67. Odrediti modele formula (po p x, p2, p 2, ...)■'

Pi> P1 => P7> Pi P3> •••

68. Odrediti modele formule p => q po: a) p, q, b) p, q, r, c) p. 

Rešenje. a) Na osnovu tablice implikacije modeli su:

b) U ovom slučaju nepoznate (po kojima tražimo rešenja) su p, q, r. Medjutim, r 
u stvari ne učestvuje u datoj formuli — žnak da je vrednost za r proizvoljna. Mo- 
deli su

/ p  q r \ / p  q r \  { p q r ) t p  q r \ /p  q r \ / p q r \ ‘
( T T Tj, ( T T l / , (  1 T T/ , (  1 T 1 /. ( 1 1 l / / (  1 1 l /

c) Ovde je nepoznata p, dok se q smatra poznatom. U stvari, radi se o traženju
modela ponaosob dveju formula p  => T , p => i  koje odgovaraju slučajevima



rq = T , rq = 1  Nije teško videti da se u oba slučaja refenja mogu ovako izraziti:

fl). (?)
69. Određiti model date formule po naznačenim nepoznatim:

a) p A  q  po p , q  b) p a  q  po p, q, r ,  c) p a  q  po p
d) P a (<? <=> r )  po p ,  q , r,  e) p  A  ( q  <=> r )  po p.

Uputstvo. e) Uslov r q  =  tt je potreban i dovoljan da data formula ima model po

P-
70. Dokazati: p  => q ,  q  r  \ = p  =*■ r.

Rešenje. Načinimo istinitosne tablioe formula p = > q ,  q=*>r ,  p = > r  (u odnosu na 
slova p , q ,  r).

Uočava se đa formule p=> q, q =*• r 
mmju obe vrednost T u četiri slučaja:

P <7 r p ^ q q ^ r P ^
T T TT T T1 jp = T , = T, r r = T ; T T 1 T 1 1

2° rp = 1 , iq = T, 7r = T ; T 1 T i T . T
3° rp = L , rq = L , tt =T ; T

1
1
T

1
T

i  
' T

T
T

i
T

4° 7p = L, rq = 1 rr = L. 1 T 1 T 1 T
i i T T T T
i 1 1 T T T

U svim tim siučajevima formula p => r takodje ima vrednost T , čime se završava 
dokaz.

Dokaz se može i ovako izvesti: Pretpostavimo da za neku vrednost r slova p, 
q, r važi:

(*) t(p =*q) = ‘T . r(q=>r)= T , r(p =*■ r) = 1
Iz treće jednakosti dobijamo: rp = T , rr = L. Zamenom đobijenih vrednosti u pr- 
vu i drugu jednakost dolazimo do kontradikcije: rq = T , iq = L . Znači pretpos- 
tavka (*) je nemoguća, a time je metodom svodjenja na protivurečnost dokazano: 
p=> q, q =>■ r \= p =*■ r.
71. Dokazati:
p=>q, q=> p q; p => q 1= ”1 q =*• 1  p;
p=> q, r =>s \= p A r =»q a  s; p =>q, r =>s l=p V r =>q v  s
72. Dokazati da nije:
p V q 1= p; p => q, q 1= p; 1  p, p =><?(= q
Refcnje. Dosta je za svako od pretpostavijenih tvrdjenja pronaći bar jednu vrednost 
slova p, q za koju sve pretpostavke imaju vrednost T a naznačena posledica vredno- 
sti 1. Takve vrednosti slova su po redu: 1° rp = 1 , tq = f  ; 2° Tp = l ,  iq = T 
3° rp = 1, tq = L



73. Dokazati1 *) :

a) Pl> Pl ^  Pi> •••> Pn ^  Pn+l’ ^P i’ Pi’ Pn’ ■”
)̂ Pi> P{*—' Pi> •••> Pn <==• Pn+1» ••• l= Pi> Pi> •».. Pj,. •••■ 

c) ~\Pi. Pi ~ P i ,  ■•■> Pn ^ P n+V -  l=1  P i- IPa. •••« “IPn. -
74. Neka je Ffp, gjiskazna formula obrazovana od slova p, g.Dokazati da iz pre- 
tpostavki pa, q@ (a, (3 su T ili i )  proizlazi kao semantička posledica ili formula 
F(p, q) ili njezina negacija ~\F(p, q). Tačnije dokazati:

(i) Ako F(a,(3) = T , onda je posledica F(p, q), odnosno F(p, q f i
(ii) Ako F(ct,$) = 1 ,  onda je posledica 1F(p, q), odnosno F(p, q ) \  Ta se dva tvr- 
djenja mogu zajedno zapisati u obliku:

p“. q& h  F(p,
75. Neka je F(pu .... Pn) iskazna formula obrazovana od slova p lt .... pn. Do- 
kazati da iz pretpostavki p?1 , .... p^1 (a. je T ili 1) proizlazi kao semantička po- 
sledica ili formula F(pit .... p j  ili njena negacija 1 F (p lt .... p j . Tačnije reče- 
no, dokazati:

p V , . . . .  P„n hF (P i , ..... Pnf ^ au

76 . Dokazati da semantička posledica ima naredna svojstva (A, B, C, D su proiz- 
voijne formule)

I= A ,A  \=B -*■ \=B 
A  I=B,  B h  C - * A  \=C 
A  h B ,  C \ = D ^ A a C \ = B a  D  
A  I=B, C h D + A  v  C h B ' v  D

(Modus ponens) 
(Tranzitivnost)
(Saglasnost sa konjunkcijom) 
(Saglasnost sa disjunkcijom)

ReSenje. Dokaz izvodimo, recimo, za prvo tvrdjenje. Pretpostavimo, dakle: 1= A,  
i neka je r  jedna vrednost slova (formula A, B).  Tada, pošto je A  tautologija, to 
rA = T , a poštoA t=B, to zaključujemo: tB = T .Prethodno rasudjivanje vre- 
di za svaku vrednost slova r, što znači da formula B  jeste tautologija.

Slično, za poslednje tvrdjenje dokaz izgleda: Pretpostavimo 

A  1= B, C \=D, t(A v C) = T ,
gde je r  neka vrednost slova formula A , B, C, D. Iz treće pretpostavke proizlazi: 
tA = T ili tC = T , a odatle koristeći A  \=B, C \=D zaključujemo

l) j \ = 3  za skupove formuk fb  znači: S v a k a  f o r m u l a  i z ' S j e  p o s l e -
d i c a  s k u p a ^ ,  s t im što iu  takvom slučaju oznake za skup { }često izostavljamo.



tB  = T iU  tD  = T , odnosno: t (B  v  D) = T .

Time je, uz pretpostavke A  \= B, C I =£>, dokazano 
Ako t{ A v  C) = T , onda t (B  v  D) = T , 

odnosno: A  s/ C \=B v  D.
Dokazi drugog i trećeg tvrdjenja izvode se slično.

77. Dokazati ekvivalenciju
F u ...,F n \=F akko F xA ... A f n l=F

78. Dokazati: A  1= B  akko h A  => B
79. Dokazati (semantički) stav dedukdje:

F u  —> Fn l=-H akko F u ... Fn l t= Fn => F 
Uputstvo. Moguće je dokazivati indukcijom po n koristeći se jedino definicijom zna- 
ka N. Drugi način je:

Fi, ..., Fn \= F i akko Fi a  ... a  Fn \= F 
akko N-Fj a  ... a  F n =>F 
akko 1= F i  a  ... a  Fn_ 1=>(Fn=7'V 
akko F t a ...a F n-1 l= Fn => F  
akko F 1(.... Fn_ j t=Fn F

Kraj dokaza.

(Zad. 78)
(Zad. 79)
(Jer (pAq=*r)<=>(p=>(q=>r))) 
(Zad. 79)
(Zad. 78)

80. Dokazati da su naredne rečenice medjusobno ekvivalentne

A, B, C \=F; A, B \= C => F; A, C \=B => F; A\=B=>(C=> F);
A I=C=>(B=> F); \=A => (B => (C => F)); \= A => (C => (B => F))

(A, B, Q F su ma koje iskazne formule)

81. Koristeći se činjenicom da je formula (p => (q=> r)) =>((p => q) => (p => r)) 
tautologija dokazati:
p » ( q = > r )  \=(p => q) =>(p => r); p=> (q=> r), p=> q \=p=> r;
p=> (q=> r), p=>q, p \=r; p=>(q=> r), p \= (p=> q) => r;
p \=(p=> (q=> r)) =>((p => q) =>r)); 1=p => ((p => (q=> r)) =>((p => q) => r)))
82. Dokazati: Fu ..., Fn I=F akko 1= (Fy => (F2 => ... (Fn =>F)...))
83. Neka f(p, q) izvesna iskazna formula i neka za svake dve formule A, B vre- 
di ekvivalencija:

A \ = B  akko \=f(A,B)

Dokazati da je tada f(p, q) <=>(p => q) tautologija.





V m  EKVIVALENTNOST ISKAZNIH FORMULA

$ U skupu iskaznih fonnula (po izvesnkn iskaznim slovima) definiše se relacija ekv 
(ekvivalentnost) na sledeći način

A ekv B akko |= A  •*=*■ B

Recimo: p a q ekv q a p, jer formula p A q  <=> q r\p  je tautologija.
♦ Relacija ekv zadovoljava:

A ekv B akko t(A)=t(B), za sve vrednosti slova formula A,_B 
ili drukčije rečeno

A ekv B akko A  i B su istovredne formule.
♦ Relacija ekv je relacija ekvivalencije, koja je saglasna sa osnovnim logičkim ope-
racijama (zadaci 2,3,4). /
♦ Neka su A, B, ..., C neke iskazne formule oblika

I v  m v ... v n
pri čemu su l, m, ..., n iskazna slova ili njihove negacije. Tada formulu oblika

A a 5 a ... a C
zovemo sastavna formula. Recimo, takve su formule

p  A ( q v ~ \ r ) ;  (pv~\q)A (~\pvqvr)A (pv~\r), pAqA~\r, ~\p, r
♦ Dualno se defmiše rastavna formula. To je formula oblika

A v  B v  „. v C
gde su A, B, ..., C konjunkcije iskaznih slova ili njihovih negacija.
♦ Svaka iskazna formula ekvivalentna je sa nekom sastavnom (rastavnom) formu- 
lom. Do rastavne (sastavne) forme formule dolazi se postupno — odredjenim po- 
stupkom (zadatak 16).
♦ Neka je A a B a  ... a C sastavna forma čija su sva iskazna slova p lt .... p n- Za 
tu formu kažemo da je potpuna ili kanonska konjunktivna normalna forma (po 
Pi, ..., p ) ako su formule A, B, ...,C  oblika

cki a2 oc, . . _ ... .,
P i v  Pi v  -  V (ttj jeT lli i )

pri čemu su p^ , p^ druge oznake redom za p, ~\p. Primer kanonske konjunk- 
tivne noimalne foime (po p, q)  jeste:

(p v ~\q) a (~\p v  ~\q)
Dualno se defmiše potpuna rastavna fo rm a  -  kanonska disjunktivna normalna 

f o r m a ( j p o p u . . . , p n ).
♦ Važe ekvivalencije



F(p) ekv (F( T ) a  p) v  (F(i) a ~]p),

F(p,q) ekv (F( 1, J ) a  p a q )v  (F ( l  ,L )A p  A~\q)v(F(i, 1 )A~\pAq)v(F(\,L)A~\p/C\q)

čije desne strane odredjuju potpune rastavne forme formula F(p), F(p,q) (videti i zada- 
tke 34 i 37).
4 Dogovorno i oznake T, 1 smatramo za potpunu rastavnu, odnosno potpunu sastavnu 
formu. To je u skladu sa okolnošću da smo i te znake prihvatili kao iskazne formule.A- 
ko to nije slučaj, tautologije nemaju potpunu sastavnu, a kontradikcije potpunu rastav- 
nu formu.

ZADACI

1. Dokazati

A ekv B akko A, B  su istovredne formule.
Rešenje. Jedan dokaz je:

A ekv 'B akko I=A <=>B
akko r(A <=* B) = T, za sve vređ1- 

,nosti slova formula 
akko rA = tB, za sve vrednosti 

slova formula A, B ....
Kraj dokaza.

(Definicija)
(Definicija)

(Jer A <=► B  ima vredno.st T akko 
A,B  imaju uvek iste vrednosti)

2. Dokazati da je ekv relacija ekvivalencije, tj. da:
A ek vA ,A  ekvB-+ B ekvA ,A  ekvB  i B ekv C-*AekvC, 

gde su A, B, C ma koje formule.
Uputstvo. Koristiti tvrdjenje prethodnog zadatka kao i tautologije A  <=> A, (A<=< B) 
=* (B <=> A )  i d.

3. Dokazati da je ekv saglasna sa operacijama a , v  , “| , tj. da su tačne imphkacije 
oblika

A  j ekvB i  i ekv B2 -+ A \a A 2 e k v B \A B 2 

A  ̂ ekv B  ̂ i A2 e£v B2 -* A x v A 2 ekv B x v  B2 

A ekv B -* ~\A ekv ~\B »

Uputstvo. Koristiti tautologije kao (A i <=>5i ) a (Aj <=> B2) => (A xa  B i <=>A2a B2), 
ili dokaz zasnovati na činjemcama

tA i = tB i , tA 2 = tB 2 -> t(A i a  A 2 ) = t( B \ a  B 2)  i sl. 

koje slede iz opštih svojstava jednakosti i definicije vrednostiiiskazne formule.

4. Dokazati da je relacija ekv saglasna sa operacijama =>, <=> , tj. da važe implikacije oblika

A  i e k v B x i A 2 ekv B 2 -*~(A\=>-A2) ekv (B\ => B2),

A  i ekvB i i A 2 ekv B 2 -*■ (A\ <=■ A 2)ekv (B\ <=>B2)



5. Uočimo formulu p a  ~\(q v  (r => p)), i njenu podformulu r =*■ p  zamenimo sa 
~\rvp . Dobga se formula p a ~\(qv ( ~ \rvp ))  koja je ekvivalentna sa polaznom.
Dokazati.
Rešenje. Jedan dokaz glasi

(1) r => p ekv ~\r v p (Jer (r=*-p) *=>(~\rvp) je tau-
tologija)

(2) q ekv q
(3) q  v (r =*• p) ekv q v ( ~\r v p )  (Korišćena je saglasnost ekv sa V

u vidu pravila:
At ekv Bt , A2 ekv B; ^
A i V A2 ekv B1V B2

(4) ~\(q v (r =» p)) ekv 1  (q v( ~ \rvp)) (Korišćena je saglasnost ekv
sa “1)

(5) p  ekv p
(6) p a ~l(1? v  (r =» p)) ekv (p A ~ \(q v  (~\r vp ))  (Iz (4) i (5) na osnovu sag-

lasnosti e k v  sa a)

Kraj dokaza.
Dokaz se može izvesti i korgćenjem činjenice da je pojam ekvivalentnost for- 

mula prevodljiv na pojam istovrednost formula. Jer formule 

P A l ( q v  (r=* p)), p A ~\(qv (~ \rvp ))  
su istovredne, budući da je jedan deo prve zamenjen delom sa njim ekvivalentnim. 
Napomena. Dokazano tvrdjenje je poseban slučaj tzv. zakona (ekvivalencijske) za- 
mene:

Neka je F  ma koja formula i A  njena podformula. Zameni li se A nekom sa 
njom ekvivalentnom formulom B, od F  se prelazi na novu formulu F v ekvivalen- 
tnu sa formulom F.

Šta je glavni uzročnik važenja tog zakona? To je činjenica što je relacija ekv 

(R), (S), (T) relacija saglasna sa osnovnim logičkim operacijama.

Upravo ta svojstva relacije ekv su korišćena u navedenom dokazu, a tome slič- 
no može se postupiti i u đokazu opšteg zakona zamene. Primetimo da iz posve 
sličnih razloga važi zakon (jednakosnih) zamena koji smo upoznali u tački VI Je- 
dnakosni dokazi Algebra brojeva.
6. Dokazati korak—po—korak (slično kao u prethodnom zadatku) ekvivalencije

"lp =*■ (q A (r  v  p)) ekv 1 p  =» ( q ^ ( p  vr)),
1 (p  A(q <=> r)) => p ekv 1 (p  * (r  *=*q)) =*p

7. Dokazati ekvivalencije (A, B, C su ma koje formule)



A a A  ekv A  

A a B ekv B a A

A  v A ekv A  

A v  B ekv B v A  

(A v  B )v  C ekv A v  (B vC )
A v  (A a  B) ekv A  
A v  (B a  C) ekv (A v  B) a  (A v  C)

(A a B ) a C ekv A a (B a C)
A a  (A v B) ekvA  
A a (B v C) ekv (A A B) v  (A a  C)

A  a  T ekv A  
A a  i  ekv 1 

A  a  ekv i

A v l  ekv T 
j4v'1 ekv A 

A v l A  ekv T

Napomena. Ako znake a  , v ,  “ ], ekv, T , 1 redom zamenimo sa n , U, ', =, 1, 0 da- 
te formule se prevode u aksiome Bulove algebre (o čemu, kasnije, više reči).

8. Dokazati ekvivalencije (A, B su ma koje formule)

A =>B ekv ~ ]A v B, A  B ekv (~\A v B )a  (~ \B v  A),

9. Dokazati ekvivalencije oblika:

l l A e k v A ,  1 (A a B) e k v l A v l B ,  1 (A  v B )  ekv 1 A  a IB .

10. Dokazati:
A ekv B  akko (Iz tA  = T sledi tB = T i obratno), 

i pomoću toga dokazati ekvivalencije oblika
A  a (B a C) ekv (B a A )  a C, (A a B ) a (C a D) ekv ((Ca A ) a B )a D,

Uputstvo. Formula oblika A a (Ba  C) ima vrednost T ako i samo ako i A  i B i C 
imaju vrednost T , a slično vređi i za formulu(S a _4) a C

Napomena. Opštije, ako je F(A\, A 2, .... A n; a ) formula koja je gradjena pomoću 
znaka a i pođformula A u A 2, ..., A , tada je ona ekvivalentna sa formulom koja 
se dobija brisanjem zagrada, proizvoljnim razmeštanjem delova A t , A 2, ..., A , i po- 
novnim postavljanjem zagrada (naravno ispravno). Ta opšta činjenica, u stvari, sledi 
i iz druge i treće ekvivalencije zadatka 7 koje se mogu opisati rečima:A je komuta- 
tivna i asocijativna operacija — ukoliko ekv smatramo kao jednu vrstu jednakosti.

11. Dokazati tvrdjenje
A ekv B akko (Iz tA  = 1 sledi tB = i  i obmuto), 

i pomoću toga dokazati ekvivalencije oblika

A v  (B v  C) ekv (B v A )v C , (A v B )  v (C v D ) ekv ((C v A ) v B )  vD .

12. Dokazati ekvivalencije oblika
A a  (B v C vD ) ekv ( A a B )v  (A a C)v ( A a D)
A v  (Ba C a D) ekv (A v B) a  (A v C) a (A v D)

( A v B ) a (Cv D v E) ekv ( A a C)v ( A a D ) v ( A a E ) v (B a C ) v (B a D ) v ( B a E) 

( A a B ) v (Ca D a E) ekv (A v  C) a (A v D ) a  (A v  E ) a  (B v  C) a (B v D ) a  (B v E) 

Uputstvo. Te ekvivalencije — uopštenja distributivnog zakonaA premav , i zakona



v prena A mogu se lako izvesti koristeći drugu, treću i petu ekvivalenciju zadat- 
ka 7 (tj. koristeći komutativni, asocijativni i običan distributivni zakon1' zaA , v  ), 
uz pretpostavku korišćenja opštih svojstava ekvivalentnosti (zadaci 2, 3 ,4 ).

13. Dokjazati ekvivalenciju (Dedekind):
(A v  B )a  (B v C) a (C v A ) ekv (A-a B) v  (B a C)v  ( C \A )

Rešenie. Koristeći činjenicu da ekv ima svojstva slična jednakosti, odnosno (R),
(S), (T) i saglasnost sa operacijama a , v , | , navodimo dokaz koji — po pisanju 
liči na jednakosni, i koji se oslanja na zakon (ekvivalencijske) zamene: 
(A v B )a (B v C) a (C v A )

ekv [(A a B ) v (A a C )v (B a B ) v (B a C)]a (C v A )

(Zamena formule (A vB )a  (BvC)formulom (Aa B )v (A a C)v (Ba B )v (Ba C)) 

ekv [(Aa B ) v (A a  C)v B v (B a C)]a (C v A )
(Jer B a B ekv B -  zadatak 7) 

ekv [(Aa C )v B ] a (C v A )
(Jer B v  (B a  C) ekv B, B v  (B a A ) ekv B -  zadatak 7) 

ekv (A a C a C)v (A a C a A ) v (B a C)v (B a A )
(Korišćenje distributivnog zakona Aprema v )  

ekv (A a C)v (A a C )v (B a C )v (B a A )
(Jer C A C ekv C, A a A  ekv A ) 

ekv (A a B )v  (B a C)v  (C a A )

(Korišćenjem asocijativnog i komutativnog zakona za a  , v, kao i zako- 
na F v F  ekv F)

Kraj dokaza.
Primetimo da se ekvivalencije zadatka 7 neobično često koriste u ekvivalencijskim 
dokazima uopšte. Istaknimo još da je podesno — zbog bolje preglednosti umesto 
znakovaA , v koristiti redom znake % +. Tako, uz tu promenu znakova prethodni 
dokaz postaje:

(A v  B )a (B v C)a (C v A )  ekv (A+B)-(B+C)-(C+A)
ekv (AB+A C+BB+BC)-(C+A) 

ekv (AC+B) • (C+A) 

ekv A CC+A CA +BC+BA 
ekv AB+BC+CA 
ekv (A a B )v (B a C)v  (Ca A )

14. Dokazati tautologiju
((Av B v C)a (B v Cv D)a (A v B v D)a (Av  Cv D)

<=> (Aa B)v (A'a C)v (Aa D)v (Ba C)v (Ba D)v (Ca D)

^Viđeti i zadatak 20, tačke XIX o tzv. ADA-strukturi.



Uputstvo. Poći od leve strane i umesto v , Akoristiti znake +, •, a dalje slično kao 
u -prethodnom zadatku.
15. Dokazati tautologiju

(Aa £ a C)v (Ba £ a P ) v (A a B_a P ) v (A a Ca D})

- ^ ( A v B )a/ A v C)a (Av D)a (B v C)a (B v D)a (Cv Đ)
IJputstvo. Poći od leve strane i umesto v  , a  koristiti znake •, +, a dalje slično kao 
u zadatku 13.

.16. Obrazovati rastavni i sastavni oblik formule F:

[(P *=* q>A(qvr)]v1{1 (p =*• q )v (q A r )]
ReSenje. Ti oblid se obično obrazuju postupno. Izvesni početni koraci su za oba 
oblika zajeđnički. Jedno obrazovanje izgleda:
F  ekv [ ( 1  p v q )  a ( 1  q v p )  a \(qvr)]  v 1 [ l l p v ? ; v f ? A t ] ]

(Korišćenjem dovoljno puta ekvivalendja oblika 
A  •*=>■ B ekv ( 1 A  v  B) a ( 1  BvA), A  => B ekv 1 A  v  B 
vršimo uklanjanje znakova <=>, =>) 

ekv [( 1  p v q )  a  ( l^ v p ^ A  (q v  r ) ] v 1 [ ( 1 1 p  A lq )  v (q  Ar)]
(Koristeći ekvivalencije oblika 
1 ( A a B) e k v l A A l B ,  1 ( A v B )  ekv I A a I B  
,,teramo” znak 1  „udesno” — do samih slova.
Takodje korišćenjem ekvivalencijeHH.4 ekv A 
smanjujemo broj negacija na najmanju meru) 

ekv [ ( I p v  q) A ( 1 q v p ) A ( q v r ) ] v [ 1  (p A l q )  A l ( q  Ar)]
(Teranje znaka 1  udesno)

ekv [ ( I p v  q) a ( 1 q v  p) A ( q v r ) ] v [ ( 1 p v  q) a ( 1 q  v l r j ]
Ovde se zavišava zajednički put u traganju za oba oblika.. Označimo sa G dobije- 
nu formulu.

Da bi se došlo do  ̂rastavnog oblika može se postupiti ovako. U formuli G zna- 
ke a , v , ~1 zameniti redom znacima •, +, ’ (videti zadatak 13) a potom raditi kao 
sa običnim polinomima (vršiti „množenje” i „sredjivarije”). Tako imamo:
G ekv (p ’+q)(q ’+p) (q+r)+(p ’+q)(q ’+r ’)

ekv (p'q'+p’p +qq’+qp) • (q+r)+p’q ’+p’r ’+qq’+qr’ 

ekv (p’q ’+qp)'(q+r)+p’q ’+p’r ’+qr’

(Jer qq’ ekv q A l q  ekv 1, i sl.) 
ekv p ’q ’q+p’q ’r+qpq+qpr+p’q ’+p’r ’+qr’ 
ekv pq+p’q’r+pqr+p’q ’+p’r ’+qr’ 

ekv pq+p’q ’+p’r ’+qr '
(Jer pq+pqr ekv p q v  (pq a rj ekv pq i sl.)



ekv (P A q ) v ( - \ p A l q ) v ( - \ p A - \ r ) v ( q  a  ~\r)
Dobijena fonnula jeste jedan od rastavnih oblika formule F.

Potražiroo sada sastavni  oblik date formule, Radi toga u formuli G umesto a  , 
v , “ I redom pištemo +, *, Ostali rad je sličan prethodnom (jer, na kraju, po u- 

zajamnim vezamaA ,v  su ravnopravni — što nije slučaj sa običnim sabiranjemi mno- 
ženjem) l
G ekv ( p ’q+q’p+qr) • ( p ’q+q’r)

ekv p ’q p ’q+p’q q ’r ’+q’p p ’q+q’p q ’r ’+qrp’q+qrq’r ’ 
ekv p ’q+p’qr+pq’r ’

(Jer p p ’ ekv p  v~lp ekv  T i sl.) 
ekv p ’q+pq’r ’

(Jer p ’q+p’qr ekv p ’q  a  ( p ’q w  r) ekv p ’q) 

ekv ( 1  p  v  q) a  (p  v “ l q v*1 r)
Tako smo stigli i do jednog od sastavnih oblika polazne formule F.

17. Nastavak prethodnog zadatka. Rešiti datu formulu, odnosno odrediti sve njene 
modele (po p, q, r).
Rešenje. Rešenje (model) te formule po naznačenim slovimaje svako preslikavanje
oblika

takvo da T \ , t2 , t3 (kao vrednosti za p, q, r)  zadovoljavaju formulu, tj. da važi 
jeđnakost tF (t \ , t2 , t3) =  T , Radi dobijanja rešenja podesno je koristiti rastavni o- 
blik formule F, jer formula oblika A v B v ... C ima vrednost T upravo u slučaju 
kada bar jedna od formula A, B, .... C ima vrednost T . Stoga se u odredjivanju re- 
šenja jednačine tF  -  T može ovako postupiti: Rešiti jednačine tA  =T , t B = T ,
.., t C = T (što je lakše), i potom dobijena rešenja okupiti -  tako će se doći do 
svih rešenja jednačine tF  = T . Kako

F  ekv (pa  q) v(~\p A ~ \ q )  v ( ~\p A~\r)v (q A~\r) 
to zaključujemo da su sva rešenja date formule:

(p rv a  d v a  su  re še n ja  f o rm u le  p  a  q i  s l.)

Posle uklanjanja jednakih rešenja dobijamo ovaj spisak svih rešenja formule F

( £  qT2 t3 ) (+i su T ili 1)Tl t2 t3



18. Obrazovati (bar jedan) rastavni i sastavni oblik formule

( ( p v q v r ) A ( q v s v p ) ) v ( ( q v s v r ) A  ( p v  r v s ) )

19. Obrazovati (bar jedan) rastavni i sastavni oblik date formule

a)p  => £?, b) p  < = >  q, c) p  => (q ■=> r), d) (p  => (q  -*=*• r)) =■ 1  (p  =TI (q  •<=*• r))
20. Rešiti jednačinu tF  = T (po p,q, r), ako je F  formula

z)~]pAqAr, \>)~\pAq, c) (pA q Ar) v  (  ~\p A q r\r), S) (p v  q) A ( q v r )  A ( r v  p) 
Uputstvo. videti zadatak 17.

21. Odrediti vrednosti slova p, q, r za koje sve date formule imaju vrednost T 

a) P, =* r;  b) p=>q, q=> r;  c) 1  p,p vq ,q  v~\ r);  d) p,q => p, p =>

e)p,P *=*~\q, q <=>r,J f) p v  q v  r, p => (q Ar)
22. Rešiti (po p, q, r)  jednačinu r(p a~\ q => r) = 1.

23. Dokazati da tautologije imaju svojstvo:
!= A  akko A ekv T

24. Dokazati tautologiju p  => (q=> p )  dokazujući da je ta formula ekvivalentna sa|P,

25. Dokazati tautologiju (p => q) y (q => r) (dokazujući da je data formula ekvi- 
valentna sa T ).

26. Pretpostavimo da je formula oblika A  v B  tautologija. Da li je tada uvek bar je- 
dna od formula A, B takodje tautologija?

Rešenje. Odgovor je ne. Recimo, foimula p  v l  p  je tautologija, dok nijedna od fo- 
rmula p, ~]p to nije. Slično, tautologija je i formula

p v  q v  ( ~\ p  A 1 q)
a nijedan od sastavakap,^, ~1 p \~\q nije takav.

Primetimo da su obe navedene formule rastavnog oblika. Zaključujemo da ras- 
tavni oblik ne mora biti podesan za ispitivanje tautologičnosti.

27. Dokazati tautologiju F:

( p v q  => r) =>((p =>r)A(q => r)
Uputstvo. Podesno je obrazovati neki s a s t a v n i oblik 

A a B a . . .  a C

date formule, jer tada se pitanje da li je F  tautologija prevodi na pitanje: da li su 
sve formule A, B, ..., C tautologije. Budući đa su A, B, Cjednostavne formule, 
na takvo se pitanje lako odgovara. U slučaju date formule sastavni oblik je 

(p  v ~ \ p v q v r ) A ( p v q  v ~ \ q v r ) a (~] p v r  v~\r) a (~\ q v r  v~\r), 
pa imamo ekvivalencije



F  ekv (J vq vr)A (p v  T v  r)a ( ~\pv J)a ( ~\qv  V  
(Jer p v~\p ekv Ti sl.) 

ekv T a T a Ta T 
ekv T ,

odakle zaključujemo da F  jeste tautologija.

28. Obrazovati sastavni oblik i ispitati da li je data foimula tautologija

a) (p <*=* q) <=► (p => q)A(q => p), b) (p => (q <=> r)) => ((p => q) => (p => r)),

c) (pvq) *=> ( 1  p=> q), d) (q =>~\(pAr)) =>~] ((pvq) A~](r => p)).

29. Neka je A  .formula oblika
axv  a2v  . . .v a n,

pri čemu svaki od alt ..., an je neko iskazno slovo ili negacija slova. Recimo, tak- 
ve su fonnule

p v q v p v ~ \ r ,  ~ \pvqvpv~\r  i sl.
Dokazati:
A je tautologija ako i samo ako A  zajedno' sa nekim svojim slovom sadrži i nega- 
dju tog slova.

Rešenje. Ako je tc ma koje iskazno slovo, dogovomo umesto tc, ~\u. pišemo , 
odnosno uj-. Koristeći takve oznake možemo reći da je formula A oblika

u®1 v  u2 2 v    v  (ctj je T ili 1)

pri čemu ne moraju biti različiti. Pretpostavimo, dalje, da su svi članovi, u®1,
U2^> .... > «nn medjusobno različiti, jer ako nisu, to se može jednostavno posti-
ći korišćenjem ekvivalencije oblika A v  A  ekvARecimo, ~ \pv q v~\p v ~ \r v p  
ima dva ista člana ~\p, ali ta je formula ekvivalentna sa formulom ~\p v ^ v l r v p  
čiji su svi članovi: ~\p, q, ~\r, p medjusobno različiti.

Za fonnulu A  postoje dva slučaja:
(i) Svi u i , ....., un su medjusobno različiti,
(ii) Važi bar jedna jednakost oblika

u{ = u. (gde i f  j)

U prvom slučaju A  nije tautologija jer, recimo, tA =  i, ukoliko izaberemo ovak- 
ve vrednosti za u y, ..., u : m^ = “la j, to2 = "la^, ..., m n =
U dmgom slučaju A  jeste tautologija, jer Asadrži dva člana oblika tn, “Itr pa je 
ekvivalentna sa in v  “ jtt. v  ... (gde ... označava izostavljene članove), tj.
A ekv T .
30. Dokazati ekvivalencije

P AF(p) <=> p  AF(J), ~\pAF(p)<=>~\psF(L),

gde je F(p)ma. koja formula koja sadrži slovo p (a možda još i neka dmga slova).



Uputstvo. Leva i desna strana (u oba slučaja) su istovredne i kad p ima vrednost T 
i kad p ima vrednost 1 .  '

31. Dokazati ekvivalenciju

P ?1 a  ....  a p nn AF (pu  „., p j  ekv p ? 1 a ... ap“n A F(at , .... a j

gde je F iskazna formula po slovima p x, ..., pn (a možda i još nekim dmgim), a 
a  ̂je 1 ili I .

Uputstvo.Dokazati istovrednost leve i desne strane razlikujući dva slučaja

(i) tp i = a l5 ..., rp^ = an ; (ii) Važi bar jedna od različitosti rp 1£ a1,...,rpn/ a ri

32. Neka je F(p) iskazna formula sagradjena, izmedju ostalog, i od slova p. Doka- 
zati ekvivalenciju

F(p) ekv (F( J ) a  p) V (Ff1) a ~\p)

Rešenje. Jedan način dokazivanja sastoji se u tome da se dokaže istovrednost obe- 
ju strana ekvivalencije (kad p ima vrednostT , odnosno 1, a ostala slova proizvolj- 
nu vrednost).

Medjutim, koristeći ekvivalenciju zadatka 30 dokaz se može i ovako izvesti 

F(p) ekvF(p)a T ekv F(p)A(pvlp) ekv (F(p)Ap)v(F(p) A~\p)ekv(F(J)Ap)v(F(l) Alp)

33. Dokazati ekvivalenciju

F(p,q) ekv (F(J , J )a p a <7) v (F(T, 1)a p  A~\q)\/(F(J, f)A~]pAq)\r(F(l,l) /Tlp Alq)

34. Dokazati ekvivalenciju

F(Pi, ..., pn) ekv V M(a i>—> % ) a P \1 A... A p J ) ,  
a^G (T, 1}

gde se disjunkcija uzima za sve mogućnosti vida a ls ..., a n G {T , 1 }. Formula 
F(pi, ..., p j  je sagradjena od slova p : , ..., pn (a možda i nekih drugih).

35. Odrediti bar jednu formulu na osnovu date tabhce

p <7 F(p,q) P Q r f(PU.r)

T T 1 r T T 1
T i T T T i T

1 T T T 1 T T

1 i i T i i T
1 J T i
i T 1 T
i 1 T 1

-• 1 1 1 1

Uputstvo. Koristiti ekvivalenciju zadatka 34 (za n = 2, odnosno n -  3). U prvom



slučaju dobija se formula
^ A l ? j v n p A ? j

a u drugom formula

( p A q  a  ~ \ r ) w ( p  A ~ \ q A r ) w ( p  A  ~ ] q A  ~\r )  y  ( ~ \ p A q  A ~ ] r )

36. Odrediti potpuni rastavni oblik date formule u odnosu na slova od kojih je 
sagradjena

a)p=*q, b) ( p v q vr )  a (p  v~\q), c ) p => (q <=> r) ,  d )  p  <=► (q <=*■ r).

Uputstvo. a) Koristeći ekvivalenciju zadatka 33 neposredno dobijamo

(p=>q)ekv (('!*■ T ) A p  A q ) v  ((1 =* i)Ap A]q)\f((l=>l) K]p q/v((l=rlMpp A\q) 
ekv ( p A q )v  ( ~\pAq)v(~ \p  /\~]q)

Poslednja formula predstavlja traženi oblik.
Slično, u slučaju formule oblikaF(pu ..., p n) radi dobijanja njenog potpunog ra- 

stavnog oblika može se koristiti ekvivalencija zadatka 34. Medjutim, za datu formu- 
lu se i ovako može naći potpuni rastavni oblik:

Pronadje se neki rastavni oblik te formule pa se on d o p u n i — na način koji 
izlažemo — do potpunog rastavnog oblika. Tako, za formulu p =>q imamo:

p => q ekv ~\pwq
(To je već rastavni oblik) 

ekv (~\p a  (q s/~\q)) v(q a ( p  Vlp))
(„Dopunjavanje”)

ekv (~\pAq)  v ( “lp A~\q)v (q A p ) v (q  A l  p) 
ekv ( p * q ) v  ( ~\pA q ) v  ( ~]p A~\q)

37. Dokazati ekvivalenciju

gde se konjunkcija uzima za sve mogućnosti vida <*1, a  G {T , 1}.

Napomena. Navedena ekvivalencija može se koristiti za obrazovanje potpunog sas- 
tavnog oblika date formule.

38. Neka su a, b ,  c, d  elementi skupa {T , 1}. Ukoliko važi ekvivalencija

tada važe jednakosti: a  = c ,  b  = d .  Dokazati.

Napomena. U stvari, tako je iskazano da je potpuni rastavni oblik formuleF/'p) je- 
dmstven. U opštem slučaju potpuni sastavni i rastavni oblici date formule su jedin- 
stveni.

tt jS  {T , 1}

( a A p ) v ( b  A ~ \ p )  e k v  ( c A p ) v ( d  A ~ \ p ) ,  •



39. Neka je F (px, ... p n) formula čija su sva iskazna slova p x , pR. Tada, pod 
dvojđvenom (dualnom) formulom formule F, u oznaci F ^fp 1 ;..., p n), smatramo 
formulu IF f 'H P i. ~\Pn) > kao i ma koju sa njom ekvivalentnu formulu.
(i) Dokazati da su formule p v q ,  p Aq, ~\p, T , 1 po redu dvojstvene za formule 
p j\q , pw q , ~ \p , i ,  T .
(ii) Dokazati da je formula (p a q) v  (q a r) v (r  a p) samodvojstvena, tj. da su F i 
F* ekvivalentne formule.

4®. Dokazati ekvivalencije

(A a B)*  ~=>A*v 5 *  ( A v B f ^ A * A  5*, ~\A* A ^*= *A ,

gde suA .B  ma koje formule, kao i ekvivalenciju p* <=> p, gde je p iskazno slovo.

41. Za datu formulu A ( a , V , “ | , T , 1 )  -  kod koje su istaknuti samo znaci u njoj 
učestvujućih logičkih operacija, kao i znaci T, i , neka A bude dogovoma oznaka 
formule A( V, a  , 1 ,  i , T ) dobijene iz prve zamenjivanjem svih njenih znakova A , 
v, ~l, T , i  po redu znacima v , A , 1  , i , T . Dokazati:

(i) Formula oblika p Q je tautologija akko formula P 0  je tautologija;
(ii) Formula A  je tautologija akko formula “ IA  je tautotogija.
Da li je A  dvojstvena formula za A?

42. Odrediti potreban i dovoljan uslov da formula oblika
(F(Pu ..., p j  ^ p )  <=>F* (P! =>p, - ,P nz* P) 

bude tautologija.
43. Odrediti formulu X(p), p je njeno jedino slovo, tako da formula.

P =*• X(p)
bude tautologija.
Rešenje. Zadatak se može i ovako shvatiti: Rešiti uslov 

(*) 1= P =*X(p)

po formuli X(p). Osnovna zamisao je da se pomoću uslova (*) odredi tablica for- 
mule X(p), a potom i sama ta formula. Rađi toga obrazujemo naredni ekvivalenci-
jski lanac.

(☆ ) akko t(T -*> X(T)) = T , t(L «*• X (i)) - J  
(Definicija tautologije) 

akko tX (T ) =T
(Ta jednakost sledi iz prve jednakosti. Tako je odrediena vrednost formu- 
le X(p) kad p  ima vrednost T . Druga jednakost, u kojoj se nalazi X(L), 
je ispunjena bez obzira šta je X (  1), odnosno X (i)  može biti T ili 1 .
U oba slučaja je druga jednakost u važnosti, pa smo je stoga i izostavili.)

akko X(p) ima tablicu p  T___1 (n je T ili 1 , t j . proizvdjno)

X(p) T n



Prema dosadašnjem rasudjivanju problem se svodi na odredjivanje formule X(p) na 
osnovu dobijene tablice. Na osnovu zadatka 32 vredi ekvivalencija

X(p) ekv(X( T ) a  p)M (X (l) a~I p) 

odakle zaključujemo
X(p) ekv (T a  p) v (n  A~\p)

odnosno

X(p) ekv p v  n
Tako dolazimo do ovog završnog odgovora:

Formula X(p) -  do m  ekvivalentnost -  jedmka je formuli p v n ,  zde je 
nproizvoljno -  može biti T ili 1.

Zamenjujući rr prvo sa T , a potom sa 1 dobijamo formule P v T , p v l ,  
odnosno T , p sa jednom od kojih je ekvivalentna tražena formula X(p). Podrobnije, 
do na ekvivalentnost, postoje dve formule: T i p koje zadovoljavaju uslov (*).

Napomena 1. Obično se za uslov kao što je (*) kaže da je Bubva jedm čim  po nepo- 
znatoj X(p). Inače, taj uslov se može lako prevesti na stvamu jednačinu. Naime, (*) 
je ekvivalentno sa:

r(p =*■ X )  =T , za svaki r 

Evo još primera Bulovih jednačina:

1= pA  q <=> p a  X(p,q), \ = A ^ X ( A ] e  data, X  nepoznata formula)

Napomena 2. Prema prethodnom zadatku, rešenja Buiove jednačine (*) — može se ta- 
ko reći — odredjuju se, do na ekvivalentnost, formulom

(**) p V TT ,

gde je 7t S  { T ,1} proizvoljno. Formulu (**) nazivamo opšte rešenje Bulove jedna- 
čine (☆ ).

44. Odrediti formulu X(p) koja zadovoljava uslov
a) l=p <==>x(p), b) I =X(p)=>p, c) I = p v X (p )

45 . Odrediti formulu X(p,q) koja zadovoljava uslov

a) \=pA q <=* pA X(p,q), b )’ 1= pA X(p,q) => q, c) \=pvX(p.q) =>q v~TX(p,q)

Odgovor. a) X(p,q) ekv (p/\ q)\i ( r x a  1  p  A q ) v (tt2 a  Ap/\Aq)-nx ,n2i su proizvoljni 
elementi skupa {T,l}. Dakle, do na ekvivalentnost, postoje četiri različite formeX(p,q): 
(PAq)v(~\pAq)v(  “ lp A~\q), (pA q )v (  ~\pAq), ( pA q )v (  1pA~\q), PAq.

46. Nekaje^4 data formula. Dokazati da su sve formuleX koje zadovoljavaju uslov

(1) l=A=>X 
odredjene obrascem

(2) X e k v A v H ,



gde je n  proizvoljna formuk.

Rešenje. Neka je, prethodno, II ma koja iskazna formula. Formula^4 V II zadovo- 
ljava uslov (1), jer A  => A v  n  je tautologija. Dakle, obrazac (2) odredjuje razna re- 
šenja uslova (1). Da li su njime obuhvaćena i sva rešenja tog uslova? Radi dokaza, 
pretpostavimo da je X Q ma koje rešenje. Pitanje je kako pomoću obrasca (2) dobi- 
ti, do na ekvivalentnost, upravo X  , odnosno šta izabrati za II. Nije teško uvideti 
da je dosta za II izabrati upravo rešenje X Q. Zaista, ako umesto II stavimo X Q\ vo- 
dimo računa o tome da za X Q važi uslov \=A => X Q zaključujemo

A  v II ekv A  V X o

ekv X Q, jer je (A => X QJ =*■ (A v ! q <=> Z Q) tautologija. 

Znači A  v  II se svodi, do na ekvivalentnost, na X Q. Kraj dokaza.

47. Da li obrazac
X  ekv A  A n  ( n  je proizvoljna foimula)

odredjuje sva rešenja uslova (po X):

I= X ^ A  ?

48. Neka su A, B date formule. Dokazati1) da je

(1) \=A+B 

potrebno i dovoljno da uslov po X:

(2) \=AX+BX’ 

ima rešenje,i da su u tcm slučaju obrascem

(3) X  ekv A (B ’+ W) (II je proizvoljna formula) 
odredjena sva rešenja tog uslova.
Rešenje. Pretpostavimo da je jednačina (2) moguća i da je X Q jedno njeno rešenje. 
Tada:

(4) I = A X 0 + B X ’0

Zamislimo, dalje, da iskazna slova (koja ulaze u sve formule A, B, XQ) imaju neke 
vrednosti. Tada mogu nastupiti slučajevi

( i ) r f 0 = T , (u) rXQ = 1

U prvom slučaju, na osnovu (4) zaključujemo

(5) t A  = T  

a u drugom

(6 )  tB = T

Dakle, za ma koju vrednost iskaznih slovi važi bar jedna od jednakosti (5), (6).
No, odatle sledi da je disjunkcija

V; Umesto V , A,, ~] redom stoje



A + B
opštevažeća, odnosno da je tautologija. Tako je dokazano da je (1) potreban uslov 
da jednačina (2) bude moguća.

Pretpostavimo sada da je uslov (1) ispunjen, i dokažimo da obrazac (3) odredju- 
je sva rešenja uslova (2). Zaista, ako je II ma koja formula, zamenjujući X  sa A (B ’+Yl)
zaključtgemo

A X  +BX’ ekv A-A(B‘ + Ilj +B(A(B’ + Yl))’ 
ekvA B ’ +AYl + B (A ’ + BYl’)

(Korišćenje De Morganovih zakona) 
ekv A B ’ + B A ’ + AYl + BYl’
ekv T , jer formula (A+B) => (AB’+BA ’ + AY\ +BYl’) je tautologija.

Dakle, obrazac (3) zaista odredjuje izvesna rešenja uslova (2).
Dokazujemo da (3) ođredjuje sva rešenja. Neka je X o ma koje rešenje. Postupa^ 

jući slično kao u zadatku 45 sa II biramo upravo X  . Tada imamo 

A (B ’ + Yl)ekvA(B' + X Q)
ekv X Q, jer forrnula (AX0 + BX0) =*• (A(B’ + X Q) <=> X J  je tautologija;

A, B, X Q su ma koje formuk.
Dakle, obrazac (3) kao rezultat daje upravo formuhi x  ■

Zaključak je da se obrascem (3) „pokrivaju” sva rešenja uslova (2).

Napomena. Navedeni dokazi iz prethodnog zadatka nisu potpuni. Preostaje još da 
se dokaže da formiie

(A+B) => (AB’ + B A ’ + AY\ +BYl’), (AXQ + BX’o)=*(A(B’+X0) ~ X o) 

jesu tautologije, gde su A, B, II, X Q proizvoljne iskazne formule.

49. Neka su A, B, C date formufe. Dokazati da je

\= A + B  +C
potreban i dovoljan uslov da jednačina po X

h A X  + BX’ + C
ima rešenja, i da su u tom slučaju obrascem

X  ekv (A+C)(B’C’+Y[) (II je proizvoljna formula) 
odredjena sva rešenja te jednačine.

Uputstvo. Koristiti prethodni zadatak kao i: C ekv CX + CX\
50. Da h je uslov: \= A  => B potreban i dovoljan da sistem

\=A => X, I =X*>B
ima rešenja po X?
Uputstvo. Obrazovati konjunkciju (A => X ) a (X  => B).

51. Rešiti po X  sistem
1= X  => A, 1= X  => B (A, B date formule)





IX RAZNI PRIMERI

Upoznajmo izvesne primene dosada izloženog, odnosno primere u kojima se ko- 
riste tautologije, razna svojstva jednakosti i sl. Dokazna sredstva, pri tom, uglavnom 
ne izlaze iz oktira dosad upoznatih činjenica. Gde—gde koristimo i kvantore i jedno- 
stavnije činjenice o njima.

ZADACI

1. Pretpostavimo da su đokazane dve formule (rečenice) oblika A => B, B => C.
Da li se, tada može uzeti da je A => C istinita formula?

Rešenje. Odgovor je, naravno, potvrdan. Radi obrazloženja dovoljno je ukazati na 
okolnost da je formula

(A => B) a (B =*■ C) => (A =*• C)
tautologija. Drugačije.se kaže: ta tautologija je logička osnova ovog pmvila izvodje-
nja.

A =>B, B => C
" ------  (IzA =• B, B => Cproizlazi A => C)

To se pravilo, tzv. tranzitivnost (prenosnost) implikacije, uopšte, često koristi.
Navodimo još i neka druga pravila1) koja se slično temelje na odgovarajućim ta- 

utologijama

A <=* B, B <=* C 
A  <=> C

A <=> B 
B <=>A

A => B, B =>■ A
A <=> B

(Pravilo tranzitivnosti ekvivalencije)

(Pravilo simetrije ekvivalencije)

(Pravilo antisimetrije implikacije)

U daljem izlaganju ukazivaćemo na upotrebu navedenih pravila.

2. Dokazati: Ako je ceo broj deljiv sa 2 i sa 3 deljiv je i sa 6.

Rešenje. Jedan dokaz je ovaj implikacijski lanac

To su primeri l o g i č k i h  p r a v i l a  i z v o d j e n j a  za razliku od matematičkih 

kakvo je recimo A -B , B-C
A=C



x  je deljiv sa 2 i sa 3 

=> x  = 2a a x  = 3b 
=* 3x = 6a a  2x = 6b

=*• 3x  -  2x = 6a -  6b

(a,b su neki celi brojevi)1)
(Množenje prethodnih jednakosti sa 3, odnos- 
no sa 2)
(Oduzimanje prethodnih jednakosti)

=> x  = 6 (a-b)
=>x je deljiv sa 6 (Jer a -b , kao razlika celih brojeva a, b je

ceo broj)2)

Dalje, koristeći pravilo tranzitivnosti implikacije zaključujemo: 

x je deljiv sa 2 i sa 3 => x  je deljiv sa 6

3. Dokazati implikaciju: 3 \x A 5l x  => 15 \x.

4. Dokazati ekvivalencije (o celim brojevima)

2 \x  A 3 \x  <=*■ 6\x, 3 \x  A 5lx <=> 15 \x

Uputstvo. Dokaze izvoditi u dva smera a potom primeniti pravilo antisimetrije imp-

hkacije đ. — — — đ.
A =>B

5. Dokazati imphkacije o celim brojevima

mG2ZAnE2Z=>m+n£2ZAm- n&2Z, m E 2Z A nE 2Z + l =>m+n&2Z+lAm ■ nG 2Z  
m G 2Z+ l A n  G2Z+1 => m+n G 2Z m ■ n G2Z+1

6. Dokazati ispravnost pravila

~TB^~\A  
A =>B

(Pravilo kontrapozicije (premeštanja))

Uputstvo. Formula (~\B => ~L4) => (A => B) je tautologija.
Napomena Navodimo nekoliko primera primene pravila kontrapoziđje u dokazi- 
vanju.
Recimo, zadatak: Dokazati imphkaciju
(☆ ) 3x f  3 => x  f  1 (xje, na primer, prirodan broj)

može se ovako rešiti. Na osnovu pravila kontrapozicije, implikacija (*) biće doka-
zana, ukohko dokažemo njen premešaj (kontrapoziciju):

H (x f  1) => 1  (3x f  3),

')Definicija deljivosti broja x sa 2 (a slično i, uopšte sa m), kada se strogo zapiše, glasi:
dg£

2 lx <=> ( 3 a €  Z)x = 2a
Otuda su u prethodnom đokazu korišćeni (ali prećutno) i neki jednostavni zakoni za kvan- 
tore.

2Jpisanje koje smo koristili uobičajeno je za implikacijski lanac: A i =* At . A j —>
An j =* Ar . Slično se piše i u slučaju nekog ekvivalencijskog lanca.



odnosna, ukoliko đokažemo:
(**) x  = 1 => 3x = 3.
Medjutim, poslednja formula je tačna, na osnovu pravila saglasnosti jednakosti sa 
svakom operacijom. Dakle, tačna je i formula (*).

Navodimo još nekoliko primera matematičkih tvrdjenja oblika implikacije, sa od- 
govarajućim kontrapozidjama.

(1) X ■ y=0 => x=0 v  y=0 ( l’) x  f0 A y f0 = *  x -  y  fO

(2) X = 0 v  y  = 0 =* x ■y =o , (2’) x - y f 0 ^ x f 0 ^ y f 0

(3) X >  0 A y >  0 =■ X+y> 0, (3’) x+ y< 0 =■ x  < 0 v y  < 0

(4) X > 0 A y  > 0  => X- y > 0 , (4’) x - y < 0 ^ x < 0 V y <  0

(5) X < y  a  y  < z => X < z, ( 5 | x >  z =■ x >  y v  y  > z

Zanimljivo je da neka od tih tvrdjenja kao (3’), (5’) nisu potpuno očigledna. ^

7. Do kojih se tvrdjenja dolazi kontrapozicijom datih tvrdjenja (o pravim a, b,c)

(1) a II b Ab  II c =>a II c; (2) a 1 b A b 1 c => a II c; (3) a LbAa II c => c i  b;

(4) Ako prave a, b imafu mjmanje dve zajedničke tačke, onda se one poklapaju.
(5) Ako se prave a,b seku ili su paralelne, onda one pripadaju jednoj ravni

8. Ustanoviti da li su istinite implikacije o realnim nizovima:

A ko niz nije ograničen, onda on nije konvergentan,
Ako niz mje konvergentan, onda on nije monoton ili nije ograničen 

Odgovor. Istinite.su, jer njihove kontrapozicije 

Konvergentan niz je ograničen,
Monoton i ograničen niz je konvergentan 

jesu poznata tvrdjenja iz analize.

9. Dokazati ispravnost pravila
1 A  <=> ~IB (Pravilo kontrapozicije za ekvivalenciju)

T ^ B ~
10. Kako glasi kontrapozicija svakog od tvrdjenja:

x = 1 Ay = 1 <=> x ■ y  = 1 (x,y  prirodni brojevi)
2\x a 3 \x <=> 6 lx (x ceo broj)
x  = 0 v y  = 0 <==> x  ■ y  = 0_ (x,y realni brojevi)

11. Neko je radi dokaza formule A  postupio na ovaj način. Pošao je od pretposta- 
vke i na osnovu toga izveo izvesna dva suprotna zaključka/?, ~\R. Da li se 
može smatrati da je tako formula A dokazana?

Rešenje.Formula oblika (“"M =■ R a ~\R) =>■ A je, što se lako proverava, tautologi- 
ja. Stoga je odgovor na postavljeno pitanje potvrdan.
1 -*a 1 b je zamena z a : p r a v a a  j e  n o r m a l n a  na p r a v u  b.



Napomena. U matematici se često na opisan način pristupa dokazivanju neke činjeni- 
ce A. Taj se postupak zove metoda svodjenja na prottvrečenost (ređuctio ad absur- 
dum).

12. Dokazati da \J2 nije racionalan broj, odnosno da ne postoje dva cela broja p, q
takva da \J2 = .

q.
Rešenje. Dokaz izvodimo metodom svodjenja na protivrečnost. Označimo sa A tvr- 
djenje zađatka i pretpostavimo ~\A, odnosno:

(1) \/2  jeđe racbnalan broj

Tada za neke cele brojeve p, q (q f  0) vredi jednakost
(2) \!2  =  2

<7
Posle skraćivanja (u slučaju kad za to postoji mogućnost) jednakost (2) postaje

(3) \/2  = (a, b &Z, b J  0, a i b uzajamno prosti)

Odatle kvadriranjem proizlazi 
2

(4) 2 = — odnosno a2 = 2b2
b2

znači a2 je paran broj, pa je i a paran, odnosno za neki ceo broj k  vredi
(5) a = 2k

Uvršćujua 2k  umesto a u drugu od jednakosti (4) neposredno zaključujemo da je 
i b paran broj, Znači, brojevi a i b su parni pa oni nisu uzajamno prosti. To je ko- 
ntradikcija sa (3) prema kome a, b jesu uzajamno prosti1).

Dakle ~\A dovodi do kontradikcije te je time metodom svodjenja na protivure- 
čnost dokazano A.

13. Dokazati da \J3 nije racionalan broj.

14. Da li je ispravno pravilo
P A ~\0 =>R A ~\R

P=*Q
Napomena. Reč je o posebnom slučaju pravila =» R  a ~1 R  (sactr2anog u me-

A
todi svodjenja na protivurečnosti)ukoliko je A  oblika P => Q. Naime, tada je 14 , 
tj. 1  (P => Q), ekvivalentno sa P a1  Q.
15. Dokazati (koristeći aksiome polja2)) implikaciju o realnim brojesima

^Zapazimo da je umesto a, b s u  u z a j a m n o  p r o s t i  dosta pretpostaviti: a, b 
nisu oba parna. Celo prethodno rasudjivanje ostaje u važnosti i u tom slučaju.

2)U ovom i nekim narednim zadacima o realnim brojevima je prećutno prisutna pretpostavka 
da realni brojevi obrazuju polje. Tako, ti zađaci su prođužetak razmatranja iz 52.zadatka (i 
nekih ranijih) taćke VI.



a ■ b = 0 =*■ a = Ov b = 0

Rešenje. Dokaz svodjenjem na protivurečnost glasi

(1) a - b = 0
(2) a f  0, b f  0

(3) i  • a ■ b =  i  ■ 0
a a

(4) 1 ■ b = 0

(5) b = 0

(Pretpostavka P)
(Pretpostavka “ I Q)

(Jednakost (1) pomnožena je sa — )
a

(Pošto afO, to -  ■ a = 1 1 -  ■ 0 = 0) 
- a a

Kraj đokaza, jer je jednakost b = 0 suprotna sa b f  0 — druga od jednakosti (2).

16. Metodom svodjenja na protivurečnost dokazati da za prave u ravni vrede imp- 
likacije

a|j b Ab\\c => a\\c, a i b  A i  i  c => a||c

17. Pozivajući se na odgovarajuću tautologiju dokazati ispravnost tzv. pravila razli- 
kovanja slučajeva

A i  v  A 2, 4 ,  =>B, A2 = >  B 
B

Napomena. To je pravilo logička osnova metode dokazivanja sa istim nazivom — 
metode razlikovanja slučajeva. Primenjuje se pri dokazivanju formule B na osno- 
vu pretpostavke A koja se može razložiti na dva slučaja A 1( A 2 (ili, uopšte, na ko- 
načno mnogo), tj. koja je oblika đisjunkcije A x v  A 2. Tada je dosta dokazati for- 
mulu B u svakom od tih slučajeva, odnosno dokazati implikacije: A\ => B, A 2=-B.
18. Metodom razlikovanja slučajeva dokazati da je proizvod dva uzastopna ceia bro- 
ja paran broj, odnosno: n ■ (n+1) je paran.

Rešenje. Kako je za cele brojeve tačna disjunkcija
(1) n je paran v n je neparan, tj. n E2Z v n  G 2Z+1, 
to je dosta dokazati ove dve implikacije

(2) n G 2Z  => n ■ (n+1) G 2Z, n<E 2Z+1 = >  n ■ (n+1) G 2Z
Prva od njih je očigledno tačna, pošto je proizvod pamog broja n sa bilo kojim ce- 
lim brojem (pa i sa n+1) paran broj. Za dokaz druge implikacije dosta je uočiti či- 
njenicu da su uzastopni celi brojevi različite parnosti, tj. da vredi ekvivalencija
(3) n G 2Z+1 ■=> n+1 G 2Z 
Tada dokaz glasi

n G 2Z+1 =r n+1 &2Z  (Prema (3))
=> n ■ (n+1) G 2Z (Proizvod broja n sa parnim brojem n+1

je paran)

Znači vredi i: n G 2Z+1 => n ■ (n+1) E2Z, na osnovu pravila tranzitivnosti impli- 
kacije.



Najzad, iz (1) i (2) na osnovu pravila razlikovanja slučajeva sledi zaključak: 
n ■ (n+1) E2Z. Kraj dokaza.

19. Dokazati da je proizvod tri uzastopna cela broja deljiv sa 3.
20. Dokazati implikaciju o realnim brojevima

a = 0 v  b =0=>a- b =0 
Uputstvo. Dokazati dve implikacije

a= 0= > a-b= 0, b =0=> a- b =0 
tj. formule 0- b = 0,a- 0 =0 (videti zadatak 55 tačke VI).

21. Dokazati ekvivalencije o realnim brojevima

(i) a ■ b = 0 *=- a = 0 v b  =0, (ii) a ■ b f  0 +=+ a f O A b  f O  

Uputstvo. (i) U zadacima 15 i 20 dokazane su obe polovine ekvivalencije.
(ii) Ta je formula kontrapozicija prve ekvivalencije.
22. Dokazati ekvivalencije o celim brojevima

(i) m - n E2Z<^=> m E  2 Z v n  E2Z, (ii) m ■ nE  2Z+1 <=> m E  2Z+1 a  n E2Z+1 

Napomena. Korišćenjem relacije =  (kongruencija po modulu 2) prethodne formu- 
le mogu se zapisati u obliku:

(i) m ■ n =  0 <=> m =  0 v n =: 0, (ii) m- n = , 1 <=> m=n 1 A n =  1
w  2 2 2 2  2

23. Dokazati ekvivalencije o celim brojevima

(i) m+n E 2Z <=+ (m E 2Z A n  E 2Z) v  (m E 2Z+1A n E2Z+1),
(ii) m+n E 2Z+1 •*=> (m E 2Z A n  E 2Z+1 ) v  (m E 2Z+1 A n E 2 Z )

24. Za cele brojeve je tačna ekvivalencija

m- nE  2Z  Am+n E 2Z< =  mE 2Z A n E 2 Z
Dokazati.

25. Dokazati ispravnost pravila izvodjenja

A. A ^  B A A <*==i> R—-— —-----  (Modusponens), —;-----------  (Modus ponensza •=•)

26. Medju aksiomama euklidske geometrije nalazi se i tzv. aksioma paralelnosti1 b 
Za svaku pravua i svaku tačkuj4 postoji tačno jedna prava b paralelna sa aDoka- 
zati da iz te aksiome sledi

(1) a II b A a seče c => b seče c (a, b, c prave u ravni)
Uputstvo. U ravni vredi ekvivalericija- ] (a\\b) <=* asečeb.

'h'a je aksioma nešto jača od uobičajene aksiome paralelnosti koja se iskazuje za slučaj t a č - 
k a  A j e  v a n  p r a v e  a, jer se u slučaju A £  a tvrdjenje o postojanju jedinstvene prave b 
paralelne sa a neposredno dokazuje. Naime, b je upravo a.



27. Dokazati tranzitivnost relacije || za prave u ravni.

Uputstvo. Dokazati ekvivalenciju
(2) (a\\b A b llc => a\\c) =  (a\\ b Aa seče c=> b seče c),

a zatim na tvrdjenja (1) i (2) primeniti pravilo

28. Dokazati valjanost pravila saglasnosti ekvivalencije sa osnovnim logičkim ope- 
racijama

A  •==■ B  A  ^ B  A ^ B
------------- ’ ’ f* je  A ,v,=>, <=>)
~ \ A  ■=• ~ 1 B  C M * = > C * B  A * C  = > B ^ C

Napomena, Uopšte, dokazuje se ispravnost tzv. pravila zamene koje se može ovako
opisati.

Pretpostavimo da je formula oblika A  <=> B  dokazana, i pri tome je A  podfor- 
mula od F .  Tada se zamenom.4 sa B  od F  prelazi na formulu F i i vredi:

F  je istinita formula
29. Implikacija je saglasna sa konjunkcijom i disjmkcijom, odnosno

A=> B A ^  B
C tA  => C-tiB a ^  C ̂  B ^  C 

Dokazati ispravnost tih pravila.

30. Dokazati ekvivalenciju

(* je a  , v  )

(a = cAb =d)y(a = dAb =c) <=> (V  x) (x = a v  x  = b x = c V x  =d)

31. Da li za proizvoljnu relaciju ekvivalencije ~  skupa S vredi

(a ~  c Ab ~  d ) v  (a ~  d Ab ~  c) < = (V x)(x~  a V x ~  b =>x ~ c V x ~ d )  .
32. U naše vreme za teoriju skupova (osnivač G.Cantor, 1848—1918) postoje razni 
aksiomatski pristupi. U tzv. Zermelo—Fraenkel—ovom1) sistemu polazni pojam je 
relacija biti element(mzk €). Neke od postavki su (kasnije navodimo ZF sistem 
u celosti):
(i) Relacija jednakost (skupova) uvodi se definicijomi

A = B < = ^ ( V x) (x & A < =  x  & B)
(Skupovi su jednaki akko imaju iste elemente)
(ii) Relacija uključivanje (inkluzija) uvodi se sa:

A C B  ^ ( V x ) ( x C A  => x e B )

(iii) Skup svih elemenata * koji (i samo oni) poseduju izvesno svojstvo F(x) oz- 
načava se, obično, ovako: \x \F (x)) .

'trnest Zermelo (1 8 71-1953), Abraham Fraenkel (r. 1891).



(iv) Svojstvima x  G A v  x  E B, x E A a x E B , x E A a x  ^ B  odredjigu se osnovne 
skupovne operađje unija A  U B, presek A  n  B, razlika A  \B  skupa A  sa skupom B. 
Dakle:

A U B  M  { x \x E A v  x E B \  A C \B  'M ,{x \xE A  A x  E B } , A\B  === (x| xEA A x$33 }

(v) Sa (a), {a,b }, {a, b, c }, i sl. označavamo, dalje, skupove čiji su svi članovia, od- 
nosno a, 6,odnosno a, b, c. Drukčije rečeno

{a'} = { x\ x  = a }, {a,b }= {x| x=a Vx=b  }, {a,b,c} = {x\ x=a v x = b v  x=c }

1° Uočavajuči svojstvo F(x): x  x  dokazati da postoje svojstva kojima ne odgo- 
varaju skupovi, tj. nisu okupljajuća (kolektivizirajuća)

2° Ako svojstvu F(x) odgovara izvestan skup S, tada je S jedinstven, tj. uslov

x E  S  <=>F(x)
može zadovoljavati tačno jedan skup S. Dokazati.

3° Relacija = je (R), (S), (T) relacija, tj. tačne su formule
x  = x, x  = y  => y  = x, x = y A y  = z= > x= z  

za ma koje skupove x, y, z. Dokazati.

4° Dokazati da je relacija C (R), (AS), 
x C x, x C y A y C x = > x = y ,  

5° Dokazatijednakosti

A U  A =A 
A U B =B\J A 

( AUB)  U C=AU (BU C)
A U (A n  B )=A
A u  (B n  C) =(Au  B)n  (Au C

') relacija, tj. tačne su formule 
x  C y  A y C z  = x  C z

A n  A =A 
A n  B = B n  A 

(An B) n  C=A n  (B n  C)
A n  (A u B) =A

a  n  (B u  c) = ( A n  b ) u (An  C)
Uputstvo. 1° Videti 19. zadatak II tačke.2° Neka vrede ekvivafencije

x E S X <=> F(x), x E S 2 <=> F(x) (Za sve x )
OdatJe koristeći simetrije i tranzitivnost za <=> zaključujemo

x  E  S \ <=> x  E  S2 (Za sve x)
što daje Sj = S2.

3° Pretpostavimo x  = y  A y  = z. Tada za svaki element a vrede ekvivalencije
a E  x  <=* a E y t a E y  <=• a E  z

a odatle sledi nova ekvivalencija
a E x<=> a E z  (Za ma koji elemem a ) 

t j . oc = z. Dakle : x = y A y  = z=>-x=z.
5° Jedan dokaz, recimo, jednakosti J: A U (3 n  C) = (A U B) O (A U C) glasi



(  V  x )  ( x e  A V  ( B n  C ) < = * X G ( A  U B j n f A V  CJJ 

(Definicija jednakosti skupova)
*=* ( V x) ( x e  a  v  x e s  c  C))*=> xeA  u  b  a jc e A C  c j 

(Jer po definiciji U i n  vrede ekvivalencije oblika 
x  e  p  u  x  e  p  v  x  eQ , x e p c o * = * x e p A x e o )

( V x ) ( x e  a  v  ( x e  b a  x  e  c j  •*=*• (x e A  v  x  e b ) a (x e  a  v xec)
^  ( V x ) ( p v f q  a r) *=*(p v  q> a (p V r)

(Formule x e  A, x  e  B, x  e  C su označene redom sa p, q, r)
< = * (V x)T

(Jer formula p V (q A r)<=> (p v  q) a  (p v  z) je tautologija)

33. Dokazati jednakosti

{a  } = {a,a } ,  {a,b } = {b,a}-, {a,b,c} = {b,c,a} = {b,a,c}

34. Dokazati ekvivalenciju

{a,b} = {c,d}<= (a = cA b  =d) v  (a = d A b = c)

Uputstvo. Iskoristiti ekvivalenciju zadatka 31.
35. Sa f(a,b) označimo skup {{a} , { a,b}}, gde sua,b ma koji skupovi. Dokaza- 
ti ekvivalenciju:

f(a,b) =f(č,d) => a = c A b  = d
Napomena. U skladu sa važenjem prethođne ekvivalencije skup f(a,b) se naziva ure- 
djena dvojka skupa a sa skupom b. Inače, umesto f(a,b) koristi se uobičajena ozna-
ka (a, b).

36. Neka su A, B podskupovi skupa U. Dokazati jednakosti
(A U B )’ = A ’ n  B ’, (A n  B f  = A ’ U B ’ (De Morganovi zakoni)

gde ’ označava komplement prema skupu U (tj. S’je U \  S ).

Uputstvo. Prvu jednakost dovesti u vezu sa formulom

x E U a ~\(x E A v x E B )  <=* ( x € . U A  x ^  A)  a  (x E U a  x  $lB) 
koja je slučaj tautologije

u A“ | (a b) <=>(u a ~\ a) A (u a  ~\b) 
cic f37. Neka je <b prazan skup (recimo, y  = 0 (V  x) x  & y  ).

Dokazati jednakost
A U  <P=A, An<p=<t>, A \  <t> = A, <b\ A =<b, A \ A  = <t>

38. Dokazati skupovne identitete
A \  (B U C) = (A \  B) n  (A \  C), A \  (B C C) = (A \  B) U (A \  C)
A \  (B \A )= A , A r ( B \  C)=(A r  B )\ Q A U  (B \ C) = (A U B )\(C \A ) 
A \  (B \  C) = (A \  B) U (A r  C), (A \ B) \  C  =A \  (B U C)



39. Dokazati da je skupovna jednakost saglžsna sa operacijama U , f l ,  \ , tj. da vre- 
di implikacija

A=B a C =D=> A  *  C = B&D ( * j e U,  n ,  \)
40 . Neka su A,f? podskupovi skupa X  i ’ komplement u odnosu na X. Dokazati ek- 
vivalenciju

A =B <=*A’ = B ’
41. Dokazati da je inkluzija saglasna saU i f l  tj.

A C B  A C  CD=> A U  C C.BU D a d c c b c d

42. Dokazati da inkluzija ima svojstva

a) A  C A O  B, A n  B C A ;  b ) A Q  B*=*B= AJB , A C B ■=■ A =A n  B

43. Veze izmedjuC i \  iskazane su formulama

A \ B C A ,  A \ B  =<t> <=AC B, A C  B=> ( C \ B C C  \ A)
Dokazati svaku od tih formula.

44. Neka su A, B podskupovi skupa X  i ’ komplement u odnosu na X.  Dokazati 
ekvivalenciju

A  C B <=*B’ CA'

45. Produžetak zadatka 59, tačke VI. U rešavanju lineamih jednačina (na polju 
realnih brojeva) podesno se koriste naredne opšte činjenice o ekvivalentnosti jeđ- 
nakosnih formula

(i) A = B <=> A = T (Ako B = T )
Znači, od jednakosti A =B  prelazi se na ekvivalentnu jednakost, ukohko se đesna
strana, tj.f? zameni jednakim izrazom T.
(ii) A =B<=* T = B IIoM5

(iii) A =B<=* A +C = B + C
(iv) A=B<=* A -  C = B • C (Ako C ¥ 0)
1° Dokazati ekvivalencije (i), (ii), (iii), (iv) primenom aksioma polja.
2° Primenom tih ekvivalencija rešiti jednačine (po x)

a) 3 x = 8 - x ;  b) 5 x  + l = 2 x + 7 ;  c) x  + 2 = 5 x - ( 4 x  + 3);
d) 2 -  3x = x  -  (4x - 2 )  ; e) x +a =b +2 (x + c)

Uputstvo.'2° a) Obrazujemo sledeči, može se reći, rešavajući lanac (na početku je 
data jednačina a na kraju jednačina rešenog oblika)

3x = 8 -  x  <=> 3 x + x = 8 - x + x  <=> 3x + x  = 8 <=* 4x =8  
(iiij (i) (ii)

< = - - 4 x = - - 8 = * x = - - 8 < = x = 2
(iv) 4 4 (ii) 4 (i)



Pdazna jednačina je, na osnovu pravila tranzitivnosti za <=> , ekvivalentna sa jedna- 
činom x = 2. Zaključak: 2 je jedinstveno rešenje date jednačine.

Naravno, u rešavanju se obično više koraka sažimaju u jedan. Pomenimo da na 
kraju rešavajućeg lanca može biti i jednakost 0=1 (slučaj nemogućih jednačina)
0=0 (slučaj identiteta, tj. jednačina koje zadovoljavaju svi realni brojevi).

46. Dokazati ekvivalenciju A = B *=*A — B = 0.

47. U tzv. Gaussovom postupku rešavanja sistema linearnih jednačina ključnu ulo- 
gu ima ekvivalencija oblika

A = 0 A B = 0 •=>■ A = 0 a  B + IA = 0, 

prema kojoj je sistem A=0 A B=0 ekvivalentan sa sistemom A=0 B+lA=0 (/ je 
proizvoljno). Pored toga koriste se i razna osnovna svojstva konjunkcije i jednako- 
sti. Rešiti dati sistem po navedenim nepoznatim
a) x+y=3, x—y=l, 3x+2y=8; b) x—y=l, 3x-3y=3
c) x+y+z = 3, 2 x -y -3 z  = 6, x+2y-z = 1 (Zarez, stoji umesto znaka a  )

Rešenje. a)

II IIX (Prvu jednačinu smo prepisali, pomnožili sa — 1 i dodali
x -y  = 1 «==• —2y = -2 drugoj, pom nožili je sa —3 i dodali trećoj)

3x+2y = 8 - y  = - i
x+y = 3 (Drugu i treću jednačinu smo skratili sa —2, tj. —1)

y  = 1
y  = 1

x+y = 3 (Dmga jeanačma je množena sa — 1 i dodata trećoj)
y  = 1 
0 = 0

IIX (Jer p a T <=> p )

y = 1
X = 2
y = 1

(Dmga je množena sa — 1 i dodata prvoj)

Znači, polazni sistem ekvivalentan je sa sistemom x -  2 A y  -  1, pa je preslikava- 
nje \)  njegovo jedinstveno rešenje1)
b) Taj sistem je ekvivalentan sa svojom prvom jednačinom. Ima beskonačno re- 
šenja odredjenih, recimo, jednakostima x = a, y = a-1  (a je proizvoljan realan broj)

48. Rešiti sistem (po x, y, z)
2x -  y  + 2z = 1 a 5x + 2y + 5z = a x + y  + z= 2  

Uputstvo. Sistem je moguć akko a = 7.

hjopšte, rešenje (nekog uslova, nekih formula) u slučaju više nepoznatih se uzima kao odgo- 
varajuće preslikavanje. To je podesnije nego da se, recimo, u prethodnom slučaju kao rešenje 
uzme uredjena dvojka.



49. Dokazati ekvivalenciju

A = 0  f \B  = 0 <=> A + B =  0 t \ A - B = 0  
i pomoću nje rešiti sistem

2x + 3y -  7 = 0 2x ^  3y + 1 = 0  
2 -

50. Rešiti jednačinu (po x) —----- = 0.
x  - 1

Rešenje. Koristimo ekvivalencije

— = 0 <=>A = 0 a B f  0, x 2 +px + q =0 ■=■ x  = XiV  x  = x2 
B

gde s u x i ,x 2 sva rešenjajednačinex + px + q = 0. Jedan rešavajući lanacizgleđa (sa 
J smo označili datu jednačinu):

J * = * x 2 + x -  2 =  0 a x - 1 f  0 
*=* ( x =  1 V X =  -2 )  A x f l  

*=* (x = 1 A X f  1) V  (X = -2  A X f  1)
(Distributivnost A prema v )

<=> 1 v  (x = - 2  A x  f  1)
*=+ x  = - 2

(Jer x  = - 2  =+ x  f  1. U stvari koristi se tautologija ( p  => q)
=+ (p A q <=> p).  Prema kojoj p  A q  je ekvivalentna sa p,  ukoliko 
je q  posledica od p)

Znači, —2 je jedinstveno rešenje date jednačine.

51. Rešiti jednačine (po x  E R )

a) = 0, b) = Q, c ) ^ L + _ L = ž
x - l  2 x - l  x  +1 x+2 2

52. Rešiti sistem jednačina (po x, y, z E R )
x y = 0 A y z = 0 t \ z x = 0

Rešenje. U rešavanju koristimo najpre ekvivalenciju oblika (videti zadatak 20) 
ab = 0 <=> a = 0 v  b = 0 

Jedan rešavajući lanac izgleda (S je oznaka sistema)
S <=> (x = 0 V y  = 0) A (y = 0 v  z = 0) a  (z = 0 V x  = 0)

^  (P v  q) a  (q v r) a (r v  p)
(Formule x=0, y=0, z=0 označili smo redom sa p,q,r. Namera nam je da ob- 
razujemo neki rastavni oblik te formule)

«=> (p a  q) v  (q a r) v  (r a  p)
(Koristeći Zadatakl3 tačke VIII Prema rešavanju tog zadatka podesnije je 
v , A redom zameniti sa +, • a potom, izvršiti „izmnožavanje” i sredjivanje.).

<=> (x = 0 A y  = 0)  V  (y = 0 A Z = 0) v  (z = 0 A  X = 0)



Postoje znači tri grupe rešenja sistema S. Kod prve x  i y  su 0, z je proizvoljan, kod
drugey  i z su0, x je proizvoljan, a kod trećey  je proizvoljan ax  iz  su 0.
53. Rešiti sistem po A, B, C, D (iz skupa R  )

a) AB = 0 A B C  = 0 CD =0; b) ABC = 0 A BCD = 0 A CDA = 0
54. U slučaju aksiomatskog zasnivanja realnih brojevaaksiomama polja (navedenim u 
zadatku 58, tačka VI) pridružuju se još i ove tzv. aksiome uredjenja (polazni poj- 
movi ai biti pozitivan, biti negativan ):
(U i) ili x  > 0 ili x  = 0 ili x  < 0,
(Ua ) x > 0 = * - x < 0  (x < 0 = * -x > 0 ) ,
(U3) x > 0 A y > 0 = >  (x+y > 0 ^ x  ■ y >  0), 
kao i tzv. aksioma potpunosti:

Svaki odozgo ograničen neprazan podskup realnih brojeva ima supremum (naj- 
manje gomje ograničenje).

Usvajamo još i definicije:

x > 0 ^ x > 0  \ f x  = 0, x < 0  * l x  < 0  v  x =0
. def def def def

x > y  «=> x -  y  > 0, x > y  ■<=> x - y  > 0, x < y  *=> x - y  < 0, x  <  y  «=» * -> '< 0
Dokazati teoreme:

a) x >  0 A  y  < 0 •*=*■ xy < 0; b) x <  0 A y  < 0 => xy > 0; c) XA > 0

d) x f 0 ~ x 2 > 0; e) 1 > 0 ,;  f) 2 > 0, 3 > 0 ,.. .  p g) 2 + 0 , 3 f 0 , . . . ;  
h ) l > 0 , l - > o ,  ...

2 3

Uputstvo a) Iz jc>  0, y  <  0 sledi x >  0, - y  >  0(  po(U )), a odatle x  • (~y) >  0 
(po(U X iz ćega dobijamo - x y  > 0, odnosno xy < 0.

c) Po(U i) je ilix <0 ilix = 0 ilix >0. Ako x< 0, ondax 2 >0 (po b)). Ako x=0 on- 
d az2 =0 a akox > 0  ondax:2 >0 (p o (u l) )  Dakle, uvekx2 >0.
d) Važi implikacijz x  f0= - +0 (jer iz x2 =0 sledix = 0). Iz formula

x  +0 => X2 f  0, x 2 > 0 v  x 2 =0 
neposredno sledi formula

x f  0 => x 2 > 0
e) Pošto 1 f  0, to po d) l 2 > 0, tj. 1 > 0.
f) Iz 1 >0, 1 > 0 primenom (U3) sledi 2 > 0.
% ) lz 2 > 0  sleđi 2 f  0 (po ( u | )). '

h) Pošto 2 f  0, to 2 1  = 1. Dalje, kafco 1 > 0 , 2  > 0. to inora.biti |  >0 (>

obe mogućnosti j-= 0, — < 0  đovode do kor tradikc.jo; recimo, iz — = 3 siec; 1=0,
2 2 2



a iz — <  0, zbog 2 > 0, sledi 1 <  0). 
2

55. Nastavak prethodnog zadatka. Dokazati formule
a ) x < 0  a y  < 0  => x+y < 0; b ) x > 0 A y > 0 = >  x+y > 0 A x- y  > 0;
c) x <  0 x+^ <  0 A x - y  > 0);

d) x- y  >  0 <=> fxX9 aj£> 0)y(x< 0 Ay<2J);
e) x- jp <  0 <=> fx>  0 A j ;<  flj v fx<  0 A y  > 0);
f) x- y  > 0 “+=> (x>  0 A y >  0) v  fx<  0 Ay  <  0) 
h) x- 0<=> (x>  0 A y <  0) V (x< 0 A y >  0).

Uputstvo. b) x >  0 a j  > 0  => ( x >  0 v  x=0) a  ( y  > 0 v y  = 0)
=> (x >  0, y  > 0 v  x  > 0, y  =0 V x  = 0, y >  0 v  x=0, y=0). Stigli smo do četiri 
slučaja, a u svakom od njih se lako đokazuje formula x + y  >  0, odnosno x  ■ v >  0; 

d ) x - y > 0 =  x- y X )  a 7*=>x - y» A (x= 0 vx» vx< 0 )A (y= 0 vy> O ~ V y< 0 )
Dalje obrazujemo rastavni oblik. Pojavljuju se članovikao:

xy > 0 A x = 0 a  y  = 0, xy > 0 A x  > 0  a y <  0 . xy  > 0  A  x  > 0  A y  >  0 

Prva uva su ekvivalentna sa 1 , a treći sa x >  0 A y  > 0, pošto x >  0 A y >  0 po- 
vlači xy  >  0 . Na kraju se disjunkcija svodi na: (x> 0  A y  >0) v (x  <0 A y  < 0)

56. Nastavak zadataka 54, 55. Dokazati:
a) x<0<=> x 3 <0; b) x>0=> ^ > 0 ;  c) x<0=> ^ <  0; d) ~\( 3xG/?)x2+7=(9.

x x
57. Nastavak zadatka 54.Dokazati:

a) i l ix > y  ilix=y ilix  < y; b) relacije < , < , > , >  su tranzitivne;
c) relacije <  , >  su relacije poretka;
d) x <  jv v  jv <  x; e) x < 7 A j < z = + x < z ;  0  x >  y  a v > z  '=> x  > z;

g) 71 (x <  y )< = * x > y , 1  (x < y ) •=> x  > y;  h) x  >  z => x  >  y  v  y  > z,

i) a+c <  b+d => a <  b v  c < d

Uputstvo. h) Obrazovati kontrapoziciju.
58. Pri rešavanju nejednakosti često se koriste ove ekvivalencije 

xRy  <=> (x+z)R(y+z), xRy  <=> (x -z)R (y -z),

xRy  <=> xzRyz /'Ako z >  0), xRy  •=> ( x : z)R(y :z) fAko z >  0), 
xRy  <=> xzR~l yz  ( Ako z <  0), xRy<=> ( x : z)R 1 ( y : z) ( Ako z <  0),

gde je R ma koji od znakova < ,  <  , > , >, a R’1 je znak obratne relacije (tj. re- 
dom: > > < < ) .
1° Dokazati navedene ekvivalencije;
2° Rešiti formule (po x ) :

2 x -3  >0, x+3 < 5—x, 2x>4x+2 A 3 x -4  < 4 x -6



Napomena, Nejednačine kao x > 1, x < 2 smatramo rešenim.

59. Rešiti nejednačine (po x)-
(x -l)-(x -2 ) >0, (x-l)-(x -2 )-(x-3 ) <0, (2x-l)-(3 -2x) >0

Uputstvo. (x - l)  ■(x -2 ) >0 **=*■ (x—l  > 0 a x - 2  >  0 ) v ( x - l  < 0 a x - 2  < 0)
<=> (x > l .A x > 2 )v (x  < 1 A x < 2) -*=>■ (x>  2 v  x < 1).
Pored ekvivalencije ab> 0 <=> (a>  0 A b > 0) v  (a <0 A b  < 0) koristili smo 
i x >  1 A x  > 2 <=> x  > 2  i sl. Uopšte vredi:
x > a A x >  b <=> x >  max (a,b), x  < a A  x  <b*=* x < min (a,b),
gde max (a,b) = a, ukoliko b, a inače max (a,b)=b i sl.

60. Dokazati ekvivalencije
x >  1 A x >  2 ■*= x >  2, x >  2 A x=3 <=> x=3, x < 5 A x  < 8  <=► x < 5
Na'pomena. Važi uslovna ekvivalencija

(*) P A q <==> p (Ako p  => q),
tj. p a  q je ekvivalentno sa p,  ukoliko je q posledica od p.  Napomenimo da se ek- 
vivalencija (*) neobično često koristi.

61. Dokazati ekvivalenciju
x >  a A x  <  b <=> a <  x  < b  A a  < b  

gde je  a <  x < b drugi zapis z a a <  z  a z <  ž 

Rešenje.

x  > a a x <  b a <  x  A x  <  b
<=*■ a < x A x < b A a < b

(Jer a <  b sledi i z a < x  A x  < 8)
<= a <  x  <  b A a < b

Napomena. Ako zadatak glasi: Rešiti po x sistem 
x > a A  x < b

onda, prema dokazanom tvrdjenju, u slo v a<  b je potreban i dovoljan da taj sistem 
ima rešenje, a u potvrdnom slučaju rešenja su brojevi odsečka [a, b ], drukčije reče 
no formulu a <  x  <  b smatramo rešenom.

62. Rešiti date sisteme lineamih nejednačina koristeći ekvivalencije vida 

C < A  A C < B < =  C < m i n  (A£) ,  C >  A  A C > B  <=>C > m a x  (A, B)

C > A  A C < B < =  A <  C < B  a A <  B
a) x+ y-l > 0 a 3 x -y -3  < 0 A 2x-y+ l > 0 a  3x+5y-15 < 0 a 2x < 3
b) 2x+y-2 > 0 a  x - y - l  <0 A x-3y+5 > 0 A  x+y-3 < 0
c )  x > 0 A y > 0 A  x+y < i ,  d) x > 0 A y > 0 A z > 0 A z <  x+y
e) x >  1 A y >  2 A z > 3 a  x+y+z <10 f) x+y<3 A y+z <  3 A  x+z < 3



Rešenje. a) Označimo dati sistemsa S  Tada:

S <=> y  > 1— x  A y  > 3x— 3 A y  < 2x+i A 7  <  -  —x + 3 a 2x <  2 

(U prvom koraku obavili smo rešavanje po_y, a mogli smo i po x)

^  y >  m ax(l-x, 3x-3) A y <  minmc+1, -  -x  + 3) A  2x<  3 

max ( l—x, 3x—3)<* y  <  min(2x+l, -  j  x+3)

a max ( l - x ,  3x-3)<m in (2x+l-jX+3) a 2 x<  3

(Prva formula, označićemo je Ry  odredjuje y; iz ostalih odredjujemo x)

<=>7?  ̂ a 1— x  <  2x+7 a l —x  <  — a 3x—3 <  2x+7 a J  < -  j X+3a 2x <

<=*•7?̂  a x > 0 a x > - 5  a x < 4  a  3x<  5 a  2x < 3 
<=+1ly A x>  0 a  x < 1,5

<=> 0 < x < 1,5 A max ( l-x , 3x-3) < y <  min (2x3-1, -  j  x+3)

Dobijeni sistem možemo smatrati rešenim. Do refenja se ovako dolazi: x je ma koji 
broj izmedju 0 i 1,5 a za tako odabrani x, zay  se može uzeti ma koji broj u navede- 
nim granicama. Slično se rešavaju ostali sistemi.

Napomena. Opisani postupak, tzv. Furije-Mockinov, je opšfe prirode -  može 
se koristiti za rešavanje ma kog sistema lineamih nejednačina.
63. Rešiti sistem nejednačina

x-2y+4 >  0 a  2x+y-2 >  0 a 3x—y —3 < 0  a x < 2
Odgovor. 0 <  y  < 3  a  max(2y—4, ~~-v J <x <  min(2, 2—1 ).

2 3
64. Rešiti sistem nejednačina po y, z

x+y+z > 2  A x+y—z < 2  a 3 x -y - z  > 0 a x+z < 3  a y+z < 3  a x+z < 3
65. Dokazati najpre da za realne broieve vrede ekvivalencije

0) a=b <=> ( V x) (x < a <=> x < b)

0 0  x <  min(a,b) <=• x < a A x  < b, (iii) x <  max(a,b)*=>'X <  a v  x <  b 

a zatim njihovom primenom dokazati ovaj min-max identitet 

(*) max(a, min(b, c)) = min(max(a, b), max(a, c))
Rešenje. Sve tri ekvivalencije mogu se dokazati u dva smera. Za prvu, dokaz sleva 
nadesno sledi na osnovu saglasnosti jednakosti sa relacijom <  , a zdesna nalevo, iz 
pretpostavke (V  x)(x < a <=> x <  b) izvodi se najpre a < b (stavljajući umesto x 
baš a), a zatim slično i : b <a. Preostale dve ekvivalencije izvode se razlikovanjem 
slučajeva: b, b <  a.

Primenom formula (i), (ii), (iii) jedan dokaz postavljenog identiteta izgleda (xje 
proizvoljan realan broj):



x <  max (a, min(b, cj)
*=> x <  a v x <  min(b,c)
*=*■ x < a  v (x <  b a x  c)

(x < a v  x <, b) a  (x < a w x <  c)
(Primena tautologije p v  (q a  r) *=*(p v  q) a  (p v  r))

*=• x <  max(a,b) a x <  max(a,c)
<=*x< min(max(a,b), rmx(a,c))

Dakle, za proizvoljan realan broj x vredi ekvivalendja:

x <  max(a, min(b,c)) <==>x <  min(max(a,b), max(a,c)), 

odakle, koristeći formulu (i), zaključujemo da vredi jednakost (*)..

66. Dokazati naredne min—max identitete

min(min(a,b), c) = minfa, min(b, c)), max(max(a, b), c) =max(a, max(b, c)) 
min(a, max(a, b)) = a max(a, min(a, b)) = a

min(a, max(b, c)) = max(min(a,b), min(a,c))
67. Rešiti jednačinu (po x S R ) : |x—21 = 1.

def r a, ako a > 0
Rešenje. Koristimo definiciju apsolutne vređnosti: |a| =  akcr a < 0 ’
kao i aksiome uredjenja i razne njihove posledice dokazane u prethodnim zadaci- 
ma. Tada imamo:

\x-2\ = 1 <=> lx—2l = 1 a  (x-2  > 0  v x—2 < 0)
(Na osnovu aksiome (U^) tačnaje form ulax-2 > 0 v  x -2  < 0 )
(|x -2 | = 1 a  x—2 > 0) v  ( |x -2 | = 1 A x -2  <  0)
(Primena distributivnog zakona a prema v )

-=• x -2  = 1 v -  (x -2 ) = 1
(Definicija apsolutne vrednosti)

•=■ x=3 v x=l
Dakle, rešenja date jednačine su 1,3 .

68. Rešiti jednačinu (po x G R) : |x -2 | + \x-3\ = 1.
Uputstvo. Prema uredjajnoj aksiomi (U!) vredi ekvivalencija

|x -2 | + \x-3\ = 1 <==\x-2\+ \x-3\ = 1 a  (x -2  > 0 v x -  2 <  0) A (x-3>0  v  x -3 < 0 )
69. Rešiti jednačine (po x G R) :

a) \x\ + x = 3; b) x2 + |x |- 6  = 0; c) |x - i |  + \x-2\ = 1; d) |x| + [ i-x | = i ;
e) |x -c | + |x -b  | = c: f) |x - |x || = 6; g) |x| + |x - i |  = 2 x - i
70. Rešiti realne nejednačine po x:

a) x— i  >  5—3x; b) *2-5 |x | <0; c)' |x+5| <  1; d) |*| + |i_ x | <  i.

71. Rešiti sisteme jednačina (po x,y G R):

a) \ x \ +y = 5; b) x = \y\, y  = |x|; c) |x - i |  + \y-2\ = 2, |x -2 | + \y+l\ = 4



72. Realna funkcija ffx )  uvedena je definicijom: f(x) = x, ako \x\ <  1 
1, ako |jc| >  1

Rešiti date jednačine po x
a) f(x ) +2x = 3; b) f(x )= f(x ) ;  c) f(x) = <x(a e  R); d) f(x-l)+f(x+2)=l

def f —lj ako x <  0
73. Funkcija znaka sgn uvodi se ovako: sgn x =  0,ako x -  0

{ l,ako  x >  0

Rešiti po x  jednačine

a) sgn(x—3) + sgn(x+2) = 1; b) sgnfj?-1 )  = sgnx; c) sgnff2 +2x-3) = 1 

1A. Dokazati da za realne brojeve vredi uslovna ekvivalencija: 

a2 = b2 <=> a=b /'Ako a ,b>  0)

Uputstvor Koristiti jednakost a2 —b2 = (a-b)-(a+b) kao i činjenicu da a+b > 0, 
ukoliko a,b > 0.
75. Pri rešavanju mnogih iracionalnih jednačina osnovnu ulogu ima formula 

(☆ ) \fa = b <=> a = b2 A b >  0 (a,b realni brojevi)

Dokazati tu formulu, pa je potom primeniti na rešavanje jednačina: 

l ° \ fx + 6  = x; 2° —\j6 -2 x= x+ l; = L X+1

Rešenje. Ističemo:
— da je, po definiciji, b kvadratni koren iz a akko vredi jednakost b2 = a,
— da, zbog te jednakosti, kvadratni koren postcji samo za nenegativne realne brojeve,
— da za svaki takav broj x postoje dve vrednosti korena (sem u slučaju a=0 kada 

postoji jeđna -  broj 0); onu nenegativnu označavamo sa \Ja.

Prema tome, tačne su formule

\/a > 0 (Ako a > 0), (\fa)2 = a (Ako a >  0), b = f a  => a >  0 a b > 0

na osnovu kojih zaključujemo

\Ja = b =  \/a  = b A a > OAb > 0
(Koristimo logički zakon: p ■=> p a  q, ako p => q)

=> a = b 2 * a > 0 s \ b > 0
(Prema uslovnoj ekvivalenciji: x2 = y 2 ■=> x  =y, ako x, v > 0)

<=> a = b2 a  b > 0
(Jer a = b2 => a >  0, pa ponovo primenjumemo: p => p a  q, ako p => q) 

Dakle: \Ja = b <= a = b2 a  b > 0.

1° \Jx+6 = x ■=> x+6 = x2 a  x  > 0 (Primena formule (*))



<=> (x=3 v  x= -2) a  x  > 0 (Rešavanje jednačine X2 - x-6=0)

^  (x=3 a  x  > 0) v  (x=-2 a  x  > 0)
x=3 a  x  > 0 i Jer x=—2 a  x >  0 <=> II

^  x=3 I Jer x=3 =■ x >  0\

Zaključak: Broj 3 je jedino rešenje jeđnačineyJx+6 = x.

2° Jedino rešenje je —5; 3° Rešenja su 3 i —9/7.
76. Dokazati ekvivalencije o realnim brojevima

(i) a2 < b 2 = •  a < b (Ako a, b > 0); (ii) \Ja < \/b  <=> a < b  a  a > 0;

(iii) a < \Jb <=> a <0  v (a>  0 A a2 < b); (iv) \Ja < b •=> a<b2 a  aX) a  b>0

77. Za koje realne vrednosti x  vredi svaka od jednakosti

(a) \Jx+ \ j2 x —l  + \Jx— \ J 2 ^ 1  = \ j 2 j

(b) \Jx+ \j2x+Ž} + \ / x -  \ j 2 x - l  = 1;

(c) \Jx+ \ j2 x - l  + \Jx- \]2 x - l  = 2.

Rešenje. Neka A bude zajednička oznaka brojeva \J2, 1, 2. Tada:

\Jx+ \ j 2 x - l  + \Jx— \ j 2 x - l  = A

<=> (\Jx+ \j2x—l + \Jx— \ j2 x - l)2 = A 2 a  x+ \j2x—l > 0 ax— \ j2 x - l  >0 a 2x—1>0 

<=> 2x+2 \Jx2- ( \ j2 x - l  j2 = A 1 a  x >  1 /2 a  x > \ j2 x - l  

(Jer x >  1/2 =>x+ \ j2 x - l  > 0 )

<=> 2x+2 \Jx2—2x+l = A 2 a  x  >  1 /2 k  x 2 >  2x—l 
(Jer x >  0, 2 x - l  > 0)

<=> 2x+2 \J ( x - l )1 = A 2 a  x  > 1/2 
(Jer X1 > 2x -  1 => ( ^ ^ J 2 > 0 )

=>■ 2(x+ \x-l\) = A 2 a  x > l / 2

<=* [2(x+\x-l\) =A2 a  x> l [2 a  x> l]  v  [2(x+\x-l\)=A2 a x > 1/2  a  x <1]  
(Razhkovanje slučajeva: x >  1, x  <  1)

=> [2(x+x-l) =A2 a  x  > 1] v [2(x-x+ l) = A 2 a  1/2 < x < l )

<=> (4x=A2 +2 a  x > 1) v  (A2 =2 a  1/2 < x  < 1)

Zamenjujući umesto A redom \J2, 1, 2 neposredno dobijamo:

(a) <=> (4x=4 a  x > 1) v  (2=2 a  1/2  < x  < 1) <=> 1/2 < x <  1;

(b) - <=> (4x=3 a  x  > 1) v (1=2 a  1/2 < x  < 1) <=> 1

(c) => (4x=6 A X > 1) V (4=2 A l / 2 <  x  < 1) <=* x=3/2.

Znači, jednakost (a) je zadovoljena z a r €  [1/2,1 ] ,  jednakost (b) ni za jedan x,



a jednakost (c) za tačno jedan x -  za 3/2.

78. Rešiti po x  iracionalne jednačine

c) =  0 :

\j2—x—2

= 0 :

f) n/ x2 + \ /3 -x  -  \Jx1-  \J3—x  = 3.

a) \ j 5 - x  -  \Jx = 1; b) \ j 5 - x  -  \Jx = a (a ERJ: 

^ s j z - m  =0: e) \ / x 3 - \J J -x

79. Korišćenjem aksioma navedenih u zadatku 54 dokazati da postoji \J2> odnos- 
no da postoji nenegativno realno rešenje jednačine (po x): x2 = 2.

Rešenje. Uočimo skup S  pozitivnih realnih brojeva kvadrata manjeg od 2, tj.
S = G R \x > 0 A x 2 <  2 }. Taj skup je ograničen odozgo, recimo broj 2 je jedno nje- 
govo gornje ograničenje. Otuda na osnovu aksiome supremuma postoji realan broj 
a = sup S. Pošto prema uređjajnoj aksiomi (Ux) vredi: 

ih u 2 < 2  ih a2 = 2 ili a2 > 2
dokazaćemo da svaka od pretpostavki a2 < 2 , a2 > 2  vodi do kontradikcije, tj. da mora 
biti a2 = 2.

tj. pripada skupu S  i veći je od sup S, što je nemoguće 
........................ - _ 2+a- -Slično, "ako a > 2, a > 0 tada broj b =

2 - . # m - ( 2 = £ l < 0 t
4a2

2a 
a -b  =

(vidi SJ.2) ispunjava uslove

>0
2a

tj. b je gornje ograničenje za S  koje je manje od sup S, što nije moguće.

80. Dokazati da postoji \J3 (u skupu realnih brojeva), odnosno ( 3 a >  0)a2 =3.
81. Dokazati da za svaki nenegativan realan broj a postoji \Ja tj.

( V a > 0) ( 3 b > 0) b2 = a



X KVANTORI

♦ Kvantori (kvantifikatori, kolikovnici), u jeziku, su reči svaki, neki Prvi je tzv. 
univerzalni (opšti) kvantor, dok je drugi egzistencijalni (posebni).

Za kvantore postoje pored navedenih i razni drugi jezički oblici. Tako, svaki u 
matematici isto znači što i: ma koji, bilo koji, proizvoijan, svi, dok se umesto ne- 
ki govori i: postoji (najmanje jedan, bar jedan), najmanje jedan i sl.

♦ U vezi sa tim rečima su dve nove logičke operacije: generalizacija i partikulari- 
zacija.

Generalizacija (uopštavanje) po x  rečenice A jeste rečenica: Za svaki x A, anjen 
zapis1) je ( V x)A.

Partikularizacija (posebnovanje) po x  rečenice A je: Za neki x  A sa odgovaraju- 
ćim prevodom ( 3 x)A.

U slučaju višestrukog uopštavanja umesto ( V x t ) ... (V  x j A  pišemo često i 
ovako: ( V x u . . . ,  x n)A. Slično, ( 3 x u . . . ,  x n)A je kraći zapis za rečenicu (fo- 
rmulu) ( 3 x j  ... (■ 3 xJ A .

♦ Rečenice: Svaki A je B, Neki A je B isto znače što i ove duže rečenice 

Za svaki x, ako x  ima svojstvo A, onda x  ima svojstvo B,
Postoji x  koji ima svojstvo A i svojstvo B.
Dogovorimo li se da ,,x  ima svojstvo A "zapišemo: A(x) (slično se uvodi B(xj) do- 
bijamo ove prevode ( V x)(A(x) =>B(x)), ( 3 x)(A(x) a  B(x)). Pored tih (podrob- 
nih) prevoda na jezik predikatskog računa I reda, za razmatrane rečenice koristimo 
često i ovakve skraćene2) prevode

( V x je  A ) B(x), ( 3  x  je A) B(x)

Tako, rečenica: Svaki prirodan broj je ceo broj može se prevesti na svaki od nači- 
na

( V n)  ( n G N = > n G Z ) ,  ( V n e N ) n e Z '

iZapis (govori&mo i prevod) ( V x)A pripada formulskom jeziku tzv. predikatskog računa I 
reda (videti narednu tačku).

V x je A, 3 x je A su tzv. u s l o v n i  k v a n t o r i .



♦ Svaki je jedno uopštenje konjunkcije, a neki uopštenje disjunkcije. Naime, ako 
je x  oznaka za konačho mnogo predmeta, recimo a u ..., a , onda ( V x)A(x),
( 3 x)A(x) isto znače što i formule:

A /a J  a  ... a  A fa J , A (a J  v  ... v  A (a J

♦ Istinitost složenih rečenica dobijenih uopštavanjem, odnosno posebnovanjem od- 
redjuje se u skladu sa značenjem reči svaki, neki Naime, ako je a(x) rečenica (for- 
mula, uslov) po x  o izvesnom skupu S, tada: Rečenica ( V x)a(x) je istinita, uko- 
Hko je a(x) istinita za svakielement jc iz S, dok je ( 3 x)a(x) istinita, ukohko je 
a(x) istinita rečenica za neki (najmanje jedan) element x  iz S.

Recimo, obe rečenice o realnim brojevima

( V x ) x 1 2 > 0 , ( 3  x)x2 =2
\

su istinite.
♦ Opisujemo tzv. brojačke kvantore kojima se ističe broj predmeta koji imaju neko 
svojstvo. Ti se kvantori iskazuju rečima kao:
postoje najmanje dval\  za svaka najviše dva, za svaka najmanje tri, postoje tačrto 
dva, postoji tačno jedan i sl.
Svi brojački kvantori mogu se izraziti pomoću osnovnih svaki, neki Tako, pošto 
složena rečenica

Postoje najmanje dva predmeta koji imaju svojstvo A  
ima ovakvo značenje
Postoje x,y takvi da je x različit od y  i da x  ima svojstvo A i y  ima svojstvo A  
to njen zapis2) na formulskom jeziku predikatskog računa I reda izgleda

( 3 x ,y)(x fy  A A (x)  A A(y))

♦ Posebno ističemo brojački kvantor iskazan rečima postoji tačno jedan. Naime, 
rečenica

Postoji tačno jedan predmet koji ima svojstvo A 
izrečena na podrobniji način glasi

Postoji x  koji ima svojstvo A i ne postoji y  različit od x  koji takodje ima svoj- 
stvo A

te je njen prevod
( 3 x )(A(x ) a ~\ ( 3 y )(y fx  a A(y)))

Inače, za brojački kvantor postoji tačno jedan koristimo ozhaku 3  ̂ pa prema

1 ^Kad kažemo d v a, t r i, mislimo na d v a  r a z l i č i t a ,  t r i  m e d j u s o b n o  
r a z 1 i č i t a predmeta.

2^Rečenicu x i m a  s v o j s t v o  A preveli smo sa A(x).



prethođnom imamo1)

( 3 1 x)A(x) =  ( 3 x)(A(x) a H ( 3 y ) (y fx  A A(y))) 

Još o brojačkim kvantorima videti u zadacima 27, 28, 29, 30.

ZADACI

1. Pročitati na razne načine formule

( V x)(x  €E R  =- X1 > 0), ( V x £  R ) (x2 > o)

( 3 x ) ( x e  C A x 2 = -1), ( 3 x e  C) (x2 = -1 )

Rešenje. Prve dve formule su prevodi iste rečenice. Moguća čitanja su, na primer: 
Za svaki (ma koji, bilo koji, proizvoljan) realan broj x  važi: njegov kvadrat je nene- 
gativan broj.
Kvadrat svakog (ma kog, bilo kog, proizvoljnog) realnog broja je nenegativan, 

Druge dve formule su takodje prevodi iste rečenice. Moguća čitanja su, recimo: 
Postoji najmanje jedan kompleksan broj čiji je kvadrat jednak -1 .
Za neki kompleksan broj x važi: njegov kvadrat je jednak -1 .
Jednačina X2 = - I  je moguća, na skupu kompleksnih brojeva.
Jednačina x 2 = -1  ima bar jedno rešenje, na skupu kompleksnih brojeva.

2. Pročitati rečima formule o prirodnim brojevima:
( V m &N) m <,n , ( 'j  m £ N )  n <  m , ( 3 n G N) ( V m C.N) n <  m ,

~\( 3 n & N ) ( V m E N )  m < , n , ( V n e N ) (  3 m G N )  n < m , 

~ \ ( V n & N ) (  3 m e N )  m < n  

Rešenje. Uobičajena čitanja tih formula su redom: 
n je najveći prirodan broj, n je najmanji prirodan broj,
Postoji najmanji prirodan broj, Ne postoji najveći prirodan broj,
Za svaki prirodan broj postoji od njega veći prirodan broj,
Nije (tačno) da za svaki prirodan broj postoji od njega manji prirodan broj.
3. Pročitati formule o realnim brojevima

( v x , y )  (3iz) x+y=z, (V x ,y )(3 xz) x ■ y  = z, (3^x) (Vy)x+y=y,

(3iX) (V y)x-y= y, (V x ) (3 xy ) x+y=0, (V x f0 )(3 xy ) x-y= l

^Corišćenjem jednog od tzv. De Morganovih zakona za kvantore (videti poglavlje XII V a lj a- 
n e  f o r m u l e )  koji se može ovako izreći: n i j e  d a  p o s t o j i  isto znači što i 
s v a k i n i j e (formulskim jezikom: 1  ( 3 x)F <==> ( V x) |F ), kao i nekih jednostavnih 
tautologija, zaključujeno da se i svaka od ekvivalencija

(3 ix )  A(x) «=» ( 3 x)(A(x) a  ( V y)(y^x =-H A (y)))

(3 ix ) A(x) <=• ( 3 x)(A(x) a  ( V y)(A(y) =  y=x)) 

može uzeti za definiciju kvantora 3 t .



4. Pročitati formule o skupu S

( 3 x)x  £  S, 1 ( 3  x)x GS, ( 3  x)(x £  S  A l  (3  y )(y fx  a y  £  S))),
( 3 x ,y)(x fy  A x £  S A >> G SJ, 1 (  3 x ,y)(x fy  A x  £  S \ y  ^ S ) ,

( 3 x,y ,z)(xfy  a y f z  a  x f z  A x  & S  A y E  S  a  z £  S)
Odgovor. Uobičajena čitanja bi bila:

S je neprazan skup, S je prazan skup, S  je jednočlan skup, S je skup sa najmanje 
dva elementa, S je skup sa najviše jednim elementom, S je skup sa najmanje tri 
elementa.

5. Obrazovati:
(1) Generalizaciju po z, po y  i najzad po x  rečenice (formule):

(x+y)+z = x +(y+z)
(2) Generalizaciju po * a zatim partikularizaciju po y  formule:

x  + y = x

(3) Partikularizaciju po y  a zatim geperalizaciju po * formule:

x + y =0
Odgovor.

(1) ( V x) ( V y ) ( V z) (x+y)+z = x+(y+z)

(2) ( 3 y) ( V  M x+y = x
(3) ( V x J ( 3  y ) x+y = 0

6. Date formule zapisati pomoću kvantora

F (a J  a  F(a2) a  ... a  F(aJ, F(ax) v  F(a2) v ... v  F (a J

Rešenje. Označimo sa S skup { at , a2, ..., an } . Traženi zapisi su redom:
( V x E S )  F(x), ( 3 x  £  S) F(x)

7. Zapisati bez kvantora formule:
( V x,y)A(x,y), ( 3 x,y)A(x,y), ( V x ,y )(x fy  => A(x,y)), ( 3 x ,y )(x fy  AA (x,y)) 

pretpostavljajući da su x,y  elementi skupa { 1, 2}.

Odgovor.
A ( l , l )  a  A (l,2 ) a  A (2 ,l) a  A(2,2), A ( l , l)  v  A (l,2 ) v A (2 ,l)  v A(2,2),

A (l,2 ) a  A(2,l), A (l,2 )  v  A (2 ,l)
8. Koje od narednih formula su istinite za realne brojeve
( V x) ( V y) x+y=0, ( V x ) ( 3 y )  x+y=0, ( 3 x) ( Vy )  x+y=0, ( 3 x) ( 3 y ) x+y=0

9. Da li kvantori V , 3 mogu razmenjivati mesta, a da se pri tom ne menja znače- 
nje rečenice?
Odgovor. Ne mogu, jer na primer, za prirodne brojeve prva od formula 

( V x) ( 3 y) x  < y, ( 3  y ) ( V x) x  < y  
je istinita (jer za svaki prirodan broj postcji broj veći od njega) dok je druga lažna



(jer ne postoji najveći prirodan broj).

10. Neka Q(x,y) znači: ravan x  seče ravan y  (tj. te ravni imaju tačno jednu za- 
jedničku pravu). Koja od datih formula je istinita

( V x) ( 3 y) Q(x,y)
( V x) ( V y) (Q(x,y) =*■ 1  (x II y))
( V x) ( V y ) ( V z) (x\\y a  Q(x,z) => Q(y,z))
( V x) ( V y) ( V z) (Q(x,y) a  Q(y,z) => Q(x,z))
( V x) ( V y) ( 3 z) (Q(x,z) a  Q(y,z))

Odgovor. Neistinita je jedino četvrta formula, jer ako x  seče y  i y  seče z, može 
nastupiti slučai x\\z.

11. Da li su istinite formule

( V a e R )  ( ' i b e R )  (3  p & R )  ( 3  q e  R)  ( V x G R )  (y?+ax+b = (x+p? + q) 

( 3 p G i ? ) ( 3 ? G R) (V a  & R ) ( V b £ R )  ( V x  6  R)  (x? +ax+b = (x+p)2 + q) 

Odgovor. Prva formula je istinita. Postojeći p, q su redom

^  = — —-  • Druga formula je lažna jer ako bi postojali p, q takvi da je formula 

X2 + ax + b = (x+p)2+q
istinita za sve vrednosti a, b, x, tada bi sledilo da su svaka dva kvadratna trinoma 
x2+ax+b, x2+â x+b-L međjusobno jednaka,' što nije tačno.

12. Odrediti istinitosnu vrednost date formule (o prirodnim brojevima) ako x,y 
redom imaju vrednosti 1,2.

a)x+y=3, b) x+y=2, c) x+0'y=l, d) x=l, e) (3  y)y+x=2, f) (3 x,y) l=x-y  
Rešenje. Formula a) je tačna, a formula b) netačna. Tačne su i formule c) i d) 
jer ako se x, y  redom zamene sa 1,2 dobijaju se sledeće tačne jeđnakosti 1+0-2 
= 1 ,1=1. Formula d) je tačna ukoliko x ima vrednost 1, z y  ima ma koju vred- 
nost, jer ta formula ne zavisi od y. Nešto slično vredi i za formulu e) . Ta formu- 
la, u stvari, zavisi samo od x, jer ona znači:

Postoji neki prirodan broj koji sabran sa brojem x  daje 2 

što je ,,taj neki broj” u formuli označen upravo sa y  — to nije važno, mogli smo 
ga označiti i sa z,u i sl. Sledstveno zamenom x  sa 1, y  sa 2, od e) se dobija for- 
mula (3  y) y+l = 2 koja je, inače, tačna. Formula f) ne zavisi ni od x ni od y. 
Njena istiiitosna vrednost je T .

13. Neka x, y, z imaju redom vrednosti 1,2, 3. Koja od sledećih formula o ce- 
lim brojevima je tada tačna

a) x+y—z = 1, b) y=2, č) x*l, d) x+y=5, e) ( 3 u)x+y+z = u, f) ( 3 x)x+y = z,
g) (Vu)u- (x+y—z) =0, h) (V x )(  3y)x+v = z.



X Kvantori 

x14. Neka je F  formula (prirodnimbrojevima) : 2  r  = y.
i=l

a) Da li F  zavisi od i ?
b) Odrediti istinitosnu vrednost formule F  u slučajevima

1) x=2, y=5, 2) x=2, y=F, i=8, 3) x=2,. y=4, i=5

15. Za koje vrednosti x na skupu realnih brojeva je istinita formula _
( 3 y )  (x+y = 1 a  2 x - y  = 2)

Rešenje.'Predpostavimo da je formula istinita i označimo postojeći y  sa Tada 
dobijamo sistem po yQ:

x+yQ =1 A 2 x  -  y 0 =2
Taj je sistem ekvivalentan sa x=l a  y q -  0. Znači, iz predpostavke da je formula 

( 3 v) (x+y = 1 a  2x  -  y  =2) 
istinita sledi: x=l.

Proveravamo da važi i obratno. Naime, ako x  = 1, onda je prethodna formula ek- 
vivalentna sa istinitom formulom:

( 3 y) (y = 0)

Zaključak: Jedina vrednost x za koju je razmatrana formula istinita jeste broj 1.
16. Rešiti po x-(na skupu prirodnih brojeva) formulu:

a) ( 3 y) x ■ y  = 6, b) ( 3 y ) x+y=3, c) ( 3 v) (x +y=5 a  x-y= l), d) (3  y) x=2y

17. Dokazati ekvivalenciju o realnim brojevima
( 3 x) ax=b <=*• afO v  b=0

Uputstvo. Koristiti činjenicu da realni br.ojevi čine polje.

18. Formulom

a) jc *  y  = x+y+l, b) x *  y  = x+y+xy, c) x *  y  = 2x+3y 
je odredjena operacija skupa R . Da li ta operacija poseduje (u skupu R ) jedinični 
element, tj. da li je tačna formula ( 3  x) ( V y ) (x &y=y A y  *  x=y) ?

19. Ispitati istinitost formula:
~ \ ( 3 x e O ) x 2=2, ~\ ( 3 x  EOJ X2 = 3, ( 3 x G R ) x2 = - 1

(3 a e  R)  ( V y  e  R)  ax=a , ( 3 a G R) ( V x  G R ) 3 y e R )  x+y=a

20. Neka su a, (3 binarne relacije skupa { 1, 2, 3 } odredjene tablicama

a 1 2 3 0 1 2 3
i T 1 1 1 1 T i

2 1 T T 2 1 T i

3 1 1 1 3 T i i

Odrediti tablicu relacije y  (istog skupa) definisane formulom 

7(x,y) đ& (  3 z) (a (x,z) a $(z,y))



Primeđba. Relacija 7 se obično označava a°3. To je tzv. prvizvod relacije 'a sa re- 
lacijom 3- Dakle:

(<*<#) (x,y) <=> ( 3 z) (a(x,z) a  P(z,y))

Rešenje zadatka. Prvi način: Prema definiciji istinitosne vrednosti rečenice oblika 
( 3 z) A(z), za relacijuT imamo ovakvo rasudjivanje:'ry/'s;j;// = T akko (tcl(x,z)= T 
i T$(z,y) = T , za nekiz iz {1, 2, 3 }). Odatle kada x=l \y= l, dobijamo :

ry(1,1) = T akko (ra(l,z) = T i rf\(z,l) = T , za neki z iz { 1, 2, 3 } ) .  Kakoza 
z imamo tri mogućnosti, to za konjunkciju na desncrj stranijazlikujemo slučajeve: 

z = 1: - M , l )  = TT rp (l,l)  = T , 
z = 2 ; t<x(1,2) = T |  rp(2,l) = T , 
z = 3: to(1,3) = T f U (3 ,l)  = T

Medjutim, nijedna od tih mogućnosti nije ispunjena, jer: rflfl.l)  = I , tc(1,2) = i, 
T0t(l,3) = 1 .Otuda zaključujemo: r y ( l , l ) = 1 .

U slučaju x=l, y=2 zaključujemo: ry(l,2) = T , pošto je ispunjeno ra(l,z) = T i 
t(3(z,2) =T , za neki z iz skupa {1, 2, 5}(dosta je za z uzeti 1).

Sličnim rasudjivanjem dobijamo 

ry(l,3) = 1, ry(2,l) =T , ry(2,2) = T , ry(2,3) = 1 
ry(3,1)=3 , ry(3,2) = 1 ,  ry(3,3) = 1 

Otuda tablica relacije y  izgleda kao što je prikazano.

7 1 2 3
1 1 T i

2 T T 1
3 T i  i

Drugi naćin: Prema značenju kvantora 3 na konačnom skupu definicija relacije
7može se preobratiti u oblik1) 

def
7(x,y) *=> a(x,l) a $ (l,y )  V o(x,2) a 3 (2,y) V o(x,3) a 3 (3,y)

Redmo, za slučaj x=2, y=3 ta đefinicija glasi

( 1 )  7 (2,3) a(2,l) a  3(1,3) V <4 2 2 ) a  3 (2,3) V« (2,3) a  6 (3,3)

Vrednosti za a(2,l), a(2,2), a(2,3) (koje se pojavljuju sa desne strane prethod- 
ne ekvivalencije) nalaze se u drugoj vrsti, a vrednosti za 3(1,3), 3(2,3), 3 (3,3) u 
trećem stupcu odgovarajućih tablica. Otuda, se, prema definiciji (1), vrednost za 
7(2,3) dobija.jnnoženjem” eiemenata dmge vrste tablice za a sa odgovarajućim ele- 
mentima trećeg stupca tablice za 3, i „sabiranjem” tako dobijenih proizvoda.Znači,do 
a°3 se može doći matričnim množenjem r.elacije a sa relacijom 3- Pri tome ope- 
racije v , a igraju ulogu sabiranja i množenja.

^Operadje a , y  označili smo sa a , V da bismo imali izvesnu grafičku sličnost sa znacima 
• , +. Zbog toga u disjunkdji sa đesne strane ne pišemo zagrade.



Prema rečenom vrednost za y(2,3) računa se na ovaj način
Ty(2,3)= ( 1 a  i) v  ( T a  1) v (  T a  I) 7 1 2  3

-  i  i  v  i 1
= i 2 i

3

Đakle ry(2,3) = i , odnosno u preseku druge vrste i trećeg stupca tablice relacije 
y  nalazi se vrednost i .  Slično se popunjavaju i ostala polja tablice.

21. Obrazovati proizvod relacije a  sa relađjom (3.

a) a, 3 su relacije skupa {a, b, c, d, e }odredjene tablicama

oc a b c d e 1] a b c d e
a T T T i  T a i i i i i
b i T i i  T b T T T T T
c T T T i  T c T i T i T
d i i i T T d i T i T i
e T T T i  T e T i i T T

b) a i /? su relacije <  skupa celih brojeva Z.
c) a i p su relacije <  skupa radonalnih brojeva Q.
22.Nekaje a relacija skupa { a, b, c}odredjena 
navedenom tablicom.
Odrediti tablicu relacije (3 istog skupa đefinisane 
formulom: 

def
a) <3(x,y) (a(z,x) =* a(z,y))

def
b) 13(x,y) *=* ( y  z) (a(z,x) *=> a(z,y))

a. a b c
a i T T
b i T T
c i T T

23. Opisati relacije a, |3 skupa prirodnih brojeva uvedene defmicijama: 

a { x ) t l  ( 3  y )  x > y  &(x) ^  ( V y) x > y
Refcnje. Zamenjujući u definicijama relacija a, (3 umesto x prirodne brojeve 1,2,3 
... dobijamo:

a ( l ) * * + ( 3 y ) l > y ,  a ( 2 ) ^ (  3 y )  2 > y ,  a ( 3 )  <=* (  3  y )  3 > y , ...
( v  y )  l > y ,  P ( 2 ) < = > ( V y )  2 > y ,  p ( 3 ) * *  ( V  y )  3 > y , . ~

Odatle proizlazi zaključak:
ra(l) = i , ra(x) = T za svaki prirodan broj x  f  1; 
t$(x ) = 1, za svaki prirodan broj x.

24. Prevesti rečenice

x je oblika 2k, gde je k ceo broj 
x  je oblika f(a), gde je a element skupa S.



Rešenje. Re čenica
x  je oblika 2k, gde je k ceo broj 

ima značenje
x je jednak 2k, za neki ceo broj k  

odnosno
x  = 2k, za neki k  G Z

Otuda njen prevod izgleda: ( 3  k  G Z) x  = 2k  
Slično, prevod rečenice

x je oblika f(a), gde je a element skupa S 
jeste: (3  a €.S) x=f(a). ' -

25. Obrazovati prevode rečenica 
Nijedan A nije B, Neki A nije B

Rešenje. Prva-rečenica isto znači kao: Svaki A nije B, odnosno Svaki A je ne B. 
Otuda prevod glasi (V x) (A(x) => 1  B(x)). Prevod druge rečenice koja isto znači 
kao N ekiA  je ne B je: ( 3 x) (A(x) a ~\B(x )).
26. Prevesti rečenice

Neki ravnokraki trougao je ravnostran.
Nijedan ravnostrani trougao nije pravougli 
Neki pravougli trougao je ravnokrak.
Postoji ravnokraki trougao koji nije pravougli.

Rešenje. Uvedimo oznake

P(AABC) za: ABC je ravnostrani trougao 
r(AABC) za: ABC je ravnokraki trougao 
tt(AABC) zz:A B C je pravougli trougao

Tada traženi prevodi glase

( 3 AABC) [r(AABC)AAp(AABC)],( V AABC) [p(AABC) => ~]n(AABC)]

( B A ABC) [tt(AABC) a  r(AABC)\ ( 3 A ABC) [tjAABC) a  -\n(AABC)[ 

2 1 .  Izraziti pomoću osnovnih brojačke kvantore iskazane rečima: 
postoji najviše jedan, za svaki najviše jedan.

Rešenje. Za proizvoljno svojstvo A (dužine 1) rečenica 
Bostoji najviše jedan predmet koji ima svojstvoA. 

ima ovakvo značenje
Ne postoje dvtz2) predmeta x,y takva da važi A(x) i A(y).

^Ovde se složen znak AABC koristi kao promenljiva.

Tu, a i u dajem d v a, t r i itd. znači d v a  r a z l i č i t a ,  t r i  
n o  r a z l i č i t a  itd.

m e dj u s o b-



Nije teško uočiti da je pre\od te rečenioe fonnula;

“ I ( 3 x , y )  ( x f y  a A ( x )  a  A(y))
Slično, rečenici

Za svaki najviše jedan predmet vredi A  
odgovara prevod

“ I ( V x,y) (x fy  => A(x) a A(y))
28. Brojački kvantor „postoje tačno dva” izraziti pomoću ogiovnih kvantora. 

Odgovor. Na formulskom jeziku predikatskog računa prvog reda to izražavanje iz- 
gleda

( 3 x,y) (x fy  a A(x) a A(y) a ~]( 3 z) (zfx  a  z fy  a A(z)))

29. Kvantore iskazane rečima „postoje najmanje tri” , „za svaka najmanje tri” izra- 
ziti pomoću osnovnih.

30. Izraziti pomoću osnovnih brojačke kvantore
„postoje najviše dva” , ,,za svaka najviše dva” .

31. Obrazovati prevod tzv. prve Hilbertove aksiome veze:
Za svake dve tačke postoji prava kojoj te tačke pripadajiu 

Rešenje. Uvodimo oznake: t(x) za !rr j e  tačka” , n(x) za trx je prava”. Tada podro- 
ban prevod glasi:

(V  x,y) (t(x) a t(v) =*• (x fy  =>(3 z)(n(z) a  x G z a y  e  z)))
Primedba. Da bi se dobili što jednostavniji prevodi, usvajamo razna pravila o skra- 
ćenom pisanju.
(i) U geometriji se često javljaju svojstva biti tačka, biti prava, biti ravan. Dogova- 
ramo se, stoga, đa tačke označimo velikim latinskim slovima A, B, C i sl. prave 
malim latinskim slovima a, b, c i sl„ a ravni grčkim slovima <x, j3,-yi sl.
(ii) Umesto x G S A y G S ,  x & S A y G S  A z S S i s l .  pišemo kraće x, y  G S, 
x, y, z e  S i sl. Dalje, ukoliko sve promenljive koje učestvuju u formuli uzimaju 
vrednosti iz istog skupa S, tada često umesto x G S, v £  S pišemo jednostavno
x, y  bez onoga S S, s tim što tu pretpostavku ističemo izdvojeno mzagradi sa stra- 
ne ili, kako smo to već i ranije činili, rečima iskazujemo da se formula odnosi na 
elemente skupa S.

Prema usvojenim dogovorima o skraćenom pisanju prva Hilbertova aksioma ve- 
ze može se prevesti i ovako

(V A, B) (A fB=> (3  a )A , B S a )
32. Obrazovati prevode Hilbertovih aksioma veze:

(1) Za svake dve tačke postoji prava kojoj te tačke pripadaju.
(2) Za svake dve tačke postoji najviše jedna prava kojoj te tačke pripadaju.



(3) N a pravoj posto je  najmanje d v e  tačke. P osto je  najmanje tri tačke  koje ne le- 

ž e  na jedn o j pravoj.

(4) Za svake tr i tačke koje ne leže na jed n o j pravoj p o s to ji ravan koja sadrži te  

tačke. Za svaku ravan p o s to ji tačka koja jo j  pripada.

(5) Za svake tri ta čk e  ko je  ne leže  na is to j pravoj p o s to ji najviše jedrta ravan ko:

jo j te  tačke  pripadaju.
(6) A k o  dve tačke  neke prave pripadaju je d n o j ravni, onda i svaka tačka te  prave 

pripada u očen o j ravnL

(7) A k o  dve ravni imaju jednu  zajedničku  ta čk u  onda te  ravni imaju jo š  jednu  za- 

jed n ičk u  tačku.

(8) P osto je  najmanje če tir i ta čk e  koje n e pripadaju is to j ravnu

Rešenje. U uočenim aksiomama, a fo je i inače čest slučaj u geometriji, pojavlju- 
je se na više mesta rečenica oblika:

x t , ..., xn su  m edjusobno m zlič iti

koju ćemo prevoditi elementamom formulom ra zfx t , x n). Naravno, takva se 
rečenica može prevesti i korišćenjem jedino maka jednakosti = (odnosno različi- 
tosti f). Na primer, za raz(x, y, z )  odgovarajuća formula takve vrste je;

x f y r \ x f z A y f z
Traženi prevodi (skraćeni) aksioma veze glase:

(1) ( V A , B )  (raz(A, B ) * (  3  a), A , B  G  a)

(2) ( V A , B)  (raz(A , B ) =>~\( 3 a, b ) (razfa, b) a  A ,B G  a a A ,  B  E b )

(3) ( 'i  a ) ( 3 A ^ ) ( r a z ( A ,B ) A A ^ e  a )A .(3A ,B ,C ) (raz(A ,B ,C ) eT \(  3 a)A J3,C G a)

(4) N A .B ,C )(ra z(A ,B ,C )a~Y3 a )A £ ,C E a = f3  a )A £ ,C S y )A  ( V a ) ( 3  A)AGoc

(5) (V A ,B ,C )(r a z (A £ ,C )  a ~ \(3 a)A ,B ,C E a=rl( 3 a ,P )(raz (a ,0 )A A ,B ,C £ a  A A J .O E p ) )

(6) ( 3 A , B e  a)  (raz(A, B ) A A , B  e  a )  => ( V X  €  a )X  G a

(7) ( V A ) ( A e c t A A e p * > - ( 3  B  f A )  ( B e o c  a  B  e p ) )

(8) (  3 AJB.CDJ (raz(A,B,CJD) a  ~\ ( 3  a)A , B.C, D  e  a )

33. Prevesti H ilbertove aksiom e rasporeda:

(1) Ako je tačka B  izmedju tačaka A  i C, tačke A , B , C  su tri medjusobno razli- 

čite tačke, i tačka B  je takodje izmedju tačaka C  i A .

(2) Ako je tačka B  izmedju tačaka A  i C, tačka C  nije izmedju tačaka A  i B.

(3) Ako su A  i B  dve različite tačke, postoji tačka C  tako da je B  izmedju tačaka 

A  i C
(4) Postoje najmanje tri medjusobno različite tačke od kojih nijedna nije izmedju 

ostale dve.
(5) Ako su A ,B ,C  tri medjusobno različite tačke od kojih nijedna nije izmedju os-



tale dve, D tačka izmeđju B  i C, E  tačka izmedjuv4 i D, tada postoji tačka F  

izmedju A  i B  tako da je E  izmeđju C i F.

34. Prevesti date iečenice o realnim brojevima (S je podskup od R )

a je mjmanji element skupa S, a je mjveći element skupa S, 
a je gornje ograničenje skupa S, a je donje ograničenje skupa S, 

a je gomja medja (supremum) skupa S, a je donja medja (infinum) skupa S. 

Odgovor. Prevodi su po redu formule:

a GS A ( V  x e  S) a < x ,  a G S  A ( V x  e  S) x  < a, 
( ' i x e S ) x < a ,  ( ' d x e S ) a < Lx,

( V x  e  S) x  < a a ( V b e  R)  (( V x  e  S) x  <  b => a < b)
( V  x E S ) a < x  a ( V b e R ) f ( V  x  e  S) b < x*> b <  a)

35. Prevesti: princip minimalnog elementa i princip potpune indukaje za uredjen 
skup (S, <).
Rešenje. Princip minimalnog elementa glasi:
Svaki neprazan podskup skupa S  ima minimalni element (tj. takav elenent od ko- 
ga nijedan element uočenog podskupa nije manji).
Prevod te rečenice je formula

( V i 4 C  S)(A?<P~(3 a e A ) (  V x  e A ) l ( x  <a))
Princip transfmitne (Neterine ) indukcije glasi:
Za proizvoljan podskup A  od S  važi: Ako A sadrži element a e  S  kad god sadrži 
sve elemente x  e  S  koji su manji od a, onda A = S.

Prevod te rečenice je formula:

( V A  c  S) [( V a e  S) (( v  X e  S) (x < a => x E A) => a e  A ) =>A = 5]
36. U skupu N  prirodnih brojeva definisati pojam sledbenik broja n pomoću pojma 
biti manji
Odgovor. Neka je <  uobičajena oznaka za biti manji Tada: 

m je sledbenik za n akko n < m a  ~\( 3 k) (n <  k  a  k <  m)
37. Pomoću odnosa biti element i biti jednak (za tačke) đefinisati odnos: prava a 
seče pravu b (oznaka: a x b).

Rešenje. Prava a seče pravu b
akko a i b imaju tačno jednu zajedničku tačku 
akko postoji tačno jedna zajednička tačka/1 koja pripada i a i b 
akko postoji tačka A koja pripada i a i b, t ne postoji tačka B 

različita od A koja pripada i a i b 
Otuda tražena defnjicija zapisana korišćenjem kvantora 3i glasi: 

a x b akko ( 3 t A)  (A e  a A A e  b)
Svodjenjem na osnovne kvantore dobijamo:



a x b akko ( 3  A ) (A £  a a  A C b a I I 1 3 B) (B f  A  a S £  a a  B S  b))

38. Pomoću odnosa biti element, biti podskup, biti jednak (za prave) definisati': 
prava d je paralelna pravoj.b (oznaka: a||fe)

Rešenje.
a\\b akko prave a i b se poklapaju ili

prave a, b leže u istoj ravni, a nemaju zajedničkih tačaka 
akko prava a se poklapa sa b ili

postoji ravan a  kojoj pripada i prava a i prava b, 
i ne postoji tačka A koja pripada obema pravim a i b. 

akko a=b v  ( 3 a) (a C a  A b C a) a ~\( 3 A ) (A G a a  A £  b))
Dakle:
a||Z» akko tz=ž» v ( ( 3  a) (a C a a  b C a) a  ~1 ( 3  A J ( A E o a A S  b))
39. Koristeći jedino osnovne kvantore definisati naredne pojmove teorije skupova 
pomoću odnosa £, = :
„biti prazan skup” , „bifi neprazan skup” , ,,biti jednoćlan skup” , ,,biti skup sa naj- 
više dva elementa” , ,,biti skup sa elementima a, b ”.

Rešenje.
S je neprazan skup akko S  ima najmanje jedan element

akko postoji element x  koji pripada S 
akko ( 3 x) x  E S

S je prazan skup akko S  nema nijedan element
akko ne postoji element x  koji pripada S 
akko ~\( 3 x) ( x C S )

S je jednočlan skup akko
akko

akko

S je dvočlan skup akko
akko

akko

S je skup sa najvi- akko
še dva elementa

akko

S je skup sa el- akko
ementima a, b

akko

S ima tačno jedan element
postoji xkoji  pripada S  i ne postoji^ koji
je različit od jc i koji takodje pripada S.
(3  X) ( x  e s  A - y  3 y )  (y f  x  a  y C S ) )

S ima tačno dva elementa
postoje različiti elementi y  koji pripadaju S i ne pos- 
toji element zrazličit od y  koji takodje pripada S 
(3 x ,y ) ( x fy A x C SAyCS a ~]( 3z)(zfx Az f y a z CS))

ne postoje tri različita elementa x, y, z koja pripadaju S

~\ (3 x,y,z) ( x f yAxf zAyf z \ xCSAyCS/ \ zCS)

a, b pripadaju S i ne postoji element x 
različit od a, b koji takodje pripada S 
a CSAbCSA~\ (3x)  (x f a  a x  f b / \ x C S )



40. Definisati tmiju skupa S, presek skupa S pomoću odnosa biti element.
Reienje. Unija skupa S (oznaka U  x) je, po definiciji, skup svih onih elemenata

xES
y  k°ji pripadaju bar jednom elementu x skupa S. Presek skupa S (oznaka f l  x)

, x e s  '
je skup svih onih elemenata y  koji pripadaju svakom elementu x iz S. Prema reče- 
nom

U x = {y\y e  x, za neki element j c i zS}  = {y\( 5 xG SJy G x } 
xGS

0  x = {y\y G x, za svaki element jc iz-S }=  {y\(V  x G S) y  G x } _ 
x£S

Dakle, tražene definicije glase:

U X =  0 1 (3  x e s )  j G x } ,  n  v  j:G S ) y  G jc}
x&> xGS



XI GLAVNA INTERPRETACIJA 
PREDIKATSKIH FORMULA

♦ Zapisi kao x  = y, x E A, ( 3 x )x  = y, x \\y  =>y\\x su primeri predikatskih for- 
mula (prvog reda).
♦ U razmatranju neke matematičke teorije (recimo, aritmetike, teorije skupova i 

sl.) koriste se predikatske formule gradjene pomoću odredjenih relacijskih i opera- 
cijskih znakova, kao i znakova konstanata. Skup izvesnih takvih znakova naziva se 
(relacijsko-operacijski) jezik. Jedan jezik je

L = {a, 6 , 0, 13}
uz dogovor, recimo, da je a znak konstante, * operacijski znak dužine 2, o, (3 re- 
lacijski znaci, redom,dužina 2, 3. Uopšte, svakom relacijskom i operacijskom zna- 
ku nekog jezika dodeljuje se po jedan prirodan bioj—dužina znaka.
♦ Predikatske formule se uvek definišu u odnosu na neki jezik1) L. Tada je reč o 
formulama koje od relacijskih, operacijskih i znakova konstanata sadrže samo one 
koji pripadaju tom jeziku. Pored toga formule shvaćene kao reči sadrže znake

a  v  =*• 3 , j (

kao i neke znake odabrane za promenljive (redmo x, y, z, x u  y  j, z u ...)

♦ Neka je L dati jezik. Pretpostavimo da smo kao u tački II definisah terme (izra- 
ze) tog ježika, tj. izraze gradjene pomoću promenljivih, kao i pomoću znakova ko- 
nstanata i operatijskih znakova tog jezika. Nakon toga definišemo tzv. elcmentame 
formule. To su reči oblika

p(tt, t2, tn)
gde je p ma koji relatijski znak dužine n (iz jezika L), a t 2, ..., f n su izrazi ( istog

jezika).
Formule I reda— jezika L se, dalje, definišu ovako:
(i) Elementame formule su formule;
(ii) Ako su Ar B formule, onda su formule i reči

(A a 3), (A v  B), (A =*• B), (A B), 1A, ( V u)A, ( 3 u)A
( « je ma koja promenljiva)

Okoji nioia imati bar jeđan relatijski znak.



( iii)  Formule ')  se dobijaju jedino primenom pravila (i), (ii)konačan broj puta$
♦ Neke od formula na već navedenom jeziku L  su

aia, x) => otfxtca a), ( V x) ( 3 y )  ( V z)(fi(x,y,z) a  1 a(x,z))

♦ U slučaju tzv. glavne interpretacije (tumačenja) pređikatskih formula postupa se 
ovako. Uočava se izvestan neprazan skup D -  tzv. domen interpretacije. Znaci kon- 
stanata tumače se kao odredjeni elementi domena, drukčije rečeno kao neke njego- 
ve operacije dužine 0. Relacijski i operacijski znaci tumače se kao relacije i operaci- 
je (odgovarajućih dužina) domenai). Sažeto rečeno uočava se neki neprazan skup 
D sa izvesnim njegovim operacijama i relacijama (takvo zajedništvo3) se naziva rela- 
cijsko—operacijska struktura). Logički veznici se tumače kao odgovarajuće rečenične 
operacije. Promenljive se, dalje, tumače kao elementi domena. Recimo jednu inter- 
pretaciju formule

a(x, y ) =>( 3 Z) (a(x, z) a(z, y))
odredjuju skup N  kao domen i relacija <  kao vrednost (interpretacija) znaka aJSfa 
taj način formuli odgovara zapis (rečenica, formula o domenuJV) 

x < y = * (  3 Z) ( x <  z a  z < y )

Za razne vrednosti promenljivih x, y  (promenljiva z u stvari ne učestvuje — videti 
zadatak 12 tačke X) nastaju razni odredjeni iskazi o prirodnim brojevima i njiho- 
voj relaciji < . Ako navedeni zapis označimo sa F(x,y), tada su, recimo, F(1,1),
F(l, 2), F(l, 3) redom iskazi

1 < 1  => ( 3 z) (1 < z a z  < 1), 1 <2=* ( 3 z) ( l < z  a  z < 2),
1 < 3 => ( 3 z) (1 < z a  z < 3) 

medju kojima je jedino drugi netačan.

♦ Strože rečeno glavna interpretacija še uvodi na sledeći način. Neka je Z dati je- 
zik. Pod relacijsko—operacijskom strukturom tog jezika smatramo izvestan nepra- 
zan skup D zajedno sa nekim njegovim relacijama i operacijama. Tačnije svakom 
znaku iz jez'ika L pridružuje se po jedna operacija, odnosno relacija odgovarajuće 
dužine skupa D. Neka je, sada, F  jedna (ili više) formula na jezikuZ. Pod glavnom 
interpretacijom te (odnosno tih) formula smatramo svaku relacijsko—operacijsku 
strukturu jezika L.

U slučaju odredjene interpretacije za razne vrednosti promenljivih (u stvari onih 
koje „nisu pod dejstvom nekog kvantora” , tzv. slobodnih promenljivih — taj pojam 
u daljem tačno opisujemo), od formule F  nastaju razni iskazi.

slučaju tzv. predikatskih formula II reda kvantori se mogu ođnositi i na operadjske i rela- 
djske znake. U takve formule đolaze:

( V x) (3  a )  a (x ), ( 3 f) ( V x) f(x ) = x i dr.
I tu se slično kao kod iskaznih formula usvajaju razni dogovori o nepisanju nekih zagrada. 

^Struktura se tačnije rečno sastoji iz tri dela -  skupovnog ( to je domen D), reladjskog i o- 
peracijskog. Otuda se često kaže da je struktura u r e d j e n a  t r o j k a  takvih deio- 
va.



♦ Uočimo sada izvesnu formului7 i promenljivu u. Pojavljivanje promenljive u u 
formulii7 je vezano ako je ono oblika ( 3 u), ( V u), ili je to pojavljivanje u ob- 
lasti đejstva takvih kvantora. Tačnije, u drugom slučaju formulaF ima pođformu- 
lu oblika

( 3 u)A, ( V u)A
i, pritom, u se pojavljuje u formuli A. Ona pojavljivanja promenljive u koja nisu 
vezana nazivaju se sbbodna. Recimo, u formuli

* = a => ( 3 x) x  = b
prvo pojavljivanje promenljive x je slobodno, a preostala dva su vezana.

♦ Neka je L dati jezik, F  formula nad njim i /  određjena interpretacija (jezika L). 
Pretpostavimo da su x u x 2, ..., x n sve slobodne promenljive u F. Ukoliko te pro- 
menljive dobiju neku vrednost, recimo, redom đ u d2, .... d  , iz forn._
se dobija iskaz

F (du  d j
o domenu, odnosno skupovnom delu interpretacije. Istinitosna vrednost tog iskaza 
odredjuje se na osnovu istinitosnih tablica osnovnih logičkih operacija, s tim što se 
kvantoriv , 3 tumače u skladu sa značenjem reči svaki, neki. U vezi sa tim, dogo- 
vorom

def
p(d.u  d2, .... d j ^  F(đu  d2, .... d j

se na prirodan način formuli F (x2......x j  dodeljuje jedna relacija p domena, pri
čemuje dužina relacije upravo jednaka broju slobodnih promenljivih formule F  
(videti zadatke 20—23 prethodne tačke).

♦ Ža formulu F  kažemo da je istihita (tačm )pi\ interpretaciji /, ukoliko ona za 
sve vređnosti svojih slobodnih promenljivih ima vrednost T . Interpretacija /  se 
tada naziva mod.el formule F. Interpretacija /  je model skupa formula Q ', ukoli- 
ko su pri njoj sve formule iz 7  istinite. Oznake koje pri tom koristimo su u pr- 
vom slučaju /  \=F a u drugom I  \= J .

♦ Primetimo da je zatvorem formula F  (to je ona koja je bez slobodnih promen- 
ljivih) pri svakoj interpretaciji /  ili istinita ili lažna, tj.

ili 1 1= F  ilh /  1= U F

ZADACI

1. Odrediti vrednost formule F(x, y):x  <  y  =■ y  <  x  ako se <  tumači kao rela- 
cija „manje skupa prirodnih brojeva, a promenljive x, v imaju redom vrednosti 
1, i ,  odnosno 6,6.



Rešenje. Za vrednosti 1,3 imamo:

tF(1,3> = t(1 < 3  =* 3 <  1) = T =*• i  = 1 

Na sličan se način dobija tF(6,6) = T .

2. Neka je F(x,y) formula o realnim brojevima:

a) 2 > 1 <=>■ ( V x) (x > 2 =- x >  1), b) >  y  =► ( 3 z )x >  z >  y,

c) x f y = * (  3 z > 0 ) x = y  + z
Odrediti formule F (l,2) i njihove istinitosne vrednosti (pri uobičajenom tumače- 
nju jezika formule).

Rešenje.
a) F(l,2) je sama formula, i ona je istinita;
b) F ( U )  glasi

1 > 2 = - ( 3 z ) l>  z > 2  

što je istinita formula (jer 1 > 2 je lažna).
c) F(l,2) je: 1 f  2 => ( 3 z > 0 ) l  =2+z, što je neistinita formula.

3. Neka je F(x, y) formula o skupovima:
a) x e  {x } , b) ( V x) (X e  {x} => x 6  {x,‘y  } )

OdreditiF( <P,<t> ) \ njenu istinitosnu vrednost.
4. Odrediti sve vrednosti promenljive x iz domena interpretacije za koje formula 
( 3 y )  ot(x, y)  ima vrednost T
a) Domen je skupiV, a je relacija | (deljivost),
b) Domen je skup R, a je uvedena definicijom

,def
a(x, y )  <==• x+v = - 3  a  x  -  y  — 1

Rešenje. a) Pri prvoj interpretaciji data predikatska formula postaje ( 3 a
to je istinita formula za svaki prirodan broj x (za x je postojeći y  baš x , jer se sva 
ki prirodan broj sadrži u samom sebi).

Otuda je skup vrednosti promenljive x za koje data formula ima vrednost T je- 
dnak celom domenu interpretacije, tj. skupuJV.
b)Pri drugoj interpretaciji predikatska formula postaje 

(☆ ) ( 3 y) (x + y  = - 3  a  x  -  y  = -1 )
Pretpostavimo da je (☆ ) istinita rečenica i nekaje;vo neki postojećijp. To znači 
da je istinita i konjunkcija

*  +y0 = ~3 A x  ~ y 0
Ta je konjunkcija ekvivalentna sa x = 1 a  y Q = 2. Dakle, iz pretpostavke da je 
(☆ ) istinito sledi x  = 1. Važi i obratno, ako je x = 1, onda je formula (*) istini- 
ta — postojeći y  je 2.



ZaHjučak: Traženi skup vrednosti promenljive jc jeste {/} .

5. Utvrditi da li je interpretacija:
Domen je N, a je <  

model svake od navedenih formula
1(a(x, y )  a  aMx)J, 1 (  3 y)a(x,y), ( V x)( 3 y)a(x,y), ( 3 y) ( x)a(x,y)

6. Odrediti najmanje dva modela formule ( V x) ( V y) ( 3 z)a(x, y, z).
7. Odrediti najmanje dva modela formule

(*) ( V x)(a(x) => (a(f(x)))
Rešenje. Prvimodelje:
Domen je skup N, a je „biti paran broj", f(x ) je x +  2.
Formuli (*) odgovara istinita rečenica o prirođnim brojevima 

( V x) (x je paran broj => x+2 je paran broj)

Dtugi model je odredjen uslovima:
— Domen je skup tačaka ravni 7t;
— a(x) znači x G k, gđe je k  krug ravni tt sa cen- 

trom u tački 0.
— /  je rotacija ravni n oko tačke 0 (u pozitivnom 

smeru) za ugao 6 .
Pri toj interpretaciji dobijamo posebnu formulu (o 
tačkama ravni 7t)

( V x) (x 6  k  => f(x) S k) 

ili izraženo uobičajenim geometrijskim jezikom, ovu istinitu rečenicu 
Rotacijom (za ugao 6) tačke kruga k ostaju na tom krugu.

8. Da li se može odrediti model formule
( V x) (a(x) =>oMx)))

sa domenom {a, b, c}  \ to takav da interpretacija z a / bude  unapred dato presli- 

kavanje /  = ̂ a ^ ?

Rešenje. Prema značenju kvantora V na konačnom sbupu, moraju (što je i dovo- 
ljno) biti istinite ove tri formule

a(a) ^a fffa /) , a (b) => a (f(b)), a(c) => a (f(c)) 
odnosno (korišćenjem date interpretacije za f )  formule:

a(a)=>a(c), a(b)=>a(b), a (c) => a (b)
Druga formula je uvek istinita, jer je to slučaj tautologije p => p, pa se problem 
svodi na odredjivanje vrednosti iskaznih slovaa(a), a(b), a(c) tako da važi:

r(a(a) =>a(c)) = T , r(a(c) =>a(b)) = T



Jedna mogućnost je, recimo:

Ttt(a) = i, T a(b )=  T, ra(c)=  I
Znači jedan model formule ( Vx)(a (x) => a(f(x)i) sa domenom {a, b, c ] ,  'uzus-

lov da se /  interpretira kaa/  = 

lacija

la b c\ 
[c b b)

dobija se kada se a tumači kao re-

a b c
(X i T T

9. Data je formula

(*) ( V x) (a(x, f(x)) => a(f(x)jcf)

Ispitati da li je datom interpretacijom odredjen model te formule 
Domen je skup {a, b, c}; a / f  su odredjene tablica ma

a a b c f
a T -T 1 a b
b T 1 T b a
c I 1 T c a

Rešenje Prvinačin: Obrazujemo postupno tablicu složene relacije defmisane formulom 
F(x):

a (x, f(x)) '=> a (f(x), x)- (x ] e a, b, c)

koristeći pri tom date tablice relacije a i operacije f .  Tako dobijamo

X f(x) <a(x,f(x)) a(f(x),x) F(x) Dakle, tablica relacije F(x)
a b T T T definisane formulom a T
b a T ■ T T F(x) izgleda ovako: b T
c a 1 1 T c T

Iz nje neposređno zaključjemo da je ( V x) F(x) (što je, u stvari polazna formula 
(*)) istinita.
Drugi način: Činjenica da je datim tablicama za a  i /  odredjen jedan model 
formule (*) može se i ovako izraziti (formulisati). Iz pretpostavki 

ama), a(a,b),~\a(a,c)
(**) a(b,a),~\a(b,b),a (b,c); f(a)=b, f(b)=a, f(c) = a

~\a( c,a),~\ a(c,b),a( c, c) 

proizlazi kao posledica formula

f V r G  {a,b,c}) (a (x,f(x» =>a(f(x), x)) 

odnosno, prema značenju kvantora V na konačnom skupu, proizlazi formula 

(a (af(a))*a(f(a),a)) A (a (b,f(b)j*a(f(b), b»  a  (a(c,f(c)) =>a(f(c),c»

Nije teško proveriti da je to tačno. Pri tome je podesno najpre iskoristiti pretpo-



stavke

f(a) = b, f(b) = a, f(c) = a 

pDmoću kojih se problem svodi na tvrdjenje iskaznog tipa

ofa,M a(a,b),~\a (a,c) (a(a,b)=> a(b,a))
a(b,a),~\a(b,b), a(b,c) 1= A  (a(b,a)=> a (a,b)) 

~\cm,a),~\a(c,b), a(c,c) a  (a (c,a) => a (a,c))

10. Ispitati da li je interpretacija:
Domen je {a,b }, a je & a b , f j e f

a T i  a b
b 1 1  b a

model formule / V x) ( 3 y) (a(x, x) => a(x,f(y))).

11. Da li se model formule / V x)(a(x,f(x)) => a(f(x),x)) dat u zadatku 9 može1)
skratiti (odstranjivanjem interpretacije za /  ) do modela formule 

(*) /  V. x) ( 3 y ) (a (x,y)=> a (y,x))
Odgovor. Može. Pri tako dobijenoj interpretaciji:

Domen je skup {a, b, c } , a je relacija 
tog skupa odredjena tablicom :

a a b c
a T T i
b T i  T
c i  i  T

formula (*) je istinita jer je za x  jedan postojeći y  ođredjen tablicom operacije f. 
Recimo, za a postojeći y  je b i 'slično.

12. Da li se svaki model formule ( V x) F(x, f(x)) može skratiti do mođela za:
/  V x) ( 3 y )  F(x, y)?

13. Da li se svaki model formule F(a) može skratiti (odstranjivanjem interpreta- 
cije za a) do modela za: / 3 x) F(x)?

14. Nekaje I  interpretacija formule /V  x) ( 3 y)a(x, y) odredjena uslovima:

Domen je skup {a, b, c } , a  je a a b c

reiacija data tablicom: a T i  i
b T T i
c i  T T

Neposredno se proverava da /jeste  model date formule. Dali  se taj model može 
produžiti (dođavanjem interpretacije za operacijski znak f) do modela za

^Uopšte, p r o d u ž e n i e  jednog modela (tj. matematičke strukture) M jeste druga struk- 
tura M’ uz uslov: M i M’ imaju iste skupove, operacije i relacije strukture M takodje su o- 
peracije i relacije strukture M’, alije moguće da M’ima i neke dodatne operacije i relacije. 
Drugim rečima, jezik strukture M’ je nađskup jezika strukture M . Inače, umesto M’je pro- 
duženje za M kaže sei :  Mj e  s k r a ć e n j e  za M1 . Ako je recimo N skup svih prirod- 
nih brojeva, struktura (N> +, • , < )  je produženje svake od struktura (N, +, -), (N, + ).



(*) (V  x )a (x , f( x ) }
Rešenje. Prema interpretaciji relacije a važe jednakosti

rafa.a) =T , ra(b,a) = T , ra(b,b) =7 , m(c,b) - T  , ra(c.c) = T

na osnovu kojih obrazujemo tablicu: za x  postojeći y
Određjujemo sva preslikavanja domena a a
{a, b, c}u samog sebe koja zadovoljava- b a,b

ju  uslov c b,c
L ik je x, slika je za x  postojeći y  

Prema prethodnoj tablici za svako takvo preslikavanje /  važi

f ( a )  = a,

f ( b ) = a  ili f(b ) = b, 
f(c) =b  ili f(c) = c

Postoje ukupno četiri preslikavanja koja zadovoljavaju te uslove, i to su:

a b I \ a
b c 
a c

f  _ I a b
J  3 ~

I a b c \  f  -  ( a b c \  
[ a  b b ) ’ 4 [a  b c )

Svako produženje interpretacije I  dobijeno dodavanjem jednog od uslova 
Interpretacija za f  je preslikavanje / } (i = 1(2,3,4) 

jeste model formule (*).
15. Neka je domen interpretacije /  za formulu ( V x) ( 3 y )a (x ,y) skupfV priro- 
dnih brojeva, a a relacija'<. I  je očigledno model. Produžiti interpretaciju/  do 
modela za: (V  x)a(x, f(x)).
Odgovor. Jedna mogućnost je da se medju svim za x  postojećim y  za koje važi 
x  < y  izabere najmanji. Drugim rečima, da se f(x) interpretira kao naslednik a 
za x.
Napomena. U matematici se često pojavljuje ovakav slučaj: A, B su izvesni nepra- 
zni skupovi. Dalje, svaki element x  skupa A je u nekom odnosu, relaciji p najma- 
nje sa po jednim elementom y  skupa B. Znači, 
svakom elementu x  skupa A  odgovara po jedan 
neprazan podskup elemenata px  skupa B. Da li 
se izvesnim utvrdjenim izborom u svakom od 
tih podskupova može odabrati po jedan pred- 
stavnik, ili—funkcijskim izražavanjem: da li po- 
stoji neka funkcija/kojom  se elementi x pre- 
vode u takve izabranike? U matematici se ne- 
obično često koristi ta pretpostavka — tzv. aksioma izbora. U skladu sa navedenim 
razmišljanjem jedna njena formulacija (na jeziku računa II reda) glasi:

( V x  E A )  ( 3 y  <E B)F(x,y) =>( 3 f : A -+B) ( V x E  A ) F(x,f(x)) (Fje formulal

B



(Rečima: Ako za svaki x  izA  postoji bar jedan y  iz B  tako da važi F(x,y), tada 
postoji bar jedna funkcija/, tzv. izborna funkcija, koja slika A u B ,  tako da za
bilo koji x iz A  vređi F(x, f(x)) ).

Inače, koriste se i razni ekvivalenti aksiome izbora, kao, slobodnije rečeno. za 
st'aku familiju (tj. skup) izvesnih nepraznih skupova postoji funkcija koja te sku- 
pove (kao likove) slika na po jedan njihov element, drukčije rečeno: u svakom od 
članova familije bira po jedan element.

16. Da li se svaki model formule

(*) ( V x) ( 3 y)a(x, y )
može produžiti dodavanjem interpretacije za f )  do modela za

(**) ( V x ) a (x, f(x »
Odgovor. Može. Medjutim, u opštem slučaju dokaz postojanja takvog produženja 
zasniva se na aksiomi izbora. Naime, ako je /  jedan model za (*), onda prema toj 
aksiomi postoji bar jedna izborna funkdja (koja preslikava domen u samog sebe). 
Ukoliko se ta funkcija uzme kao interpretađja, dobijeno produženje je traženi mo- 
del formule (**)>

17. Da h se svaki model formule ( 3 x) a(x) može produžiti (dodavanjem inter- 
pretacije za znak konstante a) do modela za afa) ?

18. Da li se svaka interpretacija formule ( 3 y)ot(x,y) može produžiti do interpre- 
tadje za a(x,f(x)), ali tako da važi:

T( 3 y) a(x,y) = T ^  rofjc, f(x)) = T , za n e k if  
(x je proizvoljan element domena)

Odgovor. Može, s tim što se preslikavanje /  ovako definiše:

Ako je t (  3 y) a(x,y) = T (x je elenent domena) onda se za/(x) po aksiomi iz- 
bora bira jedan od postojećih>>. Ako je t( 3 y )a (x ,y )  = 1 , onda se za f(x )  može 
izabrati proizvoljan element domena (opet po aksiomi izbora).
19. Neka je F (xlt ..., x n, y j  formula čije su sve slobodne promenljive x t , .... x n,y. 
Dokazati:

Svaki model formule / V x t ) ... (V x n) ( 3 y) F(xx, ..., x n, y) produživ je do 
modela formule (V  x j  ... ( V x j  F(xt , ..., x n,f( x u ..., x j ) ,  gde je f  novi, tj. 
u formuli F  neučestvujući, funkcijski znak. Obratno, svaki model druge formu- 
le skrativ je do modela prve.

Uputstvo. Koristiti aksiomu izbora.

20. Određiti sve đvočlane modele formule

(!) /  V x) ( 3 y) (a(x,y) =>1a(y,x))

Rešenje. Neka je {a, b } proizvoljan dvočlani skup. Odredjujemo sve biname rela- 
dje a tog skupa za koje je data formula istinita. Prema značenju kvantora na ko-



načnom skupu gomja formula je ekvivalentna sa:

( V x ) (a(x,a)=*~\a (a,x)) v  (a(x,b) =>~\a(b,x)) 

odnosno sa:
((a(a,a) = H a (a,a)) v  (a (a,b) (b,a)))

a  ((a(b,a) =>~\a (a,b)) v  (a(b,b) => ~\a(b,b)))

Posiednja formula je u stvari iskazna — iskazna slova su a(a,a), o(a,b),a(b,a),a(b,b). 
Dovedimo je na rastavni oblik.Neposredno se dobija da je jedan njen rastavni oblik 
formula:

~\a(a,b) v l a (b,a) v  (~\a(a,a) a 1 o {b,b)).
Odatle zaključujemo: Polazna formula je istinita na dvočlanom modelu tačno u o- 
vim slučajevima:

1° ra(a,b) = i ,  a ra(a,a), ra(b,a), ra(b,b) proizvoljni 

2° Ta(b,a) = 1, a ra(a,a), m(a,b), m(b,b) proizvoljni 

3° m(a,a) -  1 m (b ,b )= L ,a  ra(a,b), m(b,a) proizvoljni

Nije teško ustanoviti, da ukupno postoji 13 traženih modela. Recimo, slučaju 
1° odgovara 8 modela.
21. Odrediti sve tročlane normalne1) modele formile

a) a(x,y) a a(y,x) => x  = y, b) a(x,y) => ( 3 x) y  = f(x)

22. Opisati sve modele formule

(☆ ) ( V  x) (a (x) => 1  a (f(x)))

kod kojih je domen

D = [a,f(a), f (a ) ,  f (a ) ,  .... b ,f(b ) ,f (b ) ,  f ( b ) ,  ... } /  
tj. domen je skup svih terma obrazovanih od znakova konstanata a, b i operacijs- 
kog znaka f  (dužine 1). Takvi modeli su tzv. term—modeli odredjeni skupom {a, 
b }. U njima se operacijski znak/  tumači na, kako se to kaže, prirodan način: re- 
zultat operacije primenjene na term r jeste term f(t).
Rešenje. Problem se svodi na odredjivanje svih relacija a skupa D tako da važi 

( V x  G D) (a(x) = -1a (f(x)))
odnosno na rešavanje narednog beskonačnog sistema Bulovih (iskaznih) „jednači-
na

a(a)=>~\a(f(a)) a(b) =>~\a (f(b))

(S) <a(f(a)) =>1 o( f (a ) ) a(f(b)j => 1  a ( f  (b))
a (f(a ))  =>~\ a(f(a )) a ( f  (b)) =>~}a(f (b))

Jedno rešenje tog sistema je očigledno prazna relacija, tj. relacija odredjena uslovom: 

ra (t)  = 1 , za sva k itG D

*)pri tzv. n o r m a 1 n o j ili j e ' d n s k o s n o j  interpretaciji znak = se tumači kao 
j e d n a k o s t. što inače pri proizvoljnoj interpretaciji nije obavczno. Videti tačku XIII 
J o š  o j e d n a k o s t i .



Dalje, jedno rešenje je i:

Ta(a) = T , roif(a)) = 1 ,  m(f(a)) = T , ra(f(a)) = 1 ,  ...

m(b) = T , m(f(b)) = 1 ,  Tct(f(a)) = T , rofffa))  =  1 ,  ...

'( T i 1 se naizmenično smenjuju), jer se u tom slučaju (S) svodi na 
T => T T => T
1=>1  1=> 1
T =*• T T=> T
1 => 1 1=> 1

Uopšte, svako rešenje sistema (S) odredjuje jedan term—model formule.
23. Odrediti potreban i dovoljan uslov da formula F  (predikatskog računa I 
reda) ne bude istinita pri interpretadji I, tj. da I  ne bude model za F, ako':

a) F  je zatvorena formula, b) F  ima slobodnih promenljivih
c )F je  obhkafv  x )A (x ) ,  d )F je  oblika ( 3 x) A(x)

Rešenje. U sva četiri slučaja obrazujemo negaciju definicije F  je istinita formula 
pri interpretaciji I  date na početku ovog odeljka. Na takav način dolazimo do 
sledećih tvrdjenja:
a) Nije I  \=F akko Formuli F  odgovara pri toj interpretaciji 

lažan iskaz
b) Nije I  \=F akko tF = 1, za neku vrednost slobodnih pro- 

menljivih iz domena
c )N ije I  \=( V x)A(x) akko Za neku vrednost slobodnih promenljivih 

formule F  važi: tA (x) = 1, za neki x  iz do-
mena

d) Nije I  1= ( 3 x)A(x) akko Za neku vrednost slobodnih promenljivih for- 
mule F  važi: tA (x) = 1, za svaki x  iz dome-
na
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XH VALJANE FORMULE

♦ Predikaiska formula F  je valjana (oznaka: h=F), ukoliko je istinita pri svakoj 
glavnoj interpretaciji. Valjana je, recimo, formula

a(a) =>( 3 x)a(x)
jer pri proizvoljnoj interpretaciji, ukoliko ra(a) = f ,  onda t( 3 x) a(x)  =T (po- 
stojeći x  je recimo a, tj. interpretacija za a). Obratna implikacija 

( 3 x)  a(x) => a(a)

nije valjana, jer, na primer, nije istinita pri interpretaciji:

Domen je skup prirodnih brojeva, a  je „biti paran broj”, a je 3.

♦ Valjanim formulama se, kao što je to bio slučaj i sa tautologijama, izražavaju 
zakoni ljuđskog mišljenja.

♦ Jedna klasa valjanih formula dobija se iz tautologija zamenom iskaznih slova 
proizvoljnim predikatskim formulama. Takve se valjane formule nazivaju izvodi 
iz tautologija Na primer, izvodi iz tautologije p=> p jesu naredne formule 

cM) => a(x), ( \ jx )  a(x)=> (h 'x)a  (x), (V x) (3 y ) v(x,y) => (V x ) (  3 y )  v(x,y)

♦ Spisak važnijih valjanih formula (koje nisu izvodi iz tautologija):
Zakoni permutativnosti istorodnih kvantora:
( V x) ( V y)A <=> ( V y) ( V x)A, (3  x ) f  3 y)A  *=» ( 3 y) ( 3 x)A
Distributivni zakon generalizacije prema konjunkciji:

( V x) (A a  B) <=> ( V x)A a  (V x )B
Distributivni zakon partikularizacije prema disjunkciji:

(3  x ) (A  3 x)A v  (3  x)B
Distributivni zakoni operacija a  , v  , => prema kvantorima:

( V x) (A v  B(x)) 

( V x) (A a  B(x)) 
( V x) (A => B(x)) 
(V x) (B(x) =>A)

<=> ( A v (  Vx)B(x)) 

<=> (A a  (V x)B(x)) 
^  (A => (V  x)B(x)) 
<=*(( 3 x)B(x)=>A)

(3 x)(A vB (x) 
(3 x) (A a B(x)) 
(3 x)(A =>B(x)) 

(3 x)(B(x)=>A)

*=*(Av (3 x )B ( x »  

<=>(Aa (3 x )B(x »  
<=> (A=>(3x)B(x)) 

<=> ((V x)B(x)=>A)

(x nije slobodna promenljiva u formuli A )
De Morganovi zakoni za kvantore:

1 ( V  x)A<=* ( 3 x)~ \ A, 1 ( 3  x)A<=> ( V x ) ~ l A  
Zakoni saglasnosti implikacije sa kvantorima:



( V x)(A =* B)*> (( V x)A => z' V x )B ) ,(V  x ) ( A ^  B ) ~  ((3  x)A  => (3  x)B) 
Zakoni saglasnosti ekvivalencije sa kvantorima:

(Vx)(A*= >  B) ^ ( ( V  x ) A ^  (V  7  Vx)(A*=>B)=> ((3 x)A*=> ( 3 x)B) 
$ Ako se u prethodnim formulama V x, 3 x  zamene uslovnim kvantorima V x /e t/, 
3 x  je U dobijaju se forrrtule medju kojima je većina valjana. Tako se dobijaju, na 

primer, De Morganovi zakoni'za uslovne kvantore:

~\ ( V  x  je U)A <=*• ( 3 x  je U) ~\A, ~\ ( 3 x je U ) A ^  ( V  x je  U) 1 A

Nisu valjane jedino ove dve formule (* nije slobodna u A )

(V x je  U ) ( A a B ( x )  <=> A a ( V  x  je U)B(x),(3 x je  U ) ( A a B ( x ) )  ^ - A  t\(3 x  je U)B(x) 

Medjutim, uz uslov (3 x )U dolazi se obavezno do valjanih formula. Recimo, formula 

(  3 x )U ^  ( (  V  x  je U)(A a  B ( x ) )  A a  (  V x  je U) B ( x ) )  

jeste valjana (videti zađatak 56).

$ Neka je F(x) bilo koja formula, axjedna njena slobodna promenljiva. Da li je va- 
ljana formula (V x) F(x) => F(y)? Uočimo, na primer, ove formule

(Vx) a ( x ) ^ a  (y), (Vx)(3 z)/3 (x,z) => (3 z)@ (y,z), (V x)(3y)  (3(x,y) => (3y)p (y,y) 

koje su sve navedenog vida -F (x )  je redom: a(x), ( 3 z)$(x,z), (3  y ) j3 (x,y).
Prva formula je očigledno valjana. Slično vredi i za drugu, jer:

Ako za svaki x  (u odnosu na neku interpretadju) postoji z tako da vredi j3(x,z), 
tada i u slučaju kada je x  jednak upravo y  postoji neki element z tako da vredi
P (y ,  z)-

Medjutim, treća formula nije valjana. Naime, u njenom zaključku stoji da posto- 
ji y  koji je sam sa sobom u relaciji 0, a to ne mora biti1). Druga i treća formula su 
slične, pa ipak jedna jeste a druga nije valjana. Razlog je sledeći. Kvantor formule 
( 3  z) |3(x,z) deluje na dmgo mesto podformule p(x, z), ali ne i na prvo. Slično vre- 
di i kada se x  zameni sa y. Takav slučaj je prisutan kod druge formule. Medjutim, 
kod treće formule imamo: Kvantor formule ( 3 y )  /3(x,y) deluje na drugo, ali ne i 
na prvo mesto podformule (S(x, y )  (dakle, slično kao maločas), ali kada se x zameni 
sa y  dobija se formula (3  y) P(y,y) kod koje kvantor ( 3 ,y) deluje na oba mesta 
podformule (3(y,y). Dmgačije rečeno, kvantor ( 3 y)  je „proširio svoje dejstvo” . 0- 
bično se ovako kaže:

U formuli ( 3 y) /3(x,y) promenljiva y  „napada”x.
To je razlog zbog koga x ne sme biti zamenjeno sa v . Slično vredi i u opštem sluča- 
ju. Naime, neka y  ne napada x  u formuli F(x), što znači da F(x) nema nijednu pod- 
formulu oblika ( V y)A(x,y) ili ( 3 y)A(x,y) u kojcj x učestvuje kao slobodna pro- 
menljiva. Pod takvim uslovom formula

'^Recimo, takva formula nije tačna ukoliko se j3 tumači kao reladja <  skupa N. Zaista, tačno je 
( V x G  N) ( 3 y G N ) x <  y, ali nije tačno ( y G N) y <  y.



(V x )F (x)~ F (y)
jeste \aljana.

♦ Slično, formula
( V x) F(x) =>F(t) (t je term )

je valjana ukoliko nijedna promenljiva teima t ne napada1) x u foimuli F(x).

Recimo, formule
( ' i  x) a(x) =*• a(y *  y), ( i  x) a(x) => a(a),

(V  x)( 3 y) M ,y )  => ( 3 y ) fi(x *  z, y )  ( V x)( 3 y) p(x,y) ~  (3  y ) \3(f(x),y) 
jesu valjane, dok formula

( V x) ( 3 y) P(x, y) => ( 3 y ) P(z *  y, y) 

nije. Razlog je što term z  * 7  ima promenljive z, y  i jedna od njih, i to y, napada 
x  u formuli (3  y) fi(x, y). U vezi sa prethodnim videti i zadatak 39.

♦ Ističemo dva tvrdjenja kcja se često koriste. Pretpostavimo da u interpretaciji /  
vredi jednakost t( 3  x  ) A(x) = T , gde je * jedina slobodna promenljiva formule 
A(x). Tada za neki element c iz domena interpretacije vredi jednakost tA (c) = T.
Ta se činjenica (na kojoj se, inače, zasniva potpuno stroga definicija značenja kva- 
ntora 3 u smislu A. Tarskog2) obično koristi u vidu pravila oblika:

(C) Iz t( 3 x) A(x) = T proizlazi tA (c) = T , za neki c iz domena.

Zamislimo, sada da formula A pored x  ima kao slobodnu promenljivu još jedi- 
no y  i pretpostavimo da pri interpretaciji I  vredi jednakost r( V x)( y)A(x,y) = T .
Tada, na osnovu aksiome izbora, vredi i jednakost t( V x) A (x,f(x)) =T , gde je /  
izvesno preslikavanje domena u samog sebe. Dakle:

(Cf) Iz  r(V x) (3 y) A(x,y) =T proizlazi r( V x) A(x, f(x)) = T 
za neko presHkavanje f  domena u samog sebe 

Slično pravilo vredi i kada A pored x  kao slobodne promenljive ima, recimo, još 
i x lt x 2, ..., xn. Tada /  treba da zavisi od svih njih.

■v- Za predikatske formule se uvodi pojam: formulaA je semantička posledica sku- 
pa formula Q , u oznaci Q ' \= A. Naime, to je upravo u slučaju kada je formula A 
istinita za svaku interpretaciju /  pri kojoj su istinite sve formule skupa Q  , tj. sva- 
ki model skupa Q ' takodje je i model formule A. Recimo:
a(x) => fi(x), ( 3 x )  a(x) 1= ( 3 x) p(x) (izostavljene su zagrade -  'oznake skupa Q )
♦ Slično kao za iskazne formule i za predikatske se uvodi relacija ekv. Definicija 
glasi:

^Govori&mo id a  t e r m  t n e  n a p a d a  x.

Alfred Tarski (r. 1901) jedan od glavnih pređstavnika poljske logičke škole.



A ekv B akko 1= A-*=> B

Dokazuje se da je ekv relacija ekvivalencije saglasna sa svim logičkim operacijama, 
odnosno:

A ekvA , A e k v B ^  B ekv A , A ekvB i B ekv C -*A ekv C 
A e k v B  i C ekv D -> A *  C ekv B * D (* je A , v  , =>, <=>)
A ekv B->~\ A ekv ~\ B, A ekv B -> (qx)A ekv (qx)B (q je V , 3 )

Posledica tih tvrdjenja jeste princip ekvtvalencijskih transformacija:
Ako se u formuli F  neka njena podformula A zameni ekvivalentnom formulom 
B, prelazi se na formulu ekvivalentnu sa F.

♦ Svaka form ulaF može se ekvivalencijskim transformacijama dovesti na tzv. pre- 
neks formu:

( q \ Xx) ... (qn x j  G

gde su q x, ..., qn kvantori, dok je G formula bez kvantora.
Na primer, za formulu ( 3 x ) a /x )  =*• ( 3 x) @(x), jedna preneks forma je 

( V x) (3  y) (a(x)=>l3 (y». Videti zadatak 63 i naređne. .
♦ Još u vezi sa pravilom (Cj). Neka je A (x x, ..., x n,y)  formula čije su sve slobod- 
ne promenljive x x, ..., xn,y, i neka je f  operacijski znak dužine n koji ne učestvuje 

u formuli A . Tada:
Svaki model formule ( V x x, ..., x n) ( 3 y ) A (x x, ..., xn , y ) je produživ do mo- 
dela formule ( V x x, .... x j  A (xx, ..., xn, f ( x x, ..., x j ) ,  kao i obratno svaki 
model druge formule skrativ je do modela prve.

To tvrdjenje proističe iz aksiome izbora (videti tačku XI Glavna interpretacija pre- 
dikatskih formula). Obično se funkcija/ naziva Skolemova1). Dalje, prelaz od prve 
na drugu formulu nazivamo skolemizacija.
♦ Opštije, svakoj formuli A može se pridružiti formula A , tzv. otvorena forma fo- 
rmule A  (videti zadatak 74) oblika:

( V u x) . . .  (V  u J B ,
gde B ne sađrži kvantore i koja moguće je, ima i neke nove, dodatne funkcijske zna-

ke, tako da: ^
Svaki model formule A produživ je do modela formule A , a svaki model for-
mule A skrativ je do modela formule A.

Posebno odatle sledi:
A ima model ako i samo ako A ima model.

To se podesno koristi za ispitivanje valjanosti (videti zadatke 86—92).

'^Thoralf Skolem (1 8 8 7 -1 9 6 3 ), jedan od tvoraca aksiomatske teorije skupova.



ZADACI

1. Dokazati da je valjana formula 1  ( \j x) a(X) <=>• (3  x )  ~l a(x), gde je a rela- 
cijski znak dužine 1.
Rešenje. Prema definiciji valjanosti treba dokazati da je za svaki neprazan skup D, 
za svaku njegovu relaciju a dužine 1 formula ~1 ( V x) a(x) <=■ (3  x) 1  a (x) ta- 
čna, tj. pošto je ona oblika ekvivalencije, da vredi jednakost 

(*) t1 (  V x) a(x) = t ( 3 x) 1 a  (x)

Pretposta\imo da je D ma koji neprazan skup i da je a njegova relacrja dužine 1. 
Razlikujemo dva slučaja:
1° a je puna relacija skupa D, tj. to(x) =T za sve elemente x iz D.

2° a nije puna relacija.
Izračunajmo vrednost leve i desne strane jeđnakosti (*) . U prvom slučaju imamo

t1  ( V x) a(x) = 1  T = 1, t( 3 x) 1a(x) = 1  (jer a  je puna relacija, pa je
H a prazna relacija)

pa je jednakost (*) ispunjena. U drugom slučaju formula (V  x) a(x) je netačna, 
pa je vrednost leve strane jednakaT . Poštoa nije puna relacija, tj. nije uvek is- 
punjena jednakost to(x ) = X to je za neki element x Q skupa D ispunjena jedna- 
kost Ta(xQ) = 1 , ođnosno jednakost T la ( x J  = T , pa u drugom slučaju i desna 
strana jednakosti (*) ima vrednost T . Dakle, jednakost (*) važi u oba slučaja, 
čime se dokaz završava.
2. Dokazati valjanu formulu ( V x) ( V y) ( 3 z) (a(x) a a(y) <=>a(z)) gde je 
a relacijski znak dužine 1.
Rešenje. Nekaje D proizvoljan neprazan skup i a njegova relacija dužine 1. Do- 
kazaćemo da za ma koja đva elementa x, y  iz D u skupu D postoji element z takav 
da vredi ekeivalencija a(x) a  a(y) = a ( z ) .  Zaista neka sux, y  ma koji elementi 
skupa D. Moguća su dva slučaja:

1° T(a(x) a  o(y)) = T , 2° T(a(x) A a  (y)) = 1
U prvom slučaju i za x i za y  vrede jednakosti Ta(x) = T , ra(y) = T pa se za z 
može uzeti ma koji od njih (jer, tada obe strane navedene ekvivalencije imaju is- 
te vrednosti, jednake T ). U drugom slučaju vredi najmanje jedna od jednakosti 
r a  (x) = 1, Ta(y) = i .  Ukoliko vredi prva jednakost za z se može uzeti x, a inače 
treba uzeti_f. Dakle i u drugom slučaju, za tako odabrane vrednosti z, ekvivalenci- 
ja a(x) a  a(y) <=>a(z)  je ispunjena. Dokaz je završen.
3. Dokazati valjanost formule (3  x) ( V y ) a(x, y)=> (V y ) ( 3 x) a(x,y),gde 
je a  relacijski znak dužine 2.
Rešenje. Formula ima oblik implikacije P => Q. Uopšte, u takvom slučaju često je



podesno postupiti na sledeći način. Radi dokaza valjanosti formule oblika P=> Q 
dokazati da u odnosu na ma koju interpretadju /  (i za sve vrednosti slobodnih 
promenljivih formula P, Q) vredi implikacija 

(->) Ako tP  =  T , onda tQ

Neka je, sada/ ma koja interpretacija i neka u odnosu na nju vredi jednakost 
t( 3 x) ( V y) ct(x, y ) = T . Prema tome za neki element a domena vredi jeđna- 
kost t( V y) a(a, y ) = T . Dokazujemo da je i vrednost formule ( ' i  y ) ( 3 x) 
a(x,y) jednaka T . Zaista, neka je y  ma koji element domena. Za x  izaberimo 
upravo pomenuti element a. Tada, prema dokazanom, vredi jednakost m(a,y)= T 
Za sve y  iz D, tj. i formula ( i  y ) ( 3 x) a(x, y)  je tačna u zamišljenoj interpreta- 
dji I. Na takav način dokazali smo implikaciju oblika (-*), čime se dokaz završava.

4. Dokazati da nije valjana formula a(x,y) A a(y,x) =>a(x,x)Aa(y,y).

Rešenje. Data formula je bez kvantora i nastaje iz iskazne formule 

(*) p A q => r A s

kada se p, q, r, s redom zamene sa a(x,y) a(y,x), a(x,x), a(y,y). Ta iskazna for- 
mula nije tautologija, pa to pruža mogućnost da i zadana formula ne bude valjana. 
Ubrzo ćemo se uveriti da iz tog razloga, kao i okolnosti da je data formula bezkvan- 
torska, sledi da nije valjana. Jedan „kontra—model” se može ovako napraviti. For- 
mula (*) ima vrednost 1 ,  recimo u slučaju Tp =  T , rq= T ,  rr = i ,  ts =  1 . Uoči- 
mo skup {a, b }  saiiva elementa (upravo dva jer razmatrana formula ima ukupno 
dve promenljive). Sađa definišemo relaciju a i biramo „opovrgavajuće" vrednosti 
za x, y. Neka redoma, b budu vrednosti za x, y. Prema rečenom formula 

a(a,b) A a  (b,a) => a(a,a) A a(b,b) 

sigurno ima vrednost 1 ukoliko vrede jednakosti

a (a,b) = T , a(b,a) = T , o(a,a) = 1 , a(b,b) = 1 

Ostaje još da se proveri da li postoji neka relacija uočenog skupa koja zađovoljava 
te zahteve. Nije teško uočiti da navedene jednakosti u potpunosti odredjuju jednu 
relaciju skupa a, b. Zaključak: za tako odabran skup, tako odabram relaciju i oda- 
brane vrednosti njenih promenljivih polazna fomiula ima vrednost 1 .  Stoga ta for- 
mula zaista nije valjana.
5. Dokazati valjanost formule ~]( V' x )A  <=> (3  x) A, gde je A  ma koja predi- 
katska formula.
Rešenje. Razlikujemo dva slučaja:
1° Promenljivax nije slobodna promenljiva formule A,
2° Promenljiva x je slobodna promenljiva formule A.
U stvari u prvom slučaju vrednost formule A  ne zavisi od x  tako da kvantori ( Vx), 
( 3 x)  deluju „naprazno” (obe strane date ekvivalencije se svode na istu formulu:



~\A). Podrobnije, neka je I  ma koja interpretacija jezika formule ~\( V x)A  <=>■
( 3 x) “ ! A. Dalje, neka sve slobodne promenljive formule A uzmu izvesne vrednos- 
ti iz domena. Tada formulazl dobija neku vrednost t  (koja je T ili 1). Medjutim, 
budući da x  nije slobodna promenljiva formule A ,  formule A  i ( V x)A  za uočene 
vrednosti slobodnih promenljivih su istovredne. Slično vredi i za formule ~\A  i 
( 3 x)~ \ A. Tako zaključujemo da su obe strane razmatrane ekvivalencije istovred- 
ne (obe strane imaju vrednost ~11), pa je dokaz u prvom slučaju završen.

U drugom slučaju pretpostavimo da formulavl kao slobodne promenljive pored 
ima upravo još i y u y 2, ..., yn - Formuluzl označimo ovako A(x, y u  ..., y  ), da 

bismo istakli sve njene slobodne promenljive. Neka je /  ma koja interpretacija jezi- 
ka formule H( V x) A &  ( 3  x) ~\ A, tj. formule A. To posebno znači da su svi 
znaci konstanata, svi operacijski, kao i svi relacijski znaci formule A  na određjen na- 
čin protumačeni („vrednorani” ) u domenuD uočene interpretacije. Formuli A (x ,yu  
—’y n) tada prirodno odgovara relacija domenaD, recimo u oznaci p, uvedena defi- 
nicijom:

p(x, y u  ..., y j  tA ( x ,y u  ..., y j =  T

U stvari, problem se na osnovu toga svodi na đokazivanje ekvivalencije 

(*) H ( V x) p(x, y lt ..., yn ) <=► ( 3 x) ~lp (x, y u ..., y j

za sve elemente y lt ..., yn skupa D. Zamislimo sada da se y u  ..., y  redom zamene 
nekim elementima b u ..., bn domena D. Svakim takvim zamenjivanjem od relacije 
p dužine n+1 se prelazi na po jednu relaciju a dužine 1:

a(x) $M'ćfx, bu  ..., b j  

Ekvivalencija (☆ ) se prevodi u sledeću ekvivalenciju 

(**) ~\( V x) a(x) <=> (3  x) ~\a (x)

Medjutim, ta ekvivalencija, na osnovu zadatka 1, važi za svaku relaciju a domena 
D, čime se završava dokaz valjanosti zadate formule.

Napomena. Prethodni zadatak je uopštenje zadatka 1: umesto a(x) stoji proizvolj- 
na formula A. Medjutim, prema izvedenom rasudjivanju valjanost formule ~\( V x)A 

( 3 x) ~A  sledi iz valjanosti formule ~\( V x) a(x) <=> (3x)~\a(x).

6. Formulu (3y ) fi(y) označimo sa p. Dokazati valjanost formule 

(1) ( V x) (a(x) => p) <=> (( 3 x) a(x) => p)

Rešenje. Neka je D ma koji neprazan skup i a, p dve njegove relacije dužine 1 (kao 
interpreti, vrednosti znakova a, j3). U odnosu na takvu interpretaciju formula (3 y) 
P(y), budući da je zatvorena, je ili tačna ili netačna. Drukčije rečeno, slovo p  ima 
jednu od dve vrednosti T , 1 . Dokazivanje valjanosti može se obaviti „diskusijom



po p ” (slično kao u slučaju tautologija), tj. razmatranjem ova dva slučaja:

1° pima vrednost T (tj. ( 3 y)& (y) je tačna u odnosu na uočenu interpretadju).

2° p ima vrednost i  (tj. formula ( 3 y) $(y) je netačna).
U tim slučajevima iz ekvivalendje (1) redom nastaju ekvivalencije 

/  V x) T <=► T , (V  x j l a  (x)*=*~\ ( 3 x )a (x )

Prva je očigledno tačna, a slično vredi i za drugu (dokaz sličan kao u zadatku 1). 
Time se završava dokaz valjanosti formule (1).

7- Dokazati valjanost formule ( 3  x) (a(x) => ( V x) a(x)).
8. Dokazati valjanost formule (3  x) (A => ( V x)A), gde je^4 ma koja formula, 

Uputstvo. Zadaci 7 i 8 su u sličnpm odnosu kao prvi i peti zadatak.

9. Dokazati valjanost formule (3  x) ( V y)A => ( 'i  y ) ( 3 x ) A, gde je A  ma ko- 
ja formula.

Uputstvo. Videti zadatak 3.
10. Dokazati da je valjana formula ( V x)A => ( 3 x)A, gde jeA  ma koja formula.

11 - Dokazati valjanost formule ( V x) (A(x) => B) ^=> (( 3 x)A(x) => B), gde su 
A(x),B  ma koje formule, i x  nije slobodna promenljiva formule B.

Uputstvo. Videti zadatak 6 .

12. Dokazati da nisu valjane formule
a ) a(x,x) =>~\ (a (x,y) a  a(y.x)), b) (3 (x,y,z) =>fi(y,z,x) v  &(z,x,y)

c) 1  (a(x,y) v  P (x,y, z))f> (3 (x,y,x) a  a (y,x), d) y (x) <=> (y (y) => y(x))

13. Dokazati da nije valjana formula ( 3 x) a(x) t\ ( 3 x ) $(x) => (3 x)(a (x) A |3 (x)) 

14.Ispitati valjanost formula
( V x) (a (x) => ( 3 x)a(x)), ( V x) (( V x)a(x) =>a(x), ( 3 y ) (a (y) <=> ( ' i x )  a(x)) 

( 3 x) (( 3 x)a (x) =>a(x)),. ( 3 y ) ( ( 3  x) a(x) <=> a(y)), (3 x) (a (x) v  U (3 y)a(y))

15. Dokazati valjanost formula
( V x) (a(x) v p j « )  ’ix )a ( x )  v  p, ( 3 x) (a (x) a  p) ■==>( 3 x)a fx )  A p 
gde je p formula ( ' i  x) ( 3 y) j3(x,y).

Uputstvo. Di,skutovati po p.
16. Dokazati valjanost formula (x nije slobodna promenljiva u formuli ,4):

(V  x) (A v B(x» <=>(Av ( i  x)B(x), (3 x) (A v  B ( x ) ) =  (A v  ( 3 x) B(x))
( i  x) (A a  B(x»  <=> (A a  ( i x )  B(x», ( 3 x) (A a B(x)) *=* (A a  ( 3 x )  B(x»
( i  x) (A => B(x» <=>(A=> ( i x )  B(x», (3  x) (A => B(x)) <=(A => (3 x) B(x)J
( i  x) (B(x) =>A) <=> ((3 x) B(x)=> A)), (3 x) (B(x) => A »  *=>((ix) B(x) => A) 
Uputstvo. Diskutovati po A.
17. Dokazati valjanost fonnula



f'ix)(d (x M (x ))* = ‘>('ix)-a(x)A(Vx)P(x), (3jc)(a(x)vfKx))*=* (3 x)a(x)v(3xj(3(x) 

(V x)a(x)v(V x)P (x) (Vx)(a(x)vp (x)), (3 x)(a (x)a $(x )) =>-(3x)a(x)A(3x)p(x)

18. Dokazati valjanost formula

( V x) (A A  B) <=> ( Vx)A  a  (Vx)B , (3  x) (A v B J «  ( 3 x ) A v ( 3  x)R,
(V  x)A v (V x )B  => (V x )  (A vB ), (3 x) (A a B) =>(3 x )A a (3 x)B

gde su A , B ma koje formule.

19. Formula ( V x) (a(x) vP(x)) => fV x )a (x )  v (  V x)$ (x)  nije valjana. Dokazati.

20. Dokazati da su valjane formule
f." x)(A => B) => ((VxjA=> (V x)B), (V x )  (A => B)=> ((3  x)A => (3  x)B)

Rešenje. Dokaz valjanosti izvodimo za prvu formulu, odnosno za formulu

(*) ((V x ) (A 4 B) A (V x)A) => (V x)B
koja je sa njom ekvivalentria (prema tautologiji (p=>(q=> r)) *=> (p A q => r). Uo- 
čimo, stoga, proizvoljnu interpretaciju i neka slobodne promenljive imaju neku 
vređnost za koju premisa prethodne implikacije ima vrednost T . Tada: 

r(A => B) = T , rA= T , za svaki x  iz domena 
Odatle proističe tB = T , za svaki cc iz domena, odnosno t(V x )B =T.
Znači, za proizvoljnu interpretaciju i proizvoljnu vrednost slobodnih promenljivih > 
važb

■r(( V x ) (A=> B) A  (V x )A )  = T -> t ( V x ) B  =T , 

paje formula (*) valjana. Otuda je valjana i sa njom ekvivalentna formula 

( Vx) (A=> B) => ((V x)A  => (V x)B )

21. Dokazati valjanost formula

( V x) (A ■=> B) => ( (1  x)A <=> (V  x)B), (V x )  (M=> B)=> ((3 x)A<=> (3  x)B)

22. Formula
(3  x) (A => B) <=> ((V x)A => (3  x)B)

je valjana. Dokazati.
23. Da li su valjane formule
(V x)A (x,x) => (V x )(3  y)A(x,y), (V  x)A(x,f(x)) =>(Vx) (3 y)A(x,y), ■

(V x )  (3 y)A(x,y) => (V  x)A(x,f(x)), 
gde je A  ma koja predikatska formula?

24. Dokazati valjanost narednih formula
(V x ) (V y)A  => (V x) (3 y)A, ( V x)(V y)A => (3 x)(V y)A, (V  x)(V y)A=>(3 x)(3  y)A

(A je predikatska formula)

25. Dokazati valjanost formula
(V x ,y)(3  z)(a (x )va (y ) = a (z)), (V  x ltX2 ,x3)(3 z)((a(xx) Aa(Xi ) ) v  a(x3) = a  (z))

26. Neka je F(plt p2, ■ ■■, Pn) iskazna formula po slovima p u ..., pn koja ne sađrži



znake 1 ,  =*•, <=*. Dokazati valjanost formule

( V x u x 2, ..., x j d  y)(F(a(xx), aj^^), .... a (xJ)= = *M y»

27. Neka je F (plt ...,p j  iskazna formula (po slovima koja nije tautologija. Sva- 
ko slovo zamenimo formulom oblika

V fui, u2, ..., u j  ( / j e  relacijski znak, u. promenljive — ne
nužno različite) 1

i to > svako slovo različitom takvom formulom. Dokazati da se tako dolazi đo for- 
mule koja nije valjana.
Uputstvo. Videti zadatke 4 i 12.

28. Dokazati da nije valjana formula a(x,f(f(x))) => a(f(x),x)v a(x,f(x)).

Uputstvo. Potražiti kontra—model na sledeći način. Neka u zamišljenom takvom 
modelux ima vrednost a. Prema datoj formuli za tu vređnost x - a  pojavljuje se 
još i ovi elementi f(a), f(f(a)). Neka f(a) = b, f(f(a)) = f(b) = c. Ovo nas navodi na 
pomisao da napravimo kontra—model sa tri elementa a, b, c. Radi toga potražiti 
relaciju a  i funkciju /  skupa \a, b ,c} \z  uslova

f(a) = b, f(b) = c, r(a(a,c)=- a(b,a)v a(a,b)) = 1
29. Dokazati da nisu valjane formule:

a) a(f(x), y ) v  a(x, f(y )) => (aff(x), f(y))  v  1  a(f(x), y),
b) 1 (o(x Ja  p(f(x), y)) v  (a ff(f(x f f  a  p(f(f(x)), f(y))

*=* (a(x)Aa(f(f(x))) v  (P(f(x), y)A$(f(f(x)), f(y)))

Uputstvo. b) Sve (različite) elementame podformule su:
afx), a(f(f(x))), p (f(x ),y ), p(f(f(x» , f(y »

Zamenjujući ih redom sa: p, q, r, s dolazi se do iskazne formule 

l ( p  a  r) v  (q a s) •*=> (p A q) v  (r A s) 
kcja nije tautologija. Koristeći tu okolnost načiniti kontra—model sa elementima 
a, b, c, d, e koji redom služe kao vrednost teima

y< f(x), f(f(x)), f(y).
30. Neka je F(elt ..., ek) formula bez kvantora, gde su elt ..., ek sve njene (razli- 
čite) elementame podformule (one su oblika P ( t i , ..., t  ) —'P je relacijski mak a 
f  su teimi). Zamenjujući e l t .... ek redom iskaznim slovima p lt ..., pk dobija se 
iskazna formuia F (p{, ..., pk ). Dokazati:

F(eu ..., e j  je valjana akko F(plt ..., p j  je tautologija.
31. Dokazati valjanost formule: ( V x) F(x) => F(a), F(a) => ( 3 x) F(x).
32. Dokazati:

l=(3 x) a (x )A (W x) (a(x) => P(x» f> (B x) P(x)
Rešenje. Dokazujemo da je pri proizvoljnoj interpretaciji istinito tvrdjenje oblika 
(->■) iz zadatka 3. Jedan dokaz izgleda:



(1) t( 3 <x(x) = T

(2) t( V x)(a(x) => = T

(3) m(a) = T

(Pretpostavka)

(Pretpostavka)

(Postojeći x iz (1) označen je sa a — primena 
(C), videti uvodni tekst)
(Iz (2) pomoću 1= (>/x) F(x) => F(a)
(Iz (3) i (4) na osnovu tablice za implikaciju) 
(Iz (5) prema \=F(a) =* (3  x) F(x) )

(4) r(a(a) => (3(a)) =T
(5) T@(a) = T
(6) t( 3 x ) /3(x) =T

Kraj dokaza.

Napomena. Dokaz se može obaviti i metodom reductio ad absurdum. Radi toga 
pretpostavimo da u ođnosu na izvesnu interpretaciju I  vredi:
(*) t( 3 x ) a ( x ) = T ,  t ( V x ) (a(x) =>/3(x )) = T , t ( 3x) 0(x) = 1 

Iz treće jednakosti sledi t ~1 (3  x)(5(x) = T , a odatle r(V x) ~\ f)(x) = T .Drukčije 
rečeno: t[)(x ) = i  za svaki x  (odgovarajućeg domena). Koristeći taj zaključak, kao i 
drugu jednakost (*), tj. da r(a (x)=> (!(x)) = T za svaki x  (domena) zaključujemo: 
t( V x )~ \a (x )  = T (koristimo i činjenicu S= (p => 1) ■=> ~\p), odnosno t ~\(3 x) 
a(x) = T. Dobijeni zaključak je u kontradikciji sa prvom jednakošću(*) .
33. Zaključivanje oblika (a, (3, 7 su relacije dužine 1 nekog skupa):
Ako svaki a jeste (3 i svaki fl jeste j ,  onda svaki a jeste j.
Ako svaki 0 jeste j  i neki a jeste 0, onda neki a jeste j.
su primeri Aristotelovih silogizama (prvi je tzv, Barbara a drugi Darii). Svaki silogi- 
zam je prevodljiv rta neku valjanu i'ormulu [44], Tako, prevođi zaBarbaru iDarii suj 

formule:

( ' i x )  (a(x) => 0 (x)) a  (V x )  (f)(x)=> j(x ))  => (V x) (a(x) => j(x)),
(V x )  (f) (x) => j (x))a  (3 x)(a(x) a f)(x)) =>(3x) (a (x )A j (x)).

Dokazati njihovu valjanost.

Uputstvo. Valjanost prve formule proizilazi na osnovu tranzitivnosti implikacije.
U vezi sa drugim videti prethodni zadatak.
34. Dokazati valjanost formula

(V  x)(f)(x)=>~\j(x)) a  ( 3 x)(a(x) A $(x))=>( 3 x)(a(x) a j~\j (x)) ' (Festino)
( 3 x)a(x)A (V x)(a(x)= i)(x))A ( Vx)(()(x)=>j(x))=>( 3 x)(a(x) A j(x))  (Barbari) 
(Vx)([)(x)=> ~\j (x) ) a ( 3 x)a(x) a (V  x)(a(x)=>[(x))=-(^ x)(a(x) A~l7 (x)) (Celaront)

35. Dokazati valjanost formula

( V x)a(x) => a(a), ( V x)a(x) => a(x), ( V x)a (x)  => a(y), ( V x)a (x)  => a(f(x)),
( Vx)0 (x,y) => (3(x,y), . ( Vx)(3 (x,y) => 0 ( V x)0 (x,.yj => 0 ( /( x ) , y).
36. Dokazati da formula

(V x )  (3 y)a(x,y) => (3  y)a(f(y), y)
nije valjana.



Uputstvo. Odgovarajući kontra—model je recimo: skup prirodnih brojeva kao do- 
men, relacija <  kao tumačenje za a, x+l kao tumačenje za f(x).

37. Formulu o prirodnim brojevima ( 3 y) y+l = x  označimo sa A(x) a terme
x+y sa t. Zamenom promenljive* termom t odA(x) se dobija A(t). Da

li vredi:
Ako promenljiva x  i term t imaju jednake vrednosti, onda su i formule 
A(x), A( t) istovredne.

Rešenje. U slučaju terma x x+x2 problemse svodi na dokazivanje implikacije 

x = x x+x̂  => [f' 3 y) y+l=x ■= (3 y)y+l=xx +x2 ] 
kojaje očigledno tačna. Inače, strogo dokaz sledi na osnovu svojstava jednakosti 
(videti narednu tačku).

Odgovarajuća implikacija u drugom slučaju glasi 
I x  = x+y => [(3 y) y+l = x  *=> (3 y ) y+l = x+y] 

i ona nije uvek tačna -  dosta je za x, y  uočiti na primer, vrednosti Q, 1.
Kakva je razlika izmedju terma x x+x2 i x+yl Nije teško uočiti da prvi ne napa- 

da promenljivu x  u formuli A(x), dok je dmgi napada. Otuda je zamenom promen- 
ljive x  termom x+y kvantor 3 y  proširio svoje dejstvo i na taj term.

38. Neka je A(x) proizvoljna formula sa slobodnom promenljivom x i t term obra- 
zovan od x x, ..., xn koji ne napada x.

Promenljive x x, .... x n mogu imati neka pojavljivanja (kako slobodna tako veza- 
na) u formuli A(x). Zamenom x  sa t, te će promenljive dobiti još neka nova pojav- 
ljivanja, a formula prećiće u formulu A(t).

Dokazati da su sva ta nova pojavljivanja promenljivih x lr ..., x n slobodna. 
Uputstvo. Svako novo pojavljivanje promenljivih x x, ..., x n je u okviru terma t, 
pa se problem svodi na dokazivanje da A(t) nema nijednu podformulu oblika 
(qx.jB(t) — q je kvantor. Pri tome je ta formula nastala iz (qxJB(x) -  podformu- 
le od A(x), zamenom x  sa t. Ukoliko bi podformula takvog oblika postojala, to bi 
značilo da term t napada x, a to je suprotno pretpostavci.

39. Dokazati da za formulu A (x) i term t koji ne napada x vredi:
Ako x  i t pri nekoj interpretaciji dobiju jednake vrednosti, onda su i 
A(x), A(t) istovredne formule.

Uputstvo. Pošto su, prema prethodnom zadatku, sva nova pojavljivanja promen- 
ljivih terma t slobodna, to svakoj njihovoj vređnosti odgovara tačno jedan elerrent 
domena — vređnost terma. U slučaju kada promenljiva x  dobije kao vrednost baš 
taj element domena, važiće jednakost rA(t) = tA(x).
Primedba. Tvrdjenje iz prethodnog zadatka može se iskazati u obliku narednog 
svojstva jednakosti



x  = t=>(A(xJ <=*A(t)J, uz uslov đa t ne napada x  u formuli A(x)
To je tzv. zakon zamene za formule (viđeti narednu tačku).

40. Ako teim t ne napada x  u formuli A(x), onda je
(V  x) A(x)=> A(t)

valjana formula. Dokazati.
Rešenje. Iz pretpostavke da ta formula nije valjana, tj. da pri nekoj interpretaciji i 
nekoj vređnosti slobodnih promenljiyih (slobodne su, izmedju ostalih, i sve promen- 
ljive terma t — zadatak 38) vredi t( V  x)A(x) =T , rA(t) = i ,  zaključujemo da kad 
promenljiva x  i term t 'dobiju jednake vrednosti, onda i formula A(x) dobije vred- 
nost 1 . Suprotno pretpostavci rf V x) A(x) = T .

41. Neka je A(x) formula (3 y) (3(x,y). Koji od terma t:
x, y, f(x), g(x,y), g(x,z), h(x,y,z), h(x,f(x),z) 

ne napada x u toj formuh? Koja od foimula
( V x)A(x)=> A(t)

je valjana?
42. Da H je uslov t  ne rnpada x  ispunjen ukoliko su sve promenljive terma t nove, 
tj. nijedna od njih ne učestvuje u formuli A(x)?

43. Dokazati valjanost formula
( V x) ofx,y) =j a(f(x,y),y), ( V x) (3 y )a  (x,f(x,yJJ =>(3 y )  a(f(x,x), f(x,y))

Napomena. Uslov t ne napada x  u formulizlfjt) je dovoljan da formula (Vx)A(x)
=■ A (t) bude valjana, ah nije neophodan. Na primer, formula (Vx) A (x) =>A(y), 
gde A(x) : (Vy)a (x,y) je valjana.

44Dokazati valjanost formula
(V x )  A(x) *=>(V y) A(y), (3  x) A (x) ( 3 y ) A(y),

uz uslov da y  ne učestvuje u A(x) a da x  ne učestvuje u A(y).
45. Dokazati da je, u slučaju kada su sve promenljive terma t nove, formula

( V x) A(x)=> (V X \ , xn) A (t(x u  .... x j )

valjana.

46. Ispitati da li su valjane formule:
(V x ) a(x) =>(Vx\,X2 )a ( f( x \ ,% )), ( 3 X\ ,X\ )a (f(x \,x ^ )) =>( 3 x ) a(x),

(V x ) (3 y )  p(x,y) => (V X\ >X2) (3  y )  |3 (f(x 1(x2 ),y), ( v  x)( v y )  P(x,y)^ ( V y )  P ( f ( y ) , y )

47. Neka je /  : S2 -*■ S, gde je S  skup {0, 1 ,..., n] -  n je dati prirodan broj.
Dokazati nejednakosti:
(1) max min f(x,y) > min f(a,y) (a je ma koji element iz S) 

x y  y

(2) max min f(x,y) > min f(x+z,y)
x  y  y



Opovrgnuti nejeđnakost:

(3) max min f(x ,y) > minf(y,y). 
x  y  y

48. Dokazati da je ekv relacija ekvivalencije.

49. Dokazati da je relacija ekv saglasna sa svim logičkim operacijama, odnosno:

A ekv B ^- “1 A ekv 1  B, A ekv B, C ekv D -*■ A& C ekv B *  D 

A ekv B -> (qx) A ekv (qx)B (☆  je A , V , => , <=>; q je V , 3 )

50 Dokazati princip ekvivalencijskih transformacija:
Ako je A  podformula od F, i F ’ formula dobijena iz F  zamenom A  sa formu- 

lom B, uz uslov A ekv f?,onda je F ekv F ’.

Upufstvo. Strog dokaz se izvodi indukcijom po broju onih logičkih znakova for- 
mule F  koji ne učestvuju u podformuli A.
51. Dokazati valjanost De Morganovih zakona za uslovne kvantore

( V x je U) A(x) <=> (3  x  je U) ~IA(x), ~1 (3  x j e  U) A(x) -*=> f V r / e  U) ~\A(x)

Rešenje. Koristeći princip ekvivalencijskih transformacija (zadatak 50), za drugu od 
datih formula izvođimo ekvivalencijski lanac:

1 ( 3 x je U )  A (x) ekv 1 ( 3  x ) (U a  A(x)J 
ekv (> fx )1  (U a A(x)) 
ekv (V x )(  1 U v 1 A (x ) )  
ekv (Vx)(U = >1A(x)) 
ekv (V  x  je U) 1A (x)

(Definicija)
(Valjana formula “ 1(3 x)F-*=* l'Vx) 1  j 
(Tautologija 1 (p A q )  *=*(lp v 1 q ) )  
(Tautologija (p =* q) <=>(1 p V q)) 
(Definicija)

Zaključak: \= 1( 3 x  je U)A(x) <=> (V  x  je U) 1  A(x) 
Slično se dokazuje valjanost prve formule.

52. Dokazati valjanost naiednih formula
(V x  je U) (A A B ) <=> (V x  je U) A  a  ( ~Vx je U)B 
( 3 x  je U) (A v  B) <=> (3  x  je U) A  V (3  x  je U)B

53. Dokazati da naredne formule jesu valjane
( V x  je U) (A v  B(x)) <=> (A V ( V x  je U)B(x))
( 3 x  je U) (A A B)(x)) <=>(A A (3  x  je U)B(x)) (x nije slobodna u .4)

54. Dokazati da naredne formule jesu valjane
( Vx je U)(A => B(x))<=> ( A=> ( V x  je U)B(x))
( V x  je U)(B(x) => A )  •*=> ((3 x je U)B(x) => A) (x nije slobodna u A)

55.Ispitati da li su valjane formule:
(V  x  je U)(A a  B(x)) <=> (A A ( Vx je U)B(x))
(3 x  je U)(A v  B(x)) <=> (A v  (3 x  je U)B(x)) ( x  nije slobođna u A ) 

56. Dokazati valjanost formula:



(3-x)U +  ((V x je U)(A a B ( x ) )  <=> (A A  (V x je  U)B(x)))
(  3 ’ x)U => ((  3 x  je U)(A v  B(x)) * = * ( A v ( l x j e  U)B(x))

(x nije slobodna u A)
Uputstvo. Dokazati najpre ekvivalenciju

(V x  je U) (A A B ( x ) ) ~  ((3 x) U=- A ) a  ( V x je U)B(x)) 
na osnovu koje neposredno sledi

((Vx je U) (A A B(xM <=» At\-(Vx je U)B(x)) (Ako (3x)U)
57. Dokazati valjanost formula (x nije slobodna u A):

( 3 x)U=> ((qx je U) (A * B(x))<=* A *  (qx je UjB(x),
( 3 x)U=> ((qx je U) (B(x) =>A)*=* ((q ’x  je U)B(x) => A 

Pri tome *  označava operacije A , V , =>, dok je q oznaka kvantora V , 3 . Dalje, 
ako je q jedan od tih kvantora, onda je q ' onaj drugi.
Primedba. Prema zadacima 52—54 neke od ekvivalencija iz prethodnog zadatka is- 
tinite su i bez uslova (3 x)U.
58. Dokazati valjanost formule
(V x )  (3 y) a(x,y) a ( V x) (V y) (a (x,y) => fi (x,y)) = ( V x ) (  3 y) P(x,y)

59. Dokazati:
i= (V x) (3  y) a(x,y) A ( 3 x) (V  y) (a (x,y) => (3(x,y)) => (3 x) (3 y) P(x,y)

60.Dokazati :
!= ( V x)( 3 y)(a (x) => (3 (y ))*  ('V x)( 3 y)(p (x) => y(y)) => (V x )(  3y)(a  (x) => y(y))

Rešenje. PrA način: Dokazujemo (pri proizvoljncj inteipretaciji) tvrdjertje oblika 
(-*) iz zadatka 3.

(1) t( V x) ( 3 y ) (a(x) => |3 (y)) = 1
(2) T(V  x) (3 y)(P (x) => y(y)) = T
(3) t(V x)(a(x)=>fl{f(x))) = T , za neki /
(4) T( V x)($(x) => y(g(x))) = T, za neki g
(5) 7fVx) m m )  => y(g(f(x)))) = J

(6) (V x)(a(x) => y(g(f(x)))) = T

(7) (V x )( 3 y)(a(x) => y(y)) = T

(Pretpostavka)
(Pretpostavka)
(Iz (1) pomoću (Cf)
(Iz (2) pomoću (Cf)
(Iz (4) korišćenjem
1= (V  x) A(x) => ( V x) A(f(x)))
(Iz (3) i (5) pomoću silogizma Bar- 
bara)
(Iz (6) prema 1= ( Vx)A(x,h(x))
=> (V x )  (3 y )A (x ,y ))

Drugi način: Korišćenjem ekvivalencijskih transfonnacija dobijamo 
( Vx)( 3 y)(a (x) => /3 (y)) a  (V  x) ( 3 y )  (j3 (x) = y(y))=> (V x )  (3 y)f» (x) => y  (yj) 

ekv ( V x)(a(x) => (3 y )  (3(y)) a ( V x)(P(x) =>( 3 y)(y(y))  => ( V x)(a(x) => ( 3  y)y(y))



(Primenjena je valjana formula (3 x)(A  => B)<=> (A=* (3 x)B), 
uz uslov da x  nije slobodna u A )

ekv ((3 x)a(x)=> (3  y)p(y)) A ((3 x)P (x)=> (3 y)y(y))*> ((3 x)a(x)=> (3 y ) y ( y ) )  

(Pomoću 1= ( V x) (A => B) <*=> (f 3 x )  A => B), uz uslov da x  nije slobodna u B)

Skv ((3  x)a (x) => ( 3 x) ffx)} a (( 3 x)P (x) => (3- x) y(x)) => (( 3 x)a (x) =>(,3 x) y(x)) 
(U formulama (3 y )  (3(y), ( 3y )  7(y) izvršena je zamena promenljive y  sa x.
Za te formule x  je nova promenljiva, pa je zamena đozvoljena.)

Poslednja formula u ekvivalencijskom lancu je valjana (kao izvod iz tautologije (p => q) 
A (q => r) => (p => rj), pa je otuda i polazna formula valjana.

61. Dokazati:
1= (3  y ) (V x )  (a(x) => P(y))a  (3 y ) (V x ) (P(x) => y(y)) => ( 3 y) (V x )  (a(x) => y(y))

1= (3  x ) ( v y )  (a(x) => (3(y)) A (3 x) (V  y )  (0(x) => y(y)) => (3  x) (V y )  (a(x) => y(y))

1= (V y )  (3 x )  (a(x) => P ( y ) ) A ( v y )  (3 x ) (&(x) => y(y)j => (V y )  ( 3 x ) (a(x) => y(y))

1= ( 3  x ) ( 3 y )  (a(x) => p(y)) a  ( V x ) (V y )  (P(x) => y(y))r> ( 3 x) ( V y )  (u(x) => y(y))

6 2 . Dokazati valjanost formule

( V x) ( 3  y ) a(x,y) a  ( V x) ( 3 y ) P(x, y ) => (V x) (3 y ) a°/3 (x,y)
Rešenje. Neka je premisa date implikacije istinita (pri interpretaciji 1). Tada 

t( V x) (3 y ) a(x, y)  = T , t( V x) (3 y ) P(x,y) =T 

Označimo za x  njemu postojeći1) y  sa:

(i) f(x), ukoliko je Tafx,y) =T
(ii) g(x), ukoliko je T@(x,y) = T

Dakle važi: ra(x,f(x)) =T , if(x,g(x)) = T '.
Kalo za svaki x postoji y  takav da je rfi (x,y) =T , to i za f(x )  postoji njemu odgova- 
rajući y. Prema usvojenim oznakama to je element g(f(x)) i za njega važi

W (x ) ,  g(f(x)) =T.
Prema definiciji proizvoda relacija, zaključak date implikacije u stvari je formula: 

( V x )  ( 3 y) (3, z) (a(x,z) A 0 (z,y))
Dokazujemo da je ona istinita pri uočenoj interpretaciji. Naime, za svaki x  postoje 
y, z (oni su redom f(x), g(f(x)) ) tako da je ra(x,z) a  (3(z,y) = T , jer prema napred 
istaknutim jednakostima važi:

ra(x, f(x »  = T , r(3(f(x)), g(f(x))) = T

Kraj dokaza.

63. Obrazovati preneks formu formula
a) ( V x )a (x )A (  Vy)(3 (y), b) ~ ] (V x )a (x )v (  3x)(3(x), c) (V x )a (x ) => (3ry)P (y)

f)Tu je u stvaii dva puta primenjeno tvrdjenje (Cj).



Rešenje. Slobodnije rečeno, zadatak glasi: Jzvući” sve kvantore na početak fomtu- 
le. Primetimo da se, radi toga, često može postupiti na razne načine.
a) Uočimo ekvivalencijski lanac 
(V x )  a(x) a  ( v  y )  P(y)

«=> (V x )  (a(x) A f v y )  P(y)J> 3er * niJe slobodno u formuli
( v y )  P(y) — korišćenje valjane formule (V x) A (x) a  B <=> (V  x) (A(x) A  B) 

<=> (V x) (V y )  (a(x)/\ $(y)), jer y  nije slobodno u a(x).
Znači (V x )  ( v y )  (a (x) a  P(y)) je jedna preneks forma date formule.
Medjutim, do preneks forme možemo i ovako doći:
(V x )  a(x) a  (Vy) $(y)

=> (V x)(a(x) a  (V x) P(x), jer formule ( y y )  p(y), (V x )  P(x) su ekvivalent- 
ne. Kažemo: obavili smo preimenovanje promenljive y.

< = >  (V x )  (aJ(x) a  P(x)),jei: 1=  (V  x) A  a  (V  x) B*=* (V x) (A a  B).
Znači, kao preneks forma date formule može se uzeti i formula ( V x)(a(x) a  (3(x )).

b) Kako:
1  (V x )a (x )  v  (3  x)P (x)

*=*( 3 x )~ \a (x )  v ( 3  x) (S(x)
= (  3 x) ( n  a(x) V 8(x)),

formula (3  x) ( ~l.o(x) v  $(x)) je preneks forma date formule.

c) Uočimo lanac 

(V x )  a(x) => (3  y) P(y)
<=> (3 x) (a (x) => (3 y ) P(y)j, korišćenjem valjane formule oblika 

(( V x) A (x) ~B)*= * (3 ,x) (A(x) => B)
•*=*• (3  x) (3 y )  (a(x)=>P (y)), prema valjanoj formuli oblika 

(A=> ( 3 y ) B(y)) *=> (3 y ) (A => B (y»
Formula (3 x) ( 3 y ) (a (x) => p(y) , je dakle, tražena preneks forma. Medjutim:
(V x )  a(x ) => (3 y) P(x)

< = * -} (V x )a (x )v  (3 y )P (y )
+ * (-3 x )~ l oc(x) v ( 3  y )P (y)

a(x) v  ( B x) PIx); umesto y  uzeto je x.
~ ( 3 x ) ( - \ a ( x ) v P ( x ) )
*=>(3 x) (a(x) => P (x))

Znači i formula ( 3 x)(o{x) => P (x)) je preneks forma date formule.

64. Obrazovati preneks formu formula
a) (3 x ) a(x) v  (  3 y) P(y), b ) ( 3 x ) a ( x )  a  (3  x ) p(x),
c) l  (V x ) (a ( x )~ (3 y ) P (x ) ) ,  d) (3  x) ( V x )  (3  y )  P(x,y)
e) (V  x)(3  y)  o(x,y)=> (V  x) a(x,x), f) (V x ) a ( x ) =  (3 y )  p(y)

65. Dokazati da svaka predikatska formtla poseduje najmanje jednu preneks formu.



Rešenje. Korišćenjem dovoljno puta ekvivalencija oblika

(A <=>B) ekv (~\ A  v  B) a (A v ~\B), (A =>B)ekv (~\ A  V B) 

od date formule može se preći na novu, njoj ekvivalentnu formulu koja ne sadrži 
znake *=>, =>. Otuda, bez smanjenja opštosti, dokaz izvodimo za formule u čijoj 
gradnji mogu da učestvuju jedino znaci a , v  , 1 .  Dokaz teče indukcijom prema 
broju tih znakova.

I slučaj. Broj znakova a , v , ~\ je 0. Takva fomnla ima oblik

(<h u i ) ... (qkuk) <Uult ..., u^, v u ..., v j  ( k >  0)

gde su qx , ..., qs kvantori; u u ..., uk  v lr ... vs promenljive, <p relacijski znak 
(dužine k+s) i ona je već u preneks obliku. Dokaz je završen za uočene formule.

II shičaj. Broj znakova A , v  , 1  date formule F  je n ( >  0), i pretpostavka je da 
je iskaz zadatka tačan za sve formule kod kojih je broj tih znakova manji od n  
Postoji ,,raskrsnica” :

a) F  je oblika ~\G, b) F  je oblika G a H, c) F  je oblika G v H.
Naravno formula G (odnosno G, H) u svakom od tih slučajeva su sa manjim bro- 

jem znakova A , V , ~1 te za njih — prema indukcijskoj hipotezi — postoje odgovara- 
juće preneks fomie.

Ako važi slučaj a) neka
(qx Ui ) ... (qk \ ) A  ( k >  0; qx, ..., qk su kvantori; A  ne sadrži kvantore) 

bude pieneks forma formule G. Tada:
F ^ ~ \ ( q lUl) ... (qk uk) A

<=*• (qxu x) ... fčj^u^) ~\A (q-x je  V , B ukoliko je redom 3 , V )

pa, znači i formula F  poseduje pieneks formu.
Pretpostavimo sada da važi slučaj b) i da su 
(qxu x) ... (qk Uy.)A, f a j v j . . .  (q ‘v j  B

(k, s>  0; qx, q ’ su kvantori; A, B  su bez kvantora) 
preneks forme formula G i H. Uočimo k+s različitih promenljivih 

Uu ...,U k , Vi, .... F

koje su nove,u odnosu na formule G i H, tj. ne učestvuju ni u jednoj od njih. Ta- 
da vrede ekvivalencije

(qlUJ . . .  (qk i\)A>=> (qx U J  ... (q^ Û  )A,

( q [ v j  ... (q’v-s )B *=* ( q \y x) ...(q[ V$ )B 

zamišljajući da desne strane nastaju iz levih zamenjivanjem promenljivih \  v. re- 
dom sa H, V-. Na osnovu tih ekvivalencija zaključujemo



F  <=* (qx U J  ... (qk \ ) A  A (q[ V J  ... (q ’ V%) B 
<=► (q, U J  ... (qk U J  (A A (q{ V J  ... (q(VJB)
—  (q i U J  ... (qkU J  (q‘ V J ...  (q ‘V J (A A B)

pa i formula F  poseduje preneks formu.
Slično se postupa i u slučaju c). Kraj dokaza.

66 .Neka slova q l t qi označavaju kvantore, a u, v promenljive. Razlikujući razne 
slučajeve (qx =q2 > Q.\f <h.> u=v> ufv) odrediti preneks formu formule F:

(qi u) c fu )*  (q2 v)P (v) (* je a  , v  )
ali tako da ta forma sadrži što manje različitih promenljivih.

Odgovor. Ukoliko su q lf q2 različiti kvantori za preneks formu formule F  može 
se uzeti

(q\X) (q2y) (a (x)* 0 (y ))
Naravno, umestox, y  mogli smo koristiti i neke druge dve različite promenljive. 

Ukoliko qi = q2 = q tada imamo dva podslučaja: 
q ,,se slaže1)” sa q „se ne slaže” sa *

U prvom slučaju tražena preneks forma je, recimo 
(qx) (ol(x)<*Q(x))

a u drugom
(qx) (qy) (a(x) &P(y))

67. Odrediti preneks formu formule

(qu) a(u) *(l(y) (<? je oznaka kvantora u oznaka promenljive) 
tako da ta foima sadrži što manje (različitih) promenljivih.
Odgovor. (qx) (a(x) (Jy ))

68. Obrazovati preneks formu formule
( 3y )  (Vx)  a(x)=>l(( 3 x)0(x) v ( Vx) 1  7 (x))

Rešenje. Do preneks forme se može doći na razne načine — recimo, sledeći ideju 
dokaza izloženog u 65. zadatku. Medjutim, ako želimo da forma ima što manje 
promenljivih (za razna razmatranja to je često dosta važno) u obrazovanju forme 
može se slediti ovaj niz koraka:

(i) Brišu se „slepi” kvantori, tj. oni koji ,,ne deluju” ni na koji deo formule. Za 
datu formulu takav je ( 3 y). Tako dobijamo:

(V x )a (x )  => ” 1 (( 3 x)$(x) v ( V x )  1 7 (x))
(ii) Odstranjuju se znaci =>■ ,<==• korišćenjem zamena oblika:

______  A =>B sa 1 A  vB , A ^  B sa (~\ A vB)/> ( I B v A )

J)tj. q je V , *  je a ; ifl q je 3 , *  je v  .



Tako se dolazi do formule

~l ( V-x) a (x )v ~ i ((3 x)@(x) v  (V x )  1  y  (x))

(iii) Znak ”1 ,,se tera udesno do kraja” — odnosno, obavljaju se zamene oblika:

~ \(V x)A si (3 x )~ iA ,  l ( 3 x ) A  sa (V x )~ l A  
1  (A v B )  sa I A a I B ,  1 (A  a B) sa 1 A  v  1 B , 1 1 A  sa A

Tako dobijamo formulu

(3 x ) l c c ( x ) v ( (  V x )1  $ (x) a  (3 x) y(x))
(iv) Kvantori se „teraju” na početak uz upotrebu što manjeg broja promenljivih, 
postupajući slično kao u zadacima 65 i 66.
Tako imamo

( 3 x ) l  a(x) V ( (V x ) 1  (3(x) a  ( 3 x) y(x))
*=* ( 3 x ) 1  a(x) v  (( V x) 1 0  (x) a (3 y)y(y))
* = * ( 3 x ) l  a (x )v (3 y )  (V x )(  lp ( x )  a  i(y))

(Namerno smo kvantore „izvukli” u tom redu)
<=* ( 3 y )  1  a(y) v  ( 3 y )  ( V x )  (1 (5 (x ) a  y(y))
<=► ( 3 y)  ( 1  a(y) v  ( V x )  (1(5 (x ) a  y(y)))
*=* ( 3 y )  ( V x )  ( 1  a (y) v ( 1 0  W a y(y)))

Zadnja formula je traženi rezultat.
69. Obrazovati preneks forme formula

a) a(x,y), b) 1 ( 3  x) a(x,y), c) ( V x ) ( 3 y) a(x,y) <=*• "1 ( 3 x J (V y )P (x,y)
70. Dokazati ekvivalenciju
( V x )  (3 y )A (x ,y )  a  (3 x) ( V y )  B(x,y) <=* (3  x) ( V y )  (3 z) (A(y,z) AB(x,y)) 
gde su A(x,y), B(x,y) ma koje formule čije su sve slobodne promenljive x, v.

71. Dokazati ekvivalenciju

(V x) (3  y ) A(x,y) v  (3  x) ( V y ) B(x,y) = >  ( V x) (3 y )  (V  z) (A(x,y) vB(y,z)) 
gde su x,y  jedine slobodne promenljive formula A(x,y), B(x,y).
72. Dokazati ekvivalenciju

( V x )  (3  y) (a (x) =>P(y)) <=> (3  y ) ( V x )  (a(x) => (5(y))
73. Dokazati valjanost ekvivalencije (računa II reda)

l(V  x) ( 3  y )  F(x,y) <=> ( 3 / )  (V  x) F(x,f(x))]
(3 f )  [(V x) (3,y) F(x,y) <=» (V  x) F(x, f(x))] 

gde je F(x,y) formula čije su sve slobodne promenljive x, y.

Rešenje. Dokaz sledi iz ekvivalencijskog lanca:

(3  f ) [ ( V x )  (3 y) F(x,y) * ~ ( V x )  F(x,f(x))]
ekv (3 f)[(V  x)( 3 y )F (x ,y H V  x)F(x,f(x)) a  (( V x )F (x ,f(x )H V  x )(3 y)F(x,y))] 
ekv (3 f)  [ ( (Vx )  (3 y )F (x ,y )  =* (V  x) F(x,f(x)))a T ]

(Jer drugi član konjunkcije je valjana formula)



ekv ( V x) (3 y )  F(x,y) => ( 3 f)  (V  x) F(x,f(x))
(Jer / ne učestvuje u prvom članu implikacije) 

ekv (( \/x ) ( 3 y ) F(x,y) => (3 f )  (M x) F(x,f(x))) a  T 

ekv (( V x) ( 3 y) F(x,y) => (3  f ) ( V x )  F(x,f(x)))
A ((3 f)  ( Mx) F(x,f(x)) => ( Wx) (3 ,y) F(x,y))
(Umesto T stavili smo valjanu formulu ekvivatentnu sa formulom 
( ' i f )  ( (Wx)  F(x,f(x)) =>(Vx) (3,y)  F(x,y))) 

ekv ( V x) ( 3 y ) F(x,y) •<=> (3 /)  (VxJ F(x,f(x))
Napomena. Levu stranu đokazane ekvivalencije (umesto ( 3 f)  bilo je ( 3 f:A  -*■ B) 
što samo prividno izgleda opštije) koristili smo za formulski zapis aksiome izbora. 
Stoga navedena ekvivalćncija daje, može se tako reći, jedan preizraz (preformuiaci- 
ju) te aksiome. Taj preizraz je podloga tvrdjenja: Ako su x,y jedine slobodne pro- 
menljive formule F(x,y) svaki model formule ( Wx) (3 y) F(x,y) je produživ do 
modela formule (V x) F(x,f(x)), kao i obratno, svaki model druge skrativ je do mo- 
dela prve, navedenog u uvodnom tekstu. Istina tamo stoji nešto opštije tvrdjenje (sa 
ma kojim ri), ali i ono je posledica aksiome izbora.

74. Odrediti otvorenu foimu formule
(r ix )  (3  y) ( \ j z )  (3 u) (3 v) A (x, y, z, u, v) 

gde je A formula bez kvantora, čije su sve slobodne promenljive x, y, z, u, v.

Rešenje. Do otvorene formule dolazimo postupno.
U svakom koraku uvodimo nove Skolemove funkcije.odnosno obavljamo po je- 

dnu skolemizaciju, tj. prelaz od formule oblika (V x lt ..., xn) (3 y ) A (x x, ..., x ^ y )  
na formulu oblika A (x h ..., xn, f ( x Xl _., x j )  (videti uvodni tekst).

U prvom koraku datu formulu shvatimo kao formulu oblika 
(W x) ( 3 y ) B x(x,y) (Bx(x,y) je ( Vz )  (3 u) (3 v) A(x,y,z,u,v)) 

Skolemizađjom dobijamo formulu (V x) B x(x,f(x)) ( f  je nov funkcijski znak), od- 
nosno

( V x) ( V z) ( 3 u) ( 3 v) A(x, f(x), z, u, v)
U idućem koraku tu formulu shvatamo kao formulu oblika 

( Vx )  ( V  z) (3 u) B-i (x, z, u)
Skolemizacijom dolazimo do formule ( V x )  ( V z )  B 2(x, z, g(x, z)), odnosno do 

( V x) ( V z) (3  v) A(x,f(x), z, g(x, z), v)
Najzad, uvodeći još jednu Skolemovu funkciju h i prelazeći na formulu 

( V x) ( V  z) A(x, f(x), z, g(x, z), h(x, z)) 
dobijamo traženu otvorenu formu A.

Nije teško uvideti da su A  i A zaista u odnosu: svaki model za A  produživ je
✓ N. 'A>

do modela za A i obratno svaki model od A skrativ je do modela za^4 — jer, ta- 
kav odnos vredi u svakom koraku i još, uz to odnos je prenosan (tranzitivan).



75. Odrediti otvorene fornie formula

a ){ 3 x j a(x), b) (3 x ) ( V y )  j3(x,y), c) (V  x) (3  y) j3(x,y), d) (3  x)( 3 y) &(x,y),
e) (3  x) ( V y )  ( Vz)  (3 u) ( Vv ) y ( x ,  y, z, u, v),
f) (V  x)( 3 y )(V  z)( 3 u)(V v) y(x,y, z, u, v) .

Odgovor. a) a(a), b) ( V y )  $(b,y), c) ('Vx)B (x,f(x)), d)&(a,b),

e) ( V y )  (V  z) ( V  v)y(a, y, z, f(y,z), v), f) (V  x) (V z) (V  v) y(x,f(x), z,g(x,z), v). 
Primećuje se da univerzalni kvantori ostaju, da svakom egzistencijalnom odgovara po 
jedan funkcijski znak. Dalje, ako imamo neki kvantor oblika ( 3 p) — p  je promenlji- 
va, onda se p zamenjuje sa v(py, , . . . .  p ^ ). Tuje v novi funkcijski znak a P i,P i , .  

p, su sve promenljive koje prethode kvantoru ( 3 p) i još su univerzalno kvantifiko- 
vane.

76. Odrediti otvorene forme formula

a) (3 x) (3  y) ( V z )  ( 3 u) a(x,y,z,u), b) ~\(V x) (3 y ) (V  z) (3 u) a(x,y,z,u)
c) 1  (3 x) 1  (3  y )  1  ( Vz)P (x,y,z) d) (Vx) 1  (3y) 1  (3z) 0(x, y , z)
e) ( V x J  ( 3 y J  ( V x ^ )  ( 3 y 2) -  ( V  x j  3 y j y ( x v ..., x n, y u ..., y j

77.0drediti otvorene forme formula

a) (V  x)oc(x ) v  ( 3 y )  P(y), b) (3 x) (V y )a (x ,y )  =>“ | ( +y )  (3  x) p(x,y),
c) ( V x )  (3 y ) a ( x , y ) A ( V x )  (3 y )P (x ,y ) ^  ( V x )  (3 y )y(x ,y),
d) (3  x) (a(x) => (3 y)P(y) )  v  (3x)  (3y) (a(x)A P(y))

78. Dokazati da form ula/’i ima (neki) model akko formula F2 ima model gde:

a) je ( V x) ( 3 y ) (3  z) A(x,y,z); F2 je ( V x) A(x,f(x), g(x))
b) F \ je ( 3 x) ( V y )  (V z) A(x,y,z); F2 je ( y  y) (V  z) A(a,y,z)
c)  F i je h x ) ( 3  y )(V  z)(3 u)A(x,y,z,u); F2 je ( V x)(V  z)A(x,f(x),z,g(x,z))
Slova x, y, z (odnosno u) su jedine slobodne promenljive formule A, a je novi znak 
konstante, f  g,... novi funkcijski znaci.
79. Dokazati da je svaki model formule F: (V x) a(x) => ( 3 y ) 0(y) produživ do 
modela ma koje od formula

(i) (V x) a(x) => (S(b), (ii) a(a) => (3 y ) (l(y), (iii) a(a) => (3(b) kao i obratno, da 
je svaki model ma koje od formula (i), (ii), (iii) skrativ do modela formule F.

SO.Dokazati da je svaki model formule (3  x ) a(x) => (3 x)(3/x) produživ do mo- 
dela ma koje od formula (3  x) a(x) => j3(b), ( 3 x)(a(x) => (3 (f(x)).

81. Dokazati:
Formila ( V x )  (a (x) => ( 3y)(3(y)) ima model akko formula 

(V  x) (a (x) => j3(b)) ima model
Rešenje. Neka dogovorno znaci Lm. zamenjuju reči ima model Tada vredi sledeći 
lanac ekvivalencija



(Vx)(oc (x) => ( 3 y)fi (yj) im. akko ( 3 x )a (x )  => (3. y)P(y)  Lm.
akko (3.y)  ((3x) a(x) =>j3(y)) im  
akko (3 x )a (x )  => (3(b) im  
akko ( V x )  (a (x) => [I (b)j im

Koristili smo činjenicu da se svojstvo imati neki model čuva kod ekvivalentnih fo- 
rmula, a takodje da su po tom svojstvu ekvivalentne formule oblika (3  y)A(y), A(b), 
gde je y  jedina slobodna promenljiva formule A, i b je novi znak konstante (tj. neu- 
čestvujući u^4).

Napomena U ovom primeru, može se tako reći, od formule ( 3x) (a(x) => (3  y )  )3(y)) 
prešli smo na formulu ( V x )  (a(x)=> fi(b)) obavljajući skolemizaciju.„unutra” — tj. 
zamenjrijući podformulu ( 3 y ) f  (y) sa (3(b). U narednom zadatku navode se opširniji 
takvi slučajevi.

82. Dokazati:
Formula ( V x t , ..., xn) (A(xlt ..., xn ) *  (3 y ) B (x lt ..., xn ,y)) ima model
akko formula ( V x l y '..., x j  (A(xlt .... x j *  B(xlt ..., xn, f ( x u ..., x j )  ima model

Tu su x lt ..., xn (odnosno još i y) jedine siobodne promenljive formule A (odnosno B), 
f  je novi funkcijski znak, a *  je jedan od znakova a  , v  ■

Uputstvo. Koristiti ekvivalenciju oblika^l * ( 3 y) B ekv ( 3 y )  (A * B).

83. Dokazati:
A  *  (V x u  .... x j  (3 y)B (xl t ..., x n, y) ima model

akko A  *  ( V x lt ..., x j  B (xu  ..., x% f ( x lt ..., x j )  ima model, 
gde j e ^  zatvorena formula, x lt ..., x n, y  su sve promenljive formulei?, / je nov 
funkcijski znak, *  je a  ili v .

84. Dokazati:
Formula ( V x )  (3 y)  ( V z )  (a(x,y) v  J3 (y ,z)) ima model 
akko formula (V  x) (V  z) (a(x,f(x)) v  J3 (b,z)) ima model.

Rešenje. Neka slova im . zamenjuju reči ima model. Tada:

( V x)  (3 y)  (V z) (a(x,y) v  (3 (y,z)) im.
akko ( V x )  (3 y ) (a(x,y) V ( V z) Q(y,z)) im . 
akko ( V x )  ((3 y ) a (x,y) v ( 3 y ) ( V z )  p(y,z)) Lm. 
akko ( V x ) ( 3 y )  a(x,y) v  ( 3 y ) (V  z)&(y,z) im  

( Kvantore smo stalno „terali udesno”) 
akko ( V x)a  (x,f(x)) v  ( 3 y) ( V z) J3 (y,z) im.

(Obavljena je skolemizacija prvog člana -  83 . zadatak) 
akko ( V x) a(x,f(x)) v  ( V z) p(b,z) i m  

(Skolemizacij a dmgog člana) 
akko ( Vx,z) (a (x,f(x)) v  P (b,z)) i m  Kraj dokaza.

85. Dokazati



Formula ( V ^ )  ( 3 y i ) / V v J  ( 3  y 2) (A (xx, y x) a B0 t , y 2))'iTm model 
akko formula ( V x J  ( \ / % ) (A (xu a) a B(x 2,f(x 2))) ima model 

Tu su x u  y x (odnosnox2, y 2) jedine slobodne promenljive formula A (x x,y J ,  
B(x2y 2), a novi ™ak kbnstante, /nov i funJccijski znak (u odnosu na A (x i,y i) , 
B ( x y 2 ) \
Napomena. Ukoliko se na polaznu foimulu odmah primeni skolemizacija, tj. kvan- 
tori se ,,ne teraju” udesno do kraja dolazi se do znatno složenije formule 

( V x 2) ( VXi )(A(Xu g(Xi)) A B(X2 , h(X2 , x j )
Uopšte. kad se za neku formulu traži što prostija formula (u odnosu na Skolemove 
funkcije), koja je sa njom ekvivalentna po svojstvu imati model, često je pođesno 
„terati” kvantore udesno1) i obavljati skolenizaciju „unutra”.

86.Dokazati valjanost date zatvorene formule F, đokazujući da njena negacija ne- 
ma model

(a(x) =*(5(x)) a  ( 3 x ) a ( x ) ^  (3 x)P(x)
Rešenje. Koristimo činjenicu da za zatvorene formule2) važi ekvivalencija 

F je valjana akko “1F  nema model

’Na osnovu toga zadatak se svodi na dokazivanje da ~]F nema model U tu  svrhu 
polazimo od pretpostavke: U F  ima model i tragamo za'nekom kontradikcijom. 
Radi toga podesno je za formulu ~1 F  pronaći neku otvorenu formu <p, jer, tada 
je dovoljno dokazati da pretpostavka tj> ima mpdel vodi u neku protivurečnost.Da- 
lje, što će se iz ovog i narednih primera bolje videti, podesno je bezkvantorski deo 
formule <j> đovesti na sastavni oblik.

U skladu sa rečenim uočimo ovaj implikacijski lanac 
1 F  ima model

-*• ( V x) (a (x) => 0 (x)) a  (3 x ) a ( x )  A  ~\ (3 x)0 (x) ima m o d e l  

-*  ( V x )  (~\ a (x) v  0 (x)) a  (3  x )a  (x) a  (V x)~\ 0 (x) ima m o d e l  

-» ( V x )  ( ~] a  (x) y  0(x ))a a(a) A  ( V x ) ~ \ 0  (x) ima m o d e l  

-> (V x)  (a(a), "1 0 (x), ~\ a (x )v 0 (x ))  ima m o d e l  

(Tu, dogovomo umesto A stoji znak , .  Stigli smo do otvorene forme za ~\F, 
čiji bezkvantorski deo je u sastavnom obliku).

‘) Medjutim, ima slučajeva u kojima takvo „teranje” nije najpodesnije. Redm o to važi za for- 
mulu ( 3  x) (a (x ) V  0 (x ) ) .

2) Neka je, primera radi, F zatvorena formula koja od relacijskih i operacijskih znakova sadrži 
jedino relacijski znak a dužine 2. Tada:

F je valjana <—► (V  D )(  V a  C D 2 ) TF = T

” ! K V d ) ( V o' C d 2 ) r F  =T  

"1 ( 3  D)  ( 3 a  C  d 2 ) r ( 1  F )  =T 

*—*■ ~\ F nem a m o d el.



Pretpostavimo sada da j eM  neki model poslednje formule u kome su sa a, a, p 
(dakle, istim znacima) označene interpretacije znakova a, a, p. Tada, na osnovu 
predhodnog, zakljućujemo
(1) ct(a) (tj. rafa)  = T )
(2) ( V x ) i P ( x )
(3) ( W x ) n a f x )  v p f x ) )
Dalje se trudimo ,,da posvadjamo” uslove (1), (2), (3) odnosno da iz (1), (2), (3) 
ižvedemo kontradikciju. Zaista, iz (2) sleđi “ I f}(a), a iz (3) sledi ~]a(a)v P (a).Me- 
djutim, a(a) i 1  a (a) vj3(a) daju j3(a) što je u suprotnosti sa H p(a). Kraj dokaza, 
jer smo pretpostavku “1F ima model doveli do protivurečnosti.

Napomena. U navedenom implikacijskom lancu dozvoljeno je znak zameniti zna- 
kom , dolazi se opet do tačnog lanca.
87. Dokazati valjanost formule F:

( V x )  (3 y ) (a (x) =>l3(y)) A (3  x ) a(x)=> ( 3 x) &(x).

Rešenje. Postupamo slično kao u prethodnom zadatku: Polazimo od UF, gradimo 
njen otvoren oblik, njega dovodimo na sastavni oblik i pomoću toga đokazujemo da 
~1 F  nema model, tj. da je F  valjana. Dakle:
1 F  ima model

( V x )  (3 y) (a(x) => p(y)) a  (3  x )a(x)  a  U ( 3  x)  (3(x) ima model 
(V x)(a (x) =>(S(f[x))Aa(a) a  ( V x) ~\fi(x) ima model 
( V x )  (a(a), 1  (}(x), a(x)=> j3 (f(x)) ima model 

, Iz poslednjeg člana lanca slede posledice:
(1) a(a), (2) ( V x )  U p(x), (3) ( V x )  (a (x )^ p ( f( x ) )

Radi dobijanja kontradikcije postupimo ovako. Iz (3) zaključujemo a(a) => fi(f(a)), 
odakle na osnovu (1) sledi: /3 (f(a)). Medjutim, iz (2) zamenjujući r u l  (}(x) sa 
f(a) dobijamo 1 /3 (ffa)). Došli smo do kontradikcije (u zamišljenom modelu). Zna- 
ci~\ F  nema model, tj. F  je valjana formula,

Opaska. Zapazili smo da se u izvodjenju kontradikcije promenljivim daju razne ,,do- 
bre” vrednosti i da su one upravo neki od terma po a: 

a, f(a), f(f(a)), .....
8 8 . Dokazati valjanost formula (dokazujući da njihova negacija nema model) 
a) a(a) => ( 3 x) a(x), b) (V x) a(x) => ( 3x) a(x),
c) ( V x) a(x) => a (a), d) ( V x) a(x) => ('V x) a(f(x)),
e )  (Zx ) ( a ( x ) Ap( x ) ) => ( 3 x ) a ( x ) A ( 3 x ) p ( x ) ,
f) ((V x)( 3 y ) a(x,y) a  ( V x)( V y)(a  (x,y) => /3 (x,y))) => ( V x)( 3 y)  /3 (x,y)
g )  ( ( Vx) (3  y)(a (x) => P (y)) a ( V x )( 3 y)(p (x) => y (y ))) => ( V x)( 3 y)(a (x) => y(y))



Uputstvo za b). Iz zamišljenog mođela za promenljive uzetijednu vrednost označe- 
nu, recimo, a.

89.Dokazati valjanost formuleF;

( V x ) ( 3  y)a(x,y)fs ( V y ) ( 3  z)& (y,z) => ( N x )  (3  y)  (3 z) (a (x,y) a |3 (y,z)) 

Uputstvo. Pretpostavka ~\F ima model dovođi do zaključka da su na takvom mo- 
đelu tačne formule1)

(1) ( V x )  a(x,f(x)), (2) ( V y )  $(y,g(y)), (3) (W z)( Wu)(~\ a (a,z) v  Uj3 (z,u))

Dokazujemo da su ta tri zaključka nesaglasna, odnosno da vode ka protivurečnos- 
ti. I ovde, kao i u zađacima 86, 87 koristimo terme2) gradjene od a, f  i g,odnosno 
znakova konstanti i funkcijskih znakova prisutnih3) u (1), (2), (3).

U (1) i (3) se javljaju a(x,f(x)), ~1 a(a,z). Da bismo koristili njihovu povezanost 
iz (1) izvodimo formulu:

(4) a(a,f(a)) (umesto x u a(x,f(x)) zamenili smo a).
Smenjujući z sa f(a) u nekvantorski deo fcrmule (3) zaključujemo:

(5) 1  af a,f(a)) v  1  $(f(a), u)
Iz (4) i (5) zaključujemo

(6) H (3(ffa), u)

Ako u nekvantorski deo formule (2) zamenimo y  sa f(a) dobijamo:

(7) «  g(f(a))
Najzad, ako u (6) umesto u zamenom g(f(a)) dobijamo kontrađikciju sa (7). 
Napomena. U zadacima 86, 87, 89 približno smo opisah tzv. rešavajući postupak 
(resolution method) za ispitivanje valjanosti.

9 0 . Dokazati valjanost formule
(V x )(ly )a (x ,y )  A ~\(3y)(\/z)(3 (z,y) => U (\lx,y,z) (a (x,y)=> (5 (z,x))

91. Dokazati valjanost formule

(Mx)(My)(\lz) [a(x,x)\ (a(x,y) => a(y,x ) )  A (a(x,y) A o (y,z) => a(x,z))\
=* (Mx)(\ly) [a(x,y) <=> (3z) (a(x,z) !\a(y,z)]

92. Dokazati valjanost formule
[(Vx)(Yy)(a(x,y)=>a(y,x)) a ( V x )  (V y)(V z)(a(x,y) a  a(y,z) => a(x,z)) 

a ( V x)( 3 y )  a(x,y)] => ( V x)a(x,x)
93. Uočimo formulu A:

J)Radi lakŠeg rasudjivanja za svaki od slučajeva (1), (2), (3) vezane promenljive su drugačije 
označene.

2\ j  stvari, titermipredstavljaju elemente zamišljenog domena.

3)(Jkoliko je slučaj da se ne javlja nijedan znak konstante, tada uočavamo jeđan element do- 
mena, označen recimo sa a, i terme obrazovane od njega (tj. odgovarajuće elemente dome- 
na).



[ (V x)a(x,x) a ( V x ) ( V y )  ( Vz )  (& (x,y)Aa(y,z) =>a(x,z))
a ( V x) ( V y )  (a(x,y) v  a(y,x))] => ( 3 x ) (V y )a (x , y)

(i) Dokazati da je A  tačna na svakons konačnom domenu.
(ii) Naći inteipretaciju sa skupom prirodnih brojeva kao domenom pri kojoj je A 
netačna.

94. F ormula
( V x i ) ... ( V x J  ( 3 y J .... (3  y n)A (x i ,  .... xm , y u  .... y j  

(x i> su jedine slobodne promenljive bezkvantorske formule A, koja rie sadrži ni- 
jedan funkcijski znak, niti znak konstante),

je valjana ukoliko je tačna na svakom domenu sa m elemenata. Dokazati.

95. Neka je A  zatvorena formula koja od matematičkih znakova ima jedino ielaci- 
jski znak a dužine 1. Dokazati da je ona ekvivalentna sa formulom iskazne vrste

A * ( ( 3 x )a ,  (3  x )a ’) 
po slovima1) ( 3 x)a, (3  x)a ’.

Uputstvo. Formula A  ekvivalentna je sa izvesnom svojom preneks formom
(1) (<h*i) ... (qnxn ) B(a (x i), .... a ( x j )
pa se strog dokaz izvodi indukcijom po broju kvantora u formuli (1).

U slučaju kada je formula (1) oblika ( 3 x x) B (a (x i) j  formulu B  dovođimo na 
rastavni oblik, a potom izvodimo:

(3  x j B ( a ( X i ) )  ekv B( T )( 3 Xi)a(xJ+B(L) ( 3 x i ) a ’(xi )
Odatle zamenom x x u formuli sa desne strane, sa x hobijamo

(3 ) B(a ( x i )) ekv B( 1) (3  x )a + B (l)(3  x ) a ’ ■
U slučaju kada je formula (1) oblika (V Xi) B (a (x i)), svodjenjem formule 

B(a(xi)) na sastavni oblik neposredno zaključujemo:

( V x i )  B(a(xi )) ekv (B( J )+(( 3 x ja )’)- (B( 1M (3 x)a ’) ’)

Ako formule ( 3 x)a, (3 x)a’ označimo redom sa p, q, tražena formula A i7 
U prvom slučaju (B(j)p+B( 1 )q, a u drugom (B(J)+p’)- (B( 1) + q ’)

96. Neka je A  formula ( 3 x ) (3  y ) ( V z) [ “ I a(y) a  (a(x) <=► a(z)).]. Odrediti for- 
mulu A* (videti prethodni zadatak).

Rešenje. Postupak odredjivanja formule A ^ izgleda:
A ekv (3x)(3y)(Vz)[~\a(y)A(~Ja(x)va(z))/\(~\a(z)\/a(x))] 

ekv ( 3,x) ( 3 y) ( V z )  [a’(y)-(a’(x)+a(z)).(a’(z)+a(x)) 
ekv ( 3 x) (3 y) [a’(y)-(a’(x )+ (V z)a (z))■ ( (V z )a ’(z)+a(x)J]

9 u  ovom i nekoliko narednih zadataka umesto v  , \  , —I koristitho oznake +, ’ a umesto
(3 x )a (x ) ,  (Vz)a(x) isl.p išem o kraće (3x )a , (V x )a .In a će  u zadacima9 5 -9 9  razmatramo pi- 
'tanje tzv. o d l u č i v o s t i  formula sa relacijskim znacima dužine 1.



(„Teranje” kvantofa Vz udesno, sve do samih elementamih foimula) 

ekv (3x) (3y j  [a’(y)-(a’(xJ+(Vx)a)-f(\'x)a’+a(x))]
(Zamena vezane promenljive z sa x) 

ekv ( 3 x )  [(3.y)ot(y) ■ ( a ’(x)+('i x ) a ) - ( ( 'i  x ) a ’+a(x))\
(„Teranje” kvantora 3y  udesno) 

ekv ( 3 x ) [ ( 3  x ) a ’- ( a ’(x)+ (Vx)a)- ( (V x )a ’+a (x))]
(Zamena promenljive y  sa x) 

ekv (3  x ) [ (  3 x)a '- a’(x) ■f'i x)a ’+( 3 x)a’- a’(x)-a(x)
+{3x)a’- l\/x)a- (V x )a ’+( 3 x)a ’- ( i x ) a - a ( x ) ]
(Svodjenje formule u srednjoj zagradi na rastavni oblik) 

ekv ( 3 x) [ (3 x )a ’■ (V x )a ’a’(x)+( 3 x)a ’■ ( Vx)a ■ a(x)]
(Jer a ’(x)~ a(x) ekv 1, ( 'ix )a -  (V x )a ’ ekv ( V x )  (a-a’) ekv 1)

ekv ( 3 x ) [ (V x )a ’-a ’(x) + i  ]
(Jer 1= (V x)a’ =*• (3  x)a ’ , ( 3 x )a ’- (V x )a  ekv i)

ekv ( V x)a ’■ (3 x )a ’ 
ekv (3  x )a ’-((3 x)a)’
Tražena formula je, dakle, (3  x )a ’- ((3 x)a)’.
97. Prema zadatku 95 zatvorena forrnula A obrazovana od reladjskog znaka a 
dužine 1 kao jedinog matematičkog znaka ekvivalentna je sa formulom iskazne 
vrste

A *  ((3  x)a, ( 3  x)a ’)

obrazovanom od slova (3x)a, (3 x)a\ Ta činjenica pmža mogućnost jednostav- 
nog o d l u č i v a n j  a dali  formula jeste ili nije valjana. Naime, vredi ekvi- 
valencija

A je valjana akko p V q =■ A ^  (p, q) je tautologija

Dokazati.
Rešenje. Formule ( 3 x)a, (3  x )a ’ su zatvorene i pri iaznim tumačenjima relacij- 
skog znaka a  dobijaju vrednost T ili 1. Pri tome mogu nastupiti ova tri slučaja

(i) t( 3 x)a = T , r(3  x)a’ = T ; (ii) r  ( 3 x) a = T , r ( 3 x)a’ = L;

(iii) r(3  x)a = 1, r(3 x)a ’ = T
Slučaj r( 3 x)a=  1, r( 3x)a = 1 je nemoguć. Uzrok tome je činjenica što je for- 
mula (3  x)a v  ( 3 x)a’ valjana. Otuda se utvrdjivanje valjanosti formule A ((3 x)a, 
( 3 x)a j, a samim tim i valjanosti formule A, može svesti na proveravanje da li iska- 
zna formula A^(p, q) ima vrednost T kad slova p, q imaju vrednost T , T ili T , 
i  ili 1, T , tj. upravo kad formula p v  q ima vrednost T •

Drugim rečima, zadatak se svodi na proveravanje da lije formula



R V  q => q)
tautologija.

98. Neka je .4 zatvorena formula koja od matematičkih znakova ima jedino relaci- 
jske znake ctj,..., aQ dužine 1. Dokazati da je A  ekvivalentna sa formulom iskaz- 
ne vrste

p2 J ’

gde su sa p u  p2, ..., p2n označene formule oblika ( 3 x)(a^ ■ a22 ■■■ ann)> Pri čemu 
e  {T, 1 }.

99. Produžetak prethođnog zadatka. Dokazati ekvivalenciju:

A  je valjana akko px v  p2 ... v  p2n A" (px, ..., p2r.) je tautologija.

100. Lema o „promenljivoj” konstanti. Neka je F(x) formula čija je jedina slobod- 
na promenljiva x. Dokazati:

\=(Vx)F(x) akko t=F(c) 
gde je c znak konstante koji ne učestvuje u F(x).
101. Dokazati da za ma koju formulu A  vredi

A \= (W x )A , ( V x ) A l = A  
Uputstvo. Uočiti proizvoljnu interpretaciju I  i dokazati tvrdjenje:

I  je model za A  ako i samo ako I  je model za (V  x)A.
102. Relacija 1= ima svojstva

- I=A, A 1= B-> i=B; A I =B, B \= C -+ A  I=C
Dokazati.

103. Dokazati:
A., (3  x)B !- (3 x) (A a  B); ( 3 x)A, A =■ B \= ( 3 x)B;
(3 x)~] B, A =>B \= (3 x )~ \ A; A  => B, (3  x) (A a  C) 1= (3  x) (B A C)
104. Dokazati:

A =>B I = (V x )A  =■ (V x)B , A =■ B \=(3 x)A=> (3 x)B,
A *=*B \=(Vx)A<==> (Vx)B, A <=* B \=(3x)A*=> (3 x)B, 
gde su A, B  ma koje formule.
Uputstvo. Formula ( i slične)

(V x )  (A => B) => (( V x) A  => (V x)B )
je valjana.
105. Dokazati stav dedukcije (predikatski):

F i ,  ■■■> F n ^  F  akko Fu  ..., Fn _ x 1= Fn =*> F  
uz pretpostavku da je Fn zatvorena formula.
106. Neka su F u ..., Fn zatvorene foTmule. Tada:

Fu  ..., F  \=F akko  I- F,-A ... a  F  => Fn 1 n
Dokazati.
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Xin JOŠ O JEDNAKOSTI

♦ Neka je ^ s k u p  foimula medju čijim relacijskim znacima se nalazi i = (znak je- 
dnakosti). Takozvana jednakosna ili normalna interpretacija tih formula je takva 
interpretacija pri kojoj se znak = tumači kao jednakost. Ukoliko je takva interpre- 
tacija model uočenih formula, kažemo da je to jednakosni ili normalni model 
Recimo jedan takav model formule

x p y r \ y p x = > x = y  

odredjen je tablicom:

♦ Formula x = x  je tačna pri ma kojoj jednakosnoj interpretaciji — to je primer 
tzv. jednakosno valjane formule. Uopšte, jednakosno valjane su sve aksiome jed- 
nakosti:

(R) x  = x, (S ) x = y = * - y = x ,  ( T ) x = y r \ y = z = > x = z ,
(Sf) *i = y i a  ... a xn =y^> f(x u  ..., x j  = f(y x, ..., y j ,

(Sa) x i = y i A, ... A t n =yn ■=> (ct(xu  .... x j= > a  (yu  .... y n)J 
( f  i a  su proizvoljni operacijski, odnosno relacijski znak dužine n).

♦ U vezi sa jednakošću ističemo zakone jednakosnih zamena za terme i za formu- 
le. Prema njima „nešto je dozvoljeno zameniti jednakim” . Naime, ako je I  proizvo- 
ljan term i t njegov podterm, što ističemo oznakom I(t), tada je dozvoljeno podterm 
t zameniti sa njim jednakim termom t ’. Novodobijeni term I ( t ’) jednak je sa polaz- 
nim. Drugim rečima, formula

(1) t  =  t ’ = > K t ) = i ( t V  

je jednakosno valjana.
Odgovarajući zakon jednakosne zamene za formule

(2) t  = t ’ =>(A(t) = > A (t’))

važi uz izvesna ograničenja tehničke prirode. Naime, da bi formula (2) bila jedna-
kosno' valjana, dosta je da sve promenljive terma t budu slobodne u formuli A(t)
i da term t ’ (koji se zamenjuje umesto t)  ne napada nijednu od tih promenljivih.
Formula (2) je logički ekvivalentna sa formulom

(2’) (t = f  a  A(t)) *=>(t = f  a  A ( f) ),

što sledi na osnovu tautologije (p => (q <=> r)) <=>(p a q <=> p a r).

p a b c.
a T T T
b 1 T T
c 1 1 T



$ Neka je'Jfl neka struktura (M je njen skupovni deo) i ~  njena kongruencija (tj. 
kongruendja svake njene operacije i svake relacije). Takozvana koUčnička sttuktu- 
raJli/'~  odredjenaje uslovima:
(i) Njen skupovni deo je količnički skup M /~ , tj. skup svih klasa ekvivalencije.
(ii) U vezi sa svakom operacijom/ dužine n je operacija J  sa klasama ovako uve- 
dena

f ( C X l, . - , C x J & C f(X i......

(iii) U vezi sa svakom relacijom a dužine n je relacija sa kiasama sT:

Recimo, za strukturu_/?t= (M, * , a ) , gde je M  =  { a, b, c }, a * i a  su određjene 
tablicama, neposredno se proverava da je ~  njena kongruencija.

* a b c a a b c ~ a b c
a a b c a 1 1 7 a T T 1
b b a c b 1 1 T b T T 1
c a a c c 1 1 1 c 1 1 T

Odgovarajuća količnička struktura J } [ /~  = (M /~, ☆ , a j ima skupovni deo {Cfl, 
Cc }, gde Ca = {a, b }, Cc = [c }, a operacija *  i relacija a su

☆ Ca Cc 'a Ca Cc

Ca Cc Ca 1 T

Ca Cc Cc i 1 -
Definicije (ii), (iii) su ispravne, što se dokazuje u zadatku 44.

♦ Neka jeQ  skup izvesnih predikatskih formula a J x =  skup aksioma jednakos- 
ti (po relacijskim i operacijskim znacima iz Do svih normalnih modela skupa 
^ m o že  se ovako doći:

Uoči se skup Q  u  = Jx = i za taj se skup obrazuju modeli J?l u kojima je = uop-
šte neka relacija ~ ,  nenužno jednakost.Tada su strukture J 1 l/~  normalni modeli 
za CJ,

♦ U slučaju kada je J  skup izvesnih algebarskih zakona, odnosno formula oblika
U = t2 i t i ,  t2 su termi)

do svih normalnih mođela može se doći obrazovanjem tzv. slobodnih algebri i nji- 
hovih kohčničkih struktura (videti zadatak 63.).
♦ Neka je (J skup nekih znakova konstanti, 0  skup funkcijskih (operacijskih) zna- 
kova (dužina >  1) i J J  prebrojiv skup promenljivih.1) Sa Term (C ; 0 ), odno- 
sno kraće sa T, označimo skup svih odgovarajućih terma. U tzv. jednakosnom ra-

 ̂ U daljem kao promenljive obično koristimo

X, y ,  z, X i ,  y ! ,  Z j , . . . ,  x n , y n ,  zn, . . .  

a kao znakove konstanata a, b, c, d, ..., a j , b k ... .
Inače za skupove (2 ,  , 0  pretpostavljamo da su medjusobno disjunktni, kao i da znak = ni-
je član nijednog od njih.



čunu (jedmkosno; logicij kao formule se smatraju reči oblika t = s, gde su t, s 6  
Term ( (Z , ; 0 ). Formule oblika t = t uzimaju se za aksiome, a kao pravila
(u skladu sa aksiomama jeđnakosti) uzimaju se:

(S)
tl ~ t 2 
ty = ty

(T)
11 ~ ti , t2 ~ 13 

h  =  t 3
(Sf) t l = *l’ - .  tn =Sn

f f t  , .... t j  = f ( S U .... S j

gde je /  G 0  ma koji funkcijski znak (dužine n).

♦ Izvesna formula t = s jednakosnog računa je njegova teorema (oznaka h.t=s)
'i

akko, po definiciji, za tu formulu u računu Q  postoji dokaz, odnosno konačan niz 
formula
(*) t ! = s u t 2 = s2, -  , tk = sk

gde je rk = sk upravo formula t = s i čiji svaki član /  = zadovoljava uslov:

(i) to je formula oblika t = t, tj. aksioma, ili
(ii) postoje neki prethodni članovi tog niza tako da je taj član njihova posleđica po 
jednom od pravila (S), (T),(Sp).

♦ Važi stav potpunosti (I oblik):

\ - t = s  akko 1= t = s
9  9

gde znak l=odgovara rečima: jednakosno valjana.

♦ Neka je Q  skup izvesnih formula jednakosne logike i t = s neka formula iste lo- 
gike. Uvodimo pojmove:

0) ^  t = s ( t = s je semantička posledica skupa f f ')

akko formula t = s je tačna u svim normalnim modelima skupa Q  
( ii)  (7lTjt = s (t = s je sintaktička posledica skupa (7 )

akko postoji dokaz formule t = s na osnovu hipoteza Q  , tj. konačan skup formu- 
la

t i  =«1, t k = Sk ( t k = sk je r = s) 

čiji svaki član f. = s. zadovoljava uslov:

— to je formula oblika t  = t, tj. aksioma, ili
— to je član skupa Q ' ili forrrula nastala iz nekog člana skupa Q  zamenjivanjem1) nje- 

gove promenljive na neki način termima, odnosno članovima skupa Term ( Ci ,
% i O \  ih

— postoje neki prethodni članovi toga niza tako da je član t .= ŝ  njihova posledi- 
ca po jednom od pravila (S), (T), (Sp).

^Kaže se da je u takvom slučaju korišćeno pravilo s u b s t i t u c i j e  ( z a m e n e )  pro- 
menljivih termima. Recimo, ako je x *  y = y * x ,  jedan član skupa 9  , tada u nekom do- 
kazu iz hipoteza J  možemo koristiti svaku od formula (x *  y) * z  = z *  (x ćr y), x *  z = 
z *  x, uopšte t t *  t 2 = t2 *  1 1; gde su t b t2 ma koji termi -  članovi skupa Term ( C  ,
V  ; 0  )■



♦ Važi stav potpunosti (II oblik)

O 11= t = s akko O' I- t = s
• /  /

ZADACI

1. Dokazati da su formule

(1) x  = x, (2) x  = y=> y  =x, (3) x = y / \ y = z = > x  = z,
( 4 )  x x = y x a  a  x n = 7 n =>f(xu  .„ ,  x j  = f(yu ..., y j
(5) = y x a ... A xn =yn => (a (xu  .... x j  => a (yu ..., yn ))

jednakosno valjane.

Rešenje. Podsetimo, da za formulu oblika x  = y  kažemo da ima vrednost T pri 
izvesnoj jednakosnoj interpretaciji i iz-vesnoj vrednosti promenljivih x, y ,  ukoliko 
ona prelazi u tačnu jednakost o elenentima domena — dakle u jednakost oblika 
a = a. Drugim rečima, x  = y  ima vrednost T , ukoliko promenljive y  imaju 
istu vrednost a.

Očigledno, x=x je tačna formula pri svakoj jednakosnoj interpretaciji. Dalje, 
iz pretpostavke da x  = y  ima vrednost T (pri nekoj jednakosnoj interpretaciji), 
zaključujemo da promenljive x , y  imaju istu vrednost. Stoga, \ y  = j:im a vred— 
nost T . Slično se rasudjuje i u slučaju formule (3). Pretpostavimo sada da su 
(pri izvesnoj jednakosnoj interpretaciji i izvesnoj vrednosti promenljivih) tačne 
formule x x = y x, ..., * n = j n. To onda znači da, ako x , , ..., xn imaju redom 
vrednosti au  ..., an , iste vrednosti po redu imaju i promenljive y u ..., y  . 
Stoga zaključak implikacije (4) postaje:

f ( a i, ..., a j  = f(au  .... a j  ( f  je interpretacija za / )

Kako je /operacija dužine n, to se primenom te operacije na n—torku au ..., an 
dobija tačno jedan element domena (označimo ga sa a), pa prethodna formula 
prelazi u tačnu jednakost

a = a
Znači, (4) je jednakosno valjana formula. Iz sličnog razloga je jednakosno valja- 
na i formula (5).
2. Dokazati jednakosnu valjanost formula

t = t,  t x = t 2 =>t2 = t u  t i  = t 2 a t 2 = t 3 =>tj = f 3 
t i  = t { a  ... Atn = rn =>/(?!,..., t j = f ( t \ , ..., t ’J ,  
t i  =  t \  a  ... a t n =  t n = > ( a ( t u  ..., t n )  => a ( t \ ,  ..., t j )

Pri tome su t, t x , ..., proizvoljni termi.

Uputstvo. Pri ma kojoj jednakosnoj interpretaciji i ma kojoj vrednosti promenlji-



vih svakom terrnu odgovara tačno jedan element domena -  vrednost terma, pa je 
rasudjivanje slično onom u prethodnom zadatku.

3. Dokazati da je jednakosno valjana formula
(1) ax = a2 A = b2 A cx = c2 => (ay *  b2) * cy = (a2 *  b2) *  c2 

Rešenje. Neka važe jednakosti a2 = a2, h  = b2, Cj = c2 (pri izvesnoj jednakosnoj 
interpretaciji). Tada važi nova jednakost

fl! *  b2 = a2 *  b2,
jer je dokazano da su aksiome jednakosti jednakosno valjane (ovde se radi o aksi- 
omi x2 = y 2 a  = y2 =■ X\ *  x^ = y 2 * > ’2). Dalje, iz tačnih jednakosti

fli*  b̂  = a2~bb2, ci = c2

siedi tačna jednakost
(fli. *  bi) *  c x = (fl̂  *  b2) * c2

(U stvari, opet je primenjena činjenica da je saglasnost jednakosti sa *  jednakosno 
valjana formula). Kraj dokaza.
Primedba. Primećuje se da smo u dokazivanju jednakosne valjanosti formule (1) 
kao osnovnu polugu koristili činjenicu da su aksiome jednakosti jeđnakosno valja- 
ne formule. Uopšte, tako se može dokazivati jednakoaia valjanost.

4. Dokazati: ax = a2, b2 = b2, cx = c2 h|(fli *  b2) *  c x = (a2* b2) * c 2 

Napomena Taj zadatak je, u stvari, ekvivalentan sa prethodnim.

5. Dokazati: a2 =a2, b2 =b2, C\ = c2 ^(fli *  b2) * cx = (a2 *  b2) *  c2. 

Refenje. Jedan dokaz izgleda

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

a \ ~  a 2 

b i = b2
a2 *  bi = a2 * b2 
Ci = c 2
(fli * b i)  * ci = (a2 * i 2) *  Cj

(Pretpostavka)
(Pretpostavka)
(Iz (1) i (2) primenom pravila (S *)) 
(Pretpostavka)
(Iz (1) i (2) pomoću (S *))

Napomena. U tački VI Jednakosni dokazi. Algebra brojeva već smo imali više za- 
dataka takve vrste (recimo-zadaci 32 do 37).
6. Dokazati:

a\ -  a2, a\ -  a3, a4 a2 'g a4 a2, flj = fl3, fl4 = c2 l-=,a4

fli = a2, bx = b2 h  (ai *  = (fl2 * b2) *  (fe2 *  b2);
7

fll =fl2, *1 = * 2 k ( f l i*  (fei* b j  =(fl2* 'M *  (&2* *2A'

fl * a = a, b & b = b, a b = b a Vz.fbft f e ) * ( ( a * a ) * f l ) = a * I > , '
~a

(a *  fc) * a = a *  fe, a * = fe * a 1= ((6 * a) * a) * a = a * b.
J



7. Dokazati da nije

( 1 ) a * a = b ,  a ^ b = a ,  b ^ a = a ,  b ☆  b = b V̂ (a ☆  b) ☆  a = b ☆  a

Rešenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da važi (1). Tada, ako je J f t  neki model for- 
mula

(2) <z#a= b, a-a b = a, b *  a = a, ž> ☆  b = b, 

onda to mora biti i model za

(3) (att b) ☆  a = b ☆ a

Medjutim, jedan model formula (2) je skup (0,1} sa operacijom * datom tablicom:
★ 0 1
0 1 0
1 0 1

Pri tome se znaci konstanata a, b tumače kao 0 ,1  a znak ☆  kao operacija *. For- 
mula (3) je pri tom tumačenju netačna, jer termi (a ☆  b) ☆  a, b *  a imaju vredno- 
sti 1, odnosno 0.

8. Dokazati da ne važi:

(i) a ☆  a -  a, a ☆  b -  b, b *  a = b, Z > * ž > = c r L . ( ž > * a j * Z > = a * č >

,(ii) a ☆  (a it-a) = a, (a ☆  a)it a = a, (a ☆  a) *  (a ☆  a) = a ☆  a I— c *  a = a’
5

(iii) c ☆  (b *  c) = (c * a) *  b, (a * b) *  c = 6 *  ( c *  a) t  (a * 6)* c = c  *  (z* b)
- y

9. Dokazati

Dokaz.

x * _ y - _ y * x ,  z) = (x-tt y ) & z P r *  z ) = ( z * x ) * j

(1) x *  (y z) = (y ■& z)-k x

(2) y  *  (z't* x ) = (y& z) -ctx

(3) (y  *  z) isx = y  (z *  x)
(4) 7 ☆  (z ☆  jc) = (z*  *) ☆  j

(5) X *  * z) = (y ☆  z) ☆  x

(6) z) = (z ☆  jc) * 7

(7) x  ☆  (y ☆  z) = (z ☆  * 7

Medjutim, taj se dokaz obično

(Koristeći formulu a: * jv=>>* a: uz zame- 
n u z ^ -  x, y-> y  *  z)

(Koristeći formilu x * (> ☆  z) = *  y )  *  z
uz zamenu x -»■ >> -> z, z -»• x)

(Iz (2) primenom pravila (S))

(Koristeći formulu t j ☆  = t2 ☆  fj gde r t
je J , r2 je z ☆  x)
(Iz (1), (2) primenom (T))

(Iz (3), (4) primenom (T))

(Iz (5), (6) primenom (T)) 
ovako kraće zapisuje

x  ☆  z) = (y  *  z) ☆  x  
= y t t  (z -t3x) 
= (z -ttx) -tty

(Primena zakona x * > = > * x )
(Primena zakona (x *  y)  ☆  z = x  *  (y ☆  z)) 
(Primena zakona at ☆  y  = y  ☆  x )



ne navodeći sva svojstva jednakosti koja se, inače, koriste.

10. Dokazati:
a) x #  y  = y i t  x \g (x it y ) i t  (z it u) = (u it z) it(y  *  x),

b) x it e = x, e & x =x, x-& (y it z) = (zit x ) \^ x i t  y  = y  itx,

c) x  *  e=x, e * x=x, (x-tt y)  *  (z * u)=(xit z)* (y  * u) L x  * y=y *• x,

d) X * (y * z)=(x i! y) it (x it z), (x it y )  it Z = (xisz)it(yit z)

I -  (xity)is(z*tu) = ((xitz)it(y itz))it ((xitu)it(yit u)),

e) Xitx=X, X isy=yitX , (x i ty )  it z=xit (yit z) \g(xit x ) it  ((yit x) ity)=x i ty

11. Dokazati da iz aksioma grupe:

(x it y) it z=x it (y it z), x it e=x, e it x=x, x i t  x~l =e, x~x it x = e

kao sintaktičke posledice proizlaze jednakosti

(x~l ) = x, (x i t  y p  = y~x it X'1

Uputstvo. Dokaz prve jeđnakosti izgleda

(X' 1 f 1 = (x~x J 1 it e = (X'1 f 1 it (X 1 it x) = ((x~l f 1 it X'1) it X= e it X = X

12. Produžetak prethodnog zadatka. Dokazati da ne važi:
Aksiome grupe \ j x i t  y  = y  it x

Primedba. Drukčije rečeno, postoje grupe koje nisu komutativne.

13. Dokazati:
(c ■ a ) -b =( b-a )  ■ c, c- (b ■ a) = (b ■ c) ■ a, (x ■ y )  ■ z=x- (y ■ z) } - ( c -  c)- ((a- b)-  (a ■ b))

=b ■ (b ■ (a- (c- (a ■ c))))

14. Neka je f j  skup formula: a i t  a = b, a it b = a, b i t  a = a, b i t  b = b.
Dokazati: da ne važi (y\ —a = b.

Rešenje. Ako bi jednakost a = b proizlazila iz skupa Cj , onda bi ona morala bi- 
ti tačna na svakom modelu za (} .
Medjutim, grupoid ({0 ,1}, *)gde je* operacija: 
jeste model skupa fjj , alijti njemu ne važi 0 = 1 .
Pri tome se a,'b interpretiraju kao 0 ,1  a operacijski 
znak* kao operacija *.

★ 0 1
0 1 0
1 0 1

15. Dokazati:
Važi x = y  I- z = u, ali ne važi a =  b k, c = d

Rešenje. Iz jednakosti x =  y  (x, y  su promenljive!)obavljanjemzamena x-+  z, y -+  u



dobija se jednakost z = u. Medjutim, ako je pretposta\k:a jednakost a = b (a, b su 
znaci konstanata!), onda zamene prethodne vrste nisu dozvoljene. Znači, rasjuđi- 
vanje upotrebljeno maločas, u slučaju promenljivih, ne može se preneti i na slu- 
čaj konstanti. Radi dokaza da ne važi a = b h  c = d  dosta je, recimo, a, b, c, d 
redom tumačiti-kao 1, 1, 1, 2. Jednakost a = b važi, a jednakost c = d  ne važi, 
čime se dokaz završava.

16. Dokazati jednakosnu valjanost formule

* r  =  y i A  -  A  Xn =y n ^  f(x '> • • • >  x n  >= • • • •  y j
Uputstvo. Koristeći činjenicu da su aksiome jednakosti jednakosno valjane, dokaz 
izvesti indukcijom po broju operatijskih znakova u termu t.

17. Dokazati zakon jednakosne zamene zaizraze'-

(1) t = t ’ ~  I(t) = I( t’)

Pri tome je /  proizvoljan izraz, t njegov podizraz — što je istaknuto oznakom I(t), 
a I ( t ’) je dobijen iz /  jednom zamenom t sa t ’.

Rešenje. Dokaz tačnosti formule (1) pri proizvoljnoj jednakosnoj interpretatiji iz- 
vodimo inđukcijom po o(I) — broju onih operacijskih znakova izraza /k o ji ne u- 
čestvuju u podizrazu t. Ukohko je taj broj 0 ,1 je upravo t, pa formula (1) ima o- 
blik

t = t ’ =>t =  t ’

što je siučaj tautologije p => p.
Neka je sada /  proizvoljan izraz za koji o(I) = n (gde n >  0), i pretpostavimo 

da je tvrdjenje zadatka tačno za sve izraze za koje je o(I) < n. Pored toga pretpo- 
stavimo da je (pri uočenoj interpretaciji i datoj vrednosti promenljivih) tačna jed- 
nakost t =  t ’. Uočeni izraz /  se prikazuje pomoću svojih podizraza i jednog ope- 
racijskog znaka. Recimo, neka je reč o pođizrazima/i, I2 i znaku *  (dužine dva). 
Dakle:

/  = ( /1 * / J
Kako je t podizraz od I, to je on podizraz ili od /  j ili od I 2. Razmotrimo prvi 
slučaj, tj. / j  = I\(t). Pošto o (IJ  <  n, to na osnovu induktijske hipoteze sledi

(2) I J t )  = I i ( t ’) (Jer, po pretpostavci, t  = t ’).
Odatle, neposredno zaključiijemo

(3) (I\(t) •bl2) = ( h ( i ’) * / 2 ) (Uz uslov t = t ’)
Slično se razmatra slučaj I2 = I2(t), kao i slučaj 

/  = / ( /„  ..., I k ) ,  

gde je /  neki operacijski znak dužine k.



18. Dokazati ovaj opšti zakon jednakosnih zamena za izraze

h  =  t ’l  A ... A f n  =  r ;  => I ( t u . .. .  t j  = I ( t [ , .. . , t ’J

(I je proizvoljan izraz, tn njegovi podizrazi, dok je I(t[, ..., t ' ) dobijen iz 
/  zamenom t l f ..., tR po redu izrazima t[, ..., t j )

19. Dokazati da su jednakosno valjane formule

*1 = y iA  ... a Xn = yn => (a (xl t .... x n) ~ a ( y i , ..., y j )  

ti = t[  a  ... a t n = t ’n =>(a(tx, ..., t j  <=>a(t[, ..., t j )
(a je proizvoljan relačijski znak đužine n, a t lt t2, ... su proizvoljni izrazi).

20. Formula

(*) *i = 7 i  a ^  =y2 ~ ) ^ ( y j )
je jednakosno valjana. Dokazati.

Rešeaje. Uočimo proizvoljnu jednakosnu interpretaciju I. Prema prethodnom zada- 
tku istinite su formule

(1) X! =yt ajcj =y2 => ( a f a ^ f ^ a f a . j b ) ) ,  (2) x t =y! @ fa  ) <=> 0 ( y j )  

Korišćenjem tautologije (p *=*• q) => ( ~| p => "1 q) iz (2) sledi

(3) x t = y x =>H/3 ( x j  ^ ~ l 0 ( y j ) .  odnosno
(4 )  x t = j i  A ^  =y2 =*• (~ip (X l )^=>~ip ( y j )  .

Najzad, iz (1) i (4) sledi formula (*).

21. Dokazati istinitost (pri jednakosnoj interpretaciji I) formule:

(*) x  = y=> ((qz) a (x,z) < ^(qz)a  (y ,z )) (q je kvantor)

Rešenje. Pri uočenoj interpretaciji tačna je formula

(1) x  = y  => (a(x,z) <=>a(y, z)) (Jer x  = y  <=■ x = y  a z = z) 
odakle, pošto z ne učestvuje u formuli x  =y, sledi

(2) x  =y=- ( V  z) (a(x, z) <=a (y, z))
Dalje, tačna je formula

(3) ( V z) (a(x,z) <=*a(y,z))= ((qz)a(x,z) <=> (qz)a(y,z)), 

jer je ona valjana. Najzad, iz (2) i (3) proizilazi (*).
22. Pri proizvoljnoj jednakosnoj interpretaciji istinite su formule:

x  =f(x)=> (( 3 y )a (x,y) <=* ( 3 y )°ff(x ), y)), 

x  =g(xi, x 2) =>((V y)a(x, y) <=> (V  y ) a W x x, x 2), y))
Dokazati.

23. Neka je A(x) formula sa slobodnom promenljivom x, i neka^ ne napada x  
Dokazati da je tada jednakosno valjana fomiula:

x  = y => (A(x) <=>A(y))



Uputstvo. Dokaz se izvodi indukcijom po broju logičkih znakova u formuli AfxJ. 
Pri tome se u slučaju kada je ta formula oblika (qz)B(x,z) koristi ova činjenica 

Promenljiva z je različita od x  (jer je x  slobodna) i različita od y  (jer y  ne na- 
pada x),

na osnovu koje iz pretpostavke

x =.y = (B(x,z) *=B(y, z))
proizlazi

x  = y  =* ( V z) (B(x, z) => B(y, z))
Dalje se postupa kao u zađatku 21.

24. Ako term t ne napada x  u formuli A (x)„ onda je formula

x  = t=> (A(x)*=*A(t)) 

jednakosno valjana. Dokazati.

25. Neka je term t slobodan u forrnuli A  (tj. sve njegove promenljive su slobodne), 
što, kao i obično, ističemo oznakom A (t),i neka t ’ ne napada nijednu promenlji- 
vu terma t. Tada je jednakosno valjana formula:

(1) t = f  =>(A(t)*=*A(t’))
Dokazati.

26. Dokazati da su date formule jednakosno valjane

a(x) =>( 3 y ) (y=x a  a(y)), a (x) *=> ( V y )  (y=x = a(y)) 

Uputstvo. Neka je I jednakosna interpretačija Za prvu formulu dosta je đokazati 
istinitost dveju implikacija

a(x) => ( 3 -y) (y=x a a(y)), ( 3  y ) (y = x  A  a(y))= a (x),

odnosno ovih sa njima ekvivalentnih formula

( 3 y )  (a(x) =>y=x a  a (y)), ( V y) (y=x a  a(y) =a(x))

Postojeći y  za prvu formulu je upravo x, dok je istinitost druge sledi na osnovu 
zadatka 1.
27. Dokazati jednakosnu valjanost formula

A(x) *=* (3  y ) ( y  = x  /\A (y» , A (x) => ( y y )  (y=x=> A(y)), 

gde je _v .nova promenljiva za formulu A(x).

28. Dokazati da je svaka od datih formula jednakosno valjana

a) (xisy) = Z <=> ( 3 u) (x ft  y  = U A.u -b x  = z),

b) ( x C r y ) i r x = z = > ( W u ) ( x i r y  = u = .u -a x = z ) .
C) ( x - a x ) c r x = x - n x  <=> (  V u, v) (x  *  X=U A  U i r  X=V =*■ X *  X=v), 
d )  (xCry) i!Z=X-Cr (y -C!Z)<=>(d U, V,w) (X* V=U A  U *  Z=V A 7 *  Z=W A  X *  W=V)



Napomena. Prema prethodnom zadatku formula oblika t x = f2 -  h ,  t2 su pro- 
izvoljni termi, ekvivalentna je sa formulom u čijoj izgradnji učestvuju jedino ele- 
mentarne formule oblika u *  v = w, (u,v,w su promenljive), ili, u opštem slučaju, 
formule o b lik a /x 1; x  ) = y ( x lt ..., xn , y  su promenljive ).
29. Da li se rečenica

Svaki f(x) tma svojstvo a
može zapisati jezikom predikatskog računa I reda?
Rešenje. Ta rečenica ima ovakav smisao

Za svaki y, ako je y  oblika f(x), onda y  ima svojstvo a.
Ako se setimo da prevod rečenice ,j> je obhka/jOc/” glasi: ( 3  x) y  = f(x), do- 
lazimo do_ove formule

( V y )  (13 x) y  = f(x)  a a (y)) 

za koju koristimo i oznaku ( f(x)) a(f(x)). ■
Slično, rečenici

Postoji f(x) koji ima svojstvo a 
odgovara prevod

( 3 y) (( 3 x ) y  = f(x) a  a(y)) 
koji označavamo kraće (3  f(x)) a(f(x)).

30. Prevesti rečenice
Svakif(x,y) ima svojstvo a, Neki f(x, y )  ima svojstvo a

31. Dokazati da su ekvivalencije

( V f(x)) o ff(x»  <=> ( V x)a(f(x» , ( 3 f(x ))a (f(x»  *=> ( 3 x)a (f(x))
jednakosno valjane.

32. Dokazati da su jednakosno valjane formule:

( V f(x ,y» a (f(x ,y»  y)a(f(x, y)),

( 3 ffx ,y» a (f(x ,y»  <=#> ( 3 x,y)a (f(x ,y»

33. Dokazati istinitost formula

( V y) ( 3 x)y=f(x) =>[(V f(x » a ( f(x »  <=> ( V x)a(x)\

( V y ) ( 3 x)y=f(x) => (( 3 f(x))a(f(x))<=* ( 3 x)a(x)\ 
pri proizvoljnoj jednakosnoj interpretaciji.

Uputstvo. Obe formule su uslovne ekvivalencije, pa se dokaz može podeliti u dva 
dela. Tako, u vezi sa prvom dokazati

( V  y ) (3  x) y=f(x) => [(V  f(x )a (f(x»  =*( V x)a(x)\

( V y ) ( 3 x) y=f(x) => { ( V x ) a ( x ) ~  ( V  f(x))a(f(x» \
Primetimo da je implikacija



( ' i  x ja (x )  =*• ( V f(x j) a(f(x))

tačna pri svakoj normalnoj interpretaciji i bez uslova ( V x) ( 3 y) y=f(x). To sle- 
di iz valjane formule ( V x )  A(x)=> A(t), gde term t ,,ne napada” promenljivu x 
u formuli A(x).

34. Dokazati da su uslovne ekvivalencije

( V y ) ( 3 x u x 2) y=f(xt , x 2 )= > [(V  f(x u  x 2) )a ( f(x u  x 2)) <=* ( V x) a(x)]
(V  y ) (  3 x UX2 ) y=f(xu Xi)=> [ (  3  f f a  , x2 ) ) a (f(xu  x ^ ))*= *( l  x )  a(x)] 

jednakosno valjane.

35. Kao uopštenje formula zadatka 26 dokazati ekvivalencije:

a(f(x)) <=>( y £ B )  (y=f(x) a a(y)), a (f(x)j <=> ( V y  E B)(y=f(x) =• a (y))

Tu je /  : A -*■ B preslikavanje skupa A  u skup5 a a relacija (dužine 1) skupa B.

36. Neka je / :  A  -> B a areiacija(dužinel) skupa B. Slično kao ranije uvodimo 
oznake
( 3 f(x )E  B) a(f(x)) je zamena za ( 3  y E B )  ((3  x E  A ))y= f(x )  a a(y))
( V f(x ) E B)a (f(x)) je zamena za ( \ f  y  E B) (( 3 x E  A))y=f{x)=> a(y)j 

Dokazati ekvivalencije:
( 3 f(x )E  B)a(f(x))*=*(3 x E  A )a (f(x )) , ( V f(x )E  3 ) a (f(x))=> ipcE A ) a(f(x)f

37. U slučaju kada je /  : A B preslikavanje na, tačne su formule (a je relacija du- 
žine 1 skupa B )
( 3 x  E A ) a(f(x)) <=* ( 3 y E  B) a(y), (V a  E A )a  (f(x)) < =  ( V y  E B) a(y) 

Dokazati.
38. Neka sucr^, 3  strukture na jeziku L = {a} gde je a relacijski znak dužine
1 i /  : A -*■ B preslikavanje skupovnog dela strukture c4  u skupovni deo strukture .

. Ukoliko za svaki element a iz A  vredi
cA 1= a(a) 'D 1=  a  (f(aj),

onda i za svaku formuluF(x,, ..., x  ) iskazne vrste (tj. u čijoj izgradnji ne učest- 
vuju kvantori) vredi slična ekvivalencija
c4\=F((k ,.. . .  an )<->■ 'D> F fffa i), ..., f f a j )  (ax, ..., anma koji elementi iz A). 

Dokazati.

Uputstvo. Dokaz se izvodi indukcijom po broju logičkih veznika (iskaznih!) formu- 
le F (xu  ..., x ) .  Recimo, ako je reč o formuli a(x) a "1 a(y), tada, na osnovu pret- 
postavke, vrede ekvivalencije

(1 )^ 1  =a(a)<-+ 'B ^ a fffa )) , (2 )J -  \=a(b)+AEfc a(f(b»
na osnovu kojih izvodimo:



c4  f= a(a) a  ~[a(b) -«-»■ \= a(a), d -  h  ~|a(b)
(Definicija tačnosti konjunkcije) 

a(a), nije (3 t= o(b)
(Definicija tačnosti negacije)
3  \= a(f(a)}, nije'2 t= a(f(b))
(Iskorišćene su ekvivalencije (1) i (2))
3 1 =off( a) a ~1 a(f(b))
(Definicija tačnosti konjunkcije i negacije).

DaHe, izvedena je ekvivalencija
cA\= a(a) a  H o(b) <—► 3  o(f(a)) a  “1 o(f(b)) (a, b ma koji članovi skupazl).

39. Neka su cA , AB strukture na istom jeziku L, f  preslikavanje skupa^l u skup 
B (A, B su odgovarajući skupovni delovi za cA , odnosno 3 1), i neka za svaku re- 
laciju a (dužine n) tih stmktura vredi1)

(1) a(au ..., a j  ^  a (f(a j, ..., f ( a j )  (au  ..., an E A )
Tada i za svaku formulu F (x ly ..., x j  iskazne vrste vredi slično

(2) F(a\, ~ , a J ^ F f f f a ! ),..., f ( a j )  (au  .... an £ A )
Dokazati.

Primedba. U slučaju kada L sadrži i znak = koji se u obema stmkturama tumači 
kao jednakost, iz zahteva (1) proizlazi zahtev

a = b ► f(a) = ffb ) (a, b & A )
što, u stvari, znači da je u takvom slučaju f  jedan-jedan preslikavanje.

40. Neka je f: A -+B preslikavanje na, gde su A , B skupovni đelovi stmktura ,
3  na jeziku L = {a}, a je relacijski znak dužine 1. Iz pretpostavke, da za ma 
koji element a iz A  vredi ekvivalencija,

(*) a(a) <-* o(f(a))
dokazati da vredi:

0) ( V x € .A )  a(x)■*-*■ (V  y  6 5 J  a(y), (ii) ( 3 x€.A)a(x)*-+ ( 3 y& B)a(y)

Rešenje. Dokaz tvrdjenja (i) glasi

(1) a(x) <—>■ a(f(x)), gde je x  (Pretpostavka)
proizvoljan element iz A

(2) ( V xG A)a(x)<-+ ( V r £  A )a (f(x ))  (Saglasnost <—>• sa univerzalnim kvanto-
rom)

r) Umesto ^ F d ( a i ,  ..., an) <-> 'Z  (= Q(f(a i ), . . .  f(an)) pišemo kiaće:

•••» a„ ) ^ O C fta i) ,  . .. ,f (a n )).



(3) ( V  x  e A )  a(x) ► ( V  y  E B )  a{y) (Jer, zbog pretpostavke da je /  pieslika-
vanje na, vredi ekvivalencija 
( V * G A ) a(f(x)) * = * ( \ f y £ B )  a(y) 
-  videti zadatak 37).

Slično se dokazuje i ekvivalencija (ii).

41 . Produžetak prethodnog zadatka. Neka je F  proizvoljna z a t v o r e n a  formu- 
la) na jeziku L. Dokazati da iz uslova (*) proizilazi ekvivalencija

J f= F + -+  3  1-F ,

odnosno da su, i tako se kaže, strukture J  , 3  elementamo ekvivalentne.

42 . Neka su J  , 3  strukture na jeziku L i neka za svaku njihovu relaciju a  (du- 
žine n) vredi ekvivalencija

(*) afai, a j  +-+ a ff fa j ,  ..., f ( a j )  (au ..., an & A )

Pretpostavimo još da je / :  A -*■ B preslikavanje no.Tadasute4, 3  elementamo ekvi- 
valentne, tj. za svaku zatvorenu formulu F  (na jeziku L ) vredi 

J  1= F  *—>■ \B\= F

Dokazati.

43. Produžetak prethodnog zadatka. Dokazati da, uz uslov prethodnog zadatka, sva- 
ka predikatska formula F (xlt ..., x m) -  x lr ..., x m su slobodne promenljive -  za- 
dovdjava ekvivalenciju

F(au .... a J ^ F f f f a J ,  .... f f a j )  (au  ..., a ^ e A ) .

Primedba. Ukoliko jezik L  sadrži i znak = koji se u obema strukturama tumači 
kao jednakost, zahtev da je /  preslikavanje na i uslov (*) povlače da je /  uzajamno 
jednoznačno preslikavanje koje „čuva” elementame formule. U takvom slučaju se 
kaže i da su stmkture J , 3  izomorfne -  / j e  jedan izomorfizam. Tada se tvrdje- 
nje zadatka 42 iskazuje kratko:

Izomorfne strukture su elementamo ekvivalentne.
44. Neka je j l l  neka stniktura i ~  njena kongruencija. Dokazati isp.ravnost defmi- 
cija operacija i relacija sa klasama izloženih u uvodnom tekstu.
Uputstvo.Uočimo operaciju * i relaciju a (obe, recimo, dužine 2). Operacija *  i re- 
lacija a uvode se na ovaj način

def đef
( 0  Ca * Cb  =  c ^ b, 0 0  Ca aC b ^ a a b .

Prema skupovnim defmicijama operacije i relacije (setimo se: to su preslikavanja 
skupa S2 u skup S, odnosno u { T, 1} — u ovom slučaju S  je A  / ~ ) , dosta je do- 
kazati da svakim dvema klasama C , Cb odgovara tačno jedna treća klasa -  rezul- 
tat primene operacije *, odnosno tačno jedan element T , 1 — u slučaju dokaza 
ispravnosti definicije (ii). Tako, defmicija (i) je ispravna, jer:



(1) Ca =Cc , Cb = Cd  (Pretpostavka)

(2) a ~  c, b ~  d (Jer vredi: x  ~  y  ■=> Cx  = Cy)

(3) a *  b ~  c * d (Pošto je ~  saglasna sa *)

^  Ca&b ~  ^c -b d

odnosno, jednakim dvojkama /Cg, C^), (Cc, Cd) odgovaraju jednake klase C ^ ,  
^c-ad’ k°je P rema definiciji (i) uzete kao rezultat primene operacije * redom na 
uočene dvojke.
Slično, zbog saglasnosti relacije ~  sa a, iz pretpostavki Ca = C£, Cb = Cd  sledi: 
a a b  => c a d, pa je i definicija (ii) ispravna.
Primedba. Kako vredi ekvivalencija

a ~b< = »C a = Cb,

to je relacija sa klasama koja odgovara relaciji ~ , u stvari, jednakost.

45. Data je struktura =4 = (A, *, a, =), gde je A = {a, b, c, d, e }a * , a, = su odre- 
djene tablicama

☆ a b c d e a a b c d e = a b c d e (Pazite, relacija = o-
a b c a e d a T T T T T a T T1 T i i čigledno nije jedna-
b c b a e d b T T T T T b 1 T T i i kost)
c c b b e d c T T T T T c T T T i i
d d e d a b d 1 1 1 T T d i i i T T
e e d e b a e i 1 i T T e i i i T T

i skup formula Q :

( V x,y) (x = y=> a(x,y)), ( V x ,y)x *  y  = y  *  ( 3 x)( V y ) a(x,x * y)
Dalje, neka su A x  = aksiome jednakosti koje se odnose na jezik: =, *, a, tj. to su 
formule

x = x, x = y  => y  = x, x = y A y = z = > x = z  
x = y A u = v = > x - t 3 u = y ^ v ,  x = y A u = v = >  (a(x,u) => a(y, v))

(i) Dokazati da je stmktura cA model skupa A x  =, odnosno da je relacija = kong- 
ruencija1) operacije * i relacije a. Obrazovati odgovarajuću količničku stmktum
c4/= .

(ii) Dokazati da je c4  model skupa Q  .

(iii) Količnička stmktura cA /= je jednakosni model skupa A  . Dokazati.

Rešenje. (i) Iz tablice relacije =, koja je očigledno razložena na blokove, neposred-

) Svaka relacija ekvivalencije je i sama sebi kongruencija, što se neposredno dokazuje. To do- 
pušta da se (i) može iskazati u obliku : D o k a z a t i  da j e  r e l a c i j a  = k o n g -  

r u e n c i j a  s t r u k t u r e  <A.



no se zaključuje daje to relacija ekvivalencije čije su klase: Ca = {a, b, c}, Cd = {d,e }. 
Dalje, tablice operacije *  i relacije a razložene su takodje na blokove (u odnosu na 
iste klase), pa je otuda = njihova kongruencija. Tablice odgovarajuće operacije *  i re- 
lacija a, = sa klasama (zadržali smo iste oznake) izgledaju:

☆ Ca Cd a Ca Cd = Ca Cd (Relacija =

Ca I Ca T T T 1 je sada jed- 
nakost)

Cd c d Cd 1 ' T Cd .1 T -

(ii) Da bismo dokazali da je struktura model prve formule, dosta je dokazati da 
implikacija

x  = y  ^  a(x, y )
ima vrednost T za svaki x, y  iz skupa {a, b, c, d, e} . Medjutim, premisa x  = y  
ima vrednost T u slučaju kada y  pripadaju istoj klasi. Prema tablici relacije a, u 
tom slučaju i zaključak a(x, y )  takodje ima vrednost T .

U vezi sa drugom formulom primetimo najpre da operacija *  nije komutativna, 
jer na primer b *  c je a, dok c *  b je b. Medjutim, a i b pripadaju istoj klasi ekvi- 
valencije. Slično vredi i u opštem slučaju:

A ko  x  ☆  y  je u, y  *  x je v, onda su u, v iz iste klase, 
što, u stvari, znači da je ckl model formule (V  x, y ) x * y = y * x .
Najzad, za postojeći x, u vezi sa trećom formulom, dosta je izabrati neki od eleme- 
nata a, b, c, jer, prema tablici relacije a, ti elementi su u relaciji sa svakim elemen- 
tom skupaA
(iii) Kako za relacije i operacije sa klasama vredi

Cx = Cy +~+x =y, a(Cx , Cy ) a ( x ,  y )  Cx * C y  = Cx<ty

to, posve slično kao u zadatku 38, zaključujemo
(Cx  = Cy  => a(>Cx , Cy )) (x = y  => a(x, y))

a odatle
( V  x , y G A ) ( C x  =Cy => a(C x , Cy ))+-+ (V  x, y & A )  (x = y  => a(xt y j)

Najzađ, koristeći valjanu formulu (V x) p(f(x)) <=> ( ' i  f(x)) p(f(x)), 
dobijamo ekvivalenciju
( V Cx , Cy  G A !  J  (Cx  = Cy =* a(Cx , Cy ))^+  ( V x ,  y E A ) ( x = y = >  a(x,y)) 

Dmgim rečima, dokazana je ekvivalencija
^  != \= ( V  x, y )  (x = y  => a(x, y)) y )  (x = y => a(x, y))
na osnovu koje zaključujemo da j~  jeste model formule (V  x, y ) (x = y=>a(x,y)). 
Slično se, u vezi sa drugom i trećom formulom, dokazuju ekvivalencije



j = 1= ( V x ,y ) x *  y  <=C 1= f'V x ,y )x  * y  = y  -Ctx,

J L  1= f 3 x) ( V  y )  a(x, x  * M+-+ <=4 i= ( B. x )  (V y )  a(x, x  * y )

na osnovu kojih sledi zaključak da <=C/ -  jeste model i tih dveju formula. Primeti- 
mo još đa je model cAy_ jednakosni, budući da je relacija = u tom slučaju jedna- 
kost.
46. Neka je Q  skup izvesnih formala na jeziku L koji sadrži i znak =, i Ax= neka 
su aksiome jednakosti koje se odnose na taj jezik. Dokazati:

Struktum crl na jeziku L je model skupova O' ,A x=  akko količnička struk- 
tura c4 /=  je jednakosni model skupa .

47. Neka je (yj_ skup formula

a *  a = c, a *  b = a, a & c = b,
b * a = b, Zj* b = b, b *  c = a,
c *  a = a, c *  b = c, c *  c = c

i t proizvoljan term obrazovan od znakova konstanata a, b, c i operacijskog znaka 
*. Dokazati da važi:

(1) C\ \- t  = a ili C) \- t = b ili C, \- t  = c.
’ J ■■ 'i J

Rešenje. Dokaz izvodimo indukcijom po broju d — broju znakova * u termu t.

Slučaj d = 0. Tada je f term a ili b ili c.Na osnovu aksiome x x zaključujemo da
važi:

C  L a = a ili C  b. b = b ili C j - c  = c.č J 1 j  ■’ -j
Slučaj d >  0. Uočimo term t koji ima n operacijskih znakova i pretpostavimo da 
je tvrdjenje zadatka dokazano za sve terme kod kojih je taj broj manji od n. Tada 
je t oblika f f ' *  f "), i pri tome oba terma f ', f " ispunjavaju uslov d <  n. Korišće— 
njem indukcijske hipoteze zaključujemo

(2) C t '  =a
4 j P=4 ii ili C \ - t ' = c

(3) ili Cf h t" = b ili C \~  t"  = c
d L!

Iz (2) i (3) neposredno sledi da je dokazana bar jedna od ovih devet rečenica

(4) (j  I~ t' = oc, t" = p (a, (3 pripadaju skupu { a, b, c}).
Dalje, prema pravilu (S^) tačne su i rečenice

(5) t' = a, t" = 13 I- ( t ' * f ") = (a * (3) (a, (3 €  {a, b, c}).

Iz (4) i (5) zaključujemo da je tačna bar jedna od rečenica

(6) Cj I- f = (a *  j3) (a, (3 G [a, b, c } ) .

Najzad, prema formulama C  nije teško uočiti dr vredi(J



C/bO** (i) = b m ć /k (a* 0 ) = <(7) Cj (a ☆  j3) = a ili

Iz (6) i (7) neposredno sledi tvrdjenje (1) primenom pravila (T).

Primedba. Primetimo da se za jeđnakosti § iz prethodnog zadatka može reći da
☆ a b c
a c a b
b b b a
e a c c

je tada u vezi sa činjenicom da svaki izraz grupoida ima odre- 
djenu vrednost, i to tačno jednu (zađatak 14). U skladu sa 
tim u disjunkciji (1) uvek važi tačno jedan njen član.

48. Dokazati: u *  a = (a *  a) *  a, x *  y  =y-b x  (=. a *  ((a* a) *  a) = a *  a 
Dokaz.
a *  /(a *  a) * a) = a *  (a *  a) (Prema pretpostavci a *  a = (a ☆  a) *  a)

= (a *  a) -*a (Korišćenjem zakona o:* j  = y  *  x, uz za-
mene x-* a, y  -*■ (a *  aj)

= a * a  (Na osnovu a *  a = (a*  a) *  a)

49 . Dokazati da iz formula a *  a =  b, a *  & =  a, i  *  a =  a, b •& b = b proizilaze 
sve formule oblika

(x*  y)-b z =x-u (y z),
gde r , j , z e  { a, b }.

Uputstvo. Dokazati da svaka dva terma oblika *  *  y, y *  x odnosno oblika (x * y)*z ,  
x (y it z) imaju jednake vrednosti.

Recimo, a *  b = a, b *  a=  a, pa stoga a *  b = Z> * a. Slično, pošto su posledice je- 
dnakosti:

(b<i a) *  b = a-h b = a, b *  (a *  b) = b *  a = a 
to je posledica i: (b *  a) *  i  = b *  (a* i).

Napomena. Tvrdjenje pretiiodnog zadatka može se i ovako iskazati:
Gmpoid odredjen navedenom tablicom je komutativan i asocijativan.

50. Dokazati da iz formula a * a  = b, a * b = a ,  b * a  = a, b-& b = b 
ne proizlaze sve formule oblika

x *  x = x (x je a m-b)

☆ a b
a b a
b a b

☆ a b
a b a
b a b

odnosno dokazati da grupoid

Rešenje. Razlog je što 
a * a ima vrednost b.
51 . Dokazati da dati grupoid zadovo- 

ljava svaki algebarski zakon oblika

t\ ~ h

ne zadovoljava zakon x-ts x  = x.

* a b
a a a
b a a

gde su tu  t2 proizvoljni izrazi obrazovani od izvesnih promenljivih, znakova konsta-



nata a, b i operacijskog znaka

52. Dokazati da svaki grupoid sa dva elementa zadovoljava zakon

((x *  x)  * X) irx = X *  X

Rešenje. Označimo elemente grupoida sa a, b. Da bi prethodni zakon važio, dosta 
je da važe ove dve jednakosti

(1) ((a *  a) * a) *  a = a *  a, ((b *  b) * b = b *  b.

Kako je *  proizvoljna operacija skupa { a, b}, to u dokazu prve jednakosti razliku- 
jemo dva slučaia

(1) a * a = a, (ii) a * a -  b.

U prvom se neposredno zaključuje da oba izraza

(2) ((a *  a) * ajti a, a * a

imaju vrednost a, a u drugom razlikujemo dva podslučaja
(ii’) i> *  a = a, (if’) b * a = b

Ako i>* a = a, onda imamo ovakvo „računanje”
((a* a) *  a) *  a = (b *  a) * a = a *  a = b, a * a = b, 

pa termi (2) imaju oba vrednost b. Slično, ako b ^  a = b, imamo:

(fa * a) * a) * a = (b * a) *  a = b * a = b, a * a = b 
Znači, vrednosti terma (2) su opet iste. Time je dokazana prva od jednakosti (1). 
Dokaz dmge izvodi se sličnim rasudjivanjem.

53. Neka su t lt t2, t3 dogovome oznake redom za izraze

(a * b), (b *  c), (c * a) 
i neka je <S skup jednakosti

II t l* II t\ *  t3 -  t 3,
t2 *  11 = t2, t2 * k

T*
- II h  *  t 3 = ti,

* 3 * * 1 =  t3, II r-
f t 3 & t 3 = t2,

Primetimo da su te jednakosti takve kao da su ispisane * t i h 13
na osnovu date tablice. t i ti h 13

Uočimo dalje, ma koji izraz f ( t x, t2, t 3) sagradjen t2 h t 3 ti
pomoću t b t 2, t3 i *. Skup T svih takvih izraza podro- t3 t 3 ti h
bno se opisuje definiciiom:
(0 U, t2, t 3 pripadaju T,
(ii) Ako su u, v iz skupa T, onda (u * v) takodje pripada T.
(iii) Elementi skupa T dobijaju se jedino konačnom primenom pravila (i) i (ii). 

Članovi skupa T su na primer: (a * b), (a * b) (b * c), ((a * b) * (b * c))^(c*a) 
ali nisu: (a * b) *  a, (b * c) * (b * a) i sl.



Dokazati:

d \ - f ( h ,  h ,  t 3) = h ili c f> - f ( h , t2, t 3) = t2 Oi c5\~ f f t u  t2, t 3) = t3
, ■’ ' • ■ ■ _ p - J

Uputstvo. Zadatak je sličan zadatku 47. Sh.vatajući f ( t x, t2, t3) kao izraz po slovi
ma t u t2, t 3,onda takvom izrazu odgovara broj d — broj znakova* koji ne učest-
vuju u ti, t2, t 3. Dokaz dalje teče indukcijom po d.

54. Produžetak prethodnog zadatka. Neka je A  neki skup izraza obrazovanih ođ * 
i izvesnih znakova konstanata, a c 5 neka je skup jednakosti oblika

r * s  = t,
gde su r, s, t članovi skupa A i pri tome svakoj dvojci (r, s) odgovara tačno jedan 
t. Dokazati da za svaki izraz f ( t2, ..., t^) sagrađjen o d *  i izraza t u  ..., rk iz^4 vre- 
di

(Za neki izraz t iz A )  I~ f ( t 2, ..., ty) = t.

Napomena. cS > slične skupove nazivaćemo skoro—tablice. Takve skupove formu- 
la prikazujemo crtežima sastavljenim od ovakvih delova (videti naredni zadatak)

55. Data je skoro—tablica c$

☆  ! a *  b b *  c c *  a—  f —
a *  b i a *  b c *  a b * c
b *  c 1 c *  a b *  c a *  b
c *  a i b-b c a *  b c * a

tj. skup jednakosti uočen u zadatku 53. Dokazati da nijedna od jednakosti 

(1) a * h  = h * c ,  = h * c  = c * a

nije posledica jednakosti cS .
Uputstvo: Preslikavanje y :

gde je M skup { 1, 2, 3 }, * M njegova operacija odredjena tablioom

% 1 2 3
1 1 3 2
2 3 2 1
3 2 1 3



jeste jedan model skoro—tablice eS , odnosno tim preslikavanjem sve jednakosti 
iz cS se prevode u tačne jednakosti. Medjutim, ip nije model nijedne od jednako- 
sti (1) jer
p(a &b) = <p(a) <p(b) = 1 * M 2 = 2, <p(b *  c) = y(b) *M <p(c) = 2 %3=1

<fi(c* a) = <p(c) ^ tp fa )  = 3&u l= 2  

& 1, 2, 3 su medjusobno različiti elementi.

Napomena. Radi bolje odiedjenosti, u smislu šta čemu odgovara, uopšte je podesno da se 
model izvesnih (predikatskih) formula shvati kao svojevrsno preslikavanje. Likovi takvog 
preslikavanja su članovi jezika tih formula, tj. znaci konstanata, operadjski i reladjski znaci, 
a slike su odgovarajud inteipreti (vrednosti) u okviru odabranog skupa M. Naiavno, takvo pre- 
slikavanje je model upravo u slučaju ako se formile iz Q  prevode u tačne iskaze o članovi- 
ma skupa M

U vezi sa rečenim pomenimo takodje da je i u slučaju, na primer, sistema linearnih jedna- 
čina po izvesnim nepoznatim x,y, z, ... podesno kao rešenje smatiati izvesno preslikavanje ob- 
lika

x y
k v

čije slike zadovoljavaju taj sistem. Na takav način je tačno utvrdjeno šta kojoj nepoznatoj od- 
govaia.

56. Opisati sve normalne modele formula S  :

a * a = b, a * b = a
b *  a = a, b *  b = b

gde su a, b znaci konstanata, a * operacijski znak.

Rešenje. Neka je M  ma koji neprazan skup. U skladu sa napomenom iz prethodnog 
zadatka, model sa skupom M  kao nosiocem jeste svako preslikavanje <p oblika 

*  a b

*M aM b M

gde je <?M binarna operacija skupa M, au  i bu  su dva člana istog skupa, uz uslov da 
važe jednakosti

flM *M flM =  b M ’
(pS)

b M  *M  flM =  a M ’

Kao što se vidi tim jednakostima se izražavaju veze jedino izmedju elemenata 
aM ’ b M ~  za ostal e elemente skupa M, ako ih on uopšte ima, ne traže se nikakvi 
uslovi. Na osnovu te okolnosti lako se opisuju svi normalni modeli datih formula. 
Modele tih formula delimo u dve vrste prema tome da li su au , bu  dva različita 
ili dva jednaka elementa skupa M.

Neka je, dakle, M neki neprazan skup. U skupu M izaberimo dva različita ele-

a M  *M b M  a M

b,, by. = b,, M M M M



menta aM, bM, i operaciju *M definišimo tako da ostane sačuvana tablica

VlM %

V a M
K\ K

1j. jednakosti (p Sj . Radi toga je pri defmisanju jc *M y, za x, y  & M, dovoljno 
rezultat izabrati prema tablici ukoliko x, y  G { aM, bM }, a u protivnom slučaju,tj. 
kad je najmanje jedan od x  i y  izvan skupa { aM, bM }za rezultat se može uzeti ma 
koji element skupaAf.

Tako se opisuju modeli prve vrste. Modeli druge vrste odlikuju se time što za njih 
važi i jednakost a = b. Neka je, recimo, M  neki neprazan skup. Izaberimo u njemu je- 
dan element u oznaci aM, a operaciju *M definišimo .tako da važi jednakost aM 
= aM’ Jer jeđnak °sf  (.P S) se pod pretpostavkom aM = bM „stežu” na tu jednakost. 
Tada preslikavanje

/ *  a b

jeste normaJni model fornula(S).
Nije teško uvideti da navedeni opis obuhvata sve normalne modele skupa (S).

57. Opisati sve normalne modele date skoro—tablice

(i) b c
a \a  b c 
b J b a c 
c I c c c

(ii) * < a b c 

a \a  b c 
b\ b c a 
c\ c a b

(iii) £

a J c b c 
b' b b bi
c ] a b a

58. Opisati sve normalne modele date skoro— tablice

0) * ' a b ☆ b b * a 0 0  * a b a * b b ☆  a

a 1 a b a * b b<t a a b a a b
b b b a * b b * a b a b a b 6 * a

a *  b b b b b a-ab b a a b
b.<* a a a b b bAa j b b b a

59. Neka je F = {a, b]  i Q' skup formula:

x t t x = x ,  x< * y= y< tx , (x<?y)<rz =x<t (y<> z)
Označimo sa T  skup svih tenna po a, b, *, a sa Q  lp skup svih formula oblika 

f 1 *  f 1 = fl, f 1 * t2 ~ t\ ,  ( t2 ) <* t 3 = t \ (t2<! t 3) (t\, t2, 1 3 & T)

nastalih iz Q'‘ zamsnjivanjem promenljivih na sve moguće načine elementima T. U 
vezi sa svakim termom t sa S(t) označimo skuo njegovih znakova konstanata. Reci-



mo: S(a) = {a }, S(a * b) = {a, b }.

(i) Dokazati:
Ako S(t) = {a} onda 1 p \~ t = a 

Ako S(t) = {b} onda O" Ip I- t  = b 

Ako S( t) = {a,b} onda I p (= t = a *  b

(ii) Dokazati obrate prethodnih implikacija,
Rešenje. (i) Neka je t  recimo term (a *  a) *  a čiji S(t) je {a} Dvaput primenjujući 
jednakost oblika t *  t = t dobijamo (a *  a) * a = a *  a = a. Na sličan način se uon- 
šte može dokazati za sve terme t za koje5(t{ = {a} vredi jednakost t = a, kao jed- 
nakosna posieđica formula ^ 'lp . Medjutim, strogi dokazi navedenih implikacija 
mogu se izvesti indukcijom po d(t) — broju znakova *  prisutnih u termu t. Recimo, 
jedan takav dokaz treće implikacije glasi:
Pretpostavimo da S(t) = {a,b}, tada d >  1.
Slučaj d = 1: Term t je jednog od obhka a *  b, b * a. Kako obe jednakosti a *  b 
= a «• b, 5 *  a = a *  b, sleđe iz ^ l p  (prva je slučaj aksiome x  = x, a druga se do- 
bija iz komutativnog zakona x&  y  = y  *  x, tj. druga je član skupa ^ 'lp ) , to je 
dokaz u ovom slučaju završen.

Slučaj d >  1: Pretpostavimo da t ima n znakova *  i da je za sve terme sa manje od 
n tih znakova treća implikacija tačna. Term ?je oblika ( t ' * t ”), a za skupove S (t’), 
S (t”), zbog pretpostavke S(t) = { a,b}, može nastupiti ukupno 7 skučajeva:

1 ° { a } , { b } -  2° {a}, {a,b}; 3 °  {b}. {a}; 4° { b} ,  {a ,b };

- 5° { a,b }, {a}; 6° {a.b}, {b}; 7° {a,b}, {a,b}
U svakom od njih primenjuju se prve dve implikacije (za koje pretpostavljamo da su 
đokazane) ili indukcijska hipoteza.
Razmotrimo, na primer, prva dva slučaja.
1° A koS (t’) = {a}, S (t”) = {b}, onda korišćenjem prve i druge implikacije zaklju- 
čujemo

^ l p  hZjt’ = a, Q \r  t ” = b.

Primenom pravila (S^) odatle izvodimo

^ I p  b , f ’ *  t"  = a *  b, odnosno i-  r = a *  h.
1 V 1 9

2° Ako S ( t’) = {a} , S ( t”) = {a,b}, onda korišćenjem prve implikacije i indukcijs- 
ke hipoteze dobijamo

Q \ p I~ t ’ = a, p ’<rjt” = a * b,

odakle, primenom pravila (S^) izvodimo



(1) ^ l p  t . f ’ #  t ” = a *  (a *  b), odnosno ^ l p  t  f =  a * (a *  a)

Zbog asocijativnog i.zakona x  * x  = x, skupu Q\ p pripadaju jednakosti

(2) a * (a& b) -  /'a*  a) *  b, a.* a = a 

Iz (1) i (2) primenom pravila (5^) i (7) zaključujemo

r  h  t = a *  b.1 i
Slično se razmatraju i preostali slučajevi.
(ii) Dokazane implikacije (i) su, u stvari, poseban slučaj ove implikacije.

(3) Ako S ( t i)  = S(t2 ), onda Q'\ p hf t x = t2

koja neposredno sledi na osnovu njih. Radi dokaza tvrdjenja (ii) dokazujemo ob- 
rat implikacije (3).
Za to je dovoljno dokazati da nijedna od jednakosti

(4) a = b, a = a * b, b = a ☆  b

nije posledica skupa S/|p. Razlog je što svaka jednakost t2 = t2 iz skupa *=̂ lp 

zadovoljava uslov istoslovnosti, odnosno uslov: S ( t J  = S (t2) i što pravila (S), (T), 
(S*) čuvaju istoslovnost. Recimo, a k o S f tJ  =S(t[), S(t2) = S(t{), onda 

S ( h *  t2) = S ( t J  U S ( t2)= S ( t \ )  U S (t))  = S(t[«  t i )

odnosno pravilo (SJ) čuva istoslovnost. Medjutim, ni za jednu od jednakosti (4) us- 
lov istoslovnosti nije ispunjen.
Dokaz implikacije

(5) Ako '^ lp  h t i = f 2 . onda S (tx)= S ( t2)

a samim tim i obrata implikacija (i), izvodi se sada neposredno metodom svodjenja 
na protivurečnost.

Istaknimo da je uopšte u vezi sa nekim skupom jednakosti oblika bf|p  najteže 
pitanje da li neka jeđnakost tx = t2 jeste ili nije jednakosna posledica tog skupa. 
To je tzv. problem reči. Na osnovu tvrdjenja (3) i (5) neposredno sledi ekvivalenci-

ja
(6) Q \ r Y z t , = t 2 akko S ( t J = S ( t 2)

prema kojoj se problem reči u ovom zadatku svodi na proveravanje da li su skupovi 
S ( tx), S (t2) jednaki. To se lako ustanovljava budući da se radi o konačnim skupovi- 
ma. Drugačije rečeno, problem reči je odlučiv, što mače nije čest slučaj.

60. Prođužetak prethodnog zadatka. U skupu T uočimo (izrazovsku) operaciju 

-  * dcf .11 *  t2 —: (t\ K t2 )

i u gmpoidu (T, *) relaciju ~  uvedenu ovako



ti ~  t2 akko Q'lp  t  = t2

Dokazati:
(i) ~  je kongruencija grupoida (T, *),
(ii) Količnički grnpoid (T, * ) /~  zadovoljava zakone

x * x = x ,  x *  y  = 7 *  x, (x* _yj *  z = jc*  (k *  z)

(iii) Količnička stmktura ima upravo tri elementa: Cff, C^, Ĉ fl ^  ^

Rešenje. (i) Vredi t ~  t, jer formula t = t je aksioma pa važi S^ip 1- t = t. Dalje, 

ako važi f̂  ~  t2, odnosno ^ |p  h  f, = t2, to postoji odgovarajući dokaz formule

ti = t2. Produžujući taj dokaz članomf2 = f j ,  koji po pravilu (S) sledi iz člana 
fi = t2, dobijamo jedan dokaz formule t2 = 11, tj. važi

^ l p  h  t2 = f[

pa važi i t2 ~  fx. Time je dokazana simetričnost relacije ~ . Slično se đokazuje tra- 
nzitivnost, kao i saglasnost sa operacijom *.
(ii) Treba dokazati jednakosti

C f * C f  = Cf , Cs *  Cf = Cf *  Cj,, (Cr * C s) * C f = Cr ^ ( C s S 'C f),

gde su r, s, t ma koji elementi skupa T  a *  je operacija količničke strukture. Re- 
cimo, jedan dokaz treće jednakosti glasi: Kako

(Cr * Cs( ^ Ct ~  C(r * s) *  Ct = C(r * s) *  f
i kako

Cr * *  Ct) = Cr * C(s *  f) = * (s *  f)
to koristeći još i

(r * s) * t ~  r * (s -h t)
zaključujemo da zaista važi treća navedena jednakost. Potpuno slično se dokazuju 
i prve dve jednakosti.
(iii) Na osnovu implikacija (i) dokazanih u prethodnom zadatku neposredno se zak- 
ljučuje da za svaki term f važi

f ~ a  ili t ~ b  ili f ~ ( a * 6)

odnosno da u odnosu na relaciju ~  postoje najviše tri klase: Cfl, C^, C^a ^  ^

Medjutim, ponovo prema prethodnom zadatku, broj klasa je upravo tri, jer su a, b, 
(a * b) medjusobno neekvivalentni (budući da nijedna od formula a = b, a=(a * b), 
b =(a * b) nije posledica formula (7lp).

Evo i tablice količničke stmkture (T, * ) /~



☆ Ca Cb C(a *  b)

Ca C(a<r b) C(a *  b)

C(a *  b) Cb C(a *  b)

C(a *  b) C(a *  b) C(a ☆  b) C(a *  b)

Recimo: Ca *  Ca = Ca, jer uopšte vredi Ct * Cf = Cp Dalje, C/ * ^

= C((b *  (a* b ) )=C(a* b) '

Primedba. Količnička struktura (T, * ) /~  naziva se slobodna ’algebra klase zakona 

x *  x  = x, x * y = y * x ,  (xts y )  *  z = ( y *  z)

generisana skupom P = {a,b }. Na sličan način se uopšte definiše slobodna algebra 
klase Q  izvesnih algebarskih zakona, odnosno jednakosti oblika fx = t2 ( t lt t2 ter- 
mi) generisana datim skupom T:

?  r v o, uočimo skup svih znakova konstanata koje učestvuju u zakonima Q . 
Uniju tog skupa sa T nazivamo skup A. D r u' g o, sa T  označimo skup svih izraza 
gradjenih od članova skupazl i operacijskih znakova koji se pojavljuju u zakonima 
Q  . Dalje s& O '|p označimo skup svih formula nastalih iz formula t2 = Uskupa 
Qfl zamenjivanjem promenljivih članovima skupa T, na sve moguće načine. T r e- 
ć e, u skupu T  uočimo relaciju

ri ~  t2 akko Q \^  I-  U = t2

To je, u opštem slučaju, relacija ekvivalencije saglasna sa ma kojim operacijskim 
znakom /  iz Q  , što znači da važi implikacija

t x ~  s,. i t2 ~  s2 i ... i tn ~  sn f( t \ ,  t2......t j ~ * f ( s j ,  s2, ..., s j

Č e t v r t o, algebarska struktura čiji su elementi klase ekvivalencije po ~ i za ko- 
ju je, u vezi sa svakim pomenutim operacijskim znakom1! / ,  izmedju klasa definisa- 

na operacija /  dogovorom

naziva se slobodna algebra klase Q nad skupom F. Ta stmktura, što se lako doka- 
zuje na osnovu njene definicije, zadovoljava zakone Q  . Osnovni problem u vezi sa 
odredjivanjem slobodne algebre je pitanje kako za ma koja dva terma /  i t2 odluči- 
ti da li su ekvivalentni. Problem postojanja takvog algoritma se naziva problem re-

'lznacima konstanata učestvujućim u Q  u slobodnoj strukturi se dodeljuje klasa ekvivalenci- 
je tih konstanata. I to su nularne operacije slobodne strukture.



61. Odrediti slobodnu algebru klase zakona

x * x = x ,  x ^ y = y ^ x ,  (x *  y) * z = x  * (y * z)

nad skupomr ={iZj ti& I}.

62. Odrediti slobodnu algebru klase zakona: y)  *  z = x  *  (y *  z), tj. slobod-
nu semigrupu, generisanu skupom T = {a, b, c}.

Uputstvo. Posledica asocijativnog zakona je:
i \  ~  h  akko t lt t2 se (možda) razlikuju jedino u rasporedu zagrada.

63. Obrazovati slobodnu strukturu klase zakona S ’
( x - y ) - z =  x-  (y- z), a-a=a,  b-b = b, (a- b) ■ a = b ■ (a-b) (a,b znaci konstanata) 

generisanu skupom F ={a,b} .

Rešenje. U skupu T  svih izraza gradjenih sa a, b i operacijskim znakom ■ uočimo 
relaciju ~ :

ti ~  t2 akko ^ l p  k  tj = t2

gde je =?lp skup svih formula nastalih iz formula skupa svim mogućim zamena- 
ma x, y ,  z članovima, skupa T.Na osnovu prisutnosti asocijativnog zakona, za ma ko- 
ji term t x zaključujemo da je ekvivalentan sa svakim dmgim nastalim iz njega nekim 
prerasporedjjvanjem zagrada. Tako:

(a-b)-(a- (b-a)) ~  (a ■ ((b ■ a) ■ b)) ■ a 

U skladu sa tim ma koji term je ekvivalentan sa nekim termom oblika

«i-, «i ■ ce2, (oci- a2 ) - a 3, ((av  a2)- a3)- a4> — (ai jeižil i  b) 

koje ćemo kraće označavati bez upotrebe znakova zagrada i operacijskog znaka. Recimo: 

(a ■ b) ■ (a- (b ■ a)) ~  ababa, (b ■ a) ■ (a ■ a) ~  baa i sl.

Konsteći dalje jednakosti a-a = a, b- b = b lako je zaključiti da je ma koji term 
ekvivalentan sa nekim termom oblika

Q!i a2, ax a2 a3, ... (a; je a ili b)

i pri tome su i a2 , a2 i a 3 , ... medjusobno različiti.
Tako

abbaaab ~  abab, aababb~ abab
Do sada nismo pominjali zakon (a ■ b) ■ a = b ■ (a ■ b), odnosno aba = bab. Koristeći i 
taj zakon, indukcijom prema dužini terma, lako se izvodi sledeći zaključak 
(a) Svaki term t ekvivalentan je sa jednim od terma: a, b, ab, ba, aba

Pored zaključka stoji slovo a — prvo slovo reči svodjenje, jer je problem odredji- 
vanja slobodne stmkture (tj. problem ekvivalentnosti terma) sveden na problem ekvi-



valentnosti pet naveđenih terma, za koje ćemo koristiti i naziv naznačenl Pokazu- 
jemo jedan, inače po priiodi vrio opšti, postupak kojim se problem može rešiti.

Skup naznačenih označimo sazl; đakle:

A = {a, b, ab, ba, aba }
Neka su t u  t2 ma koji elementi skupaA  Na temelju tvrdjenja (a) term ( tx ■ t2) 
ekvivalentan je sa jednim od članova skupa^l. Recimo:

(a- a) ~  a, (ab ■ ba) ~  aba, (aba ■ ab) ~  aba 

Drugim rečima, jednakosti
(a ■ a) = a, ab ■ ba = aba, aba ■ ab = aba 

jesu posledice formula Uopšte, sa t n označimo jedan od naznačenih koji
je ekvivalentan sa ( tx ■ t2) . Dalje, sa zS označimo skup svih jednakosti oblika 
( t i • t2) = t 12. To je jedna skoro—tablica skupa A  Grafički je prikažimo crtežom

. 1 a b a • h h • a (a • 'b)■ a

a 1 a a • b a • b (a ■ b) ■ a (a- b)- a

b i b- a b ( a ■ b) ■ a b- a (a ■b)- a
<?• b \ ( a ■ b)-a a- b (a ■ b)-a (a ■ b)- a (a- b)- a
b - a 1 b- a (a- b)- a (a ■ b) ■ a (a ■ b)-a (a- b)- a

(a-b)-  a\ (a ■ b)-.a (a- b)-a (a ■ b) ■ a (a ■ b)- a (a- b)- a

U vezi sa popunjavanjem te tablice istaknimo sledeće. Kako već rekosmo, za svaka 
dva ?!, t2 S A  u istom skupu postoji najmanje jedan term t n , takav da tx ■ t2 
~  ?!2 . Pri popunjavanju tablice uzimamo po jedan takav t n ■ U stvari, ukoliko su 
članovi skupazl, odnosno naznačeni medjusobno neekvivalentni, tada postcji ta- 
čno jedna opisana skoro’tablica. Medjutim, nama je upravo to nepoznato, ali ipak 
na temeljuzaključka(cr) možemo obrazovati bar jednu skoro—tablicu cS .

Dobijena skoro—tablica cS se, kao što ćemo ubrzo uvideti, može upotrebiti za 
raspravljanje pitanja ekvivalentnosti, odnosno problema reči. Najpre svakom od na- 
značenih izraza a, b, a ■ b, b ■ a, (a ■ b) ■ a dodelimo po jedan elerrent, „jednu zame- 
nu” , recimo po redu A, B, C, D, E. U skupu {A, B, C, D, E}> definišimo potom o- 
peraciju« na sledeći način. Neka su X, Y  ma koja dva elementa tog skupa i neka su 
x, y  njima odgovarajući naznačeni izrazi. Tada za X  * Y  uzimamo onaj član skupa 
{A, B, C, D, E  }koji je zamena izraza x  ■ y, ođnosno njemu odgovarajućeg po sko- 
ro—tablici cS ■ Recimo, prema tom dogovom imamo

C *D  = zamena za (a ■ b) ■ (b ■ a) = zamena za (a- b) ■ a = E 

Na takav način dolazi se do ove tablice cS



© A B C D E
A A C C E E
B D B E D E
C E C E E E
D D E E E E
E E E E E E

Sobodnije rečeno, ta tablica nastaje iz ako se članovi skupa {a, b, a- b, b- a, 
(a-b)-cr} zamene svojim slikama u ođnosu na preslikavanje

I a b a-b  b- a (a■ b)-a j
( A B C D E  /

Tako smo u vezi sa skoro—tablicom cS napravili jednu matematičku strukturu, 
odnosno gmpoid. Elementi C, D, E  su zamene složenih izraza a ■ b, b ■ a, (a- b)- a. 
U vezi sa svakim uočimo po odgovarajuću jednakost medjuzl, B, C, D, E. Tako, C 
je zamena izraza a ■ b, a slovima a, b odgovaraju A, B. Otuda u vezi sa C uočava- 
mo jednakost C = A*B . Slično u vezi saDi  E  imamo jeanakostiZ? =B*A,  E 
= (A*B)«A. Skap tih triju jednakosti označimo sa (P .

U đobijenom grupoidu dogovorno njegove elemente A, B smatrajmo kao đve 
nulame operacije. Dobijenu strukturu nazivamo rešavajuća struktura i takodje 
je označavamo sacJ.Ta struktura može zadovoljiti polazne zakone O' :

(x-y) .  z = x- (y-z),  a -a=a ,  b-b = b, (a ■ b) ■ a = b-(a-b)  

smatrajući da se znaci konstanata a, b tumače kao navedene nularne operacije re- 
dom A,B  i da se operacijski znak • tumači kao operacija ®, Kao što ćemo ubrzo 
uvideti to je pitanje povezano sa problemom koji rešavamo. Naime važi sledeći 
stav (o rešavajućoj stmkturi):

Naznačeni izrazi a, b,a-b,  b ■ a, (a ■ b) ■ a su medjusobno neekvivalentni ako 
i samo ako rešavajuća struktura zadovoljava zakone Q , kao i jednakosti 
(odnosno „pamti poreklo svojth članova”).

Pretpostavimo da je stav dokazan i pogleđajmo kako se koristi za raspravljanje pi- 
tanja ekvivalentnosti. Na osnovu tog stava naznačeni izrazi su neekvivalentni akko 
rešavajuća stmktura N) zadovoljava zakone i jednakosti {/*.

Provera jednakosti fd> :

Kako A » B  = C, prema tablici ^  , to jednakost-U -  A*B  važi. Slično važi i je- 
dnakostZ) =B * A .  Dalje:

(A •  B ) * A  = C* A  (Prema tablici (2) )
= E  (Prema tablici (2) )

pa važi i jednakost E = (A* B) *A.



Provera zakona J  .

Treba ispitati da li za sve elemente X, y,  z  skupa {A, B, C, D, .C}važe jednakosti 

( x « y )  • z = x @ ( y z ) ,  A * A = A ,  B@B=B,  (A » B ) » A  = B » ( A  •  B) 

Poslednje tri jednakosti se lako proveravaju, nešto je teže proveriti prvu. Medju- 
tim, i ona je ispunjena.

Na osnovu stava o rešavajućoj stmkturi izrazi a, b, a- b, b- a, (a ■ b) ■ a su me- 
djusobno neekvivalentni. Otuda tražena slobodna stmktura ima ove delove:

Skup—nosilacje (Cfl, Cb , Ca _b , Cb , a, C(a_b ). fl},

Odgovarajući za a, b, su C^ Cb po redu, a operacija • je odredjena navedenom 
tablicom

® Ca Cb Ca ■ b Cb ■ a C(a b). a

Ca Ca Ca- b Ca - b C(a■ b) a C(a b)- a

Cb Cb- a Cb C(a-b)■a Cb-a C(a b) a

Ca - b C(a- b)- a Ca - b C(a- b)- a C(a ■ b) a C(a b) a

Cb-a Cb- a C(a-b). a C(a-b) a C(a ■ b) a C(a b) a

C(a- b)- a C(a-b)- a C(a-b)- % C(a-b)- a C(a-b) a C(a■b)- a

Napomena l.Pretpostavimo da se prilikom proveravanja važenja jednakosti Q'\ -P 
desilo da neka jednakost nije ispunjena. Recimo, da za neke vrednosti x, y, z leva 
i desna strana asocijativnog zakona iznose D, odnosno.E’. To je znak da je jedna- 
kost b ■ a = (a ■ b) ■ a posledica jeđnakosti ^ l p  (ali da mi to nismo primetili). 
Posle takvog saznanja vršimo „skupljanje” skupa naznačenih. Naime, kao nove 
naznačene uzimamo a, b, a • b i b ■’a — dakle, „izbacujemo” izraz (a ■ b) ■ a -  
za njih pravimo novu skoro—tablicu, proveravamo važenje odgovarajućih uslova, 
itd. U vezi sa rečenim videti i naredni zadatak.

Dokaz stava o rešavajućoj struktmri. Pretpostavimo najpre da su izrazi

a, b, a ■ b, b ■ a, (a ■ b) ■ a
medjusobno neekvivalentni. Tada njihove klase CQ, Cb, ... odredjuju slobodnu^stru- 
ktum koju smo maločas podrobnije opisali, Ta stmktura je model formula J  , i- 
li, izražavajući se u sklađu sa napomenom posle zadatka 55, preslikavanje

zadovoljava zakone . Takodje su, u skladu sa opštom definicijom operacija nad 
klasama, ispunjene i ove jednakosti



§  Ca - b ~ Ca’ Cf  Cb - a - Cb ’ c *  c (a -b ). a ‘  (Ca ' Cb> 'Ca

Zamislimo sada obrazovanje skoro—tablice sa naznačenim izrazima a, b, a- b,
(a- b) ■ a. Na osnovu pretpostavke o njihovoj neekvivalentnosti zaključuje se da po- 
stoji tačno jedna skoro—tablica. Ona se može dobiti iz tablice (3), slobodnije reče- 
no, brisanjem znaka za klasu, tj. zamenjujući Cff, C ^,... redom sa a, b, ... . I reša- 
vajuća struktura S  se može direktno formirati iz slobodne strukture, koristeći se 
ovakvim zamenjivanjem (preslikavanjem)

(  Ca Cb Ca ■ b Cb ■ a C(a ■ b) ■ a •
\  A B C D E  «

Tablica rešavajuće strukture je, u stvari, izomorfna sa tablicom klasa, a navedeno 
preslikavanje je jedan izomorfizam. Otuda i rešavajuća stmktura zadovoljava zako- 
ne J  . Dalje, važenje jednakosti. (4) povlači da u rešavajućoj stmkturi važe jedna- 
kosti SP . Tako je dokazana jedna polovina stava.

Pretpostavimo sada da rešavajuća struktura J, zadovoljava zakone Q  i jedna- 
kosti jP i dokažimo da su naznačeni izrazi medjusobno neekvivalentni. Neka, su- 
protno, neka dva različita naznačena izraza t lt t2 budu medjusobno ekvivalentna, 
tj. neka važi:

(5) Q  |p  I- = t2

Izraze f1; t2 označimo i t x(a, b, ■), t2(a, b, ■) ističući tako iz čega su sagradjeni. 
Neka je

(6) t ’i = t’i, t ” = t ’2,.. .,  fj = f2
jedan dokaz iskaza (5). U tom nizu jednakosti obavimo sledeće zamenjivanje zna- 
kova

a b . .
A B a /

gde je a oznaka operacije rešavajuće strukture.Na osnovu pretpostavke da ^  zado- 
voljava zakone Q  zaključujemo da se dokaz (6) prevodi u dokaz ovog iskaza.

(7) U rešavajućoj strukturi važi jednakost tx(A ,B , • )  = t2(A, B»).

Najzad, koristeći se jednakostima (P dobijena jednakost se prevodi najednakost 
neka dva inače različita elementa stmkture ^  — što je kontradikcija. Recimo, u- 
koliko bi f1( t2 bili redom a ■ b i (a ■ b) ■ a, tada bi jednakost tx(A, B,• )  = t2(A, 
B,*) glasila^l *B = (A • B )* A  odnosno C = E  (ukoliko se upotrebe i jednakosti 
Q  ). Dobijenom kontradikcijom završava se i dokaz preostale polovine stava.

Napomena 2. I u opštem slučaju važi odgovarajući stav o rešavajućoj stmkturi.Ne- 
ka je, naime, Q  skup nekih algebarskih zakona, T dati skup i A  unija skupa T i



skupa znakova konstanata učestvujućih u Q' (videti primedbu uz zadatak 60). Pre- 
thodno, u vezi sa ekvivalentnošću ~  izraza, objašnjavamo kad neki skup izraza nazi- 
vamo skupom naznačenih izraza. Skup M  izvesnih izraza (članova skupa T) naziva- 
mo skupom naznačenih izraza ukoliko su ispunjena ova dva uslova:

(i) Za ma koji t E T  postoji najmanje jedan m GM, tako da t  ~  m.
(ii) A ko  m E M, onda skupu M  pripadaju i svi oni članovi skupa A  koji su podiz- 
razi za m. Na primer, ako je m izraz a ☆  b, gde su a, b iz A, tada i a i b treba da bu- 
du članovi skupa M.

Šta je skoro—tablica nad M? To je ma koji skup jednakosti oblika 

( * )  f i h ,  h,  ..., t j  =  f

gde je /  operacijski znak dužine n—jedan od znakova iz Q  , i gde su t x, t2, 
t članovi skupaM uz ovaj uslov:

Za svaki operacijski zn ak / i za sve t u t2, ■■■, fn iz M  tačno jedna jednakost obli- 
ka (*) je prisutna u c5 i uz to tx, t2, ..., tn, t su u ovoj vezi

f ( t i , t2, .... t j  ~ t

tj. jednakost (*) je jedna od posledica formula
U vezi sa nekom skoro—tablicom cS uvodi se pojam rešavajuće strukture (-$ .

Svakom članu m & M  dodelimo po jedan nov član, recimo u oznaci m. Tada ti
„zamenjenici” m grade skupovni deo rešavajuće strukture . Svakom operacijskom
zn ak u /iz  Q  dođeljujemo po jednu operaciju /  skupa rukovodeći se ovom de-
finicijom: Ukoliko jednakost (*) pripada S ,  tada

— _  _  def _
f f t i, t2, .... t j  == t

Najzad, znacima.konstanata iz 'J' dodeljujemo odgovarajuće elemente iz J j kao nu- 
lame operacije stmkture ^  . Naime, neka je c neki znak konstante iz ' J  i neka 
c ~  m, gde m G M. Tada znaku c dodeljujemo m, kao odgovarajuću nularnu opera- 
ciju skupa S.

Važi sledeći stav o rešavajućoj strukturi:
Članovi skupa M  su medjusobno neekvivalentni ako i samo ako rešavajuća stmk- 

tura Jj zadovoljava zakone Q  i „pamti poreklo svojih članova” .1̂

znači da se u vezi sa svakim složenim izrazom članom skupa M (onim koji ima bar jedan 
operacijski znak), zahteva važenje odredjene jednakosti u ci . Neka je, naime, m £ M u č i -  
joj izgradnji učestvuju operacijski znaci f  i, % , .... f  i članovi aj, a2 , ..., a^skupa A što će- 
mo i ovako zapisati

m je t (a l5 8 2 , am ; h  , f2 . f s)

Tada se zahteva da u J  važi jednakost _  _  _
m = t f f i .a j ,  .... a fi ,  f2 , - , U

Recimo ako bi m bio izraz a 2 *  (â  o f(a3)) gde a1; a2 , a3 G A, *  i ° su operacijski znaci 
duiine dva a f operacijski znak dužine jedan, tada se radi o jednakosti 

m = a2 *  (a2 ° T (a3 ))



64. Odrediti slobodnu algebru zakona
x  x = x , (x ■ y) ■ z =x ■ (y ■ z), (a ■ b) • a = b • (a ■ b)

(x, y, z promenljive; a, b znaci konstanata)

nad skupom T = { a, b} .

Uputstvo. Najpre se lako zaključuje da je svaki izraz t, član skupa 9  (izražavanje 
u skladu sa primedbom zađatka 60),-ekvivalentan sa jednim od izraza 

a, ab, aba, abab,..., b, ba, bab, baba, ...

gde aba stoji umesto (a ■ b) ■ a i slično. Koristeći se dalje jednakošću aba = bab 
zaključujemo da je svaki izraz ekvivalentan sa jednim od ovih1) 

a,b, ab, ba, aba

pa se problem svodi na ispitivanje ekvivalentnosti tih izraza. Radi tog ispitivanja do- 
bijene izraze nazivamo naznačeni i u vezi sa njima obrazujmo neku skoro—tablicu. 
Nije teško doći do ove skoro-tablice :

1
1 a b ab ba aba

a I a ab ab aba aba
b ; ba b aba ba aba

ab i aba ab ab aba aba
ba i ba aba aba ba aba

aba aba aba aba aba aba

Recimo: ba ■ ab ~baab ~  bab ~  aba, pa smo stoga u preseku vrste člana ba i 
stupca člana ba stavili aba. U narednom koraku obrazujemo odgovarajuću rešava- 
juću stmkturu. Neka njeni članovi budu A, B, C, D, E, redom kao „zamenjenici” 
izraza a, b, ab, ba, aba. Tada.4, B su nulame operacije stmkture .J> , a operaci- 
ja»  , koja odgovara operacijskom znaku • odredjena je tablicom

•  1 A B C D E

A C C E E
B D B E D E
C E C C E E
D D E E D E
E E E E E E

Ostaje da se ispita da li stmktura J, , odnosno preslikavanje

^Recimo:
abab ~  (aba)b ^  babb ~  bab ~  aba 
baba ~  (bab)a ~  abaa ~a b a  i sl.



zadovoljava jednakosti O ', kao i jednakosti „porekla” :

C = A®B, D = B @A, E = (A ® B )® A

U ovom slučaju, što se lako proverava, A) zadovoljava i jednakosti „porelda” , kao 
i zakone x  - x = x , (a- b) ■ a = b- (a- hA_Medjutim, proveravanjem zakona (x- y ) - z  
=x ■ (y- z) uvidja se da on ne važi u c). Recimo, zamenjujući x, y, z redom sa A, 
B, C na levoj strani se dobija iznos (A® B)® C, tj. C, a na desnoj A  ® (B ® C) odno- 
sno E, a C i E  su dva različita člana skupa <_$ . Dakle, jednakost

(*) (A® B) ® C = A® (B ®C)

ne važi u Jj . Zaključak: medju naznačenim ima i ekvivalentnih. Kako ih pronaći? 
Zamerrjujući u jednakosti (*) umesto A, B, C, ® redom a, b, a-b, ■ dobijamo ovu jed- 
nakost

(**) (a- b)- (a- b )= a- (b- (a- b))

To je jednakost asocijativnog vida, pa, dakle, jeste posledica formula ^lp>  odnosno 
termi (a ■ b) ■ (a ■ b) ia  ■ (b- (a ■ b)) su medjusobno ekvivalentni. Dakle:

(ab)(ab) ~  a(b(ab)),

odakle koristeći jednakosti skoro—tablica c$ dobijamo 
ab~a(aba) (Jer b(ab) ~  aba)

~  aba
pa su znači ab i aba medjusobno1) ekvivalentni. Umesto starog skupa naznačenih 
sada možemo uzeti ovaj

{a, b, ab, ba}
Medjutim, nije teško zaključiti da su i ab i ba takodje ekvivalentni. Evo jednog do- 
kaza:

a b ~  ab ■ ab ~  aba ■ b ~  bab ■ a ~  ba ■ ba ~  ba
Dakle, prema sadašnjem rasudjivanju, svaki član t skupa T  ekvivalentan je sa jedmm 
od ovih izraza

a, b, ab
Sada kao skup naznačenih uzimamo:

M = {a, b, ab}

Odgovarajuća skoro—tablica izgleda

^Primetite da izrazima ab, aba odgovaraju zamenjenici C i E — maločas pojavljenL



i a b ab9
a 1 a ab ab
b 1 ab b ab

ab i ab ab ab

U ovom slučaju nije teško ustanoviti da odnosna rešavajuća stmktura zadovoljava 
zakone Q  i jednakosti porekla (u stvari, jednu takvu jednakost C =A * B). Za- 
vršni zaMjučak:

Elementi tražene slobodne strukture su Ca , C^, CQ njene nularne operacije 
(odgovarajuće znacimaa, b) su Ca , C^, a operacija« je odredjena tablicom sličnom 
sa na kraju navedenom tablicom izraza a, b, ab.

65. Opisati slobođnu algebru zakona Q  nad skupom T u slučajevima

(0 ^  = ( fx - y ) -  z = x -  (y- z), a -a= a , b . b  = b } , T  = <t>
00 Q  = { fx -y ) .  z = x - ( y .  z), a - x = x } ,  T = {a, b}
(iii) Q  = { ( x - y j - z = x - ( y  ■ z), x - x = x } ,  T = {a, b, c}
(iv) Q  = {(x-y) ■ z = x - (y  ■ z), x  ■ y  = y  ■ x, a ■ a = a, ( b - b ) - b = b }  T = 4>

(a, b su znaci konstanata)

66. Opisati slobodnu algebra zakona
(a -a )-a = a , a -(a -a )= a , (a ■ a) • (a ■ a) = a- a (a je znak konstante)

nad r=  0.

67. Opisati slobodnu semigrapu (tj. slobodnu algebra zakona (x ■ y) ■ z = x  ■ (y ■ z)) 
nad skupom T:

0) (a )  (ii) {a^b} (iii) ma koji skup.

68. Opisati slobodnu algfebru zakona

x + 0 = x ,  x + ( - x ) = 0 ,  x  + (y+ z) = (x + y )+ z
(0 je znak konstante, — je operacijski znak dužine jedan, a + operacijski znak duži- 
ne dva),
tj. slobodnu grapu nad skupom T:

0) {a}, (ii) 0 , (iii) {a, b}.

69. Opisati slobodnu komutativnu grapu nad skupom T:

(0 { ^ } , ' (ii) 0 ,  (iii) {a ,b}.

70. Opisati slobodnu algebru zakona x  ■ x  = x  ■ x  nad skupom T = {a, b, c}.

Napomena. Slobodna algebra iz prethodnog zadatka može se dobiti i polazeći 
o d Q  = 0 , ali uz dogovor da se skup operacijskih znakova sastoji iz jednog člana; 
iz • .

71. Stav potpunosti jednakosne logike. Neka je C skup nekih znakova konstanata, a



0  skup operacijskih znakova. Neka je, dalje, t\ = I2jednakosna formula na jeziku 
CU 0, a Q' skup izvesnih takvih formula. Dokazati ekvivalenciju:

Q  \= = f2 akko l - t i  = f2

tj. formula tx = f2 je tačna na svim (normalnim)modelima skupa Q  ako i samo 
ako formula t x = f2je (sintaktička) posledicaskupa Q . Posebno, akoje Q  = 9>ima- 
mo ekvivalenciju

t ^ f r f f j  akdco \- t x = t2
Uputstvo. Jedan deo ekvivalencije:

Ako Q  tx = t2, onda Q  != fj = t2
je sasvim jednostavan — dokaz neposredan. Medjutim, obrat se đokazuje složenije. 
Pretpostavimo, naime, da važi U? 1= ti = t2. Uočimo1)

r  = ( t i . t* t„. -  )
1 označimo sa <S odgovarajući slobodan model skupa formula Q . Formula t x = t2 
je na osnovu pretpostavke, tačna u tom modelu. Neka su , x^,..., x k sve promen- 
ljive koje učestvuju u formuli t x = t2, koju ćemo i ovako označiti

h f a ......\ )  = t2 (x i , . . . ,x k j
Za vrednosti promenljivih uzmimo redom 

C^ , CvT i Tk
Znači jednakost

t i(C y v ..., = t2 (C j^ ,..., Cn J

je tačna u strukturi Q .  Na osnovu defmicije operacija sa klasama prethodnajedna- 
kost je prevodiva na oblik

Cfi(Ti, Tk} = Ct / T i , - . T k/
odakle zaključujemo
(*) Q l r  I- U(Ti, 7kJ = t2(y u  ..., ykJ,
na osnovu definicije slobodne strukture (videti primedbu zadatka 60) — gde je fskup  
svih izraza sagradjenih pomoću članova skupa CU r  kao znakova konstanata i opera- 
cijskih znakova O. Zamislimo neki dokaz iskaza(*) i u tom dokazu svuda znake T i,
T2,..., redom zarnenimo znacima Xi ,x^,..., Nije teiko zaključiti da se tako do- 
bija dokaz ovog iskaza

Q  1- t x( x i, .... Xy.) = t2(xj ,..., x kJ
Time se završava dokaz stava potpunosti (odnosno njegovog II oblika). U stvari, ako 
se u prethodnom rasudjivanju uzme Q =  <j>, ali za F opet izabere ( t i, T2, — ,Tn> } 
tada se opet dolazi do jedne strukture c5 (videti prethodni zađatak), pa nastavljanjem 
rasudjivanja poput već izloženog na kraju se dobija dokaz i prvog oblika stava potpu- 

nosti.

*}pretpostavljamo da su C, O i f  medjusobno disjunktivni skupovi.



XIV BULOVE ALGEBRE

♦ Bulova algebra1) 2  = (B, u , r\s ’ , 0, 1) je algebarska struktura sa binarnim opera- 
cijama u  , n  , unamom operacijom ’ i konstantama 0,1. Aksiome Bulove algebre su 
formule

X u  X = X X n ' X = X
X u  y = y  u  x X r ' y = y n X

(x \j y)\j  z ■= X yj (y u z) (x n  y ) n  z = X n (y r, z)
x  \j (x  n y)'-- X Xn ( x  \j y) =  X

x \j (y n z) - c0ll (x \j z) X n (y u z) = (X n y)  u (x
X\j 0 =; X n: 0 = 0
X\j 1 = X n 1 ■■= X
X\JX'= 1 X n X =-■o

♦ Značajniji primeri Bulovih algebri su:

(i) { T , 1} — algebra u odnosu na operacije v  , a  , ~l uvedene istinitosnim tabli- 
cama. Pri tom ulogu konstanata 0,1 imaju redom 1, T .
( ii)  Skup svih iskaznih formula (obrazovanih od izvesnih iskaznih slova) u odnosu 
na logičke operacije v  , A , “ I. Ulogu konstanata 0,1 igraju proizvoljna kontradik- 
cija, odnosno tautologija. Pri tome se relacija ekv tumači kao jednakost. To je tzv. 
Lindenbaumova algebra2) .
( i i i)  Skupovna algebra koju čine partitativan skup 3/3 (S) izvesnog skupa S u odno- 
su na operacije U , n  , ’ — unija, presek i komplement (u odnosu na S).
♦ Podskup F  Bulove algebre 2> koji zadovoljava uslove
( i)  l e F ,
( ii)  x,y E F = * x n y £ F
( iii)  r 6 p A 7  6 5 = > r u _ F S  F (x,y su proizvoljni elementi iz B — skupov-

nog dela Bulove algebre 73 )
naziva se filter.

‘)n:azvana po imenu Georgea Boolea (1 8 1 5 -1 8 6 4 ).

trože, ta se algebra uvodi kao količnička struktura algebre iskaznih formula u odnosu na re- 
laciju e k v. Njeni elementi su, dakle, kiase medjusobno ekvivalentnih formula.



♦ Filter F  je ultrafilter, ukoliko je on pravi filter (tj. ukoliko F  f  B) i još je maksi- 
malan (u odnosu na relaciju c  ). Uslov maksimalnosti, u stvari, znači da ne postcji 
neki drugi pravi filter G različit od F  za koji vredi F  C G.

ZADACI

1. Dokazati da iz ovih zakona Bulove algebre

x  u y  =  y  u  x, x  u  (y n  x)  =  x, (x u  y)  u  z =  x  O (y u  z),
X  n  y  =  y  r \  x , X  n  ( y  u  x )  =  X , ( x  n  y )  n  z  =  x  n  ( y  n z ) ,

X n  (y u  z)  =  (x n  y)  u  (x n  z)  

proizilazi distributivni zakon:
X V (y n  z)  =  (x  u  y) n  (x  u  z)

Rešenje. Jedan dokaz, zdesna nalevo, glasi:
(x w y)  n  (x  u  z)  =  ((x \j y)  n  x) V  «X  u  y) n  z)

(Primena pretpostavljenog distributivnog zakona)
=  x  u  ((x u  y )  n  z)

(Na osnovu komutativnih zakona x  n y=y n x, x  u y=y u  .r 
i zakona apsorpcije x  n  ( x  v  y )  = x)

= X u  ((x n  z) u  (y n  z))
(Još jedanput primena pretpostavljenog distributivnog zako- 
na, kao i komutativnog zakona z a n )

= (x u  (x n  z)) v  (y n  z)
(Na osnovu asocijativnosti operacije u  )

= x  \j  (y n z)
(Prema zakonu apsorpcije u prema n  , i komutativnom za- 
konu za n  )

Dakle: (x u y )  n  (x  u z) = x  u ( y  n  z)

2. Dokazati da iz zakona:
X  yj X=X , X  u (y n  z)=(x  u y) n  (x u z), X  jy = y  X, X n  y=y n  X , x n ( y \ j  x)=x 

proizlazi zakon:
x  u (y n  x) =  x

3. Dokazati da u Bulovoj algebri vredi ovakav zakon skraćivanja
x u z = y u Z A x n z  =  y  n  z  => x  =y  

Rešenje. Jedan dokaz je ovaj niz koraka
(1) x  u z = y  u z  (Pretpostavka)
(2) x  n  z = y  n  z (Pretpostavka)
(3) ( xu  z ) n  z ’= (y  u z ) n  z ’ (Iz (1) „sečenjem” sa z’)



(4) x  n  z ’ = y  n  z ’

(5) (x z) u (x n z ’)=(y ^ z )  u fy  r .z ’)
(6) x  o (z u z ’) = y  n '(z  u z ’)

(7) x=>;
Kraj dokaza.

(Iz (3) primenom zakona:
(x u y )  n  z=fx n z) kj (y n z), 
x  n x ’ = 0, x  li 0 = x  ) 
(Uniranjem jeđnakosti (2) i (4)) 
(Primena distributivnog zakona n 
prema u )
(Jer: z u z ’ = 7 , x n i = x )

4. Prema aksiomama Bulove algebre vredi:
Ako y  = x \  onda x  u  7 = 1, x r ,y  = 0 

Dokazati da vredi i obratna implikacija
Ako x  v  y  = 1, x  n  y  = 0, onda y  = x ’

ili, drugim rečima, dokazati da je za svaki x (element Bulove algebre) njegov kom- 
plement x ’ jedinstven.

Rešenje. Dokaz jedinstveno.sti sledi na osnovu ovog implikacijskog lanca.

x  u  y  = 1, x  n y  = 0 povlači (x u y) n x ’ = 1 n x ’, (x n  y) u x ’ = 0 u x ’
(Prva jednakost je presečena a druga unirana sa x ’) 

povlači x ’n  y  = x ’ , x ’ u  y  = x ’
(Korišćenjem aksioma Bulove algrebre) 

povlači x ’ n  y  = x ’ n  x ’, x ’ u ^ = x ’ u x ’
(Primena zakona idempotencije) 

povlači y  = x ’
(Skraćivanjem sa x ’, prema prethodnom zadatku)

5. Dokazati da iz aksioma Bulove algebre proizlazi jednakost x ”=x (tj. (x ’) ’=x).

6. U Bulovoj algebri vredi ekvivalencija x =y  <=>x ’ = y ’. Dokazati.
7. Dokazati da u Bulovoj algebri vrede De Morganovi zakoni:

(x  u  y ) ’ = x ’ n  y ’, (x n y ) ’ = x ’ u  y ’

Uputstvo. Za dokaz, recimo, prve jednakosti dostaje izvesti (videti zadatak 4):
(x u y) u (x ’ n  y ’) = 1, (x u  y) n  ( x ’n  _y’) = 0

8. Pomoću osnovnih operacija Bulove algebre definišemo dve nove operacije ozna-
čene sa -»•, :

x  -*■ y  = x ’ u  y, x  +-*■ y$ = £ (x’ u y)  n  (y ‘ u x)
Dokazati jednakosti:

a)  x-*x= l, x-> (y=>x)=l, x-+ (y nz)=(x^- y )  n(x~* z), 0 -* -x= l, x -* l= l,
b )  x-<-^y=(x-* y)n (y~ *  x), x<—> 7=(x’njg’) u  (x n y ) , x  x=l, x+-+0=x,x-*-+l=x
9. Dokazati da u Bulovoj algebri vredi ekvivalencija

x  = y  akko x ■*—*■ y  = 1



Rešenje. Dokaz izvodimo u dva smera. Pretpostavimo, najpre, da jeste x=y: Tada: 

x  y  = X X = (x ’ V X) r\ (x ’ x) = 1 n  j  = 1 

Dakle: Ako x=y, onda x  +=+ y  = 1.
Dokaz obratne implikacije izgleda: 

x  +—*■ y  = 1 povlači (x ’ u y) n ( y ‘ u x) = 1 
(Definicija operacije <—>■)

povlači (x ’ n y  ’) u  (x ’ n x) u (y  n vV  \j (y n x) = 1
(Višestruka primena distributivnog zakona n prema u ) 

povlači (x ‘ n y ’) \j (y r\ x) = 1
(Jer x ’ n  x  = 0, 0 u  x  = x)

povlači f(x ’ n  y ’) kj (x n y)) n x  = 1 n x, n j ’) u n 7 )) n y=l n  y  
(Prethodna jednakost je „presečena” sa x, odnosno sa v) 

povlači x  n y  = x, X n  y  = y
(Na osnovu distributivnog zakona n prema u , kao i: 
x n x ’ =0, X \j 0 = x, 1 n x = x)  

povlači x  = y
(Na osnovu simetrije i tranzitivnosti jednakosti)

Dakle: .kko x*-+ y  = 1, onda x  =y. Kraj đokaza.
10. Obrazovati skupovnu Bulovu algebru odredjenu skupom S = {12  } .

Rešenje. Elementi te algebre su svi podskupovi odS , odnosno:

(*) <P, { 1 } , {2 } , { 1 ,2 }
dok tablice skupONTiih operacija unije, preseka, komplementa (u odnosu n a 5 )  izgle- 
daju

u <t> {1} {2} {1,2}

0 0 {1} {2} {1 2 }

{/} {1} {1} {1,2} {1 2 }

{2} {2} {1,2} {2} {1 2 }
{1,2} {1,2} {1,2} {1,2} {1 2 }

n 0 { ;} {2 } {1,2 } ' >

0 0 0 0 0 0 {1 2 }
{1 } 0 {1 } 0 lD  ' {1 } {2 }
{2 } 0 0 {2 } {2 } {2 } {1 }

{1 ,2 } 0 {1 } {2 } {1 2 } {1,2 } 0



Skupovni identiteti koji odgovaiaju aksiomama Bulove algebre vrede za pro- 

izvoljne skupove, pa samim tim i za uočena posebna četiri skupa (*).

11. Neka je m = p xp2— pk prirtjdan broj čiji su prosti činioci p x, p2, ■■■ Pk svi 
medjusobno različiti, i neka je 5  skup svih činilaca brojam. Dokazati daje B Bulo- 
va algebra u odnosu na operacije u  , n  , ’ i konstante1) 0,1 ovako uvedene:

x  u  y  je NZS (x,y), ' x  n y  je NZD (x,y), x ’ je m : x,
0 je broj 1, 1 je broj m

Recimo, ako m = 42 (tj. m = 2 ■ 3 • 7), onda:

B = {1 ,2 , 3, 7 ,2 -3 ,2 -7 , 3 -7 ,2 -  3- 7} = {1,2, 3 ,7, 6, 14, 21, 42}
12. Uočimo sve iskazne formule obrazcvane od slova p, q i relaciju ekv. Obrazovati 
odgovarajuću Lindenbaum—ovu algebru.
Rešenje. Postoji ukupno šesnaest2) medjusobno različitih (različitih u smislu rela-' 
cije ekv. tj. medjusobno neekvivalentnih) iskaznih formula, i to su recimo (u ka- 
nonskom rastavnom obliku):

i  (tj. PP’), pq, p ’q, pq’, p ’q ’, pq+p’q, pq+pq’, pq+p’q ’, p ’q+pq’, p ’q+P’q ’, 
pq’+p’q \ pq+p’q+pq’ , pq+p’q+p’q ’, pq+pq’+p’q ’, p ’q+pq’+p’q ’, 
pq+p’q+pq’+p’q ’ (tj. t ))
(Logičke znake a , v  , 1  zamenili smo redom sa •, +, ’).

13. Dokazati da skup svih podskupova X  skupa prirodnih brojeva N  koji imaju 
svojstvo:

ili je X  konačan ili je njegov komplement X ’ konačan 
čini Bulovu algebru u odnosu na operacije U , n , ’ (komplement se uzima u odno- 
su naAO, i konstante <j>, N  (rp je 0, N  je 1).
14. Mreža (jedno uopštenje Bulove algebre) je algebarska s tru k tu ra - /^  (M, u ,  n )  

sa dvema binamim operacijama u  , n  i aksiomama:
x  u  x  =  x  x  n  x  =  x
x  u  y  = y  u  x  x  n  y  =y

(x u  y)  u  z =  jc u  (y u  z) (x n  y) n  z =  x  
X u  (x  n  y) =  x x  n  (x kj y)  =  X

To je tzv. algebarska definicija mreže.
Mreža je distributivna, ukoliko zadovoljava zakone

X KJ (y n  z)=(x o y) n  (x u  z), X n  (y u  z)=(x n  y)

n  x
n  (y n  z)

u  (x n  z)

OKonstante Bulove algebre označili smo sa 0,1 da se (u ovom primeru) ne bi mešale sa broje- 
vima 0,1.

2)lm a ih 16, jer toliko ima binamih operacija skupa (T  ,1} , a svakoj operaciji odgovara tačno 
jedna formula u kanonskom rastavnom obliku. O tome videti poglavlje VIII E k v i v a 1 e n- 
t n o s t  i s k a z n i h  f o r m u l a .



Dokazati da je skup realnih brojeva u ođnosu na operacije min, max đistributiv- 
na mreža.

Uputstvo. Zađatak se svodi na dokazivanje ovih min—max identiteta

max(x,y) = x  
max(x,y) = max(y,x) 

max(max(x,y),z) = max(x,max(y,z)) 
max(x,min(x,y)) = x  
max(x, min(y,z))=

min(max(x,y), max(x,z))

min(x,x) = x 
min(x,y) = min(y,x) 

min(ndn(x,y),z) = min(x,min(y,z)) 
min(x, max(x,y)) = x 
min(x,max(y,z) =

max(min (x,y), min(x, z))
Prva četiri identiteta slede neposredno. Dokazi preostalih izvode se svodjenjem 
na odgovarajuće tautologije kao: (p v q) v r => p v (q v r), p v (q a p)<=-p 
i sl. Pri tome se koriste ove ekvivalencije
x=y = >  ( v z)(z <  x  <=> z  <  y), z <  min(x,y) <=>z <  i a  z <  y, 

z <  max(x,y) <=> z <  x  v  z <  y  

dokazane u tački IX R azni primeri (zadaci 65, 66).

15. Dokazati da skup prirodnih brojeva u ođnosu na operacije NZD (najveći zaje- 
dnički delitelj), NZS (najmanji zajednički sadržalac) čini distributivnu mrežu. 

Uputstvo. Najpre dokazati ove ekvivalencije o prirodnim brojevima 

x = v  <=* ( V p)  ( V (&  I * <=  p k I y), 
p k I . N Z » c , j / / < = > p k \x  a  pk \y, p k \NZS(x,y) ■=> pk \x v p k Iy,

Tu je p ma koji prost broj a k  ma koji prirodan broj. Primenom tih ekvivalencija 
identiteti koje treba dokazati svode se na odgovarajuće tautologije.

16. Pomoću operacija mreže definišemo relaciju< na ovaj način 

x  <  y  akko x  u y  = y
a) Dokazati da se relacija <  može i ovako definisati: x <  y  akko x  r \y  = x

b) Dokazati da je <  relacija poretka saglasna sa operacijama u , o .
c) U odnosu na relaciju <  svaki dvočlan podskup neke mreže ima supremum i in- 
fimum.
Uputstvo. a) Dokazati ekvivalenciju: x u y  = y  akko x  n y  = x. b) Recimo je- 
dan dokaz antisimetričnosti relacije <  izgleda: Iz pretpostavki x <  y, y  < x  sledi 
x  u y  = y, x u y  = x  a odatle x  = y. c) Dokazati da vrede jednakosti 

sup(x,y) =  x  u  y, inf(x,y) =  x  n  y  

Obrazloženje, na primer, za prvu od njih izgleda ovako:
Pošto x  u  (x u y ) = x  u y , y  u (x v y ) = x  u y, to x x v  y, y  <  x u y, 
odnosno jc u y  je jedno gomje ograničenje skupa (x, 7} . Dalje, ako x  < z, ,v<z 
(odnosno x  u z=z, y  v z=z), to zaključujemo



(x  u  y )  u  z = x  u  m>-u z) = x  u  z = z,
odnosno x u 7 < z p a j e j c  u y  najmanje gomje ograničenje skupa {x, y  }. Dru- 
gim rečima, x  u y  je supremum tog skupa.
17. Nekaje <  relacija poretka Bulove algebre uvedena kao i u mreži definicijom 
(videti prethodni zadatak):

x <  y  akko x  u y  = y  
Dokazati da vrede ekvivalencije

x <  y  akko x ’ > y \  x  <  y  akko x  -+ y  =1

18. Dokazati da su za proizvoljnu relaciju poretka <  (izvesnog skupa) tačne ekviva- 
lencije1)

a > sup(x,y) <=> a>  x  a  a >  y, a <  inf(x,y) =>  a <  x  a  a <  y
19. Pored algebarske definicije (navedene u zadatku 14) mreža se može uvesti i tzv. 
relacijskom definicijom koja glasi:

Delimično uredjen sistem j?!= (M, <  ) — reladja <  je relacija poretka skupa M, 
je mreža ukoliko svaki dvočlan podskup od M ima supyemum i infimum

Dokazati da su algebarska i relacijska definicija mreže medjusobno ekvivalentne 
u ovakvom smislu:

Ako je J l  = (M, u  , n  ) mreža uvedena algebarskom definicijom, onda se mo- 
že definisati relacija< skupa M  takva da za nju budu zađovoljeni uslovi relacijske 
definicije. Slično obratno, ako je mreža J i  = (M, < )  data relacijskom definicijom, 
u skupu M  se mogu definisati operacije u  , n takve da budu zadovoljene algeba- 
rske aksiome mreže.
Uputstvo. Ukolikoje mreža_ž?/ data algebarskom definicijom,relacija <  uvodi se o- 
vako

x <  y  akko x u  y  = y
Ta je relacija relacija poretka skupa M i u odnosu na nju svaki dvočlan podskup od 
M  ima supremum i infimum (videti zadatak 16), tj. zadovoljeni su uslovi relacijske 
definicije.

U slučaju kada je, obratno,_ž?(!data relacijskom definicijom, operacije u , n 
uvode se na ovaj način

def ’ def
x u  y  == sup (x ,y ), x  n  y  =  inf(x,y)

i dokazuje se da one zadovoljavaju zakone (algebarske aksiome mreže):

To su, u stvari, uslovne ekvivalencije. One vrede uz uslov da postoji sup(x,y) odnosno 
inf(x,y).



X v  X = X
X v  y  m_y \ j  x 

(x u  y)  u  z = x u  (y u  z) 
X u  (x n y) = x

X n x  g |X  

x n y  = y  n x 
(x n y)  n  z = X n ( y  n z) 
x  n  (x v  y) = x

Zakoni iđempotencge kao i komutativni zakoni dokazuju se neposredno. Za dokaz 
ostalih jednakosti podesno je koristiti ekvivalencije

x = y  ■=■ ( V a) (a > x  <=> a > y), x = y  <=> (V a) (a <  x <=> a <  y )

a >  sup(x,y) <=> a >  x  a  a >  y, inf(x,y) <=>■ a <  Jt a  a <  y

koje vrede za proizvoljnu relaciju poretka <  (videti zadatak 18). Njihovim korišće- 
njem dokaz, recimo, asocijativnosti operacije u  , odnosno dokaz jednakosti 

sup(sup(x, y), z) =  sup(x, sup(y, z))

izgleda:
supfsupfx, y), z) =  sup(x, sup(y, z))

<=*■ ( V  a) ( a >  sup(sup(x,y), z) <==> a >  sup(x, sup(y, z)))

< =  ( V  a) ( a >  sup(x,y) a  a >  z  < = >  a >  x  A  a >  sup(y, z))

• = ■  ( V  a) ((a >  x  a  a >  y )  A  a >  z  = •  a >  x a  ( a >  y  a  a >  z)

= •  T (Na osnovu tautologije (p a  q) a  r <=> p \  (q a  r))

Primedba. Koristeći relacijsku definiciju mreže Bulova algebra se može i ovako uve- 
sti: To je distributivna mreža koja
(i) ima tzv. univerzalne granice, tj. elemente 0,1 takve da za svaki x vredi 0<x<i,
(ii) komplementarm  je, tj. za svaki element x  postoji njegov komplement — to je 
takav element y  za koji vredi inf(x,y) = 0, sup(x, y )  = 1.

To bi bila relacijska definicija Bulove algebre koja je, naravno, ekvivalentna sa 
algebarskom definicijom datom na početku ovog odeljka.

20. F ilterF  Bulove algebre B bio je ođredjen uslovima
(0 5 e  F,
(ii) x,y  G F  => x  n  y  G F,
(iii) A j ' G f i = > t u } > G f

Dokazati da se uslov (iii) može zameniti sa 

(iii’) x G F A y > x = > y G F
21. Neka je '3  skupovna algebra odredjena skupom S  = {1, 2, 3 } .
Odrediti: a) sve filtere, b) sve ultrafiltere te algebre.

Odgovor. a) Kako B = [<p, {1 } , {2 } , {5} , {1,2} ,{1,3}, {2,3} , S  }, to su fil- 
tri:

{5}, (5, {1,2}}, {S, {1,3}}, (5 , {2,3}},

{S, {1,2}, {2 ,3}, {2}}, {S, {1,2}, {1,3}, {i}} 

{S> {1,3} , {2 ,3}, {3 }} ,B



22. Dokazati: Filter F  je pravi filter Bulove algebre "3 ako i samo ako ne posto- 
ji nijedan element x  takav da i x i x ’ pripadaju F.
Rešenje. Ako F  jeste pravi filter, i ako za neki jc (iz B ) vredi: x q E F, xQ E F, 
onda xQ n x ’o tj. 0 pripada F. Odatle zaključujemo da svaki element x  \zB  pripa- 
da F  (jer x >  0 -  videti zadatak 20), tj. da F  = B. Suprotno sa pretpostavkom da 
je F  pravi filter. Dokaz obratne implikacije, odnosno njene kontrapozicije:

Ako F  nije pravi filter, tj. ako F  = B, onda postoji element x  takav 'da i x  i x ’ 
pripadaju F

sleđi neposredno (postojeći x  je proizvoljan element iz B).

23. Dokazati da za pravi filter F  Bulove algebre 'li vredi ekvivalencija
F  je ultrafilter akko F  zadovoljava uslov (U) : (  V x  G B) (ili x E F  ili x ’ E F).

Dokaz. A k o : Pretpostavimo da je uslov (U) ispunjen i da F  nije maksimalani 
filter, odnosno da postoji neki pravifilter G takav da: F  C G, F  f  G ■ Tada posto- 
ji element x q za koji: xQ fiF, x q G G. Koristeći (U) zaključujemo x ’Q G F, od- 
nosno x Q G G. Pošto x q E G, x q E G, to, prema prethodnom zadatku, G nije pra- 
vi filter. Kontradikcija sa pretpostavkom.
Samo ako: Dokazujemo kontrapoziciju odgovarajuće implikacije, tj.

Ako nije (U), onda F  nije ultrafilter.
Pretpostavimo, stoga, da uslov (U) nije ispunjen. Tada mogu nastupiti dva sluča-
ja
(i) Za neki x Q vredi: xQ E F, x ’0 E F,

(ii) Za neki x q vredi: xQ $  F, x)E F .

Prvi slučaj je u suprotnosti sa pretpostavkom da je F  pravi filter. U drugom sluča- 
ju uočavamo skup:

G= { fx Q + x\ f  EF , x  E B }  (operadje n  , u označene su redom sa ■, +). Taj skup 
jeste filter. Obrazoloženje: Neka su f x Q + x, gxQ + y  dva elementa iz G, tada 
(fx0 +x)(gxQ + y ) =fgxQ + fyxQ +gxxQ + xy = (fg+fy+gx)xQ+xy, te njihov presek 
takodje pripada G. Shčno, unija elementa iz G sa elementom iz B je član skupa G.

Dalje, neposredno se proverava da F  C  G (jer /  =  f x o + f )  i da F f  G (jer xq$F, 
x 0 e  G, pošto xQ = lx Q + 0  ).

Preostaje još da se dokaže da je G pravi filter, tj. da je G f B .  Naime, jedan ele- 
ment koji ne pripada G je baš x ’o, jer bi iz pretpostavke x ’o E G sledilo:



x ’Q = fx Q + x  (za neki x  iz B i neki /  iz F)

odakle se uniranjem obeju strana jednakosti sa x ’ dobija:

* o  = f + (x + x ’o>
što bi značilo da x'Q EF. Kontradikcija sa pretpostavkom u slučaju (ii).

Na osnovu dokazanih činjenica zaključujemo da F  nije maksimalni pravi filter, 
tj. da F  nije ultrafilter. Kraj dokaza.

24. Neka je 3  algebra podskupova skupa prirodnih brojevaTV, a F  skup svih onih 
podskupova od N  čiji su komplementi konačni. Dokazati da je F  filter. Da li je to 
ultrafilter?

Rešenje. Komplement skupa N  (a to je konstanta 1 uočene Bulove algebre) je pra- 
zan, dakle konačan skup. Znači N  GF. Dalje, ako X, Y  €  F  — što znači da su ko- 
mplementi X ’, Y ’ konačni — onda I f i  Y  G F, jer ( I H  Y )’ = X ’U Y ’ je konačan 
kao unija konačnih skupova. Najzad, ako X  S F, Y E B, onda pošto je skup 
(X  U Y )’ = X ’ n  Y ’ konačan (kao presek skupa Y ’ sa konačnim skupom A”), to i 
I  U Y  G F. Zaključak je da F  jeste filter.

Medjutim.f7 nije ultrafilter, jer bi to prema pretho.dnom zađatku značilo da za 
svaki podskup X  skupa prirodnih brojeva vredi:

ili je X  konačan ili je njegov komplement X ’ konačan 
što nije tačno. Primer skupa za koji taj uslov nije ispunjen je2?V—skup svih pamih 
brojeva.
25. Odrediti sve filtre i ultrafiltre Bulove algebre 

a) činilaca od 42, b)činilaca od 3003
uvedene u zadatku 11.
26. Neka je F  ultrafilter Bulove algebre 3  i F 'podskup odB uveden na oraj način 

F ’* ^ { f ’\ f E F }

Dokazati: (i) F  n  F ’ = <p, (ii) F  U F ’ = B.
27. Relacija =  (mod F) Bulove algebre čt> uvodi se na ovaj način

x = y  (modF) akko x< r-+y& F (F je neki filter)

Dokazati da je =  (mod F) kongmencija algebre 3 .
Uputstvo. Treba dokazati da je = (mod F) relacija ekvivalencije saglasna sa opera- 
cijama n  , u  , ’ :

X  =  X (m od F ), X = .V ( m o d F ) = > .V =  X (m o d F )

X  =  y(mod F ) A y =  Z(mod F) => X =  Z(mod F ) ,  X  =_V(mod F ) =>X’= v ’(mod F )

X  =  _v(mod F ) = ' X \ J Z  =  y \ J Z (m od F ), X  = X (m o d  F ) =>XnZ =  v o z ( m o d  F )

28. Neka je 2algebra podskupova skupa {1, 2, J } i  F  filter {{1,2} ,{1,2,3}}. Šta 
su klase ekvivalencije u odnosu na relaciju =  (mod F) ?



Odgovor. {{1,2}, {1,2,3}}, {{ /} , {1,3}} , {{2},. {2,3}}, {<P,{3}}.

29. Uočimo kongruenciju =  (mod F) Bulove algebre 2  u odnosu na filter F  defi- 
nisanu u zadatku 27. Dokazati da su klase ekvivalencije skupovi oblika F  -«-> x, gde

def
F  x  =  {f <—> x\ f  G F  } je iz B)

30. Neka je F  ultrafilter Bulove algebre 2  . Koliko ima klasa ekvivalencije u od- 
nosu na relaciju =  (mod F )?
Odgovor. Ima ih dve, i to su F  i F ’, gde F ' = j / ’ l/C: F } .

31. Neka je ~  kongruencija Bulove algebre 2  . Dokazati da za neki filter F  te al- 
gebre važi ekvivalencija

x ~~ y  akko x  <—»■ y G F  (za sve x,y E B)

32. U vezi sa skupom izvesnih iskaznih formula Q  uočimo skup Con Q  koga či- 
ne sve semantičke posledice iz {7 . Dokazati da je Con (7 filter u odgovarajućoj 
Lindenbaumovoj algebri.

Rešenje. Dokazujemo da su sva tri uslova iz definicije filtra ispimjena.
(i) Proizvoljna tautologija očigledno pripada Con 2  .
(ii) Ako su formule A ,  B iz Con Q , tj. ako Q  I =A, Q  1= B, onda neposredno 
zaključujerro da vredi i Q  \= A  a  B, odnosno A  A  B takodje pripada Con Q' .
(iii) Ako Q  i =A i B je proizvoljna iskazna formula, tada i ~7 \= A v  B, jer je fo- 
rmulaA => A  v  B tautologija.

33. Neka je 2  neka Lindenbaumova algebra i r/njen podskup. Dokazati ekvivalen- 
ciju:

{7 je filter ako i samo ako Con J  = j
34. Uočimo Lindenbaumovu algebru iskaznih formula obrazovanih od slova p lt p2, 
p 3 ... , i skup

rr  r aij  = { p / a 2P2
w-3 3

P3 ,

gde su a 1; a2, a 3, ... izvesni elementi skupa {T ,i } . Dokazati da je Con 3  ultra- 
filter.

Uputstvo. Prema zadatku 33 skup Con Q : je filter.
Za dokaz da je to i ultrafilter dosta je dokazati tvrdjenje

ili j  \=A ili j  l=Uv4 (A ma koja iskazna forrmla) 
koje sledi na osnovu zadataka 72, 73 tačke VI! Iskazne formule. Tautologije.
35. U Bulovoj algebri iz prethodnog zadatka uočimo neki filter Q . Dokazati:

je ultrafilter ako i samo ako se medju njegovim elementima nalaze i formu- 
le oblika P i' , p 22 , p^3 , ... za neke a b a2, a 3, ... iz skupa { T , 1'} .

36. Neka je F podskup Bulove algebre 2  Dokazati da j eF ultrafilter akko je za sve



elemente x,y  te algebre ispunjeno

xG  F  i yG  F  akko x  n y  G F; xG  F  ili y  G F  akko x  u  y  G F  
x  £ F  akko x ’ GF; 1 E F

37. (i) Neka je J)i distributivna mreža i P(x, y, z) izraz sagradjen od promenljivih 
x, y, z  i operacijskih znakova n , u  . Dokazati da je u toj mrežiP(x, y, z) iden- 
tički jednak sa unijom nekoliko od sleđećih izraza

X, y, z, y  n z, z n x, X o  y, X n y  n z 
Recimo, važi identitet

(x u y ) n (y u  z) n (z u x) = (x n y )  u (y n z) u  (z n x)
(ii) Da li P(x, y, z) može biti identički jednak sa dve takve unije?
38. (i) Neka je B Bulova algebra i P(x,y) izraz sagradjen od promenljivih y  i ope- 
racijskih znakova n , u  , ’ . Dokazati da Je u toj algebri P(x,y) identički jednak sa 
nekim izrazom obhka

(A n x  n  y )  u  (B n  x ’ n  y )  u  (C n  x  n y ’) u  (D n x’ n  y ’) 
gde suzl, B, C, Dčlanovi skupa { 0,1 }.

(ii) Dokazati da je P(x, y) identički jednak izrazu
(P(l,l) n x  n y )  u (P(1,0) n x  n y ’) u (P(0,1) n x ’ n y)  u (P(0,0) n x ’ n y ’)

39. Neka su F(xlt .... x  ), G(xlt ..., xn)formule oblika t x = t2, gđe su tu  t2 izra- 
zi gradjeni od promenljivih x u ..., x n i operacijskih znakova n , u  , ’ .

(i) Dokazati da je formula F/bc!, ..., x  ) identitet u svakoj Bulovoj algebri uko- 

liko je identitet u dvočlanoj Bulovoj algebri {0,1}.

(ii) Dokazati da implikacija
Ako F (x j, ..., x  ), onda G (xx......x j

važi u svakoj Bulovoj algebri ukoliko važi u đvočlanoj Bulovoj algebri {0,1}. 

Uputstvo. (i) Bez smanjenja opštosti za F  se može uzeti da je oblika 1x = 0. Dalje 
se može, recimo, koristiti, „unijski” oblik (koji je u slučaju n=2 opisan u zadatku 
38).
(ii) Dokazati da je u Bulovoj algebri \0 ,1  }implikacija oblika
(1) Ako ti(x u  .... x j  = 1, onda t 2(xx, ..., x j  = 1 
ekvivalentna sa jednakošću
(2) tx -»■ t 2 = 1
a potom koristiti tvrdjenje (i). Jedan dokaz da iz (1) sledi (2) glasi. Neka važi (1), 
tj. kad god je za neke vrednosti x lt ..., Bulove algebre {0,1} ispunjena jedna- 
kost /[ = 1, da je onda ispunjena i jednakost t2=l. Medjutim, pretpostavimo da ne 
važi (2), tj. da za neke vrednosti ..., važi različitost
(3) t x -> t2 f  1
Budući da je reč o dvočlanoj algebri iz (3) sledi 

t\ ->■ t2 = 0
a odatle t x = 1, t2 =0  (za vrednosti ■■■• x°)- Kontradikcija sa implikacijom (1).
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XV PRIRODNI BROJEVI

♦ Prirodnl brojevi
0 ,  1 , 2 ,  3 ,  4 ,  ...

predstavljaju jednu od najstarijih i najznačajnijih tvorevina Ijudskog uma. Mada o- 
ni, medju svim matematičkim pojmovima, deluju skoro najjasnije, tokom njihovog 
aksiomatskog zasnivanja iskrsle su razne poteškoće od kojih neke ni do danas nisu
prebrodjene.

♦ Takozvana e l e m e n t a m a  teo r ifa  b r o fe v a  -  označićemo je sa S, u kojoj se aksio- 
matski sredjuju svojstva osnovnih brojevnih operacija i relacija, ima za polazne poj- 
move broj n u lu  i operacije s l e d b e n ik ,  sab iran je ,  m n o ž e n j e  (sa uobičajenim oznaka-
ma 0 ,  ’, +, •). Aksiome1) su:

( 5 1 )  O f x ’
(5 2 )  x ’ = y ’ => x  = y

(5 3 ) x + 0 = x

(54) x + y ’ = ( x + y ) ’
(5 5 )  x - 0 = 0

(5 6 )  x - y ’ =  x . y  +  x

(57) 1 (0 )  a  ( V x ) ( I ( x ) = >  I ( x ’) )  => ( W x )  I ( x ) ,  gde je I ( x )  proizvoljna predikatska 
formula (I reda) na jeziku koga čine: 0, ’, + , - ,  =
(58) Aksiome jednakosti2) : x  =  x ,  x  =  y  => y  =  x ,  x = y / \ y = z = * x = z ,  x  = y  => 
x ’ = y \  x  =  y  a u  =  v  => x  + u  =  y  +  v, x  =  y  a «  =  y =» x -  u =  y  • v.

♦ Na osnovu aksiome indukcije (S7) neposredno se dokazuje ispravnost ovog pravi- 
la izvodjenja

1(0). (Vx)  ( I M - I ( x ’))
( V x ) I ( x )

♦ Iz prethodnih aksioma izvode se sva uobičajena algebarska svojstva sabiranja i 
množenja prirodnih brojeva kao:

Podrazumevamo svuda univerzalne kvantore, mada postoji i druga mogućnost, da aksiome 
budu formule (S1)—(S8) bez kvantora, ali tada dopuštamo i primenu pravila g e n e r i- 
z a c i j e: A(x) (videti prvi zadatak).

( V x) A(x)
Umesto svih pretpostavljenih svojstava jednakosti, dovoljno je uzeti, na primer, samo ova dva: 
x = y A y  = z = * x = z ,  x = y = > x ' = y ' . 0  tome videti f 39 ]



fx + y) + z - x  + (y + z) ( x - y ) ■ z = x - ( y - z )  ' 
x + y = y + x  x - y = y - x
x  + 0 = x  x - 1 = x

x  . ( y  + z) = x - y  + x - z

Pri tome izraze, O’, 0 ”, 0 m, ... označavamo redom sa, 1 ,2 ,  3 , ... i zovemo ih 
numerali ili brojke. Skup svih numerala označavamo sa N.

$ Osnovne relacije prirodnih brojeva < , > , < , | uvode se definicijama

x  < y  *== ( 3 z f  0)x + z = y , x >  y  «  y  < x ,

- d e f > ^  def
x < v < = > x < v v x = v ,  x >  v <= <  x,

x \y ( 3 z)y = x  ■ z

i dokazuje se da iz aksioma (S1)-(S8) proizlaze njihova uobičajena svojstva (vide- 
ti zadatke 20, 27).

$ Aksiome elementame teorije brojeva u skladu su sa tzv. Peanovim aksiomama 
za prirodne brojeve (nastale 1888. godine i potiču, u stvari, od Dedekinda i Pea- 
na1̂ ) koje glase:

(Pl) 0 je prirodan broj.
(P2) Za svaki prirodan broj n postoji tačno jedan prirodan broj n ’, tzv. naslednik 

za n.
(P3) 0 f  n ’, za svaki prirodan broj n.
(P4) Ako m ’ = n ’, onda m = n.
(PS) Ako je M  neki podskup skupa prirodnih brojeva koji sadrži 0 i sa svakim 
brojem n sadrži i njegovog naslednika n ’, onda M sadrži sve prirodne brojeve.

Tu teoriju označimo sa P.

♦ Primetimo da su u teoriji P prirodni brojevi, u stvari, numerali (i jedino'om), 
što iz elementarne teorije brojeva ne sledi. Naime, pored tzv. standardnog mode- 
la koji čini skup prirodnih brojeva N u odnosu na uobičajene operacije, teorija 
S ima i tzv. nestandardne2-* modele sa širim domenima.

Medju aksiomama teorije P ne nalaze se formule (S3)—(S6) koje sada pre- 
laze u definicije sabiranja i množenja. Korektnost takvih definicija dokazuje se 
korišćenjem skupovnih pojmova, što je u slučaju teorije P dozvoljeno.

Istaknimo još da je aksioma indukcije (S7) uža od odgovarajuće aksiome (P5) 
u kojoj učestvuje proizvoljan podskup prirodnih brojeva. Medjutim, ne može se 
svaki podskup prirodnih brojeva opisati predikatskim formulama I reda, a pogo- 
tovu ne na jeziku: 0, '+, - , = •
‘W h a r d  Dedckind (1 831-1916), Giuseppe Pcano (1858-1932).
2) , ,

Videti taćku XVII P o č c c i t e o r i j e  m o d e l a .



♦ Teorija S je nastaia prilagodjavanjem Peanovih aksioma na predikatski jezik I re- 
da1) koji je za matematiku najjednostavniji. Medjutim, za uzvrat se pojavljuju nestan- 
dardni modeli. Uz to, dok su svaka dva modela teorije P medjusobno izomorfna, tj. 
ta je teorija kako se to kaže, kategoričm, tako nešto ne važi za teoriju S.

Dalje, iako se mnoge činjenice o prirodnim brojevima mogu dokazati u teoriji S, 
ona ne pokriva potpuno naš početni, intuitivni pojam broja. Naime, nisu sva svojstva 
prirodnih brojeva izraziva formulama predikatskog računa J reda, pa se o takvim svoj- 
stvima i ne može govoriti da li jesu ili nisu teoreme u S. Pored toga, i kada se ograni- 
čimo na svojstva I reda (i to na jeziku 0, =), dokazuje se da postoji zatvorena
formula F  koja je tačna za prirodne brojeve, ali takva da ni F  ni ~~\F nisu teoreme teori- 
je S. Drugačije se kaže da je S nepotpuna teorija (to je tzv. Gedelova2̂ teorema nepot- 
punosti teorije S dokazana 1931. godine). Šta više, dokazano je da se S ne može nika- 
ko efektivno upotpuniti (dodavanjem novih aksioma), odnosno ona je esencijalno ne- 
potpuna.

Najzađ, kako teorija S ima model (jer mi prihvatamo da prirodni brojevi u ođnosu 
na uobičajene operacije čine jedan model za S), dosadašnji dokazi njene neprotivureč- 
nosti (Gencen3\  Gedel i dr,), tj. dokazi da se iz S ne može izvesti i neka formula 4 i 
njena negacijaU A, oslanjaju se na veoma jaka pomoćna sredstva (transfinitnu induk- 
ciju ili funkcije višeg tipa [3b] ,[53]).

♦ Pored elementarne teorije brojeva razmatra se i tzv. aritmetika II  reda. U ovoj koju 
navodimo [53], poređ brojeva pojavljuju se i skupovi što povlači da je u njoj pokriveno 
više intuitivnih svojstava prirodnih brojeva. Polazni pojmovi su,dakle,pored 0 , ’, + , - ,  
= i svojstva „biti broj”, „biti skup (izvesnih) prirodnih brq'eva” i „biti element” za ko- 
je koristimo oznake n, s ,e .  Aksiome su:

n fx jvs(x ), 1  (n(x)As(x)), n(0), n(x) '=> n(x’), a e  x  => n(a)A s(x),

Aksioma indukcije: s(x) a 0 e x A  ( 'i  a) ( n ( a ) A a e x  =>a’ e x )  => (V  a) (n(a)=>aex).  

Dalje, slede dve skupovne aksiome4)

Aksioma ekstenzionalnosti: s(x) A  s(y) a  ( V a) ( a e x < = * a e v )= > x = y

Aksioma uključivanja: (3  y) (s(y)A (V  x) (x e  y  <=* n(x)a  F(x)), gde je F  neka for- 
mula (na jeziku teorije), y  promenljiva različita od x  koja nema pojavljivanje u F.

Naredne aksiome su, u stvari, aksiome teorije S prilagodjene za slučaj aritmetike II re-
da:

}°  aksiomatskom zasnivanju uopšte.neke matematičke teorije u okviru predikatskog računa I re- 
da govori se u glavi XVIII F o r m a l n e  t e o r i j e .  Za 'sada, recimo samo toliko da su 
aksiome i teoreme takve teorije izvesne predikatske formule I reda.

^K urtGodel (1906-1978).

■^Gerhard Gentzen (1909-1945).

“̂ Videti narednu tačku.



n(x) => 0 f  x ’, rt(x) a n(y) =>: (x’ = y ’ => x =y), i slično sve ostale, osim aksiome 
indukcije, koju smo već naveli.
Najzad, da bi +, • bile operacije, dodefinisaćemo ih i za skupove aksiomama: 

s(x) => x ' = 0, s(x) a  s(y) => x  + y  = 0, s(x) A s(y) => x- y  = 0.

♦ Medjutim, istaknuti problemi i teškoće ne rešavaju se niuvođenjem aritmetike II 
reda, jer i ona ima razne nedostatke. Recimo, ni ona nije kategorična, jer pored 
standardnog^ ima, takodje i nestandardne modele.

ZADACI

1. Dokazati da iz aksioma2) (Sl) — (S8) proizlazi formula 

(*) (V  x )(x ”’ = 0 ’” =>x = 0)
Rešenje. Uočimo formule

(1) (V  x ) (x ”’ = 0 ”'=> x ” = 0 ”)
(2) (V x ) (x ” = 0 ” ^ x ’ = 0 ’)
(3) (V x) (x’ = 0 ’ ^ x  = 0)
Sve su one slučajevi aksiome (S2). Dalje, dvostrukom primenom valjane formule

( V  x) (A=> B) A (V  x)(B=> C)=>( V x ) ( A ^  C)
izvodimo

(4) (V  x ) (x ”’ = 0 ’” =>x=0)
Uopšte, često se radi dokaza formule oblika ( V x) (P => Q) dokazuje niz for- 

mula oblika
(V x) (P=> MJ, ( V x) (Mx => M ) , ( V x) (Mk_ j -> Mk), ( V x)(Mk => Q) 
pomažući se pri tome raznim „medju— formulama” M . Medjutim, obično se tada 
kvantor V ne piše, premda se podrazumeva. Tako, kraći zapis navedenog dokaza 
glasi
(1) x’”=0’” => x ”=*0” , (2) x ”=0”=> x - 0 ’, (3)x’ = 0 ’=>x=0, (4) x ’”=0’” =>x=0

^Standardni model čini skup prirodnih brojeva sa uobičajenim operacijama. Pri tome se G, n, 
s tumače kao b i t i  e l e m e n t ,  b i t i  p r i r o d a n  b r o j ,  b i t i  p o d s -  
k u p  s k u p a  p r i r o d n i h  b r o j e v a .

2)svi zadaci od 1 -o g  do 31—og, izuzev zadatka 29 , odnose se na elementamu teoriju brojeva S.



Zanimljivo je da se i takav skraćen način pisanja, uz usvajanje tzv. pravila generali-
zacife

(Gen) A(x)
( V x) A(x)

može prihvatiti kao ispravan dokaz1). Prema tom pravilu, ako u nekom dokazu u- 
čestvuje član A(x), kao nov član dokaza može se uzeti formula ( V x) (A(x)). 
Drugim rečima, ako u nekim koracima dokazivanja ne pišemo kvantor V , to mo- 
žemo „nadoknađiti” primenom pravila (Gen). Uz to, recimo još da se dokaz može 
voditi i bez korišćenja tog pravila (pišući uvek sve kvantore i dr.).

U prethodnom dokazivanju, u stvari, smo rasudjivali sa nizom implikacija 

A(x) => Bi (x), Bi (x) => Bi (x), ...

U matematici je omiljeno da se u takvom slučaju polazi od formule A (x) kao pre- 
tpostavke, pa se iz nje postupno izvode razne posledice, sve dok se ne dodje do že- 
ljene. Naravno, u takvom dokazivanju slovo x  se mora smatrati znakom konstante2), 
istina proizvoljne (recimo, radi toga se može umesto* pisati c — to je tzv. pomoć-
na ili promenljiva konstanta). Jedan takav dokaz formule (*) izgleda

(1) c’” = 0 ’” (Pretpostavka)
(2) c” = 0 ” (Iz (1) primenom aksiome (S2) )
(3) c’ = 0 ’ (Primena (S2) )
(4) c = 0 (Još jedanput (S2) )
Zaključak:

c’” = O’” => c = 0
pri čemu je c ma koja konstanta. U stvari, odatle sledi formula 

(V  x) (x ’” = 0 ’” ~ x = 0 ) .
Napomenimo još da se pri upotrebi pomoćnih konstanata u matematici često 

(,,iz nemarnosti”) za njih ne uvode nove oznake, već se zadržavaju oznake x, y, ... 
— promenljivih.

j) evo jednog takvog dokaza (1), (3), ..., (8)
(1) ( V x) (x”’ = 0 ”’ =>x” = 0 ”), (2) x”’ = 0 ”’ =>x” = 0 ” ,
(3) ( V x) (x” = 0 ” =>x’ = 0 1), (4) x” = 0 ” =>x’ = 0 ’ ,
( 5 ) ( V x ) ( x ’ = 0 ’ = » x = 0 )  (6) x’ = 0 ’ =>x = 0

Formule (1), (3), (5) su slučajevi aksiome (S2), dok (2) sleđi iz (1), (4) sledi iz (3),(6) sle- 
di iz (5) na osnovu valjane formule ( V x) A(x) => A(x). Dalje, iz (2), (4), (6) primenom 
tranzitivnosti implikadje (kao pravila) izvodimo

(7) x”’ = 0 ”’ = > x = 0  

a odatle, primenom pravila (Gen), dobijamo

(8) ( V' x) (x”’ = 0’”  =* x = 0)

2)'U protrvnom W iz A(x) slediLa ( V x) A(x).



U daljem izlaganju slično postupamo u indukcijskim dokazima.

2. Dokazati:
(*) S  1-f V X, y) (X =0  A y  =(?=> X’ + y ” = 0 ”’)

Rešenje.

Prvi način:
(1) ( V x) (x=0 => x ’=0’), slučaj aksiome ( V x,y) (x=y => x ’ = y ’)

(2) fV  y) (y = 0 => y ’ = O’)
(3) (V y ) (y ’ = 0 ’ =>y" = 0 ”)
(4) ( v  y) (y = 0 => y ” = 0 ”), iz (2) i (3) primenom valjane formule 

(V x) (A B) a  ( V x ) (B => C)=> ( V x ) (A => C)
(5) ( V x,y) ( ( x = 0 ~ x ’ = O’) A (y = 0 ~  y ” = 0 ”), iz (1) i (4) primenom valja-

ne formule ( V x) A (x) a  B ~  ( V x) (A(x) a  B) -  x  nije slobodna u B

(6) ( V x, y ) (x = 0 a  y  = 0 => x ’ = 0 ’ a  y ” = 0 ”), iz (5) pr-imenom tautologije
(p => q) A (r =>s) => (p A r = • q A s)

(7) (V x,y) (x ’ = 0 ' a  y ” = 0 ” =>x’ + y ” = 0 ’ + 0 ”), slučaj aksiome
( V x. y, u, v) (x = y a  u = v=>x + u = y  + v)

(8) 0 ’ + 0 ” = 0 ”', jer 0 ’ + 0 ” = (O’ + 0 ’) ’ = (O’ + 0)” = O’”
(9) ( V x,v) (x ’ = 0 ’ A y ” = 0 ” =>x’ + v ” = O’”), p r i m e n a  z a k o n a  z a m e n e  za  f o r -  

m u l e .

Drugi način: Cilj nam je da dokažemo implikaciju 
( « )  .v = 0 A' v = 0 =>x ’ + y ” = O’”
iz  Jc o je  p o t o m  n e p o s r e d n o  g e n 'e r a l i z a c i jo m  p o  x, v  s le d i  f o n n u l a  ( * ) •  S to g a  n a jp r e  

iz  f o r m u l a

( 1 )  ( V  x)(x=0 => x ’=0’), ( 2 )  ( V  y)(y=0 => y  ’=0 ’), ( 3 )  (V y)(y’=0’ =>y”=0”), k o j e  s u  

sve s l u č a j e v i  a k s i o m e  ( V  x,y) (x=y => x  = p ’), p r i m e n o m  v a l ja n e  f o r m u l e  ( , x) A(x) 

=> A(x) i z v o d im o

( 4 )  x  = 0 => x ’=0’, ( 5 )  y  = 0 => y ’=0’, ( 6 )  v ’ =  O’ =>y" = 0 ” .

D a l je  d o k a z  t e č e  o v a k o :

( 7 )  v = o=> v ”  =  0 ”, iz  ( 5 )  i ( 6 )  n a  o s n o v u  p r a v i l a  t r a n z i t i v n o s t i  im p l i k a c i j e

( 8 )  x  = 0. a  y — 0 => x ’ = 0 ’ A y ” = 0 ”  , iz  ( 4 )  i ( 7 )  n a  o s n o v u  p r a v i l a  s a g la s n o s t i  

im p l ik a c i j e  sa  k o n j u n k c i j o m

(9 )  x ’=0’ A v ”=0” =’x ’+y’’=0’+0" , n a  o s n o v u  a k s i o m e  ( V  x,y,u,v)(x=y a  u=v => 

x+u = y+v)
( 1 0 )  x  = 0 A y  = 0 =■ x ’ + y ” = 0 ’ + 0 ”, iz  ( 8 )  i ( 9 )  p r i m e n o m  p r a v i l a  t r a n z i t i v n o -  

s t i  im p l ik a c i j e



(11 ) 0 ’ + 0" = 0"\ jer O’ + 0 ” = (O’ + 0 ’) ’ = (O’ + 0 )” = 0 ”’

(12) x  = 0 a y  = o => x ’ + y ” = O’”, iz (10) i (11) primenom zakona zamene za 
formule

(13) ( V y ) (x = 0 a y  = 0 => x ’ + y ” = O’”), generalizacijom po y  formule
(12).

Treći način: Uočimo proizvoljne kofistante a, b i za njih dokažimo implikaciju

(***)' a = O^ b = 0=> a’ + b ” = 0 ”’
Jedan dokaz glasi:

(1) a = 0, b = 0 (Pretpostavke)

(2) a’ = 0 ’, b = 0 (Iz a = 0 primenom aksiome (V  x,y) (x = y  => x ’ = y ’)
i valjane formule ( V x) A (x) => A(c))

(3) a ’ = 0 ’, b ’ = 0 ’

(4) a’ = 0 ’, b” = 0 ”

(5) a’ + b ” = 0 ’ + 0 ”

(Iz b = 0 primenom prethodno pomenute aksiome i va- 
ljane formule)

(Još jedna primena istih formula)

(Iz (4) na osnovu aksiome 
( V x,y,ii,v) (x = y  A u +v =>x + u = y  + v)

(6) a ’ + b ” = O’” (Jer, na osnovu (S4) i (S3) vredi
0 ’ +  0 ” =  (0 ’ +  0 ’) ’ =  (0 ’ + 0) ” =  0 ’”).

Kraj dokaza implikacije (***), a samim tim i formule (*) buaući da su a, b bile 
proizvoljne konstante.

3. Dokazati teoreme teorije S:

( V x,y) (x ”=0’ a y ’”=0” =-x’+y’=0), ( V x,y)(x=0” a y=0” => x-y= 0””)
( V x,y) ( x ■ y ’=2 a y=0 =■ x=2), ( V x,y,z)(x=0 a y=0 a z=0 =+ x ’+y’+z’=0’”).
4. Obrazovati formulu I(x) na jeziku teorije S za koju:
a) 1(0) jeste cMix)(I(x)=> I(x ’)) nge teorema,
b) Nije teorema 1(0) a jeste (\lx)(I(x) =+ I(x ’)),
c) Nisu ieoreme ni 1(0) ni (\ix)(I(x)=’ I(x ’)),
d) Obe formule 1(0), (\lx) (I(x) => I(x ’)) jesu teoreme.

Rešenje. a) Takva formula je recimo x  = 0. Naime, 0 = 0  je slučaj aksiome x=x 
dok formula

(V  x) (x = 0 => x ’ = 0)
ne vredi, odnosno to nije teorema teorije S. Razlog je što implikacija

0 = 0  = > 0 ’ =  0
nije leorema, budući da su teoreme 0 = 0 ,  0 ’ f  0.



b) Primer takve vrste je fomula x f  0. Naime, 0 f-0 nije teorema, dok formula

f'V x ) ( x f O = > x ’ fO)  
jeste jer je x \ f  0 aksioma (Sl).

c) Ako je I(x) formula x = O’, onda nisu teoreme nijedna od formula

0 = 0’, (V  x) ( x  = 0 ’ =>x’ = 0’)
Prva je, naime, u suprotnosti sa aksiomom (Sl) dokje u vezi sa dmgom dovoljno 
za x  izabrati O’. Implikacija x = 0 ’ =>x’ = 0 ’ tada postaje 

0 ’  =  0 ’  = > 0 ”  =  0 ’

što nije teorema ( 0 ’ = 0 ’ je teorema kao slučaj aksiome x = x ,  dokje 0” = 0’ 
u suprotnosti sa (Sl)).

d )  NekaI(x) bude recimo x + 0 ’ = x ’. Formule 1(0) i ( V x) (I(x) =>I(x’)) tada 
glase

0 + 0 ’ = 0 ’, (V  x) (x + 0 ’ = x ’ =>x’ + 0’ = x ”) 

i obe su teoreme teorije S. Obrazloženje za prvu formulu glasi 

0 + 0 ’ = (0 + 0) ’ = 0 ’
U vezi sa drugom, dokazujemo da su obe formule x + 0 ’ = x ’, x ’ + 0 ’ = x ” teo- 
reme u S. Pri tome se oslanjamo na aksiome (S3) i (S4) i, naravno, na svojstva 
jednakosti. Obrazloženja glase:

x + 0 ’ = (x + 0 )’= x ’, x ’ + 0 ’ = (x’ + 0)’ = (x’) ’ = x ”
Još jedan primer formule koja zadovoljava uslove d) je 0 ■ x  = 0. Dokaz za
(☆ ) (V  x) (0-x =0=-  0 - x’ =0)

glasi:
Uočimo neki x  i pretpostavimo da je za njega dokazana jednakost.

(IH) 0 - x = 0
Dalje izvodimo ovaj jednakosni lanac 

0 ■ x ’ = 0 - x  + 0 (Primena (S6) )
= 0- x (Na osnovu (S3) )
= 0 (Primena pretpostavke (IH) )

Dakle, iz pretpostavke da za uočeni x  vredi jednakost 0 x  = 0 dokazano je da 
vredi i 0 ■ x ’ = 0. Kako je uočeni x bio proizvoljan, time je dokazana i formula

(*)•
5. Dokazati da iz aksioma (S1) do (S8) proizlazi asocijativni zakon sabiranja, od- 
nosno dokazati
(*) ( V x, y, z) ( x  + y )  + z = x  + (y + z)



Dokaz (indukcijom po z), Označimo formulu
(x + y)  + z = x  + (y + z)

$a.I(z), đok su x ,y  parametri. Tada:
(i) Dokaz za 1(0) sledi neposredno na osnovu aksiome (S3). Naime, iz narednih 
foimula, koje su obe slučajevi te aksiome

(x + y) + 0 = x  + y, x  + (y + 0) -  x  + y  
primenom svojstava simetrije i tranzitivnosti jednakosti zaključujemo 

(x + y) + 0 = x  + (y + 0)
(ii) Dokazujemo sada da za svaki z vredi implikacija

I(z) =>I(z’)
Neka je, dakle, indukcijska hipoteza (za neke uočene x, y, z)

(JH) (x + y ) + z = x  + (y + z)
Tada izvodimo ovaj jednakosni lanac
(x + y )  + z ’ = ((x + y) + z )’ (Aksioma (S4) )

= (x + (y + z))’ (Korišćenjem (IH) kao i aksiome (S8))

= x  + (y + z )’ (Primena (S4) )
= x  + (y + z ’) (Još jedanput (S4) )

Dakle: (x+y) + z ’ = x  + (y+z’), odnosno iz pretpostavke I(z) proizlazi zaključak 
I(z ’), i pri tom obavljeno rasudjivanje vredi za svaki z. Kako je dokazano 1(0) i 
( V z) (I(z) => I(z ’)), to prema aksiomi indukcije, odnosno prema odgovarajućem 
praviluizvodjenja, zaključujemo (V  z) I(z). Za dokaz formule (*) preostaje još 
da se obavi generalizacija po x  i po y.

6. Dokazati da sabiranje u teoriji S  zadovoljava zakone1)
a) 0 + x  = x, b) x ’ + y  = (x + y ) ’ , c ) x + y = y + x

Uputstvo. Prvu formulu dokazatiindukcijom po jc, dmgu i treću indukcijom po p,

Recimo, formula b) je u slučaju y  = 0 neposredna posledica aksiome (S3). Dalje,
iz indukcijske hipoteze

(M) x ’ + y = ( x + y ) ’
izvodimo:

x ’ + y ’=( x ’ + y ) ’ (Primena (S4) )
= (x + y )” (Primena (IH) i (S 8 ))
= (x + y ’)’ (Pomoću (S 4 ))

Dakle, iz pietpostavke x ’ + y  = (x + y ) ’ sledi zaključak x ’ + y ’ = (x + y ’) ' . Za 
dokaz formule b) nedostaje još primena aksiome indukcije i generalizacija po.r.

7. Dokazati zakone skraćivanja za sabiranje
x + z = y  + z<=* x = y, z + x = z + y < = * x = y

9Podrazumevamo univerzalne kvantoie.



Uputstvo. Za prvu formulu je dosta dokazati dve implikacije. Ona zdesna nalevo 
sledi neposredno na osnovu aksioma jednakosti. Dokaz sleva nadesno izvodimo in- 
dukcijom po z.
U slučaju z = 0 formula glasi

x  + 0 = y  + 0 => x = y

što je prema aksiomi (S3) teorema. Dalje, neka je indukcijska pretpostavka 
(IH) x  + z = y  + z  => x  = y

Tada imamo ovakav implikacijski lanac 

x  + z ’ = y  + z ’ =■ (x + z ) ’ = (y + z j ’ (Na osnovu (S4) )
= > x + z = y  + z (Prema (S2) )
=>x = y  (Prema (IH) )

Znači, iz pretpostavke (IH) sleđi zaključak
x  + z ’= v + z ’=>x = v -

Dokaz se potom neposredno privodi kraju korišćenjem aksiome indukcije. Druga 
ekvivalencija sledi na osnovu prve i komutativnog zakona sabiranja.

8. Dokazati naredne zakone za množenje

0 - x = 0 ,  x ’- y = x - y + y ,  x - y = y - x

9. Dokazati da je množenje distributivho prema sabiranju, tj.

x  ■ (y + z) = x ■ y  +x  ■ z, (x +y) ■ z =x ■ z + y  ■ z
10. Množenje je asocijativno, tj. vredi zakon

(x ■ y) -  z =x ■ (y- z)
Dokazati.

11. Dokazati teoreme:

a) x  + y  = 0=> x = 0 *  y  = 0, b) x - y = 0 = > x = 0 v y  = 0
Uputstvo. Dokazi se izvode, na primer, indukcijom po y- Recimo, dokaz formule 
a) izgleda:

(i) U slučajuj = O' imamo ovaj ekvivalencijski lanac

(x + 0 = 0 => x  = 0 A 0 = 0 ) - ^  (x = 0=> x  = 0) <=>T 
Korišćene su aksiome x + 0 = x ,  x = x  kao i simetrija i tranzitivnost jednakosti.

(ii) Dokaz da iz indukcijske hipoteze
(1) x + y  = 0 = > x = 0 ^ y  = 0 
sledi zaključak
(2) x  + y ’ = 0=> x  = 0.A y ’ = 0
proizlazi iz toga što je negacija premise implikacije (2) teorema (jer je ona ek- 
vivalentna sa (x + y ) ’ f 0 ) .  Primenom aksiome indukcije zaključujemo daje for- 
mula a) teorema.

12. Dokazati ekvivalencije

x  + y  = 0 <=> x  = 0 A y  = 0, x - y  = 0 ■==> x  = 0. v y  = 0



13. Dokazati jednakosti
a)  x  + l = x \  x + 2  = x ”, x  + 3 = x ”‘ (i slično dalje za 4, 5,  ...)

b) x- 1 =x, x- 2 = x  + x, x- 3 =x+x+x (itd. za 4, 5, ...).

14. Dokazati ekvivalencije
a) x+y = 1 <=• (x=0 a y= l) v  (x=l a  y=0),, x - y  = 1 *=  x  = 1 a  y  = 1,

b )  x + y = 2 * = * ( x = 0 A y = 2 ) v ( x = l  a  y  = 1)  v  = 2 A y  = 0 ), 
x- y  = 2 <=> (x = 1 ^ y = 2 ) v ( x = 2  a  j > = 1 )

15. Dokazati ekvivalenciju x f  0 • =  ( 3 y)  x  = y ’ .
16. Dokazati ekvivalenciju x  f  0 a  x  f  1 <=>• ( 3 y)  x  = y ” .
17. Za množenje vrede ovakvi uslovni zakoni skraćivanja

x  ■ z = y  ■ z*=> x  =y, z - x  = z ■ y*=> x  = y  (Ako z f O )
Dokazati.
Uputstvo. Za prvu formulu dokazati dve uslovne implikacije. Druga formula tada 
sledi na osnovu komutativnog zakona za množenje. Dokaz formule 

x - z = y - z = > x = y  (Ako z f  0)
izvesti indukcijom po y. Pri dokazu indukcijskog koraka iz pretpostavki 

x- z = y ' ■ z, z f  0

đokazati najpre da je x  f  0 a zatim, primenjujući ekvivalenciju zadatka 15, izrazi- 
ti x  u obliku u ’.

18. Dokazati razlićitosti

a) x  f  x ’ , x f x ”, x  f  x ’” i slično dalje.
b) x ’ f x ” , x ’ f x ”’ , x ’ f x ”” itd.
c) x ” f x ’” , x ” f x ”" itd.

19. Neka su m, n proizvoljni numerali. Dokazati:

m = n v—*• m = n, n ’ = n+1, m + n = ni+n, m ■ Ti = rrTJi 
Pri tome, recimo, u jednakosti m +n = m+n sabiranje sa leve strane je sabiranje u 
teoriji S, a sa desne strane je uobičajeno sabiranje prirodnih brojeva.

Uputstvo. U vezi sa prvom formulom dokazati najpre implikaciju
n = 0 .-+ n = 0

i pri tom razlikovati slučajeve: 1° n je 0, 2° n nije 0.
Implikacija

m = n -s- m = n
svodi se na prethodnu, korišćenjem činjenice da se u slučaju m >  n broj m može 
prikazati u obliku n + p.

Dokazi jednakosti m + n = m+n, m- n = rrTTi izvođe se indukcijom1) po n— bro-

^To, naravno, nije indukcija (S7) već inclukcija koja se odnosi na pomoćne prirodne brojeve 
kojima se služimo pri raspravljanju pojedinih pitanja o prirodnim brojevima u teoriji S. Zna- 
či, pri izlaganju o prirodnim brojevima ne možemo pobeći od samih prirodnih brojeva (ovi 
pomoćni su, istina, na jednom drugom nivou). Jer kako bismo, inače, drugačije iskazali da 
numeral 0 ’”” ima pet znakova ’ .



ju znakova ’ u numeralu n.
Primedba. Prema ekvivalenciji prethodno'g zadatka, odnosno prema njenoj kontra- 
poziciji

m  f n  m f n

Svi numerali 0, 0 ’ , 0 ” , O’” , ... su medjusobno različiti. Odatle kao neposredna 
posledica proizlazi da je svaki model elementarne teorije brojeva S beskonačan. 

£0. Dokazati da relacije < ,> ,  < , >  imaju naredna svojstva

a )  0 <1, 1 < 2 , 2  <3, . . .  i  uopšte x <  x ’, b )  0 < x’, c) x < y  <=*x’ <>>,

d) "1 x <  x , x < y  ~ ~ \ y < x ,  x < y  A y  <  z =*x <  z, x <  y  => x+z <y+z, 
x < y = > x - z < y - z  (Ako z f  0)

e) jc <  x, x <  y  a y  <  x =*- x = y, x <  y  a y  <  z => x <  z, 
zx<y=>x + z < : y + z ,  x <  y  => x - z <  y- z (Ako z f  0)

f) x < y v x = y v x > y ,  x <  y  v  x >  y

Uputstvo. a) Formula x  < x ’ proizlazi iz jednakosti x ’ = x  + 1 -  postojeći z  je 
upravo 1. d) Formula 1  (x < x )  ekvivalentna je sa ( V z) (z f  0=> x  + z f  x). 
Dalje dokaz teče indukcijom po z.
Tranzitivnost relacije <  đokazuje se, recimo, ovako:

(1 ) x < y , y < z  (Pretpostavka)
(2) ( B ufO) x+u=y, ( 3 v f  0) y+v=z (Definicija)
(3) ( 3 u,v f  0) (x+u=y A  y+v = z)
(4) ( 3 u, v fO) (x+u=y a  (x+u)+v=z) (U formuli y+v = z umesto y  zamenili

smo x+u,]zt je pretpostavka x  + u=y; 
to je primena zakona zamene: 
ti = t 2 a  ccftj <=>t2 = t 2 A  a(t2))

(5) ( 3 u,v f  0) x+(u+v) = z
(6) ( 3 w f 0 ) x + w = z  (Postojeći w je upravo u+v, jer iz uf O,

v f  0, sledi u + v f O -  zadatak 12)
(7) x <  z
21. Neka je n proizvoljan numeral. Dokazati ekvivalencije

x < n  <=> x = 0 v x = l v '  ... v  x = n, x < n  *=> x=0 v x = 1 v ... v  x= n-1
22. Neka su F(x), G(x)proizvoljne formule na jeziku teorije S. Dokazati da su na- 
redne formule teoreme te teorije

F(0) a  F( l ) a  . . .  a  F(n^l )  < = ( V  x < n )  F(x),
(V  x < y )  F(x) a  (V  x > y )  G(x) =* ( V x) (F(x) v  G(x))



Napomena. Pored indukcije (S7), koju zovemo i osnovna indukcija ili indukcija 
x  -> x ’, u teoriji S važe i razne druge indukcije kao potpuna indukcija, indukci- 
ja počev od k  i dr. U vezi sa tim, videti naredna dva zađatka.

23, Dokazati da u teoriji S vredi potpuna indukcija, odnosno dokazati:

(PI) ( V x) (( V 7  <  x) I(y) => I ( x ) h  ( V x) I(x)

gde je l(x) ma koja formula na jeziku teorije S .

Dokaz. Označimo szK(x)  formulu 

( V y  < x )  I(y)

Tada formula (PI) postaje
( W x ) ( K ( x ) ~ I ( x ) ) = > ( V x ) I ( x )

Pretpostavimo da je dokazana formula
(1) ( V  x) (K(x) ~I (x) )  

i dokažimo

(2) ( V x ) I ( x )
Rad-i toga, najpre iz pretpostavke (1) izvodimo
(3) ( V x ) 4 1)
i to indukcijom x -*■ x \  Naime K(0) je 

( V y ) ( y < 0 ~  I ( y ) )

a to je formula teorema budući da je ~\(y < 0) teorema teorije S. Dalje dokazu- 

jemo
(4) ( V x )  (K(x) =*K(xj)
Ta je formula, naime, ekvivalentna sa (1) budući da u S vredi ovaj ekvivalencijski 
lanac

K ( x ’) ~ ~ ( V  y ) ( y  < x ’~I ( y ) )
<=* ( V y) (y < x => I(y))
< = * ( V y ) ( y < x v y =x=* I(y»
<=* ( V  y) (y <x=> I(y)) a  ( V  y )  (y = x  => I(y))
<=> K( x) A  I(x)

Dalje, iz K(0) i formule (4) primenom indpkcije x  => x ’ sledi formula ( V x)K(x). 
Najzađ, iz (1) najpre izvodimo

(5) ( V x) K(x) => ( V x) I(x)

a potom iz (3) i (5) primenom modus ponensa izvodimo formulu (2).

24. Dokazati da su za ma koju formulu I(x) na jeziku teorije S naredne formule 
teoreme u S



Indu(ccija počev od k:

I(k) A ( V x > k )  (I(x) => I (x ’)) = > / V x >  k)I(x)
Indukcija x, x  ’ -* x  ” :

((0) a 1(1) A ( V f/fa/ A /(* ’) => I(x ’jl=> ( ' i  x) I(x)
Indukcija na intervalu:

l(a) A ( V  x: a < x  < b )  (I(x) => I(x ’)) => ( \j x: a <  x  <  b) I(x)
Povratna indukcija:

I(b) A ( V x: a <  x <  b) (I(x j => I(x)) => ( V jc: a <  x <  b) I(x).

25. Dokazati princip minimalnog elementa

( 3 I(x) =» ( 3 v) (I(y) a ( V z < y )  ~U(z)) 
gde je I(x) proizvoljna-formula na jeziku teorije S.

26. Zamislimo da je u teoriji S indukcija (S7) zamerijena potpunom indukcijomi 
(PI). Tako dobijenu teoriju označimo sa S’. Dokazati da (S7) nije njena teorema, 
odnosno da J z  potpune ne proizlazi osnovna indukcija”.

Rešenje. Rešenje će biti „mođelsko” . Naime, načinićemo model teorije S’ u ko- 
me je formula (S7) netačna (za jedan „dobar” izbor formule I(x)). Članovi tog 
modela su

0, 1, 2, 3, 4, ..., aO, al, a2, a3, a4, ...

pri tome je njihov poredak baš takav kako su navedeni (sleva nadesno). Operacije 
naslednik, sabiranje, množenje prirodnih brojeva 0, 1 ,2 , 3, ..., definisane su na u- 
običajeni način, a u ostalim slučajevima ovako:

(an) , def , def=  an , m+an =  a m+n, am+n dcf -------  def -------am+n, am + an = am + n
d e f ------- def ------- d e f ------m ■ an =  am ■ n, am ■ n =  am-n, am- an =  a m-n

am-0 =0, n f  0 => am -n = a m ■ n, 0■ an = 0, m f  0'=> m ■ an = a m ■ n 
am ■ an -  a m ■ n

gde su m, n ma koji prirodni brojevi, a sa m+n, m n je označen rezultat njihovog 
sabiranja, odnosno množenja.

Nije teško proveriti da se na takav način dolazi do modela teorije S’. Međjutim. 
na tom modelu indukcija (S7) ne vredi. Reeimo, formula I(z) ; (\fx,y) (x+z -  y+z 
=> x=y) očigledno nije tačnaza sve članove uočenog modela, tj. formula

(1) (Vz)I(z)  
je netačna. S dmge strane, formula

(2) I (0)A(Vz)(I(z)=>I(zj )
je tačna, pa je otuda implikacija (2) => (1), a to je slučaj aksiome (S7), netačna.



27. Dokazati da relacija | (deljivost) ima rmredne svojstva

a) l \ x ,  x \ 0, 0\x*=* x  = 0, y  ?  0 => (x\ y=> x <  y),
b )  xU, x \y  a y\x=> x  = y, jcI ^ a y \z  => x\z,
c) x \y  a x\z=> x \(y  + z), x \y  v  z=> x\(y ■ z)
28. Dokazati formulu o postojanju količnika i ostatka

(V  a) (V  b f  0) ( 3iq)  ( ^ 2r < b )  a = bq + r 
Recima: za svaki broj a \ b  f  0 postoje jedinstveno količnik q i ostatak r koji za- 
dovoljava uslov r < b.
Rešenje. Najpre dokazujemo p o s t o j  a n je .  Označimo sa I(a) formulu 

( 3  q) (3  r < b ) a = b - q + r
Dokaz izvodimo indukcijom po a Pri tome je b parametar koji zadovoljava uslov 
b f  0.
Ako a = 0 formula I(a) je teorema -  postojeći q i r su oba 0. Neka je, dalje, 
inđukcijska hipoteza I(a). Postojeće q i r označimo sa q r . Dakle, pretposta-
vke su

t1) a = b - q Q +ro (rQ< b , b f  O)

Iz (1) na osnovu aksioma jednakosti dobijamo

(2) a ’ = (b- qQ + r j ,
odnosno
(3) a ’ = b -q o + r’o

Kako po pretpostavci r Q <  b, to r ’Q <  b, ođnosno r’Q< b V r ’Q = b. Stoga razliku- 
jemo slučajeve: r’o < b, r ’ = b. V  slučaju rQ< b traženi ostatak i količnik su q^ 
i r ’. U slučaju r’Q = b jednakost (3) postaje

(4) a’ =  b- q^+  b
odnosno
(5) a ’ = b -q ’Q

pa su sada količnik i osta'tak redom q ’0 , 0. Time je dokazano fV  aj I(a), uz us- 
lov b f  0. Preostaje još generalizacija po b f  0.
Dokaz j e d i n s t v e n o s t i  količnika i ostatka sledi iz narednog rasudji- 
vanja. Pretpostavimo da za neki a \ b f  0 imamo jednakosti

(6) a = bqx + r t (rx < b), a = bq2 + r2 (r2 < b)
Za količnike q2, q2 postoje mogućnosti: qx = q2 , qx < q2, qx >. q2. Dalje se 
dokazuje da pretpostavke qx < q2, q2 >  q x obe dovode do kontradikcije. Reci- 
mo, ako q x < q2, onda za neki w f  0 vredi q2 = qx + w, odakle zamenom u 
drugu od jednakosti (6) dobijamo



(7) r y = bw + r2
Pošto bw > b (jer vv f  0), to dobijamo rY >  b što je kontradikcija sa pretposta'- 
vkom rx < b. Slično se opovrgava i slučaj q  ̂ >  q2- Preostaje, dakle, q x = q2, a 
tada se iz jednakosti (6) neposredno dobija i rx = r2.
29 Dokazati da za svaka dva cela brcja a i b > 0 postaje jedinstven količnik q 
i ostatak r koji zadovoljava uslov: 0 < r  <b.
Uputstvo. U slučaju kada je oblika - c ( c >  0) izvodi se najpre jednakost

(1) c = bqo + rQ ( 0 < r o < b)
iz kcje neposredno sledi
(2) -  c = -  (bqQ + r j  
odnosno
(3) -  c = b(-  q j  -  ro
Potom, dodavanjem b i — b na desnu stranu jednakosti (3) i sredjivanjem, dobija- 
mo
(4) -  c = bf-ct^ -  l )  + b - r Q
Zbog pretpostavke rQ < b, b > 0 broj b-rQ zadovoljava uslov 0 < b-rQ < b, 
pa je traženi ostatak, dok je količnik - q Q -  1.

30. Uočimo skup N  svih numerala i operacije sa njima date u zadatku 19. Doka- 
zati da je to jedan model teorije S  (uz pretpostavku da skup N  svih prirodnih bro- 
jeva, koji se u razmatranju numerala pojavljuju kao pomoćni, jeste model te teori-

je ) -

3 1 . Nekaje A =  {0, - ,  1, 2, - ,  3, ... }. Dokazati da je taj skup, u odnosu na
2 2 2

uobičajeno sabiranje, model aksioma (Sl), (S2), (S3), (S4), (S7) i (S8) — bez aksio- 
me koja se odnosi na saglasnost jednakosti sa množenjem.
32. Neka je P teorija odredjena Peanovim aksiomama (Pl) do (P5). Dokazati da su 
u njoj prirodni brojevi upravo numerali.
Rešenje. Prema aksiomama (Pl) i (P2) numerali jesu prirodni brojevi. Obratno, po- 
što skup numerala N  zadovoljava premisu aksiome indukcije (P5), to je, prema za- 
ključku te aksiome, skup svih prirodnih brojeva jednak upravo N .
33. Neka Pa bude teorija određjena aksiomama sličnim sa (P l) — (P5) s tim što je- 
dino umesto 0 stoji neki drugi znak konstante, recimo a. Znači, njene aksiome gla- 
se
(Pa l) a je prirodan broj i slično dalje.

Dokazati:
(i) „Prirodni brojevi” teorije Pa upravo su „numerali” :

a, a’ , a” , a’" , a ””, ...
(ii) Skup prirodnih brojeva teorije P u odnosu na operacije ’ , +, • izomorfan je sa



skupom „prirodnih brojeva” teorije Pa u odnosu na odgovarajuće operacije. 

Uputstvo. Traženi izomorfizam je

= ( 0 0 ’ 0” O’” 0 ”” ... \
1 a a’ a” a’” a ”” ... )

34. Nekaje T  skup svih terma obrazovanih od znaka konstante a i operacijskog 
znaka/dužine 1. Dokazati da taj skup zadovoljava aksiome (P l) do (P5), uz uslov 
da se 0 tumači kao a, x ’ kao f(x), a znak =kao jednakost reči

Rešenje. U definiciji skupa T :
(i) a e T ,
(ii) x e T = > f ( x ) e T ,
(iii) Elementi skupa T se dobijaju jedino konačnom primenom pravila 0 )  i 0 0 .  

uslov (iii) znači, ustvari, da je T  minimalan skup koji zadovoljava uslove (i) i (ii). 
Stoga se (iii) može zameniti sa:

(iii’) Ako S  C T i S zadovoljava uslove
' a e  s, ( V x) (x G S => f(x)  e  S)

onda vredi jednakost S = T ,
a to je upravo aksioma indukcije. Ostale aksiome se neposredno proveravaju.

35. Dokazati da je skup prirodnih brojevaA'' u odnosu na uobičajene operacije mo- 
del aritmetike II reda. Pri tome se n, s tumače kao „biti prirodan broj” , odnosno 
„biti skup (izvesnih) prirodnih brojeva” .
36. Dokazati da je podedica aksioma aritmetike II reda ovakvo pravilo inđukcije

1(0), ( V x) (n(x) =» (I(x) => I(x ’j),
( V  x ) (n (x )~ I (x ) )

gde je formula I(x) (na jeziku te teorije) sa slobodnom promenljivom x.
37. Dokazati da su u aritmetici II reda teoreme

n(0), n(O’), n(0”), n(0’”) i slično dalje.
38. Uočimo skupove

N q = {0} , N i = {0,1} , N2 = { 0, 1 , 2}  , N  -  skup svih numerala.
Dokazati da su teoreme aritmetike II reda

s(N ), s (Nj ,  s(N2), s(N)

Uputstvo. Ti se skupovi mogu opisati redom formulama

x  = 0, x  = 0 v  x  = 1, x  = 0 v  x = 1 v x = 2 , x = 0 v (  3 y)x = y  ’

Dalje primeniti aksiomu uključivanja

39. Dokazati da su naredne formule teoreme aritmetike II reda



(i) n(x) => n(x’), (ii) n(x) a  =* n(x+y), (iii) n(x) a  n(x-y)
Rešenje. Prva formula je aksioma, a druge dve se dokazuju, recimo, indukcijom 
po y. Na primer, druga formula je u slučaju y  = 0 ekvivalentna sa

n(x) => n(x)

Dalje, iz pretpostavke

(1) n(x) A n(y) => n(x+y) 

kao i iz pretpostavki

(2) n(x), n(y’) „
najpre, svodjenjem na protivurečnost, zaključujemo

(3) n(x), n(y)
a odatle koristeći indukcijsku hipotezu (1) dobijamo

(4) n(x+y) 
odnosno, prema aksiomi n(x) => n(x’)

(5) n ((x + y )’)
Najzad, koristeći aksiomu n(x) a  n(y) => (x+y)’ =x+y’, izvodimo

(6) n(x+y’)
Time je, da uz pretpostavku (1), dokazana implikaega 

n(x) A n(y’) => n(x+y’)

Preostaje još primena pravila indukcije iz zadatka 36.
40. Neka je _y//proizvoljan standardni model aritmetike II reda. Dokazati da se u 
tom modelu može definisati strukturac/'s = (N, ’ , +, ■) koja je model elementame 
teorije brojeva S.
Uputstvo. Skupovni deo N  odredjen je sa

N  = {x E M\n(x)}
Prema prethodnom zadatku, taj je skup zatvoren u odnosu na ’ , +, • .



XVI SKUPOVI

♦ Veliki broj matematičkih činjenica pa i čitave matematičke teorije mogu se iz- 
ložiti pomoću skupovnih pojmova. Otuda značaj i važnost teorije skupova.

Sam Kantor1) — tvorac teorije skupova — nije svoju teoriju izložio aksiomatski, 
ali analizom njegovih dokaza može se zaključiti da se sve teoreme mogu izvesti iz 
ovih aksioma:

(1) Dva skupa su jednaka ako imaju iste elemente (aksioma ekstenzionalnosti),
(2) Za unapred dato svojstvo postoji skup čiji su elementi upravo oni koji imaju 
to svojstvo (aksioma apstrakcije2 *)),
(3) Ako su elementi skupaA neprazni i medjusobno disjunktni skupovi, onda po- 
stoji funkcija f  ćiji su originali skupovi iz A a slike su elementi originala (aksioma
izbora).

♦ Medjutim, te aksiome su dovele do raznih paradoksa^ (glavnj „krivac” je ak- 
sioma apstrakcije), jer se pokazalo da nije svako svojstvo skupovno (okupljajuće, 
kolektivizirajuće). Otkrivanjem paradoksa u teoriji skupova poljuljana je do teme- 
lja matematička zgrada -  to je tzv. treća kriza osnova matematike, za koju još U- 
vek ne možemo reći da je potpuno prcbrodjena. Kao rezultat pokušaja da se izi- 
die iz krize nastale su ne samo razne teorije skupova4̂  već i razni pravci5̂  u mate- 
matici.

^George Cantor (1845-1918).

^Aksiomu apstrakcije prvi je formulisao G.Frege 1893. godine

^Najpoznatiji paradoksi su Burali-Fortijev (189 7), Raselov (1903), Rišarov (1905), Grelinf 
gov (1908), Skolemov (1922-23). Sam Kantor je otkrio paradoks u svojoj teoriji još 1899. 
ali je on objavljen tek 1932 .0  Raselovom paradoksu videti u tački II O p e r a c i j e .
I z r a z i, zadatak 19.

^Reč s k u p se, stoga, danas upotrebljava u više značenja. Pored Kantorovih, kaže se i in- 
tuitivnih skupova, tu su i skupovi u okviru raznih aksiomatskih teorija.

5-̂ U takvom smislu najpoznatiji pravci su:
- f  o r m a 1 i z a m, medju čijim najvećim predstavnicima je Hilbert. Osnovna postavka 

je da se razne grane matematike mogu, sa malo polazne pretpostavljene obične matemati- 
ke (meta—matematika), strogo izložiti kao formalne teorije (kao..rnateniatike reči” );

i n t u i c i o n i z a m  (predstavnici. .Brauer, Hejtingi ), zasniva se na intuiciji prirod- 
nih brojeva i konačnOsti. Intuicionisti ne prihvataju logičke zakone kao p vH p, —l(Vx)A 
^  (3  x) l A , i I p p. U njihovoj matematici najveći naglasak je na konstruktivnim pre- 
dmetima. Preciziranjem tog pojma nastao je poseban pravac: k o n s t r u k t i v i z a m  
(Madtov, Kušner, Jesenjin-Voljpin);

l o g i c i z a m  (Rasel, Vajthed ) pretpostavljajući kao polazne deo klasične mate- 
matike i teorije skupova, ostalu matematiku svođi na logiku. Teoriju skupova izlažu kao te- 
oriju tq>ova.



Pored Raselove teorije tipova^ koja predstavlja zaokružen, mada dosta složen si- 
stem kojim se poznati paradoksi otklanjaju, nastale su i razne aksiomatske teorije 
skupova. Izlažemo tzv. teorifu ZF (Cermelo— Frenkel). To je teorijaprvog reda,tj. 
aksiome, teoreme i logička sredstva kojima se pri tom koristimo,pripadajuprekidat- 
skom računu I reda — videti tačku XVIII Formalne teorije.

$ Polazni pojmovi teorije ZF su „skup” , i dvojične relacije „biti element” i ,,jed- 
nakost” za koje koristimo uobičajene oznake G , = . Prvom grupom aksiomauspo- 
stavlja se veza izmedju tih dveju relacija

Ax 1. a = b => ( ( xE u <=* x E  b) (Aksiome saglasnosti
Ax 2. a = b = r ( \ / x ) ( a E x  <=*■ b G x) jednakosti sa G)
Ax 3. ('V x) (x G a <=»• x G b) => a = b (Aksioma ekstenzionalnosti)

Prva i treća aksioma ekvivalentne su sa formulom: a = b<=* ( x) (x G â => x G b) 
uporišnom u dokazima raznih skupovnih identiteta.

♦ Dalje slede aksiome postojanja kojima se tvrdi da su izvesna svojstva skupovna2-’. 
Aksioma praznog skupa;
Ax 4. (3  s) ( Vx) x £  s
Aksioma dvočlanog skupa:
A x5. ( V a ,  b) ( 3 s) (V x )  (xE s <=> x = a v  x = b)
Aksioma unije:
Ax 6. ( Va) ( 3 s) ( (x G s <=> (3 y  E a) x E  y)
Aksioma partitativnog skupa:
Ax 7 .  ( Vfl) (  3 s) ( Vx) (x E s <=> x  C  a)

dsf" »Pri tome se relacija C  uvodi definicijom: a C  b <=>(Vx)(x G a => x  G b)

^ k r a tk o ,  osnovna ideja u toj teoriji je da se svim izrazima u formulama dodele tzv. t i p o v i -  
iz'vesne istaknute reči gradjene od znakova , 0 ) ( . Tako, kod formule x G y ako je x tipa t on- 
da y mora biti tipa (t). Stoga x G x , x f  x nisu formule čime se izbegava pojava Raselovog pa- 
radoksa.

2̂ Nisu sva svojstva skupovna tj. sa proizvoljnim uslovom S(x) na jeziku {G , =}ne može se uvek 
uočiti odgovarajući skup. Stoga ukupnost elemenata koji odgovaraju takvom svojstvu zovemo 
k 1 a s a i označavamo sa {x I S (x)}. Dakle:

a G {x I S(x)}^=t S(a)
Za dve klase A, B (klase, za razliku od skupova, označavamo velikim slovima) kažemo da su 
jednake ukoliko imaju iste slemente, tj.

def
A = B <=■ (V x) (x G A <=> x G B)

Neke od klasa su tada skupovi, što se uptavo i tvrdi aksiomama Ax4 -  Ax7. Recimo, prema 
A x5 klasa {xlx = a V x = b }je skup. Klasa je ovde samo pomoćni pojam uveden radi jeđnos- 
tavnijeg izražavanja. Postoje, medjutim, aksiomatske teorije skupova kod kojih su polazni poj- 
movi: skup i klasa; najpoznatija takva teorija je NBG (videti na primer [44]).



Svi skupovi čije se postojanje tvrdi aksiomama Ax4 doAx7 su jedinstveni1) te se za 
za njih odgovarajućim definicijama uvode utvrdjene oznake <p, {a, b},  U  a, P(a): 

a = ć  ^ ( V x ) x  Ća, { a ,b } ^ L  { x \ x = a v x = b } ,

U a =  apc E y } , P(a) = =  {x \x  C a }

♦ Neka su au ..., an skupovi. Tada se skup (fl1; an ) čiji su elementi upravo 
alt ..., an, uvodi definicijom:

{ # i  )  = =  {  au  a j }  { a u ..., an}  =  { a 1( . . . ,  a ^ ^ U  { a n > (n = 1J,...,)

Pri tome je a U b druga oznaka za U{a, b } .

♦ Naredna aksioma tzv. aksioma separacije je oslabljeni oblik prvobitne aksiome 
apstrakcije i njome se tvrdi da elementi nekog skupa x  koji imaju izvesno svojstvo 
a> ćine skuD.

Ax8. (V  a) ( 3 s) ('Vx ) (x£  s *=> x E a A  <p (x)), 

gde je $(x) predikatska formula na jeziku { E , = } .

♦ Naredni uslovi po x  su skupovni (videti zadatke 10, 12, 13):

(V y£ž a) xG  y ,  x E a a x  £  b, (3  wE b) ( v E b) x = (u, v)

Pri tome su a, b ma koji skupovi dokje (u,v) uredjena dvojka uvedena funkcijom 

(u,v) - = { { « } , { « ,  E

Ođatle sledi postojanje i jedinstvenost preseka nekog skupa, kao i razlike^ \Dekar-
tovog proizvoda dva skupa koji se uvode defmicijama: 

def
P  a —  { x  l(V y  £  a)xE y }  (Ako a f  <j>)

a\b  =  {x\ x  E a a x & b }  , a x b =  {(u,  v) \ u E  a a u E b }

♦ Binama relacija skupa a je, po defmiciji, svaki podskup od o2 (tj. od a x a), 
dok je preslikavanje skupa a u skup b svaki podskup/ od a x  b koji ima svojstvo

( Y x E a ) (  3 ]  y  & b) (x, y ) e f

Pri tome se umesto (x, y ) E  a,  (x, y ) E  f  koriste uobičajene oznake x a  y , y=f(x).

♦ S a  klasama se na sličan način uvode odgovarajući pojmovi kao: unija, presek, raz- 
lika, inkluzija, relacija, preslikavanje i sl. Recimo, definicija unije glasi:

U A  = =  {x \ (3  y  E A )  x E y }  ( A  je proizvoljna klasa)

^Uopšte, ako je ip neko skupovno svojstvo, što znači da je teorema ( 3 s)(Vx)(x E  s *=><p(x)), onda 
je skup s jedinstven (na osnovu aksiome ekstenzionalnosti).

Ako b C  a, onda se a \b  zove k o m p l e m e n t  ili d o p u n a  (skupa b u odno- 
su na a) i označava sa C^b ili b’ u slučaju kada je a utvrdjen skup.



♦ Na osnovu aksioma postojanja dokazuje se da postoje razni konačni skupovi. 
Medju njima su posebno značajni

0, { 0 } . {0,{0}}> {0 , { 0 }• { 0 >{ 0 }}} > •••
Oni se, naime, vladaju kao prirodni brojevi (videti zadatak 18) pa otuda definicije: 
(ir) 0 ^ , ; "  {0} , 2 •=  {0>{0}}> 5 =  {0, {0},{0>{0}}}> ■•■

Uopšte, naslednik x  ’ se definiše pcrmoču x  s a : x  ’ = x  U {x }. Postojanje jednog be- 
skonačnog skupa, kakvi su za matematiku od izuzetne važnosti, tvrdi se narednom 
tzv. aksiomom beskonačnosti:

Ax 9. Postoji skup a koji zadovoljava uslove

(0 0 ea,
(ii) ( V x )  (x& a=> x U { x } e  a)

Uslove (i) i (ii) mogu zadovoljavati i neki podskupovi od a. Dokazuje se da i pre- 
sek svih takvih podškupova co -takodje zadovoljava istaknute uslove, kao i da su e- 
lementi od co upravo skupovi (*). Skup co je jedan model Peanovih aksioma (vide- 
ti pomenuti zadatak 18). Prema tome, aksiomom beskonačnosti se obezbedjuje po- 
stojanje prirodnih brojeva u okviru teorije ZF.

ZADACI

1. Dokazati da je skupovna jednakost relacija ekvivalencije saglasna sa ma kojom 
formulom </> (x) na jeziku { € ,= } .

Uputstvo. Koristiti tautologije p <=> p, (p •«=>■ q)=> /q  <=* p), (p q)A (<7'f=s' r) 
=> (p <=> r), valjanu formulu (V x) (A=> B) => ( (V x) A => (V x ) B ),kao i činjenicu 
da je <=> saglasna sa svim logičkim operacijama. Dokaz saglasnosti sa <p (x) izvesti 
indukcijom po broju logičkih znakova te formule.

2. Dokazati jedinstvenost praznog skupa.

Rešenje. Pretpostavimo da postoje dva skupa a, b koji zadovoljavaju uslove akisome 
Ax4 tj.

(V x) x&  a, (V x) x  & b

Odade neposredno na osnovu tautologije np<=n(7 =  (p <=* q) izvođimo 

( V x )  (x G a <=> x G b)

a to, na osnovu aksiome ekstenzionalnosti, povlači a = b.

3. Neka je 5 neko skupovno svojstvo, tj. nekaje formula
(3 s) (V  x) (x e  s<=*S(x))

teorema. Dokazati da je tada slcup s jedinstven'.



Uputstvo. Dokaz je izveden u zađatku 32 tačke IX.

Napomena. Uopšte,u vezi sa svojstvima osnovnih skupovnih operacija i relacija vi- , 
deti zadatke 32—34 tačke IX.

4. Dokazati ekvivalencrje

{a,b } = {c,c2}■=■ (a = c / \ b  = d )'/ (a = d a b = c), {a} = {b }<=> a = b

5. Dokazati implikaciju

(V x )  (a E jc <=> bE x)=> a = b

Uputstvo. Iz pretpostavke (\f x) (aE jt<=* b E x)izvesti aE  { b E {Z>}.

6. Da li vredi ekvivalencija

a = b <=• (V  x) (a E x <=> b E x)

7. Dokazati da su dve uredjene dvojke jednake akko su im odgovarajuće komponen- 
te jednake, tj.

(a, b) = (c, d) <=> a = c . \b  = d 

Uputstvo. Videti zadatke 30, 31, 34, 35 tačke IX.

8. Dokazati ekvivalenciju
x E a  Ub  <=>x E a v  x  E b

9. Za konačne skupove vredi ekvivalencija

x  G {ax, ..., a n }<=> x  = a i  v ... v  x  =  an

Dokazati.

10. Svojstvo (po x)
(*) ( ' i  y  Ea) x E y
je skupovno za svaki neprazan skup a. Dokazati.

Uputstvo. Uočimo jedan element y 0 iz a. Formula (*) je ekvivalentna sa formulom 

x E  y0 a I 'V J '6  a ) x E  y  
na koju još treba primeniti aksiomu separacije.

11. Dokazati ekvivalenciju

x E a n  b <==:> x E a a x  E b, 
gde je a n  b druga oznaka za n  {a, b}.

12. Dokazati da direktan proizvod a x b skupova a, b jeste skup.

Uputstvo. Dosta je dokazati implikaciju
uE a a  v E b => (u, v)E P (P (a U b))

13. Za svaka dva skupa a, b svojstvo (po x )

x E  a A x & b
je skupovno. Dokazati.



14. Neka su a, b, c ma koji skupovi. Dokazati naredne skupovne identitete

u U a = a  a H a = a
a U b = & U a a n  b = b n  a

a U ( a n b ) = a  a ( ~ \ ( a U b ) = a
( a u  b) U c = a U ( b u  c) (a n  b) n  c = a n  (b n  c)
a u  (b n  c) = (a u  b) n (a  U c) a n  (b U c) = (a n  b) U (a n  c)
(a u  b ) x  c = (a x c) u  (b x c) (a n  b) x c = (a x c) n  (b x c)

(<kb)\c = (a\c}\b (a U b)\: = (a\c)V (b\c)
d\(b U c) = (čkb)n (a c) <k(b n  c) = (a\b) U (a\c)

Uputstvo. Najpre za svaki od naznačenih identiteta dokazati da su izrazima sa leve, 
odnosno sa đesne strane jednakosti odredjeni izvesni skupovi, a potom đokazivati na 
uobičajeni način, svodjenjem na odgovarajuću tautologiju (videti zadatke 32, 38 ta- 
čke IX).

15. Uočimo svojstva odredjena uslovima (i) i (ii) iz aksiome Ax 9 ,tj.
(i) 0 G a.
(ii) ( V x) (x G a => x  U {x} G a)

Dokazati da oba ta svojstva „prolaze kroz presek” , odnosno ako svaki član a skupa 
s ima svojstvo (i) i (ii), onda i presek n  s ima ta svojstva.

Rešenje. Dokaz za (ii) izgleda

( V c £  s) ( V x) (xE  a => x  U { r } £ a j
=> ( V x )  [ (Va  £  s)xE. a => (V a  E s) x  U {*} £  u]

(Na osnovu valjane formule (Vx)(A=>■ B)=> (V x)A  => ( V x )  B))
=> ( V x ) ( x e n  s=>x u  { r } e n s j  

(Definicija preseka)

Slično se izvodi dokaz za (i).

16. Nekaje 5 neko skupovno svojstvo koje prolazi kroz presek (videti prethodni 
zadatak). Tada je minimalan skup (u smislu inkluzije) koji ima svojstvo 5 upravo 
presek svih tih skupova. Dokazati.

17. Neka je <  relacija skupa co ovako uvedena
,  defm <  n =  m.E n v  m = n

(i) Dokazati da natovredi princip potpune indukcije, odnosno dokazati:

(V x) ((V y  <  x)y E  a => x  e  a)=> a = co, 

gde je a podskup od co.
(ii) Dokazati da je <  relacija totalnog poretka i to takva da svaki neprazan podskup 
od co ima najmanji element, tj. da je <  relacija dobrog poretka.

Uputstvo. Princip potpune indukcije ekvivalentan je sa principom minimalnog ele-



menta, što se dokazuje u zadatku 26.

18. Neka je co presek svih skupova koji su podskupovi skupa a čije se postojanje 
tvrdi aksiomom beskonačnosti, i koji imaju svojstva (i) i (ii). Dokazati da je u> je- 
dan model Peanovih aksioma (Pl) do (P5) iz prethodne tačke. Pri tome se 0 tuma- 
či kao prazan skup <j>, x ’ kao skup x  U {x  }.

Uputstvo. Pri opisanom tumačenju Peanove aksiome postaju 

(Pl) <p G co
(P2) (V n )  (n £  co => n U { n}£  co)
(P3) (V n £  u>) n U {n } f  <p 

(P4) n U {«} -  m U  {m}=> m = n
(P5) Ako s C u> i s zadovoljava uslove (Pl) i(P2), onda s = co.

Sva tvrdjenja osim (P4) dokazuju se sasvim jednostavno. U vezi sa (P4) indukcijom 
po n dokazati najpre

(i) n i  n, (ii) m £  n => “ I n C m, (iii) n=> m C n

gde sum, r ma koji prirodni brojevi, odnosno ma koji članovi skupa co.

19. Dokazati tzv. teoremu rekurzije.
Ako je a element skupa * i f  preslikavanje skupa x  u x, lada postoji jedinstveno 

preslikavanje u od co u x  takvo da u(0) = a, u(n’) = f(u(n)), za svaki n iz co.

Uputstvo. Uočiti presek u svih onih podskupova s od u> x x koji zadovoljavaju us- 
love

(0, a) £  s, (n, y )  G s => (n ’, f(y)) £  s 

i dokazati da je to traženo preslikavanje.

20. Neka je S klasa svih skupova obrazovanih od praznog skupa d> i operacije { } 
(koja može biti dužine 1, 2, 3, ...). Dokazati da je S model svih dosada navedenih 
aksioma teorije ZF osim aksiome beskonačnosti.

Uputstvo. Elementi klase S  su svi konačni skupovi koji se mogu obrazovati od pra- 
zr.og skupa i operacije { }, pa su zadovoljene aksiome Axl do Ax5, a takodje i 
Ax8. U vezi sa Ax6 i Ax7 koristi se činjenica da je unija konačnog skupa konačan 
skup. Slično vredi i za partitativan skup konačnog skupa.

21. Neka se konačni skupovi obrazovani od praznog skupa i operacije { } tumače 
kao prirodni brojevi na ovaj način:

Prazan skup <p se tumači kao broj 1. Ako su alt ..., an tumačenja medjusobno 
različitih skupova alt ..., an, i pri tome je a, <  ...<  «n, tada je tumačenje za{fli,

..., an )broj ■ P22 - ... • p nn , gde su p1( p2, ..., p n uzastopni prosti brojevi



(počev od 2).
Dokazati da se na opisani način dolazi do modela aksioma Axl do Ax8'. Pri 

tome se relacija E tumači kao „biti eksponent” u odgovarajućem prirodnom bro- 
ju razloženom na proizvod stepena prostih brojeva.

$ Da bi se isključila mogućnost da skup može biti sam sebi element uvodi seak  
sioma regulamostf)

AxlO. a f  0 =*■ ( i  x E  a) xC\ a = </>'

$ Spisak aksioma teorije ZF  završava se ovim dvema aksiomama — tzv. aksio- 
mom izbora i aksiomom zamene

A x ll. ( V x  E a) x  f  f  => ( 3 b) (3  f : a -+ b) (V  x E a) f(x) E x
Axl2. A ko je S(x,y) neki uslovjormula po x, y  takav da za svaki x  iz a

klasa {y \S (x ,y )}  jeste skup, tada:
(3  b) ( 3 / :  a -»• b) (V x G a) f(x) = {y\S(x,y) }

♦ Za skup s kažemo da je dobro uredjen relacijom poretka <  ukoliko svaki ne- 
prazan skup od s ima najmanji element. Primer dobro uredjenog skupa je co (vi- 
deti zadatak 17). Kao posledica aksiome izbora dokazuje se (zadatak 29) da se 
svaki skup može dobro urediti.

♦ Ordinalni brojevi (ili kratko ordinali) pređstavljaju uopštenje rednih brojeva 
prvi, drugi, treći, ... i u vezi su sa produženjem čina brojanja i nadalje, preko ni- 
za prirodnih brojeva. Do ideje takvog uopštenja prvi je došao Kantor koji je or- 
dinalne brojeve približno opisao ,,kao rezultat apstrahovanja svih drugih svojsta- 
va dobro uredjenog skupa osim poretka njegovih elemenata” .

♦ Ordinalni brojevi se mogu strogo đefinisati kao klase svih dobro uredjenih 
skupova koji su medjusobno uredjajno izomorfni^Takva definicijapotiče od Ra- 
sela (i nezavisno od Fregea). Dmgi način, koji potiče ođ fon Npjmana i ko- 

ji u daljem pobliže upoznajemo, jeste da se ordinalni brojeviuvedu kaoposebni 
dobro uredjeni skupovi koji se na odredjen način obrazuju polazeći od praznog

’̂ Aksioma regulamosti se može uzeti i za klase:
AxlO’. A f ( i = > ( 3 x e A ) x n A  = fi
Medjutim, dokazuje se da su ti oblici medjusobno ekvivalentni. Inače, aksioma regula- 
mosti je nezavisna od ostalih aksioma teorije ZF, pa se otuda može razmatrati takva teo- 
rija sa i bez AxlO.

2\)elim ično  uredjeni skupovi (A, < ^ ) ,  (B, <g) su u r e d j a j n o  i z o m o r f n i  u- 
koliko postoji obostrano jednoznačno preslikavanje f : A -* B tako da vredi 

x < A y ^ f f r )  ^  f(y) (x, y G A)



skupa. Bliže, prema toj definiciji, ordinalni broj je skup a  dobro uredjen relaci- 
jom1) G koji je uz to i tranzitivan, tj. zadovoljava uslov 

(V  x) (x e  a => x  C a)
♦ Ordinalni broj je, pored prirodnih brojeva, i skup co kcrji dolazi posle svih pri-
rodnih brojeva 1, 2, 3 .......Zatim slede <x> +1, co + 2, u> + 3, ... , gde je uopšte
a + 1 =  a  U {aj.K oristeći aksiomu zamene neposredno se zaključuje da svi 
ordinalni brojevi

oj , co + 1, co + 2, ...
čine skup. Unija tog skupa sa skupom co je naredni orđinalni broj koji se obič- 
no označava sa co2 ili co + co. Potom slede co2+l, co2+2, u>2+3, ..., a posle njih 
dolazi co3. Na taj način dolazimo do niza ordinalnih brojeva

co, co2, co3, ...

Ponovo primenom aksiome zamene zaključujemo da posle svih njih dolazi nov 
ordinalni broj, tzv. co2 , Posle se brojaije slično produžava:

co2, co2+l, co2+2,..., co2 +co , lo2 +oo+l, .... io2+io2, co2 +w2+l, .... io2+io3, 
co2-ko4,..., io22 ......  co2 3, ..., co3, ..., c<a4, ..., co02, .... coi^02), ... itd.,

♦ Dokazuje se (zadatak 29) da je svaki dobro uredjen skup jc uredjajno izomor- 
fan tačno jednom ordinalnom broju a (u fon Nojmanovom smislu); a je tzv. or- 
dinalni broj skupa x.

♦ Sa ordinalnim brojevima se definišu operacije sabiranje, množenje, stepenova- 
nje. Tako, ako su a, (3 ordinalni brojevi disjunktnih skupova a, b i ako se a U b 
uredi tako da prvo dodju članovi skupaa a potom skupa b, dolazi se do dobrog 
uredjenja. Zbir a + /3 je tada, po definiciji ordinalni broj tako uredjenog skupa
a U b. Dokazuje se da je sabiranje ordinalnih brojeva aosijativno ali da nije ko- 
mutativno. 0  definicijama i svojstvima ostalih operacija videti u zadacima 35,36.

♦ Za izbrojavanje elemenata konačnih skupova koriste se prirodni brojevi 1, 2,
3, ... . U vezi sa izbrojavanjem elemenata beskonačnih skupova uvode se tzv.kar- 
dinalni brojevi (ili kardinali).. S tim u vezi, za skup a se kaže da je ekvipotentan
(ravnomoćan) sa b ukoliko postoji uzajamno jednoznačno preslikavanje /  oda na 
b. Ravnomoćni su, recimo, skup prirodnih brojeva i skup pamih prirodnih brojeva.

♦ Karđinalni broj, slično kao i ordinalni, može se uvesti na više načina. Recimo, 
jedna mogućnost je da on bude klasa svih medjusobno ravnomoćnih skupova. Dru- 
ga je da se za kardinalni broj uzme najmanji od svih medjusobno ravnomoćnih or- 
dinalnih brojeva u fon Nojmanovom smislu. Recimo, svi ordinali

__________  co , co+l, co+2,..., u>2
V,. ^  ,  cfef _racnije relacijom ovako uvedenom: x y <=*■ x S  y v x = y.



su medjusobno ravnomoćni. Najmanji medju njima je co, paje  on odgovaraju- 
ći kardinalni broj (u svojstvu kardinalnog broja co se obično označava sa K0). 
Inače, za skup čiji je kardinalni broj K0 kažemo da je prebrojiv. Prvi veći kar- 
dinalni broj je Ki-

♦ Svaki skup ima kardinalni broj (u fonlNojmanovom smislu). To sledi otuda 
što se svaki skup može dobro urediti i što je svaki dobro uredjen skup uredjaj- 
no izomorfan nekom ordinalu (u fonNojmanovom smislu).

♦ Prirodni brojevi su tzv. konačni kardinalni dok su svi ostali (kao N0, N j) 
beskonačni. Slično,i za skup kažemo da je konačan ili beskonačan u zavisnos- 
ti od njegovog kardinalnog broja.

♦ Na osnovu Kantorove teoreme (zadatak 38) karđinalni broj partitativnog sku- 
pa P(x) je strogo veći od kardinalnog broja skupa x  Odatle se, primenjujući taj 
rezultat na prebrojive skupove, zaključuje da vredi nejednakost <  2 ^ ° .
U vezi sa tim je tzv. kontinum hipoteza koja se izražava jednakošću Nj 
= 2 0 . Dokazuje se da je kontinum hipoteza nezavisna od ostalih aksioma ZF, 
tj. aksiomama teorije ZF može se dodati bilo koja od formula 2^° >  ,2^°
= Nj (ali, naravno, ne i obe) kao nova aksioma. To su, uz pretpostavku da je ZF 
neprotivurečna teorija, dokazali K.Geđel, odnosno P.Koen, [62].

ZADACI (nastavak)

22. Dokazati da nijedan skup .v nije sam sebi element, kao i da ne postoje skupo-
v ix ,,  ..., x  takvi da vredi: x, £  x  , x2 £  , ... , x  , £  x x  £ x , .

Uputstvo. Primeniti aksiomu regularnosti na skupove {x}, {^i, ..., * n }.

23. Dokazati da klasa svih ordinala nije skup.

24. Dokazati ekvivalenciju:
o. je ordinal akkoa je tranzitivan skup i za svaki x, y €  a vredi x  £ y  v  x=y v  _>€x

Uputstvo. Deo samo ako sledi neposredno na osnovu definicije ordinalnog broja. U 
vezi. sa Ako  najpre, koristeći prethodni zadatak i uslov tranzitivnosti, izvesti da je 
relacija <  :

def . ,
.V <  y  *=*xE y  v x  = y  (x, y  £  a)

relacija totalnog poretka a potom primeniti implikaciju

a f  <j> =* ( 3 x  E a) (V y  E a) y  & x
koja je ekvivalentna sa aksiomom regularnosti, i prema kojoj svaki neprazan skup 
ima minimalni element u odnosu na relaciju <. Medjutim, kako je <  totalan pore- 
dak, to odatle sledi da svaki neprazan podskup od a ima najmanji element, tj. da 
je a dobro uredjen.



25. Dokazati naiedna tvrdjenja o ordinalnim brojevima a, (3

(i) Ako a e  a, onda je a ordinal
(ii) Ako je b tranzitivan skup, onda: b C a  <=► i £ a
(iii) a  n  (3 je orđinal
(iv) a 6 | J v a  = (3 v |3 S a

26. Neka je A izvesna klasa uredjena relacijom totalnog poretka <  . Dokazati da 
je princip'minimalnog elementa ekvivalentan sa principom potpune indukcije (tj. 
Neterine indukcije), odnosno dokazati:

( V X C  A)  \x?<t>=r ( 3 . x £  X ) ( V m X ) - \ y < x ]
•==* ( 'V IC  A) [ ( V x )  ( ( V y < x ) y E  X^> x C  X) => X  = A]

Rešenje. Dokaz je ovaj ekvivalencijskilanac

( V I C  A) [ X ?</>*■(3 x 6  X) ( N y e X ) ~ l y < x ]
*=* ( VXCA)  [X’ f < t > ^ ( 3 x e  X ’) /V J 'G  X ’H y < x ]

(Z ’ je komplement u odnosu na A;  ta ekvivalencija, inače vredi budući 
da je / .- X  -* X ’ uzajamno jednoznačno preslikavanje klase A  u samu 
sebe)

= * (V Z C  A)  [ X’ f  < b ~ ( 3 x £ X ) ( V y £ X ) - \ y < x ]
^ ( V X C  A) [ ( V x £ X ) ( 3  y £ X ) y < x ~  X '  = <j]

(Kontrapozicija prethodne implikacije)
^ f V I C  A) [ (V x) ( x £  ( 3 y )  ( y & X A y < x ) )  *  X ’ = <b]
=> ( V I C A)  [ (V x) ( 1  ( 3 y)(y & Z a y  < x) => x  €  X) => I '  = <p] 
^ f V I C  A ) [ (Vx)  ( (Vy)  (y < x  X)  ~  x e  X)=>X’ = <!>] 
* = * ( V X C A )  [ ( Vx )  ((V-y < x ) y  G X=> x e  X) =>X=A]

(Jer X ’ = <t> <=> X  = A)

27. Dokazati da klasa svih ordinalnih brojeva zadovoljava princip potpune indukci- 
je (u odnosu na relaciju G).

28. Dokazati Comovu lemu:

Ako je x delimično uredjen skup u kome svaki lanac imagomje ograničenje, tada 
x ima bar jedan maksimalni element.

R.ešenje. Umesto datog uredjenja <  skupa x može se posmatrati inkluzija C budu- 
ći da vredi ekvivalencija

a <  b <=> s(a) C s(b), 
dcfgde je s(x) =  [y\ y  <  x  }, tj. s(x) je skup svih prethodnika od x. Uslovi o lanci- 

ma prevode se lada na odgovarajuće uslove o relaciji CNeka je, stoga, s skup svih 
lanaca skupa x. Primetimo da s ima ova svojstva:

Svaki podskup skupa s takodre pripada s i unija lanaca skupova iz s privada s 
(misli se na lance u odnosu na C ).



Dokazujemo da s ima maksimalni element. Radi toga uočimo izbornu funkciju /  
skupax, tj. />pridmžuje svakom nepraznom podskupu a od x  element f(a) takav 
da f(a) S  a. U vezi s a a G s  uočimo skup svih onih elemenata iz * čijim sedoda- 
vanjem dobija ponovo element iz s, tj.

/\
a ~  {yG  x  \ a U { j  } £  s }

Funkcijt; g: s -»■  s uvodimo na ovaj način

a, ako 2 \u  = /  
flU { f(a '\a \ ako a \a  f  <b

1

Znači g(a) sadrži još najviše jedan nov element u odnosu na skup a. Da bismo do 
kazali da s ima maksimalni element, dosta je dokazati da postoji a €  s takav da 
g(a) = a. Radi toga uvodimo ovakvu definiciju. Za skup y  C s kažemo da je dobar 
ukoliko

(i) <f> e  y
00 a G y  =■  g(a) G y
(iii) Ako je c C ^lanac onda u  c & y  .

Dobri skupovi očigledno postoje — takav je sam s. Lako se proverava da prethod- 
ni uslovi „prolaze kroz presek” , pa je presek_y0 svih dobrih skupova ponovo dobar 
skup. Dokazujemo da je 7 0 lanac. Za element c iz y 0 koji je uporediv (u odnosu 
na c) sa svakim elementom iz y 0 govorićemo kratko da je uporediv. U vezi sa ma 
kojim uporedivim elementom c uočimo skup

uc = =  {a e  y0 Ia je uporediv sa g(c)}

Za uc dokazujemo da je dobar. Naime:
- 4 > e u c
— Ako a e  uc, onda za a i g(c) postoje mogućnosti: a C g(c), g(c) C a. U prvom 
slučaju se izvodi g(a) C g(c) a u drugom gf c) C g(a). Znači da je g(a) svakako upo- 
rediy sa g(c), tj,g (a )C uc.
-  Ako je b neki lanac skupova iz y 0 koji su svi uporedivi sa g(c), onda je i U b upo- 
rediva sa g(c). Naime, ukoliko je g(c) nadskup svakog skupa iz b, onda je on nad- 
skup i za U b , a ukoliko je g(c) podskup bar jednog skupa iz b, onda je g(c) pod- 
skup i za U b .

Znači uc je dobar skup. Kako je u, C y0 a y 0 je najmanji dobar skup, to zaključu- 
jemo uc = y 0 . Drugim rečima, ako je c uporediv element, onda je i g(c) uporediv. 
Posledica te činjenice je da je skup svih uporedivih elemenata dobar skup. Ponovo 
zbog minimalnosti skupa y 0 , zaključujemo da je skup svih uporedivih elemenata up- 
ravo jednak.Vo pa je y0, stoga, lanac.

Najzad, kako je _y0 lanac, to je njegova unija — označimo je sa a0 -  element od



y 0. Kako unija uključuje sve elemente iz y0 kao svoje podskupove, to g(a0) C  a0.
A kako je i a0 C g(a0), to g(a0) = a  ̂ pa je a0maksimalni element skupa s.

Najzad, pošto je a0 maksimalan lanac ograničen sa gornje strane, to on ima naj- 
veći element m0 . Taj element je i maksimalni element skupa s. (Obrazloženje: ,\ko 
postoji neki n0 > m^, onda je lanac a0 U {n0 } pravi nadskup od a0 što je suprot- 
no sa činjenicom da je a0 maksimalni lanac.)

29. Dokazati da se svaki skup x može dobro urediti, tj. da postoji relacija poretka 
<  skupa x  takva da je (x, < ) dobro uredjen.

Uputstvo. Uočiti skup s svih dobro uredjenih podskupova od x  i relaciju <  ovako 

uvedenu
(a .^ j  <  (h, <^jakko a C h a  ( V u, v G a) u <^ v => u < 2 v (a, b C  x)

Proveriti da (s, < ) zadovoljava uslove Zornove leme. Maksimalni element (m, <), 
čije se postojanje tvrdi tom lemom, je takav da x  = m, pa je <  jedno traženo do- 
bro uredjenje skupa x.

30. Neka je a dobro uredjen skup a x  neki dati skup. Sa s(a) označimo skup pra- 
vih prethodnika od a (a je iz a), tj. s(a) = {b G a  \ b < a}. Preslikavanje skupa s(a) 
u skup x  nazivamo nizom tipa a. Dalje, preslikavanje skupa svih takvih nizova u 
skup x  nazivamo nizovskom funkcijom skupa x  tipa a. Dokazati teoremu transfi- 
nitne rekurzije:

Za svaki dobro uredjen skup a i svaku nizovsku funkciju /  skupa x tipa a pos- 
toji jedinstvena funkcija u: a--+ x  takva da ufa) = f(ua), gde je ua restrikcija fun- 
kcije u na skup s(a).

31. Dokazati da za svaka dva dobro uredjena skupa y  vredi:
Ili su x, y  uredjajno izomorfni ili je jedan od njih izomorfan početnom đelu 

drugog.

32. Dokazati da ldasa { cj, u>+l, co+2, ...}, tj. { u>+k\k €  co}jeste skup.

33. Dokazati da je svaki dobro uredjen skup izomorfan tačno jednom ordinalnom 
broju (u fon Nojmanovom smislu)..

34. Dokazati da za sabiranje ordinalnih brojeva vredi: u+0 = u, 0 + a = u, a+l = d . 
(a + 0) + y  =a + (f3 + y ) ali da ne vredi: a + 0 = 0 + a .

- S
Uputstvo. Sabiranje nije komutativno, jer, na primer, 1 + u> = u>, u> + 1 f  u>

•  ©■ -------- ------------------------------- ©—  -----------------------------------  ®
1 u> u> 1

35. Neka su a, 0 ordinalni brojevi disjunkmih skupova a, b i neka je c dobro u- 
redjen skup čiji je skupovni deo a x b a uredjenje je leksikografsko, tj.



(ax, b j <  (a2, b2) akko bx < b2 ' j (b \  = b2 a at < a2)

Tada je proizvod a/3, po definiciji, ordinalni broj tako uredjenog skupa a x 6.D0- 
kazati da za proizvod važi:

a 0 = 0 ,  0<x=0, 0.1 = 0. ,  l o  = a, (a@ )y  =a(l3y)
<x(P+y) = a(3 + a y

ali da ne važi
0(5 = j5a, (a + (5) y  = ay + (3y

36. Orđinalni stepen oP definiše se rekurzivno (to je moguće na osnovu zadatka 31):

(i) a° = 1, (ii) = oPa,

(iii) a$=sup a ^ , bkoliko je (5 granični1) ordinal 
7 <P

Dokazati: 0a = 0 (a > 1), l a = 1, oP+ 7= a@ a7, aP7 =( cft) 7 

Da li vredi jednakost: (af j^  = c? (F ?

37. Dokazati da je ravnomoćnost relacija ekvivalencije.

38. Dokazati Kantorovu teoremu:

Neka je x ma koji skup. Tada je x  ravnomoćan sa podskupom od F(x) ali x i P(x) 
nisu ravnomoćni.

Uputstvo. Preslikavanjem /  : a -+ { a } se skup x prevodi na skuo svih jednočlanih 
podskupova od x, i to uzajamno jednoznačno. Dokaz da x  i P(x) nisu ravnomoć- 
ni izvodi se svodjenjem na protivurečnost, tj. pretpostavljanjem da postojig:x-+\P(;>c) 
koje je na \ 1 -1  i uočavanjem skupa a = { y  G x  \ y  & f(y) } za koji se izvodi ovakva 
kontradikcija: b <Ef(b), b £  f(b), gde je b onaj element iz x za koji vredi f (b)  = a.

39. Neka je s skup svih nizova obrazovanih od 0,1. Dokazati da s nije prebrojiv.

40. Neka su a, b disjunktni skupovi i a, b njima odgovarajući kardinali. Zbir i pro-
izvod kardinala uvodimo ovako:

— — dcf _ — — def --------
a + b ■ == « U i ,  a ■ b =  a x bt

Dokazati jednakosti:

a + b = b +a, (a + b) + č  =a + (b +č) 

a b = b-a,  (a -b) č  = a ■ (b-č)  

a ■ (b + č) = a -b + a ■ c

41. Prema definiciji kardinalnih brojeva vredi ekvivalencija:

a = b akko a = b,

r a n i č n i je onaj ordinal koji nema neposređnog prethodnika, tj. koji nije oblika a+1. 
Recimo, GJje takav.



gde smo sa =  označili relaciiu ..ravnomoćnost” .

Dokazati: č  = b A Č  = d=>č + č = b + d 

a = b A Č  = 'd=>a-č = b -d

42. Uredjenje medju kardinalima uvodi se ovako

a < b akko a je ravnomoćan sa podskupom od b

Dokazati:

(i) č < b A b < č = > č  = b, a<= 1> A,b K č  => a < č

(ii) a < , b A Č < : d = > a + č < : b + d ,  a < : t > A Č < : d = > a - č < b - d

Uputstvo. Antisimetrija, 1j.

a <  b A b <  a=> a = b

je tzv. Šchreder -Bemštapiova teorema. Dokaz videti, na primer, u [22].

43. Dokazati: a <  b A Č < d = > a + č < b + d

a < b A Č < d = > a - č <  b - d

44. Neka su a, b skupovi i a b skup svih preslikavanja od b u a. Tada stepen kar- 
dinalnih brojeva uvodimo na ovaj način

Dokazati:

(č' b)c =a°  ■ bc , Ž b + c >=čb . č c, (čb)c = č b ' c

45. Ako je a beskonačan kardinalni broj, onda

č  + č  =č,  č  -č  = č
Dokazati.

46. Dokazati da za kardinalne brojeve č, b, od kojih je bar jedan beskonačan vre- 
di

a + b = max (č, b), a ■ b = max (č, b).





XVII POCECI t eo r ije  m o d ela

(I) Idcazni slučaj

♦ Neka je J '  skup izvesnih iskaznih formula, a P_ skup svih iskaznih slova tih fo- 
rmula. Neka je dalje, ? D P .  skup nekih iskaznih slova. Pod modebm formula 
O' po slovima iz P smatramo svako preslikavanje skupa P u skup { T ,1}, tako da 
ma koja formula A skupa rT, u odnošu na to preslikavanje ima vrednost T . Reci- 
mo, dva modela po p, q, r, s formula p => q, p =>~\ p, su

/ p  q r -s V l p q r s \
• 1 T T T /  \ 1 T T 1 /

dok formula p a “ 1 p po istim slovima nema nijedan model.
♦ Skup formula oblika

p?1 , p22,  , Pnn>  ( a i , a 2 ,  su članovi skupa { T, 1 >)

po slovima plt p2, ..., p , ... ima tačno jedan model

T = f P1 P2 ...........  Pji " *

\ t t i  a 2 .. . . .  a n  . . .

♦ ima model po slovima iz P akko J  ima model po slovima iz P_ .

♦ Za formulu A  kažemo da je semantička posledica skupa formula oznaka 
’J \= A , akko po definiciji:

Svaki model^ formula J  ujedno je i model formule A.
♦ Za formuluzl kažemo da je sintaktička posledica skupa formula'{7, oznaka 

-Jf-A akko po definiciji postoji konačan niz (takozvani dokaz foimule A iz 
hipoteza O ' ) :

A \ , A2....... . A^ (A n je A )

tako da ma koji članzljtog niza zadovoljava uslov
(i) A Je č Ians kupaJ ,  ili
(ii) A. je neka tautologija2), ili
(iii}A. je posledica po modus ponensu neka dva prethodna člana tog niza, tj. izve- 

sna dva prethodna člana niza su oblika

')po  nekom skupu P iskaznih slova, nadskupu 

se može uzeti i taj skup.

7Na osnovu stava semantičke potpunosti iskaznog računa (videti prethodnu tačku) navedena 
definicija se može oslabiti uzimanjem da Aj može biti, ne ma koja tautologija, već jedna od 
aksioma iskaznog računa.

skupa P.
-J '{A}

. Bez smanjenja opštosti za P



B, B

♦ Skup O' iskaznih formula je sintaksno protivurečan, akko po definiciji, važi
C?l- 1  (1 je formula p  a  ~ \p )

$ Skup Q’)e neprotivurečan akko ^ n ije  protivurečan.
$ Osnovni stavovi 

(S i ) Stav dedukcije
A i, A2 , .... , A^ \~A r Ai , A2 , ^

(52) Stav kompaktnosti
Skup ima model akko svaki konačan podskup skupa 'TŽ' ima model.

(53) Stav potpunosti (I oblik)
Skup 77ima model akko je neprotivurečan.

(54) Stav potpunosti (II oblik)

(31=A ■*->■ Q \-  A
(55) Skup 77 nema model akko u tom skupu postoji konačno mnogo formula 

A i, A 2 ,  , A  k takvih da je

i4i a  A i a  .. . . . a  A k •*=>■ i

tautologija.

ZADACI

1. Formula p => q ima po p, q tri modela:

Koliko modela ima ista formula po slovima p, q, r, s, t?

Odgovor. 24, jer od svakog navedenog može se napraviti po 8 modela po slovima 
p, q, r, s, t. Vrednosti slova r, s, t  mogu se po volji ođabrati.

2. Za skupove iskaznih form ula^, kažemo da su ravnosledni (oznaka: <=4 1=13), 
ukoliko su sve formule iz 3  posledice skupa^ , i obratno sve formule iz c7su pos- 
ledica skupa'3.
Dokazati da su naredni uslovi medjusobno ekvivalentni

(i) i h l l ,  tj. &4-\= 'B  i
(ii) Skupovicr/ i 3  imaju iste modele,
(iii) cr/, 3  imaju iste posledice, tj.:

cB\= F  akko 7) t= F (F je proizvoljna formula)



3. Ođrediti sve modele datih formula (po njihovim slovima)
a) p a q, s =- r; b) p=> q, q ^ r

Rešenje. Napominjemo da je za rešavanje oba zadatka moguće postupiti na ovakav 
način: Obrazovati konjunkciju datih formula, a potom tu konjunkciju prevesti na 
rastavni oblik (potpuni ili ne) i pomoću njega saznati sve tražene vrednosti slova 
(ođ kojih su formule gradjene).

Izlažemo drugačiji način rešavanja -  način kakav se može upotrebiti i kada 
broj datih iskaznih formula nije konačtm. 
a) Označimo sa Q  dati skup formula. Tada:1)

Q' Nl1? ,  p, q (Pošto iz p  a q proizlazi p, q)
1=1 Q , p, q, 1  r (Jer, iz q, "1 q v  1 r  sledi formula “ I r)
N Q , p, q, 1  r, 1  s (Na osnovu 1  r, s => r 1= “I s)

Problem rešavanja skupa formula Q' svodi se na taj način na probiem rešavanja sku- 
paQ'JQ}t, gde smo sa J l i  označili skup formula: p, q, 1  r, 1  s. Medjutim, skup 
J l l  ima tačno jedno rešenje (model):

T =( P Q r s |
\ T T 1 1 /  '

Otuda imamo ovaj zaključak: Ako skup (7 ima rešenje, onda to mora biti r. Dru- 
gačije rečeno, r  je jedini „kandidat” (mogućnik) za rešenje. Budući da vredi (što 
se lako proverava)J l\= Q ', zaključujemo produžavajući prethodni „ravnosledni’Ta- 
nac: 7 ' \= \J lt Dakle, r  je jedino rešenje skupa Q'.

U vezi sa prethodnim načinom rešavanja istaknimo ove opšte crte. U početku 
smo polazeći od skupa Q  izvlačili razne posledice (tog skupa). Q  je, naravno, rav- 
nosledan sa skupom koji iz njega nastaje dodavanjem nekih njegovih posledica Jll .

U obrazovanju posledica skupa Q  (kojih, inače, ima beskonačno mnogo) stremi- 
li smo ka posledicama posebne vrste. Ta se posebnost sastoji u tome da dobijene po- 
sledice imaju tačno jedno rešenje koje se, pored toga, „direktno čita” iz samih pos- 
ledica. Jasno je da skup J i l  imateodlike. Opštije,u takve skupove dolaze skupovi 
obrazovani od formula oblika

pa, q@, J , ... ( a j , y ,  ... su T ili 1)
Tako smo stigli do zaključka Q'\= I Q  u J L
Najzad, kako vredi Jl\= Q ', to se zaključak Q'\=\Q  UJ i t  svodina: Q'\=\J/i, što 
problem rešava do kraja.

Napomenimo da se sličan put rešavanja sreće i u mnogim drugim matematičkim 
zadacima, upravo u onim koji poseduju jedinstveno rešenje. U zadatku b) srećemo 
slučaj sa više rešenja.

■^Umesto 1  U {p, q }stoji T  , p, q. I u daljem često oznake za skup { } izostavljamo.



b) Dati skup formula označimo saQ'. Dogovorimo se da

<=41=1 'B  ili C  U ' A  0 su skupovi formula)

označava da svaki model (tj. svako rešenje) skupa 7), odnosno skupaČ’ jeste model 
i skupacr/, i obratno svaki model skupa <=4 jeste model bar jednog od skupova 7 ,  

7  Tada imamo ovakvo rasudjivanje:
'7N':7; p  ili<3 ,) 1  p

(Jer za p  postoje dve mogućnosti)
1=17, p, q, r iliQ', 1  p

(Jer: p , p ^ q , q = > r  N p, q, r)
1=1 {p, q, r }ili 7 ,  1 p

(Lako se proverava da vredi: p, q, r 1=7 )
U stvari tako smo došli do jednog rešenja

Ostaje da razmotrimo rešenja (ako postoje) koja odgovaraju skupu7  , lp. 
Za njih imamo:

7 ,  "1 p  1=1 7  ,1  p,q iliQ  , “ I p,~\ q (,,Raskrsnica po q")
I= l7  ,~ ] p ,q , r  iliQ' ,~]p, ~\q (Jer: q, q =*■ r 1= r )
1=1 [~]p,q,r) } ili { ~ip, ~lt?} (fer: ~\p, r l= 7 i  ~ \p ,~ \q h  7 )

Skupu {~\p,q,r} odgovara rešenje r2 = (-P ^ r \ , dok skupu { ~ \p ,~ \q }  od-
V1 T 1 .1.

govaraju dva rešenja (r se može birati po volji):

Znači skup 7  ima ukupno tačno 4 rešenja

4. Date su formule (  ~  je dvojična relacija)

x  ^  x, x ~  y=> y  ~  x, x ~ y A y ~ z = > x ~ z  

Označimo s a 7  skup formula koje se iz njih dobijaju kada se promenljive x, y  na 
sve moguće načine zamene članovima skupa {a, b } . Dobijeni skup 7  je, ustvari, 
skup izvesnih iskaznih formula po slovima a ~  a, a ~b, b ~  a, b ~  b. Rešiti skup 
7 p o  tim slovima, odnosno odrediti mu sve modele:

Primetimo da je postavljeni zadatak, ustvari, zadatak odredjivanja svih relacija 
ekvivalencije skupa {a, b] .
5. Određiti sve relacije ekvivalencije ~  skupa {a,b, c j koje zadovoljavaju uslove: 
a ~  b ,1  ( b ~ c ) .

6. Odrediti s\e modele formula:



a) P <=► q, q V “1 r, s ***p; b) P =* q, r, r => s;
c) p  v  q v  r, p y  q v  s, p w r y  s, q v r y  s;
d) p=* q, q=> r a  s, s => p a  q A ?

7. Odrediti sve mođele formula:

a) P i ^ P i ,  Pi =* Pz, - ,  Pn =* Pn + r  -
b) Pi <=* i  a , <=► n  p3, p n “*=> i p n+1
C) P3 *=* Pl V p2, Pt *=* Pl V P 3 ,  ■-, Pn+ 2 *=* Pn V Pn+1.
8. Dokazati:

(i> <A U 3  ima model p ima model ili 3  , 1  p ima model
(ii)W,p nema tnotfe/ i3 ,1  p nema moc/e/ -+cA U 3  nema model 

Tu je p iskazno slovo,c4,\B skupovi iskaznih formula.
Rešerge, (i) Pretpostavimo da je M  jedan model skupacr/u 3  (odredjen vrednosti- 
ma slova iz P D P  Tvrđenje je trivijalno ukoliko se slovo p ne pcjavljuje u 
P, jer, tada se M  može produžiti do modela zac/^U { p }  ili za £ U_ { ~\p }. Raz- 
.motrimo slučaj kada je p jedno medju slovima skupa P. Uočimo vrednosti r  p tog 
slova u modelu M. Postoje dve mogućnosti:

(a) rp  = T , (b) rp  = 1
U slučaju (a) skupc?4, p ima model — jedan je upravo M, a u drugom slučaju skup 
3 , 1  p ima model — ponovo je to M  Kraj đokaza.
(ii) Ovo tvrdjenje je kontrapozicija tvrdjenja (i).

9. Neka je 3  konačno zadovoljiv skup formula (tj. svaki konačan podskup skupa 
e7ima model) i p iskazno slovo. Tada bar jedan od skupova

g  U { p } , g  U { 1  p }  

je takodje konačno zadovoljiv. Dokazati.
Rešenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da nijedan od tih skupova nije konačno zado- 
voljiv. U tom slučaju izvesna dva skupa oblika

=3 U { p } , 3  U { 1  p }
gde su cA, 3  konačni podskupovi skupa 3  nemaju modele. Medjutim, (zadatak 8), 
odatle sledi d'a ni skup <A U 3  nema model, što je protivurečnost, budući da je to 
konačan podskup skupa3.

10. Dokazati stav kompaktnosti:
Skup iskaznih formulac A (po slovima p u  p2, ...ima model ako i samo ako sva- 

ki njegov konačan podskup ima model.'

Rešenje. Radi lakšeg dokazivanja prethodno uvodimo jednu oznaku. Ako je ;=> ne- 
ki konačno z-adovoljiv skup i p iskazno slovo, tada (zadatak 9) bar jedan od skupo- 
va 3 u  {p}, Q< U { l  p } je takodje konačno zadovoljiv. Neka dogovomo 5 '3



(„dopuna skupa Q  po p”) označava skup c t , p ukoliko je taj skup konačno za- 
dovoljiv, odnosno skup J , "1 p ukoliko skupQ \ p nije konačno zađovoljiv. Prema 
uvodjenju ove oznake neposredno zaključujemo da važi implikacija:

'=/' je konačno zadovoljiv -*■ b Q  konačno zadovoljiv.
Primetimo još da je 5p oblika

, p a ( a j e T i l i l )
pa, sledstveno, ukoliko taj skup ima neki model, vrednost slova p mora biti a. Slo- 
bodnije rečeno, skup Sp Q  je „igašnjen” po p -  to „izjašnjenje” glasi: rp = a . 

Uočimo sada niz skupova

o ^0> o4-x’ <s42> —;
odredjen na ovaj način

d r 0 = d -, = 4l = 8 pi^ 0, c4 2 = -> c 4 n =S c 4 n_ v  -

Koristeći prethodni zadatak i definiciju znaka S^ lako zaključujemo:

1 Svi skupovic-r^.cr?!, ... su konačno zadovoljivi

2° Važe inkluzijec^ C c4x C c42 ... <zJ4 . CcA  C ...

Podesno je skupcr/^ 1 ovako označiti

i, a^ a 2 an 
z4>P i , P2 < ■-> Pn

jer on, na kraju, nastaje kad se skupucr/dođaju pj ili 1  p u p  ̂ ili “1 p^, ..., p ili 

Označimo sa c> uniju svih skupova o*/.. Dakle:

cS = U J .
i= o  '

Skup c$:

(i) je nadskup skupaW  (jerc// je<=-/)
(ii) je konačno zadovoljiv (jer ako je {Fi, ..., F k } neki njegov konačan podskup, 
tada je on podskup i nekog od skupova<=n(, pa kao takav poseduje bar jedan 
model)
(iii) sadrži izvesne formule oblika

paxl , p22, ..., pan , ... (ttj su T ili 1 )

(jer cAx sadrži formulu oblika pa ' ,cA  2 sadrži tu i još neku oblika p22, itd.). 
Dokazujemo da je

M = [ P ' ^  ....  ^ ..... )
\«1 ....  ..... /

jsdan model za <S, pa prema (i) model i za cS. ZamisJimo da je



» * , .........\ >
ma koja formula skupa c$, čija su sva slova (a njih je samo konačno mnogo):

V - ....
Skup. ',  prema (ii) je konačno zadovoljiv, pa stoga skup (inače njegov konačan 
podskup)

Oi, a.
{F(p , p ), p F 1, .... p . ' k  }

l l  lv  l l  l v\  11 k Oi' Ci'mora imati neki rrodel. Međjutim, zbog prisustva formula p . !l, .... , p. !klako zak-
11 !k

ljučujemo da u svakom modelu istog skupa moraju vredeti jednakosti

kao i jednakost

TPii = fl^ , ...... rpik = 0 ^

F(a. , ...,., cti ) = T
I  rDakle, formula F  -  odnosno ma koja formula skupa c ' je zadovoljena u M, t j .M  

je zaista model za c$, odnosno i za c4. Kraj dokaza.
Napomena. Nije bitno što je skup {plt p2, ... } iskaznih slova prebrojiv. Stavkom- 
paktnosti vredi i za svaki drugi skup iskaznih slova. Obično se tada u đokazivanju u- 
zima da je skup iskaznih slova dobro uredjen i dokaz se vodi slično kao u prebroji" 
vom slučaju, U vezi sa tim videti dokazizložen u 27. zađatku.

11. Konačan skup formula { A lt  A2 , ..., A n } nema model ako i samo ako formu-
la-

A i a A 2 a ..aA n <=» 1
'je tautologija. Dokazati.

Uputstvo. Koristiti se potpunim rastavnim oblikom formule A } a A2 a ... a A n-

12. Dokazati: Ako skup A  izvesnili formula nema model, tada taj skup ima konač- 
no mnogo formula A lt A 2, ..., A n čija je konjunkcija ekvivalentna sa 1.
Rešenje. Uočimo lanac

J  nema model -> Izvestan njegov konačan podskup { A lt ..., A n }nema model 
(jer, ako bi svi takvi podskupovi imali model, po stavu kom- 
paktnosti — zadatak 10 — i Q  bi imao model)

-> FormulaAi a  ... a A n *=> 1 je tautologija (zadatak 11) 

iz koga sledi traženi zaključak. ,

13. Dokazati: Ako je formula A semantička posledica skupa -7 (izvesnih iskaznih fo- 
rmula) tada postoji konačan pođskup skupa {7 tako da je A  semantička posledi- 
ca i tog skupa.

Rešenje. Uočimo lanac



Q' t= A -*Q',~\A  nema model
(Po definičiji znaka i=)

-> Postoji r7o, konačan podskup od 77, tako da skup^7Q, ~IA nema model 
(U suprotnom po stavu kompaktnosti dobili bismo da skup Q\ 1 A  ima 
model)

-> Postoji konačan podskup Q’ skupa ^ ta k o  da: Qr) \=A 
(Deo Qq, ~IA nema model je ekvivalentan sa \=A) 

iz koga sledi traženi zaključak.

Napomena. Obrat dokazanog tvrdjenja takodje važi, a dokaz je trivijalan.

14. Neka je Q  dati skup iskaznih formula. Uočimo skup^j svih formula jednog od 
oblika

A  ̂ v  P, (Ai a A2 ) V P, ...... (Ai a  Ai a ...a Ak ) v  P , .....

gde suAi , Az,  ... £  77; k = 1, 2, 3, .... P je proizvoljna iskazna formula (gra- 
djena od istih slova kao i formula skupa’77)'.
Dokazati:
(1) Q' \=Q)
(ii) k k o y  \=A, tada u s k u p u ^  postoji formula B kojaje ekvivalentna sa A.

15. Dokažati '77' l-,4 ukoliko je A  tautologija, a.Q ma koji skup iskaznih formula

16. Dokazati stav dedukcije:

(*) A i , A 2,...,AJ } \ - A - + A i ,A 2, . . . ,A rt_ l \ - A n =>A

Dokaz. U vezi sa pojmom y  \^A, uopšte, uvedimo prirodan broj d — to je dužina 
(odnosno broj članova) najkraćeg izvodjenja za P) \- A. Naravno, jednom broju d 
može odgovarati i više različitih izvodjenja. Dokaz izvodimo indukcijom prema bro- 
ju d  koji odgovara rečenici

A i,  A 2, ..., A n I- A
Slučaj d = 1. Tada postoji jednočlano izvođjenje za A x, —, A n \—A. Ono mora da 
glasi A , i uz.to A mora biti neka tautologija ili A n ili A-x gde 1 <-/ <  n. Dokaz za

A i, "-,An_ i  \~ A n =>A u prva dva. slučaja izvodi se neposredno a u trećem glasi:

O M j => (An =-A{) (Tautologija),

(2) A ■ (Hipoteza)

(3 )  ̂ n=» A. (Iz (1) i (2) po modus ponensu)

Slučaj d > 1. Neka je
(1) ,  F u F 2, . . . , F a % ) e A )
jedno izvodjenje formule A  iz pretpostavki A i ,  . . . .  An • Za A postoji jedna od moguć- 
nosti:



(1) A  je neka tautologija, (ii) A  je A ; — neka od formula A t , —, A n, (iii) u nave- 
denom izvodjenju postoje dva člana oblika

B, B => A
U svakom od ta tri slučaja dokazujemo da važi
(2) \ - A ~  A
U prvom slučaju^4n => A  je takodje tautologija pa (2) važi. U drugom slučaju (2) 
dobija oblik
(3) A u  ...,A n_ x i- A m + A ^
Ukoliko i = n tada (3) sigurno važi (jer „4 =*■ vlnje tautologija, a ukoliko i < n  
tada važi:
(4) A 1, . . . , A n_ 1 \ - A {
Medjutim, dalje primetimo da je tautologija formula
(5) A ^  fAn ~ A tJ
pa iz (4) i (5) neposredno sledi (3). U tre'ćem slučaju izvesna dva člana F; ( i<d, 
j  < d ) izvodjenja (1) su oblika B, B => A. Znači, važe rečenice 

A i , ..., An (- B, A u  ...,A n I- B=>A 
i uz to odnosna izvodjenja su dužina manjih od d  Na osnovu indukcijske hipoteze 
tačne su i rečenice
(6) A lt ....
Na osnovu (6) koristeći se još i tautologijom

(An => (B => AJ) =■((.A n => B)=> => AJJ
kao i modus ponensom (dva puta) dobijamo

A \, A n -  1 I- A  =► An
Kraj dokaza.

17. Podjimo ’od grupoida odredjenog tablicom

☆ 1 a b
1 1 b a
a 1 1 i
b 1 1 i

(B=>A)

i u vezi sa njim uvedimo pojmove „formula” , „vrednost formule” , ,unodel” i dr. 
slično slučaju istinitosnih tablica osnovnih logičkih operacija.
Prvo, izvesna slova, na primer

P u  P i ,  ■■■> P n, -

nazivarro „iskazna”. Kao „formule” uzmimo sve izraze gradjene od tih slova i ope- 
racijskog znaka *. Tako, neke formule su

Pv Pi *  Pu P3 *  (Pi *  P7)>
gde su izvesne zagrade izostavljene. Elementi 1, a, b služiće kao „vrednosti” iskaz-



nih slova, dok tablica grupoida igra ulogu „istinitosne” tablioe. Neka, dogovomo, 
element 1 bude tzv. ozmčena vrednost. Na osnovu tablice gmpoida svakoj formu- 
li A, čija sjova imaju odredjene vrednosti, odgovara „vrednost” formule. To je ili 
1 ili a ili b. Ređmo, ako p u p2redom imaju vrednosti 1, a, tada formula Pi *  p2 
ima vrednost b, dok formuk p . *  ☆  p^) ima vrednost 1. U stvari, ta druga fo-
rmula uvek ima vrednost 1. To je „tautologija” . Naime, „tautologije” su one for- 
mule koje uvek (tj. za sve vrednosti svojih slova) imaju vrednosti 1. Dalje, na sli- 
čan način uvodimo pojmove:

model datih formuJaQ, Q\= A , J  \-A  
gde je A  neka fortnula, a Q  je skup formula.
(i) Odrediti sve modele po p lr p2, p 3 formule

P% * P i )

(ii) Formule

P i *  P u  Pi *  (P% *  Pi), (Pi *(P% *  P % ) ) *  ((Pi *  M  *(Pi * p 3J- 
su tautologije. Dokazati.
(iii) Uvodeći pojam Q  b- A na sličan način kao kod iskaznih formula zamenjujući 
modus ponens pravilom

A, A * B 
B

dokazati „stav dedukcije” za ☆ :
A t ,  .... An \-  A  -> Ax ,.. .,  A n_ y l-i4 n* A 

Uputstvo. (ii) Dokazati nemogućnost da data formula ima vrednost različitu od 1. (iii) 
Koristiti dokaz naveden u prethodnom zadatku, zamenjujući u njemu znak => zna- 
kom ☆ .

18. Produžetak prethodnog zadatka.
(iv) Dokazati „stav kompaktnosti” za ☆ :

Skup F  ima model akko svaki njegov konačan podskup ima model.

19. Dokazati ekvivalenciju
Ai ,  A 2, ..., An \-A < —> Formila (Ai a A% a ... a A )=*■ A  je tautologija.

Uputstvo. Deo „sleva nadesno” sledi na osnovu stava dedukcije, primenjenog n pu- 
ta1) kao i tautologije

(Ai ^  (A2 =>... => (An =>A)... )) => ((A i a A2 a ... a A J ^  A)
Deo „zdesna nalevo” sledi iz tautologije

((Ai a A 2 a ... a An) =>A) => (A\ => (A2 =>... (A^ => A ) ...))

!) Tada se iz A j,  A^, . . , A n I -  A dobija da je tautologija formuia (Ai => (A2 => ... (A  ̂ => A)...));



i modus ponensa primenjenog n puta.

20. Dokazati stav potpunosti (II oblik)
(*) Q 1= A  Q  1- A
Uputstvo. Po definiciji važi Q '\- A  akko za neki konačan podskup { A it ..., A n } 
ricupa važiMi, ..., A n \~A. Koristiti i zadatke 13 i 19 kao i tvrdjenje : 

A \ r ~, An l=A akko formula {Ai A ... a An ) =>A je tautologija 
21: Dokazati stav potpunosti (I oblik)

Q  ima model je neprotivurečan 
gde je ma koji skup iskaznih formula.

Uputstvo. Koristeći ekvivalenciju (*) prethodnog zađatka neposredno imamo 
1  ima model *—>Nije Q  1= 1 

Nije Q  I- 1 
<—> Q je neprotivurećan

U vezi sa prvim članom tog ekvialencijskog lanca navodimo ovo obrazloženje, sma- 
trajući da je Q  skup oblika { F{ I i G I  }:

Nije Q  t= 1 Nije { F j l / e /  } 1= p a ~\p
Nije (Za sva/d’ t) [(Za svaki i G I)rFj = T -+ t (p A l p j  = T]
(Sa t smo označili preslikavanje skupa svih odgovarajućih iskaz- 
nih slova u skup { T , 1 }  )

*-* Nije (Zasvaki t) Nije (Za svaki i G I ) t F^= T
(Jerjedrugi član implikacije, tj. t(p  A l p j  = T, netačan)
(Postoji t )Nije Nije (Za svaki i G IItF^ = T 
(Postoji t) (Zasvaki i G I)t Fj = T 
Q  ima model

Napomena Moguće je i obratno, odnosno stav potpunosti (II oblik) izvesti iz stava 
potpunosti (I oblik).

22. Neka je Q  skup izvesnih formula F ; (i G I) po slovima p u p2 , ... . Pretposta- 
vimo, dalje da za svaku vrednost tih slova (tj. preslikavanje u skup { T , 1} najma- 
nje jedna od tih formula ima vrednost T . Dokazati da u skupu Q  postoji konačno 
mnogo fo rm u laF ^ ,...... /j^takvih da je disjunkcija

F. v  ..... v F .
1 k

tautologija

Dokaz. Koristeći u meta logici pisanje blisko formulskim imamo:
(Za svaki t) (Postoji i GI) t Fj = T

-*■ Nije Nije (Za svaki t) (Postoji i & I)t Fj = T 
Nije (Za neki t) Nije (Postoji i G I)t Fj = T



-> Nije (Postoji t) (Za svaki i E l j r F = 1 
-> Nije (Postoji t) (Za svaki i£ l)  t ~1 Fj = T 
->Nije da skup { “1 F{\ / 6 / }  ima model
-+Nijedamkikonačan podskup { “ IF ^ ,  . . . . H F ^  }skupa {HF} Iz' £ / }  ima 

model
-> Neki konačan podskup { I F ^ ....... . ~lF;k }nema model
-> (Ne postoji t) (t ( ~\ F ^ a  ....  a ~1 F ^ ) = T
-> (Za svaki t) t(Fj v ..... v F ^ )  = T
-> Fj^ v .....v  F[ je tautologija.

23. U skupu svih iskaznih formula po slovima p, q, r uočimo skup 3  = {pa, <$, 
} gde su a, (3,7 tri odredjena elementa skupa {T , i} .

(i) Dokazati

pa, qP, rr  h A  (p,q,r) *-*t A  (a,(S ,'r) = T

gde jeH(p, q; r) ma koja formula po slovima p, q, r.
(ii) Označkno sa Con |_ J) skup svih semantičkih posledica skupa3 . Dokazati da 
je skup Con |_ 3  maksimalno neprotivurečan, tj. da ne postoji pravi nadskup1) tog 
skupa koji je takodje neprotivurečan.

Uputstvo. (ii) U skladu sa (i) važi jednakost

C o n 3  = {A(p,q,r) I r  A(a, 6 7 ) = T }, 
gde smo izostavili znak l=. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji neproti- 
vurečan skupJ l l ,  koji je pravi nadskup skupa Con 3  i neka 

F(p, q, r) (čJ lt \  Con 3

Za tu formulu važi jednakost tF  (u,(3,y) =1 , jer bi inače F(p, q, r) pripadala 
skupu C bn3 . Na osnovu toga zaključujemo jednakost r  "1 F(a,fi,y) = T , pa zna- 
či formula “ I F(p, q, r) pripada skupu C o n J . Prema dosadašnjem rasudjivanju sle- 
di da i F(p, q, r) i ~\F(p, q, r) pripadaju skupu3{ odnosno da je_/?^protivurečan 
-  štoje suprotno pretpostavci.
24. Produžetak prethodnog zadatka. Neka je 3  skup svih iskaznih formula po slo- 
vima p u  p2, ....., pn, ... i

T= / Pi P2 -  Pn -  ]
' a i “2 -  an -  7

jedno preslikavanje skupa tih slova u skup { T ,1}. U vezi sa r  uočimo skup for- 
mula:

i  P1 > Pi > . . .  }

0 Misli se na nadskupove gradjene takodje po slovima p, q, r.



(i) Dokazati da je dcup Con\B maksimalno neprotivurečan skup formula.
(ii) Obratno, ako je <b C Q  neki maksimalno neprotivurečan skup formula, tada je 
<t> oblika Con 3 r  za neko preslikavanje r. Dokazati.

25. Neka je Q  neprotivurečan skup formula i A izvesna formula. Bar jedan od 
skupova Q' ,A  odnosno ~\A je takodje neprotivurečan. Dokazati.

Uputstvo. Ako su oba skupaO; A  i Q ,~ \A  protivurečni, tada: ^ ,  A I- 1 i Q  ,1 
A  1-1, odakle na osnovu stava đedukcije (zadatak 16) sledi: Q \-  A =>i , ^ l - - L4=*i, 
odnosno^  1— I 4̂, =/" i-  A. Odatle zaključujemo da je =7 protivurečan, itd.

Tvrdjenje se može dokazati i korišćenjem stava potpunosti (zadatak 21). Naime, 
ako je neprotivurečan, tada Q  ima bar jedan model r. Preslikavanje r  je model i 
za tačnojednu od formulaA, 1 A .  Dakle, bar jedan od skupova^, A \ Q',~\ A. i- 
ma model, odnosno jeste neprotivurečan.

26. Dokazati ekvivalenciju
(Nije Q  \-  A ~IA je neprotivurečan

Dokaz. (korišćenjem stava dedukcije).
1  A  je neprotivurečan <—*• N ije^ , ~I A protivurečan 

*-*■ N ije^ , 1  A I- i  
NijeS5 h n  A = » i - 

* Nije Q  1- A
Dakle:

Q',~\Ajeneprotivurečan N ijeQ  1- A.

27. Dokazati stav Lindenbauma: Ma koji neprotivurečan skup formula može se pro- 
širiti do maksimalno neprotivurečnog skupa formula.

Uputstvo. Stav se može dokazati recimo, korišćenjem stava potpunosti (zadatak 
21). Neka je, recimo, Q  dat neprotivurečan skup formula po izvesnim slovima p.
(i e  I). Taj skup ima bar jedan model. r: p. -* a ; (a^ su elementi skupa (T , i  }).

U vezi sa r  uočimo skup Q>r = { p P  I i e  /}  kao i skup Con (videti zadatak 23). 
Taj skup je maksimalno neprotivurečan skup formula koji sadrži sk u p ^ .
Opisujemo i jedan dokaz bez oslanjanja na stav potpunosti i to u slučaju kad je skup 
iskaznih slova p  ̂ ma koji skup. Uočimo skup svih iskaznih formula po tim slovima i 
pretpostavimo da je taj skup dobro uredjen1), slobodnije rečeno, da su njegovi člano- 
vi poredjani u „niz”;

(1) A qJ A i, A 2, ■ A g ,...

U vezi sa tim nizom obrazovaćemo neopadajući lanac skupćva formula:

(2) ^ 0 c g , c g 2 c . . . c g a c

gde je Q'q polazno dat neprotivurečan skup formula. Skup Q l obrazujemo na ovaj 
način. Uočimo skupg^ U {Aq } i tadag^ = Q 0 U {A Q } , ukoliko je taj skup ne-

Ovideti tačku XVI.



protivurečan, odnosnoQ’1 = Q r0 ukoliko je skup U {A q } protivurečan, Na sli- 
čan način obrazujemo i Q 2 ,@ 3 , •■•> odnosno na a -  tom koraku uzimamo: Q a+1 = 

U {A a }, ako je Q a U {A& } neprotivurečan, odnosnoQ'a+1 = Q a inače. Uko- 
liko je a  granični orđinal, tada uzimamo uniju, odnosno: Q a = U  &  . y  1(iu.

0 < a
ćem koraku obrazujemo uniju A i  svih članova niza (2):

J l  = U Q a
Lako se dokazuje da maksimalno neprotivurečan skup formula koji sadrži po- 
lazni skup'Q. Jer, ako bi Jll bio protivurečan, tada bi v a ž i lo ^  1- 1, odnosno za 
konačno mnogo formula M u M2, ..., M^ skuipzjK  bi važilo M u M2, ..., M^ 1- i .  
Medjutim, sve te formule pripađaju izvesnom skupu , pa bi to značilo da je skup 
0" protivurečan, što se, inače, lako opovrgava. Dalje, pretpostavimo d&J?lni}e mak- 
simalan, već da J l c S C  gde je JC  neprotivurečan skup formula i još izvesna formu- 
la A  pripada skupuS^, ali ne i skupuU?/. Pošto (1) sadrži sve iskazne formule (po 
uočenim iskaznim slovima), to je A  jedna od tih formula, redmo formula A a - Pre- 
ma zamišljenoj konstrukciji skup U {A ^ }  mora biti protivurečan, jer bi inače 
A a bila član skupa 5F +1, odnosno skupa Jil. Znači, skup_Q/U {Aa }]e protivure- 
čan, pa takavmora biti i skup JC . Dobijena kontradikcija potvrduje maksimalnost 
skupa J L  Kraj dokaza

28. Dokazati:
Skup iskaznih formula po slovima p. (i S  I) je maksimalno neprotivurečan akko 
taj skup po istim slovima ima tačno jedan model.

29. Neka je skup izvesnih iskaznih formula vida: 
iskazno stovo,odnosno konjunkcija slova povlači slovo

Recimo, jedan takav skup grade formule
(1) p, p  =*• q, p  => r, p A q A r => s, s A t => u, t  A u=> p
Označimo sa P.gg skup svih iskaznih slova formula Qč>. Dokazati da je preslikava- 
nje r: P -+ (T , 1} odredjeno definicijom
(A) Tp = T akko 1- p (p C P , ma kcrje slovo)
model skupa 'J ć  .

Dokaz. Označimo sa 5  = { s A i d }  skup svih slova kojima je preslikavanjem r  
dodeljena vrednost T . To su upravo ona slova (iz skupa pgt> ) koja su posledice 
skupa JKj . SkupoviQ(5i U S  su ravnosledni (zadatak 2). Uočimo ma koju 
formulu F:

' A ^  A ... A 0'k=» tp (Q lf .... ip SU Slova)
iz skupa OtS i u vezi sa njom formulu F§ odredjenu na ovaj način :

Fs je T ukoliko $ €  S, a u protivnom Fs je formula koja nastaje iz F  kada se 
u ovoj izostave („obrišu”) sva ona slova 6 1, .... 0^ koja su članovi skupa S. Neka



je, recimo, S = {p, q, r]  . Tada redom formulama
p a  t =>u, q a  t  \  u => v, u A p A r  => v, v =>p, p => t 

odgovaraju formule
t =>u, t  A u=> v, u=> v, T , t

Drukčije rečeno, formula nastaje iz formuleF ako se sva slova te formule, ko- 
ja su članovi skupa S  zamene sa T ali se uz to uzmu u obzir i tablice operacija 
A =>j *

Ako je F  ma koja formula, tada su ravnosledni skupovi S, F  i S, Fs . S tim u 
vezi su tautologije kao

p a  q A A (p, q, r, s, ...) <=>p A q A A(T, T, r, s, ...) 
p x a  ... A pk A A (pi, .... pk , q i, <7i )*=* Pi A . . .  A pk a A (  T . . . ,  qk)

gde je A  ma koja iskazna formula po naznačenim slovima. U stvari, ravnoslednost 
skupova S, F  i S, F s i počiva na takvim tautologijama. Opštije, ravnosledni su sku- 
povi t^oU S  i *95 s U S, gde smo sa 7?Ss označili skup formula nastao od formu- 
la F  skupa 9 5  zamenjujući svaku od tih formula sa F§. Koristeći dalje ravnosled- 
nost skupova95 i 'P S u  S  zaključujemo najzad ravnoslednost skupova k7(S OC ^JS. 
Razmotrimo sada izgled članova skupa ■ Ti članovi, u skladu sa načinom kako 
su nastali, mogu biti: T ., i 1 i konjunkcija slova povlači slovo, i 1 i slovo'. Tre- 
ća mogućnost otpada, jer u protivnom, tj. kad bi Fs bilo slovo, to slovo bi bilo još 
jedan nov član skupa 5 — što nije moguće, budući da je S skup sviK „slovnih” po- 
sledica skupa 9 6 .  Znači, ma koji član sk u p a9 6 s je T ili je oblika 

PiA ... a  p{ => \p (pi, ..., p j , \p su slova)
pri čemu, a to je veoma bitno, nijedno od slova p lt ..., pj, \p ne pripada skupu S.
Sada smo u stanju da ustanovimo da preslikavanje r  odredjeno definicijom (A) za- 
ista jeste model skupa "3(j  odnosno, što je ekvivalentno, model skupa S  uVuj- .Pre- 
slikavanjem r svim članovima skupa S  se dodeijuje vrednost T , a svim slovima p x 
..., pj, \p formula skupa vrednost 1 . Zamenjujući sva iskazna slova njihovim 
vrednostima članovi skupa5 postaju T , neki članovi sk u p a^ $ s takodje T a ne- 
ki postaju

1 A ... A 1 => 1
što opet iznosi T . Zaključak: r  je model skupa y){j. Kraj dokaza.
30. Produžetak prethodnog zadatka. Da li se članovi skupa S, odnosno sve „slovne” 
posledice skupa >76 mogu dobiti primenjujući konačno puta sledeća pravila u kojima 
kao pomoćni učestvuje i pojam dobra formula:

(a) Ako s G .9*5, onda s G S.
(b) Ako A  G , onda A  je dobra.
(c) Ako s G S  i formula s => u je dobra, onda u G S.



(d) Ako s £ S  i ako je dobra formula oblika
A s => u(s, u slova; A s je konjunkcija slova medju kojima se nalazi i slovo s) 

tada je dobra i formula
A  => u

gde A nastaje iz A s izostavljanjem slova s („brisanjem”).
31. Navesti primer neprotivurečnog skupa iskaznih formula Q  za koji se definid- 
jom

f—r
rp = T akko p (p je ma koje iskazno slovo)

ne odredjuje model skupa Q  .

32. Produžetak 29—og zadatka. Model odredjen definicijom (A) označimo sa A (95) 
-  zvaćemo ga deđuktivni model za W 6. Neka je, dalje, M  ma koji podskup od P~^.

(i) Dokazati da je A(Q 6  U M) model skupa^S .
(ii) Svaki model skupa je oblika A (9 ^ U  M ). Dokazati.
33. Dokazati ekvivalencije

Q  je neprotivurečan -*—► Q', A je neprotivurečan ili ~ \A ]e  neprotivurečan 
Q  ima m odel<—► Q , A  ima model ili ~\A  ima model 
A je konačno zadovoljiv *—* Q , A  je konačno zadovoljiv ili

Q ,~ \A  je konačno zadovoljiv
7 Je model za Q' *-* r  je model za Q  , A  ili r  je model za O' , 1 A, 

gde je Q  skup iskaznih formula, a A izvesna iskazna formula. Da li se u tim ekvi- 
valencijama veznik ili može zameniti veznikom i l i ... ili ?

(ii) Predikatski slučaj

♦ Jezik (podrobnije predikatski jezik prvog reda), kao što smo već imali, je skup 
L čiji su članovi neki relacijski znaci, neki operacijski i neM znaci konstanata.Za- 
hteva se da L  sadrži najmanje jedan relacijsM znak. Relacijsko—operacijska stmk- 
tura na jeziku L  odredjena je izvesnim nepraznim skupom — nosiocem strukture, 
i izvesnim relacijama i operacijama (svakom relacijsko—operacijskom znaku iz L 
pridmžuje se po jedna relacija-operacija odgovarajuće dužine) i izvesnim nular— 
nim operacijama (svakom znaku konstante iz L  pridmžuje se po jedna nulama 
operacija nosioca, tj. po jedan njegov utvrdjen član). Ukoliko L sadrži znak je- 
dnakosti (recimo = ili koji dmgi), tada se uvodi i pojam normalne relacijsko-ope- 
racijske stmkture nad L -  znak jeđnakosti se tumači kao obična jednakost.



♦ U vezi sa nekom relacijsko-operacijskom sjrukturom J  uvodi se pojam pod- 
strukture i pojam Q  -podstrukture, gde je Q' skup izvesnih zatvorenih predi- 
katskih formula (jezika strukture ) ispunjenih u strukturi . Naime, neka je 
B  neprazan pođskup skupa A  koji:

(i) Sadrži nulame operacije strukture cA .
(ii) Zatvoren je u odnosu na ma kofu operaci/u f  strukture Ql (tj. ako x 1,...,xn E 5, 

ondaf(xu  ..., x j £ B ) .

Tada se operaciji /  prirodno đodeljuje operacija f B skupa B:

f B(xu  . . . .  x j  = f ( x j ,  .... x j  ( x u  . . . ,  xn e  B ) 

tzv. restrikcija (na skup B) operacije f.

(iii) SHčno, ali bez ikakvog prethodnog uslova o skupu B, relacijama stmkture J -  
se dodeljuju njihove restrikcije. Na primer, restrikcija afi relacije a (dužine n) uvo- 
di se jednakošću:

r aB (x t , .... xn ) = to(x u ..., xn ) f x t , .... xn e  B )

Skup B, ukohko zadovoljava uslove (i) i (ii), u odnosu na opisane relacije i ope- 
racije (uHjučujući i nulame operacije strukture J  koje smatramo i operacijama 
skupal?) odredjuje strukturu (na istom jeziku kao J  )koju nazivamo podstruk- 
turom ođ J  . Ona podstraktura koja zadovoljava i formule Q  (koje, po pret- 
postavci, već zadovoljava J  ) naziva se Q  — podstruktura.

♦ Strukture J  , Qj (na istom jeziku) su izomorfne ukoliko postoji obostrano 
— jednoznačno preslikavanje p skupa^ na skup B takvo da za svaku operaciju f  i 
svaku relaciju a vredi:

p f(ax, ..., a j  =f(pat , ..., p a j

J  \=a(au  .... a j ^  Q> 1= Wpau ..., p a j

za ma koje elemente ax, ■■■, a skupa A. Uz to pretpostavljamo da se nularne ope- 
racije strukture J  prevode u odgovarajuće nularne operacije strukture Q  ■

♦ Neka je J  straktura na jeziku L. Takozvana tablica strukture je skup izvesnih 
formula na jeziku L U A  koje, može se reći, formulsH opisuju straktura J .  Na- 
ime, u vezi sa svakim operacijskim znakom /  (dužine n) strukture J  tablica sadr- 
ži sve tačne formule obhka

f(a u  ..., a j  = a ( a u  .... an, a e  A )

a u vezi sa svaHm relacijsHm znakom a  (dužine n) sve tačne formule oblika 

a(au ..., a j ,  kao i oblika ~\a(bx, .... b j ,  

gde a., b. e  A. Najzad, u tablicu ulaze i sve tačne formule oblika

’^Znaci f,a  e  L na levim, odnosno desnim stranama označavaju odgovarajuću operaciju i relaciju 
s t ru k tu re ^  odnosno Q  .



a-^CL («., a. G A )

U vezi sa tablicom je tzv. dijagram strukture cA . To je skup svih formula jezika 
L U A  koje su tačne na strukturi Q j i koje su elementarne ili negacije nekih elemen- 
tarnih formula.

$ U slučaju iskaznih formula postoje skupovi formula koji, u ođnosu na unapred 
odabran skup iskazanih slova, imaju tačno jedan model. Recimo, takav je skup 
{~\p, q ,~ \r) u odnosu na slova p, q, r. Šta više, za ma koju vrednost polazno o- 
dabranih slova (tj. preslikavanje skupa slova u skup {T ,1 } ) postoji skup iskaznih 
formula po tim slovima kome je upravo ta vrednost (preslikavanjej jeamstven mo- 
del. Medjutim, u slučaju predikatskih formula nešto slično ne vredi. Tada su mo- 
deli odredjeni relacijsko— operacijskim strakturama (videti uvodni tekst tačke XI, 
kao i zadatak 55 tačke XIII), i pritom vredi sledeće:
Za unapred datu struktura, izuzev kada je njen nosilac konačan skup, ne postoji 
nikoji skup predikatskih formula za koje bi ta straktura bila jedinstven model (za- 
datak 15).

♦ Stav kompaktnosti
Skup predikatskih formula ima model akko svaki njegov konačan podsJcup 
ima model

odnosno u slučaju prisustva znaka jednakosti:
Skup Q  predikatskih formula ima normalan model akko svaki njegov konačan 
podskup ima normalan model.

$ Neka je skup univerzalnih formula na jeziku L i T dati skup. Označimo sa 
T  skup svih izraza gradjenih od članova skupa T i znakova konstanata iz L, kao po- 
laznih izraza, i od operacijskih znakova iz L. Sa Q '\p  označimo skup svih zapisa 
(reči) nastalih iz formula skupa Q' zamenjujući promenljive1) na sve moguće nači- 
ne članovima skupa T. Skup Q\ ^ nazivamo iskazni prevod (odredjen sa Q  i 
T). Taj se skup može shvatiti i kao skup iskaznih formula. Radi toga je đovoljno da 
se zapisi nastali iz elementamih formula uzmu kao iskazna slova, a logičkim znaci- 
ma da se zadrži uloga.

❖  Rešavanje mnogih problema matematike može se prevesti i na traženje (iskaz- 
nih) modela nekog skupa oblika Q  \ p  . Stoga ćemo takav skup zvati i iskaznim 
prevodom odnosnog problema, aza sam problem ćemo govoriti da je svodljiv na 
problem iskazne logike (videti na primer zadatke 18-23).

l)Ako je reč o formuli ( V x i, .... xn) v)(X!, ..., xn) podrazumevamo da se zamenjivanje oba- 
vlja u njenom delui/J (x j, ..., xn).



ZADACI (nastavak)

1. Neka je jezik L = {cls c2, *, a}, gde su cu  c2 znaci konstanata, *  operacijski, 
a a reladjski znak dužine 2. Da li je struktura (N, 0, 0, +, <j na tom jeziku. Pri 
tome su tumačenja jezika ođredjena preslikavanjem

[ Ci c2 *  a  \
\ 0 0 + < 1

Odgovor. .Teste, iako se oba znaka konstanata tumače kao isti broj.

2. Koliko ima struktura na jeziku Z = {*, a}  — * , a  su operacijski, odnosno re- 
llacijski znak dužine 2, čiji je skup nosilaczl = {1, 2, 3 \

0 dgovor. Kako tročlani skup ima 332 binarnih operacija i 232 binamih relacija,

to je ukupan broj traženih stmktura 331 • 232, odnosno oko 10 miliona.

3. Da li je (2N, +) podstruktura od (N, +)?

Odgovor. Prema definiciji podstmkture dosta je proveriti da li je skup 2N  zatvoren 
u ođnosu na sabiranje, odnosno da li vredi implikacija 

x, y  C 2N  => x + y  & 2N
Kako ona vredi, to uočena stmktura jeste podstmktura od (N, +).

4. Opisati sve podstmkture od (N, <).

Rešenje. Pošto se u vezi sa relacijama ne zahteva nikakav uslov1) o skupovnom de- 
lu podstmkture, to su sve tražene podstmkture oblika (M, <), gde je M  proizvoljan 
neprazan podskup od N.

5. Data je straktura (N, +). Odrediti minimalnu2) podstmktum koja sađrži brojeve
6 i 9.

Rešenje. Zadatak se može shvatiti kao rešavanje po M  ovih uslova
(i) 6, 9 e M ,
(ii) (M, +) je podstmktura od (N, +),
(iii) M  je minimalan pođskup koji zadovoljava uslove (i) i (ii).
Primetimo da se, u skladu sa defmicijom, uslov (ii) može zameniti sa 

(ii’) M f  <j), M  C N, x ,y ,C M = > x + y C M

Nije teško videti da postoji više rešenja po M uslova (i) i (ii’). Jedno takvo je N.

^ a z lo g  je što se u opštem slučaju od relacije zadane na nekom skupu u svakom njegovom 
pođskupu može posmatrati re3trikcija te relacije. Medjutim, za operacije slično ne važi (važi 
tek uz pretpostavku zatvorenosti podskupa u odnosu na operacije). Kraće rečeno: restrikci- 
ja relacije je uvek relacija, ali restrikcija operacije ne mora biti operacija.

2̂ Tj. podstrukturu sa najmanjim (u smislu inkluzije) skupovnim delom.



Radi dobijanja minimalnog rešenja uočimo skup P svih prirodnih brojeva koji se 
prave u konačno koraka primenom (i) i (ii’) kao pravila.

Članovi skupaP su, pored 6 i 9, svi prirodni brojevi koji su zbirovi konačno mno- 
go šestica i devetki, tj. brojevi oblika

6a + 9b,

gde a, b E N , izuzimajući slučaj kada su oba 0.
Lako se zaključuje da skup P zadovoljava uslove (i) i (ii). Dalje, P je minimalan 

takav podskup, odnosno ako je M  neki podskup od N  koji zadovoljava uslove (i) i 
(ii), tađa jeP  podskup odM  (jerM mora sadržati 6 i 9, kao i sve njihove konačne 
zbirove, tj. sve članove iz P).
Drugim rečima: (P, +) je minimalna podstmktura koja zadovoljava uslove (i) i (ii). 
Dakle, traženi rezultat je (P, +).

Napomena. Do članova skupa P se može doći u dva koraka. Najpre se primenom 
pravila (i) i (ii’) obrazuje skup svih izraza gradjenih od 6 i 9 kao znakova konstana- 
ta i operacijskog znaka +. LT narednom koraku svaki izraz zamenjujemo njegovom 
vrednošću, odnosno odgovarajućim prirodnim brojem. Primetimo i da se dešava da 
se više izraza svodi na jedan član skupa P. Tako, izrazi <(6+6)+6, 9+9 imaju oba 
vrednost 18.
Istaknimo i da smo za podstrukturu (P, +) mogli reći da je generisana skupom 
{ 6 ,9 } .
6. Određiti podstrukturu stmkture (N, +, <) generisanu skupom { 6 ,9 } -

Odgovor. Skupovni deo te pođstrukture je, kao i u prethodnom zadatku, skup P 
svih brojeva oblika 6a + 9b, gde su a, b prirodni brojevi i nisu oba 0. Tražena pod- 
stmktura je (P, +, <).

7. Odrediti podstrukturu od (N, NZS.NZD, I) gemerisanu skupom {2, 3, 5 } .  
Rešenje. Označimo sa P skupovni deo tražene podstrukture. KakoP mora zadovo- 
ljavati uslov

x,y<EP=> NZD (x, y )  6  P, NZS(x, y) E P, 

to skugu R moraju pripadati brojevi
1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30

(jer. NZS/2,5) = 6, NZS(2,5) = 10, NZS (10,15) = 30, NZD(2 J ) = 1 i sl.).

Nije teško proveriti da su to i svi .članovi skupa P, jer se medju njima za svaka dva 
broja nalazi i njihov najveći zajednički delilac, kao i najmanji zajednički sadržalac. 
Pored toga, to je najmanji takav skup generisan skupom {2, 3, 5} . Dakle:

P = { 1,2,3,5.6,10,15,30} 

pa je tražena podstruktura (P, NZS, NZD , \).



8. Neka je c4  data relacijsko—operacijska struktura. Da li se do svih njenih pod- 
struktura može ovako doći:

(i) Izabere se podskup T skupa A,
(ii) Obrazuje se skup T  — skup svih izraza u kojima su članovi iz r  kao i sve nularne 
operacije strukture c4  znaci konstanata, a operacijski znaci stmkture c4  su u- 
zeti za operacijske znake.
(iii) Skup vrT -  skup vrednosti u c4  svih članova iz T, uzmemo kao skupovni 
deo podstrukture, a operacije i relacije definišemo kao restrikcije operacija i rela- 
cga strukture <=4 .

Odgovor. Može. Najpre, stmktura dobijena na opisan način, polazeći od izvesnog 
skupa r, jeste podstmktura od c4 . Naime, ako je /  neki operacijski znak dužine 
n ( strukture c4  ) i alf ..., elementi skupa vrT, tada izraz f(at , .... a ) pripada 
skupu T, a njegova vrednost skupu vrT. S dmge strane, ako je B ma koja pod- 
stmktura od c4  , ona se može dobiti opisanim postupkom. Radi toga je đovolj- 
no za r  uzeti skup B. U ovom slučaju je skup vrednosti odgovaiajućih izraza jednak 
r, odnosno B.

9 .  Nekaje O ’ skup predikatskih formula

u *  a = b, a *  b = a,
b *  a = a, b& b = b, a f  b

gde su a, b znaci konstanata, a ☆  operacijski znak dužine 2. Da li se svi normalni 
modeli tog skupa mogu ovako opisati:
Uzmemo ma koji dvočlani skup {A, B }, dalje a, b redom tumačimo kao A, B, a 
znak *  kao operaciju *  odredjenu tablicom

* A B
A B A
B A B

Odgovor je odrečan. Naime, pored dvočlanih modela (a takvi su upravo opisani) 
postoje i modeli i sa 3 i sa 4 i uopšte sa više od dva člana. Do takvih se mođela 
rmže doći proširivanjem dvočlanih na način koji opisujemo:
Skup {A, B } dopunimo ma kojim novim članovima, „došljacima” . Dalje, a i b tu- 
mačimo po starom kao^4 i B, a *  tumačimo kao operaciju *  odredjenu tablicom 
koja prošimje već navedenu tablicu, odnosno jeđnakosti

a 4 a =b , A * B = A , B * A  =A, B * B = B  
zadržimo, a u ostalim slučajevima u * v definišemo po volji — rezultat je A, B ili 
neki od „došljaka” .
Primera radi, neka su 1, 2, 3 došljaci. Tada operaciju *  možemo, recimo, definisati



tablicom

☆ A B 1 2 3

A B A 3 A 2
B A B 2 1 B
1 2 3 A 1 1
2 1 2 2 2 2
3 B A 3 1 B

U vezi sa razmatranim problemom videti i zadatak 5 6, tačke XIII.

10. Produžetak prethodnog. Skup Q' dopunimo formulom

x  = a v  x  = b

Dokazati da dobijeni skup ima, do na izomorfizam, tačno jedan normalni model.

11. Da li gmpoid zadat tablicom

☆ a b

a b a
b a b

tj. odredjen uslovima: a ☆  a = b, a *  b = a, b *  a = a, ☆  b -  b, a f b  odre- 
đjuje, do na izomorfizam, sve normalne modele formule

(3 X\ ,X2 ) (xxf X 2 /\ (V x )  X̂  =X,
= Xl A X2 *  *2 = X 2)? .

Odgovor. Da.

12. Dokazati da za svaki konačan gmpoid postoji skup predikatskih formula za ko- 
ji je taj gmpoid, do na izomorfizam, jedinstven normalni model.

13. Relacijska stmktura je odredjena tablicom

1 2 3

1 1 X1 1

2 T 1 T
-i 1 T T

Odrediti skup predikatskih formula za koji je ta stmktura, do na izomorfizam, je- 
dinstven normalni model

14. Dokazati da za svaku konačnu relacijsko— operacijsku stmktum i čiji jezik je 
konačan postoji jedna predikatska formula, tako da, do na izomorfizam, ta stmktu- 
ra je jedinstven normalni model te formule.

15. Koristeći stav kompaktnosti dokazati da za nijednu beskonačnu relacijsko—ope- 
racijsku stmktum ne postoji skup predikatskih formula kome je ta stmktura jedin-



stven model (do na izomorfizam).

Rešenje. Neka je S  beskonačna relacijsko—operacijska struktura čiji je skupovni
deo :

5 = {s. |  i e i }
a jezik je L. Pretpostavimo, suprotno, odnosno da je za neki skup predikatskih for- 
mula Q  stmktura c5 , do na izomorfizam, jedinstven mođel. Označimo sa1) A  = 

k  £  K  } jedan od skupova koji je veće kardinalnosti od skupa S. Dalje, jezik 
L proširimo dodavanjem članova a^kao novih znakova konstanata Na tom širem 
jeziku L uočimo skup $  svih formula oblika

s. f  s. (gde Sj, Sj različiti članovi iz S)
ak f  an (gde a^, an različiti članovi iz ^4)
ak ^  si ftj- svaki član iz A  je različit od svakog člana iz S ).

Dokazaćemo da skup Q  U <f> ima bar jedan model. Radi toga, uočimo ma koji nje- 
gov konačan podskup P. U tom podskupu učestvuje konačno mnogo formula iz 3>, 
a u njima konačno mnogo članova iz S O l A. Neka to budu članovi

(*) V  V  Sir ’ ak2’ — ak

Formule skupa P pripadaju jeziku L proširenom navedenim članovima (*). Od stru- 
kture c5 , na način koji opisujemo, gradi se jedan model skupa P. U toj stmkturi 
uočimo m+n različitih članova, pa dogovomo znacima konstanata (*) dodelimo po 
jedan od tih članova. Dmkčije rečeno, u stmkturi c5 dopunski uočavamo još m+n 
nulamih operacija, odnosno utvrdjenih članova koji služe kac interpreti znakova (*). 
Dobijena stmktura c5 je produženje strakture ,c5 (u ovakvom slučaju se kaže da 
je c5 prosta ekspanzija, produženje za c5 , budući da se c5 razlikuje od c5 je- 
dino u višku nularnih operacija). Stmktura c5 je model uočenog skupa P. Na taj 
način, svaki konačan podskup skupa Q  U $ ima model, pa prema stavu kompak- 
tnosti, model ima i čitav skup Q  U  <J>. Neka je 2  ma koji model za Q  U  $. Jezik 
tog modela je L U A  U  S. Pretpostavimo da se obavi skraćivanje strukture <z> ne sma- 
trajući članove skupa,4 i skupa S kao nulame operacije. Nova struktura c$ je na je- 
ziku L. Straktura c5 je model za Q  U $, pa je otuda c5 model za1-* Q . Tako smo 
đošli do jednog modela sa Q  , čija je kardinalnost, u svakom slučaju, veća od kar- 
dinalnosti modela c5 • Odatle sledi da c5 i c5 nisu izomorfni, čime se završava do- 
kaz metodom reductio ad absurdum.

Napomena. Dokazano tvrdjenje može i ovako izreći:
Nijedna beskonačna stmktura ne poseduje potpun formulski opis na jeziku predikat- 
skog računa prvog3) reda.
9pretpostavljamo da A D S = <t>.

Jer u +  ne učestvuje nijedan od znakova ŝ , a^, pa nam nisu potrebne vrednosti (interpreti)
za njih.

^To je jedan od razloga uvodjenja i raznih drugih logičkih sistema.



Posebno, na osnovu tog tvrdjenja, strukturu (H, +, -, ', 0) prirodnih brojeva ne mo- 
žemo u potpunosti opisati nikakvim skupom prđdikatskih aksioma. S tim u vezi, fo- 
rmalna aritmetika pored strukture prirodnih brojeva, poseduje i razne druge, sa tom 
stmkturom, neizomorfiie modele. Takvi se modeli nazivaju nestandardni modeli ari- 
tmetike. Njihovo postojanje prvi je dokazao Skolem 1934. godine.

16. Neka je Q  skup predikatskih formula u čijoj izgradnji učestvuju samo znacikon- 
stanata, relacijski znaci (bez zflaka jednakosti), a od logičkih veznika jedino iskazni. 
Takav se skup može shvatiti i kao skup iskaznih formula, uzimanjem njegovih elemen- 
tamih formula za slova. Dokazati:

O' ima model u predikatskom smislu akko Q  ima model u iskaznom smislu.

Rešenje. Pretpostavimo najpre da Q  ima struktum J l t  kao predikatski model. U 
tom modelu svaka elementarna formula $(ci, ..., c ) ($  je relacijski znak dužine n, 

C\, ..., cn su znaci konstanata) ima odredjenu vrednost .... c ). Lako se zak-
ljučuje da je preslikavanje o, kcjim se svakoj elementamoj formuli $  koja učestvuje 
u Q  kao liku dodeljuje r  $  kao slika, jeste model skupa Q  u iskaznom smislu. 
Pretpostavimo sada da Q  ima model, u oznaci recimo o, u iskaznom smislu. Tim 
se preslikavanjem svakoj elementamoj formuli iz Q  dodeljuje slika a $ , inače 
član skupa {T, 1} . Radi gradjenja predikatskog modela uočrmo skup C svih zna- 
kova konstanata formula Q  . Koristeći o lako se gradi predikatski model čiji je no- 
silac C.
Najpre znacima konstanata iz Q  dodeljujemo iste znake iz C — to su nularne ope- 
racije skupa C. Zatim svakom relacijskom znaku $  dužine n dodeljujemo relaciju 

skupa C definicijom

(A$ ) T $  (ci, ..., cn) = a $ ( c u .... c j

s tim što tu definiciju primenjujemo u slučaju kada se <h(c1, ..., c ) pojavljuje u Q' 
kao član, a inače za r ..., c j  uzimamo proizvoljnu vrednost (recimo sve T). 
Na takav se način očigledno gradi jedan model skupa Q  čime se dokaz završava. 
Na primer, ako je Q‘ sačinjen od formula

a(a, b) =>~\a(b, a), a(a, a) v  a(a, b) 

za njega je C = {a, b }. Polazeći od iskaznog modeia o

a ( a ,a )  a(a, b) a(b,a)  
f f = ( 1 T 1 )

neposredno se zaključuje da je relacija a odredjena navedenom tablicom, s tim što 
na praznom polju može stajati proizvoljna vrednost: T ili 1. Znači, polazeći od 
uočenog iskaznog modela o dolazi se do dva predikatska modela sa nosiocem C.



17. Opisati sve modele formule a(a, b) => a(b, a), gde su a, b znaci konstanata, a 
a relacijski znak dužine 2.

Uputstvo. Uočimo najpre ma koji dvočlan skup S  = {a, b} i pomoću njega ovako 
izgradimo model:

Znake konstanata a, b tumačimo kao a, b> a a  kao jednu od ovih relacija

a b a b..

a T j g ; j
b T b

gde na praznim poljima može stajati po volji T ili 1. Takvih relacija ima 4 + 8, tj. 
12.

Od prethodnih modela dobijaju se razni novi modeli proširivanjem skupa S  ma 
kojim dodatnim elementima — „došljacima” i definisanjem relacije a u ostalim slu- 
čajevima proizvoljno.

Pored opisanih modela postoje i oni u kojima se a, b tumače kao iste konstan- 
te. Naime, ako je (S, a )  ma koja relacijska struktura sa jednom binarnom relaci— 
jom a, tada stmktura (S, a, č), gde č  G S, pri tumačenju

b -*c, a ^ - a
jeste model date formule.

18. Neka je Q  skup formula (a, b, c su znaci konstanata):

a(a, b) => “ 1 a(b, a), |3(a, a, a), $(a, b, c) => j3(b, c, a)

Obrazovati skup Q'\ podredjen izvesnim datim skupom F.

Odgovor. ^ j p  je jednak polaznom skupu Q  .

19. Opisati svp relacije ekvivalencije datog skupaiS1.

Rešenje. Dati problem je svodljiv na traženje mođela skupa oblika C?|r> odnosno 
svodljiv na problem iskazne logike. Naime, ako S  = { s.| / e / } ,  tada iskazni prevod 
Q''\ p  čine sve formule oblika

a(sv s{), a (S]) s.) =*a(sy s.J, afs^s.) a a(s., sk)=> a(Sf sk),

gde s., sk GS. To su iskazne formule po slovima oblika a/s^ s.) . Prema tvrdje- 
nju zadatka 17 svakom iskaznom rešenju a skupa 5 | p  odgovara predikatski mo- 
del tog skupa sa nosiocem S. Naime, relacija a skupa S uvedena definicijom 
(■Aa ) t-^ S j, Sj) = a afsf, s.})

je relacija ekvivalencije. Medjutim, definicija (A-) je takva da se njome opisuju i sve 
relacije ekvivalencije skupa S. Naime, ako je aneka data relacija ekvivalencije, ona se 
može dobiti iz jednakosti (A-) za neki pogodan a. Recimo, dosta je za a uvrstiti vre-



dnost ovako defmisanu:

(Aff) o a(s{, = t a(sv s.)

Drugim rečima, vrednost slova afs^, s^) je T akko s- jesu u relaciji a. Primeću- 
je se da je jeđnakost (Aff) dobijena „obrtanjem” jeđnakosti (A-). Neposredno se 
proverava da tako uvedena vrednost o zaista jeste rešenje skupa p, kao i da je 
njoj odgovarajuća relacija ekvivalencija koja se dobija pomoću đefinicije (A—) upra- 
vo polazna relacija a.
Zaključak: Jednakošću (A-) se opisuju sve relacije ekvivalencije skupa S (u funkci- 
ji od rešenja skupa ^  | p).

20. Odrediti sve relacije poretka datog skupa S.

Uputstvo. Iskazni skup se sastoji od formula po slovima oblika afs^, s^),
Sj = s.. Medjutim, budući da pretpostavljamo da je S  dati skup, vrednosti slova 
s. = s. su poznate (T ako su s., s. isti elementi, 1 ako su različiti). Zamenjujući 
takva slova njihovim vrednostima, skup se prevodi na skup formula po

O /Sj, Sj).

Primedba. Uopšte, ako je O' skup univerzalnih formula čiji se jezik sastoji jedino 
od relacijskih znakova, problem odredjivanja modela sa datim nosiocem S  svodljiv 
je na problem rešavanja odgovarajućeg skupa (i?|p- (čiji su članovi iskazne for— 
mule po elementarnim formulama gradjenim jedino od znakova konstanata). Pri to- 
me, ukoliko se u jeziku foimula O’ nalazi i znak jednakosti, formule oblika a = b 
zamenjujemo sa T , odnosno sa 1, u zavisnosti da li su a, b isti ili različiti elementi 
skupa S.

21. Opisati sve relacije a — dužine 3, (3 — dužine 2 skupa S  koje zadovoljavaju us- 
love

a (x ,y ,z )= > x  f y  a  j3 (x, z), a (x, y,  z)=>a(y, z, x)

22. Odrediti sve kongruencije grupoida datog tablicom: *_

Uputstvo. Problem je svodljiv na rešavanje skupa oblika a 
Q  ( p  koga čine formule: b

b
b

c
c

b

x ~  x, x ~  y=> y  ~  x, x ~  y A y ~  z=> x ~  z, x ~  y  A z ~ u  => x  *  z ~  y  *  u, 

gde su x, y, z, u, v elementi skupa { a, b, c}. Tu su nepoznate vrednosti slova ob- 
lika x  ~  y, dok je * poznata operacija. Otuda se korišćenjem date tablice, recimo 
formula a ~  b a  c ~ a = v a '& c ~ b '& a  svodi na a ~  b a  c ~  a =* c ~  b. Nije te- 
ško proveriti da su sva rešenja relacije:



~1 a b c ~2 a b c a b c ~4 a b c

a T 1 I a T T 1 a T i i a T T T
b 1 T 1 b _ T T i b i T T b T T T
c 1 1 T c i L T c i T T c T T T

23. Odrediti sve relacije R — dužine 3, p — dužine 2, 
datog grupoida koje zadovoljavaju uslove:

R(x,y,z) => p(x,v) v p(v,z), R(x,v,x  * y)

d b
a b a
b a b

p(x, x ) => “1 x *  x, ®(x,v,z) => R(v,zpc):

24. Neka =4 data strukrura na jeziku L. Problem uvodjenja dopunskih relacija na 
jeziku L ' koje zadovoljavaju date zakone (tj. univerzalne formule na jeziku L U L') 
svodljiv je na problem iskazne logike. Dokazati.
Uputstvo. Dati zakoni se najpre prevode na skup obiika 9  pU kome pored nepo- 
znatih relacija učestvuju i poznate reiacije i operacije. Medjutim, korišćenjem tabli- 
ce stmkture =4 ove poslednje se mogu odstraniti. Skup Q~ p se na takav način 
svodi na skup iskaznih formula po slovima obiika <y(c\, ..., cn) -  je nepoznata re- 
lacija, cL, ..., cn znaci konstanata. Recimo, neka je nepoznata relacija R a poznate 
su relacija p i operacija *, i neka jedna od formula iz (? |p  giasi

(1) R(a,b *  c) => 1  R(b * c,a) a p(a,b)

Tada najpre sračunavamo vrednost terma b *  c, recimo neka b * c = b. FormulaD) 
prelazi u

(2) R(a, b) => ~\R(b,a) a  p(a,b)

Daije, koristeći tablicu relacije p, formulu p(a,b) zamenjujemo sa T ili sa 1. Na pri- 
mer, u prvom slučaju iz (2) dobijamo

(3) R(a,b) =>1R(b,a)

U formuli (3) učestvuje samo nepoznata relacija R i znaci konstanata a, b. Slično 
se postupa sa svakom formulom skupa S^jp .

25. Opisati sve modele skupa koji čini formula:

(V x, v, z) (ol(x , y) a  a(y, z) => a(x, z)).

Uputstvo. Neka je D ma koji neprazan skup. U vezi sa njim obrazujemo skup (7jp . 
Problem odredjivanja tranzitivnih relacija skupa F svodi se na problem iskazne logi- 
ke. Neka je, đalje, a jedno rešenje skupa Q  p . Relacija a uvedena definicijom

(*) ra(x, y) = a(x, y)

je tranzitivna relacija skupa F, što nije teško proveriti. Tako je pomoću T i a odre-



djeno jedno rešenje — jedan model uoćene formule. Medjutim, lako se dokazuje 
da se „šetanjem” T i a dobijaju i svi traženi modeli. Strože, važi ekvivalencija:

J l l  je model za Q  > (Za neki T) (Za neki a )J? l je odredjen definicijom vida (*)

Primedba. Svi modeli nekog skupa univerzalnih formula Q  čiji jezik sadrži jedino 
relacijske znake mogu se ovako opisati:

U vezi sa ma kojim nepraznim skupom T uoči se skup i njegova rešenja
a. Skupom T i rešenjima a odredjuju se svi modeli poput prethodnog primera. Pri 
tome, ako je a relacijski znak dužine n, njemu se dodeljuje relacija a odredjena de- 
finicijom

ra  (x i, .... x j  = a a (x u ..., x j  (xu ..., *n G T)

26. Opisivanjem svih normalnih modela datih univerzalnih formula. Nekaje 'J skup 
univerzalnih formula na jeziku L  koji sađrži neke znake konstanata, relacijske, opera- 
cijske znake i znak jednakosti. Sa Q" U Ax= označimo uniju skupa Q  i aksioma 
jednakosti koje se odnose n a je z ik i. Neka je, dalje, T izvestan skup (neprazan, u- 
koiiko L ne sadrži znake konstanata). Skup (■Qu Ax=)\^ možemo shvatiti kao skup 
iskaznih formula.Označimo sa a jedno rešenje (iskazno) tog skupa. U skupu T  odnos- 
nih terma uočimo relaciju ~  ovako uvedenu:

h  ~  h  •*-»• a(ti = t2) = I

Dokazati da je ~  relacija ekvivalencije saglasna sa operacijskim i relacijskim znaci- 
ma iz L. Dalje, u skupu T /~  definišemo jednu stmkturu, u oznaci J il  (r ,  a) ova- 
ko:

1° Znacima konstanata dodeljuju se odnosne klase — to šu nulame operacije stmk- 
ture.
2° Ma kom operacijskom znaku /  dužine n dodeijujemo operaciju / :

fA cw .., c tn A f c f(ti......tn)

3° Ma kom relacijskom znaku <p dužine n dodeljujemo relaciju p

r p ( C  , .... C ) = a<p(ti, ..., t  )
l i Ln 11

(i) Dokazati da je stmktura J il (r ,  a) normalan model skupa Q" .
(ii) Dokazati da se svaki normalan model za može dobiti opisanim postupkom.

27. Produžetak prethodnog. Opisati normalni model datih formula odredjen skupom
r  = 0

(V x, v) (a(x, f (y )) => a  (f(x), y)), f(f(a)) = a,

gde su a, b znaci konstanata, /  operacijski znak dužine l , a  relacijski znak dužine 2.



Rešenje. Skup T  odgovarajućih izraza ima članove a, fa (tj.f(a)),f*a. (tj-f(f(a))),
f ,3a.........Skup (O'KJ Ax=)lp je skup iskaznih fonnula po slovima vida a (tx, t2),
h  = h , gde t2, t2 E T. Medjutim, zbog zakona f 1 a = a, taj skup je ekvivalentan') 
sa svojim podskupom koji čine formule:

a(a,fa)=>a.(fa,a), a(fa, a) =■ a(a, fa), p a = a  

kao i ođnosne formule koje potiču iz aksioma jednakosti:

t = t,  4 = t2 =>t2 = ti ,  ti = t2 a  t2 = t 3 => t x = t3 

h = h  =>ftx = ft2, f  = tj A t2 = tj => (a ( ti , t2) =>a(t[,t2))

Vrednost za neke nepoznate oblika ?i = t2 je potpuno odredjena. Recimo: 

r (t = t) =T , r (p a  = a )= T , T( f 3a =fa) = T , 

opštije r ( fka = fna) = T ukoliko je k -n  deljiv sa 2.

Uočimo iskazno slovo fa = a. Čini se da se navedeni skup formula ,,ne izjašnjava” 
po tom slovu, tj. izgleda da iz njega ne sledi ni r(fa = a) = T ni r(fa = a) = i . Sto- 
ga ćemo u traženju rešenja iskaznih formula (*), (**) prethodno tražiti ona rešenja 
kod kojih r(fa = a) = T , a potom ona kod kojih r(fa = a) = 1. U svakom od tih 
slučajeva ujedno ćemo videti da li takva rešenja postoje.

Slučaj r(fa = a) = T . Tada i sva slova oblika t 2 = t2 imaju vrednost T , a skup iska- 
znih formula (#), (#*) je ekvivalentan sa skupom 
(* ’) a(a, a) => a(a, a), fa = a

dopunjenim odnosnim aksiomama jednakosti. Dalje nastupa raskrsnica po slovu 
cfa, a). Kako su i ra(a, a) = T i Ta(a, a) = i  rešenja za (*’), to u razmatranom slu- 
čaju skup iskaznih formula (*), (i?*) ima dva rešenja

_ / h = t2 a ( tu  t2) \ / ?i = t2 a ( tu t2) \
a‘ “  ! , o2 =

' T T ’ 1 T 1 ’

gde su tu  t2 proizvoljni termi iz T. Ođgovarajuće strukture J i l  2 su:

-  Skup M t imajedini član , tj. svi termi su medjusobno ekvivalentni. Znak a, 
tumačimo kao nularnu operaciju CQ, znak / kao operaciju / ;  f (C a) = Ca, a 
znak a kao relaciju a odredjenu sa

ra(C a,C a)= T  .

— Struktura 2 se razlikuje samo u tome što je kod nje ra  (CQ, C ) = i .

Slučaj r(fa = a) = 1. Tada su odredjene sve vrednosti slova oblika f, = t2 . Tako: 

r ( f k a = f na) = T ako je k -n  paran, r ( f ka = .fno) = J akoje k -n  neparan ,

'^tj. ravnosledan.



gde k, rt £ N  smatrajući da je f°a  drugi zapis za.A. Skup (*), (**) je ekvivalentan sa 
skupom

(*”) a(a, fa) => a(fa, a), a (fa, a) => a (a, fa), f 2 a = a, fa  f  a

uz odgovarajuće aksiome jednakosti. Ostaje još odredjivanje vrednosti slova oblika 
a ( t lt h ). Za ta slova se lako zaključuju jednakosti:

r a ( fa k, f a n) = ra(a, a), ra (fak+1, f a n) = ra(fa, a),

ra ( fa k , f a n + 1) = ra(a, fa), ra ( fa k + 1 , f a n+1) = ra ffa , fa),

gde k, n E.N, pa se problem svodi na odredjivanje vrednosti slova a(a, a), a(a,fa), 
a(fa, a), a(fa, fa). Iz uslova da zadovoljavaju (*” ), tj. zadovoljavaju formule,

a(a, fa) => a(fa, a), a(fa, a) => a(a, fa)

za ta slova postoji ukupno osam mogućnosti, budući da a(a, a), a(fa, fa) mogu bi- 
ti proizvoljni. Evo jednog od tih rešenja:

o _ / a(a,a) a(afa) a(fa,a) a(fa, fa) 'j 

\ 1 T T T

Odgovarajuća struktura^// 3 ima skup— nosilac M3 čiji su elementi Ca, Znak 
a se tumači kao nularna operacija Ca, a znaci f, a kao operacija/, odnosno rela- 
cija a odredjene tablicama

f  OL Ca 9 .

Cfa Ca 1 T

Cfa Ca Cfa T T

28. Opisati modele datih formula odredjene navedenim skupom P

a) (V x , v) (a  (x, y ) v  a(y, x)), f(a) = b, f(b) = a; T = d>
b) ( f  x, y) (a(x, y) => x * y  = a), ( V x, y) ( “ 1 a  (x, y )  => x  *  y  = b); T = d>
c) a(a,a), ~]a(a,b), a(b, a), "1 afb, b ); T = (b
d) a(a, a), ~\a(a, b), a(b, a), ~\a(b, b) (V  x) (x = a v  x  = b);T  = {C}
e) (V x) (0 (x) => p (f(x)), (V  x)f(f(f(x))) = x; T = {a, b } ,

gde su a,b,c znaci konstanata, f ,  *  operacijski a a j  relacijski znaci odgovarajućih 
dužina.

29. Opisati sve modele formula

a(x)  => a(ffx)), a(a)

gde su f  a operacijski, odnosno relacijski znak dužine 1, a a znak konstante.



30. Opisati modele formula Q  :

( ' i x ) x 'b x = x ,  ( ' i x ,  y) x  *  y  = y  *  x, (V  x,y,z) (x  *  y )  *z =xo (y n  z) 

odredjene skupom T  =  {a , b }  .

Re&nje. Skup (Q  U Ax=)\p kao skup iskaznih formula sastavljen je iz formula o- 
vakvog oblika:

— iskazno slovo (recimo takve su t  =  t ,  t  *  /  =  t  i sl.)
— konjunkcija iskaznih slova povlači slovo (takve su na primer: 

h = h => f2 = h,  0  = h  A t2 =-t3 => fi = f3 i sl.).

Zbog takve posebne strukture taj skup iskaznih formula, označimo ga kraće sa Q  , 
ima jedan (iskazni) model odredjen definicijom

(*) r p = T  <—»• Q  '\-  p,

gde je p ma koje od slova iz Q  ’ (videti zadatke 27—3n prvog dela ove tačke).
Nije teško uvideti da tom rešenju odgovara slobodna algebra zakona Q ‘ generisa- 
na skupom F. Za to bi se rešenje moglo reći da je ono ,,sa najmanja T —ova” , jer 
defmicijom (*) nekom slovu se dodeljuje T jedino u slučaju kada to sledi iz Q  , 
tj. ,)cad se mora” . U skladu sa pomenutim zadatkom 30 prvog dela do svih iskaz- 
nih modela skupa Q  ’ može se doći postupnim proširivanjem skupa slova kojima 
se dogovomo dodeljuje T i traženjem vrednosti ostalih slova definicijom vida (*). 
Evo krajnjih rezultata.

U slobodnoj algebri slovima

a = b, a = a * b, b = a * b

đodeljuje se vrednost i .  Potražimo zatim rešenja skupa Q ’ kod kojih slovo a=b 
ima vrednostT. Nije teško uvideti da u ovom slučaju vrednost T dobijaju sva slo- 
va oblika tx=t7 . Tako smodošli do rešenja, sa najvišeT—ova” , odnosno jednočlanog 
gmpoida. Potražimo sada rešenja kod kojih r (a = a ☆  b) = T mkovodeći se defini- 
cijom vida (☆ ), odnosno definicijom

rp = T ■*—*■ Q  \ a = a * b \- p

Ovom definicijom se dolazi do dvočlanog modela, čiji su članovi Ca, a opera- 
cija je odredjena jednakostima

Ca ^  ^a = Ca’ ^a * = ^a’ Cb * = Ca< Cb * Cb ~  Cb‘
Slično, tražeći definicijom vida (*) rešenja skupa Q ’ kod kojih vredi r(b=a * b)=T 
takodje se dolazi do dvočlanog modela. Nije teško videti da smo tako opisali s'va re- 
šenja skupa Q  , jer recimo akc potražimo rešenja kod kojih se slovima a = a * b, 
b = a ir b dodeljuje T onda se dolazi do već opisanog rešenja u slučaju r(a = b) =T.

Napomena. Navedeno rasudjivanje je, u stvari, opšte prirode. Naime odredjivanje slo-



bodne algebre zakona Q  nad skupom T je podzadatak odredjivanja svih modela 
formula O' . Slobodnoj algebri odgovara jedno, „vrhovno” rešenje ođnosnog sku- 
pa iskaznih formula. Ostala rešenja tih iskaznih formula odredjuju modele koji su. 
u stvari, homomorfne slike slobodne algebre.

31. Opisati sve modele formule' F:

(V x )  (3  y) (a(x, y } v a (y ,  x)

Rešenje. U vezi sa formulom F  uočimo formulu F:

/V  x) ( a(x, f(x)) v a(f(x), x)j

gde je /  novouvedeni funkcijski znak (znak Skolemove funkcije). Kao što nam je 
poznato izmedju modela form ulaF i F  postoji ovakva veza (videti tačku XI, zar 
datke 11— 19).

Svaki model za F je produživ do modela za F  r obratno, svaki model za F je 
skrativ do m  odela za F.

To znači da se problem odredjivanja svih modela za F  svodi na problem odredji- 
vanja svih modela za F  jer od ma kog modela (M, a, f  ) za F, ne računajući f  tj. 
uzimanjem strukture (M, a), dolazi se do modela (i to svih) za F. Medjutim.F je 
univerzalna formula pa se njeni modeli odredjuju na način koji smo već izložili 
(videti zadatak 26). Naime, uzimamo ma koji -neprazan skup F, obrazujemo skup 
svih terma pomoću T i /  i potom obrazujemo skup formula

(*) (F. Ax=) lr

Problem odredjivanja modela za F  se time svodi na traženje rešenja iskaznih for- 
mula (*). U stvari, tako dolazimo do modela za F  ali ne računajući/, svaki takav 
model se skraćuje do modela za F.

Napomena. U opštem slučaju se može slična postupiti. Naime, radi ođredjivanja 
modela datog skupa formula Q‘ , može se od tog skupa preći na skup F  j prob- 
lem svesti na traženje modela univemalnih formula. Na kraju još takav mođel treba 
skrati-ti do modela za O' .

32. Data je struktura (Z, <J koja zadovoljava formulu F:

(V x )  (3  v) y  < x .

(i) Odrediti bar jednu njenu F— podstrukturu koja sadrži skup {1, 3, 5 }.
(ii) Opisati sve F-podstrukture za (Z, O-

Rešenje. Struktura (Z, O  zadovoljava formulu (V  x) ( 3 y)y < x. Otuda, po aksio- 
mi izbora, postoji funkcija/ takva da je zadovoljena i formula (V x) f(x) <  x. Ne- 
ke Skolemove funkcije su odredjene formulama-

f i ( x )  = x - l , f i  (x) = x -2 . h (x )  = x ~ lx -2 ,
ako je X paran 
ako je X neparan



(i) Do jedne F— podstrukture možemo ovako doći. Uočimo jednu od Skolemovih 
funkcija, recimo f 2 , i polazeći od datog skupa obrazujemo minimalan skup A  ko- 
ji sadrži skup {1, 3, 5 } i zatvoren je u odnosu n a /2 , tj. zadovoljava uslove

1, 3, 5 €  A, x G A  => f 2(x j E A

Taj skup ima elemente 5, 3, 1, -1 , -3 ,  -5 ,  -7 , . . .  . Struktura (A, <) zadovolja- 
va formulu F, budući da (A, < , f 2) zadovoljava formulu (V x) f(x) < x, a formu- 
la F  je njena posleđica.

(ii) Označimo sa S k  skup svih funkcija / :  Z  -+ Z za koje važi (V x)fix) < x, tj. 
skup svih Skolemovih funkcija za F. Sve F-podstm kture se mogu ovako opisati. 
Uočimo ma koji podskup T C Z  i jednu Skolemovu funkciju /  Tada, skup A ko- 
ji sadrži T, zatvoren je u odnosu na /  i još je minimalan takav, je skupovni deo je- 
dne F —podstrukture. U stvari,. tako se. biranjem T i /€E S k  dolazi do svih F—pod- 
struktura.

Napomena. Postupak opisan pod (ii) je u stvari opšte prirode. Naime, slično se za 
neku datu relacijsko—operacijsku strukturu _ftl koja zadovoljava neke formule Q  
obrazuju sve Q — podstrukture. U tom obrazovanju učestvuju: T— ma koji pod- 
skup od M, operacije stmkture i odbir odgovarajućih Skolemovih funkcijaisku- 
povni deo Q  — podstrukmre je tada minimalni skup koji sadrži T i zatvoren je u 
odnosu na izabrane Skolemove funkcije, kao i u ođnosu na operacije strukture_/?/ 
„Setanjem1’ skupa T i Skolemovih funkcija opisuju se sve ^-podstm kture od J ll.

33. Neka je d -  stmkmra koja zadovoljava univerzalne zakone i 33 njena podstru- 
kmra. Dokazati da 3B zadovoljava iste zakone.

34. Stav kompaktnosti predikatdcog računa. Neka je skup predikatskih formu- 
la. Dokazati:

Q  ima (normalni) model <—»■ Svaki konačan podskup od Q  ima (normalni) model

Resenje. Deo -*■ sledi neposredno iz definicije pojma modela1-*. Radi dokaza dela <- 
pretpostavimo da svaki konaćan podskup od Q  ima model, što ćemo izreći i na o- 
vaj način: Q' ima svojstvo K. Sa Q  označimo skup svih univerzalnih formula koje 
nastaju iz formula skupa Q  „otvaranjem” , tj. uvodjenjem novih (Skolemovih) fun- 
kcijskih znakova. Jasno je da i skup Cf ima svojstvo K, tj. svaki njegov konačan pod- 
skup ima model. Dalje uočimo U Ax=, tj. uniju skupa Q  i odnosnih aksima je- 
dnakosti (onih koje se odnose na jezik formula O'). Tada i Cf U Ax= ima svojstvo 
^ N e k a  je F = { a }, jednočlan skup (može se uzeti ma koji neprazan skup) i 
(Q  U Ax=) \p iskazni prevod za Q  U Ax=; tu je T  odgovarajući skup terma. I sva- 
ki konačan podskup tog skupa ima neki model. Zaista neka je S = {<pi, .... ipk }ma

okviru ovog zadatka, kratkoće radi, umesto n o r m a l a n  m o d e l  govorićemo m o- 
d e L



koji konačan podskup. Te formule potiču od konačno mnogo formula, recimo re- 
dom od 'T, , skupa Q  U Ax=. Naravno, medju formulama 'f'. može biti i
jednakih, jer, na kraju, pri prelazu od Q< U Ax=  na ( Q  U A x=)|p od jedne for- 
mule može nastati više formula, u zavisnosti od skupa T. Kako skup Q , 'J Ax= i- 
ma svojstvo K, to formule , ..., 'f,k imaju bar jedan model J l l . Uočimo u nje- 
mu jedan element a. Dalje, sa J f l  označimo podstrukturu od J i l  generisanu sa 
a (videti zadatak 5 ) . j l l  je takodje model formula 'f,1 , ..., 'f 'k budući da su to u- 
niverzalne formule. Od j l l  ' se.lako gradi model formuia ..., ipk, čiji je jezik 
proširenje jezika L (dobijeno dodavanjem znaka konstante a). Radi toga je dostau 
strukturi J l l  uočiti i nulamu operaciju a kao tumačenje za a, i zađržati tumače- 
nje ostalih znakova. Dobijena stmktura J I l  ” je model formula č>i , ..., ipk-

Kako se skup ( Q  U Ax=) |p može posmatrati i kao skup iskaznih formuia, to 
na osnovu izloženog sledi da svaki njegov konačan podskup ima model u iskaznom 
smislu. Koristeći stav kompaktnosti iskaznog računa (videti zadatak 10 prvog dela 
ove tačke) zaključujemo da i taj čitav skup ima bar jedan iskazni model a. Medju- 
tim, odatle sledi da i Q  ima model, budući da se od svakog takvog rešenja a mo- 
že sagraditi model skupa Q  (videti zadatke'25, 26, 27).

35. Neka je ^  = (G, ■&) gmpoid. Za relaciju p skupa G kažemo da je istaknuta u- 
koliko za sve y, z iz G važeTormule Q".

x  p x, x * z p y & z = - ~ \ x p y

Recimo, gmpoid (N, ■) nema takvu relaciju, jer zamenom z sa 1 iz datih uslova se 
■ lako dobija protivrečnost. Dokazati:

Grupoid ima neku istaknutu relaciju •<—»■ Svaki njegov konačno generisan^ 
podgrupoid ima istaknutu relaciju.

Rešenje. Deo -*■ je očigledno tačan. Dokaz dela ■<- izvodimo pomoću stava kompa- 
ktnosti (iskaznog računa). Uočimo stoga ekvivalencije:
Ćf) ima istaknutu relaciju p

<—* Postoji relacija p skupa G takva da za sve x, y, z G G važe uslovi 

x  p x , x  * z p y  * z =>~\ x  p y  

+-* Skup iskaznih formula2) Q \q kogačine:

Sve formule oblika u * u, gde u £ G
Sve formule oblika x * z p y - & z = > ~ \x p y ,  gde x, y, z & G 
ima bar jedno rešenje.

Uočimo dalje ma koji konačan podskup od Q \q i označimo ga sa 

'^To su podgrupoidi generisani konačnim podskupovima' skupa G.

^To su formile po slovima u p  v, gde u, v G G ,  jer pretpostavljamo da su x z , y  ☆  z zamenje- 
ni njima.jednakim elementima skupa G.



«i P « i .  th p u2, um p um

jti* ^ P 3 'i*  z, =».n*!* v ' i , * n* z n p y R * z n >jn
Đokazujemo da takav podskup ima bar jedno rešenje. Radi toga, uočimo podgru- 
P°id generisan sa: ult u2, - ,  «m, x lt x 2, ..., x n, y lt y 2, ..., y n, z lt z2 , ..., zn . On 
je konačno generisan pa poseduje neku istaknutu relaciju. Tom relacijom je određe- 
no jedno rešenje iskaznih formula Q,k . Dakle, O' k ima bar jedan iskazni model. 
Stoga, prema stavu kompakmosti (iskaznom) i čitav skup Q \q ima bar jedan iska- 
zni model. Njime je odredjena istaknuta reiacija za ^  , čime se dokaz završava.

Napomena. Može se napraviti veoma mnogo stavova sličnih prethodnom. Recimo, je-
dan je:

Grupa ^  se može urediti^ akko se svaka njena konačno generisana podgrupa mo- 
že urediti.

Dokaz tog tvrdjenja je potpuno sličan prethodnom. Uopšte, neka je cA relacijsko- 
—operaćijska struktura i skup univerzalnih formula na jeziku te strukture prošire-
nim izvesnim relacijskim znacima (nekih dužina). Tada se u skupu A  mogu defmisa- 
ti relacije p̂  takve da važe formule Q' akko je to moguće ućiniti u svakoj konačno ge- 
nerisanoj podstrukturi od ćA .

36. U vezi sa poljem realnih brojeva uočimo skup ovakvih formula (u njima u- 
čestvuju oznake realnih brojeva, znaci - ,  0, 1 i znak jedne nove konsta-
nte e):

Prvo, sve formule navedenog jezika koje su tačne u polju realnih brojeva. Medju nji- 
ma su: tablice realnih brojeva, odnosno formule kao 1+2=3, J2~- / J =  / J  5 - ( - 3 )
= 8 ,1  ? 2 , J2 f  / 3 ,0  < 1 , 1 ( - 2  < -3), zatim aksiome polja, odnosno formule

(  V x , y ) x + y  =  y + x ,  (' V x , y ) x  ■ y  =  y . x

( V x , y , z ) ( x + y ) + z  =  x + ( y + z ) ,  (V x , y , z ) ( x  ■ y )  ■ z =  x  ■ ( y  ■ z )

( V x ) x + 0 = x ,  ( V x ) x - l = x

( V X ) x + M x )  M i ,  ( V  x ) ( x . f O = >  x .  ]~ =  1 )

(  x ,  y ,  z ) x  • ( y  +  z )  =  x  • y  +  x  • z

dalje, aksiome uredjenja

(V x )  (iii x >  0 ili x = 0 ili x <  0)
(V x, y )  x >  0 a v >  0 => x  + y >  0 ^ x - y > 0 )
( V x )  ( x >  0  => - x  <  0 ) ,  ( V x )  ( x  < 0 = >  - x  >  0 )

Najzađ, razne tačne formule^ kao

J ru p a  ^ je uredjena relacijom p skupa G ukoliko je p reladja totalnog poretka i još za sva- 
ki x, y, u, v G  G važii

x p y a  u p v =>x *  u p y *  v
-'Medjutim, tu nema nijedne formule koja odgovara rečenici: S v a k i  n e p r a z a n  p o d -  

s k u p  r e a l n i h  b r o j e v a  o g r a n i č e n  s a  g o r n j e  s t r a n e  i m a  
s u p r e m u m, jer tu rečenicu ne možemo zapisati navedenim jezikom.



(lx)y?- = 2, (V  x) ( 3 y)2x + 3y = 5, ( \ /x )  ( V y ) (  3 z) (x,<y=>x < z a z  <y)

Drugo, sve formule oblika

(*) 0 < e , e < r ,

gde je r ma koji pozitivan realan broj.
Dokazati da postoji model opisanih formula.

Uputstvo. Svaki konačan podskup K  tih formula ima model. Zaista, neka su 0 < e, 
e < r u e < r 2, ..., e < r^  sve formule oblika (☆ ) koje učestvuju u skup'uAT. Tada, 
jedan model za K  se dobija iz uredjenog polja realnih brojeva ako se u njemu e tu- 
mači, recimo kao broj

~ min (ru r 2, ..., r j

Napomena. U prethodnom zadatku je opisano svojevrsno proširenje polja realnih 
brojeva, što je, inače, predmet proučavanja tzv. nestanćardne analize.

37. Đokazati ekvivalencije (F je zatvorena formula1-̂ ):

F  je valjana <—> DF nema model, ~\F je valjana <—»■ F nema model
F  nije valjana *- H.F ima model, ~\F nije valjaria <—* F itna model.

38. Ranije smo u vezi sa ma kojom zatvorenom formulom F  dođavanjem novih fun-
kcijskih znakova (Skolemovih) prelazili na univerzalnu formulu za koju smo koristi-/\
li oznaku F  (videti zadatke 74—80, tačke XJI). Tako, ako je F  formula 
( 3 x) (V v )  (V  z) (a(x, y) a  a(x, zj) onda je F: (V y) (V  z) (a (a, y)A  a(a, zjj.U^ 
vezi sa ma kojom formulomF na sličan način uvodi se egzistencijalna formula F:

A
F je, po definiciji, H (~]F)

/\ V
Za datu formulu F  obrazovati formule F, F

a) (V x,y)A(x;y), b) (V x )  (3  yJ4(x,y), c) ( 3 x) ( V y)A(x,y), d) ( 3x,v)A(x,y).
e) A(c,d), t) (V x )  ( 3y,z)A(x,y,z), g) ( 3  x,y)(V  z,u)A(x,y,z,u).

V ■
Uputstvo. Obrazovanje formule F  pokazujemo na primem c). Dakie, F  je ( c x)( • y) 
A(x,y). Tada najpre uočavamo formulu ~\F. Ona je ekvivalentna sa ( V  x)( riy)~\A(x,y). 
Dalje, za dobijenu formulu <£> obrazujemo <h. To je formula ( x x ) ~\A(x, f(x)), gde je /  
nov funkcijski znak. Najzad, obrazujemo negaciju za $ , preradjujući je na egzistencija- 
lni oblik. Tako:

~ \(V x) ~\A(x, f(xj)  <=> ~ \~ \(3 x )A (x , f (x »  *=*-(3 x ) A (x ,f(x ))

Formula ( 3x)A(x, f(x)) je upravo F.
Evo rezultata (prvonavedena formula je F):

)^ v i zadaci do kraja tačke, osim zadatka 50, odnose se na t'ormule bez znaka jednakosti.



a) ( \ 'x ,  v)A(x,y), A (a ,b); b) (W x)A(x, f(x)), (3 y )A (a ,y );
c) f \ 'y )A (a ,y ) ,  ( 3x)A(x, f(x)); '  d) A(a, b), (3 x,y)A(x, y),
e) A(c, d), A(c, d); f) (V  x)A(x, f(x), g(x)), (3  y,z)A(a, y,z);
g) fV’z, u)A(a, b, z, u), (3  y)A(x, y, f(x, y), g(x, y)),

gde su a, b novi znaci konstanata za formulu F  a / ,  g novi operacijski znaci.

39. Neka je F  zatvorena formula. Dokazati ekvivalencije:
A

(i) F ima model > F ima model
(ii) F je valjana *—> F  je valjana

Rešenje. Tvrdjenje (i) je ranije već dokazano (videti zadatke 11-19, tačke XI). 
Koristeći to tvrdjenje primenjeno na formulu ~\F izvodimo dokaz ekvivalencije (ii). 
Dakle, polazimo od

A
(1) ~1F ima model <—>• "1F  ima model

Odatle negiranjem obeju strana dobijamo
(2) H F nema model H F  nema model

Koristeći, dalje, prvi i drugo tvrdjenje zadatka 37 iz prethodne ekvivalencije izvodi-

Najzad, koristeći defmiciju formule F, iz (3) neposredno dobijamo ekvivalenciju (ii).

40. Formulu

možemo shvatiti kao iskaznu formulupo slovima a(c2, f(ci)), &(c2, f(c\)), a(clt c2). 
Jedan njen iskazni model je

Koristeći a napraviti bar jedan predikatski model te formule.

Uputstvo. Uočimo skup T  svih terma gradjenih od clt c2, f  Od T  se može sagraditi 
jedan model na ovaj način:

-  c i, c2 tvmačimo kao clt c2,
-  f  tumačimo kao izrazovsku opemciju,
-  a kao relaciju a ovako uvedenu

rafci, f(c2)) = T, ra (c2, f ( c 1) = l ,  z a (c lt c2) = L

a za ra  ( t1: t 2), gde su t 1: t2 ma koji drugi termi iz T, uzimamo vrednost po vo- 
Iji (recimo sve T).

Napomena. Dobijeni predikatski model je primer tzv. term—modela. Uopšte, model 
skupa predikatskih formula je term—model, ukoliko njegov skupovni deo čine

mo

(3 ) F je valjana »1  (~\F) je valjana

<*(ci,.f(c2)) A a(c2, f ( c j )  => "1 a(cu c2)

; a ( c lt f(c2)) a(c2, f ( c j )  a (cu  c2)

T i 1
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termi sagradjeni od izvesnog skupa F (u prethodnom zadatku T = <b), znakova kon- 
stanata i operacijskih znakova formule O' . Uz to, sve operacije u takvom modelu 
su izrazovske.

41. Neka je Q  skup predikatskih formula bez promenljivih. On se može shvatiti
i kao skup iskaz'nih formula smatrajući njegove elementame formule slovima. Tada 
vredi:

Skup O' ima bar jedan predikatski model (i to upravo term-model) akko O' 
kao skup iskaznih formula ima model.

Dokazati.

42. Neka je F  formula bez promenljivih. Dokazati:
F je valjana akko F, shvaćena kao iskazna formula, je tautolosija.

43. Primenom tvrdjeiga (ii) iz zadatka 39 dokazati da za proizvoljnu univerzalnu
formulu ..., x  ) F (x i, ..., xR) vredi ekvivalencija:

(Y *i , .... x  ) F(xi , .... x  ) je valjana ► F(ci, ..., c j ,  shvaćena kao
iskazna formula, je tautoloeija

Tu su cu  ..., cn znaci novih konstanata.

Uputstvo. Uočenoj univerzalnoj formuli odgovara egzistenčijalna formula oblika 
F(Ci, .... c j  -  C j , ..., cn su znaci novih konstanata. Dokaz postavljene ekvivalen- 
cije se,dalje,izvodi primenom pomenutog tvrdjenja (ii), kao i tvrdjenja prethodnog 
zadatka.

44. Jedan model formule

(V x , y) (a (X, y) => a(f(x), f(y))

je (N, < , ’), gde je x ’ = x  +1. Koristeći taj model napraviti za istu formulu term—
—model odredjen sa T = {a, b, c}.

Rešeige. Treba da napravimo model čiji su elementi izrazi (umesto/(c), f f f fa f) , ... 
pišemo fa, f 2 a, ...):

a, b, c, fa, fb, fc, f  a, f 2 b, f 2 c, ... 

i čija operacija/ je izrazovska, tj.

_  / a b c fa  fb  fc  ... ,

\ fa  fb  fc  f 2a f 2 b f 2c ... )

Ostaje još da se za svaka dva terma t x, r2 podesno definiše TOc(ty, t2). Radi toga 
prethodno u datom modelu izaberimo tri člana koja ćemo zvati vrednostima za 
a, b, c. Neka, recimo, sve tri vrednosti budu 1 što zapisujemo i na ovaj način

vr(a)= l, v r(b )= l, vr(c)'=l



Koristeći te jeđnakosti i ma kom teimu t može se dodeliti po jedan član iz N, od- 
nosno vređnost. U tu svrhu koristimo ovu povratnu (rekurz'ivnu) definiciju

vr(ft) = (vr(t)r

prema kojoj, recimo: vr(f1a) = (vr(fa))’ = (vr(a))” = 1" = 3. Relacijski znak a tu- 
mačimo tada kao narednu relaciju a:

TOc(t\, t2) = T (vr(tJ  < vr(t2)),

budući da se u datom modelu znak a tumači kao < . Nije teško proveriti da se na 
taj način dobija jedan term—model date formule: Zaista, neka su t x, t2 ma koji ter- 
mi. Tada: •

t (ol (t \ , 12) =■ a (f(ti)), f( t2)))
= Taf 'ti, t j  => r a m t f ,  f( t2))

(Sada je => znak {T, 1 } — algebre)
= T (v r ( t J  < vr(t2)) => r fv r f f t j  < vr(ft2)j 

(Koristeći definiciju relacije a),
=_T(fr(ti) < vr(t2)) =► S | ’.< (vr(t2) ) ’)
= r(vr(ti) <  vr( tx) = (vr(’t j )  ’ < (vr( 12)) ’),
= T , budući da je (N, < , j  model uočene formule.

45. Neka je Q  skup univerzalnih formula na jeziku L = {a, / , c , ... }. Dokazati: 
ima model ■==>■ O ' ima term-model (Odredjen proizvoljnim skupom T).

Uputstvo. Naravno, O' ima model ukoliko ima term—model. Obratno, tiočimo ne- 
ki model J l t  =(M, cM, ■■■) formula Q  ■ Pomoću njega obrazujemo term -
—model čiji je nosilac skup T  svih terma obrazovanih od T i znakova konstanata i 
operacijskih znakova formula O' , a operacije,/ ,  c , •••, su izrazovske. Radi uvodje- 
nja odgovarajućih relacija, za elemente skupa T, slično kao u prethodnom zadatku, 
izaberimo neke vrednosti iz M. Tada i svakom termu iz T  odgovara vrednost. Nai- 
me, ako je c znak konstante, a /  operacijski znak dužine n, tada je, po definiciji:

vr(c> = cM, vr(f(tx, ..., t j )  = fM(vr(tJ , ..., v r ( tj)  ( tu  ..., tn G T),

Najzad, relacija a, koja odgovara relacijskom znaku a dužine n, uvo.di se na ovaj na-
čin

ra (? i ,  ..., t j  = ra M(vr(tJ, ..., v r ( tj)

Tako se dobija model (T, a, f , č , ...) koji jeste term-model.

46. Neka je Q  skup univerzalnih formula, T dati skup i T f  <j> skup svih terma o- 
brazovanih od T, znakova konstanata i operacijskih znakovaiz O’’ . Dokazati:

Q  ima model ■==>■ ^ ’lp, shvaćen kao skuv iskazrdh formula, ima iskazni model

Uputstvo. Primeniti tvrdjenja zadatka 41 i zađatka 45.

47. Dokazati:



Univerzalna formula ima moćel akko ima prebrojiv model.

Uputstvo. Term—model ođredjen prebrojivim skupom T je prebrojiv.

48. Neka jeF  egzistencijalna formula. Dokazati:
F  je valjana <-* F  je tačrn na svakom term-modelu odredjenom datim skupom T.

49. Neka je F  ma koja predikatska formula. Dokazati ekvivalencije:
F  ima model F  ima term -modelfodredjen datim skupom T)

v
F  je valjana <—* F  je tačna na svakom term—modelu (odredjenim datim skupom V).

50. Da li formula./fxj = x  ima term— model?

Rešenje. Uočimo skup T = {a}. Tada je skup terma T = {a, fa, f 2a, ...}. Očigled- 
no (T, f  },gde je /  izrazovska operacija, nije model formule f(x) = x.Uopšte, ta for- 
mula nema term—model ni sa proizvoljnim dmgim skupom F.

51. Neka je (3 x u  ..., x  f F ( x lt .... x j  proizvoljna egzistencijalna formula i T ma 
koji skup (u slučaju kada u toj formuli učestvuju znaci konstanata, T može biti pra- 
zan skup, a inače T je neprazan). Neka je, dalje, T  skup svih terma obrazovanih od 
T, i od znakova konstanata i operacijskih znakova uočene formule. Dokazati:

(3 x j. - - x n) F(x f  -■•x n) ie valjana +=> Postoje termi t n , tn ,.... fkn iž T
takvi da je tautologija formula 
F (tn ,...,  t ln )v ...vF (tk V ..., tkJ ,  
shvaćena kao iskazna.

Rešenje. Radi kraćeg pisanja razmotrimo jedino slučaj formule (3  x) F(x). Tada va- 
ži ovaj ekvivalencijski lanac:

( 3 x )  F(x) je valjana
<~* H ( 3 x) F(x) nema model 
<-* ( V x )  H F(x) nema model 
<-* Skup { H F (t)\t 6 7 }  nema iskazni model
*-* Neki konačan podskup { H F(tx), ..., H F(tk) } prethodnog sknpa nema 

model '
(Primena iskaznog stava kompaktnosti)

► H F (tx) a ... a H F(tk) nema model 
<~+~\F(tx) A ... A l  F (tk)<=* i

(Jer, u iskaznom slučaju formula koja nema model je kontradikcija).
~ < f ( t J v . . . v F ( t k) <=* T

Postoje termi t t , .... tk iz takvi da je iskazna formula F (tx) v  ... v F ( tk) 
tautologija.

Dakle: (3x)  F(x) je valjana<~=> (Postoje t x,.... fk S  T )F (tJ v .. .  vF (tk )je  tautologija 

Potpuno slično se dokazuje odgovarajuća ekvivalencija za proizvoljnu egzistencijalnu 

formulu.



52. Neka je F  ma koja pređikatska formula i ( žixlt ..., x j  ^ ( x l t ..., x j  njoj od- 
govarajuća egzistencijalna formulaF. Kao uopštenje prethodnog tvrdjenja dokazati 
ovaj tzv. Erbranov1) stav:
F je valjana <-»• Postoje termi t n , t u , ..., rkn iz T takvi da je tautolmja form.ula

H ( t n , V v H ( t j v  V v- v//7fki.... . fkni,
shvaćena kao iskazna.

Pri tome je T  skup svih terma obrazovanih od elemenata datog skupa T (koji mo- 
že biti i prazan ukoliko H  sadrži znake konstanata, a inače je neprazan) i od zna- 
kova konstanata i operacijskih znakova formule H.

Uputstvo. Koristiti tvrdjenje prethodnog zadatka kao i zadatka 39.

53. Neka je (3  x n  ..., x j  F (x ,, ..., x j  egzistencijalna formula u čijoj izgradnji 
ne učestvuju znaci konstanata niti operacijski znaci. Uokazati:
( 3 x , ,..., x  ) F(xi , ..., x j  je valjana <—»• F(a, ..., a ) , shvaćena kao

iskazna formula, je tautologija
Pri tome je a znak konstante.

Rešenje. Neka je T = {a}.  Tada je T = {a } , budući da formula nema operacijskih 
znakova ni znakova konstanata. Otuda za terme o čijem se postojanju tvrdi u zada- 
tku 51 postoji jedina mogućnost a, čime se dokaz navedene ekvivalencije završava.

54. Neka je a) ( 3 x)F(x), b) (3  x, y) F(x, y) egzistencijaina formula bez operacij- 
skih znakova i neka je C = {cx, ..., ck } skup svih njenih znakova konstanata. Do- 
kazati:

a) (3  x) F(x) je valjana <—> F (c J  v... v  F (c J  je tavtoloeija
b) ( 3x, y) F(x, y) je valjana F(cu c J v F f c i ,  c2) v ...  v p jc k, c j

je tautologija
Uputstvo. Za P izabrati prazan skup a potom primertiti tvrdjenje zadatka 5 1.

55. Ispitati koje od narednih egzistencijalnih formula jesu valjane
( 3x, v, z) (a(x, y) a a(y, z) => a(x, z)), (3 x) (a(a, x) <=• a(x,  a)),
( 3x) ((S(a) v  ()(b) =• p (x)), ( 3 x ,  y)(a(x,y) A(a (x, y)=> a (a, x) a  a (y, b».

56. Neka je ( W x u  .... x j  (3  y)  F ( x , ..., x  , y)  formula u preneks obliku bez 
operacijskih znakova i bez znakova konstanata. Dokazati:
( Wx lt ..., x j  (3 y) F(x i , ..., xn , y) je valjana

•f—► Formula F(alt ..., an, a j v  F(ax, .... a , a2) V ... v F(a ,, ..., a^, a j ,  
shvaćena kao iskazna, je tautologija

Tu su ax, ..., a znaci konstanata.

Uputstvo. Od date formule preći najpre na njoj odgovarajuću egzistencijalnu for- 
muiu, a zatim primeniti ekvivalenciju a) zadatka 54.

' ^ J a c q u e s  H e r b r a n d  (1908-1931).



57. Primenom Erbranovog stava dokazati da je naredna formula valjana

(3.x)  (V v) ( a ( x ) ^ a ( y ) )
V'

Rešenje. Egzistencijalna formula F  za datu formulu je (3 x) (a(x) => a (fx)). Neka 
je, dalje, T = }. Skup terma T  je tada {a, fa, f 2a, f 3a, ...}. Kako je disjunkcija:

(a(a) => a(fa)) v(a (fa )) ^ a ( f a ) )

očigledno tautologija (ona je iskazna formula po slovima a(a), a(fa), a ( f2a)), to 
je polazna formula valjana.

58. Neka je F  zatvorena formula i ( 'f  x x, ..., x j  S ( x x, ..., x j  njoj odgovarajuća u- 
niverzalna formula F. Dokazati ekvivalenciju:
F nema model +-+ Postoje termi fn , tn , ..., tkn iz T takvi da skup

{s(tu , ..., t ln), s(t21, ..., t2n), ..., s( tk l , ..., tkn)},
shvaćen kao skuv iskaznih formula, nema model.

Tu je T  skup svih terma obrazovanih od skupa T (ako F  nema znakova konstanata, 
r  mora biti neprazan) i od znakova konstanata i operacijskih znakova formule S.

59. Produžetak prethodnog. Pretpostavimo još da je formula Sjbci, .... x j  dovede- 
na na sastavni oblik, tj. da vredi

S(Xi ,  ... ,Xn ) <=* Si (X\ , . . . .  xn)A  S2(x u  - , x n ) a ... S j x y, ..., x j

gde su S j disjunkcije elementarnih formula ili negacija elementarnih formula. Do- 

kazati ekvivalenciju:

F nerria model <-* Postoje termi Zj,, t n , ..., tin iz T takvi da skuv

•••’ ?ln^’
5 1^21* ' ... t2n) , .... s j t 2l , •••’ f2n̂ ’

••’ fkl ’, •••, tkJ  }
shvaćen kao skup iskaznih formula, nema model.



XVIII FORMALNE TEORIJE

$ Ako se neka matematička teorija aksiomatski izgradjuje polazi se od nekih reče- 
nica, formula uzetih kao tačne. Te „polaznice” drukčije nazivamo i aksiome teori- 
je, Logičke posledice aksioma su tzv. teoreme teorije. Podrobnije rečeno, svaka 
teorema ima bar jedan dokaz, koji se sastoji iz niza koraka. Ma koji korak đokaza
može biti: ,

— aksioma, ili već dokazana teorema;
— neki logički zakon (tautologija, valjana formula i sl.);
— neka formula (rečenica) koja sledi iz nekih prethodnih korak’a dokaza po nekom 

pravilu izvodjenja. Recimo, ako su izvesne formule oblika^ = B i B = C dva člana 
nekog dokaza, tada se u nekom sledećem koraku može uzeti formulazl = C; pri 
tom se kaže da je primenjeno pravilo

A=B, B=C 
A=C

♦ Postroženjem pojmova aksioma, dokaz, na način koji upoznajemo, dolazi se do 
pojma formalne (odnosno' potpuno aksiomatske)^ teorije. Formalnu teoriju određu-
ju:

— A l f a b e t izvestan skup polaznih znakova koje zovemo slovima tog alfabeta.
— Formule: neke od reči obrazovanih od slova datog alfabeta. Pri tome je dat i 
efektivan postupak za odlučivanje da li neka reč jeste ili nije formula.
— Aksiome: neke od formula. Ako je još dat i efektivan postupak za ođlučivanje 
dali neka formula jeste ili nije aksioma, tada za formalnu teoriju kažemo da je ak- 
siomatska.
— Pravila izvodjenja (njih konačno mnogo): izvesne relacije u skupu formula. Ako 
je a  jedno pravilo izvodjenja dužine n (tj. jedna relacija dužine n) i ako su formu-
le A i , . . . ,  A n_ ^ , A n (tim redom) u toj relaciji, pišemo A t , ..., A , i kažemo da

~ — ~2----

je zln direktrm posl'edica formula Ax , .... A n_ , po pravilu izvodjenja a .

♦ Dokaz (izvodjenje, dedukcija) u nekoj formalnoj teoriji je konačan niz formula:
F x, ..., F m takav da svaki član tog niza jeste:

(i) aksioma; ili
(ii) direktna posledica nekih prethodnih formula niza po izvesnom pravilu izvodjenja.

‘jpojam formalne teorije potiče od Hilberta ( D a v i d  H i l b e r t ,  186 2 -1 9 4 3 ).2) '
Za alfabet zahtevamo da zadovoljava uslove iz tačke I S l o v a  i r e č i ,  fusnota na stra- 
ni 7.



♦ Form ulaF je teorema formalne teorije, ukoliko postoji bar jedno izvodjenje te te- 
orije čijije poslednji član baš formula F. U slučaju kadaFjeste teorema teorije ^  , 
koristimo oznaku • /•'.

♦ Formalna teorija je odlučiva, ukoliko postoji efektivan postupak za odlučivanje da 
li neka formula te teorije jeste ili nije teorema.

♦ Neka je Q  skup izvesnih formula neke formalne teorije Q  i F  formula te teori- 
je. Kažemo da je F posledica skupa hipoteza O ', što ovako označavamo: Q' i-F ,

- _ • J
ukoliko postoji konačan niz formula čiji je posleđpji član formulaF, i.takav da sva- 
ki član tog niza jeste:

(i) aksioma; ili
(ii) hipoteza; ili
(iii) direkma posledica nekih prethodnih formula tog niza po izvesnom pravilu izvođe- 
nja teorije Q  .

♦ Pri razmatranju neke formalne teorije koristimo kao pomoćnu izvesnu intuitivnu
(neformalnu) matematičku teoriju koja se, pri tome, naziva meta—teorija. Jezik pomo- 
ću koga je izražena meta—teorija naziva se meta—jezik. Taj jezik je obično govornj je-
zik sa uobičajenim matematičkim znacima. Sama formalna teorija koja se razmatra 
naziva se,pri tome, objekt-teorija, a njen jezik1) objekt-jezik.

♦ Formalne teorije se obično izgradjuju radi istraživanja u vezi sa nekom (neformal- 
nom) matematičkom teorijom. Za tako dobijenu formalnu teoriju polazna matemati- 
čka teorija je njena tzv. glavna interpretacija.

♦ U algebri se često koriste tzv. jednakosne formalne teorije. Jednu vrstu tih teorija 
činejednakosni računi, koje smo upoznali u tački XIII. U stvari, ostale jednakosne for- 
malne teorije nastaju iz njih uzimanjem još izvesnih formula oblika

11 = 12 (fi, t2 su izrazi)
kao dodatnih aksioma.

♦ Za neke vrste formalnih teorija uvodi se pojam modela. To je obično neka relacg- 
sko—operacijska struktura koja, u odredjenom smislu, zadovoljava teoriju.

♦ U logici su od posebnog značaja dve formalne teorije: iskazni račun i predikatski 
račun I  reda. Prva teorija je u vezi sa tautologijama, a dmga sa valjanim formulama 
(videti zadatke 19, 21, 31). Pomoću predikatskog računa grade se razne formalne *e- 
orije koje se koriste za tzv. strogo aksiomatsko (formalno) zasnivanje matematičkih 
teorija.

^Jezik formalnc teorije čine: polazni znaci, reči obrazovane od tih znakova, kao i konačni nizo- 
vi tih reči.



3  1 9

ZADACI

1. Neka je formalna teorija odredjena ovako:

Polazni znak je slovo a
Formule su sve reči obrazovane od tog slova
Aksioma je a

FPravilo izvodjenja je —  , gde je F  proizvoljna formula 
Faa

(i) Dokazati da je reč aaaaa teorema
(ii) Dokazati ovo meta—tvrdjenje:
R eč F  je teorema, ako i samo ako se slovo a pojavljuje u njoj neparan broj puta.
(iii) Da li je data formalna teorija odlučiva?
(iv) Neka je jedna interpretacija odredjena uslovom: R e č aa’"a , tumači se kao priro-

n-pu ta
dan broj n  Koji prirodni brojevi, pri tom tumačenju, odgovaraju teoremama?

Rešenje.

(i) Dokaz za formulu aaaaa izgleda:
(1 )  a (Aksioma)
(2) aaa (Iz (1) po pravilu izvodjenja)
(3) aaaaa (Iz (2) po pravilu izvodjenja)
Nije teško zaključiti da je navedeni dokaz i rtajkraći moguć.

(ii) Radi kratkoće u izražavanju, nazovimo reči u kojima se slovo a pojavljuje neparan 
broj puta neparnim. Tada tvrdjenje koje treba dokazati glasi: Reč F  je teorema ako i 
samo ako je nepama.

Neposredno se uočava da je aksioma a neparna reč i da pravilo izvodjenja čuva ne- 
parnost: Ako je F  neparna formula, onda je i Faa (dobijena iz F  primenom pravila 
izvodjenja), takodje nepama. Na osnovu toga, svi članovi nekog izvodjenja moraju bi- 
ti neparne formule, pa su otuda i teoreme neparne.

Obratno; neka je F  neparna formula Dokazujemo da je F  teorema. Dokaz izvodimo 
indukcijom po n — broju pojavljivanja slova a u formuli F.

-  Zan=7 F  glasi: a. Znači, F  jeste teorema.
-  Neka je teorema neparna formula koja ima 2 k - l  pojavljivanja slova a i neka je
F i, ..., F$ jedan njen dokaz. Tada je niz F x, .... F  , F  dokaz za formulu F  u kojoj se 
slovo a pojavljuje 2k+l puta. Obrazoloženjs: F  se dobija iz F . primenom pravila izvo- 
djenja.

(iii) Data formalna teorija jeste odlučiva. To proističe iz meta—tvrdjenja đokazanog 
pod (ii). Efektivan postupak odlučivanja da li neka formula jeste ili nije teorema sa- 
stoji se u izbrojavanju broja pojavljivarija slova a u toj formuli. Ukoliko je taj broj



pojavljivanja neparan, formula jeste teorema, a ukoliko je paran, formula nije teore- 
ma.
(iv) Kako su, prema meta—tvrdjenju dokazanom pod (ii), teoreme one i samo one 
reči u kojima se slovo a pojavljuje neparan broj puta, to pri datoj interpretaciji te- 
oremama odgovaraju veparni prirodni brojevi.

2. Obrazovati formalnu teoriju polazeći od slova a tako da njene teoreme budu one 
i samo one reči u kojima se slovo a pojavljuje paran broj puta.

3. Obrazovati formalnu teoriju polazeći od slova a, b tako da njene teoreme.budu: 
slova a, b i još one i samo one reči kod kojih se ta slova neizmenično redjaju. Ta- 
kve su, na primer, reči: ab, aba, bababab.

Uputstvo. Jedna mogućnost je:
Azbuka  je {a,b}
Formule su sve reči obrazovane od slova a, b 
A ksiome -su: a, b

Pravila izvodjenja su: (a) E l  , (/3) EE  
Fab - Fba

Drugim rečima, pomoću datih pravila se na reč koja se završava slovom a, može dopi- 
sati slovo b, dok se na reč koja se završava slovom b može dopisati1-* a.

4. Obrazovati formalnu teoriju polazeći od znakova a, b tako da teoreme budu tačno 
one reči u kojima se znak a pojavljuje paran broj, a znak b neparan broj puta.

5. Neka je alfabet { a, b, *, ), ( }i medju njegovim rečima uočimo one koje su izrazi 
po a, b. Odrediti formalnu teoriju tako da njene teoreme budu upravo ti izrazi.

Odgovor. Aksiome su a, b, pravilo je - 3  v..  .
(u * v)

6. Nastavak prethodnog. Zamislimo da se kod prethodnih izraza švuda obrišu znaci 
a, b.'b  a da se ostave znaci zagrada. Tako od izraza (a *  b), (a *  (b * a)) redom na- 
staju ove reči ( ), (( )) alfabeta { ), (}. Odrediti formalnu teoriju čije su teoreme 
upravo reči tako nastale iz izraza.

Odgovor. Aksioma je ( ), pravilo je .
(uv)

7. Neka je C skup znakova konstanata, V skup promenljivih, 0  skup operacijskih zna- 
kova , )  ( znaci zagrada i , zarez.

(i) Opisati formalnu teoriju čije su ’teoreme odgovarajući izrazi.
(ii) Opisati formalnu teoriju čije su teoreme reči po slovima ) (, nastale iz izraza bri- 
sanjem znakova konstanata, promenljivih i operacijskih znakova.

Napomena. Ako su t u  .... t izrazi i /  operacijski znak dužine n, tada i reč f ( t u  ...,
t  ) smatramo izrazom. n '

’̂ Pri tome F može biti i prazna reč, tj. Fa, F b  mogu glasiti redom a, b.



8. Definisati formalnu teoriju sa polaznim znacima a, b tako da pri interpretaciji odre- 
djenoj uslovima:

(i) Slova a, b se tumače kao oznake brojeva 1, -1
(ii) Reč Xi x2 ■■■ xn tumači se kao proizvod x  x • jc 
važi ovakvo meta—tvrdjenje:

R eč F  je teorema formalne teorije, ako i samoako njoj odzovarajući proizvod F a 
ima uvek vrednost 1 , za svaku vrednost brojevnih promenljivih a, b iz skupa 

{1 , - 1 }.

Odgovor. Jedna mogućnost je da se tražena formalna teorija ovako defmiše:

Polazni znaci su slova a, b
Formule su sve reči obrazovane od tih slova
Aksiome su reči aa, bb

Pravila izvodjenja su: ^  FbaG
FG FtaG FabG

Pri tome su F, G proizvoljne formule, ođnosno proizvoljne reči obrazovane od a, b 
od kojih jedna ili obe mogu biti i prazne reči.

9. Da li-se teoreme formalne teorije iz prethodnog zadatka mogu i ovako opisati:
Reč F  je teorema, ako i samo ako, ukoliko se slovo a, odnosno b uopšte 
pojavljuje u toj reči, onda se pojavljuje paran broj puta.

10. Da li je narednim uslovima odredjena jedna interpretacija formalne teorije iz zada-
tka 8 :

(i) Slova a, b tumače se kao iskazna slova
(ii) Reč XiX2, ..., x n se tumači kao iskazna formula:

( ... ((x j <=*;c2 ) *=*x3) ... ) <=> x n 

Dokazati meta—teoremu:
Formula F  je teorema, ako i samo ako njoj odgovarajuća iskazna formula F  
jeste tautologija.
Da li se datom interpretacijom skup teorema uzajamno jednoznačno preslikava u 

skup svih tautologija obrazovanih od iskaznih slova a, b i logičkog znaka <==>?

11. Definisati formalnu teoriju čije su teoreme upravo sve iskazne formule gradjene 
od iskaznih slova p1: p2, ..., pn , ..., iskaznih veznika a  , v  , =*• , <=> , H i znako- 
va zagrada.

12. Definisati formalnu teoriju čije su teoreme upravo predikatske formule (I reda) 
u kojima učestvuju dati znaci konstanata, date promenljive i dati operacijski i rela- 
cijski znaci.

13. Formalna teorija Q  je zadana ovako:



Alfabet je {r, a2, a2, a  , ... }. Formule su reči oblika urv, gde su u, v reči nad 
alfabetom A = {at , a2, ..., a , ... }. Aksiome su sve formule oblika uru, a pravila 
su sledeća

urv urv, vrw 
~vru urw

(i) Dokazati:

aira2, a2ra3, ra4 1-  a3ra4-, a2 raly a2ra2 \~ a3 rax

(ii) N ekaje5 neki skup formula teorije Q  :\J  skupu^. na ovaj način uvodimo 
binarne relacije a i p

T(a-x o a .)=  T •<—*- ara-G  S, r(a- p a-) = T <—*• S  I- a r  a-

Dokazati da je p relacija ekvivalencije i da je to minimalna relacija ekvivalencije 
skupaA koja sadrži a.

14. Neka je Gj teorija grupa, tj. jednakosna teorija kod koje je e znak konstante, 
x lt x 2 , ... promenljive, *  operacijski znak dužine 2 , A, operacijski znak dužine 
1, a aksiome su formule oblika

( t2* t2) * t 3 = t ̂  * (t2 ☆  t3), f  *  e = t, t *  t l = e

Dokazati teoreme:

(i) e *  t = t, f 1 *  t  = e

00  ( t i*  h i rl = t? P  t\l 

gde su fj, t2, t ma koji izrazi.

15. Neka je A dati alfabet i <*> = { ^  , v>2, ... } skupznakova koje-dogovomo nazi- 
vamo relacijski znaci dužine 1. Reči oblika <p.u, gde je ureč nad A, nazivamo oz- 
načene i čitamo ih: u ima svojstvo <p-. Takozvana viševrsna formalna teorija je 
formalna teorija odredjena izvesnim skupom označenih reči — to su njene aksio- 
me — i izvesnim pravilima (sa označenim rečima). Ukoliko je <p.u kraj nekog doka- 
za, kažemo i: u je ^.-teorema.

U vezi sa datim grupoidom definisati jednu viševrsnu for- 
malnu teoriju sa $  = (a , |3 } čije će a — teoreme biti svi iz- 
razi gradjeni od a, b, * koji imaju vrednost a, a (3—teoreme 
oni izrazi koji imaju vrednost b.

☆ a b

a a b
b b a

Uputstvo. Aksiome: aa, (Sb. Pravila:

au, av au, (Iv (Su, av (Su, v
aju-bvf @(u&v) ’ p (u * v j a(u&v)

16. Nastavak prethodnog. Obrazovati viševrsnu formalnu teoriju sa <P = {t,<p} čije 
t - ,  odnosno -teoreme su termi, odnosno formule gradjene pomoću znakova 
konstanata a, b, c, promenljivih x lt x2 , x3 , ..., operacijskog znaka * dužine 2 , re-



lacijskog znaka a dužine 2 i logičkih znakova a , v  , =*, ~l , V , 3 .

17. Neka je Q  formalna teorija čije su aksiome A  J i  G I) a pravila su oblika

(*) 3 ,

Pretpostavimo daznak->- ne’pripada jeziku teorije Q  . Novu. teoriju Q' napra- 
vimo ovako:

Njene formule su reči oblika

A ,A -* B ,  A -*■ B C, ...

pri čemu su A, B, C, ... formule teorije Q . Kao aksiome uzimamo sve aksiome 
A-x teorije Q  , i dalje u vezi sa svakim pravilom izvodjenja (*) uzimamo aksiomu

$1 -+ $ 2 -+ ■■■ $ k
Teorija Q  ima jedino pravilo modus ponens (za ->•)

P , P ^  Q  

Q

Dokazati da za ma koju formulu A teorije Q  vredi ekvivalencija

1- A akko !- A
g  g>

Napomena. Drugim rečima, svaka formalna teorija može se dopuniti do formalne 
teorije koja ima samo jedno pravilo izvodjenja. To dopunjavanje nije kreativno, od- 
nosno važi prethodna ekvivalencija, prema kojoj nije mogpće da neka formula A 
teorije Q  bude teorema šire teorige Q  a da ne bude teorema i polazne teorije.

18. Dokazati da je svaka formalna teorija ekvivalentna sa nekom teorijom koja i- 
ma tačno jednu aksiomu (ekvivalenme su u smislu da imaju iste skupove teorema).

19. Neka su p.(i G I)znaci koje ćemo zvati iskazna slova. Dalje pretpostavljamo da 
smo na uobičajen način definisali iskazne formule gradjene pomoću p., T ,1 , vezni- 
ka a  , v , H i znakova zagrada. Jednakosnu formalnu teoriju, u oznaci 3  , uvodimo 
ovako. Njene formule su reči oblika A = B, gde su A, B iskazne formule. Aksiome
su:

A  v  A = A A a  A =A
A v  B = B v  A A  a B = B a  A

( A v  B ) v  C = A v  (B vC ) ( A a B ) a  C = A a ( B a C)
A v  (A a  B j =A A a  (A v  B) =A
A v  (B a  C) = (A v  B) a (A v  C) A a ( B v C) = (A a B)v (A a C)

A v  l  -  A A A i  =1
A v  T =T A a  T =A

A v ~ \  A = T A a  ~\A  = 1



uz koje priključujemo i aksiomu jednakosti
A  =A

PraviJa izvodjenja su opšta pravila u vezi sa jednakošću

A=B A=B, B=C A=B A=B, C=D - ieV A)
B=A A=C ’ ~\A= ~\B ’ A * C = B * D

Pri tome su A ,B ,C ,D  proizvoljne iskazne formule.
Dokazati:

0) A \r C = B \C ,  A a C = B a C \-A  =B
-3

(ii) A v B  = l ,  A a B = 1 \-B = ~ \A
TB

(iii) H l l A = A ,  \p p (A s /B )= D A A ~ \B , \^1 (A

(iv) h A  =B akko (~1A v BJa  (~IB v A )  = T

(v) bjA(p) = (A ( T )~A p) v  (A ( LJa I p),

U (v) je A(p) iskazna formula a A(T ) ,  A f l )  su nastale iz nje zamenom slova1) 
p sa T , odnosno sa 1. Slične jednakosti vrede i u slučaju više iskaznih slova.

Uputstvo. Mogu se izvesti dokazi poput dokaza odnosnih tvrdjenja u tački. XIV. U 
vezi sa (i), (ii), (iii), (iv) videti zadatke 3, 4, 5, 7 a u vezi sa (v) zadatke 37, 38 po- 
menute tačke. Istina, u ovom slučaju dokazi treba da budu podrobniji (sa više pi- 
sanja).

20. Nastavak prethodnog. Neka je F (p i,..., pn) iskazna formula po slovima p u  
..., p n i veznicima2) A . v ,  ~] . Dokazati:

Formula F je tautologija akko odgovarajuća formula F  = T teorije 'H je teore- 
ma te teorije.

Uputstvo. Ako je bzF = T , lako se dokazuje da je F  tada tautologija. Radi doka- 
za obrata, recimo za ri =2 , može se koristiti ova jednakost

F (P \,P iH F ( T , T )A P \ a  p2 )v (F (T  , V a  p\ a  l p 2)
v  (F(i, T ) a "1 P\ a  Pi ) v (F( 1 ,1) a  l P \ A l p 2) 

koja je teorema teorije .

Napomena. Prema dokazanom stavu formalna teorija'H može poslužiti da se njo- 
me formalno, odnosno potpuno aksiomatski opiše skup svih tautologija (po slovi- 
vima pi ,  p2, ). Tautologijama odgovaraju teoreme oblikaA = T . Medjutim,na S

S)A (p) može imati i neka drugu iskazna slova pored p, a nrože i nesadržali p. Tada su A( T ), 
A( 1) upravo A (p).

") Možcmo uzeti da F ima i veznike =• .<=> prctposlavljajući da su oni ovako đefinisani ponto- 
ću a  , v , ~ l  :
A => B jc zamena za ~I A v B . A • =  B je zamena z a ( ~ l A v  B ) a  ( IB v A).



osnovu prethodnog zadatka, deo (iv), zaključujemo da i ma kojoj drugoj teoremi 
oblika A = B takodje odgovara po jedna tautologija. Naime, to je iskazna formu- 
la oblika (~ \A  v B ) a ( 1 5 V  a ), odnosno A <=> B. Napomenimo još da je u 
literaturi poznato više načina foimalnog zasnivanja tautologija. U skoro svakoj knji- 
zi navedene Literature razmatra se po jedan takav način. Videti i naredni zadatak,

21. N ekajei^ formalna teorija čije su formule sve iskazne formule obrazovane od 
izvesnih iskaznih slova i logičkih veznika1) => ,“ 1. Aksiome su formule

A =>(B => A), ( ~]A —' ~\B) =r (B=*A), (A == (B C)) => ((A== B) => (A > C))

Pravilo izvodjenjaje modusponens: L L .  CiM.

Pri tome su A, B, C ma koje iskazne formule. Teoriju H  zvaćemo iskazni račun^. 
Dokazati da je A => A  teorema u £> .

22. Dokazati stav dedukcije za račun R  , tj.
A B <r~r & \r-A = *B  (A, B su formule, Q  skup formula).

Uputstvo. Dokaz zdesna nalevo se izvodi neposredno, a sleva nadesno teče induk- 
cijom po n — dužini najkraćeg dokaza:

Flt F2, ..., Fn (Fn j e B )

formule B iz hipoteza O ', A. Pri tome se razlikuju slučajevi: B je aksioma, B je 
iz Q' ,B  je A, B sledi po modus ponensu po nekim prethodnim članovima doka-
za.

23. Korišćenjem stava đedukcije dokazati da su naredne formule teoreme računa £, 

(A =>B)»((B=>C) =>(A =>C)),A=> (~\A=>B),~\~\A =>A, A =>~\~\A, 
(A=>B)=>(~1B=>~IA),A=> (~ IB = > 1 (A => B)).

24. Dokazati da relacija 1- (računa H  ) ima naredna svojstva

(i) h  A ,  A  F  B  -* \ -  B , (ii) A h B ,  B h C = > - A h C

(iii) A  h B  = > ~ \B  h ~ ] A ,  (iv) ~\ B  h ~ ] A - >  A h  B

(A, B, C ma koje iskazne formule).

25. Dokazati naredna tvrdjenja (koja su u vezi sa istinitosnom tablicom implikaci-
je)

A, B h  A => B; ~IA, B h  A => B; 1  A, ~\ B h  A=> B; A, ~\ B h  A (A=> B)
Ji R L Lr

26. Dokazati tvrdjenja (za ma koje iskazne formule A, B ): * 2

Ostali veznici se definišu:, A V B je ~| A => B, A A B je H (A => ~] B), A <=> B je (A => B )a

<B =>A).

2) Račun l  potiče od Fregea (G o t t 1 o b 
k a s i e w i c z, 1878-1956).

F r e g e, 1848-1920) i Lukaševića (J a n L u



(i) A, B V- A  a B; A, ~]B \ - 1  (A A B); A A ,B  \-~ \(A  A B)

(ii) A, B \-A  v B ;A , ~\B'rj, i v  B; 1 A, B V-̂ A v B; 1  A, ~IB h “ ! (A VBJ

(iii) A, B \^A  *=* B; A, 1  B 'tj~\ (A***B)

H A, B F H (A *=* B);~] A, 1B ^  A B

27. Neka F01 (a je T ili 1) bude oznaka za formulu F, odnosno “1F. Dokazati tzv. 
Kabnarovu0 lemu:

Vi' .... vkak I- F(vu  .....,a i ( ^ £ { 1 ,  l}>

Pri tome su v1; vfe sva slova formule F.

Uputstvo. Dokaz se izvođi indukcijom po broju logičkih znakova formule F.

28. Dokazati tzv. stav potpunosti računa R  ;

Formula računa R je teorema ckko je tautologija.

Uputstvo. Da je svaka teorema tautologija proizlazi iz činjenice što su aksiome ta- 
utologije i što modus ponens čuva tautologičnost. U vezi sa obratom dokazati naj- 
pre tvrđjenje:

A k o Q ,A  l-B  iO', ~\A j-9 , bnda Q  I- B(A, B fo rm ule,^  skun formula) 
a potom iskoristiti Kaimarovu lemu.

Primedba. Posledica stava potpunosti je odlučivost iskaznog računa, jer za utvrdji- 
vanje tautologičnosti neke iskazne formule postoji efektivan postupak, recimo po- 
stupak obrazovanja istinitosne tablice.

29.. Neka je F(x, y lt ..., y  ) ma koja predikatska formula čije su sve slobodne pro- 
menljive x, y l t ..., y n . Sa exF(x,y i ,..., y n), prema Hilbertu, označavamo term po 
promenljivim y lt . .. ,y  koji treba da služi sledećem: Ako postoji x  takav da važi 

F(x, y !, . . . , y j

tada snlatramo i da je ex F(x, y lt ..., y j  jedan od takvih ova (jedan „istaknu- 
ti” , „najbolji”). Strože rečeno, usvajamo ovaj logički zakon2

(*) ( 3 x ) F ( x ,y lt .... yn ) ^  F(ex F(x, y u  ...,y j, y l t —, y j

Koristeći taj zakon dokazati formule 

( 3 x) F(x, y , , . . . , y j ~ *  F(ex F(x, y u  .... y j ,  y u  .... y j  

( V x) F(x, y i , ..., y j  <=► F(ex "1 F(x , ^  ,..., y j ,  , .... y j  

F(t, y u  ..., y j  => F (ex F(x, y x , ..., y j , y u  - ,  y j  ( '  Je neki term)

'^Laszlo Kalmar (r. 1905).

^Termom exF(-x, Y u yn ), može se tako reći, obavlja se sveopšti izbor, odnosno navedeni 
logički zakon izražava opšte pravilo (C), odnosno (Cj-), jer ta su se pravila odnosila na odre- 
djenu (istina ma koju) interpretaciju (videti tačku XII V a lj a n e f o r m u 1 e).



30. Nastavak prethodnog. Dokazati formule

( 3 x ) F(x, y u  ..., y j  => F(ey F(y, y ^ y j ,  yx , .... y j  
( 3 x )  F(x, y lt .... yn ) =>F(ez F(z, y x , ..., v j ,  y x, ..., y j ,  

gde su y ,z  promenljive kcje ne učestvuju'u F(x, y lt ..., y j .

Uputstvo. Važi ekvivalencija ( 3 x) F(x, ...) •<=> ( 3 z) F (z ,...).

Napomena. Prema prethodnim implikacijama u vezi sa formulom (3 x) F (x ,y l t ....y j  
može se napraviti više „istaknutih” predstavnika po x. T oje očito neprirodno i prois- 
tiče otuda što term e F(x, y lt ..., y j  u svom zapisu sadrži x. Iz istog razloga u radu 
sa zapisima oblika ex F(x, y l t ..., y j  treba biti obazriv pri zamenjivanju promenljivih. 
Recimo, ako je f(y )  neki term sa promenljivom y, tada se zamenjujući v sa x dobija 
f(x) -  term sa promenljivom x. Medjutim, ako recimo u zapisu ex a(x,y) zamenimo 
y  sa x  dobićemo ex a(x, x) što predstavlja „istaknutu konstantu” , a ne term po x. Pi- 
tanje je kako napraviti neku dosetljivu konstrukciju kojom se otklanjaju ti r.edostaci, 
odnosno kojom se pri prelazu od F(x, y t , ..., y j  :na ex F(x, Vi, y j  „gubi” x. 
Ukratko izlažemo jedan takav način prema knjizi [*5] • Tu se radi obrazovanja exF(x, 
y t , y j  koriste dva pomoćna znaka1-* e i □. Naime, prethodno se od F(x, y lt .... 
y  ) predje na eF(x, y  , ..., y j  — dopisivanjom e ispred formule. Zatim se x svuda za- 
meni sa □ i najzad se znak e poveže sjrojnicama sa svakim znakom □ . Recimo, ako je 
F(x, f )  formula (a(x, y )  => a(y, x)), tada ex F(x, y), ez F(z, y) su:

e (a /□, y)=> a (y, o))

Nije teško uvideti da su i uopšte ex F(x, y x, ..., y j ,  ez F(z, y ^ , ..., y j  isti zapisi, 
isti termi. Takodje je lako uvideti da je dozvoljeno zamenjivanje promenljivih y lt ..., 
y n ma kojim termima t x, ..., — bez opasnosti konfuzije.

31. Neka je L skup izvesnih znakova konstanata, operacijskih i relacijskih znakova. Sa 
Q  T označimo skup svih predikatskih formula bez kvantora (tj. iskazne vrste) sagra- 

djenih pomoću jezika L uz proizvodjenje novih terma primenom e—operatora2). Izve- 
sne formule skupa uzimamo kao aksiome. To su najpre sve formule nastale iz 
tautologija3) zamenama (iskaznih slova članovima iz O 'J -  Dalje, aksiome su i sve

^lstina u [5 ] umesto e stoji T.
2̂ Skup l  se može definisati ovako (tu se javljaju dva predikata ,,je izraz” , ,je  formula” -  vi-

deti zadatke 15, 16):
Znaci konstanata i promenljive su termi.
Ako su t lt  .... tfl termi i f operacijski znak dužine n, onda je f ( t i , ..., t^) term.
Ako su t i , ..., t termi i a relacijski znak dužine n, onda je a ( t i , ..., tn) formula.
Ako suA,B formule, onda su formule i (A a  B), (A v  B), (A =>B), ( A -̂  B), l A .
Ako je A(x, y i , ..., y ) formuia čije su sve promenljive x, y i , ..., yn> onda je ex A(x, y i , ■••,yn) 
term, gde ex A(x, y i , ..., y j  gradimo kao u prethodnoj Napomeni (pomoću e i □ )•
Značajno je da term ex A(x, ...) uopšte ne sadrži x.

"u skiadu sa zadatkom 21, umesto svih tautologija dosta je uzeti ove shema-aksiome 
A=> (B =>A), ( i A =>1B )=» (B=>A), (A=> (B=> C))=> ((A=> B) => (A=> C)).



formule oblika

(e) F ( t ,y x, . . . , y j  *F(ex F(x,yx, ..., y j ,  y x, .... y j

gde su x, _Vi , y n sve promenljive formule F(x, y lt ..., y  ), a t je ma koji term.

Najzad, kao pravilo izvodjenja uzimamo samo modus ponens. U opisanoj formal- 
noj teoriji 9'C e kvantore naknadno uvodimo ovako

( 3 xj F(x, v ,, ..., y j  je zamena za F( ex F(x, yx , .... y j ,  y x , ..., y j  

(V  x) F(x, y x, ..., y j  je zamena za ~| ( 3 x )  ~] F(x, y x, ..., y j  

Da li su teoreme formule
| | i ~ l  | " “ i f

(a(x,y) A a(y ,x)) =• (c(x,e (a (x,a )  a a (ti, x))) a a (e(a(x, a) Aofn, x)), M
'■! i j ” [

(3(e(a(x,Q) a  a(h , x)J) v~ \p (e (a (x ,a )A  ol( q-, x)))

P(ea(ea (b~A),a )) v  "1 P(eaT5 /3  , °), °))

Rešenje. Jesu. Naime, e(a ( x, a) A afJ x)) je ustvari ey (a(x, y ) a  o/ jv, pa je pr- 
va formula slučaj aksiome1)

F(t) => F(ex F(x))

Term ey v) a a (y, x)) je, u stvari, term po promenljivoj x. Označimo ga stoga 
sa f(x). Tada dmga formula postgje

m x ) ) v ~ i ' p ( f ( x ) )
a to je očigledno slučaj tautologije p v l  p . Slično, u vezi sa trećom formulom, term 

eafea  (a,a), a)))

je e a(ea(a , x)), x), odnosno e a(e a(y, x), x). Kako je e a(yjc), tj. ea(a, x) x x y y
term po x, označiino ga sa g(x). Tada se e a( e a(v, x), x) zapisuje u obliku

| ■ — i— i x y
ex °^S(x), x), a to je dalje ea(g (a), a), znak konstante. Uvedimo za nju oznakuc. 

Treća formula tada postaje j3 (c) v~\ @(c) što je ponovo slučaj tautologije p v l p .

Napomena. Često je podesno ter-me oblika ex F(x, y lf ..., y  ) preznačavati na uobiča- 
jeniji oblik f ( y lf ..., y j  uvodeći pri tom po nov funkcijski znak /.

32. Dokazati da u računu važi stav dedukcije, tj.

Q , A t  B «-+ Q  \ - a =>b  
A e p | e

Pri tome suzl, B formule, a Q  skup izvesnih formula tog računa.

Rešenje. Dokaz neposredno sledi na osnovu iskaznog stava dedukcije izloženog u tač- 
ki XVII Počeci teorije modela, zadatak 16. Zaista:

^ o rm u la  F može imati i neke druge promenljive koje oznakom F(x) nisu istaknute. Slično skra- 
ćeno pisanje koristimo i u daljem.



Uovd u matematičku logiku

iu: O' ,A , Dod.aks.1̂ I~B

i u : O1 , Dod. aks. V- A => B 
stavu dedukcije)

(A, B, ..., su formule)

(Pravilo kontrapozicije)

(Pravilo svodjenja na protivrečnost)

(Pravilo tranzitivnosti implikacije)

(Pravilo tranzitivnosti ekvivalencije)

(Pravilo razlikovanja slučajeva)

Uputstvo. Ako se “ I B => ~| A pridruži kao dodatna aksioma računa tj. kao hi- 
poteza, tada je

~[B =>~\A,'(~\B =*-]A) => (A*> B), A => B

jedan dokaz iz hipoteza za A => B (prva formula je hipoteza, dmga je tautologija, a 
treća sleđi iz prve i druge po modus ponensu). Slično se dokazuju i ostala tvrdjenja.

33. Neka su A, B ma koje formule. Tada su

A(t) =*■ ( 3 x) A(x), (V x )  A(x)=> A (t)  ( t je proizvoljan2) term)

( 3 x) (A v  B) <=> ( 3 x)A v ( 3  x)B, (V  x) (A a  B) <=> (V  x)A a  (V  x)B 

( 3x)( 3 y)A  <=>■ (3 y) (3 x)A, ( V x) (V y)A  • =  (V y )(V  x)A 

teoremc računa 9 1  Dokazati.

Uputstvo. Prva formula je, u stvari, aksioma, druga je njena kontrapozicija. U vezi sa 
trećom dosta je dokazati dve implikacije

( 3 x )  (A v  B) => ( 3 x) A v ( 3 x)B, ( 3x)A v  (3  x)B => (3  x) (A v B )

Prva sledi na osnovu ovog implikacijskog lanca

'^Sa D o d. a k s. smo označili formule oblika I- (t) => F( e F(x)).
2)
'Primećuje se da se ne traži nikakav uslov o termu t kao ,,t ne napada x” . Razlog je što formu- 
ia A uopšte ne može imati.vezanih promenljivih.

O', A \~ B U iskaznom račui 
(Definicija računa 
U iskaznom račui 
(Prema iskaznom
g  h a =>b

9C,

33. Dokazati naredna meta—tvrdjenja

~ ] B ^ ~ \A  h  A ^ B  
9Ce

~]A=> R a ~IR \- A 

A => B, B =>C\- A => C

A  «=> B, B = 

A i v  A 2, A x

C h  A
%e

>B, A 2 =>

■= C 

B \- B



( 3 x) (A(x) v  B(x)
=► A (ex(A v B )) v  B (eJA  v  B))

CSlučaj aksiome (e))

( Jer ^4(ex (4 v  B))=>A(exA), B(ex (A v'B))=> B(ex B) su aksiome. Pored toga 

tu koristimo i saglasnosti implikacije sa disjunkcijom)

=> ( 3 x) A(x) v  (3  x) B(x)
~ (Definicija kvantora)

a druga na osnovu ovih dveju teorema
( 3 x)A => ( 3 x) (A v  B), ( 3 x) B  => ( 3 x) (A v  B)

kcje se lako izvode. Dalje. četvrta formula se dobija neposredno iz treće, a u vezi sa 
petom dosta je dokazati implikaciju

( 3 x ) ( 3  y) A(x,y) => ( 3 y) (3  x) A(x,y)

Radi lakšeg rasudjivanja pretpostavimo da formulazl pored y  ima još jedino pro-
menljivu z. Tada, korišćenjem deftnicije kvantora 3 i uvodjenjem oznaka f(x,z), g(z)
za terme A(x, y), ev A(x, f(x, z)), najpre izvodimo y *
(1) (3 x) ( 3 y ) A (x,y) => A(g(z), f(g(z), z))
a potom dvostmkom primenom aksiome (e) i definicije kvantora izvodimo

(2) A(g(z), M z ) ,  z)) => ( 3 y) ( 3  x) A(x, y)

Iz (1) i (2) sledi naznačena implikacija. Najzad, poslednja, šesta formula neposredno 
sledi iz pete.

34. Za proizvoij,riu formulu A(x) vredi ovakvo meta—tvrdjenje

V- A ( x ) J -  (V x )A (x )
■Jie i  e

Dokazati.

Uputstvo. Ukoliko se u dokazu formule A(x) promenljiva x svuda zameni nekim te- 
rmom t, dobiće se dokaz za formulu A(t). Posebno, ako je t baš ex ~\A(x) polaz- 
ni dokaz prelazi u dokaz za (V x ) A(x).

35. Neka su A, B proizvoljne formule, a q kvantor. Dokazati meta—tvrdjenja:

A => B -*■ (- (qx)A =*• (qx)B
Bie

V- A <==>B-»\- (qx)A <=>(qx)B
3i e Tie

36. Da li je formula F  tačna u odnosu na navedenu interpretaciju (saD je označen 
domen):
(i) F  je a(x) => a (ex a (x)), D je N, a je „biti prosto broj” ex a(x) je broj 3.



(ii) F  je istakao pod (i), D je N , a je „biti najveći prirodan broj” , exa (x) je 3.

(iii) F  je a(x, y ) => a(ex a(x, y), y), D je R, a je relacija < , ex a(x, y) je y - l .. 

Odgovorje potvrdan.

37. Da li je data formula e—tačna u odnosu na datu interpretaciju, tj. da li pos- 
toje još i tumačenja e — terma (kao operacija odgovarajućih dužina đomena), tako 
da je zađovoljena data formula kao i odgovarajuće (e) aksiome1) računa% 6.

(i) a(ex a(x, x), y), domen je N, a je I (đeljivost),

(ii) 0(ex a (x ) )v a(ex $(x)), domen je { 1-, 2 ,3 } ,  a je „biti različit od 1” ,
6 je Jriti različit od 2” .

Uputstvo. (i) Pitanje je da li postoji neka konstanta c iz /V — interpretacija za~ 
ex a(x, x), tako da važe uslovi:

a (c ,y ) , a(x, x) => a (c, c)

za sve x, y  G N. Odgovor je potvrdan. Dosta je za c uzeti 1.

(ii) Treba izabrati dve konstante cx, c2 — interpretacije redom za exa(x), ex 6(x). 
tako da važe uslovi

6(c\) v  a (c2), a(x)= > a(ci), 6 (x)=>6 (<h)

Odgovorje potvrdan.

38. Da li je e -  tačna formula c(x, ey a(x, y)) pri interpretaciji: domen je N, a
je f  ?

39. Opisati sve e — modele datih formula

a(ex a(x)), 2° ~]a(ex a(x)), 3° a(ex 1  a(x)), 4° a  (x)=>a (ex a(x))

Rešenje. 1° Za domen D se može uzeti ma koji neprazan skup, a za a ma koja nje- 
gova relacija dužine 1 koja nije prazna. (Tada se za ex a(x) može uzeti ma koji e- 
lement iz D koji je u relaciji a.)
2° D je ma koji neprazan skup, a  je prazna relacija. (Za ex a(x) se može uzeti ma 
koji element domena.)
3° D je proizvoljan neprazan skup, a a njegova puna relacija. (e^Ha/bc) je ma koji 
element iz D.)
Promenimo još da se formule 1°, 2°, 3° upotrebom kvantora zapisuju po redu: 

( 3 x )a ( x ) ,  ~ \ (3 x )a ( x ) ,  (N x )a (x )

4° Ta je formula uvek e — tačna, tj. za svaki neprazan domen i svaku njegovu rela-

’-^Možemo se ograničiti na aksiome obtikaF(x) ^ F ie ^  F(x)), jer ispunjenost takve formule (u 
odnosu na utvrdjenu interpretaciju) povlači ispunjenost i formule F(t) =*F(d ,F(x)) za proiz- 
voljan term t.



ciju a dužine I postoji izbor konstante ex a(x), tako da vredi data formula. Ona 
je, u stvari, jedna od (e) aksioma.

4 0 . Opisati neki e — model formule

(!) O i(x ,f(y ))^n a (ey a ( x ,v ) ,y )

Upt tstvo. Pored date formule uočimo i (e) aksicmu:

(2) a (x, y) => a (x, ey a (x, y ))

Označimo ey o(x,y) kraće sa g(x). Formule (1) i (2) postaju

(3) a  (x, f(y)) = » 1 a  (g(x), y), a (x, y )  => a (x, gfx))

Neka je (D ,f,g , a )  ma koji model formula (3) u običnom smislu (kao predikat- 
skih formula na jeziku: f ,  g, a). Tađa je (D f~, a) e-m odela date formule. Otuda 
se do jednog e — modela može doći, recimo, obrazovanjem nekog term— modela 
generisanog datim nepraznim skupom F (videti zadatke 44, 45, 46 tačke XVII).

Napomena. Odredjivanje svih e —modela formulĐ (1) prevodi se na određjivanje 
svih modela (u običnom smislu) formula (3). 0  tome videti zadatke 26, 27, tačke 
XVII.

4 1 . Opisati sv ee - modele formule

a(ex (afx, y )  => a(y, x)), x) =► a(ey a(y,x), y )

Uputstvo. Zadatak prevesti na odredjivanje svih običnih modela formula
a(f(y), x) => a(g(x), y)

(a(x, y )  => a(y, x)) => (a(f(y), y)=> a (y ,f(y)))
. a(y, x)=> a(g(x), y)

gde su f(v),g(x) nove oznake odgovarajućihe — terma.

42 . Dokazati da je data formula e —valjana

a(ex ”1  a(x)) => a(x), a(x)=> a(e y (a (x) => a(v)))

Uputstvo. Videti zadatak 39, pod 4°.
4 3 . Neka je O' neprotivurečan skup formula računa , tj. nije tačno da ^  h 1, 
gde je 1 oznaka za neku kontradikciju. Dokazati da je tada neprotivurečan i skup

O' , A ili skup O ', ~1 A.

Uputstvo. Koristeći stav dedukcije (zadatak 32) dokazati da iz Q' ,A  |— 1 i 
O', ~1̂ 4 j— 1 sledi Q \— i , što je nemoguće.

44 . Dokazali da se svaki neprotivurečan skup O' (formula računa 9Ce) može dopu- 
niti do takvog maksimalnog skupa, tj. skupa koji nije pravi podskup nijednog ne- 
protivurečnog skupa fonnula.

Uputstvo. Postupiti slično kao u zadatku 27 tačke XVII dokazujući prethodno:



Ako nije Q  \- A, onda je Q ,~ \A  neprotivurečan skup.

45. Dokazati stav postupnosti (I oblik):
Skup formula J '  (računa SC e ) je neprotivurečan akko ima Q  bar jedan 
e — model.

Uputstvo. Deo Ako  se neposredno dokazuje. U vezi sa Samo, ako od -i preći na 
Q e dodajući razne (e) aksiome1) oblika F(x) => F(ex F(x)). Uzeti skup T = {  a} 

(ukoliko Q'e nema nikakvih znakova konstanta), gde je a nov znak konstante i o- 
brazovati skup J  e\ T, odnosno skup svih formula koje nastaju iz Q £ kada se pro- 
menljive na sve moguće načine zamene članovima iz T, tj. termima gradjenim od 
a, znakova konstanata i operacijskih znakova iz ^ k a o  i e—termima učestvuju- 
ćim u Q' . Skupovi Q  i Q'e\ j  su takodje neprotivurečni. Dalje, od ma kog obi- 
čnog modela za ^  j  skraćenjem nastaje model za Q  . Najzad, skup 
puniti do maksimalnog neprotivurečnog skupa <f> i uveriti se da taj skup ima term— 
—model (sa svojim termima) kod koga su relacije ovako uvedene:

T 'fifti, . . . , t j  = ...... t j

46. Dokazati stav potpunosti (II oblik)

Formula F (računa OC£) je e -  valjana akko je ona teorema u 3L

Uputstvo. Neka je F e — valjana i pretpostavimo da F  nije teorema z&3Ce- Tada je 
neprotivurečan skup { 1 F  } pa, prema prethodnom stavu, ima model, što r.ije mo- 
guće budući da bi to bio model i za F  i za ~1 F.

47. Neka je Q  skup formula, a A formula računa QL £. Dokazati ekvivalenciju

Q  { -A  akko Q  1= A,

gde je A  znači da je A sintaktička posledica iz Q  , tj. A je dokaziva u 
kada se aksiomama tog računa pridruže formule Q  kao hipoteze, a Q \= A  Zna- 
či da je A semantička posledica iz Q ', tj. da je A e — tačna na svakom e — mo- 
delu skupa J ' .

Završna napomena. U zadacima 31—47 upoznali smo jedan način aksiomatskog zas- 
nivarga valjanilj formula, kaže se i formalizacije predikatskog računa I  reda2\  U tom 
zasnivanju osnovnu ulogu ima Hilbertov e—operator.^Predikatski račun I reda se ko- 
risti kao osnova za strogo aksiomatsko izlaganje raznih matematičkih teorija (na pri- 
mer raznih aksiomatskih teorija skupova, formalne aritmetike idr.). Skup Ax  aksioma 
takve teorije je skup nekih predikatskih formula. Teoreme su onda one formule koje

V ddeti zadatak 37.
2)

U slučaju takvog računa sa jednakošću usvaja se, pored opštih aksioma jednakosti (videti tač- 
kuVI  J e d n a k o s n i  d o k a z i ) ,  još i ova dodatna aksioma o e — termima

B) =* ex A = £ x B (A, B su ma koje formule)



su dokazive pomoću A x  kao hipoteza, uz upotrebu aksioma pređikatskog računa 
i odgovarajućth pravila izvodjenja. Ako se koristi aksiomatizacija 9*=e koju smo na- 
veli, tada je jedino pravilo izvodjenja modus ponens:

A, A => B 
B

Medjutim, ako se recimo, koristi aksiomatizacija sa' aksiomama navedenim1̂ u za- 
datku 21 dopunjenim sa još dvema aksiomama

(V x) A(x)=> A (t) (term t ,,ne napada” r u  formuli A(x),
(V x )  (A => B(x))=> (A =* (V x )  B(x)) (xnije slobodna u A) 

tada se kao pravila uzimaju modus ponens i zeneralizacija:

A
( V x ) A

Tako dopunjena formalna teorija se obično naziva predikatski račun 3C .
U vezi sa dokazima pomenimo da se obično ne izlažu dokazi koji su potpuno for- 
malni, tj. u kojima se koriste isključivo formule Ax, odnosno odabrane aksiome 
predikatskog računa i odgovarajuća pravila. U gradjenju dokaza pridržavamo se ono- 
ga što smo naveli na samom početku uvodnog teksta ove tačke. Naravno, svaki ta- 
kav dokaz se može lako preraditi, dopuniti do odgovarajućeg formalnog dakaza.

S tim što sada znake A, B, C koji učestvuju u aksiomama treba shvatiti kao zamene ma kojih 
predikatskih fornula.



XIX RAZNI PRIMERI

1. Dokazati implikaciju (o realnim brojevima)
(*) <d?  + bx + c = 0 => b2 — 4 ac>  0

Rešenje. Dokaz je, recimo, ovaj implikacijski lanac

ćec2 + bx + c = 0 => 4c? X2 + 4abx + 4ac = 0 
(Množenje sa 4a)

=-4cj X2 + 4abx + b2 -  b2 + 4ac = 0 
=> (2ax + bP  = b2 — 4ac 
=* ti2 -  4ac > 0

2. Dokazati da za ma koje realne brojeve a, b, c vredi implikacija

a + b + c = 0=*b2 — 4 a c>  0

Uputstvo. U formuli (#) iz prethodnog zadatka zameniti 1 umesto x.

3. Neka je x  ma koje realno rešenje jednačine x 3 + px + q = 0, gde su p, q realni 
brcjevi. Dokazati nejednakost

p2 -  4 x q > 0

4 . Neka realna kvadratna jednačina

X2 + px + q = 0
ima realan koren x. Dokazati da x  zadovoljava nejednakost 

(p + tj2 -  4(q -  t x )> 0  
gde je t ma koji realan broj.

Uputstvo. Datu jednačinu svesti na ekvivalentan oblik: 

x 2 + (p + t)x + (q -  tx) = 0 

i potom primeniti foimulu (*) zadatka 1.

5. Dokazati implikaciju

a>0c-atć2 +bx+  c <  0=* b2~ 4 a c  > 0  (a, b, c, x  G R)

6. Koristeći ekvivalenciju

((3  x £ R ) x 2 = a)-= + a > 0

dokazati: Realna kvadrama jednačina (po x) x2 + px + q = 0 ima bar jedno realno 
rešenje ako i samo ako p2 -  4q >  0.



Rešenje. Dokaz sledi iz ovog ekvivalencijskog lanca

( 3 x G R )x2 + px + q = 0

<=> ( 3 x<ER)x2 + px +-p2 = ^ -  q 
4 4

*=*(3 x & R )  (x + Jj f 1 = p- -  q

7. Dokazati implikaciju o realnim brojevima

((3 x £  R )  a? = a a  ( 3 x&  R ) £  = b)=> ( 3  x £  R )  jc2 = ab 

Rešenje. Dokaz sledi iz ovog implikacijskog lanca

((3  xG  R ) £  = a A ( 3 x& R ) x3 = b)
=>(3X & R ) x2 =a A ( 3  y G R ) ( f  = b)
=> ( 3 x,y  G R )(x2 =a a  y 2 = b)
=> (3  x,y  G R )x2y 2 = ab 
=> ( 3 x,y  G R) (xy) 2 = ab 
=*( 3 z G R)z2 = ab

(Za xy  smo uveli oznaku z)
=> ( 3 x G R )x 2 = ab 

(Preznačavanje)

8. Dokazati formulu:

( V x, y  G P ) (x + y  < 3  a  x y  > 1 =■ x >  2v)

Rešenje. Jedan dokaz je

( V x, yG  R ) (x + y  < 3 a  x  — y >  1=> x >  2y)
<=> ( V x,y  G R ) (( 3 p,q > 0) (x + y  = 3 — 2p a  x — y  = 1 +2q) =>x >  2y) 

(Jer a < b <=>(( 3 p >  0) a = b — p) i sl. Umesto p smo uzeli 2p — ra- 
di lakšeg budućeg računanja)

<=*• ( V x,y  G R ) ( V p,# > 0 )  (x+v=3-2p a x -y= l +2q => x  > 2v) 
(Koristimo dvaput valjanu formulu oblika 
( ( 3  p) A (p) => B ) <=> (V  p) (A(p) => B)
pri čemu p nije slobodno u B  — u stvari, uopšte i ne učestvuje)

■=> ( V p,q > 0 }(V  x,y  G R ) (x=2-p+q a y = l- p -q  => x >  2y)
(Zamenjivanje sistema po x,y: x+y=3-2p a x-y=l+2q  njegovim reše- 
nim oblikom)

*=>(V p, q> 0) 2 —p+q> 2 (1 - p - q )
(Korišćenje jednakosno valjane formule oblika 
( V x,y  G S) (x=a a  y=b => F(x,y)) <=> F(a,b) )



<=> ( V  p, q  >  0 )  p  + 3 q >  0  
<=>T,

9. Dokazati implikacije (x, y  S  R ):

a) x >  1 a  y <  2=> y - 5 x  + 3 < 0 ,  b) 2 x + y  < 3  A x - 3 y >  1 => 7y <  1

10. Odrediti potreban i dovoljan uslov za brojeve A ,  B, C  tako da važi implikacija

( V x , y  e  R )  (x+y < 3  a  x - y  >  1 = > A x + B y + C > 0 )

11. Dokazati da formulaFf'n): 4 n >  ri1 zadovoljava uslov1-*

(☆ ) ( V n E N )  (F(n) => F(n +1))

Rešenje. Prvi način: Uočim o implikacijski lanac sa poćetkom F(n):

4F >  n2 => 4- 4A >  4r?
(Množenjem obe strane sa 4)

=> 4 n+1 >  (n+1) 2 + 4n2 -  (n+1)2
=> 4n+1 >  (n+1 )2 +  (2 n + n + 1 )  (2 n -  n — 1 )

=> 4 n+1 >  (n+1) 2 + (3n + 1 )  ( n - 1 )

=>4n+1 > ( n + l ) 2
(Jer (3h + 1 )  ( n - 1 )  > 0 , z a n ( = N )

Iz tog lanca proizlazi implikacija

4n >  n2 => 4n+1 >  (n+1 )2 (n je ma koji prirodan broj).

Drugi način: Formulu (*) dokazujemo metodom svodjenja na protivureč-
nost, odnosno dokazujemo da je nemoguće da vredi “ !(*), Zaista:

"!(*) => ~\(  V n e  N )  (4n >  n2 => 4 n+1 >  ( n + 1 ) 2 )

=> ( 3 n 6  N ) 1 ( 4 n >  n2 => 4 n+1 >  ( n+1) 2 )

= > ( 3  n < = N ) ( 4 A > r ?  A ~ \4 n+1 >  (n + 1 )2 )

=>( 3 n G N )  (4 n >  n2 A (n+ 1)2 >  4 n+1)

=>( 3 n G N )  ( 4 n (n+1) 2 >  4 n+1 n2 )

(Množenjem obe nejednakosti)
=>( 3 n & N )  ((n+1) 2 >  4n2 )

=>( 3 n E . N )  n+1 >  2n  

=> ( 3 n E N )  1 >  n 

=> i .

Dakle: "!(*) => i ,  pa je formula (* ) dokazana.

12. Dokazati implikaciju

a > 0 * b >  0 A k > 0 A a >  b * a > 2 k => (V  n & N )  (an >  bnk).

Rešenje. Uočimo sledeći lanac ekvivalencija, pod pretpostavkama a, b, k >  0 

ovom i narednom zadatku skup priiođnih brojeva N je „počev od 1”



( V n G N) (an > bnk) <=+ a > b a ( V n.E N ) (an > bnk => s " ' '1 >
(Princip indukcije u obliku:
( V u G JVj Ffa) <=* F (l)  A ( V n G =>F(n+l)))

<=> a >  b * ( V  n £ N )  [( 3 p > 0) (an=bnk+p)=>aR'¥l>b(n+l jk] 
< =  a > bA ('inE N )('ip> 0) [an=5nk+p=*an+1>b(u+ ijk]
•*=*• a > b A f 'i«QV) ( V P>0( [an=bnk+p=abnk +ap>b(n+l)k] 

(Korišćenje ekvivalencije oblika
=• ax>  zj <=>■ (x=y =■ a y>  zj)

+=+ a > b t\( 'i  n&J)(N p>0)[an=bnk +p=ap>b((n+l)k —ank )\

Jedan dovoljan uslov da bude tačna dobijena formula, pa sledstveno, i polazna, jeste:

(U) a>  b A ( V n &  N) ( V p >  0) [ap> b((n+l)k-  ank)]

Za taj uslov važi:
U = a >  b A (  V /?e N)[(n+l)k -  ank < 0]

=> a > b A ( ' i n e N ) ( l + ^ ) k < a

= >  a >  b A m a x  (1 + — )k ^  a 
nSN n

<=+ a > b A (1 + ^ )k <  a 

<=> a > b a  a >  2 k.

13. Neka su a C  S2 , (3 Q S2 biname relacije skupa S i a o (3 njihov proizvod, a 
a"1, (3'1, ... inverzna relacija relacije a, odnosno p i sl.

Dokazati jednakost

(a o p)’1 = 2 '1 o a ’1

Rešenje. Dokazujemo ekvivalentnost te jednakosti sa T . Jedan dokaz glasi:

( a o p f 1 = a '1 o/T1
<=> ( Vx ,  y  G S) ((x, y )  G (a  o f3)'‘ <=> (x,y) G /T1 o a ' 1)

(Definicija jednakosti dva skupa)
<=■ ( V x ,y  G S)((y,x) Ga o (}<=+( 3 z eSX(x,z)£P~‘ a  ( z ,y ) e a"1))

(Definicija inverzne relacije, kao i definicija'proizvoda relacija)
<=>(V x ,y  e S )  ((3 z e  S) ((y,z) G a a (z,x) G (3)

= > (  3 z e s )  ((zpc) G (3 a  ( y , z ) e  a))
<=> (V  x, y  e S )  (( 3 z e  S) (p a  q) +=+ (3 z e  S) (q a  p))

(p,q su druge oznake za (v,z) G a, (z, x) G /3)



Uvod u matematičku logilcu

14. Neka su a, ft 7  C S 2 biname relacije skupa S. Dokazati jednakost 

( a o P ) 0 ' y = a 0 ( p 0 y )  

gde o označava proizvođ relacija.

Rešenje. Dokaz izvodimo preradjujući datu jednakost na T . Radi kraćeg pisanja 
izostavljamo deo oblika ES, odnosno umesto, recimo, (V  x  G S )  pišemo V x  i sl. 
Jedan dokaz glasi:

( a  O (3) O y = a O ( f i O y )

<=> ( V x,y) f(x,y) e ( a o  (})o y  *=>(x,y) G a o  (fi o  yty) 

«=> ( V x,y) [( 3 z j  j((x,zx) G a  o  |3a (zx,y) £  7)
<=» ( 3 z2 )((x, z2 ) G a a (z^, y)  G /3 °  y  )\ 

(Definicija proizvoda)
■ ( V  x,y) [( 3 Z\ ) ((3 z 3) ((x,z3) E a  a (z3, z j  e  |3) a  

* = >  (3  z j  ((x,z2) G a A f 3 z4) ((Z2 , z4) e  (3 a  (z, 

■ (V  *,7 ) (3  Zl  z 3) (((a, z3) G a A (z3, z j  G čjA jfz! 
<=> (3  z2, z j  ((x, z2) e  a a ((zj , z4) G (3 a (z4-, >) 

(Promenljiva z3 ne učestvuje u formulu ( zx, y)  G 7 , pa

' z i , > )  G  y)
, 7 ) e  7))]

, y )  £  7)  

e  7^3
otuda vredi ekvi-

valencija
( 3 z 3)((x , z 3) e  aA fz j, Z\) E $ ) t\ ( z \ , y ) E 7 
*=* ( 3 z J )  (((x, z 3) E a A ( z 3, Z\ )E 0) a (z\ ,  y)  G [7/
Slično zapažanje se odnosi na promenljivu z4 )
( 3  x ,y )[ (  3 z \, Z\) (((x, Z i ) e  a a (z\ , zs ) E  P ) a (z \, y) G 7)

*=> ( 3 Z2 , z\ )  ((x, z2) e  a a ((z2 , Z \ ) E  (} a (z\ ,  y )  E 7))]
(Umesto promenljivih z3, z4 upotrebili smo redom z lf z2 sa ciljem pribli- 
žavanja leve i desne strane ekvivalencije u zagradi)

<=»• (  V  x , y ) [ ( 3 z \ ,  z2 ) ((p A q )  Ar) *=* ( 3  Z i,  z j  (p A(q A r j j ]

(Formule (x, z2) E a, (z2, z x) G 0, (zx, y)  E 7 smo označili sa p, q, r) 
x , y ) [ ( 3 z \ , z 2) ((p A q ) A r )  <^>(3z\ ,  Z\ ) (p A (q  A r))]

(Obrtanje redosleda kvantora (3 z^), (3  z j )

Prhnedba. Na sličan se način dokazuje asocijativnost proizvoda relacija i u opšti- 
jem slučaju:

a C A  x B, (3 C B  xC, 7  C C x D 

gde su A, B, C, D ma koji skupovi.

15. Neka je / ;  A -*■ B i neka f 1 (S), za S C B, bude skup svih onih elemenata sku- 
pa A čija slika pripada skupu 5 , tj.



r i(s) = {x\f(x)es}
Dokazati jednakost

r i (py j  o j ^ r u p j u r 1 (p j

gde su P, Q ma koji podskupovi skupa B.

Rešenje. Jedan dokaz je sledeći niz ekvivalencija

r l ( p u Q ) = n  (p) u  r 1 (Q)
*= *(V xG  a j  ( x e  r  ( p u  Q) •*=*• x e  r 1 (P )v  i s f 1 (0)) 
^ ( V x E  A ) ( f f x ) e P D Q * = * f ( x ) e P v  f ( x ) E Q )

(Jer, uopšte: x E  f 1 (S) <=*• f(x) E S )
•*=*(V x E  A) (f(x) e P v f ( x ) e o < = f ( x ) e P v f ( x ) e Q )

(Defmicija unije)

16. Neka je <  relacija poretka skupa S, i pretpostavimo da svaki podskup tog sku- 
pa ima infimum. Šta je onda inftmum praznog skupa?

Rešenje. Neka je A neki podskup skupa S \ x  = in f A. Na osnovu definicije infimu- 
ma imamo

x = in f A <=*• ( V  u) ( u E  A =■ x  u) A (V z ) \ ( V u) (uE A => z  <  u) => z <  x]

Stavljajući <p umesto A  i koristeći činjenicu s a « 6  i  neposredno dobijamo 
x  = in f $ <=*• (V u) (1 => x <  u) a ( V z )  [(V u) (L =*• z <  u) =*• z < x  ]

•*=>( V u) T a ( V z) ((V u)T =>z < x )
<=• T A ( V  z) ( T => z <  x)
= > ( V z )  (z < x).

Dakle:
x  = in f i><= (V  z) (z < x), 

tj. in f <f> je najveći element skupaS.

17. Neka je <  relacija poretka skupa S i neka, po pretpostavci, svaki podskup tog 
skupa ima supremum. Šta je onda supremum praznog skupa?

18. Neka je • asocijativna operacija skupaS. Jednakostima

n
i=l

= X ,,
n+1 nn x . = ( T l  x j - x
i=l 1 i=l 1 n+1

gde r . 6 S , a  n može biti 1, 2, 3, ... rekuizivno se definiše tzv. proizvod redom 1 n
članova x lt ..., xn, odnosno n  Jtj. Dokazati jednakost

( O
nn

i=l
n+m

• n  y . = n z
1 j=l } k=l K



gde su z1; z2, zn, ..., zn+m dogovorno druge oznake redom za 

x u x 2, - , x M >1 , y 2 , - , y m

Rešenje. Formulu (^ ) dokazujemo indukcijom po m. Za m=l formula (<pm) se 
svodi na defmiciju. Formula (|/>m+i)

^m +l^
n m + 1 n+m + 1n x, ■ n y : =  n z

i= i j= i1 ==1 "'•> k= l k

i iz formule (<pm) se ovako izvodi na osnovu asocijativnog zakona 

m+1

(Asocijativni zakon)

n+m
=  z k^’ -^m +l

(Formula (</>m))

n+m + 1= n Z
k=l k (Definicija)

U dokazu je obavljano preznačavanje promenljivih x lt x 2, ..., y lt y 2 , ... redom sa 
z i, z2, ... .

Napomena. Često se umesto znaka n  koristi znak 2  , posebno ako je + oznaka o- 
peracije.

19. Nastavak predhodnog. Neka je • asocijativna operacija skupa S i t(x i , ..., x n) 
ma koji izraz gradjen pomoću operacijskog znaka • a x u  ..., xn su sve promenlji- 

've tog izraza navedene po redu učestvovanja (sleva nadesno). Recimo, primeri iz- 
raza t su:

x l f  Z j - ^ ,  x1 -/'x2 -z3), (xx -Xi )■ (x3 ■ XA)

Dokazati jednakost (uopšteni asocijativni zakon):

t(x j , ..., x j  = ri x.
i= i

Uputstvo. Dokaz se može izvesti potpunom indukcijom po n. Za n-1 jednakost 
(’/'jj) glasi: x x = fl x^, i tačna je. Dalje, pretpostavimo tačnost svih formula ob-

i= l
lika (\pj ), (i//2), ..., (>/'n_ i )  i dokažimo tačnost formule (ip j .  Prema definiciji iz- 
raza, za n >  1 izraz t je vida



« f r i ...... x t ) . v{xi+ 1 ,..., x j

pa se mogu koristiti jednakosti (indukcijska hipoteza)

ulxx , ..., x j  =
rn

i= l xi- v(yi, - , y
ii — i

( y \ , ■•■, y n _ T su dnige oznake redom za xr+1, x j  iz kojih. dalje, na osnovu 
prethodnog zadatka neposredno sledi formula (ipn ).

20. Neka Je 5 neprazan skup i +, • dve biname operacije tog skupa takve da:

(i) I + i • su asocijativne operacije
(ii) • je distributivna prema +, tj . tačne su formule

x • (y+z)= x - y  + x - z, (x+y)-z = x - z  + y-z

U takvom slučaju kažemo da S  u odnosu na + i ■ čini tzv.^HM—strukturu^. 
Dokazati naredni stav o sleganju izraza AD A—strukture:
Za ma koji izraz t gradjen pomoću nekih promenljivih i operacijskih znakova + i ■ 
vredi jednakost oblika

(ipk) t = P + Q + ... + R (za sve vrednosti promenljivih iz skupa S )
n

pri čemu su P, Q, ..., R proizvodi, odnosno svaki od njih je oblika II z- .
i=l

Prethodni stav se i ovako iskazuje:
U AD A— strukturi svaki izraz je svodljiv na ,^zbir monoma” .

Uputstvo. Sa k  označimo broj svih operacijskih znakova izraza t. Dokaz izvesti 
potpunom indukcijom po k. Pri tome će se pojaviti i ovakva formula (o množe- 
nju dva zbira)

+ +...+xJ-(yi + y i  + ■■■ + y m) = xiyi  + x i y i  +■■■ +xi>’m
+ *7yi + x 2y2 + -  + x 2 y m

+  V .  + X . / 2 + - +Xn %

koja se lako dokazuje (recimo indukcijom po m).

Napomena 1. Stav o sleganju koristi se, na primer, u algebri brojeva, algebri skupo- 
va (tada su +, • operacije U, n  ili obratno n , U a S je neki skup skupova), opštije 
u Bulovoj algebri. U stvari i logičke operacije v  , a a takodje i a , v  poseduju ADA 
—svojstva (pri tome <=*• ima ulogu jednakosti), pa otuda iz stava o sleganju slede dva 
stava o sleganju iskaznih formula. Videti tačke VIII Ekvivalentnost iskaznih formula,

^ADA zbog dva asocijativna i jednog para đistributivnih zakona.



XIV Bubve algebrey\

Napomena 2. Evo još nekoliko primera ADA -strukture (S, +, ■): (R, max, min),
(R, min, max), (N, NZD, NZS ), (N, NZS, NZD ), (R[*], +, ■) -  gde )eR[x] sknp svih. 
realnih pohnoma po x, (Zn , +n, -n),— gde je Zn skup (0, i ,  .... n—1  }a +n, -n su sa- 
biranje i množenje po modulu n, uopšte neki prsten.

21. Milan, Petar, Zoran i Dragan učestvovali su na šahovskom takmičenju i zauze- 
li prva četiri mesta. 0  svojim mestima dobili su tri različita odgovora

(i) Dragan prvi, Zoran drugi;
(ii) Dragan dmgi, Petar treći;
(iii) Milan drugi, Petar četvrti;

Znajući da je u svakom odgovoru bar jedan deo tačan, odrediti njihov redosled na 
tabeli.

Uputstvo. Dodelimo takmičarima, Milanu, Petm, Zoranu i Draganu redom takmi- 
čarske brojeve 1 (2,3,4 . Neka dalje, A\ (i, j  = 1, 2, 3, 4) označava da je takmi- 
čar sa rednim brojem i zauzeo mesto /. Na primer, X' označava da je takmičar sa 
rednim brojem 3, tj. Zoran, zauzeo dmgo mesto. Kako jedan takmičar može zau- 
zeti samo jedno mesto, to su hipoteze sve jednakosti oblika

(* )- t(A\ a A^) = 1 , t(A- AA'k) = 1 (i, j, k G {1,2,3,4}; j  f  k)

Đalje, odgovorima (i), (ii), (iii) odgovara formula F:

(A \ v A%) A (A \ v A l)  a (A] v A \)

Svođjenjem te formule na rastavni oblik i korišćenjem pretpostavljenih jednakosti 
(*) nije teško zaključiti da vredi ekvivalencija

F = - A \ a  A \  a A l

što se može ovako čitati: Dragan, Milan i Petar zauzeli su redom prva tri mesta, a 
Zoran četvrto.

22. Pri sastavljanju raspoieda nastavnici su izrazili sledeće želje za redosled časova:

0) Matematičar: prvi ili dmgi čas;
(ii) Istoričar: prvi ili treći;
(iii) Fizičar: dmgi ili treći.

navedenim slučajevima sreću se istina i operacije- (suprotan broj), (komplement), —I(ne- 
gadja). Njihovo prisustvo bitno ne smeta napomemuim sleganjima budući davredi:

- ( - x )  = x, —(x+y) = —x—y (u algebri brojeva)

(x’)’ = x, (x y)’ = x’ r\ y’ , (x r ,v )’=x’ u  y’ (u Bulovoj algebri)

I Ip <==S’ P, l(p v  q) < =>—lp * H q ,

~l(p A q) + =+ ~ lp  v  ~ |q (za iskazne formule).



Da li je moguće udovoljiti željama sva tri nastavnika?

23. Neka lice A drži u ruci dinar (ne zna se da li u levoj ili desnoj). Zna se da li- 
ce A  ili uvek laže ili uvek govori istinu (ali se ne zna šta je od ta dva). Kako mo- 
žemo pomoću jednog pitanja saznati u kojoj se ruci nalazi moneta?

24. Na nekom košarkaškom turniru igra 8 klubova. U svakom kolu tog tumira i- 
ma 4 susreta. Označimo moguće ishode po izvesnom redu sa r lt r2, r3, r4 . (Ne- 
ka r. bude 1  ukoliko domaćin pobedjuje gosta, odnosno 2  u suprotnom slučaju). 
Ako r x r2 r3 rA označava „kombinaciju” mogućih ishoda, onda se u svakom ko- 
lu realizuje jedna od 16 mogućnosti:

1111, 1112, 1121, 1122, 1211, 1212, 1221, 1222,

2 1 1 1 , 2 1 1 2 , 2 1 2 1 , 2 1 2 2 , 2 2 1 1 , 2 2 1 2 , 2 2 2 1 , 22 2 2

Pretpostavimo da je u vezi sa tumirom organizovana sportska prognoza. Koliko 
najmanje i koje moguće ishođe treba igrač prognoze da prognozira da bi, bez ob- 
zira šta se stvarno dogodilo u narednom kolu, pogodio ishode u bar tri susreta.

Uputstvo. Označimo navedene kombinacije redom sa (i = 1, 2, ..., 16). Da bi 
igrač prognoze imao tri pogotka u kombinaciji p lt on mora prognozirati bar jed- 
nu od sledećih kombinacija

Pi > P2 > Pz> Ps> P9
odnosno mora prognozirati disjunkciju F 2:

Pi v  p2 v  p 3 v  Ps v  Pg
Slično, u vezi sa tri pogotka u kombinaciji p2 javlja se disjunkcija F2: 

p2 v  Pi v p 4 v p 6 V Pio
a zatim F3, F 4, ... j  najzad F l6 . Zahtevu da igrač prognoze ima po tri pogotka u 
svakoj kombinaciji odgovara konjunkcija

( * )  F\ a  F2 a  . . .  a  F \ 6

pa se zadatak svodi na odredjivanje svih vrednosti slova za koje ta konjunkcija 
ima vrednost T . Za to je dovoljno formulu (*) dovesti na rastavni oblik. Recimo 
jedan član tog oblikaje

Pl A Ps A Pn A P 16
Dakle, dovoljno je da igrač prognoze prognozira ishode p , , p5 , p 12, p l6 da bi.bez 
obzira šta se đogodilo na terenu, imao sigurno bar tri pogotka.

25. Uočimo formulu

( V x e A ) ( 3 y & B ) a  (x,y) *=*■ (3  /c4 -> B) ( V xG  A )a  (x, f(x))

To je, u stvari, jedan oblik aksiome izbora. U konačnom slučaju, ta se formula 
ne mora uzeti za aksiomu, već se može dokazati. Uveriti se u to na primeru sku-



pova^4 = {1, 2 , 3 } , B  = {a ,b } .

Uputstvo. Uočimo ekvivalencijski lanac

( V x  G {i, 2, 3}) (3 y  G {a, b } )  ot(x,y)
<=> €  { 1 , 2 , 3}) (a(x, a) + a(x, b))
<=• (a (l, a) + a ( l ,  b))■ (a (2 , a) + a(2, b ))- (a (3 ,a )  + a(3, b))

(umesto znakova A , v  koristili smo ■ i +. Dalje obavljamo „množe-
nje” )
a (l,a )  a (2 fl)a (3 ,a )  + ... + a ( l ,b ) -a (2 ,b ) -  a(3,b)
(Tu sepojavljuje 2 -2 -2 tj. 8 ,,sabiraka” . Ma koji ima oblik a ( l ,p )  -a (2 ,q)-a(3f) 
gde p, q, r S {a, b}. Taj sabirak se može i ovako shvatiti:

a ( l ,  f (1))- a (2, f(2)) • a (3 , f(3)) 

gde je f preslikavanje

f = (1 2  3)1 'p q r '

U stvari, svakom sabirku na sličan način odgovara po jedna funkcija f:A -+ B)

~  V  a ( l ,  f( l) ) -a  (2, f(2 ))  ■ a (3, f(3 ))  
f:A-»-B

<=■ f  3 f:A  -+ B) ( V x  G A )a (x , f(x)).

26. Obrazovati konačan gmpoid koji ne zadovoljava zakon

(xfl y)a  z = (z * x ) t i ( y a  z)

Uputstvo.Pođimo od jezikaX= {a, b, c, *}, gde su a, b, c znaci konstanata. Uoči- 
mo skup M  svih terma koji imaju najviše tri znaka *. Operaciju * M definišemo, re- 
cimo, ovako

f (t\ * t - ), ako term ( t2 *  t2) pripada M 

( t ^, tnace

Dobijeni gmpoid (M, *Mj ne zadovoljava uočeni zakon u tački (a, b, c).

27. Neka je t x = t2 ma koji algebarski zakon različit od zakona t = t. Dokazati da 
postoji konačna algebarska struktura koja ne zadovoljava taj zakon.

28. Oznaćimo saB l6 Bulovu algebm reda 16 koja je direktni četvrti stepen1) alge- 
bre B2 čiji su elementi T , 1. Uočimo u toj algebri ova dva člana

a = ( T ,  T-, 1 ,1 ), P = ( T, l , T , i /
Dokazati:

^Znači člunovi iz Bi6 su oblika (a; , Oj, a 3 , OU, gde a  ̂G. B2 a operacijc se uvode ovako 
( â  ,a2, a 3, 0 4 ) a  , (3̂ , (32, (I4 ) — (a3 a (3\, a2 a  (32, a 3 a |33, â  A @4 ) i sl.



Ma koja iskazna formula F(p, q) po slovima p, q je tautologija akko u algebri 
B J6 vredi jednakost F(a, (1) = ( T , T , T , T ).

29. Nekaje /, = t2 algebarski zakon na jeziku L = {*} u kome učestvuju upravo 
promenljive xx , x 2 , .... x n i = (G, *) dati gmpoid. Dokazati:.

Postoji takav direktan stepen m tog grupoida i u njemu elementi a lt ..., an 
takvi da zakon f, = t2 vredi u ($. akko f, = t2 je ispunjen u tački (au ..., anJ, 
tj. kadaxx = a lt ..., x n = an .

30. Koristeći jedino definicije zadovoljivosti, odnosno valjanosti, dokazati:

(i) Algebarski zakon /, = t2 jezika L = {*} važi u datom gmpoidu akko važi.u 
svakom njegovom konačno generisanom podgmpoidu.

(ii) Univerzalna formula F  je valjana akko je tačna na svakom konačnom ili prebro- 
jivom domenu.

Uputstvo. Ispunjenje zakona t x = t2 kada promenljive imaju redom vrednosti al t  ..., 
an sledi iz pretpostavke važenja tog zakona u podgmpoidu generisanom za alt —,an-

31. Naredne formule na jeziku { < , =}su tzv. aksiome svuda gustog poretka bez kra- 
jeva

( V x )  x  = x, (Vx,y)(x= y=>y =x) , (Vx ,  y ,z) (x= y  a  y  = z => x  = z),
(Vx ,  y , z  ,u)( x  = y b z  = u = > ( x < z = > y < u ) )

( V x ) x <  x, (V x,y)(x<  y  a  y <  x=> x  = y, ( V  x ,y ,z)(x<  y A y < z = > x < z )  
(V x ,y ) (x < y  w y  <x), ( V x )  ( 3 ypc < y,  ( Vx ) (3  y)x > y, ( Vx , y )  (oc< y

=> (3z)(x < z < y ) ,  u kojima su korišćene definicije: 

x  < y  x < y  a x  f y , x > y  < x , x  < y  < z  x  < y  a  y  < z
Jedan model tih aksioma je skup svih racioralnih brojeva u odnosu na uobiča- 

jeni poredak, a takodje i interval (0,1) racionalnih brojeva u odnosu na isti pore- 
dak.

Dokazati da su formule

(i) x x < y  v x =y,  (ii) r < y v r = j v r > j
(iii) x f y  <=> x  < y  v  y  < x, (iv) ~~\(x< y )  =■ x  > y

(v) (3  z) (x <  z <  y)<=> x  < y

posledice tih aksioma.

32. Nastavak prethodnog. Dokazati da je ma koja iskazna formula po slovima ob- 
lika u < v, u = v ekvivalentna sa nekom iskaznom formulom po slovima oblika
u < v, u > v, u = nkoja od logičkih znakova sadrži jedino a , v .

Uputstvo. Za eliminaciju negacije koriste se formule (iii), odnosno (iv).

33. Nastavak prethodnog. Dokazati da je svaka formula oblika ( 3 x)H, gde je H



konjunkcija- izvesnih formula oblika x  = u, x  > u , x  < u, ekvivalentna ili sa T ili 
sa 1 ili sa izvesnom konjunkcijom po slovima oblika u = v, u >  v, u < v u  kojoj 
ne učestvuje x.

Uputstvo. Razlikovati slučajeve:

(i) U formuli se pojavljuje bar jedna jednakost oblika x = u. (Tada koristiti op- 
štu formulu eliminacije A(y) ■=■ ( 3 x) (A(x) a  x = y ) \

(ii) Formula je oblika ( 3 x)(x < y x \  ... A jc < y k). (Tada najpre uvesti min^ 
a potom primeniti aksiomu (V x) ( 3 y)x > y ) .

(iii) Formula je oblika (3  x) ( x > y x a  . . .  a  x >  ^ k).fUvesti max pa primeniti 
aksiomu ( V x) ( 3 y)  x  <  y  ).

(iv) Formula je oblika ( 3 x)  ((x > y^ a  ... a x  > y m) A (x  < z i A . . .  a  x <zn)- 

(Uvesti min i max pa primeniti ekvivalenciju (v) zadatka 31).

34. Nastavak prethođnog. Dokazati da svaka predikatska formula F  na jeziku 
{< , =} dopušta eliminaciju kvantora, odnosno da je F  ekvivalentna sa nekom for- 
mulom G koja ne sadrži kvantore, gde se za <  pretpostavljaju aksiome gustog pore- 
tka bez krajeva.

Uputstvo. Formulu F  svesti na preneks formu, potom eliminisati negaciju i bezkva- 
ntorski deo dovesti na rastavni oblik. Tako se dolazi do formule

(<?!«!)... (qnu j  (Hx v  ... v t f mj

Dalje, sve kvantore izraziti pomoću egzistencijalnog i eliminisati ih postupno po- 
čev od qn . Tako se problem svodi na eliminaciju kvantora u formulama oblika 
( 3 x)H  razmatranim u prethodnom zadatku.

35. Dokazati da se svaki prsten 'Jl može potopiti^ u neki prsten sa jedinicom.

Rešenje. Neka je T skup svih terma gradjenih od članova skupa R i e (pretpostav- 
ka je da e <£ K) kao znakova konstanata i operacijskih znakova — prstena^  . 
Tražićemo prsten nadprsten za 'A koji ima jedinični element e i čiji su čla- 
novi termi3) iz T, s tim što su neki od njih, kao članovi skupa r$-x, medjusobno 
jednaki4̂ . U skladu sa tim, radi odredjivanja prstena uočimo skup uslova<l>(rj

, i def def
unin (x,y) =  x (ako x <  y), min (x,y) =  y (ako y <  x)
Slično se uvodi i max. Pri tome vrede ekvivalencije
z  <  min (x, y) <=> z < X A z < y ,  z >  max (x,y) <=!- z >  x a  z >  y.

2̂ To znači da postoji neki prsten k  j takav da je Tt izomorfan sa izvesnim njegovim pod- 
prstenom. SEčno se i u opštem slučaju definiše pojam i z o m o i f n o g  p o t a p a -  
nj a operacijskih, odnosno relacijskih struktura.

3hei ako postoji ikakav prsten sa jedinicom u koji je T potopljen, onda postoji i takav.

‘̂ Raspravljanje pitanja jednakosti članova iz T je, u stvari, i osnovno pitanje.



(i) Sve tačne formule prstena 'Jl vida

(Zl +  Uj =  ®3> tl\ '  <h =  U4 ,  —#1  =  ^S> — ®7> @8 tl9 ’

gde, <z. G R.  To su tablice datog prstena.

(ii) h + t 2 =  h  +  h

( tx + h )  + h  = t x + (t2 + t 3) ( tx -t2 ) - t 3 = t ^ - f h - 13)
h  + 0 = h  
h + ( - t j  = o

t y ( h  + t 3) = t v h + h -  h
( t  1 + h  ) ■ 1 3 = ti ■ 1 3 + h  ■ t?,

za ma koje h , t2, h  rz T.

(iii) t- e = t, e - 1  = t za ma koji t iz T.

kao i aksiome jednakosti Ax=  u odnosu na +, ■, —

ti = h ,  h  = h  =* h  = h ,  h  ~ h  a  h  = h  =*• h  = h ,  
h  ** h A  h  = U=> h  + h  = h  + U *  t y h  = h  - u ,  t\ = 12 => - h  ~ - h

gde h ,  h , h  e  T.
Do prstena 'J-i može se doći traženjem nekog rešenja u iskaznom smislu sku- 

pa formula
<S>(T) U Ax=

shvaćenih kao iskaznih formula po slovima vida ti = t2 (g4e h ,  t2 £  T). Osnovna 
ideja u rešavanju je da se postupno obrazuje ekvivalencijski1-̂ lanac sve jednostavni- 
jih i jednostavnijih skupova. Najpre primetimo da iz $(T) U ^4x= sledi -:

Svaki term t iz T ekvivalentan fe sa nekim termorn o ( tj. jednakost t = o 
(*) sledi iz <t>(T) U Ax=) vida a ili vida Xe ili vida a + 'ke gde a G R , a  X je 

ceo broj različit od 0.

Terme o nazivamo naznačeni, a njihov skup označavamo saS . Radi jednobraznosti 
pisanja, dogovorno umesto a, e pišemo redom a+0, 0 + Xe, pa se članovi skupa S 
sada uopšte javljaju u obliku a +Xe (gde a £  R, X G Z). Dalje se neposredno zak- 
ljučuje3) da vredi

<t>(T) U Ax = N- <£( Z) U A x = 
tj. u daljem se skupu $>(T) sužava na svoj podskup 4>(X).

^odsećam o  da je (=1 oznaka relacije t  a v n - o s l e d n o s t .
^Dokaz nije teško izvesti indukcijom po broju operacijskih znakova u t.
^Recimo, iz činjenice da za neki Oi, 02 iz 21 vrede jednakosti ti  = (J\, tj  = h  i zakona za- 

mene

t, = CTi A t2 = 02 => ( t i + t2 = t2 + t i  0\ + h  = 02 + (Ji) 

sledi ekvivalencija
t i + t 2 = t j + t i  Oi + O2 = O 2+ Oi .



U sklaćhi sa tvidjenjem (*) iz skupa 4>(T) U Ax=  neposredno se izvode formu- 
\zTab(Y):

(a.\ + Aj le) + (di + \  e) = ai + a  ̂ + \ 2 + \ 2e 

(ax + \ e ) -  (a  ̂ + X2 e) = ax â  + \ 2a t + \ 2a2 + \ 2 \ 2e 

- ( a x + \ 2e) = -flx + -X j e 

Sve tačne različitosti â  f  a2 prstem

gde ax + a2 označava onaj element polaznog prstena koji je jednak a  ̂ + a2, \ 2+ \2 
označava ceo broj jednak zbiru \ x + \ 2 i sl.1)

DaMe, skup 4>(S) U Ax=  ekvivalentan je sa

<J>(E) U Tab(Z) U Ax=

Dalje, a to je bitan momenat u rasudjivanju, dokazuje2) se đa.vredi 

T a b ( Z ) U A x =  t= <J>(2)

na osnovu čega sledji

<J<2) U A x =  N rab(E) U Ax=

Time je problem sveden na traženje modela skupa 
Tab(E) U Ax=

Tab(E) je jedna skoro—tablica3) (istina sa dodatkom nekih različitosti, odnos-
no formula oblika a^fa^ , što bitno ne menja rasudjivanje. Prvo je pitanje da li je 
ona „slegnuta” , tj. da li iz formula Tab(E) sledi neka jednakost ax + \ 2e = a2 + 
\ 2e a da pri tome ne važe obe jednakosti ax = a2, \ x = \ 2 . To se lako raspravlja 
načinom kao u zadatku 63 poglavlja XIII. Naime, dovoljno je proveriti da u odno-

^lstaknimo da se medju formulamaTab-(S) nalaze i sve formule oblika (i) iz <f<T), ođnosno 
tablice prstena Tt . Recimo formula

ai + a 2 "  a3 (ai, a2 , a3 G R )
je u T a b (S ) predstavljena zapisom

(a^ + Oe) + (a2 + Oe) = (a3 + Oe)
Dalje, uTab ( S )  se nalaze i ovakve formule
2e + (~5)e = (-3)e  (One su predstavljene zapisima:

e + (—e) = 0 (0+2e) + (0+(-5)e) =0+(-3)e
(0+1 e) + (0+(—l)e) = 0+(0)

U stvari, uT ab(E ) se nalaze formule kojima se ,,medjusobno sabiraju, množe i nalaze sup- 
rotni termi” naznačenih terma:

0, a, b, c, ..., e, 2e, ..., —e, —2e, ..., a+e, b+e. ... (a, b, c S  R). 
Pri tome, opšti zapisi a + Ae su upotrebljeni radi kraćeg pjsanja.

2̂ Evo, recimo, dokaza za komutativan zakon sabiranja 
(a^ + Xie) + (a2 + Xje) = a^ + a%+ \  + )^e

^Videti

-  a2 + 31 + ^ 2  + Xie 
= (a2 + > 2  e) + (ai + Xi e) 

poglavlje XIII, posebno zadatak 63.
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su n a Tab(Z) svaki složen izraz „čuva svoje poreklo” . To, recimo, za izraz a+2e 
znači sledeće:

Ako se koriste formuleraZ>(2), tada se pomoću njih (shvaćenih ,,kao pravila 
računanja sa naznačenim izrazima”) može „izračunati” a+(e+e). I rezultat mo- 
ra biti izraz a+2e. Zaista

a + (e+e) = (a + Oe) + ((0 + le) + (0 + le )
= (a + Oe) + (0+0 + 1+le) = (a + Oe) + (0 + 2e)
= a+  0 +  0 +  2 e = a + 2 e

Dakle,Tab(E) „poštuju poreklo izraza” a+2e. Posle ustanovljavanja d a jeTab(L) 
„slegnuta” neposredno se đolazi -  zamisao je opšte prirode -  do jednog mode- 
la* 1) . Za članove prstena uzimamo sve naznačene izraze2) a + Xe(aER,
X G Z) a operacije — defmišemo preobraćahjem jednakosti Tab(L) u defmi- 
cije, odnosno

def ---------  ----------
(ai + Xxe) + (a2 + X2e) =  a x + a2 + +X2 e i sl.

Napomena 1. Osnovni koraci u rešavanju su bili:

— uočavanje skupa naznačenih terma
— obrazovanje ^tablice” tih terma
— proveravanje slegnutosti tablice i zadovoljivosti polaznih zahteva.

Napomena 2. Dobijeni prsten 5 ^  , je u stvari, nadprsten prstena £■ .

36. Neka je (S, +) komutativna semigmpa generisana članom a koja zadovoljava 
zakon skraćivanja, tj. važi implikacija

x  + z = y + z = > x = y  (x , y ,  z E S )
Prošimjući jezik sa 0 i — (0 je znak konstante, — operacijski znak dužine 1) uo- 
čimo skup T  svih odnosnih terma3̂ . Odrediti sva rešenja ovog skupa 5  iskaznih 
formula po slovima vida ih = t2

t i + t 2 = t 2 +  t 2 , ( t x +  t2 )  +  t 3 =  t x + ( t 2 +  t 3)

h + o  = tx, tx +(-t1) = o
a = f 2 a , a f  3a, ..., 2a f  3a, 2a f  4 a , ......4)

h = h, h = t2 => t2 = tx, tx = t2 A t 2 = t3 =>tx = t3 
t x ^ h A t - ^ ^ t ^ ^ t ^ + t ^ ^ t i + t  4, t  x t2 t \  ~~ t 2( t l f t2 , t 3, t ^ E  T)

Slobodnije rečeno to je „vrhovni” model. Ostali modeli za Tab(S), gradjeni pomoću e
i članova iz Jt , su onda njegove homomorfne slike koje čuvaju članove iz >' .

2) lli , što je izomorfno, za članove prstena se uzmu uredjene dvojke (a, X), tj. elementi 
skupa RXZ. U Knjigama algebre obično se tako i postupa.

3)  (i) a, 0 £ T ;  (ii) u, v 6 T  =» (u+v), - u  G T

4) fj. formule kojima se izražava različitost članova skupa S.



Uputstvo. Kao naznačene možemo uzeti

0, a, -a, 2a, —2 a , ...

Skup O ' ima, inače, tačno jedno rešenje.

Napomena. Skup O ' se prirodno pojavljuje pri traženju gmpa koje su proširenje 
semigmpe (S , +). U stvari je dokazano da se semigmpa (S, +), navedenih 'Odlika, 
može proširiti u gnTpu.

37. Produžetak prethodnog. Dokazati da se svaka komutativna semigmpa u kojoj 
važi zakon skraćivanja, može potopiti u gmpu (komutativnu).

38. Opisati prelaz od stmkture prirodnih brojeva (N , +, •) na stmktum celih brojeva
(Z, +, 0) snatrajući da je prva stmktura ođredjena ovako:

(i) Članovi su 1 ,  ( 1 + 1 ) ,  ( 1 + 1 ) + 1 , ..., odnosno 1,2, 3 , ....
(ii) Tačne su sve formule

x+y = y+x x -y  = y  ■ x
(x+y)+z = x+(y+z) (x-y )-z  =x-(y--z)

x-(y+z) = x-y  + x- z

i smatrajući da stmktura celih brojeva treba da zadovoljava uslove

(j) To je nadstraktura za ( N ,  +, ■ )
(jj) U njoj treba da važe zakoni

x+y 4 y+x x -y  = y  x
(x+y)+z = x+(y+z) (x ■ y) ■ z = x ■ (y ■ z)

x+0 = x x - 1 = x
x+( -x) = 0

x ■ (y+z) = x ■ y  + x ■ z

Uputstvo. Postupiti kao u zadacima 36, 37.

39. Dokazati da se dato polje može proširiti u polje u kome jednačina

x 2 +  1  =  0 ( 1  jedinični element datog polja)
ima rešenja.

40. Dokazati da se prsten može potopiti u polje ako i samo ako se svaki nje- 
gov konačno generisan podprsten može potopiti u polje.

Uputstvo. Primeniti stav kompaktnosti.

41. Neka je &  skup predikatskih formula bez kvantora, T dati skup a ^jP od- 
nosni iskazni prevod (videti uvodni tekst tačke XVII). To je skup iskaznih formu- 
la po slovima vida

P ( t u - ,  t j ?n G T >



gde je p relacijski znak dužine n a T  skup odgovarajućih terma.
Neka vređi:

(1) ® \ T  I" H 7 i . -  Tn)
gde je <l> formula bez promenljivih a.(57 , Tn su n e k i članovi iz T. Dokaza- 
ti da tada vredi i:

(2) ^ | r  $ f t lt .... t j  

za m a k o j e terme h , .... t iz T.

Uputstvo. Neka je

(3) \p2 , . . . ,^ k

jedan dokaz formule <f>(7 ! , ..., 7 ). U dokazu se javljaju: članovi iz Q \ T , tauto- 
logije ili formule dobijene primenom modus ponensa. Preslikavanje

/7i 72 7n |

' 'i *2   |
prevodi dokaz (3) u dokaz formule $ ( tu  ..., t ).
42. Dokazati ekvivalenciju:

Semigrupa c$ = (S, ■) se U cS važe sve one poslečice aksioma grupe koje
može proširiti u grupu su na jeziku {• }

Uputstvo. Dokaz dela -> je jednostavan. Navodimo dokaz deia odnosno 
njegove kontrapozicije. Radi toga, saTab (<S)  označimo tablicu semigrupe1'* 
a sa A x{j |p skup formula oblika

(h -t2)-t3 = t x-(t2 -13) U = t u U = f2 => h = t u h  = h  A tj = t 3 => h  = h  
h - e  = h h = t2 a r3 = u  =*• h ■ t3 = t2 ■ U
ti  • r'11 = e  h  -  t i  =■ t'l = t}

gde tu t2, . . . prelaze preko skupa svih terma obrazovanih pomoću e, članova iz S, 
i operacijskih znakova •, ''.  Rasudjivanje tada izgleda:
Sanignopa ,se ne može potopiti u grupu

-> Skup Tab(\S  ) U A x  lp nema model 
-> Postoji konačan podskup K  odTab(S) takav da:

Skup K  U A x  <f'lp nema model 
(Primena stava kompaktnosti)

-> Postoji formula F ( s lt  ...,  sn) takva da:
Skup {F(s 1, ..., s ) }U A x  nema model
(F je konjunkcija^ormula iz K, su  ..., sn su iz S i  to su svi oni koji učes- 
tvuju u F )

^ ju  čine sve tačne formule oblika Sj *Sj = s^ (s., Sj, s^ G S ) kao i sve formule oblika Sj^Sj 
(i f  j )  kojima se tvrdi različitost elemenata skupa S.



Uvod u matematičku logiku

-> Postoji formulaF takva da:
A x  ^lr  I- IF ® ,  .... s j

-> Postoji formulaF takva da:
Ax | l p  g

gde su t- ma koji termi sagradjeni pomoću s. 

(Videti prethodni zadatak)

-> Postoji univerzalna formula na jeziku { • }:
(V  x u  . . . ,xJ~\F(xu .... x j  

koja je posledica aksioma grupe i koja 
nije tačna na semigrupi c$

(Jer na cS je tačna formula F(su ..., s j  kao 
konjunkcija konačno formula iz T a b  ( c5 )■



-
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XX 0  DEFINICIJAMA

♦  U matematici se koristi veliki broj raznolikih defmicija, Sve su one jezički iz- 
razive u obliku:

A  je  zam ena za  B
A  je deo koji se definiše1) — tzv. d e fin ien d u m , B  je d e fin ie n s — deo kojim se de- 
finiše. Takva je, na primer, defmicija:

D u ž  P Q  je  (zam ena za) skup svih tačaka  izm ed ju  P  i  Q , u k lju č u ju ć i i  te tačke.
♦  Često se, radi lakšeg delanja, u nekoj teoriji ili u meta— teoriji, pomoću izves- 
nih polaznih pojmova definicijama uvode novi. Budući da su definicije svojevrsna 
dodatna tvrdjenja (aksiome), za njih se traže ova dva uslova (uslovi ispravnosti de-
finicije2̂ ):
-  da ne bude kreativna, tj. da se pomoću nje ne može izvesti nijedno tvrdjenje o 
polaznim pojmovima koje bez nje ne bi bilo izvodljivo,
-  da bude o tk lo n jiva , tj. da je svaka formula (rečenica) koja se odnosi na novo- 
uvedeni pojam zamenljiva sa nekom formulom (ili skupom formula) u kojoj uče- 
stvuju samo imena polaznih Dojmova.

♦  U definiensu se često koristi pojam skupa u više ili manje aksiomatskom smi- 
siu3). Takva je definicija neke teorije, a slično i neke relacijsko—operacijske stmk- 
ture. Naime, neka m atem atička  teorija (I reda), kakve su, recimo: clementama te- 
orija brojeva, teorija skupova ZF, je odredjena skupom  ̂izvesnih predikatskih for- 
mula I reda -  aksiomama, pa se može i sam taj skup aksioma zvati teorijom, što 
se često i čini. Slično, neka re la c ijsk o —o p eracijska  struktura se može shvatiti (de- 
finisati) kao skup odgovarajućih formula I reda, ali jedino sa znacima konstanata 
(tj. bez promenljivih i kvantora — videti zadatak 12).

♦  Neka je neka teorija odredjena izvesnim formulama (J reda) kao aksioma- 
ma. U takvom slučaju često se pojavljuju ove tri vrste definicija kojima se uvodi
znak:

-  nove konstante,
-  nove op eracije  (fu n k cije),
-  nove relacije.

X X j.  A sadiži n o v p o j a m-
2<"Njih je prvi formulisao S.Lesniewski (1886-1939).
vU  vezi sa rečima: više ili manje aksiomatski videti zadatke 64, 6 5 ,6 6 .
vVideti poglavlja XV, XVI, a u ovom poglavlju zadatke 1, 7, 2 2 ,2 7 , 28.



Za te definicije pomenimo još da mogu biti ek sp lic itn e (neposredne) i im p licitn e
(posredne), i da su jednog od oblika:

def , , , .a =  b, gde su a, b lzrazi
dcfA  <=> B , gde su A ,  B  formule 

Videti zadatke 1, 2, 3, 6, 10.

♦  Neka je j f t  neka relacijsko—operacijska stmktura. U  vezi sa njom se uvode de- 
finicije sličnih vidova kao u prethodnom slučaju, ali i defmicije kojima se uvode 
nove konstante, operacije, relacije koje se odnose jedino na članove strukture, od- 
nosno na konstante (to su, može se reći, dijagm m ske ili tab ličn e đefinicije — vide- 
ti zadatke 13, 14, 15), pa nisu same po sebi produžive i na slučaj proizvoljnih ter- 
ma sa promenljivim.

♦  Pored skupa u definiensu se često koriste, u većoj ili manjoj meri aksiomatizova- 
ni, i neki od pojmova kao:

uredjena d vo jka, tro jka i sl. n iz , fu n k c ija , relacija.
Tako, novi pojmovi koji su odredjeni sa dve, tri ili više odrednica mogu se defi- 

nisati kao odgovarajuće uređjene dvojke, trojke i sl. Na primer, gmpoid odredjen 
skupom G  i operacijom *  (tog skupa) može se definisati kao uredjena dvojka (G, 
*). Slično se odnosi na pojmove gmpa, polje, formalna teorija itd.

Posebno opisujemo jedan važan slučaj nizovskih defmicija — tzv. induktivne de- 
fln ic ije .
♦  U  matematici se često prirodno pojavljuju pojmovi medju čijim odrednicama se 
nalazi i neka koja je prirodan broj1). Neka dogovomo P n označava pojam u slučaju 
kada pomenuta odrednica ima vrednost n (n je neki prirodan broj 0, 1 ,  2 , ...). U 

slučaju in d u ktivn e d e fin ic ije (podrobnije rečeno in d u ktivn e p o  n) postupa se na o- 
vakav način:

(i) D e fln iš e  se šta je ^  PO*
(ii) Z a  sv a k i p riro d an  b ro j n ( n > 0 )  definiše se P  p o m o ću  nekih  o d  prethodnih
P ,P, ......P , .o ’ 1 n— 1

Recimo, jedna induktivna definicija stepena a n (a E  R ,  n =  1 ,  2 ,  3 , ...) glasi:
(i) a 1 =  a 
(ii ) a n + l = a n -a

Tu se, u stvari, defmiše jedna funkcija f : R  x { 1 ,  2 ,  3 , ..., } -»• R, jer se a11

m terim o, takvi su pojmovi stepena a11, formule dužine n, teoreme koja ima dokaz dužine n 
i si.

2)u  tom delu se definiše Pn za početnu vrednost n, odnosno za n=0. Moguće je da ta počet- 
na vrednost bude i neki drugi prirodan broj kao 1,2 i sl. Takodje ima i siučajeva inđuktiv- 
nih definirija sa nekoliko početnih vrednosti (videti zadatke 48, 52).



može shvatiti kao jf a ,  n).
Pored fu n k c ijsk ih  (operacijskih) defirticija prirodno se javljaju i induktivne rela- 

cijske defmicije (kakve su definicije izraza, formule, teoreme — videti zadatke 52, 
53, 54).

♦  Ispravnost neke induktivne definicije počiva na odnosnoj matematičkoj induk- 
ciji. Recimo, navedena definicija stepena je ispravna blagodareći indukciji1-* n -+  n + 1. 
Naime, koristeći se tom indjkcijom, lako se dokazuje da je uslovima (i), (ii) odredje- 
na tačno jedna funkcija f(a , n).
♦  U matematici se takodje pored istaknutih, koriste i razne dmge vrste definicija 
kao defmicije operacija i re lacija  sa relacijam a i sl. (videti zadatak 55—58).

ZADACI

1. Na jeziku { 0, 1 ,  + , - ,  -}, gde su 0, 1 znaci konstanata, + i • operacijski znaci 
dužine 2, — operacijski znak dužine 1 , uočena je teorija2) rf* , tj. skup aksioma 
(podrazumevajući i aksiome jednakosti):

x + y  =  y + x  x - y  = y - x
(x + y )+ z  =  x + {y + z ) ( x - y ) - z  = x - ( y - z )

x + 0  =  x  x  - 1  =  x
x + ( - x )  =  0 x  ■ (y + z )  =  x  ■ y  +  x - z

Koja od datih defmicija3) je ispravna 
dcfa) c  =  1  +  1 ,  c je nov znak konstante

dcfb) f ( x ,y ) =  (x + y ) +  ( x - y ) ,  f  je nov operacijski znak

c) j f x >y) —  (x ■ y )  +  z , f  je nov operacijski znak.

Uputstvo. Skup je neprotivurečan, budući da ima (normalan) model.

"ispravnost induktivne definicije može se oslanjati i na nekoj drugoj indukciji za prirodne 
brojeve. Pomenimo još da se sreću i opštije indukdvne definicije po članovima nekog dob- 
ro uredjenog skupa ili još opštije, skupa koji zadovoljava uslov minimalnosti. Ispravnost ta- 
kve defmicije se tada dokazuje korišćenjem t r a n s f i n i t n e  indukcije. Videti zada- 
tak 36 taćke XVI.

-'Jedan model je struktura celih brojeva. To su, inače, aksiome prstena (komutativnog sa je- 
dinicom).

^Na definiciju vida a) se nailazi, recimo, kada se u aritmetici 2 definiše kao 1+1. Slične su i 
definicije za 3, 4, 5 , . . .  . Inače, definicija a) se lako izražava u obliku A j e z a m e - 
n a z a B :

2 je zamena za 1+1 
Slično vredi i za definiciju b).



a) Jasno je da je c otklonjivo, jer je ma koja formula F ( c )  jezika { 0, 1 ,  +, ■ , c }  
— na osnovu aksioma jednakosti — ekvivalentna sa F ( l + 1 ) .  Ta defmicija je i nekre- 
ativna. Zaista, neka važi

(1) rJ \ c  =  l + l \ = F
gde je F  formula na jeziku { 0 , 1 , + , - , —} . Označimo sa J l l  ma koji model za 

9  . Taj je model produživ do modela J ) l  za rJ , c  =  1 + 1 , uzimanjem da se c 
tumači kao vrednost za 1 + 1 . Prema-(l) u J / l ' m o i a  važiti F , odakle sleđi da u J l i  
važi F  (budući da c ne učestvuje u F ) . Dakle, iz (1) sledi

(2) 9  \ = F  
pa je definicija c = l + l  nekreativna.
b) Slično kao pod a), jer je ma koji mode'l 9 produživ do modela za

9  , f ( x ,  y )  = { x + y )  +  ( x - y )
c) Kreativnaje, jerzamenom x, y , z sa 0, 0, O.apotomsa 0, 0, 1  iz 9 ,f ( x ,y )
=  ( x -y )  +  z slede jednakosti

f ( l , l ) = 0 ,  f ( l , l )  =  l
Odatle sledi jednakost 0 =  1 , a ona nije teorema, odnosno posledica aksioma 9 ,  što 
se lako dokazuje. Osnovni razlog kreativnosti je što definiens ima više promenljivih 
od definienduma.

Napomena. Dokaz nekreativnosti definicije a), a slično i uopšte definicije takve vrs- 
te, može se izvesti i direktno — bez pozivanja na model.

Naime, uočimo funkciju/(zvaćemo je „brišuća funkcija”) kojom se formule jezi- 
kaL ’ =  { 0 , 1 ,  + , - , —, c }  prevode u formule polaznogjezikafi = { 0 , 1 , + , - , —} :  

f ( A )  se dob ija  iz A  kada se u toj fo rm u li konstanta c  svuda zam eni sa 1 + 1 .
Tim se preslikavanjem aksiome 9  , budući da u njima c ne učestvuje, prevode u 
same sebe, a definicija c  =  1 + 1  u formulu 1 + 1  = 1 + 1  (koja je slučaj aksiome jedna- 
•kosti x = x ) . Dalje, ako je A  valjana formula jezika L  ’, valjana je i formula f ( A )  — vi- 
deti lemu o promenljivoj konstanti, zadatak 100 tačke XII. Najzad, logička, a tako- 
dje i matematička pravila izvođjenja prevode se u pravila izvodjenja. Recimo, ako 
je reč o pravilu (1), koje je slučaj pravila saglasnosti jednakosti sa +, ono se presli- 
kavanjem /prevodi u pravilo (2), odnosno u (2’):

(1) x=y> C=1 +1 (2) x=}’’ 1+1=1+1 (2’) x=y
x + c = y + (  1 + 1 ) ’ x + ( l + l )  =  y + (  1 + 1 )  x + ( l + l )  = y + ( l + l )

Na osnovu rečenog, preslikavanjem / se svaki dokaz iz aksioma 9  , c =  1 + 1  prevo- 
di u neki dokaz samo iz aksioma 9  . Otuda, ako je F  formula na jeziku L  i to ta- 
kva da 9 ,  c  =  1 + 1  / F , onda se njen dokaz prevodi u dokaz iste formule, ali



samo iz aksioma &  . DaMe:

, c  =  1 + 1  1— F  \ -  F  
Obratna implikacija sledi neposredno

2. Na datom jeziku L  uočene su izvesne aksiome 3  ■ Koje od narednih definici- 
ja su ispravne
a) c =  t, gde je t izraz jezika L  koji ne sadrži promenljive, a c je znak konstante

koji ne pripada L .
b) f ( x \ , ..., x  ) =  t, gde je t izraz jezika L  čiji skup promenljivih je podskup skup

{ X \ , ..., xn}, a/je operacijski znak koji ne pripada L .
c) g(x, y ,  z) =  t(x, y ,  z, u), gde je t izraz jezika L  po promenljivim x, y , z , u  i gde

g ne pripada L .
Ođgovor. Ispravne su a) i b).

Napomena. Delovima a) i b) opisuje se izgled tzv. eksplicitne (neposredne) d e fin ic i-  
je  nove konstante, odnosno nove operacije, u slučaju predikatskog računa I reda. U 
zadatku 3 se slično opisuje izgled im p lic itn e d e fin ic ije  nove konstante, a u zadatku 
6 im p lic itn e d e fin ic ije  nove fu n k c ije . Najzad, u zadatku 10 se izlaže opšti oblik eks- 
pUcitne d e fin icije  nove relacije.
3. Nekaje 3  teorija jezikaZ, i neka je a £  L  znak konstante, tj. a je n o v a 
konstanta. Dokazati da je definicija1) vida

(A) x  =  a «==* F
ispravna, za svaku teoriju 3  . akko:

(i) FormulaF ima tačno jednu slobođnu promenljivu x

(ii) F  je na jeziku L
(iii) Formula ( 3 \ x ) F  je teorema teorije

Rešenje. Otklonjivost sledi neposredno na osnovu samog oblika definicije (A) i us- 
lova (ii). Videti i zadatak 5. Da bismo dokazali da uslovi (i), (ii), (iii) obezbedjuju 
i nekreativnost, uočimo proizvoljnu neprotivurečnu2) teoriju Q  jezika L ,  neku 
formulu A  istog jezika, i pretpostavimo da vredi

(1) 3  , (A) 1= A
Neka je, dalje, J l t  jedan model teorije 3  . Na tom modelu tačna je formula 
( 3 j x ) F , budući da je to teorema za 3 . Sa a ^  označimo taj ,jedinstveno po- 
stojeći” element domena. Model J l l  se može produžiti do mođela J l t  za

___ _ 3  , (A)
’)to je, u stvaii, implicitna defmicija nove konstante -  defmiendum je x = a.
2)siučaj kada je q  protivurečna teorija razmatra se neposredno.



Naime, dosta je a interpretirati1) kao aM. Na osnovu (1), JH' je model i za A. 
Kako je formula A na jeziku L, to je njen model i skraćenje od J t  dobijeno 
odstranjivanjem interpretacije za a, tj. model za A je i Jh . Time je dokazano da 
da iz (1) sledi

(2) g ± A
tj. ,unodelskim” postupkom je dokazano da je (A) nekreativna defmicija za ma 
koju teoriju.

Da su uslovi (i), (ii), (iii) neophodni uočava se na ovaj način. Neka je jezik 
L  = { 0, 1 , i ( ?  teorija prstena iz zadatka 1. Lako se dokazuje da su
za tu teoriju neispravne, recimo, definicije

(1) x = a  <=> x = 0  v y = l t (2) x = a  •=> a+x=0 , (3) x = a  <=*■ ( x - l ) K )
u kojima su uslovi (i), (ii), (iii) po redu narušeni.

4. Na jeziku { * }  uočimo formulu (aksiomu)

( 3 y )  ( V x ) (x  s  y  =  x  A y  is x  =  x )
i ekvivalencijom

dcf(A) y = e < = > ( V x ) ( x i t y = x ^ y i ; x = x )
uvedimo novu konstantu e. Dokazati ispravnost te defmicije.

Rešenje. Dosta je dokazati

( 3 ! y  ) ( V x )  (x *  y  =  x  A y  *  x  =  x )
P o s t o j a ’nje sledi iz aksiome. U vezi sa j e d i n s t v e n o š ć u ,  iz pret- 
postavki

(  V x ) (x  *  y x =  x  A jvj ☆  x  =  x ), ( ’i x )  (x *  v2 = x  a y 7 ☆  x = x )  
stavljajući umesto x najpre y t , a potom y 2 neposredno se izvodi y x =  y 2 ■
5. Produžetak prethodnog.

(i) Definiciju (A) izraziti u obliku
A  je  zrn n em  za B

(ii) Otkloniti e iz formula
x  *  e =  x, (x  *  e) *  y  =  x  *  ( y  *  e)

Rešenje. (i) y  =  e je  zam ena za ( Vx) (x *  y  =  x  a  y  *  x = x )
(ii) Otklanjanje se vrši primenom jednog od zakona zamene:

A ( x )  <=> ( 3 y )  (y  = x  A ( y ) ) ,  A ( x )  <=> ( V y )  (y  = x  =  A (y)>  
_____  )
^jer tada, u slučaju da x ima vrednost a ^ , obe strane ekvivalencije (A) su tačne, a u slučaju 
da je ta vrednost različita od a^, obe strane su netačne.



gde je y  nova promenljiva za formulu/ifcj.
Najpre se formula oblikayl(e) zameni jednom od ekvivalentnih formula 

( 3  y )  ( y  =e A A(y)), ( V y )  ( y  =  e => A ( y ) )

a potom se koristi ekvivalencija (A). Tako, postupak eliminacije u vezi sa drugom 
formulom izgleda:

(x * e) * y  = x  * (y * e)
<=*■ ( 3 z) (z = e a ( x ^  z) y  = x-^ (y * z))
<=> ( 3 z) ( ( 'i  x) ( x -&z = x a z &x = x) a  (x & z) & y  = x & (y •& z))

6. Neka je L neki jezik i f  & L operacijski znak dužine n, dakle nov znak. Doka- 
zati da je definicija vida

, def
f(u i, .... V  =  v  F

ispravna za svaku teoriju Q  jezika L akko:

(i) u !, ..., «n, v su različite promenljive,
(ii) FormulaF nema drugih slobodnih promenljivih izuzev (možda) , ..., un, v,
(iii) F  je na jeziku L,
(iv) Formula /V  uu ..., u ) ( 3 t v)F je teorema teorije Q  .

7. Na jeziku {*} uočimo aksiome grupe:

(Vx,y,Mx&y}i!z=zit(y*z), ( 3 z)((V  x)x * z =x a ( V x) ( 3 y)x& y  =z)).

Dokazati da su definicije znaka konstante e (jedinični element) i operacijskog zna- 
ka _1 (operacija inverznog elementa) ispravne

z=e ( V x) (x * z = x a z * x = x), y  = x~l MS x-& y  = e A y  ftx  = e 
Rešenje. Ovde je reč o paru uzastopnih1̂ definicija (najpre se uvodi e a potom '* ). 
U skladu sa zadacima 3 i 6 dosta je dokazati:

( 3iz} (( V x) (x*  z = x  a z * x  = x) a ( V x) ( 3 ly)(x-ix y  = z A y  x = z))

Uočimo najpre jedan desni jedinični element e i za element a jedan njegov desni in- 
verzni element b (u odnosu na e). Dakle, pretppstavke su

(1) ( V x)x e = x, a * b = e 
Tada vrede i jeđnakosti

(2) b * a = e, ( V x ) e * x = x  
Evo jednog đokaza prve

*̂ One se mogu zameniti dvema jednovremenim definicijama: 
z = e *=> (Vx)(x * z  = x a Z* x = x) 

y = X 1 *=5' ( V z ) ( ( V x ) ( x * z  = x A z * x  = x ) = > x * y = z  A y * x  = Z)



b * a = ( b f t a ) ' b e  = (b-ba)'b (b *  c f i  
= (b *  (a *  b)) ' b c = ( b ' b e ) ' k c = b ' b c = e

Slično se dokazuje i druga jednakost. Znači, desni jedinični element je i levi, a sva- 
ki desni inverzni (u ođnosu na uočenu jedinicu) je takodje i levi inverzni. Odatle i 
na osnovu aksioma sledi p o s t o j a nj e, ođnosno formula

( 1 z )  ( (  V x ) (x *  2 =  x a z *  x  =  x ) A'( V x ) (  3 y) (x-tj y  =  z  Ay * x = z ) )  
Dokaz j e d i n s t v e n o s t i  izvodi se jednostavno, slično kao u zadatku 4.

8. U teoriji prstena 6?  (zadatak 1) uočene su definicije znaka konstante c  i opera- 
cijskog znaka *  (oba su novi znaci):

a ) y = c <=> y  =(1+1)+1, b)
c ) y = c = > ( ' i  x )x -y  = x, d)
e ) X *  y = Z <=> Z = X- (x +y), f)
g ) X *X = z <=> x  +.y + z =■o, h )

0 X * P ;= z < =  ( 3 q ) x  = y  ■ q + z, j )

y  =  c ■ =■  ( 3 x )x  +  y  =  1  
y  =  c <=*■ ( V x )x  + ( 1 + 1 ) - y  =  - 1  
x-&  y  =  z <=►  x  =  y  +  z, 
x  *jp = z <=> x = y  ■ z  
x  y  =  z < = > (3  q ) x + y  =  ( l + l ) - q + z

Ispitati njihovu ispravnost.

9. Aksiomama grupe (zadatak 7) dodataje defmicija 

(A) x -fr' 1 _y = z <=> x = z  *  y
kojom se uvodi nov operacijski znak . Dokazati ispravnost te definicije i-otklo- 
niti znak iz formula

(X * _1 y )  *M z =  X -ćr"1 (z  + ry), (x *  y )  Z =  X  *  (y  ir'1 z) 
x *_1 (y  *_1 u)) =  ((x *  z) *_1 u) *_1 y

Uputstvo. Osnovna ideja pri eliminaciji, koja je inače opšte prirode, sastoji se u sle- 
dećem. Najpre se, slično kao pri otklanjanju konstante (zadatak 5), primenom jed- 
nog od zakona zamene

A ( x ) <=> (3  y ) ( y  = x  a A ( y ) ) ,A ( x )  <=> ( V y ) ( v = x  = > A (y ))
(y je nova promenljiva zaA(x))

predje na formulu čije su elementarne formule ili takve da u njima znak *_1 ne u- 
čestvuje, ili su to fbrmule oblika O *’1 h =  gde su h ,  h ,  h  izrazi bez *_1 ,a 
potom se postupno vrši eliminacija2> primenom ekvivalencije (A). Pokazujemo to 
na primeru prve formule:

‘>c je desni inverzni za b ( u odnosu na e). On postoji na osnovu druge akaome. 
2>Kratko rečeno, najpre se uvodi definiendum a potom se on zamenjuje definiensom.



3  6 3

(x -fr' 1 y )  z  =  x  *_1 (z *  y )
*=> ( 3  u) ( ( x  *_1 y )  *_1 Z =  U A X *_1 (z <r y) =  u)

=  f 3 tt, v,/ (;t *_1 y  =  V A V *’1 Z =  U A X i r '1 ( z  ■& y )  =  u )

<=> ( 3  u, v) (x  =  v *  y  a  v =  u *  z  a  jc = m ☆  fz *  y ) )
Dobijena „eliminanta” je takva da se iz rtje, još jednom primenom zakona zamene 
(ali sada zdesna nalevo), može izbaciti promenljiva v. Tako se dobija:

( 3 u) (x  =  (u &  z ) *jv a  x = u *(z  *  y ) )  
odnosno, budući da je *  asocijativna, prethodna formula je ekvivalentna sa

(1) ( 3  u) x  =  u * (z * y )

Ukoliko se koristi dmgi zakon zamene dobiće se ova eliminanta

(2) (V  u) (x  =  (u-n z) *  y  => x  =  u *  (z * y ) )
Primetimo da su obe formule (1) i (2) teoreme teorije gmpa (odnosno posledice 
aksioma zadatka 7), pa je otuđa'teorema i formula:

( x  ir '1 y )  *"1 Z =  X  ( z  *  JV/

10. Neka je L  izvestan jezik i a nov relacijski znak dužine n . Dokazati da je defini- 
cija oblika (eksplicitna definicija novog relacijskog znaka):

° ( ui , u J < = * F
ispravna, za svaku teoriju Q  uočenog jezika, akko:
(i) Sve promenljive u x, .... u n su različite.
(ii) Formula F  nema dmgih slobodnih promenljivih izuzev (možda) u i t ..., u n .
(iii) F  je na jeziku L .
11. U elementamoj teoriji brojeva (poglavlje XV) novi relacijski znaci >. <, >, <  
uvode se nizom uzastopnih definicija:

x  > . y  <=> ( 3 z  f  0) x  =  y  +  z , x  <  y  <=> y  >  x  
x  >  y  <=> x  >  y  V x  = y ,  x  <  <=> y >  x

Dokazati njihovu ispravnost.

12. Tablicama
* a b a a h
a b a a T 1
b a b b T 1

odredjena je jedna relacijsko—operacijska stmktura jezika { *, a}. Dokazati da su 
ispravne ove definicije



novog operacijskog znaka /, odnosno relacijskog znaka p.

Uputstvo. U postavci je slobodnije rečeno da je struktura „odredjena tablicama” 
Strože rečeno, to znači da pod strukturom treba smatrati skup "J odnosnih for- 
mula na jeziku { *, a, a, b } :

a * a = b ,  a * b = a  a ( a , a ) , 1  a (a , b)
b* a =  a, b ^ b  =  b a(b, a),- ~ \ a ( b , b )

a f  b
tj. u stvari, dijagram strukture. Budući da defmicije (1) i (2) očigledno zadovolja- 
vaju uslov otklonjivosti, preostaje da se, slično kao u zadacima 1, 3, dokaže impli- 
kacija oblika

(2) i= a  g  i = a

gde je A  ma koja formula jezika { ☆. a, a, b } .
Primedba. I u opštem slučaju, za dati jezik L  i izvestan skup S , pod relacijsko—o- 
peracijskom strukmrom jezika L  sa skupomS kao nosiocem smatramo ma koji 
dijagramski skup formula na jeziku L  U  S, t j . razni h jednakosti vida

(1) f(cu  .... c j  =c,

gde/G£, c j, ..., cn,c6 S i gde za svaku n-torku, ( c u  ..., c j  postoji tačno 
jedan c ;
d a lj e formula vida
(2) V a ( c u  -,  c j  (ajeT ili 1)

gde p G L ,  c i , ..., cn G S, i gde za svaku n-todcu (c u  ..., c j  postoji tačno jedan a  
(inače, p, p^ su redom dmgi zapisi za p, ~l p );

n a j z a d, formula vida c  ̂ f  Cj kojima se govori o različitosti članova skupa S.
To je, moglo bi se tako reći, logički najviše odgovarajuća đefinicija relacijsko— 

—operacijske strukture. Obično se, medjutim, navedena definicija skraćenije izra- 
žava isticanjem odredjenim redom osnovnih odrednica pojma relacijsko—operacij- 
ska struktura, odnosno skupa S , i njegovih odgovarajućih (u vezi sa jezikom L )  o- 
peracija i relacija. Tako, u skladu sa tim, gmpoid se obično kratko definiše kao u- 
redjena dvojka (S, *) gde je *  binarna operacija skupa S. Podrobnije:

D v o jk a  (S, ■&) je  g ru p o id  a k k o  je  S  skup a *  b in a m a  operacija  tog skupa.
13. Produžetak prethodnog zadatka. Dokazati da su nekreativne definicije

(i) f(a)= b , f(b )= a , f  je nov operacijski znak
(ii) Tp(a,a) =  T , rp(a, b) =  T , rp(b, a )=  T , rp(b, b) =  1, gde je p nov re- 
lacijski znak.
Da li su te definicije otklonjive?



Uputstvo. Nekreativnost se može dokazati na uobičajeni način (zadaci 1, 3), bu- 
duži da je svaki model za Q  produživ do nekog modela za Q , 0), (ii).

Što se tiče otklonjivosti, primetimo daje znak/u termima oblika f(a), f[b ),
(b *  f(a)), f(f(b )) i sl. očigledno otklonjiv. Medjutim, u termima kao f(x ),(a * f(y )) ,  
(f(f(x )) 'c* y ) odnosno u proizvoljnim termima na jeziku { a ,  b, *, /}(u kojima 
učestvuju i promenljive) znak /u opštem slučaju nije otklonjiv1-} Slično stoji i sa 
otklonjivošću znaka p.

Napomena. Definicijama (i), (ii) iz prethodnog zađatka uvedene su, u stvari, parci- 
ja ln a funkcija, odnosno relacija u skupu terma na jeziku { a, b, *, /}. Naime, f(t)  
je definisano za terme t koji ne sadiže promenljive. Slično se ođnosi na p ( t u t 2).
Pri tome su t, odnosno tit  t2 proizvoljni termi proširenog jezika. I u opštem sluča- 
ju đijagramskim definicijama se uvode parcijalna operacija, odnosno parcijalna rela- 
cija.

14. Produžetak zadatka 12. Ako se dijagramu Q  doda i aksioma x = a  v x = b , de- 
fmicije iz prethodnog zadatka:

(i) f(a )  =  b, f(b )  =  a, gde je  f  nov o p e ra cijsk i zn a k
(ii) rp(a,a) =  T , rp(a,b) =  T , Tp(bfl) =  T , rp(b,b ) =  1, gde je  p nov rela- 
c ijs k i zn a k
postaju otklonjive. Dokazati.

Uputstvo. Iz Q r, (i), (ii), x = a  v x = b  slede formule
y = f(x ) •*=> (x= a  r^ y = b ) v (x = b  a y = a )  

p (x ,y) *=> (x=a A y = a ) v (x = a A y = b ) v (x=b a y = a )
15. Neka je c A  izvesna relacijsko— operacijska stmktura jezika L  čiji je skup nosi- 
lac A  beskonačan (recimo prebrojiv, sa elementima a lt  a2 , a2 , ...), i / operacija 
uvedena dijagramskom definicijom:

f ( a l )  _ a i  i f(a 2 )  =  a2 > f(a  3 )  =  a 3 , —

gde su a [ ,  a ) ,  a[,... članovi skupaA. Dokazati da je takva definicija nekreativna, 
ali da nije otklonjiva.

Da li se neotklonjivost može izbeći dodavanjem novih aksioma jezika L  U  { a u  

Oa, ...}, slično kao u prethodnom zadatku?

Odgovor. Ne može, a glavni razlog je što se formulama I reda na jeziku L  U { a , , 

<h, — } ne može zapisati rečenica:
Č la n o v i skupa A  su upravo a lt  a2 , ... .

16. Uočimo stmktum celih brojeva (Z , +, ■ , 0, 1 )  na jeziku

'-^Strog dokaz te činjenice navodimo u zadatku 29.

{ + ,  ■ , 0, 1  } i oduzi-



manje uvedimo đefinicijom

Dokazati njenu ispravnost i otkloniti znak — iz formula:

1 ( x - y )  -  z  =  x  -  (y + z), x 2 -  y 2 =  (x + y ) ■  ( x - y )
x  =  y  <=+ x  — y  =  0, x —y  =  z —u => x + u  =  y + z

17. U teoriji skupova, recimo teoriji ZF razmatranoj u tački XVI, posebnu ulo- 
gu imaju formule oblika

(1) ( V x ) (x  G  s *=> S  (x j.,..., x n , x ))
gde je S  formula čije su jedine slobodne promenljive x lt ..., x  , x. Recimo, ta- 
kve su formule

( V x )  ( x G  s = * x = a  v  x = b ), ( V x )  ( x G  s <=> /3  z )  (z G  y  A x  G  z)) 
koje učestvuju u definicijama dvočlanog skupa, odnosno unije skupa. Na osnovu 
opštih razmatranja u zadatku 6 implicitna defmicija novog skupovnog terma f ( x \ , 

x j :

s = f i x u  ..., x j  ( V  x )(x  G s  = >  S  ( x u  ..., x n , x ))  
je ispravna, akko je formula

( V x u  .... x j (  3 lS; ( V x )  (x  G  s <=> S  (x u  ..., x n , x ))
teorema teorije ZF, s tim što se u opštem slučaju, taj novi term obično označa- 
va1) sa {xl S ( x u  ..., x n, xy}.Tako, budući daje formula

( V  a , b )  ( 3j s) ( V  x )  (x  G  s <=■  x  =  a  v  x  =  b)
teorema teorije ZF, odgovarajuća definicija dvočlanog skupa je ispravna. Slično je 
sa definicijama praznog skupa, unije, preseka itd.

(i) Neka su S , S  j ,  S  2 skupovna svojstva (po x ). Otkloniti odgovarajuće sku- 
povne terme iz formula:

u G  (xl S ( x u  .... x n , x ) } ,  {xl S ( x u  .... x n , x ) } G  u,
{ S i ( x l t .... x n, x ) } G  {x l S i U i ,  . . . , x n , x ) }  ,
{xl Sj/jtj, x n, x ) } =  {acl S 2 ( x i ,  . . . , x n , x ) }

(ii) Dokazati da je definicija (skupa s):

s =  {xl x  <£ ( V x )  (x  G  s <=■  x  £  x )
kreativna.

takvom slučaju smo govorili i da je svojstvo S skupovno (po x), odnosno da klasa 

{ xl S (x j , ..., ^^pcj^jeste skup.



Uputstvo. (i) Postupak eliminacije je kao u opštem slučaju. Na primer, u vezi sa 
dmgom formulom imamo:

{ x \  s ( x u  . . . , x n , x ) }  e  u
*=*(  3 v )  ( v =  {ixl S  ( x lt  .... x n , x ) } a v E  u)
•*=*■ ( 3 v) ( V x ) (x e  V <=> S  ( x u  ..., x n , x )) A V G u)

(ii) Videti zadatak 19, tačke II.

18. Produžetak prethodnog. Da li se u postupku eliminacije koriste aksiome teo- 
rije ZF?

Odgovor. Ne koriste se. Otuđa se formule oblika (1) mogu razmatrati i u nekoj 
drugoj teoriji (umesto e  će tada doći neka dmga relacija). Tako, ukoliko je <  
relacija poretka izvesnog skupa, ali takva da vredi

( V X i , X2 ) ( 3 i s) ( V x ) (x <  s <=> x  <  X i a  x  <  x 2 ) 
onda je

s = inf (xi , Xi) = >  ( ' i x) (x<, s +=■ x < Xi a x < x 2) 

ispravna definicija infimuma — videti zadatak 18 tačke XIV. Formula 

(2 )  ( V X) (X< S <=> X < Xi a x < x2)

je, očigledno, oblika (1), a postupak eliminacije znaka in f je potpuno sličan pret- 
hodnom.

19. Koristeći opisani postupak eliminacije novog operacijskog znaka, odnosno no- 
ve konstante (zadaci 5 i 9) dokazati direktno, bez pozivanja na model, da su im- 
plicitne definicije nove konstante i nove operacije (zadaci 3 i 6) nekreativne.

Uputstvo. Postupiti slično kao u Napomeni posle zadatka 1. Naime, uočiti ,,bri- 
šuću funkciju” kojom se formulaX novog, proširenog jezika prevodi u formulu 
f ( A )  starog jezika. Pri tome je formula f ( A )  dobijena eliminacijom novog znaka 
iz formule A . Na primer, ako je A  formula (x* - y 2 ) = ( x + y ) -( x -y J  iz zadatka 16, 
onda se za formulu f (A ) može uzeti:

Preslikavanjem / se dokaz prevodi u dokaz.

20. Uočimo uobičajene definicije funkcija m oduo i signum za realne brojeve

( 3  u, v) (X1 =  y 2 + u a  x  =  y  +  v ■a  u =  (x + y ) ■ v)

1 , ako x  >  0 
sgn x  =  0, ako x  - 0

- 1 ,  ako x  <  0
Da li se te definicije mogu izraziti u obliku



Uputstvo. Najpre primetrmc da data definicija modula zapisana korišćeiijem logič- 
kog jezika glasi

(Zij) (x> 0 => 1x1 =x) a (x <  0 => \x I = -x )

Dokazaćemo da je ona ekvivalentna sa definicijom)

(A^) y  = bel ^  (x>  0 =>y = x) a  (x  <  0 => y  = -x)  
koja je očigledno traženog oblika.

Najpre dokazujemo da je definicija (A )̂ ispravna. Prema zadatku 6 dosta je do- 
kazati

(☆ ) ( 31y) ((x> y  =x)  a  (x <  0 => y  = -x )

Dokaz se izvodi razlikovanjem sltičajeva:

1 ° x > 0 ,  2° x < 0

Naime, u prvom slučaju, za x jedinstveno postojeći y  je upravo x a u drugom je 
to —X.

Da su definicije (A,) i (Â ) ekvivalentne1) sledi iz ovog rasudjivanja. Naime, za- 
menjujući u formulu (A2) umesto y  baš 1x1, neposređno se dobija (Â ). Obratno,iz 
pretpostavke (Aj), na osnovu svojstava jednakosti, neposredno sledi implikaĉ a

y  = 1x1 => (x >  0 => y  = x) a  (x <  0 => y  = -x),

dok obratna implikacija sledi na osnovu dokazane formule (*). Tražem ekvivalen- 
cijski oblik za definiciju funkcije signum je:

y  = sgn x <=> (x> 0=> y  = 1) a (x = 0 => y  = 0) a (x <  0 =>■ y  = -1)

<21. Neka je Q  neka teorija i F(x, y) formula na jeziku te teorije, čije su jedine 
slobodne promenljive x, y. Neka je, dalje, (V  x) (3  iy) F(x, y) teorema za Q  . 
Dokazati da je tada u teoriji Q  teorema i ova ekvivalencija

F(x, f(x)) * = * ( V y ) ( y =  f(x) ^  F(x, y)), 

gde je / nov operacijski znak.

Napomena. Prema toj ekvivalenciji implicitna definicija operacije /

(Ajj) y  =f(x) <=> F(x,y)
može se zameniti sa

(A2) F(x, f(x)) \

i obratno, umesto (A2) za definiciju operacije / može se upotrebiti (At).

22. Na jeziku { <, =} uočimo aksiome totalnog poretka:

ačnije, ekvivalentne su formula (Ai) i fonnula dobijena iz ( f f )  geneializacijom po y.
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x < x ,  x  <: y  <  x => x=y, x <  y  A y<*  z => x <  z , x <  y v y <  x
x =  x, x=y  => y=x, x=y  a y = z  => x=z, x=y  a  z = u  => ( x <  z =■  y  < u )

Nove reiacijske znake > , < , >  i nove operacijske znake min, max (svi su dužine 2) 
uvodimo nizom uzastopnih definicija:

x >  y  <=> y  <  x, x  < y  <=? x  <  y  A x  f  y , x > y - = > y < x  
(x <  y  => min(x,y) = x) a  ( x >  y  =■  min(xj>) =  y)
(x <  y  => max(x,y) =  y) A (x >  y  =• max(x, y )  =  x)

Dokazati njihovu ispravnost.

23. Produžetak prethodnog. Otkloniti zpake min i max iz formula

max(x, y) = max(y, x ), max(x, min(x, y ) ) > x  

min(x, y )  =  x  a min(y, z) =  y  => x  <  z 

Uputstvo. Definicije operacija min, max izraziti u obliku ekvivalencije.

24. U teoriju ̂ 7na jeziku {p, =} — p je relacijski znak dužine 2 , = znak jednakos- 
ti — uvodimo nov operacijski znak/ formulama:

P(x> y )  =>f(x, y) =  x, H  p(x, y )  => f(x, y )  = y  
Dokazati ispravnost te definicije.

25. Neka je {<, =) jezik teorije Q  a aksiome su

x=y  => y=x, x=y  a  y= z  => x=z 
x  < x ,  x < y  A y  *^x=-x=y, x < y A y <  z=> z

Dokazati da se relacijski znak <  ne može definisati pomoću =.

Rešenje. Uočimo ovakve dve interpretacije

(i) Domen je skup svih realnih brojeva, = je jed nakost, <  je b iti m a n ji i l i  jednak.
(ii) Domen i tumačenje za = su isti kao u prethodnoj interpretaciji, a <  se tuma- 
či kao relacija ve ći i l i  jednak.

Očigledno obe interpretacije su modeli datih aksioma. Ukoliko bi se znak < 
mogao izraziti pomoću =, tj. ako bi postojala formula F(x, v ;  =) na jeziku { = } 
koja nema drugih slobodnih promenljivih do x, y,  i takva da je ekvivalencija

x < y  -=> F(x, v;  =)

posledica datih aksioma, tada u slučaju kada x, y  imaju, recimo, vrednosti I, 2, 
formula F bi u prvoj interpretaciji imala vrednost T a u drugoj 1. To je nemo- 
guće, budući da se = u oba slučaja tumači na isti način.

Napomena. U stvari je opisan tzv. P a d o in^ m etod za utvrdjivanje nezavisnosti 
polaznih znakova izvesne teorije. Kratko rečeno, metod se sastoji u ovome:

^Aleksandro Padoa (1868-19 37).



Da bi se dokazala nezavisnost nekog polaznog znaka od preostalih znakova, do- 
sta je naći dva mođela te teorije koji imaju isti domen i u kojima se preostali zna- 
ci interpretiraju na is t i način a uočeni znak (čija se nezavisnost dokazuje) na dva 
r a z lič it a ^  načina.

26. Produžetak prethodnog. Dokazati da se = može izraziti pomoću <  .

Odgovor. Jedna mogućnost je:
x  =  y  <=*■  r < j A j < r

27. Aksiome su
(x *  y )  *  z  =  x  *  (y *  z ) \ x  *  e =  x  

Dokazati da je znak e nezavisan od *.

28. Aksiome su

(x + y )+ z  =  x + (y + z ) , x + y  =  y + x , - ( - x )  =  x .
Dokazati da je — nezavisan od +.

29. Data je relacijsko— operacijska stmktura

☆ a b CL a b
a b a a T J.
b a b b T 1

jezika { *, n} , i nova operacija / odnosno relacija p uvedene su definicijama

(i) f ( a ) = b ,  f ( b ) = a
(ii) Tp(a, a ) = T rp (a, b) =  T, r p ( b ,a )  =  T , r p ( b , b ) =  1

Dokazati da te definicije ne zadovoljavaju uslov otklonjivosti.

Rešenje. Budući da se data relacijsko-operacijska struktura može shvatiti kao te- 
orija :

a *  a =  b, a *  b =  a ot(a,a), ~ ]a (a ,b )
b < x a = a ,  b+t b =  b a (b ,a ) , ~ \a ( b ,b )

a f b
to da bismo dokazali da je definicija (i) neotklonjiva, dosta je dokazati da se / ne 
može izraziti pomoću *, a, a, b nikakvom implicitnom definicijom (jer, otklanja- 
nje terma/(x) iz proizvoljne formule može se svesti na otklanjanje elementarnih 
formula oblika y  =  f ( x )  — videti zadatak 9).
Pretpostavimo suprotno, odnosno da se / može izraziti implicitnom definicijom ob- 
lika:
(A) y  =  f ( x )  «=> F ( x ,  y )

0 tj. njemu odgovaraju dve različite konstante (ako je reč o znaku konstante), dve različite o- 
peracije (ako je reč o operacijskom znaku) i sl.



gde su f(x , y )  formula na jeziku { *, a, a, b ]  čije su jedine slobodne promenljive 
y , i uočimo neki nestandardni model formula O ' -  recimo s jednim „došlja-

kortf’ d :
*  a
a b
b a 
d  a

b d  
a d  
b d  
d d

OL a b d
a T 1 T
b T 1 T
d 1 1 T

Taj se model može na više načina produžiti do modela za , (i). Recimo, uoči- 
mo ova dva:

a b d (2) a b d
/ b d  a / b a b

Ukoliko bi jednakost (A) važila, onda bi, kad promenljive x, v dobiju vrednosti d, 
a, u prvom slučaju formulaF(x, y )  imala vrednostT au drugoml, što je nemoguće 
budući da je F ( x ,  y )  na starom jeziku.
Slično se i za relaciju p dokazuje da nije otklonjiva za šta je dovoljno dokazati da 
se p(x, y )  ne može izraziti đefinicijom oblika:

(a 2) P (x, y)*=* G (x , y )
gde je G (x , y )  formula na jeziku { *, a, a, b } čije su jedine slobodne promenljive 
x , y . U tu svrhu može poslužiti uočeni model formula i neka dva njegova pro- 
duženja do modela za O 1, (ii).
30. Dokazati da se sve operacije {T T) — algebre mogu izraziti pomoći:

(i) Negacije i konjunkcije
(ii) Negacije i disjunkcije
(iii) Negacije i implikacije
(iv) Implikacije i negacije ekvivalencije
(v) Konjunkcije, ekvivalencije i 1
(vi) Disjunkcije, ekvivalencije i negacije ekvivalencije
(vii) Šeferove1) operacije t
(viii) Lukaševićeve' operacije I

31. Dokazati daje nemoguće sve operacije {T, l } —algebre izraziti pomoću:

(i) Konjunkcije i disjunkcije,
(ii) Implikacije i ekvivalencije,
(iii) Negacije i ekvivalencije

Uputstvo. (i) Ako bi za neki izraz f(x ) izgradjen pomoću a , v i x važila jedna-

0Podsećamo da je t ,  u stvari, negacija konjunkcije, a 4- negacija disjunkcije.
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kost
~ l x =  f( x )  ( x e  { T , ! } )

onda bi važilo i

f l i )  = 1, ,/7i; = T
što je nemoguće, budući da T a T = T, Tv T= T, 1 a i  = 1 , 1 v i  = i.

(ii) Rasudjivanje je slično prethodnom.
(iii) Ne može se definisati implikacija, budući da je svaki izraz f ( x ,y ; •==•, l)sag- 
radjen od x, v, <=>, “1 jednak nekom od izraza: T, i ,  x , y , ~ ] y ;~ ) x y c  <=> y ,
~1 (x <=> y ). U vezi sa tim, videti zadatak 59, tačkeVII ■
32. Neka je L  neki jezik i f  nov znak uslovne operacije dužine n (uslov izvodlji- 
vosti je U ). Dokazati da je definicija oblika:

(A) U  => ( f ( u u  .... u j  = w < = > F )
nekreativna za ma koju teoriju Q  jezika L  akko:

(i) U  i F  su na jeziku L ,
(ii) u x, ..., u n, wsu različite promenljive,
(iii) «!, ..., u su sve slobodne promenljive u U,
(iv) «i, u n, w su sve slobodne promenljive u F ,
(v) Formula'U  => ( V «lf .... u j  ( 3 xw ) F  je teorema teorije Q
Uputstvo. Svaki model Jil teorije Q produživ je do modela Jit za 9  | (A). 
Naime, operacija/se može uvesti definicijom1':

(A’) U  => ( f ( u u  ..., u j  = w  <=>F ) , "1 U  => f («i , ... u j  =  d,
gde je d  jedan utvrdjen element domena.

33. Da li definicija (A) iz prethodnog zadatka zadovoljava uslov otklonjivosti?

34. Dokazati nekreativnost definicija:

x >  y  => ( x - y  =  z <=> x = y + z )  (x , y ,  z  G N )
y \  x  => (x  : y  = z <=> x  =  y  ■ ž) (x, y ,  z G N )
y  f  0 => (x  : y  = z <=> x  =  y - z )  ( x , y , z & Q j

35. Uočimo aksiome polja (zadatak 58 , tačke VI)i deljenje uvedimo definicijom
y  f O  => ( x : y  = x ■ - )

y
Dokazati da je ona nekreativna.

36. Da li se deljenje u polju može dodefinisati ovako:
( V x ) x  : 0 =  0

Ou stvari je uslovna operacija f uvedena definicijcun (A) d o d e f i n i s a n a  za one n-tor- 
ke koje ne zadovoljavaju uslov U, tako da rezultat bude d.



Ođgovor. Može, budući da su svi zakoni koji se odnose na deljenje uslovni. Tako 
tada, recimo, aksioma x  f  0 => x -  -  = l  za x  = 0 postaje 0 f  0 => 0 = 1, a to je

tačna formula. Videti i zađatak 32.

37. Za pojam grupe se sreću i ovakve dve definicije:

(i) Dvojka (G,*), gde je G  skup a *  njegova operacija, je grupa akko važe 
formule

( V x ,y ,z ) ( x  *  y )  *  z = x *  (y *  z)
(1) ( I z )  ( ( \ !x )  x ^ z = x  A ( \ lx ) ( 3 y )  x *  y  =  z)

(ii) Dvojka (G,#) gde je G  skup, a *  operacija je grupa akko važe formule

(2) (  \ /x ,y ,z )  ( x  * ry ) ☆  z  =  x  ☆  (y *  z)
( V x, y )  ( 3 z) x  *  z = y , ( V  x, y )  f 3 z)z *  x  =  y

Dokazati da su te dve definicije ekvivalentne u ovakvom smislu: Aksiome (2) su 
teoreme za gmpu po prvoj aefiniciji i obratno aksiome (1) su teoreme za grupu 
po drugoj defmiciji. Dmgim rečima, skupovi aksioma (1) i (2) su ravnosledni (tj. 
imaju iste skupove teorema).

Napomena. Definicije (i) i (ii) razlikuju se samo u odbiru aksioma. U vezi sa od- 
birom aksioma, pri definisanju neke vrste relacijsko—operacijske strukture uopšte, 
primetimo da se umesto izvesnog skupa aksioma -J j može uzeti i svaki drugi 
skup r t  2 ekvivalentan (ravnosledan) sa i  x .
38. Nastavak prethodnog. Za pojam gmpe navodi se i ovakva definicija:

(iii) Četvorka (G ,  ☆, e, _1), gde je G  skup, *  i 4 njegove operacije (prva dužine 2, 
druga dužine 1), e konstanta iz G,  je gmpa akko važe formule

(V x ,y ,z )(x  & y )  ☆  z =  x  *  (y  ☆  z)
(3) (Vx) x  ☆  e =  x

( i x )  x  ☆  x_1 =  e
U kakvom smislu bi bile ekvivalentne, recimo definicije (i) i (iii) ?

Rešenje. U definiciji (i) se koristi jezik =  { *  } , a u definiciji (iii) njegov nad- 
jezik L 2 ={ ☆ , £, ' '  }, tako da su, strogo rečeno, definiendumi kod obe definici- 
je posve različiti. Medjutim, te su definicije ekvivalentne u smislu koji nadalje obja 
šnjavamo.

U odnosu na sistem aksioma (1) uvedimo najpre definiciju 

(Aj) z =  e <==> ( V x )x  ☆  z = x (e je nov znak konstante)



a potom đefiniciju

(A ) y  =  x '1 <=> x  * x ' 1 = e ("’ je nov operacijskiznak đužine 1)

Lako se proverava da su obe definicije nekreativne (zadatak 7). Označimo sa T  
skup svih teorema koje slede iz

OMAj). (A2)
Taj je skup j e d n a k sa skupom teorema koje slede iz aksioma (3). Upravo 
u takvom su smislu definicije (i) i (iii) ekvivalentne.

Napomena. Zamislimo da uopšte imamo dve definicije neke vrste relacijsko—ope- 
racijskih strukmra, poput (i) i (ii), i to jedna je na nekom jeziku L x a druga na 
jeziku L 2 koji su različiti. Takve dve definicije smatramo ekvivalentnim , ukoliko 
se dati skupovi aksioma mogu dopuniti nekreativnim definicijama do takvih sku- 
pova aksioma koji su:

— na istom1) jeziku L
— ekvivalentni su, odnosno ravnosledni (što znači da su im skupovi teorema isti).

39. Pretpostavimo da je u nekoj vrsti relacijsko— operacijskih struktura, može se 
-reći i teoriji, odredjenoj aksiomama O ' na jeziku L x, teorema formula oblika

(V x) (V v j  ( 3, z) F ( x ,  v , z )  ( x ,  y ,  z  su jedine slobodne
promenljive formule F )

Da li je ta teorija ekvivalentna sa teorijom dobijenom iz polazne dodavanjem 
aksiome:

F ( x , y ,  f(x, y ) j  ( f  nov operacijski znak)

Odgovor. Da (videti zadatke 20, 21).

40. Neko je u izvesnom istraživanju definisao c-7-s t m k t u r a  ovako:

(i) Trojka (S, * ,  e) -  S  je skup, *  njegova binama operacija, e konstanta iz S  
-  je c A  struktura akko važe formule

(1) z *  (x  * y )  =  (y  *  z )  *  x
x , v, z  G S )x  *  e =  x , e w x  =  x

a neko drugi ovako:

(ii) Četvorka (S, #, o, e) -  S  je skup, *  i o njegove binarne operacije, e konstan- 
la iz S  -  je -s t ru k t u r a  akko važe formule

(x, y ,  ž  € S )(2) (x *  y )  o z  =  (y *  z )  o x
x  o e =  x , e *  x  = x  

Dokazati ekvivalentnost tih dveju definicija (u smislu napomene navedene posle

0L je, dakle, nadjezik i za Lr i za L2.



zadatka 38).
Napomena. Zadatak smo mogli i ovako postaviti. Date su dve definicije:

(i) Trojka (S, A, e) -  S  je skup, *  njegova binarna operacija, e konstanta iz S -  
j e c 4 -s t r u k t u r a  akko važe formule (1).

(ii) Četvorka (S, ☆, o, e) -  S  je skup, *  i o njegove binarne operacije, e konstan- 
ta iz S - je 'Ž -s tru k tu ra  akko važe formule (2).
Dokazati da je tim defmicijama odredjen i s t i pojam.

4L Dokazati ekvivalentnost dveju defmicija mreže — algebarske i relacijske:

(i) Trojka (M, o , ^ ) -  M  je skup, u  i n njegove binarne operacije -  je 
mreža akko:

X r\ x  =  x  x  u  x  =  x
x  n  y  =  y  r, x  x  u  y  =  y  u  x

(x  n  y )  n  Z = X  X> (y  n z) (x u  y )  u  Z =  X  u  (y  O  z )  (x ,y ,Z E M )
X n  ( x u y )  = x  X  u  ( x  r ^ y )  = x

(ii) Dvojka (M, < )  -  M  je skup, <  binama operacija tog skupa -  je mreža akko 
je <  relacija poretka takva da za svaka dva člana x , y  iz M  postoji njihov supre- 
mum i infirnum.

Uputstvo. Videti zadatak 38, kao i zadatak 19 tačke XIV.

42. Pored definicija oblika

f ( x ) =  ... , y  = f ( x )  ^  ... (gde / ne učestvuje u definiensu)

nova operacija (a slično se odnosi i na relacije) može se uvesti i drugim kompliko- 
vanijim (implicitnim) definicijama. Takva je, recimo, definicija1̂ realne funkcije f :
(1) f(x ) +  s g n x  - f ( - x )  =  x 2 
Dokazati njenu ispravnost.

Uputstvo. Nafpre zamenom x sa —x iz (1) izvesti

(2) f ( - x )  -  sgn x - f ( x )  = x 2
potom razlikovati slučajeve x  >  0, x  <  0. U prvom slučaju jednakosti (1) i (2) 
postaju

f ( x )  +  f ( - x )  =  x 2 , f ( - x )  -  f ( x )  =  x 2
Rešavanjem tog sistema po f(x ), f ( - x )  dobijamo

(3) f(x )  =  0, f ( - x )  =  X2 . (Ako x > 0 )
Slično se u drugom slučaju dobija
(4) f(x )  =  x 2 , f ( —x )  =  0

^To je primer tzv. f unkc i onal ne jednačine.

(Ako X < 0 )



Iz (3) i (4) se neposieđno zaključuje da je funkcija / ođredjena formulom

(5) f ( x )  =
' 0, ako x  >  0 

X2 , ako x  <  0
Naravno vredi i obratno: Ako je funkcija/ ođredjena formulom (5), ona zadovo- 
ljava jednakost (1). Znači, formule (1) i (5) su ekvivalentne. Budući da je defrni- 
cija (5) ispravna (zadatak 24), ispravna je i sa njom ekvivalentna definicija (1).

43. Dokazati ispravnost naredne implicitne defmicije relacije a
a (x , y ) a  a (y ,x )  <=> x < y v y < x  (x ,y  realni broje’/i)

Uputstvo. Razlikovanjem slučajeva x = y , x f y  dokazati da je data definicija ekvi- 
valentna sa

a(x, y )  = > x  f y
44. Neka je Q  izvesna teorija na jeziku L  ia.a’ novi relacijski znaci dužine n. 
Uočimo, dalje ,skup< (̂a) izvesnih formula na jeziku L  U { a  }, i sa Q  (a’) ozna- 
čimo skup koji se dobija iz uočenog kada se a svuda zameni sa a’. Za skup 
Q '( a ) kažemo da im p lic itn o defmiše relaciju a  akko u teoriji Q  vredi:

(I) Q>( a), Q ( a ’) \ = ( V  X i , ..., x j  ( a ( x u ..., x j  =  a ’( x lt ..., x j )
Slično, u skladu sa ranijim pojmom eksplicitne definicije relacije, kažemo da C/(a) 
definiše a eksp lic itno ukoliko postoji formula F ( x x, .... x j  jezika L  takva da:

( E ) Q ( a )  I = ( V x x , x j  ( a ( x x , . . . ,  x j < = *  F ( x x, . . . , x j )
Dokazati, ako skup Q  (a) deftniše a eksplicitno, onda je definiše i implicitno.

Uputstvo. Dokazati kontrapoziciju “1(1) =• 1(E ) na kojoj se, u stvari, zasniva Pa- 
doin metod (videti Napomenu posle zadatka 25).

45. Nastavak prethodnog. Dokazati obratno1̂ tvrdjenje, odnosno:

A k o  :Q ( a )  defin iše a im v lic itn o  definiše ie i  eksvlic itn o .

Rešenje. Doka/ se zasniva na tzv. K re g o v o j teorem i interpolacije [8] koju navodimo 
bez dokaza:

Neka su A , B  zatvorene formule takve da je A  =► B  valjana (ili jednakosno va- 
ljana, ukoliko jezik sadrži i znak jednakosti). Tada postoji zatvorena formula C  ta-
kva da:

(i) Formule A  => C , C  =>B su valjane (jednakosno valjane).

(ii) Jezik formule C  je podskup jezika ove formule A  i B.
Primenom te leme dokaz Ivrdjenja izgleda:

Pretpostavimo da (?'(a) definiše a implicitno, odnosno da važi (I). Na osnovu 
leme o promenljivom konstanti (zadatak 100 tačke XII), odatle zaključujemo

'V o je  tzv. Betova teorema [8 ], Evert VV. Beth (1908-1965).



(1) Q io c), Q ( ol) 1= a(c 1 , c j  *=*a'(cu  ..., c j ,

gde su clf ..., cn znaci novih konstanata. Dalje, na osnovu stava kompaktnosti, za- 
ključujemo da postoje konačni podskupovi C? (<*), Q r( d )  — podskupovi redom
od 3 L ( a ) ,  3 L ( a ’) — takvi da:

(2) 3C(ol) ,3 C ( cl') 1= o/cj, ..., c j  <=*■  a ’(clt ..., c j

Označimo sa .A (a ) konjunkciju svih formula s/p(a) takvih da u?(a) pripada 3 L  (a ) 
ili ip(a’) pripada 3 L  (a’). Lako se zaključuje da vredi

(3) A fa )A A (a ’) 1= afcu  ..., c j  *=> a ’(cu  ..., c j

odnosno, na osnovu stava dedukcije (jer suy4(a), A(a'),a(cy,  .... c j  zatvorene 
formule), vredi1):

(4) \=A(a) a o (cu  ..., cj=> (A(a’) => a ’(cu  .... c j )

Na formule A(a) A a(ci, ..., c j ,  A(a ’) => a ’(cx, c ) primenjujemo Kregovu le- 
mu i zaključujemo da postoji formula F(cx, ..., c j  jezika L U { ĉ , ..., cn }za ko-
ju

(5) \=A(a)j\a(cx , ..., c j  => F(cu  .... c j

(6) t=F(clt ..., c j  = \m /a ’J => a ’(cx, ..., c j )

Budući da ni a ni a’ ne učestvuju u F(c\ , ..., c j , to se iz (6) zamenom a’ sa a 
dobija

(7) \=F(cu  ..., c j  => (A (a ) => a(cn, ..., c j )

Iz (5) i (7) neposredno sledi

(8) A(a) 1= a(cl t .... cn) t=>F(c1, ..., cn)

Budući da su cx, ..., cn bile nove konstante aA(a) je konjunkcija formula iz 
Q  (a), to najzad dobijamo2*

(9) Q(a) 1= ( V x,, ..., xn) (a(xx, ...,xn J =» F(x,, ..., xn))

46. Ako se u prethodna dva zadatka umesto proizvoljne relacije a uoči relacija ob- 
lika
,v ~ f (x i ,  ..., x j  (jf je operacijski znak koji ne učestvuje u L).

kako u takvom slučaju glase navedena tvrdjenja?

47. Preslikavanje f : N  - + N  je induktivno definisano ovako

^Ovde 1= znači daje F valjana, odnosno jednakosno valjana.
'Ponovo primenom leme o promenljivoj konstanti.



f(0 ) =  0, f ( n + l)  =  f ( n )  +  2 n + l  (n =  0 , 1 ,  2 ,  ...)
Da li je tim preslikavanjem, u stvari, induktivno definosano n2, odnosno da li va- 
ži jednakost

(*) f ( n )  =  n2
za sve n =  0, 1 ,  2 ,  ... ?
Odgovor. Da. Jednakost (*) dokazati indukcijom n -+  n + 1.
48. Dokazati da postoji tačno jedan niz (a ) koji zadovoljava uslove

ffi = 2 ,  a7 =  1 ,
V l  = V l  +  an

tj. koji je tim uslovima induktivno definisan.

Napomena. Opštije, ako su a, b dati prirodni brcjevi, / data operacija dužine 2 sku 
pa N , tada postoji tačno jedan niz ( a j  takav da:

a0 =  a > a i =  b,

an+2 = f ( a n ’ an + l>

49. Neka je m prirodan broj a (a ) niz definisan induktivno

a0 = 0
an + l = a n + m

(n =  0, 1 ,  2 , ... )

(i) Odrediti članoveaf, a2 , a 3 , a4 , as .
(ii) Da li za sve m , nG N v aži formula a^ = n - m ?
50. Neka su zadane dve operacije skupaN': gdužine k  i /7dužine k + 2 . Dokazati 
da postoji tačno jedna operacija / dužine n + 1 koja za sve , ..., x n , y  E N  zado- 
voljava jednukosti

f ( x u  ..., x k , 0) = g ( x u ..., x k )
(☆ )

f ( x x , ..., Xk, y + l )  =  h (x x , ..., ^ , y ,  f ( x u  ..., x k , y ) )

Napomena. Operacija/ je, u stvari, jednakostima (*) definisana induktivno po v. 
Na ovom mestu se obično umesto induktivno kaže re k u rzivn o ; tačnije, kaže se da 
je /nastala redom iz g  i h operacijom  reku rzije (piše se i ovako: f  =  R (g ,h )). Ope- 
racija rekurzije igra ključnu ulogu u tzv. teoriji rekurzivnih funkcija (to su, grubo 
govoreći, funkcije skupa N  koje nastaju iz nekoliko polaznih primenom izvesnog 
broja operacija nad funkcijama, medju kojima je i operacija rekurzije). 0  njima vi- 
deti podrobnije, recimo u [59]-

51. Nastavak prethodnog. Odrediti R (g , h) u ovim slučajevima

1° k = l ,  g ( x j = 0 ,  h ( x i, y , z) = X i  + z  
2° k=0 (tada je g(...) konstanta), g = l ,  h (y, z )  =  2 z
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Odgovor. 1° f ( x x, y )  = x xy ,  2° f ( y ) = 2 y
52. Uočimo alfabet A  =  { a ,  b, *, (, ) }  gde su a, b znaci konstanata, *  operacij- 
ski znak dužine dva. Izrazi sagradjeni pomoću, a, b i *  su, kao što znamo, izves- 
ne reči nad tim alfabetom. Ističući i dužinu izraza, a to je broj svih njegovih zna- 
kova, definicija izraza glasi:

(i) a , b  su iz ra z i dužine 1 .
(1) (ii) su.u, v iz ra z i redom  d užine p, q, tada je  re č  (u *  v)

izraz dužine p  +  q +  3.
(iii) Iz r a z i dužine n (gde n E . N )  su je d in o  one r e č i za  koje  

se to m ože ustanoviti prim enom  pravila ( i), ( ii) .k o n a č- 
no puta.

Dokazati njenu induktivnost.

Rešenje. Radi lakšeg izražavanja uvedimo oznaku: Pn(x) za rečenicu: x  je  izraz du- 
žin e k. Pravilima (i), (ii), (iii) u skupu svih reči nad alfabetom A  definiše se niz re- 
lacija

P\M , fh(x), p3(x), ...
Recimo, tačne su formule p x (a), H p2 (b), p s ((a *  b)) i sl. Navedena definicija
(1) niza pn je induktivna po n, budući da je definisana rejacija p t , a takodje je 
Pn (gde n >  1 )  definisana pomoću prethodnih relacija Pn_i>Pn _ 2  >■••> odnosno 
upravo pomoću dve prethodne.
Napomena 1. Defmicija niza pn može se i ovako zapisati

P v (x )  *=* x  E  [ a , b ]
p j x )  •=• ( 3 p,q E  N ) (3 u, v) (n = p + q + 3 a p j u )  A p j v )  A x = (u  *  v))

Napomena 2. Sa p označimo relaciju „biti izraz sagradjen sz a ,b  i *•”. Ta se rela- 
cija, kao što znamo, ovako definiše

(j) a, b su izrazi
(2) (jj) A k o  su u, v izrazi, tada je  i  re ć  (u *  v) izraz.

(jjj) Iz r a z i su je d in o  one r e č i za  k o je  se to m ože ustanoviti 
prim enom  pravila (j), (jj) k o n a čn o  puta.

Izmedju relacija p i pn postoji ova veza

p(x) <=> ( 3  n E  N )  p j x )
Istaknimo da se obično i za đefiniciju (2) relacije p kaže da je induktivna, recimo, 
po dužini izraza, što strogo govoreći, znači da je induktivna definicija (1) koja se 
odnosi na niz p ly p2, ..., pn, ... . Slično tome, za definiciju (2) možemo reći da je 
induktivna recimo i po broju znakova *  učestvujućih u izrazu x. To znači da se 
definicija (2) može tako doraditi, preinačiti do đefinicije relacije:
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x je  izraz sa n znakova ☆  
koja zaista jeste induktivna po takvom n.
Ta preinaka definicije (2) glasi

(k) a, b, su iz r a z i sa 0 znakova ☆ .
(3) (kk) A k o  su u, v iz ra z i redom  sa p, q znakova ☆, tada je  

re č  (u ☆  v) izra z sa p + q + l znakova ☆ .
(kkk) Iz ra z  sa h znakova *  (gde n & N )  je  je d in o  ona re č  

za k o ju  se to m o že d o kazati prim en o m  p ravila  (k),
(kk) k o n ačn o  puta.

53. Produžetak prethodnog. Da li je definicija (2) induktivna i po broju k — bro- 
ju koraka obrazloženja („dužini dokaza”) ođnosno:

p j x )  znači x je  izraz i  za  to p o sto ji o brazloženje (dokaz)  
sa ko rišćen jem  k  puta p ravila  (j) , (jj).

Odgovor. Da.

54. Dokazati induktivnost pojma teoreme kod neke formalne teorije.

Uputstvo. Videti napomenu 2 zadatka 52. Sa t J x )  označiti rečenicu: 
x je  teorema ko ja  im a b a r je d a n  d okaz d u žin e n.

55. Navesti primere defmicija relacija sa binamim relacijama1̂.

Odgovor. Takve su defmicije:

p je sim e tričn a zamena za (V x ,y ) ( p ( x ,y ) => p (yp c j )  
p je re la c ija  ek viva len cije zamena za (V x ) p ( x p t ) s (  V  x ,y)(p  (x ,y ) => p(ypc))

a ( \ J x ,y ,z ) ( p ( x ,y )  A p ( y ,z )  => p ( x j ) )  
p je p o d relacija za o zamena za ( V x ,y )(p  ( x y )  => o ( x ,y ) 
p je s a g la s n o s a o  zamena za ( V  x ,y ,u ,v )(p  (x ,y )  A p  (u,v) => (o (x ,u )= *■ o (y ,v ))
56. Za relacije dužine jedan defmisati relacije II reda iskazane rečima:

„tačno jedan predmet je u datoj relaciji”, „tačno dva su u relaciji'’
,,tačno tri” itd.

odnosno definisati k o n ačn e kardinalne brojeve kao reiacije II reda.

Rešenie. Koristićemo oznake lfaj, 2(a), 3(a), ... Tada definicije gjase:

l(a) z.z. ( 3 Xx )  a (x ), tj. ( 3 x ) ( a ( x ) A (V y )  ( a ( y )  => y  = x ))
2(a) z.z. ( 3 2xj a(x), tj. ( 3 x ,y )(a (x ) a  a (y )x f y  A ,(V z )(a (z )= > z = x \/z = y ))
3(a) z.z. ( 3 3x )  a (x ) i slično dalje.

57. Navesti primere defmicija operacija sa binarnim relacijama.

su tzv. relacije II reda.
2)z .z . je skraćenica za reči z a m e n a  z a .



Odgovor.

( p A o )  (x ,y )  z.z. p (x ,y) A o ( x ,y ) ,  ( p V o  ) (x ,y )  z.z. p ( x ,y ) v  o (x ,y )
(p °*>o ) (x ,y) z.z. p (x ,y ) => o (x ,y), (p ^ o )  (x ,y ) z .z .p  (x y )-* = *  o (x,y)  
r \ p )  (x,y) z.z. ~ \p ( x ,y ) ,  ( p o o )  (x ,y )  z.z. (3  z) (p (x ,z ) a o (z,y)
58. Neka je S  neka relacija II reda dužine 1 (koja se odnosi na biname relacije) 
kakve su, na primer, ,,biti relacija ekvivalencije”, „biti relacija poretka” itd. Kaže- 
mo da S  p ro la z i kroz (konačan) presek, tj. da je S  u relaciji (? (III reda) ako i 
samo ako za proizvoljne biname relacije a , (3 vredi:

A k o  su i  a i  (3 u re la c iji S  , onda je  a  a (3 takodje u to j relaciji.
Ukoliko &,-»•, W koristimo kao meta—oznake za reči i, p o v lač i, svaki, onda 
prethodna definicija dobija oblik:

9 ( S )  z .z .( \V a, (3) (S(a) & S(P) -+ S ( a  A(3))
Na primer, ako E označava svojstvo ,,biti relacija ekvivalencije” nije teško đokaza- 
ti da vredi:

(\V a,/3) IE (a ) & E ( P ) ^ E ( a * ( 3 ) )
(Rečima: ako su n, (3 relacije ekvivalencije, onda je i njihov presek a(~^(3 takodje re- 
lacija ekvivalencije).

Navesti još neke primere relacija II reda koje prolaze kroz presek.

59. U teoriji skupova, kao što znamo, uredjena dvojka (a, b) uvodi se pomoću sku- 
povnih izraza ovako

(a, b) = { { a  }, { a, b }}
Dokazati ispravnost te definicije u smislu da na osnovu nje sledi ekvivalencija 

(a,b) =  (c,d) «=> a=c a  b=d  
Uputstvo. Videti zadatke 31 i 34 tačke IX.

60. Produžetak prethodnog. Da li se (a, b) može definisati i nekim od ovih skupo- 
vnih izraza

{{{<*}}, { a , b  }}, { a ,  { a ,  b } }
61. Da li se uredjena trojka (a, b, c) može definisati pomoću uredjene dvojke sva- 
kim od izraza

(a, (b,  c)), ((a, b), c), ((a, b), (b, c j)
Odgovor. Može.

62. Prema Kantom skup je celina različitih predmeta (članova), pa sledstveno, va- 
že razne jednakosti kao:

{ a, a )  = { a  }, {a , b, a } = { b, a ) i sl.



Da li se nekako pomoću Kantorovih skupova mogu uvesti i ,,skupovi sa ponavlja- 
njem” -  koji poštuju višestrukost učestvovanjasvojih članova. Takav „skup-” S 2 
čiji su članovi:

a, Iri puta
b, dva puta

treba da se razlikuje od skupa S 2 čiji su članovi takodje a, b ali: 
a je dva puta član 
b je pet puta

Uputstvo. Skupove S x, S 2 možemo shvatiti kao preslikavanja:

Uopšte, „skup” čiji su članovi a,, a2 , ... sa učestalošću rtl r  n2 , ... može se đefini- 
sati kao preslikavanje

/ a2 . . .  \
\ «i «?■-• •'• / _

63. U nekom istraživanju se pojavljuje potreba korišćenja „kružnih skupova” [a, 
b, c] koji treba da zadovoljavaju uslove

[ a, b, c] = [ b, c, a] =  [ c, a, b]
[ a, b, c] / [ b, a, c] , ako a f b

Definisati ih pomoću običnih (Kantorovih) skupova.

64. Neka je u svojim razmišljanjima o skupovima uveo u razmatranje:
skup svih skupova, prazan skup, za  svaka dva skupa je  go vo rio  o postojanfu  

(U) unije  i  preseka, sm atrao je  da su skup o vi je d n a k i upravo u s lu ča ju  kad im a- 
ju  iste elemente.

Medjutim, pored toga, u vezi sa takvim skupovima, nije imao i neke dmge dodat- 
ne zahteve kao: postojanje partitativnog skupa za dati skup i sl.

Da li je moguće govoriti o takvim skupovima?

Rešenje. Pitanje je, u stvari, da li su zahtevi (U) neprotivurečni. Radi toga, najpre 
obrazujemo njihov formuiski prevod. Jedan mogući prevod glasi (znaci =, G  odgo- 
varaju rečima jed nak, p rip ad a):

( 3 s )  ( V x )  x G  s, ( 3  v) ( ' i x )  v
(UfoI) ( V  a, b) ( 3 u) ( V x )  ( x G  u < = *  x G  a v x G  b)

(V a, b) ( 3  p)  ( V x )  (x G. p  < = rx G  a a x £ b) 
a =  b <=* ( V  x ) (x G a <=> x  &  b)

Jedan model tih formula je odredjen ovako:



Članovi modela su 0, 1 a rela- G 0 1

dja odredjena je tablicom 0 1 T
1 i T

pa je sledstveno tome, smisleno govoriti o predmetima za koje su postavljeni za- 

htevi (U).
65. Neka je u skupu W svih reči po slovima a, b, tzv. đobre re č i odredio pravili-

ma:

(i) a je dohra, b nije dobra
(ii) Ako je u dobra, onda uba nije dobra.
(iii) Akon nije dobra, onda aua jeste.

Da li je relacija „biti dobar” ispravno definisana?

Odgovor. Nije, jer se, na primer, za reč aba može izvesti i da jeste i da nije dobra. 
Može se i ovako reći: Uslovi postavljeni za relaciju „biti dobar" su protivurečni,pa 
ona, otuda, ne postoji.
66. U meta—teoriji (pomoćnoj teoriji koja se koristi pri razmatranju raznih pitanja, 
na primer, u vezi sa nekom relacijsko—operacijskom stmkturom, nekom teorijom I 
reda, nekom formalnom teorijom i dr.) često se polazi od izvesnog alfabeta, potom 
uočava skup W svih reči i najzad se uočavaju izvesni podskupovi odredjeni nekim 
definicijama koje su najčešće induktivne. Neka, primera radi, članovi alfabeta - bu- 
du

a U V ) ( a x  y  ,

U skupu W svih reči uočimo skup O' reči -  zvaćemo ih formule -  koje su odre- 
djene ovim uslovima:

(i) a(x,x), a(x,y), a(y,x), a (y,y) su članovi skupa Q
(ii) Ako A, B pripadaju Q  ', onda i

(A a B), 1 A ,  (V  x )A, (V y)A  
takodje pripadaju |(=7 .
(iii) je najmanji skup reči datog alfabeta koji zadovoljava uslove (i), (ii).

Da li je tako korišćen pojam skupa (u vezi sa definicijom skupa O' ) meren ,,ak- 
siomatskim metrom” ekvivalentan sa pojmom skupa koji se opisuje ZF sistemom ak- 
sima?

Rešenje. Sledeći zapisi, uz uobičajena skraćenja u pisanju, opisuju skup O' :
a(x,x), a(x,y), a(y,x), a(y,y) G Q
(VAf l)  (A,B e  (A a B), 1 A ,  ( V x )A, (Vy)A E Q )
( V c5 C (7) [a(xjc), a (x,y), a (y,x), a (y,y) E c5

& ( \V Z ^  (A,B e S - + ( A  /. B), 1  A, (VX)A, (Vy)A e<J) -*• S= Q \

tehničkih razloga nismo uzeli i logičke znake =>, <=>, V , -■ a uzeli smo samo dve pro- 
menljive.



gde znaci & , -»■, W odgovaraju rečima i, povlači, svaki a A, B su korišćene kao 
oznake formula, tj. kao meta— promenljive.

Reči a(xpc), <x(x,y), <x(ypc), a (y ,y)  dogovorno nazivamo znaci konstanata: mo- 
žemo ih i na neki dmgi način preznačiti, recimo, redom sa a, b, c, d. Tada se, u 
okvim jednog novog predikatskog rapuna I reda, prethođnLzapisi mogu shvatiti kao 
formule obrazovane od:
— znakova konstanata a, b, c, d,
— promenljivih1) A, B,cf,
— operacijskih znakova a  , “ | , ( V  x), ( V y)  — prvi je dužine 2 a ostali su dužine 
1; možemo i za njih uvesti nove oznake, recimo: *, f  g, h.
— relacijskog znaka e

Postojanje skupa Cf koji zadovoljava date uslove, recimo napisane podrobno, 
sa novim oznakama: 

a e g & b  e Q '? ic e Q S id
( \v AJB) (A e  Q e  g  -> (A * B ) e & & f ( A )  e ^ & g ( A )e Q U (A )  e  Q )
( V c5 C Cf) & c e  cS b d e  c$

W AJ3) (a  ecS&B e  -*(A * 3 ) ed& f(A )edbg(A )ed& h(A )ed)-+  c5 = ̂ ]

može se dokazati korišćenjem samo jednog dela aksioma2̂ ZF, pa je, otuda, pojam 
takvog skupa u „slabijem” aksiomatskom smislu.

/
Napomena. Slično, ,^labi” skupovi, u smislu da tom pojmu prethodi malo pretpo- 
stavljenih aksioma, se sreću pri definisanju pojma teorije I reda (kao skupa izvesnih 
fomula), relacijsko—operacijske stmkture (kao skupa dijagramskih formula) i dr.

stvari, javlja se još jedna promenljiva, recimo X, jer smatramo da je relacija Cuvedena de- 
finicijom: cS C.C? z.z. ( V f£ ) (STG Ć5'-> STG 'ćd).

2̂ Jer, postojanje skupa koji zadovoljava prva dva uslova, je u stvari, jedna varijanta aksio- 
me beskonačnosti, dok treći uslov -  uslov minimalnosti skupa CJ* — sledi iz činjenice da pr- 
va dva uslova „prolaze kroz presek” (videti zadatke 15, 16 tačke XVI).
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GDE JE ŠTA

ADA -  Struktura, str. 342

aksioma -apstrakcije, str. 259
beskonačnosti, str. 262 
dvočlanog skupa, str. 260 
formalne teorije, str. 317 
ekstenzionalnosti, str. 259 
izbora, str. 158, 259,266 
indukcije, str. 241 
partitativnog skuna, str. 260 
praznog skupa, str. 260 
regularnosti, str. 266 
saglasnosti jednakosti sa G, str. 260 
separacije, str. 261 
unge, str. 260 
uopšte, str. 40 
zamene, str. 266

algebarska definicija mreže, str. 233
algebarski izraz, str. 1?
algebra celih brojeva, str. 69—70

prirodnih brojeva, str. 65—68 
realnih brojeva, str. 70—72 
{T, 1} , str. 229 

antisimetričnost, str.36 
Aristotelovi silogizmi, str. 173 
aritmetika II redakstr. 243 
azbuka, str. 7

baza iskaznih oneracija, str. 371 
beskomčan skup, str. 268 
Bethova teorema, str. 376 
Booleova algebra, str. 104,229



Cantorova teorema, str. 272 
Cayleyeva tablica oneracije, str. 19 
ce.li brojevi, algebra brojeva, str. 69 
Craigova lema interpolacije, str. 376

definicija induktivna, str. 356 
nekreativna, str. 355
nove konstante, eksplicitna, str.359, imolicitna, str. 359 
nove operacije, eksnlicitna, str. 359, imnlicitna str. 361 
nove relacije, eksolicitna,. str. 363, imnlicitna str. 376 
otklonjiva, str. 355 
uslovi isoravnosti, str. 355 

dijagram strukture, str. 292 
disjunkcija, uključna, str. 39, tablica str. 40 

isključna, str. 41, tablica str. 41 
distributivna mreža, str. 233 
dokaz formalne teorije, str. 317 

iz hiooteza, str. 277 
matematički, str. 317 

dokazno zatvoren skuo formula, str. 58 
dovoljan uslov, str. 49 
drvo izraza, str. 24 
dužma reči, str. 7

ekvipotentnost skiroova, str. 267
ekvivalencija logička. str.39; tablica, str40; razni jezički oblici, str. 49 
ekvivalentnost definicija, str. 374

iskaznih formula, str. 101—103 
ekvivalencijsko zatvorenje date relacije, str. 60—62 
elementarm ekvivalentnost struktura, str. 206 

teorija brojeva str. 241

filter, str. 229 
formalizam, str. 259 
formalna teorija, str. 317 
formalna teo rija^  , str. 323 
formalm teorija JL, str. 325—326 
formalna teorija 3L, str. 334 
formalna teorija1̂ ,  str. 328



formula, elementarna predikatska, str. 151 
oredikatska I reda, str. 151 
formalne teorija, s'tr. 317

Fourier-Motzkinova metoila za sisteme nejednačina, str. 131-133 
Q--podstruktura, str. 291

Gaussov oostunak za sisteme linearnih jednačina, str.127 
generalizacija, str.137
glavna interpretacija predikatskih formula, str. 152 
Gddelov stav nepotpunosti elementame teorije brojeva, str.243 
graf relacge, str.326

Herbrandov Stav, str.315 
Hilbertov e— operator, str.326

implikacija, str.39; tablica, str.40; razni jezički oblici, str.49 
indukcija na intervalu, str.254 

počev od k, str.254 
povratna, str. 254 
x, x ’ ->x ”, str. 254

induktivm definicija, str. 23, str. 378 — 379 
inkluzija, definicija, str. 39

interpretacija, glavna
iskaznih formula, str. 79 
predikatskih formula, str. 152

intuicionizam, str. 259 
iraciomlm jednačina, str. 134—136 
iskaz, str. 40
iskazna formula, str. 79—80 
iskazni model skupa formula, str. 275 
iskazni računR,., str. 325 
iskazno slovo, str. 79
istinitosna tablica iskazne formule, str. 80 
istinitosne tablice osnovnih logičkih oneracija, str. 40 
izomorfizam, str. 291 
izraz, stroga definicija, str. 23 
izrazovska operacija, str. 24

jednačim sa modulima, str. 133



jedmkosna formalna teorija, str. 318
internretacija predikatskih formula, str. 193 
logika (račun), str. 194 

jednakosni dokaz, str. 55 
mođel, str. 193

jednakosno valjana formula, str. 193 
jednakost, aksiome (R), (S), (T), str. 55 

reči, str. 7
saglasnost sa operacijom, str. 64 
saglasnost sa relacijom, str. 76 
skupovna, str. 39
zakon zamene za izraze, str. 64—65 

jezik, operacijsko—relacijski, str. 151

Kalmarova lema, str. 326
kanonska disjunktivna normalna forma (v. DOtpuna rastavna normalna forma) 

konjunktivna normalna forma (v. notouna sastavna normalna forma) 
kardinalan broj, str. 267; kao relacija II reda, str. 380 
kategoričnateorija, str. 243 
količnička struktura, str.194 
kolikovnici (v. kvantori) 
kongruencija date operacije, str. 64 

po modulu m, str. 73 
relacije, str. 76 

konačan skup, str. 268 
konjunkcija, str. 39, tablica, str.40 
kontinuum hipoteza, str. 268 
kontradikcija, str. 80 
kvantifikatori (v. kvantori)
kvantori, str. 137; brojački str. 138 ; uslovni, str. 137

lema o jednoznačnosti prikazivanja izraza, str. 24 
o „promenljivoj” konstanti, str. 191 

Levievalema, str. 13 
Lindenbaumova algebra, str. 229 
logicizam, str. 259 
Lukasiewiczeva operacija, str. 94

matematička indukcija, str. 9 
meta — jezik, str. 318 

— teorija, str. 318



minimalna kongruencija grupoida koja sadrži datu relaciju, str. 74 
model datih jeđnakosti, str. 57

predikatske formule, str. 153
skupa iskaznih. formtiia, str. 95; nredikatskih formula, str. 153 

mreža, str. 233
negacija, str. 39; tablica, str. 40
nestandardni model elementarne teorije brojeva, str. 242

model uredjenog polja realnih brojeva, str. 309-310 
normalna internretacija (v. jednakOsna internretacija) 
normalni model (v. jednakosni model) 
numerali, str. 242

objekt -  jezik, str. 318 
— teorija, str. 318 

obratm relacija, str. 36 
obrat date implikacije, str. 49 
odlučivost formalnih teorija, str. 318

predikatskih formula sa nredikatima dužine 1, str. 189-191 
okupljajuće svojstvo, str. 23 
operacija dopisivanje, str. 7

dvojična, str. 17, dužine n, str. 1 7 
rekurzije, str. 378 
skupovna definicija, str. 18 

operacijski znak, str. 13,str. 151 
ordimlni brcjevi, str. 266 
osnovm svojstva U, n , \, =, C , str. 123—126 
otvorena forma formule, str. 166 
ozmka ekv (v. ekvivalentnost iskaznih formula) 

tF, str, 80 
' F, F, str. 310 

\=, str. 80

A t , A 1, str.91 

Padoin metod, ste. 369
paradoksi u Cantorovoj teoriji skunova, str. 259 
partikularizacija, str. 137 
Peanove aksiome, str. 242
podstruktura relacijsko—operacijske strukture, str. 291
poljska definicija izraza, str. 29
posledica iz hipoteza, str. 318
posledice aksioma uredjenog nolja, str. 129—131



potpuna inđukcija u elementarnoj teoriji brojeva, str. 253 
matematička indukcija, str. 10 
rastavna normalna forma, str. 101 
sastavna normalna forma, str. 101 

potpuno aksiomatska teorija (v. formalna teorija) 
pravilo C, str. 165; C^ str. 165-166 

generalizacije, str. 334 
izvodjenja formalne teorije, str. 317 
izvodjenja, iskazno, str. 117 
kontrapozicije, str. 118 
modus oonens, str. 122 
razlikovanja slučajeva, str. 121 
svodjenja na protivurečnost, str. 120 
tranzitivnosti implikacije, str. 118 

potreban uslov, str. 49 
prebrojiv skup, str. 268 
preneks forma nredikatske formule, str. 166 
presek relacija, definicija, str. 47 
presek skupova, definicija, str. 39
princip ekvivalencijskih transformacija za nredikatske formule, str. 176 

minimalnog elementa u elementarnoj teoriji brojeva, str. 254 
princip minimalnog elementa ekvivalentan je nrincipu notnune indukcije, u okviru ZF, 

str. 269
prirodni brojevi, algebra brojeva, str.65, aksiomatski.str. 241-242, 

skupovno, str. 265. 
produženje strukture, str. 157 
proizvod binarnih relacija, defmicija, str. 142 
promenljiva, str. 23

rastavna formula, str. 101
ravnomodni skunovi, str. 267
razlika skupova, definicija, str. 39
razvrstan skun jeđnakosti, str. 58
realne linearne jednačine str. 126

realni brojevi, posledice aksioma polja, str. 70-72
posledice aksioma uredjenog polja, str. 129—133 
dokaz da nije racionalan broj, str. 136 

reč date azbuke, definicija, str. 7
reči a k o ,  s a m o  a k o ,  a k o  i s a m o  a k o ,  str.49 
refleksivnost, str. 35



relacija dvojična, str. 31
ekvivalencije, str. 35
n—ama, str. 32
opšta definicija, str. 32
skupa^i sa skupom 2?,»str. 32
skupovna definicija, str. 32
totalnog Doretka, str. 368 __

relacijska definicija mreže, str. 235 
relacijski znak, str. 151 
relacijsko— operacijska struktura, str. 152 
resolution metod (v. rešavajući postupak) 
rešavajući postupak, str. 186—188 
Russellov paradoks, str23

sastavna formula, str. 101
semantička poslecica, za iskazne formule, str. 95

jednakosnog skupa formula, str. 195 
predikatskih formula, str. 165 

Schroder—Bemsteinova teorema, str. 273 
Shefferova operacija, str. 94 
simetričnost, str. 35
sinfaks/iu.posledica, predikatska, str. 328 
sintaksno protivurečan skup lskaznih formula, str. 276 

neprotivurečan skun iskaznih formula, str. 276 
sintaktička posledica, jednakosna, str. 195

iskaznih formula, str. 175
skolemizacija, str. 166
Skolemova funkcija, str. 166
skoro—tablica, str. 212
skraćenje strukture, str. 15 7
skupovna algebra, str. 229
skupovna definicija preslikavanja, str. 261

prirodnih brojeva, str. 262 
slobodna promenljiva, str. 152 
slovo, str. 7
spisak važnijih tautologija, str. 81

valjanih formula, str„ 163
standardni model elementarne teorije brcjeva, str. 242 
stav đedukcije za iskazni raču n ^ , str. 325 

iskazni, semantički, str. 99 
iskazni, sintaksni, str. 282



prekikatski, semantički, str. 191 
računa 3 L £

stav kompaktnosti, iskazni, str. 279
predikatski, str. 307 

stav o rešavajućoj strukturi, str. 221 
stav o sleganju izraza AZX4-struktura, str. 342 
stav potpunosti iskaznog računa^., str. 326

iskazni, I oblik str. 285; II oblik, str. 285 
jednakosnog računa, I oblik, str. 195 

II oblik, str. 196
računa3Le, I oblik, str. 333; II oblik, str. 333 
(R,S,T) -  logike, str. 63

strogo aksiomatsko zasnivanje matemaličkih teorija' str. 318

tablica relacge, str. 31
struktur&, str. 291 

tautologija, str. 80 
teorema, uopšte, str. 40

formalne teorije, str. 318
o razvrstavanju skupa relacijom ekvivalencije, str. 59 
rekurzije, str. 265 
transfinitne rekurzije, str. 271 

teorija skupova Cantorova, str. 259; ZF, str. 260
svuga gustog poretka bez krajeva, str. 346-347 
tipova, str. 260 

term (v. izraz) 
term-model, str.311 
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