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IIOCEBHA M3JAIbA MATEMATHYKOI' MHCTHUTYTA V BEOTPAlY

Martematmukn mHCTHTYT Y Beorpaay y ceojum ITocednum usgaruma
objaBpmeahe: MoHorpaduje aKTyaJlHMX NHTama H3 MaTeMAaTHKE H MeEXaHHKE,
OopuruHajiHe 4nanke Beher o6uMa urA. OBa mybiukandja Hyje NEpHEOJHYHA.

Tlpo6emaTnka MoHOrpadmje Mopa OmTH mpuxBalieHa y CBETCKO] JIMTepa-
TYpPH M aKTyalHa KM YBOJHTH HOBe INyTeBe M HAEje, MpyXaTu MoryhHocTH
Ja/buX MCTpakMBama M YyKa3uBaTH Ha HepelleHe mpobieMe, Ha MoryhHocTH
BUXOBOr pellaBama H CinggHo. OHa Mopa OuTH mpHKkasaHa HeJOBHTO, Bodehu
paiyHa o HajHOBHjoj JmMTepaTypu. Ilo o6GmMy, OHa MoXe OGYXBAaTHTH YHTaBy
jeoHy MaTeMaTH4Ky 00Jact, ajd, HCTO Tako, M CaMoO jeJaH meH 3a0KPYTJbeHH
Jeo.

L’Institut mathématique de Beograd dans ses Editions spéciales(IToceGHa
m3gama) fera paraitre des monographies sur des problémes de Mathématiques
et de Méchanique, des articles plus étendus etc. Les Editions spéciales ne sont
pas périodiques.

La problématique des monographies doit étre soit admise dans la litéra-
ture mondiale, soit-reconnue d’actualité; elle doit ou servir d’introduction a des
idées novuelles, ou ouvrir des possibilitiés aux nouvelles recherches, ou mettre
en évidence les problémes non résolus, ainsi que les possibilitiés de leur solution.
Elle doit étre présentée dans son intégrité, en tenant compte toujours des
derniéres acquisitions Quant & son format, elle peut embrasser toute une region
des sciences mathématiques, mais elle peut aussi n’en traiter qu’une de ses
parties.
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PREDGOVOR

Ideja o potrebi pisanja jedne ovakve opseZnije studije javila se u men
potetkom sedamdesetih godina i nametnula mi se naroéito na XII jugoslovenskom
kongresu racionalne i primenjene mehanike, Na tom nauénom skupu u Ohridu
1974. godine’ u uvodnom delu svog saopStenja pod naslovom , KOVARI-
JANTNOST U DINAMICI« iskazao sam misao, koju sam razvio i u ovoj
monografiji, i to: ,,Polazeéi od stanoviita da mehanika kao teorijska nauka
odreduje izvesne prirodne zakone kretanja objekata, koji realno ne zavise od
sistema posmatranja i opisivanja, logitno je postaviti zahtev da isti dinamicki
zakoni kretanja budu jednako ili sliéno opisani u svim sistemima koordinata.
To je donekle postignuto za diferencijalne izraze pojedinih karakteristika kre-
tanja ali ne i u potpunosti; pogotovo ne ako je re¢ o rezultatima koje dobija-
mo integralenjem diferencijalnih jednadina kretanja. Ovim radom se ukazuje na
rezultate koji sa tog stanovi§ta upotpunjuju dinamiku; &ine je kovarijantnom
teorijom koja u raznim sistemima koordinata opisuje pojedina kretanja istim ili
slitnim matemati¢kim izrazima. To se uspelo zahvaljuju¢i uvodenju apsolutnog
sintegrala u tenzorski racun, koji ima svojstvo kovarijantnosti. S obzirom da je
bila vektorska, to jest tenzorska invarijanta, te da su i drugi diferencijalni izrazi
u kojima se javljaju sile, vektorskog karaktera, pokazalo se relativno lakim da
se pomoéu ovog apsolutnog integrala otkloni ta nedoradenost mehanike i da
dobijemo jednu celovitu kovarijantnu dinamiku*.

Nauéna analiza ovog pitanja na samom Kongresu, kao i kasnija u krugu
svojih kolega u Institutu za mehaniku Prirodno-matematitkog fakulteta u Beo-
gradu i matemati¢kog instituta u Beogradu, pokazali su da je problem kovari-
jantnosti mehanike znatno sloZenije prirode, nego $to bi moglo izgledati sa sta-
noviita Lagranfove analititke mehanike; to naroito kad se kretanje sistema
posmatra na Rimanovim mnogostrukostima.

Ova studija u najveem delu sadrZi rezultate mojih istraZivanja koji su
objavljeni u radovima navedenim u spisku literature, ali su povezani dodatnim
znanjem, tako da &ini jednu celinu koja odgovara naslovu knjige. Osnovne re-
zultate, koji su objavljeni u nauénim &asopisima iz ove oblasti, mogla je zbog
svoje uobidajene konciznosti da prati izvesna nejasnost, kao i omaske u radu-
nima ili primenama. Op§irnije obja$njenje tih rezultata moguce je bilo napisati
samo u okviru jedne opseZnije studije, kao §to je ova, ali ne ni ovde toliko da
bi gradivo knjige moglo biti pristupaéno ¢&itaocu bez visoke uenosti iz oblasti
mehanike i matematike.

U krugu svojih veoma uvaZenih kolega pri razmatranju opisane problema-
tika nailazio sam na veoma korisnu nau¢nu kritiku koja je doprinela reenju
pojedinih pitanja i otklanjanju nekih greSaka. Kljuna pitanja su se u suStini
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odnosila na vektorsku prirodu vektora poloZaja talke i na stepen valjanosti
apsolutnog integralenja u raznim prostorima i koordinatnim sistemima u kojima
se opisuje mehani¢ko kretanje. Zbog toga je tim pitanjima dato dodatno objas-
njenje na kraju knjige.

Rukopis knjige u celosti su progitali: akademik prof. dr Tatomir P.
Andelié, prof. dr Marko Leko, vifi nauéni saradnik dr Stevo Komljenovié, a
pojedine delove dopisni €lan Akademije nauka SSSR prof. dr Valentin V. Ru-
mjancev (deo o zakonu energije reonomnog sistema) i prof. dr Jovo Jarié
(deo o kretanju krutog tela), koji su svojim primedbama mnogo doprineli
pobolj$anju teksta i otklanjanju nedostataka. Posebno sam duZan da istaknem
trud recezenta kolege dr Marka Leko, koji je analizirao skoro svaku redenicu
uvodnog i prvog dela ove knjige i dao najveéi broj prihvatljivih primedbi. Ta-
kode sam zahvalan prof. dr Zlatku Jankoviéu na povoljnom ops§tem mi§ljenju
o sadrZaju knjige koju je imao prilike da pregleda u rukopisu.

Na tehni¢koj pripremi rukopisa za §tampu nesebiéno su mi pomogli Mirjana
Filipovié i Milan Cav¢i¢ na &emu im mnogo zahvaljujem. Posebno sam zahva-
lan i kolektivu Beogradskog grafi¢kog zavoda za uspesan rad na $tampanju ove
knjige.

Stampanje i izdavanje ove monografije omoguéeno je finansijskim sreds-
tvima MatematiCkog instituta u Beogradu i Republi¢ke zajednice nauke Srbije,
§to vife obavezuje od toplih re¢i zahvalnosti.

Otkucani tekst monografije predat je MatematiCkom institutu u Beogradu
7. septembra 1979. godine. Stampanje je podelo marta 1981. a zavrieno septembra
1981. godine.

Veliko A. Vujitié
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UVOD U KOVARIJANTNU DINAMIKU

' Pojmovi. Pod pojmom dinamika podrazumevamo onu prirodnu i matema-
ticku nauku koja se sastoji od racionalno-logicki povezanih stavova o kretanju
ili relativnom mirovanju geometrijski modeliranih objekata u prostoru i vremenu
pod dejstvom onog prirodnog fenomena koje je Covek nazvao sila. Kao takva
je logi€ko-matemati¢ka teorija koja sa velikom taéno$éu odraZava objektivne
zakone kretanja i mirovanja realnih tela u prirodi. Zbog toga je ne samo teo-
rijska nego i primenjena nauka te njeni stavovi zalaze i u druge oblasti pri-
menjenih nauka. Nazvana je i klasiénom, ne zato 3to je prevazidena ili njena
teorija zavrSena, nego $to se njeni otkriveni zakoni koriste sada kao i u pros-
losti. Subjektivno uvedeni pojam sile, po kojem je dinamika i dobila naziv,
podloZan je izmeni formulacije u smislu racionalnih teorija samo toliko, koliko
uopstava utvrdene zakone kretanja.

U postoje¢oj dinamici, medutim, dokazi se ne izvode jednako u razli€itim
sistemima koordinata. Izmena koordinatnih sistema posmatranja bez sumnje ne
moZe uticati na promenu prirodnog kretanja realnog objekta, te i dinamici kao
i svakoj teoriji predstoji upotpunjavanje novim saznajnim rezultatima. Takav
prilog predstavlja i ova studija, kojom se nastoje otkloniti nedostaci dinamike
pri transformacijama u raznim koordinatnim sistemima i matemati¢kim prostorima.

Zato pod pojmom kovarijantna dinamika podrazumevamo onu dinamiku
¢ije se tvrdnje o kretanju njenih objekata iskazuju po obliku jednakim izrazima,
istim uopStenim zdruZenim matemati¢kim oblicima (varijantama) u svim koordi-
natnim sistemima.

Pod dinamickim objektom podrazumevamo mode! tela ili skup tela koja
dejstvuju jedno na drugo. DinamiCki objekt u nafem razmatranju je dinamicka
tatka, dinamiéki sistem i dinamiCko kruto telo. Nije sludajno izostao termin
materijalna tafka, a upotrebljen termin dinamitke ta¢ka; sluZiéemo se i pojmom
mehanitka tacka. Mi éemo razlikovati ova tri pojma, kao i pojmove kinema-
titka tacka i reprezentativna tacka.

Materijalna tacka je, za nas, svaka tatka materijalnog sveta pa ma kako
se materija manifestovala u njoj.

Mehani¢ka tacka je element mnostva svih tadaka, ili tatkom predstavljenih
viSe medusobno povezanih tadaka, &ije stanje kretanja ili ravnoteZe izudava
mehanika. Pojam mehanitka tacka je uZi od pojma materijalne tacke.

Kinemati¢ka tacka je svaka tatka u prostoru i vremenu nezavisno od sila.

7



8 ) Veljko Vujitié

Dinamicka tacka je element mnos§tva mehanickih tacaka u kojem dejstvuju
sile, ili pak, tacka koja reprezentuje napadnu tacku rezultantne sile. Prema ovom
Opredeljen_]u za dinamiku tacku je uvek vezan pojam sile. Tako, dok kinema-
tikoj talki pripisujemo prostorno koordinate i vreme, dotle dmamxckOJ tacki.
pored polozaja u prostoru i vremenu ili samo u prostoru, pridruZujemo masu
ili vektor sile.

Reprezentativna dinamicka tacka ili samo reprezentativna tatka je izracu-
nata ili izvedena talka koja se podudara sa skupom najmanjeg broja koordinata
kojim se odreduje poloZaj jedne i viie dinamitkih tafaka. Ona moZe ali ne
mora da pripada mno$tvu tadaka dinamitkog objekta.

Dinamicki sistem ili sistem dinamickih tacaka je mnostvo dinamickih ta-
Gaka koje su povezane medu sobom odredenim vezama. Pojam dinamiZkog
sistema u opS§tem smislu je blizak pojmu dinamikog objekta, ali ti pojmovi
nisu identi®ni. Dinamigki sistem je uZi pojam od pojma dinamitkog objekta
samo utoliko, ukolike njim izraZavamo mnostvo dinamickih tafaka, pa makar
to bila samo jedna, u prisustvu veza; dinamitki objekt ne mora da ukljucuje i
poj‘am veze u svoje poimanje. Isto tako i ako je pojam dinamitkog sistema
opétiji od pojma dinamitkog tela, ipak ¢emo i pojam tela izdvojiti kao pose-
ban dinamiéki objekat.

- Dinamicko telo ili telo, ako se izlafe u okviru dinamike, je svako telo
koje se nalazi u uzajamnom dejstvu se drugim telima.

Svi definisani pojmovi ostaju sauvani u transformacuama koje ovde
razmatramo, te kao takvi ostaju invarijantni u smislu nage uslovljenosti.

Pojmovi kao 3to su: prostor, vreme, masa, sila ne predstavljaju objektivno
samostalne, za sebe izdvojene, &inioce kretanja tela, nego su uzajamno povezane
kategorije. Njih ¢emo okarakterisati zakonima kojima su oni povezani u uza-
jamnom dejstvu tela. Te uzajamne odnose mehani&kih objekata koje iskazujemo
kinemati¢kim pojmovima: poloZajem jednog objekta prema drugom, pojmovima
brzine i ubrzanja, ili dinami¢kim pojmovima impulsa kretanja i sile opisujemo
vektorima ili tenzorima sa zahtevom da pri svim upotrebljenim matematiCkim
transformacijama oni zadrZe svoju objektivnu, a to znadi tenzorsku prirodu, tj.
da budu kovarijantni. Pri tome se svakako mora voditi raduna o objektivnoj
osobini svakog pojedinainog vektora, jer dok su za jedne vektore njihovi kra-
jevi u posmatranoj takki koja se kreée, dotle je za druge vektore ta taka po-
tetak vektora. U jednom sluaju mehanika posmatra sve osobine datog kretanja,
a u drugom, geometirizovanom, uzima u razmatranje samo pojedine komponente
prisutnih vektora. U zavisnosti od toga pomocu kojih i koliko koordinata —
parametara, koordinata vektora ili tenzora se proufava kretanje sistema mi, u
cilju kraéeg i jasnijeg sporazumevanja, koristimo matemati¢ke pojmove pojedinih
skupova &iji su elementi: 1. koordinate poloZaja dinamiCkih taaka sistema, ili
2. koordinate dinamickih taaka i vreme, 3. koordinate dinamickih taCaka i
koordinate vektora impulsa kretanja; 4. koordinate poloZaja dinamickih taaka,
koordinate vektora impulsa kretanja i vremena. Umesto naziva ‘‘skupovi® u
mehanici su stariji i rasprosranjeniji nazivi ,,prostori¢‘. Zato ¢emo u daljem
izlaganju koristiti i pojam prostora sa nastojanjem da, gde je god to u nasoj
moguénosti, u ovom razmatranju odrazimo opaZajni prostor, koji je trodimenzioni
a vreme jednodimenziono.
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1. Vektor poloZaja mehaniCke tacke

Za odredivanje poloZaja mehanitke tatke neophodno je da odredimo bazu
iz koje se posmatra kretanje date tacke, odnosno prema kojoj se odreduje krc-
tanje. Ta baza u svakom objektivnom sluCaju predstavija neko materijalno telo,
koje je na neki nadin orjentisano prema drugim telima i koje se nekako krece.
U teorijskom sluCaju baza moZe da bude uredeni sistem matematitkih pojmova
koji zadovoljava uslove posmatranog mehani¢kog kretanja. Dok ne bude drugadije
reeno mi ¢emo pretpostaviti da se ta baza kree tako da su na njoj svi sistemi,
koji su moguéi, smesteni ravnopravno. To znali da objektivno kretanje ostaje
u svojoj prirodi onakvo kakvo je, bez obzira koji sistem koordinata posmatraé
izabere. Ogranienje pravimo samo u tom smislu §to biramo inercijsku bazu.
Pod inercijskom bazom, prema tome i inercijskim koordinatnim sistemima, mi
éemo podrazumevati onu bazu {iji se impuls kretanja ne menja ako se medu-
sobni uticaji sila na njoj ponistavaju; cdsutno je dejstvo sila. Za uredenje sistema,
koji misaono uzimamo kao inercijsku bazu, potrebno je i dovoljno da se iza-
bere jedna talka i od nje tri orijentisana pravca. Tadka moZe biti proizvoljno
izabrana u inercijskoj bazi i pripada oblasti inercijske baze, $to znali da se
krece isto kao i inercijska baza. Ta, recimo bazna tafka je presek tri prave
koje, svaku ponaosob, orjentife po jedan od tri linearno nezavisna vektora.
Neka to budu bazni vektori e, e,, e;, koji zadovoljavaju sledece relacije ska-
larnih proizvoda vektora

0, i#j,

1.1
1, i=j (-H

e,-'ej=8u={

U realnosti, na primer, pri posmatranju kretanja tela prema Zemlji orjenti-
sani pravci mogu biti pribliZno tafno usmereni prema tri zvezde nekretnice.®
Vektori pomoéu kojih je orjentisana baza ostaju nepromenjivi u odnosu na
prividno nepokretna inercijska tela u posmatranom intervalu vremena, §to ¢emo
iskaziti izrazom e,=const i ujedno uslovom da je izvod po vremenu baznih
vektora jednak nuli,

de;_ , (i=1,2,3). (1.2)
dt

Pomoéu baznih vektora i skupa realnih brojeva R odredujemo poloZaje
tataka u odnosu na izabranu inercijsku bazu. Oznadimo izabranu polaznu taéku
slovom P, a tadku d&iji poloZaj odredujemo u odnosu na P slovom M. Paru
tadaka (PM) odgovara jedinstvena prava; neka to bude prava y!, koja je orjenti-
tana jedini&nim vektorom e,. U skupu R postoji takav broj rl,=y!, &iji proizvod
sa vektorom e, &ini vektor r koji polazi od tatke P do tatke M, tj. ry=rle =
=yl\re,. Ako tatka M ne pripada pravoj y', uvek je moguée u ravni E,, kojoj
pripadaju prava y! i tatka M, povuéi kroz tacku P neku drugu pravu y2C E,,
koju ¢éemo orjentisati pomocu baznog vektora e, tako da zbir yj,e, +)3e,,
Y3ER, odreduje vektor r,,=yl e, +3e, koji polazi od tatke P u tatku M,
te odreduje poloZaj tatke M u odnosu na ta¢ku P. Ukoliko pak tatka M ne
pripada ravni E, i nalazi se u prostoru E3 izvan ravni E,CE;, njen poloZaj
¢emo odrediti pomocu jo§ treCeg brOJa ri;=yyER, ¥ y3, i treceg baznog
vektora e,, koji orjentiSe pravu 33, ry =yl e +yise, +yie;=yi e, =rie; gde

* Vidi [15]
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su ovde ri,=yi(i=1, 2, 3), a ponovljeni indeksi su indeksi sabiranja. Na taj
nadin i poloZaje drugih talaka u E; odredujemo vektorom

r=ye ili r=rle (1.3)

tja je dimenzija d(r)=3. Taj vektor kojim odredujemo poloZaj tatke M u
odnosu na tatku P nazivamo vekfor poloZaja tacke.

Ako je inercijska baza uredena pomoéu neke druge tatke P, i nekih
drugih baznih vektora 3,(i=1, 2, 3), koji usmeravaju neke druge prave, recimo
Zi(i=1, 2, 3), P,=2'Nz2Nz3, poloZaj tatke M, u cdnosu na tatku P, i bazne
vektore 3; odreduje vektor poloZaja te tatke r=z'3,=r's, gde je ri=z. Ako
oba koordinatna sistema (P, y, e) i (P,, z,3) ureduju pojedinano inercijsku
bazu, poloZaj tatke M odredujemo bilo pomoéu baznih vektora e bilo pomoéu
vektora 3 i skupa realnih brojeva R, jer uredenom paru tadaka (PM) odgovara
vektor

—_— —— 3 -

PM=PP +P M=PP +2'3,=ye¢,

a paru tataka (P, M) vektor

—_— — — ——

P M=P P+PM=P P+ye=1z',.
Odavde se jasno vidi da se vektor poloZaja, recimo

r=ye=z3—PP,

kao razlika druga dva vektora, ne odreduje jednoznatno skupom tri realna
broja i tri linearno nezavisna vektora. Neophodno je za to jo§ izabrati baznu
tatku P ili P, kao podetak vektora poloZaja, §to i &inimo izborom bazne tacke,
tim $to ¢emo toj tadki pridruZiti jedinstveni prazan skup 0={0, 0, 0}. S obzi-
rom na proizvoljnost izbora tataka P i P, u inercijskoj bazi, izaberimo neka

—_
je P=P, u kom slu€aju je vektor P, P=0. Na taj nalin jedinstveno uredeni
sistem (P, y, e) pisatemo prostije (y, €).

Skup brojeva y={y', y?, y*} nazivamo koordinate tatke M, a skup brojeva
r'ER koordinate vektora poloZaja r; za skup baznih vektora e=(e,, ¢,, ¢;)
uobifajen je naziv vektorska baza ili samo baza. Bazne vektore Cesto nazivaju
osnovni koordinatni vektori ili samo osnovni vektori, a ose tih vektora koordi-
natne ose. Uredeni par§¥ =(y, €¢), na nalin kako je to opisano nazivaéemo
koordinatni sistem. Svi vektori koje obrazuju linearno bazni vektori pripadaju
linearnom vektorskom prostoru ili samo linearnom ili afinom prostoru A”, gde
n pokazuje broj dimenzija tog prostora; za prostor A” koji generi§e trodimenziona
baza afini prostor je A% ;Za linearni vektorski prostor u kojem je fiksiran
koordinatni poletakikaZu realni linearni prostor R", podrazumevajuéi pri tom
da su koordinate vektora realni brojevi. Tako za dosadainja nafa razmatranja
moZemo da kaZemo da je vektor poloZaja tafke element trodimenzionog realnog
vektorskog prostora R3,
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Parcijalni izvodifvektora (1.3) po koordinatama y* i z¥ (k=1, 2, 3) tatke
M dovode do zakona linearne transformacije jednjh baznih vektora u druge,
i to:

(1.4)

Ako vektore (1.4) zamenimo u relaciju €1:3) d’obljamo i zakt‘in Aransfor-
macije koordinata vektora polozaja r’ u koordind¥agm sistemu (y, e);- w kojem
je ri=y, pomodu koordinata vektora 7 iz koordinatnog: s1stema (z, €), u kojem
je F'=2', 1 obratno, tj. ;

2= i fe 2 7k 1.5)
ayy Y=< (1.5)

ili, §to je u ovom sludaju isto,

i i
0% a9 e (1.6)

oy* ozk

Skalarnim mnoZenjem vektora (1.3) vektorom e, dobijamo projekciju vek-
tora r na osi koju orjenti§e vektor e,, i to

Y =29 ¢,
a odavde
Ye=CuZ' (1.7

gde je ¢y =9,-e,. Isto tako skalarnim mnoZenjem vektora (1.3) vektorom 3,
dobijamo projekciju vektora r na koordinatnoj osi vektora 3,, i to

CuY =3y 28 =¥y, (1.8)
gde je .
Ak =3 s (l’ k=1: 29 3) (1.9)

. . . . oy . o .. .
Zamenimo li parcijalne izvode _0"'y_k=cik’ koje moZemo da dobijemo iz
¥4

(1.7), u izraz (1.8) dobiemo zakom transformacije projekcija r, i 7, vektora r
iz jednog koordinatnog sistema u drugi, i to

.0y 24 oy
Fp=—")y=—"y=—"1,. 1.10
k ozkyi ()Zky‘ dz"r' ( )
Relacije (1.7) i (1.8) pokazuju da projekcije r,<E; vektora r&ER3 u
koordinatnom sistemu (z, 9) nisu jednake koordinatama tatke z¥, kao jto je to
sludaj sa koordinatama r* tog vektora ukoliko je 3;#3,, odnosno ako koor-
dinatni sistem (z, 3) nije ortonormiran, kao 3to je to po nafem izboru koordi-
natni sistem (y, e). Projekcije vektora (1.10) podlefu transformacijama kao i
kovarijantni bazni vektori (1.4), pa ih nazivamo kovarijantnim koordinatama
vektora poloZaja, za razliku od koordinata ili kontravarijantnih koordinata vek-
tora r* koje podlezu transformacijama oblika (1.5). Bazni vektori 3; u transfor-
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macijama (1.4) zadovoljavaju uslov inercijske baze (1.2). Zaista, u posmatranim

koordinatnim sistemima Y i Z elementi matrice transformacije {%—yik}={c,.k} su
Z

konstantni, pa je, prema (1.4) i (1.2),

] i
ﬁ’_"£=_d_("_y)ei+"_y£1ﬁ;=o (1.11)
dt dt \ozk 0zk dt

.. dey
jer je —==0.
! dt

Koordinatni sistemi ¥ i Z su pravolinijski. Medutim, namece se potrcba
da se izabere takav koordinatni sistem prema kojem je najlakSe opisivati i
posmatrati kretanje dinamiCkog objekta. Pravolinijsko kretanje lak$e je opisivati
prcma pravolinijskom koordinatnom sistemu nego u krivolinijskom, ali je lakse
posmatrati sferno kretanje tatke prema polarno sfernom sistemu koordinata,
ili spiralno kretanje prema polarno-cilindarskom sistemu koordinata, nego prema
pravolinijskom. Ako smo ve¢ orijentisali inercijsku bazu koordinatnim sistemom
(¥, €) koji podleZe uslovima (1.1) i (1.2) i ako postoji preslikavanje koordinata
¥’ take M u njene krivolinijske koordinate x={x', x?, x3}, nema smetnji za
preslikavanje koordinata vektora polozaja r tatke M iz koordinatnog sistema
(», €), u neki koordinatni sistem (x,g), gde su g={g,, £,, g} CR® osnovni
koordinatni vektori, s obzirom da se vektor preslikava preslikavanjem krajnjih
tadaka. Krivolinijske koordinats orijentisaéemo osnovnim koordinatnim vektorima
g s tim da izmedu koordinatnih vektora g, i baznih vektora e; postoji trans-
formacija oblika (1.4) pri emu treba da budu zadovoljeni uslovi (1.2).

Pomoéu novih koordinatnih vektora g; vektor poloZaja r napisimo, kao i
do sada, u obliku

r=rg, (i=1,2173), (1.12)
gde su ri koordinate vektora poloZaja u krivolinijskom koordinatnom sistemu
X =(x, g). Rezervifemo li za oznake koordinata vektora poloZaja r u koordi-
natnom sistemu Y Dekartove koordinate y', s obzirom da su u tom sistemu Y
koordinate tatke y' i koordinate vektora r' jednake, moZemo da pifemo

r=ye~=rig,. (1.13)

Imajuéi u vidu zavisnost koordinata tadaka

yl=yi (xl, xl’ x3), xl=x (yl, y2, J’s), (1'14)
sledi
) or , or oxk .
r=ye=——y=—" ——), (1.15)
oy oxk oy

odakle se vidi da je vektor r razloZen pomoéu tri vektora _a_r_’ PL, i'-'—
xt. o0x2 ox3

koje uzimamo za osnovne koordinatne vektore
gl____‘)_', (i=1, 2, 3). (1.16)

oxt
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Zbog (1.15) i (1.16) relaciju (1.13) moZemo da pifemo u obliku

Ve ~y5)—x—k—a—'—r axkg =r 1
i a i Jxk y‘ k gl (17)

Odavde se vidi da koordinate r’ vektora poloZaja r tacke u krivolinijskom
koordinatnom sistemu X moZemo da izrafunavamo pomodéu linearne trans-
formacije

rk=y - =rk(x!, x2 x%), (1.18)
0Y' | yimyl ()

i transformacija (1.14). Isto tako iz relacije (1.17) sledi transformacija baznih
vektora e, pomoéu koordinatnih vektora g,

ox o0y
e, = ——29. @ =————e., 1.19
k t)y"g‘ 8k o xk i , ( )
pri uslovu da je
0y
—150. 1.20
ppv (1.20)

Kovarijantne transformacije vektora (1.19) su opitije od relacija (1.4)

. .. . . " 2y
samo toliko $to su u relacijama (1.19) elementi matrice transformacije® {—L}

0 x*
funkcije koordinata x. Prema tome i koordinatni vektori g, su funkcije koordi-
nata x,

gi=g;(x', x2, x3) (1.21)

§to nije slufaj sa konstantnim baznim vektorima 3, koji, kao takvi, zadovolja-
vaju uslove (1.11), tj. (1.2).

Projekciju ili kovarijantnu koordinatu r, vektora poloZaja r=rig, na osu
koordinatnog vektora g, dobl_]amo kao proizvod skalarnog mnoZenja vektora r
i g, t.

. reg=rg g=r;
ili v
re=8xl',  N&Es, (1.22)
gde je, s obzirom na (1.21),
=8 & =8u (x!, x2, x3), G, k=1,2,3) (1.23)
metri€ki tenzor prostora E,. Pri postojanju preslikavanja y:x—y, ako se uzme

u obzir (1.1) i (1.16), kovaruantne koordinate metri¢kog tenzora g,k odredujemo
relacijama .

2y oyl .,
=8, ——— —, Tk, I=1,2,3). 1.24
8ki 'jbx"dx’ (1] ) ( )

*) Vidi, na primer, [1}, str. 29,
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Uzmemo 1i jo§ u obzir (1.18), pri (1.14), kovarijantne koordinate r,
vektora poloZaja r mogu da odreduju relacije

o)
re=8,y 0; (1.25)

Izmedu koordinata r' vektora poloZaja talke i njegovih kovarijantnih
koordinata r, postoje ekvivalentne relacije

re=g8ur' © ri=gkr,, (1.26)
jer je pri | gy |#0,

. 0
gug’ = 8%={ ; (1.27)

1=
Pogledajmo jo§ $ta relacije (1.2) o nepromenljivosti baznih vektora e; u
toku vremena ¢t impliciraju kod koordinatnih vektora g;,. Podimo od relacija

(1.19) i odredimo 1zvod po vremenu od g,=——e¢;; s obzirom na (1.2) do-

0 xk
bijamo

dg,_d (o) 2y dx
dt  dt (0x") oxdoxk dt

Pri tom da su y' Dekartove pravougle koordinate, §to smo i mi usvojili,
azy / _r} ay
0x o xk oxi

postoje relacije povezanosti , pa dalje sledi

dg, I"j‘ dx Dg,

g —=

=0. (1.28)
dt dt dt

To pokazuje da je apsolutni izvod po vremenu uvedenih koordinatnih
vektora g, jednak nuli.

Na taj nadin pri usvojenim koordinatnim vektorima g,, koji mogu biti
odredeni relacijama (1.14) i (1.19), mi posmatramo vektor poloZaja r tatke M
u prostoru E;, pomoéu njegovih koordinata r’ i kovarijantnih koordinata r,.
Tako na primer:

1. U pravolinijskom sistemu koordinata z' (i=1, 2, 3) tatke M, koje su
sa Dekartovim koordinatama ) povezane linearnim relacijama y'=Ajz/, A}=
=const. i kad za koordinate x uzmemo z, na osnovu (1.25) sledi da su ko-
varijantne koordinate vektora poloZaja

re=3 4 Azl =gy ), | gy |0
gde je
&= 9y A A5 = const.
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2. U cilindarskom sistemu koordinata x'=r, x2=¢, x*=z.
1_ ‘ 2 1 X S
yl=rcosp, y*=rsing, y=z;

ri=r, r,=0, ry=z

1 0 0 1 0 0
2 4 1
8=30 r? 0 o gi=30 — 0 ¢,
r2
0 0 1 0 0 1

ri=r, r2=0, r3=z
3. U sfernom sistemu koordinata x!'=r, x2=¢, x3=0,

yl=rsingcos, y*=rsinesin, y3=rcose;

1 0 0
gl']= 0 r2 O ’
0 0 r2sine

4. U obrtno-elipsoidnom sistemu koordinata x'=3, x2=v, x3=0.
y'=bch¥sinncosd, p?=>bch{sinysin®, y*=bch{cosny,

r,=b2ch{chy, r,=b%sinycosyn, r,;=0;

ch?{+sin?y 0 0
gy=b 0 ch2{ + sin? 0 )
0 0 ch?{siny
o ch¥ sh{ p2o sin 7 cos ’3I_0
ch2¥ +sin? v ’ ch2¥ +sin? 7y ’

5. U obrtno-paraboloidnom sistemu koordinata x!=¢, x2=v, x3=0.

P =Cncosh, y2=Exsin, y3=_;.-(§2 —);

'1=%(c2+712)’ ’2=;:“(7)2+t2): ry=0;
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C+n2 0 0
8= 0 2+ 0
0 0 . gy

r1=--;—, ri=_L, 30,
2 2
6. U bipolarnom sistemu koordinata x'=¢ x?=7, ¥*=0 (0<{< o,
0<n<2m, 062 ).

y=b shlcos 2_ shC'sin(j__‘ s_p siny .
ch{-cosy ch¥—cosy ’ ch{—cosy ’
r— b sh¥cos =B ch{siny L r=0;
(chl—cos%?) (chf—cosn?)
(vt 0 0
(ch{—cos1)?
g, =b? 0 __(.:llc__. 0
i (ch¥—cosn)?
2
0 0 __ e
(ch{—cosm)?

rt=shfcosw, r2=—chgsiny, r3=0.
7. U cilindarsko-ortogonalnom sistemu koordinata x!, x2, x3=z.

yl =f1 (xls x2)’ y2 =f2 (xli x2)’ y3=2;

R R T N e e R R ke
2 ox?

2 ox!
ry=z;
12 2
(_(E_) +(._a_-[_) 0 0
o xt ox!

L= 1,2 2 s

R LF (L) o
0 x? 0 x?
0 0 0 |

| FEPHON | SRR
=

A

oxz) "\ox?

1

oxt) T\ox?
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2. Kovarijantni izvod koordinata vektora poloZaja

Pod nazivom kovarijantni izvod koordinata vektora poloZaja tatke podra-
zumevamo kovarijantni izvod bilo kovarijantnih #;, bilo kontravarijantnih koor-
dinata r' ovog vektora r po koordinatama x* tafke u posmatranom koordi-
natnom sistemu X u kojem se razlaZe vektor r. U cilju jasnijeg sagledavanja
ovog kovarijantnog izvoda podimo od izraza (1.25) i izrafunajmo njegov
parcijalni izvod po koordinatama x/, tj.

or, oy oy’ oyl
o U ox axk Y 3 oxk

U osnovi tenzorske analize za koordinatne sisteme ¥ i X, koje mi pos-
matramo, leZi relacija povezanosti

Y
ox' oxk

(=1,2,3). @1

o0y
Tk ==, (m=1,2,3), 2.2
ko ) 22

gde koeficijenti povezanosti I =TIz u ovom sluaju predstavljaju Kristofelove
simbole druge vrste nad osnovnim kovarijantnim tenzorom (1.24). Ako zame-
" nimo (2.2) u (2.1) i uzmemo u obzir (1.24) dobijamo izraz za kovarijantni
izvod kovarijantnih koordinata r, vektora poloZaja r u obliku

or,
Zk_THr = s 2.3
$to moZemo krade da napifemo
Vire=gp (x), 2.4

jer operator V, fk=%’;-—r‘,ﬁ [, predstavlja kovarijantni izvod.

Komponovanjem jednaéina (2.4) kontravarijantnim metrickim tenzorom
g (k, m=1, 2, 3) dobijamo

Vigkmr,=gkm gy,
odnosno :
Vg = I, I=m
0, Il#m,

jer je V,g™ =0. Ove relacije u koordinatnom sistemu X odraZavaju onu oso-
binu koju u pravolinijskom koordinatnom sistemu ¥ pifemo kao
a i
Y s (2.5)
oy
To pokazuje da parcijalnom izvodu koordinata vektora poloZaja u pravo-
linijskom koordinatnom sistemu Y odgovara kovarijantni izvod u krivolinijskom
koordinatnom sistemu X.
Ako imamo u vidu simetri¢nost metrickog tenzora g; =g, iz jednadina
(2.3) nalazimo da je
or, or,

0%k _rf p, = 20Ty,
ox! I o xk 1

2 Kovarijantna dinamika
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Medutim, kako je u posmatranom prostoru T’ ,-’}(=1",-’}‘, sledi da je rotor
vektora poloZaja r jednak nuli, tj.

Ore_On _

(2.6
oxi odx* 26)

3. Paralelno pomeranje vektora

- Pri razmatranju transformacija paralelnog pomeranja vektora iz jedne tacke
u drugu u dva koordinatna sistema, pored dosta velike algebarske i geometrijske
sloZenosti, potrebno je da se vodi rauna i o prirodi vektora. Za jednoznalno
odredivanje slobodnog vektora, na primer, potreban je jedan broj parametara,
a za odredivanje vektora vezanog za pravu drugi. Takode pri tom treba razli-
kovati jedan vektor od polja vektora. Zato dok ne bude drukgije naglaseno pod
paralelnim pomeranjem vektora w& R? podrazumevamo paralelno pomeranje
slobodnih vektora. Vektor koji se paralelno pomera sam sebi u koordinatnom
sistemu ¥, ne preslikava se tako u koordinatnom sistemu - X-da bi bio sam
sebi paralelan pri pomeranju iz jedne tatke u drugu. Zato ¢femo razlikovati
pojam paralelno pomeranje vcktora od- pojma paralelno pomeranje vektora u
koordinatnom sistemu X. Pod pojmom paralelno pomeranje vektora podrazume-
vamo paralelno pomeranje vektora u odnosu na inercijsku bazu, dakle u koordi-
natnom sistemu Y, a pod pojmom paralelno pomeranje vektora u koordinatnom
Sistemu X podrazumevamo ono paralelno pomeranje vektora samom sebi tako
da pri pomeranju iz jedne tadke u drugu zadrZavaju jedne te iste uglove sa
koordinatnim vektorima g. I jedan i drugi paralelizam mogu se preslikavati iz
jednog koordinatnog sistema u drugx, te.u tom smislu je potrebno razlikovati
preslikavanje paralelnog pomeranja vektora iz jednog koordmatnog sistema u
drugi od paralelmh pomeranja . vektora u tim koordinatnim sistemima. Slike
paralelnih vektora iz koordlnatnog sistema ¥, u opstem sluca)u, nisu paralelni
vektori u koordinatnom sistemu X. Dok ne bude drugacije redeno mi govorimo
o preslikavanju paralelnog pomeéranja.
Posmatrajmo vektor u istovremeno u dva koordmatna sistema i to pravo-
linijski ¥ =(y, €) 1 krivolinijski X= (x, g). Neka to bude

u=ue=ug,, (i, a=1, 2, 3), 3.

gde su uf koordinate vektora u u pravohmjskom Y, a u* odgovarajuée koordi-
nate tog vektora u krivolinijskom koordinatnom sistemu X. Koordinate
vektora u nefe se promeniti pri mjegovom paralelnom pomeranju. Medutim to
nije sludaj sa koordinatama u*. Kako je u* g, vektorska invarijanta, a g,=g,(x)
se menja od tacke do tacke, to se i koordinate u* vektora menjaju u zavisnosti
od koordinata x. Ako vektor w u talki 4 napiemo u obliku x=u*(4)g,(4),
isti moZemo nz odgovarajuéi nadin napisati i u tagki B, tj.

1 (B) = u* (B) £ (B). ‘ B ERY)

Kako se vektor u(A) ‘paralelnim pomeranjem iz take A4 u tatku B nije
promenio ni po pravcu, ni smeru, a pogotovo ne po veliini, moZemo da na-
pifemo :

u(A)=u(B),

u* (4) 8, (4) = u* (B) 8. (B).

odnosno
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Odavde sada lako dobijamo relacije
8us ¥ (B) =u () 8.(4) -85 (B), (3.3

koje pokazuju kakav odnos stoji izmedu koordinata u*(B) vektora = u tatki B
i tih koordinata u tacki 4. Ako skalarni proizvod g,(4)-g,(B) vektora g, i g,
u dvema tatkama oznaimo kao osnovni dvotafkasti tenzor

Zas (4, B)=g.(4) £, (B), (3.4)
relacije (3.3) moZemo prostije da napifemo u obliku
Ug (B) =844 (4, B)u*(A). (3.5

Ako znamo vezu izmedu koordinata 3’ i x* pri kojim postoji jednozna&no
preslikavanje y:x—y tenzor (3.4) u tatkama A i B moZemo napisati u obliku

o Y

ox*| L 0x8| xﬁ=xg

8ap (4, B)=8ij (3.6)

Tadku A (xy, x5, xf,) smatrajmo fiksnom ta¢kom, a tagku B za bilo koju
tekuéu tatku X (x!, x2, x3). U cilju prostijeg obeleZavanja izaberimo i razlidite
indekse za razliGite tatke. Tako tenzore u tatki 4 obeleZavaéemo indeksima
a,b,c,d=1, 2, 3, a tenzore u tacki X odgovarajuéim jndeksima o, 3, y=1, 2, 3.
Prema tome moZemo tenzor (3.6) pisati u obliku

oy’ 2 20y o0
2 =3U(_y_) _11:3’_1_1’1_ o0y (3.7
0Xx%/x2_x9 0 xP o0x% 9 xP

1 nazivaéemo ga bipunktualni fundamentalni tenzor ili osnovni dvotackasti tenzor.
U ovoj notaciji paralelno prenefeni vektor (3.5) iz tatke A4 u bilo koju drugu
tatku XCE, bice :

ua = gaﬂ u-. v (3'8)
Na isti na&in® se mogu paralelno prenositi i tenzori viseg reda, kao)
T3 (X) =88 g, 854 Tas (4) 3.9

gde su g*®=g*e(x,, x) kontravarijantne koordinate fundamentalnog bipunk-
tualnog tenzora.

Dok kovarijantni bipunktualni ili dvotagkasti tenzor izraunavamo prema
* obracsu (3.7), tj. pomo¢u zbira proizvoda parcijalnih izvoda Dekartovih koordi-
nata po krivolinijskim, dotle kontravarijantne koordinate ovog tenzora, odredu-
jemo, kao i kod kontravarijantnog metri¢kog tenzora, na osnovu relacije

g°=¢'=l—Gil (x=1,2,3; a=1,2,3) - (3.10)
gnm

gde su G,, kofaktori &lana g,, determinante |g,,|. Jednom tako izraCunati
dvotackasti tenzori za neki sistem koordinata mogu kasnijé sluZiti za sva raz-
matranja paralelnog prenosa vektora u tom sistemu koordinata. Zato navedimo
primere tih tenzora pre nego pokaZemo jo¥ neke njihove vaZne osobine.

* Vidi [39]

2
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1. Cilindarski sistem koordinata

Veze izmedu Dekartovih pravolinijskih koordinata y!, 32, »3 i cilindarskih
x'=r, x2=¢, x3=z pokazane su na strani 13, pa moZemo neposredno na
osnovu tih veza pomodu izraza (6.7) izralunati kovarijantne koordinate dvo-
tatkastog tenzora g,,. Ako koordinate fiksne tatke O ozna¢imo donjim nultim
indeksom tj. O (ry, @, 2o) @ tekuée koordinate tatke X bez indeksa, za koordi-
natu, recimo g,; dobi¢emo

O o o2 2 3 3
g1,=_y_( y +_Y(0y> +2_y_(0.y.) -
or \or/), or \or/), or \or/,

=COS @ COS @, + Sin @ sin g, = cos (¢ — ;).

Na isti nadin odredujemo i druge koordinate, te tenzor g,, za cilindarski
sistem koordinata u E, moZemo da napiSemo u obliku matrice

cos (¢ — 9) rysin(p—g) 0
Baa=\ —rsn(p—a) rrocos(®—g) 0 /. (3.11)
0 0 1

2. Sferni sistem koordinata

xXt=r, xt=¢, x3=0
U sfernom sistemu kooidinata koje su povezane sa Dekartovim:
Yy =rsingcos0, y?=rsingsind, y*=rcosg,

dvotackasti osnovni tenzor je:

sin ¢ sin g, cos (6 —6,) + r, sin ¢ cos ¢, cos (0 — 06,) —

+Cos @ cos @, —Cos @ sin g,

8ua=1 TCos@sing,cos(®—0)—  rrocospcosq,cos (8~ 6;)+
—sing cos g, +-rrysingsing,
—rsin@sin ¢, sin (0 —0) — rry sin ¢ cos ¢, sin (0 — 0,)

(3.12)
r, sin g sing, sin (0 —6,)
rry cos @ sin ¢, sin (6 — 6,)

rr,sin @ sin @, cos (6 —0,)
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3. Obrtno-elipsoidne koordinate

X =g, x2=y, x¥=0
y'=bch{sinncosh, p2=bch{sinnsinb, y’=bch{cosy

sh? { sin 7 sin 9, cos (0 —0,) sh? { sin v cos nycos (6 —0,) —
—ch?{cos y siny,

+ ch? { cos ncos 7,
g, =b?{ shlchlsinncosy,cos(6—6,) ch? { cos 1 cos 7, cos (8 — 6,) +
—ch¥sh{cossiny, +sh2 { sin v sin 7,
—ch2 { sin 7 cos x, sin (6 — 6,)

—ch{sh{,sin (60 -0,)
(3.13)

sh{ch{sin(0-0,)
ch?{cosncosy,sin(@-0y) ¢,

ch? { sin v sin n, cos (6 —0,)

4. Obrtno-paraboloidne koordinate
x1=f, x?=w, x*=0

J’1=C7)cose, y2=c'qs]'ne, y3=_;_(c2_nz)
(.14)

nNecos (8-0)+L8,  Lmeos(0—0)—Lny  nEyn,sin(8—6,)

Ccos (0—0)+mm, Ly n,sin (0—6,)

8«a= CY)O cos (6 - eo) - co“’l
En&ono cos (6 -6,)

— &, sin (6 —0,) —§Z,msin(0-0,)

5. Bipolarni sistem koordinata

x'=f, x2=7, x¥=0

b sh{cosH Y =b sh{ sinf s_b sin
chl—cosy ’ chl—cosy ch{—cosy '

Kovarijantne koordinate bipunktualnog tenzora g,., wu:

g, =b? sh{ sh{,sinysinyn,+ (1 —ch{cosn) (1 —ch¥,cos ) cos (6 —6,)
'8 (chT—cos7)? (ch &, — cos n,)? ’

g, = b sh &, sin n, (ch{cosn —1)cos (0 —0;) —sh {sinyn(ch,cosn,— 1) ,
0 (ch T —cos n)? (ch §; — cos ,)?
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R ,h g, (1 —chfcosy)sin (6 - ﬁo) _p sh{ (1 —ch{ cosy,)sin (6, — 0)
31

(ch¢—cos ) ch% —cosny) = 9 (ch§—cosn) (ch &, — cos ,)?

_ (ch.g,cos ny— 1) sh{sin v cos (0—0,) —sh §, sin v, (ch{cosy—1)
(ch{—cosm)? (ch §,— cos 720)2

. . (3.15)
-b sh{sh ¥, sin sin»,cos (8 —6,) 4 (1 —ch{cos n) (1 —ch §, cos 1)
B (ch §— cos 1)? (ch §, — cos 7,)?
2‘ ~ sh¥sinysin (6, — 0) 5 sh{, sin 7, 8in (0 — 6,)
gz(s) =b p=b

(ch g, —cos m,) (ch{ — cos n)? > (ch{—cos ) (ch §, — cos n,)? ’

gui= b2 sh ¢ sh ¢, cos (0 —6,)
3 (ch g —cosn) (ch g, —cos 1) '

Primetimo jo§ na osnovu (3.7) da je za sludaj Dekartovih pravouglih
koordinata y=x'(i = 1, 2, 3) dvotadkasti tenzor g,, jednak Kronekerovom simbolu,

gaa.=8¢.,={(1)’ :;Z (3.16)

Uporedenjem metrikog tenzora (1.19) i dvotadkastog (3.4) moZemo da
zaklju€imo da je g,p(x)=g,,(4, X) 4=x, tj. da dvotalkasti tenzor g,,(4, X)
postaje osnovni metriCki ako se tatke u kojima leZi dvotackasti tenzor poklapaju.
Tako se iz izralunatih dvotalkastih tenzora od (3.11) do (3.15) izjednadenjem
koordinata tataka O i X dobuaju kovarijantni metri¢ki tenzori napisani na
stranama 15 i 16.

Pored kovarijantnog i kotravarijantnog dvotatkastog tenzora (3 7) i (3.10),
esto &emo koristiti u paralelnom prenosu vektora i meSoviti dvotalaksti tenzor.
To je kovarijantni dvotadkasti tenzor g,, kome je pomocéu kontravarijatnog
metric¢kog tenzora g*® ili g? podignut jedan indeks gore, tj.

@B __ B’
{gabgab gab (317)
8«68 —&a-

Izjednadenjem koordinata dveju tafaka bipunktualnog tenzora i ovde, kao
i u (3.16) dobijamo Kronekerove simbole

1, a=a,

2(0, X),,, =8 =
82(0: X)j0.x [o, aa.

(3.18)

To pokazuje da dvotadkasti tenzor moZemo smatrati vektorom ponaosob
u njegovim dvema tatkama, ¥to se u ostalom vidi i iz (3.4), t¢ na kao takav
mogude je primeniti sve operacije tenzorske algebre. -
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4. Integralenje kovarijantnog diferencijala vektora poloZaja

Parcijalne diferencijalne jednadine (2.4) ili (2. 3) pokazali smo, jednako
vaZe u pravolinijskom koordinatnom sistemu ¥ kao i u krivolinijskim kOOl'dl-
natnim sistemima X, s tim §to se za pravolinijske koordinate y tatke, za koje
je gy =const. kovarijantni izvodi svode na oblcne parcijalne izvode. U tom
sludaju, s obzirom na (1.8),

or,
0zk .
otigledno moZemo da odredimo kovarijantne koordinate vektora poloZaja r

pomoéu obiénog integralenja. Zaista, pomnoZimo li postupno jednaline (4.1)
odgovarajuéim diferencijalima dz*, a zatim:saberemo po indeksu k, dobiéemo

dr;=2, dz*. - ‘ o 4.2)

=9, 3y=const, |3,|#0, (4.1)

Odavde sledi ,
r=a2% (i, k=1,2,3), SRR ‘ “4.3)

ey

gde su A, integracione konstante.

S obzirom da smo pokazali -da su svi uvedeni koordinatni sistemi X
ravnopravni sa ¥, javlja se kao posledica toga da se integrali (4.3), koje smo
odredili u pravolinijskom koordinatnom sistemu Z= (z, 9), mogu odrediti i u
odnosu na krivolinijske koordinatne sistemé X. To je moguce post1c1 na dva
nacina, i to:

. 1. Primenom :transformacije (1. 18) i(l 24) na (4.3),-u k'om sluéaju nije
potrebno da se koriste kovarijantne relacije (2.4); .

: 2. Primenom kovarijantnog integrala tenzora, pri kojem Je oéuvana ten-
zorska priroda vektora r u koordinatnom sistemu X, $to mje sluéaj i kod
obi¢nog integralenja.’

Kovarijantno integralenje u krjvolmljskom koordlnatnom sistemu X odgo-
vara obidnom integralenju u koordinatnom sistemu ‘Y. S obzirom da kovari-
jantni integral tenzora ovde primenjujemo prvi put, ovaj odeljak éemo izloZiti
neito detaljnije. PomnoZimo postupno parcijalne diferencijalne jednacine (2.3)
diferencijalima dx’ Kkrivolinijskih koordinata x! i zatlm saberimo. : Doblcemo
kovarijantne diferencijale A .

Dry=dr,—Tir, dx’=gk,dx’, Gk, 1=1,2,3), (44
gde su, kao §to je poznato, u opitem sludaju
T =1 (%), _
Th=Th(x), - 4.5)
81 =81 (%),

funkcije koordinata x. Diferencijalne jednadine (4. 4), kao §to se vidi, u odnosu
na koordinate x su nelinearne, ali u odnosu na koordinate vektora poloZaja rk
su linearne 1 piSemo ih u obliku .

Dry=gudx, (k,1=1,2,3) . (46)

gde kovarijantni ili apsolutni diferencijal Dr, ima ono svojstvo u krivolinijskom
sistemu X, koje ima obi¢ni diferencijal dz; u .rpravolinijskom koordinatnom
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sistemu Z ili Y. Komponujemo li (4.6) kontravarijantnim tenzorom g* dobi-
jamo da je
g" Dr, = Dgkir, = ghi g, dx! = 8}dx,

tj.
Dri=dri+ Ty rk dx! = dx 4.7
Diferencijalne jednaine (4.6) moZemo, prema tome, da napifemo u obliku
Dr, =g, Dr'. (4.8)

Primetimo pri tom da se metri¢ki tenzor g,,=g,,(x) ponasa prema apso-
lutnom diferencijalu, kao konstanta prema obi¢nom diferencijalu. Drugim redima,
kordinate g;,;(x) su konstante §; iz koordinatnog sistema Y, ili 3;=const. iz
koordinatnog sistema Z, preslikane na krivolinijski koordinatni sistem X, i kao
takve zavise od koordinata x. Zato ih i nazivamo kovarijantno konstantni tenzori,
a kriterijum kovarijantne konstantnosti jeste da je kovarijantni izvod tog tenzora
jednak nuli. ’

Kovarijantni integral tenzora®, koga oznafavamo znakom f , od jedna-
¢ina (4.8) bice

f D’k'—‘fgkzD"':
odnosno '
re=8ur'+ 4, 4.9)

gde su A4, = A4, (x,, x) kovarijantne koordinate kovarijantno konstantnog vektora,
koji u ovom sludaju odredujemo paralelnim pomeranjem vektora r,—gr' iz
tatke O(x,) u tatku X (x) tog istog prostora. Na ime, to je

Ak=g,': r,,—gﬁg,,crﬁ (4.10)

gde su gb =g} (x,, x) koordinate mefovitog osnovnog dvotatkastog tenzora.
Uzeli smo da indeksi iz skupa slova a, b, ¢, d, kojima odgovara skup brojeva
1, 2, 3 napisani u kurzivu, pokazuju da dvotaCkasti tenzor, ili drugi vektor sa

indeksima a, b, ¢, d leZe tom svojom valencijom u tagki x,. Dvotadkasti tenzor
b v . .

gi ponasa se kao vektor u odnosu na indekse jedne tatke, pa se u odnosu na
isti mogu primeniti pravila tenzorske algebre.

Kako na kootdinate vektora (4.10) moZemo, pored ostalog, primeniti
sledede algebarske operacije

b
ro=8bct" 8k 8bc=E8ke>

to za kovarijantno konstantni vektor 4, iz (4.10) dobijamo da je jednak nuli,
A =8 8peT° — 8k 8oc T° = 8ie (r° = r) =0, (4.11)

§to je ina¥ sledilo u ovom slu¥aju i iz (1.22) i (4.9), i 3to pokazuje da je
otuvano svojstvo vektora poloZaja r pri kovarijantnom integralenju vektorskih
diferencijalnih relacija u krivolinijskom koordinatnom sistemu X. Inale za vek-
tor r &iji podetak nije fiksiran u koordinatnom sistemu X ili ¥, vektor para-
lelnog pomeranja A=(4,, 4,, 4,) zajedno sa vektorom r obrazuje afini prostor
A+ re A3, koji proizvodi afine transformacije koordinata oblika (4.3) ili njihove
odraze (4.9) u koordinatnom sistemu X.

*) Vidi prilog na strani 190.
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5. Kovarijantna brzina tacke

Pod pojmom kovarijantna brzina tacke mi podrazumevamo vektor brzine
tatke &ije koordinate izraZavamo pomodu izvoda koordinata vektora poloZaja r
tatke. Promena vektora poloZaja r mehanitke tatke po vremenu ¢ u bilo kom
trenutku #* prema inercijskoj bazi naziva se brzina mehanitke tadke ili krade
brzina v tacke i jednaka je :

dr . or(t*+ ‘r)—r(t*)

V= = lim
dt | t=¢* =0 T

(5.1)

Kako vektor r ima svoju podetnu ta8ku za svako ¢, to vektor brzine
(5.1) tatke M ima podetak u krajnjoj tadki M vektora poloZaja r take M.
Ako za inercijsku bazu uzmemo uvedeni koordinatni sistem ¥ =(y, €), u kojem
je razloZen vektor r kao u (1.14), §to je uvek moguce, vektor brzine v & R3 bice

d , . d
v=— (Y e)=—(r*g),
dt(,v ) dt( &)

pri éemu postoje veze (1.14) izmedu Dekartovih pravolinijskih y i Krivolinijskih
koordinata x tacke M. S obzirom da je inercijska baza nepromenljiva u toku
vremena ¢ iz prednjih relacija sledi

a4y dxk 0yt drk ,kf_g_k év_’

vk ___e’_:__.. T ei=—-——-. . 5.2
B T a0 T T BT o (52)
RazloZimo li jo§ i vektor —= o8 na koordinatne vektorc g, kao u (2.2),
x!
odnosno,
208,
o——l—rklgj: (53)

dobicemo vektor brzine izraZen pomocu koordinata vektora poloZaja r tatke u
krivolinijskom koordinatnom sistemu X,

k k
g Bt A D (5.4)
dt dt dt dt

Skalarnim mnoZenjem relacije (5.2) j-tim koordinatnim vektorom g; ako
se ima u vidu povezanost (4.3) dobijamo kovarijantne koordinate vektora
brzine mehanitke tacke,

0gj dx’
v,=v.g;=—(r rk
/l &; ( 8’ gj) 8k Py dt
odnosno u obliku
dr; dxt
V= — ——r, 5-5
y=—y i e— 7 (5.5)
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Na osnovu izvedenih izraza (5.4) i (5.5) moZemo da kaZemo: koordinate
vektora brzine jcdnake su apsolutnom izvodu koordinata vektora poloZaja po
vremenu, a kovarijantne koordinate vektora brzine tacke-. apsolutnom izvodu
odgovarajuéih koovarijantnih koordinata vektora poloZaja po vremenu u istom
koordinatnom sistemu. »

Relacije (5.4) pokazuju jo§ da su koordinate vektora brzine u koordinatnom
sistemn X i izvodi koordinata x taCke po vrcmenu f; pa prema tome i ko-
varijantne koordinate vektora brzine » su linearne kombinacije koordinata

. dx*
vektora —,
dt
© dxk _ . dxk :
v 7 O =8 l (5.6)

Primer. Odredimo direktno pomodu formula (5.4) i (5.5) kontravarijatne
i kovarijantne koordinate brzine tafke u sfernom sistemu koordinata x!=r,
x2=gq, x3=0. _ . 4 .

Na strani 15. u primeru 3. pokazano je za taj sistem koordinata da je
ro=rl=r, r,=ry=r*=r3=0, pa za izraunavanje traZenih koordinata vektora
brzine potrebno je jo¥ da se znaju Kristofelovi simboli u sfernom sistemu
koordinata. Razli¢iti su od nule sledeéi simboli®

. 1.
I,=—r, Tl=rsinZe, I“§3=—~2—sm2<p,
1
I=Th=—, I3=cige.
r

Prema tome (5.4) ée biti:

o drt o odx! dr
M= — ===
dt d dt
o9 ax gzili’:d_‘?
dt dt dt
vs__‘k__,, 11*3,_‘2“__,-1"?3‘_{_9-__@
dt dt
Na isti nadin mogu se pomocu (5.5) dobiti kovarijantne koordinate brzine
. dar i dx! dr i dx‘ dQ) 1 dx‘
v,, Zaista, v.=— Ty r—=—, yv,=-Igyyr—=r2-2L y,=-T3;r—=
I T a T a iy da’ M

. a0 C
=r2 smch;;, a to se i traZilo.
t

" % Vidi, na primer [22] str. 119°i 111.
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6. Impuls kretanja dinamicke tatke

Dok god smo govorili o vektoru r tatke M imali smo u vidu geometrijske
parametre tatke M EE; u odnosu na izabranu inercijsku bazu. Ve¢ pri uvode-
nju vektora brzine v tatke M, za koji smo govorili brzina mehanitke tacke,
podrazumevajuéi pri tom kinematiCku tacku, uveli smo i novi parametar tER;
dakle kinematickoj tacki pridruZeno je pored koordinata x i vreme f. Dinamitkoj
tacki, medutim, pored vektora brzine pridruZujemo masu m tatke M. Tako veé
uvedeni pojmovi vektora poloZaja i vektora brzine dobijaju nove kvalitete s
obzirom na novu dimenziju mase m. Proizvod mase i vektora poloZaja mr na-
zivaéemo linearni polarni moment inercije tacke, a proizvod mv mase m i vek-
tora brzine v nazivaju ili vektor koli¢ine kretanja ili vektor impulsa. Kada je
re¢ o vektoru p=mpv, nezavisno od koordinatnog sistema, Ge¢Sée ga nazivaju
koliéinom krctanja, a ako se govori o istom vektoru posredstvom njegovih pro-
jekcija na koordinatne ose, onda je &eSée u upotrebi naziv impulsi ili genera-
lisani impulsi. S obzirom da je pojam impulsa obuhvatniji od pojma koliGine
kretanja mi ¢emo, ako ne bude drugadije reSeno, upotrebljavati naziv impuls
kretanja podrazumevajuéi pod tim pojmom kovarijantne koordinate vektora p
koli¢ine kretanja na koordinatne ose, kao i odgovarajuée implikacije koje iz
tog vektora slede pri algebarskim transformacijama vektora brzine. U krivoli-
nijskom koordinatnom sistemu X=(x, g) vektor p=mv, u skladu sa relacijama
(5.2), (54) i (5.6) moZemo da napisemo u obliku

m Dr!
¥4 p &i

PomnoZimo li skalarno ovaj vektor p koordinatnim vektorima g, dobijamo

kovarijantne koordinate p, vektora p, tj.

Dri
Pr=P 8=MEg; 8 — >
dt
ili
Dr? dx’
=ay, —=a;—, i,k=1,2,3 .
Pr=ay ar * ( ) 6.1
gde su g, kovarijantne koordinate tenzora
Ay =M g;* 8 =y (X). (6.2)

Kovarijantne koordinate (6.1) vektora p upravo nazivamo impulsi kretanja
dinami&ke tacke mase m ili krafe impulsi kretanja tacke. U Dekartovom pra-
volinijskom koordinatnom sistemu ¥ =(y, e) koordinate tenzora (6.2) su jednake

masi m, tj.
a ={’” v[’=k (6.3)
0 i#k

U odnosu na koordinatni sistem Z, koeficijenti a, su proporcionalni koe-
ficijentima (1.9),

Qg =m3y, Vi, j=1,2,3), 6.4

a u krivolinijskom koordinatnom sistemu X, kao $to se vidi iz (1.23), koeficijenti

ay, proporcionalni su odnosnim koordinatama metri¢kog tenzora g, prostora Ej,

Qi = MG - (6.5)
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S obzirom da koeficijenti (6.5) imaju i inercioni i tenzorski karakter za
njih ¢emo upotrebljavati naziv inercioni koeficijenti ili inercijski tenzor®. U kla-
si€noj mehanici, napomenimo, za tenzor (6.5) najrasprostranjeniji je naziv met-
ricki tenzor konfiguracionog prostora, koji se kao takav moZe prihvatiti tek
posle uvodenja pojma konfiguracionog prostora. Za tenzor imercije su uobiajene
drugadije relacije, ali éemo kasnije pokazati da se one izvode iz relacija (6.5), te
Cine uZi skup od skupa koordinata tenzora (6.5).

Za sludaj kada je masa m tatke M konstantna veliCina, m =const. iz de-
finicije linearnog polarnog momenta inercije

p=mr=mrig,=og, (6.6)

dobijamo impulse kretanja kao izvode vektora (6.6) po vremenu. Stvarno, izvod
po vremenu vektora (6.6), ako se ima u vidu prethodno izlaganje, dovodi do

ilLF’*11— 2’—13 ng
dt a > o

gde su o' =mr’ koordinate linearnog polarnog momenta inercije p. Odavde ska-
larnim mnoZenjem koordinatnim vektorom g, dobijamo :

mg;-g, Dr! =88 Dp
i kT, dt i k. dt

odnosno, s obzirom na (1.23) i (6.5),

D D Dri
Pie=8ik—~ p P =y - (6.7
dt dt dt

Kako su p, kovarijantne koordinate vektora p linearnog polarnog momenta
inercije, moZemo reci da su impulsi kretanja p, dinamitke tacke jednaki apso-
lutnim izvodima kovarijantnih koordinata p, vektora linearnog polarnog momenta
inercije po vremenu . S obzirom na (6.5) tenzor g, ima sve osobine metriCkog
tenzora g,, pri m=const., pa iz relacija (6.6) lako odredujemo koordinate
Dr! . . . N i . .
= vektora brzine v dinamiéke tacke pomodu impulsa kretanja. Komponujemo

t

li relacije (6.1) i (6.6) kontravarijantnim koordinatama tenzora a sledice

Dr" dx" DPk
= =gN aki =X 6.8
dt  at Pe= (6.8)
jer je, kao i u (1.27),
a, a9 =3, (6.9)

Tako na osnovu izraza (6.1) i (6.5) ako su poznate koordinate metrlckog
tenzora moZemo da odredimo impulse kretanja.

*) U literaturi je uobitajen naziv metri¢ki tenzor konfiguracionog prostora.




Kova.ijantna dinamika 29

Na primer u bipolarnom sistemu koordinata x!=¢, x2=1%, x3=9
(0<¥< 0, 0<y<2 7, 002 ), koje su povezane sa Dekartovim y kao u 6.
primeru na strani 16, imamo odredene koordinate metritkog tenzora, pa mo-
Zemo napisati da je

p,=a x1=__m_b2_c_h_c_ c (xi_‘_if)
Lo (ch { —cos 1)? ’ arl’
pa—ay, 2= TEEHE
(ch §{ ~cos n)?
pi=a, i = mb? ch?
37 %33 -

(chg~cosm)?

Mnostvo koordinata x' poloZaja tatke X, kovarijantnih koordinata p;
vektora impulsa kretanja dinamicke take i vieme ¢ nazvademo stanje kretanje
dinamitke tacke. Uodimo odmah da izmedu koordinata vektora impulsa p; i
koordinata poloZaja x' dinamitke tatke postoje uvek diferencijalne veze (6.1).
Impulsi kretanja u inercionom sistemu ne postoje ako nema promene poloZaja
dinamicke tacke u datom trenutku vremena prema tom sistemu. U tom slu€aju
za stanje kretanja tadke kaZemo ravnotefno stanje dinami€ke tacke, koju defini-
ciju zamenjujemo zapisom x'=const. p;=0. Tada su i koordinate vektora po-
loZaja tatke r' konstantne, jer kao §to se vidi iz (1.18) funkcije od konstant-
nih argumenata su konstantne.

7. Mehanicka tatka na potprostorima

- U realnosti mehaniCka tacka &esto leZzi na potprostorima R,CE; &ija je
dimenzija m< 3. Smestavanje potprostora u prostor E, ostvaruje se koordinatnim
vezama f(x)=0. U bilo kojem koordinatnom sistemu X ma kakvo ograni¢avanje
intervala rasprostranjenosti makar jedne koordinate x ogranifava potprostor na
kojem se nalazi mehanika tatka. U tom sludaju ograniava se i oblast posto-
janja koordinata vektora r poloZaja tatke M, jer je tada, na primer, r,=r;(x!,
x2, x3=const.) ili r,=r,(x!, x2, x3= f(x!, x?)). Vektor poloZaja r&R? tatke M
u opitem sludaju je izvan potprostora R,,, jer njegova podetna tatka u opstem
sluaju ne pripada potprostoru R,,; samo u pojedinim i pofetna tatka vektora
poloZaja moZe da pripada posmatranim potprostorima. Ogranifeno¥éu svojih
koordinata vektor poloZaja r odreduje tatke M potprostora u odnosu na po-
Cetnu PEZR,,, ali u tom sluéaju ne govorimo o potprostoru R,,, nego o polo-
Zaju tataka M EE; pri postojanju veza f(x)=0. A kad govorimo o potprostoru
mi u sultini podrazumevamo te veze ili njihove preseke. Tako, na primer, ako
je samo jedna koordinata x3=const., za taj potprostor kaZe se koordinatna povrs,
a za slu¢aj dve konstantne koordinate, recimo x3=const. i x2=const. kaZe se
koordinatna linija. U pravolinijskom sistemu koordinata y, koordinata x'=x'=
const. odreduje ravan; u sfernom koordinata x!=r=const. odreduje sferu, a u
bipolarnom koordinatna povr§ x!={=const. (0<{< =) je torus. Prema tome,
na tim povr§ima potrebne su i dovoljne dve nezavisne koordinate, a na koordi-
natnoj liniji samo jedna za odredivanje poloZaja tatke. Oznacimo li te nezavisne
koordinate slovom ¢* gde je « prirodni broj manji od 3, onda za odredivanje
poloZaja mehanitke tatke na datom potprostoru usvajamo upravo te koordinate
g ¢&iji skup, za sve vrednosti koje one uzimaju iz skupa realnih brojeva, nazi-
vamo potprostor R,,.
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Brzinu kretanja talke na potprostorima R, odredujemo prema uvedenoj
definiciji (5.1) iz koje sledi relacija (5.2), pri novoj ¢injenici da postoji pove-
zanost medu koordinatama x. Ako se radi o koordinatnim povriima ili koordi-
natnim linijama (x'=const.; i=1, 2, 3), onda na osnovu (5.4) sledi da je v'=

i
%)i=0, pa vektor brzine (5.2) pifemo u obliku
t

y=x*g, (J'Cd'=%t; aEN,, m<3) (7.1)

gde su g, koordinatni vektori (1.16) a N, ogranieni skup prirodnih brojeva
{1, 2, ..., m}. Na sli¢an nain odredujemo brzinu i u opitijem slu€aju kretanja
tatke M (g) na potprostoru R,. U tom slucaju vektor poloZaja r je vektorska
funkcija koordinata g tatke MER,, tj. r=r(g), a vektor brzine te tacke je

or
0q*

V=

L , . dqc .,
q4*=q"g,=v"g,, (v -4 ) (1.2)
dt

, . 0 . . “ ..
gde su koordinatni vektori g‘*:;:; funkcije koordinata ¢, a leZe na svojim
q

koordinatnim osama koje tangiraju potprostor R,, u posmatranoj tadki. Tako
svi vektori u tatki M (q)ER,,, koji su linearne kombinacije koordinatnih vektora
g.= 8.(q), obrazuju linearni vektorski tangentni prostor R™; bazu ovog tangentog
prostora &ine koordinatni vektori g,. U opStem slu€aju vektor poloZaja r talke
M (q) ne pripada tangentnom prostoru, ré&R™, kao §to to pripada njegov di-
ferencijal

dr(q)"‘_gadqar (73)

i vektor brzine v&R™ tatke M (¢)ER,,.

Koordinatni vektori g,&R™(m<3) kvalitativno se razlikuju od koordi-
natnih vektora g;ER3, jer ne zadovoljavaju uslove inercijske baze (1.2). odnosno
(1.28). Tako vektori g, ¢ine novu neinercijsku bazu pa i vektore g, nazivamo
bazni vektori, pri ¢emu se misli na bazne vektore tangentnog prostora R™
Zato ¢emo mi pisati bazmi vektori prostora R™ Apsolutni izvod ovih baznih
vektora prostora R™ po vremenu razliit je od nule i kao vektor upravan je na

. or L
tangentnom prostoru R™. Vezu izmedu vektora g¢=5-; 1 vektora e; inercijske
q
baze moZemo da ostvarimo pomoéu vektora poloZaja (1.15) i to

i
[3

oq

3

= =g, (i= 1, 2, 3; rang =m<3) (1.4

m

Ako uzmemo u obzir nepromenjivost inercijske baze (1.2) izvod po vre-

menu baznih vektora prostora R™ je

02 i . )
. TV e, (1.5)
dt 0qfo0q" .
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5
Vektore a_a;a}iq?e‘ERs moZemo da razloZimo po vektorima g, i jednom
q
vektoru n» upravnom na vektorima g., »l g,, kao
2y y
;=T g, + by, 1. 7.6
04°0g" i pa&y T Og (7.6)
U smislu takve povezamnosti (7.6) izvod (7.5) postaje
Dg, dg. v _dq® . dq°
S22 Ty & ——=b,, ——n, 7.7
a ar E Ty Ty 7.7)

§to se bitno razlikuje od uslova (1.2) i (1.28). S obzirom da izmedu puta s i
vremena ¢ postoji kinemati€ka veza s=s(t) izvodi (7.7) mogu da se napi$u u
obliku

- = baﬂ s
ds dt ds dt
odnosno
Dg dq®
% —byg —n. - (1.8)
ds g ds (

Relacije (7.7) ili (7.8) pokazuju da se uslovi (1.28) mogu da ispune jedi-
no na potprostorima R, za koje je

dg®

bysg=0 = b, —=0, (7.9)
ds

a za ovo je dovolino da drugi osnovni tenzor b,, bude jednak nuli.

8. Autoparalelno pomeranje vektora brzine

Pod autoparalelnim pomeranjem vektora brzine podrazumevamo paralelno
pomeranje vektora brzine samom sebi u tangentom vektorskom prostoru Ako
se mehanitka tatka kreée po potprostoru R,,,, a vektor brzine v=g* &o (g) tacke
M(@)ER,, se ne menja 'na putu sC R,, pri prelazu iz tadke s, u njoj susednu
tatku s+ A s, tada su vektori brzine u tim dvema susednim taékama medusobno
paralelni u tangentnom prostoru R”. Ta definicija autoparalelizma vektora brzine
na putu s uslovljava da je izvod vektora brzine po putu s jednak nuli, tj.

f—l;—:~=0 S obzirom na (7.2) sledece

dv dv* og. dg*
— =g ) =g, == =0, a, BEN,, m<3 8.1
dt ( £) dt ox® dt (x B " ) @D

Medutim, kako je*
/]

g
;)_;:_ =Tipg, +ban,

» Vidi [1].
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gde je vektor m upravan na vektor g, u svakoj tatki M(q)cR,, a b, drugi
osnovni tenzor potprostora, imaéemo

dv [dv* . dq® dq®
E=(E+FZ‘51‘“ %) g.,+b¢5v°‘d—qtn=0. (82)

Skalarnim mnoZenjem ovog izraza koordinatnim vektorima g, dobijamo
uslove autoparalelnog pomeranja vektora brzine u koordinatnom obliku

B =—2=0 & —-=0, (8.3)

a to je: vektor brzine talke na potprostoru autoparalelno se pomera u tangen-
tnom prostoru ako je apsolutni izvod koordinata vektora brzine po luku putanje
jednak nuli,

Iz uslova (8.2) i (8.3) sledi jo$ da je i-

dq®
bvt— =0,
ap s

a odavde, pri s=v=0,
A
g dq” dq®_,,
ds ds
To pokazuje® da vektor brzine ne napu$ta tangentni prostor ni u jednoj
tatki M(g)ER,,.

9. Rastojanje izmedu tacaka

Rastojanje izmedu mehani¢kih tafaka na putu s bilo na konaénoj razda-
ljini /=s, —s5,, bilo izmedu dve neposredno blize tatke, je od bitne vaZnosti u

mehanici. Za vektor poloZaja r=PM talke M vezane su dve talke i to poletna
P i poslednja M &ije rastojanje &ini veliina r vektora r. S obzirom da imamo
metri¢ki tenzor g, prostora E, i koordinate r’ vektora poloZaja r u bilo kojem
koordinatnom sistemu X=(P, x, g) udaljenje tacke M od talke P odredujemo
obrascem

r2=g,-jrirf, (is j= 1, 2, 3)3 (9‘1)

s tim da treba imati u vidu da koordinate tatke P &ine prazan skup. U protiv-
nom ako odredujemo rastojanje /=MM izmedu talaka M, (x,) i M,(x)) u
krivolinijskom koordinatnom sistemu X ne moZemo da Koristimo metri¢ki tenzor
g;(x), s obzirom da su koordinate tog tenzora funkcije samo jedne tatke. Samo
u sluéaju da je g, =const,, kao u (1.1) i (1.9), tj. pravolinijskom koordinatnom
sistemu Y ili Z moZemo da pifemo

=38, (- ) 0i- ), A 9.2)
ili ‘
12 =23;(z2— 21) (23~ 21).

*) Vidi [12], str. 195.
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Ako su tatke M, i M, u neposrednoj blizini, tako da je Vh=yi+A ¥, te
da poloZaj tatke M, moZemo da odredimo pribliZnom taénoSéu pomoéu
poloZaja tacke M, korlstlmo metridki tenzor gy(x), te rastojanje izmedu dve
neposredno blize tacke M, (x) i M, (x+ A x) u koordinatnom sistemu X odredu-
jemo obrascem

(dr)?=ds? =g, DriDy/ =g dxidx), (i, j=1,2,3). (9.3)

Ovaj obrazac za kvadrat duZi obuhvata i rastojanja izmedu dve neposredno
blize tatke na koordinatnim potprostorima (koordinatnim povr§ima i koordi-
natnim linijama) pri demu treba uzeti u obzir veze x'=const. &N v<2). U
tom sludaju pifemo

dsz = gx'j Dr ! Dr j[ xv=const. = &, u,,dxl dxj[ XxV=const. (94)

Inade, opstije, na potprostoru R, (mEN m<3), u tatki M{(q) element
luka odredujemo obrascem

ds2=-gae(q)dq°‘dq5, (“s ﬁENs “<3)’ Y o (9'5)

do kojeg se lako dolazi medusobnim skalarnim mnoienjein dr-dr diferencijala
dr vektora poloZaja r(q) tatke M(q), koji je predstavljen izrazom (7.3).

3 Kovarijantna dinamika



" DINAMIKA TACKE
Axiomata
Sive
leges motus®
1. o _
. Svaka dinamicka tatka poseduje impuls kretanja koga zadr-

Zava u stanju mirovanja ili ravnomernog kretanja po najkraéem
mogucem putu u nasledenom smeru sve dok silom bude prinudeno

da promeni steceno stanje kretanja.

2.

Promena impulsa kretanja dinamicke tacke po vremenu jednaka
Jje sili koja dejstvuje na nju i zbiva se u trenutno orijentisanom

pravcu sile.
3.
Ako na dinamicki objekt dejstvuje vise od jedne sile reprezen-
tativna tacka objekta se krece kao da na nju dejstvuje ekvivalenta

rezultantna sila.
4.

Sve materijalne tacke dinamickog objekta dejstvuju jedna na
drugu jednakim i suprotno usmerenim silama.

*) Ovim Njutnovim naslovom iz njegovog fundamentalnog dela ,,Philosophia naturalis
principia Mathematica*, Zelimo da istaknemo da ova Kovarijantna dinamika po¢iva na teme-
ljima klasi®ne mehanike. Uoéljive uzmene Njutnovih (Newton), Galilejevih (G. Galilei) i (Hertz)
Herecovih formulacija su takve da omoguéavaju dalje izvodenje cele dinamike a da pri tom

ostanu saéuvani njeni klasi¢ni stavovi,

34
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10. Kretanje tatke u odsutnosti sila

Kretaje dinamicke tatke u odsutnosti sila odreduje prvi zakon kretanja.
Realna odsutnost sila u prirodi je rasprostranjena, ako pod odsutno$éu sila
podrazumevamo medusobno ponistavanje sila kojim dva ili vise objekata dejst-
vuju jedan na drugl Cak i'u polju sila_gravitdcije, il konkretnije, u polju sile
Zemljine tefe moZemo posmatrati dinamiku tadku u odsutnosti sile ako drugi
objekt neutralife tu silu teZe. Na primer, za te§ku loptu na horizontalnoj glat-
koj ravni u izolovanoj sredini moZemo kazati da je u stanju odsutnosti sila, jer
se ravan opire lopti silom kojom kugla pritiska ravan. Sli¥no se mogu navesti
mnogi_drugi primeri na koje ne dejstvuju nikakve sile. Prema prvom zakonu
dinamike pri odsutnosti sila dinami¢ka taCka ¢e se kretati po najkracem putu s,
i to iz taCke s, u trenutku 7, ka tacki s u trenutku t, V #>¢,. Metriku prostora E,,
shodno formulama (1.23) i (4.7), moZemo da napiSemo u obliku

ds2=gUD’i.Df'j, . (l’ _'l 2 3)

te predeni put u intervalu vremena (7, ) je
t .
' ~Dripe T
S—So=f gu;,t— ar dat, . (10.1)
N o . s
gde je ¢ parametar od koga zavisi s=s5(7):
U sludaju da je t=s odigledno je

=gy~ —= lv, o (10.2)

a integral (10.1)

51

S='~"1_So=f 8 5 I ds. (10.3)

S0

Prema provm zakonu tadka ¢e se kretati po najkracem putu u odsutnosti
sila. Najkra¢i put izmedu dve tatke s, s, odredimo iz (10.3) pomoéu prve
varijacije uz uslov da je druga varijacija veéa od nule. Pretpostavljajuéi da sve
krive prolaze kroz talke x'(A, 5,) i x'(A, s5,) kovarijantna ili apsolutna varija-
cija D koordinata vektora poloZaja #/, kao i varijacija koordinata x' u tim tag-

kama biée jednaka nuli, tj. 3x}=8x] =D rh=Dr{=0. Ekstremnu vrednost ima
onaj put koji zadovoljava uslov

31

Dr* DP
8S=f8 glj 7;'2-; dS=0, “90_<S<s1‘ (]0.4)
S0 ) .

Odavde dobijamo u prvom koraku variranja

fl | ( Dr Dr‘f)
> f 8y d ds=0
gde je f odredeno izrazom (10 2)

3+
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S obzirom da je varijacija 8 invarijante f, tj. promena po parametru A,
Jednaka apsolutnoj vanjacul te mvarljante po 1stom parametru, moZemo dalje

napxsatx )
N

: 1 . Drl D¥
—D|g; — —) ds=0.
[ 2 (g" ds d,-) ’
3 :
- Odavde dalje sledi:

s

* DA _ (DA
fg,,z:n %(d:) ds=0. (10,5
gde je o | |
%(D”) —e D D e
ds ds

Ako se ima u vidu da Je Drf =dxJ, kao i to da je ddx/=d3x/, lako se
pokazipje da je i

ds

J
? (QL).*% @), | (10.6)
pa (10.5) moZemo napisati u obliku
Ff { Di_ N [ . (DA
D ——<z>r')—j ' D(——r-)%r'=0.
f (gu ds &y ds

3 S

Kako je

n

Dr pri_ |
fD(gg};cZ)r')=g”;s—cbr' =

So . L]

tra¥ena varijacija (10.4) se svodi na

. 85

ASS-'_—,ng (d )%T'=0

So
ili
. - D .
3s= —f (g,, )%r‘ds
ds
.1'0 -
Kako su u opftem sluéa_]u %r’-—,éo iz prethodne jednadine dobuamo
kovarijantne diferencijalne jednadine puta

D Dr
=0, i, j= 1 2 3 - (107
o (gy & @ J ) ’ . (10.7)
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ili

DA d (Dr\ ., Drl dxt
(@)

+ I — ——=0. 10.8

s ds " s s (10.8)

‘U pravolinijskom sistemu koordinata y apsolutni izvod —‘?- jednak je iz-
s~

vodu %, a koordinate vektora r, kao §to se vidi s (1.3), koordinatama‘ y',

odnosno r'=y), pa diferencijalne jednagine (10.8) dobijaju klasi¢ni oblik diferen-
cijalnih jednatina prave kao najkraée linije u Ej; 4.

dz yi
=0, = 10.9
ds? ‘ : ( - .)
a odavde
Y-w=Jol-s) (=123 (10.10)

U krivolinijskom sistemu koordinata diferencijalne jednaine (10.7) ‘naj-
kradeg puta takode se mogu integraliti u op$tem obliku pomodu kovarijantnog
integrala (P2.18). Tako iz (10.7) dobijamo:

N\

* (Dr Dr
D|[=\=g, — -4,
\/ (ds) Eu ds !

. o J
gde je A,(X,, X) kovarijantno konstantni vektor, tj. vektor g, ? paralelno
s : 5

prenofen iz tatke X (x) u tatku X (x). To ostvarujemo ponioéu osnovnog dvo-
tatkastog tenzora (3.7) i to:

a Drt ,
A=gigp—, S (10.11)
ds v
gde je gf= gl (xd, x3, x3; x!, x2, x3) mefoviti dvotatkasti tenzor u taékama
xb=xi(s;) i x'=x(s). ' '
Tako se prethodni integrali svode na
br Drb
g, —=g8&s—1, I, j=1,2,3; a b=1, 2, 3).
v ,w(wl G, j=1,2 )
odnosno

Drb
gyDri=g, (—) ds.
ds |,

Primenimo li ponovo na ove kovarijantne diferencijalne jednagine kovari-
jantni integral, tj.
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dobiéemo
.. .. Drbt
gurj=gib;7d-; s+£i‘ (10.12)

jer se tenzor g,=g,(x) i dvotalkasti osnovni tenzor g,=gy (%, ¥) ponalaju
kao konstantne vehéme u kovarijantnom dlferencuan]u i integralenju, a diferen-
cijal ds od s jednak je apsolutnom diferencijalu Ds. Odredivanjem vektora C%
kao u postupku odredivanja vektora (10.11), nalazimo

. a " : Drt R )
Bi=gi (gabrb—gah I so)- : § (10.13)

Zamenom u (10.12) dobijamo konacne jed;tac“ine najkraéeg puta po kojem se,
saglasno prvom zakonu, kree dinamicka talka, a to su:
gP=¢g bt S¥gart—g b
ij b dS " ib dS 0

ili posle sredivanja,

Drb\ (4, j=1,2,3 -.
= (s -s)+ P ’ » ) 10.14
[ I I A BRI AT
U razvijenijem obliku- ove jednaline ‘mo'fiemo napisati kao:
n) [eu & gs)[(%)] . ()]
(=82 g2 g Lr6-s)+idyt o (10.15)
ry 831 &2 &3 %o A

: ; . . . . :
,gdc Je saglasno (4, 4) x'_f’i_-q'—.
: ds ds

Konadne jednaline (10.15) su u stvari odgovarajuce kovarljantne Jednaéme
(10.10) u krivolinijskom koordinatnom sistemu, 3to &italac moZe sam proveriti
koris¢enjem transformacija (1.18) ili (1.19) i izraza za osnovni dvotatkasti ko-
varijantni tenzor (3.7).

Iz jedna&ina (10.15) ili (10.14), 3to je isto, moguce je eliminisati luk
(s—s,) i dobiti liniju puta dinamiCke taCke. Bilo iz ko;e jednaline, recimo iz
poslednje, trece :

: ' gsjr"=g3,,a‘éo(s—so)+g3,,r”,
odredimo luk ,
i g b P
Byr=8ur (=123 (10.16)
gsbe' (b=1, 253)

te’ zamenom u ostale dve jednaline iz (10.15) ili (10.14), dobijamo konalne
jednagine linije najkrae putanje.

S—8,=

g —gsrP=2, fcbg”'g f”"b L =1, 2). (10.17)
3620
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Na taj nain jednadine (10.15) mogu biti pretstavijene i u obilku

gur'=8ur’_gur—gar_gyr'-gur (10.18)
glbx(b) ga‘fg ‘ g3b£g

Primer. U Dekartovom sistemu koordinata y kao §to se vidi iz (3.16)

je g,-b=-8,.,,={(]) l=b, pa se jednadine (10.18) sve uprosCavaju na poznate jed-
nacine ‘ prave o ,
f_ oyl 2 _ 3_
Jy 'yo=y ’}’%:y’yg. (10.19)
b2 % b

U cilindarskom sistemu koordinata x!=r, x2=9, x*=z jedna&ine (10.18)
svakako ¢e biti sloZenije, i to

r—1ryCos (¢~ 9g) - ro sin ( — @)
Fo COS (P — @p) + 7o @ SIN (P —Pg) 7 €OS (P —Pg) Py — Fy Sin (P — @)

=10 55, -~ (10.20)

%

pri ¢emu smo iskoristili rezultate sa 15. i 20. strane gde su odredene koordinate
vektora ri i osnovnog dvotatkastog tenzora g,, za cilindarski sistem koordinata.

Za kretanje take po potprostorima u odsutnosti sila prva aksioma o
najkraem putu ostaje na snazi, ali je zadatak kvalitativno nov u pogledu od-
redivanju tog puta. Ako je potprostor jednodimenzioni R, linija puta je sama
sobom odredena.

Najkraéi put u dvodimenzionom potprostoru R, potraZimo iz uslova da
put (9.5), tj.

v s

.s=sl—so=f dq* dg® 4 (10.21)

8 g5 ds

So

bude najmanji. A da bi nasli taj najmanji put s, dovoljno je, pri uslovu

_ dq* dg® ‘
F =\[8s g o=+ (10.22)

da odredimo prvu varijaciju puta (10.21) i izjednagimo sa nulom. Istim postupkom
kao od (10.2) do (1.8) dolazimo do diferencijalnih Jednatina najkraceg puta i to

D dq® D (dg”
—(8s—)=0 & —[{-%])=0, , B=1, 2), 10.23
ds(gads) ds(ds) (= B ) » ( N )
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koje pokazuju da je najkrata putanja tatke u odsutnosti sila na Jpotprostoru R,
geodezijska linija tog potprostora. Zaista, variramo li (10 21) za uslov staclo-
narnosu dobijamo :

S1

3s=Ds= %( ”dq d¢1)
25‘ "% ds ds
u . \ T 5y . ) . .:
. @B " ; gy ¢ .
=f”(g“ﬂz;“)‘f&°”(%)“ =
er je- o
dg® dg®\ e 49" 8« odq4" D
D(—]=3 +ley — 3¢"=— 8°+1"a3 =2 (34"
(ds)(dg) .d)q.(q) yqd d( )

Iz razloga $to je &g (s))=384¢*(s)=0 sledi

.51 St

ST dq® agt\ . o
& di . 3¢%ds=0,
fga (ds)q fds'(gads)q
: S o . %
a odavde diferencijalne jednadine (10.23).
Primenom apsolutnog integrala tenzora (P 1.1) na diferencijalne jednadine

(10.23) snizujemo ' red -tih dijerencijainih jedna¥ina -i dobx_]amo diferenczjalne
Jednaéine geodezijske linije prvog reda :

4 _ ar, O (1024)

gde je A” integralni kovarijantno konstantni ili antoparalelni vektor. Dalje inte-
gralenJe dlferencualmh jednaina (10.24), u cilju odredivanja geodezijske hmje
a tim 1 putanje tatke u odsutnosti sila na potprostoru R,, u opstem sluca]u nije
reeno, s obzirom na 1. apsolutni integral tenzora se ne moZe koristiti, jer na
levim stranama jednadina nije re€ o diferencijalu, pogotovo ne o apsolutnom
diferencijalu vektora ili tenZora i 2. integralni kovarijantno konstantni vektor 4
nije odreden u opdtem sludaju, izuzev tdliko 5to je pozmato da su njegove
kovarijantne koordinate 4, funkcije koordinata q tatke MER,, kao i to da je
njihov apsolutni diferencijal jednak nuli. Metod paralelnog prenoSonja vektora
pomocu dvotatkastog tenzora u raznim koordinatnim sistemima u E, ovde ne
vaZi jer, kao §to smo pokazali, autoparalelno prenofenje vektora u tangentnom
prostoru R? u suitini se razlikuje od paralelnog prenofenja vektora ucR3 u E,.
Paralelni vektori u koordinatnom sistemu (y, €) ne moraju biti paraleini u
tangentnom prostoru R? potprostora R, CE,. Ni sami potprostori po svojoj
strukturi nisu jednaki, pa pri odredivanju koordinata A, autoparalelnog vektora
AER?, ako je to moguée, neophodno je o tome voditi ratuna.

Primer. Neka se tatka kreée po kruZnom cilindru r=const. pri odsut-
nosti sila. Poznato je da je to zavojnica ako se posmatra u odnosu na koordi-
natni sistem (y, e). Medutim u odnosu na cilindarski koordinatni sistem (o, z;
8., &) to je prava. Koordinatni vektori g, su konstantni zbog r =const. Vektor
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A=A"g, je paralelno prenosljiv u R? ako su mu Kkovarijantne koordinate A, |
=A.gs=A"g,-g,=const., pa iz diferencijalnih jednalina (10.24) za ovaj primer
lako dobijamo konaénu jednadinu najkradeg puta i to

4
z—zo="3(P—P,).
P

Primer. Ako se tatka kreée takode u odsutnosti sila po sferi »=const.
zadatak postaje sloZeniji jer vektor g, <R? nije konstantan, pa ni kovarijantna
koordinata A4, autoparalelnog vektora 4=A'g +A4,g, tada nije konstantna.
Izabéremo 1i za koordinate g sferne koordinate ¢'=0, ¢2<=q, (002,
O<op< ), tada je g, =g,(p)=rsinpe, |e|=1. Da bi se vektor A prenosio
paralelno u tangentnom prostoru kome inade pripada, dovoljno je da je njegova
projekcija na koordinatnoj osi vektora g, konstanta, a to je A4, =(4'g)-g,=

. = . 0
=const. Kako je vektor A tangentni vektor r=d-;~ £, +%?g2, koga autopara-
. s s

lelno prenosimo u tangentnom prostoru R2, svakako na posmatranoj sferi, iz
neke tatke M, (q,), u kojoj je taj vektor na neki nadin poznat, u tatku M(q) bice

4, =(rsmq:d0
ds

)rsin<p=£1}rsin<p=rsincpsina=K=const.,*) (10.25)
0 A

gde je « ugao koga tangentni vektor zaklapa sa meridijanom. Dalje sledi:

K cos o
Al=- A,=rcosa, A= .

. )
rsin’ ¢ r

‘Zamenom ovako odredenih kovarijantnih koordinata A, vektora 4 u
diferencijalne jednacine (10.24) dobijamo diferencijaine jednaline geodezijske linije
na sferi i to

de cosa

s 1 (10.26)
a9 __K

ds  Flsin?e

Odavde sledi, ako se uzme u obzir da je rsin¢sin«=K=const.,

do rcosocsinch__sincp]/-r2 sin2 ¢ — K?

0 K K ’

a odavde integral
0= f fpdo+tc

. K . ,
gde je f(p)=— - , a ¢ integraciona konstanta.
sin ¢ J/r2sin® p— K2

*) Ovo je u saglasnosti sa Klerovom teoremom.
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U posef)nim slu€ajevima ako je oc=—12t—iz diferencijalnih jednaéina (10.26)

i jednadine (10.25) dobijamo da je najkrada putanja ekvator, a za a=0 to su
meridijani.

11. Jednaline ravnoteZe tacke

Prvi zakon dinamike govori da je sila uzrok promene ravnomernog kretanja
ili mirovanja dinamitke tacke, tj. da dinamilka talka zadrZava zateCeno stanje
ravnomernog kretanja ili mirovanja sve dok silom ne bude prinudeno da ga
promeni. Drugim reima, ako se - dinamifka tadka nalazila u stanju mirovanja
ostace da miruje u odsutnosti sila. Odsutnost sila moZe se shvatiti kao njihovo
medusobno pona3anje s obzirom da sva tela dejstvuju silama jedni na druge.
I ako prvi zakon ne govori nifta o kakvodi sile, izuzev te osobine da menja
stanje kretanja, to je dovoljno da postavimo uslov ravnoteZe tatke. lzraz ,,od-
sustvo sile‘* moZemo da zamenimo ekvivalentnim izrazom ,,sila je jednaka nuli’.
Ako jo§ silu oznalimo slovom F, za koju iz ostalih -zakona. proizilazi. da je
vektor, tada iskaz o ,,odsutnosti sila*® zamenjujemo re]acuom

F=0 : . (1L

koja &ini uslov mirovanja ili ravnomernog kretanja dinamicke tacke. Pretpostav-
ljamo da je tatka u relativnom mirovanju pod dejstvom vife sila koje se
uravnoteZuju pa jednadinu (11.1) nazivamo uslovom ili vektorskom jednafinom
ravnoteze dinamiCke tadke ili jednadina ravnoteZe tacke. Kovarijantne jednacine
ravnoteZe tatke u bilo kom koordinatnom sistemu lako dobijamo iz jednacine
(11.1). U tom cilju posmatrajmo vektor sile F koja  dejstvuje na tatku MEE,
uporedo prema pravolinijskom Y i krivolinijskom koordinatnom sistemu X. Ako
koordinate vektora sile F u koordinatnom sistemu Y =(y, ¢) oznalimo slovima
Y!, a u koordinatnom sistemu X=(x, g) slovima X’ vektor sile F mo%emo da
pifemo u invarijantnom obliku

F=X'g=Ye, (=1, 2, 3). (11.2)

Zamenimo li bazne vektore e, pomoéu koordinatnih vektora g;, kao u
(1.19), imaéemo
ox

Xig,-=Yj'a—'y;gi, (11.3)

Sto daje zakon transformacije koordinata vektora sile iz jednog koordinatnog
sistema u drugi
i k
x-2Fyi oy i (11.4)
0y 0 xt
Skalarnim mnoZenjem vektora u (11.2) koordinatnim vektorima g, dobi-
jamo i zakon transformacije kovarijantnih koordinata

ox
g Xi= —-YJ i, j, k=1, 2, 3),
8 g;kayj @ J ),
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ili s obzirom na zakon transformacije metrickog tenzora,

biy_c)y bx =3, s“‘)y Yj_dy Y,
ox' axk ()yf 0 x* o x*

(U‘, v, ia j, k=1, 2. 3).

X, = (11.5)

Napisemo li sada Jednaému (11.1) pomoéu koordinatnih vektora g, F=
=Xig, to skalarnim mnozenjem vektorima g, dobijamo jednaline ravnoteZe
tatke u koordinatnom obliku i to

X =24 X' =0, | G k=1, 2, 3). (11.6)

Ove kovarijantne jednaline ravnotefe dinamicke tatke MECE, vaZe u svim
koordinantnim sistemima u odnosu na koje se razlaZe vektor sile FER’.

U potprostorima R,,C E; za dinami¢ku tatku MER,, kaZemo da je u
ravnoteZi ako su projekcije vektora sile ili kovarijantne koordinate Q, vektora
sile F na koordinatne ose vektora g, u tangentnom prostoru R™ (mENz) jed-
nake nuli

0,=0 (xEN,) ' (11.7)

gde je m dimenzija posmatranog potprostora. Ove jednaline ravnoteZe taCke na
potprostorima nisu u fizickom smislu ekvivalentne jednadinama (11.1) jer nisu
uzete u obzir sve komponente vektora sile FER?2, Stvarno, dejstvuje li sila u
tatki M (g)&R,, (m< 3) vektor te sile F moZemo uvek da razloZimo na kompo-
nentu u tangentnom prostoru Q =0*g,&R™ i drugu komponentu F, n normalnu
na tangentni prostor u tacki M (q), tj

F=0Q%g,+F,n.

Odavde skalarnim mnoZenjem koordinatnim vektorima g ER™ dobuamo
Jednaéme (11.7). Medutim, da bi bila zadovoljena jednadina (11.1) treba da
bude i F,=0. Ako pak posmatramo tatku M (g) potprostora R, za koji gesto
kaZzemo m-dimenzioni prostor, onda uzimamo u obzir samo one komponente
sile koje leZe u tom potprostoru R™, pretpostavljajuéi da je zadovoljena i jednadina

E,=0,

koja govori da je dejstvo sile normalne na potprostor ponisteno. Kako kompo-
nenta F,n sile F sadrZi reakcije veza tada, kad god su te sile relevantne za
ravnoteZu tatke, koristimo jednadine ravnoteZe (11.6), kao i transformacije (11.4).
Inade, ako se ima u vidu izraz (7.2) iz kojeg sledi da su koordinatni vektori
potprostora .dati pomocu vektora poloZaja tacke, tj.

or
()q“’ v
dobijamo formule za izradunavanje kovarijantnih koordinata vektora sile F,
koje jo§ mazivaju generalisane sile, i to
or .
Q. F;q—, (xEN)). (11.8)

Za sluaj da su potprostori koordinatne povr§i ili koordinatne linije
xf=const. za generalisane koordinate ¢* valja birati upravo. koordinate x

8=
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Kovarijantne jednadine ravnoteinog oblika nerastegljive niti

Nerastegljiva homogenu nit konstantnog poprenog preseka u polju kon-
stantnog polja sila, recimo polja sile Zemljine teZe, moZemo posmatrati kao
mno$tvo medusobno povezanih dinamiCkih taaka koje dejstvuju silama po samoj
niti u svakoj tadki. U tom smislu na beskonalno mali element laudanice, &iji
je luk As dejstvuju tri sile® i to: P, R*+ R=—AR gde je P specifitno op-
tereenje niti, a R sila reakcije niti. U graniénom sludaju As — 0 shodno
uslovu (11.1) dobijamo vektorsku jednafinu ravnoteZe niti u obliku

dR+Pds=0. (11.9)
Ako se ima u vidu da unutrainja sila R=R~ ima pravac tangentnog

" vektora r=§—r diferencijalnu vektorsku jedna&inu (11.9) lako je transformisati
s : :

na kovarijantni koordinatni oblik. ‘
Zaista, posmatrajmo ravnoteZni oblik nerastegljive niti prema krivolinijskom
sistemu koordinata x’(i=1, 2, 3) orjentisanim vektorima g;. U tom opStem slu-

¢aju tangentni vektor 1_:_(2_:; —‘? moZemo napisati, s obzirom na (1.16) i (4.7)
x' ds o
dx? Dr . . . .
kao 'r=d—g,-=d~ g;» a diferencijalnu jednacinu (11.9) kao
s
d|{_Dr .
- R _ i +Pl '=0,
ds( B ° ) 5

gde su P’ kontravarijantne koordinate specifiénog optereéenja P. Skalarnim
mnoZenjem ove jednadine vektorom g, dobijamo, s obzirom na (1.23),

_pri

d ~_Dridxiog
— R—)-R=Z = "2kg g P=0,
ds(gik ds) ds ds axjgi ity
.odnosno, zbog (5.3),
d Dr 1 Dridx/ ,
—{Rgy—)|-Rguljy — — = —g, P
ds( gxk ds) gil Jjk ds ds gk

. e i . . Dr .
Leva strana jednadina &ini apsolutni izvod po luku vektora Rg;, —d—:, 4.

D ( Dr
ds

Rgik;)‘; —gu P G, k=1, 2, 3) (11.10)

te, kao takve predstavljaju kovarijantne diferencijalne jednadine nerastegljive niti
u polju sile P (x).

* Vidi, na primer, Vuji¢i¢, V. A. — Statika, Zavod za izdavanje udZbenika, Beograd.
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Za pretpostavljeno konstantno polje sila, vektor P je kovarijantno kon-
stantan, pa je mogude pomocu kovarijantnog integrala integraliti sistem diferen-
cijalnih jednadina (11.10). U tom cilju prvo éemo isti sistem napisati u obliku

/\ /N
fD (Rgik'DLl)'_‘ —fgikPids,
ds

jer je Ds=ds kao diferencijali skalara. S obzirom da se i g, =g, (x) i P'=P,(x)
pod kovarijantnim integralom ponasaju kao konstante dobiéemo

gde je A, kovarijantni konstantni vektor, koji éemo odrediti iz grani¢nih uslova
. . Drt .
paralelnim prenojenjem vektora R g, 7+P’°S iz tatke s=s,=0 u tacku s.
: s

Sledi da je

Drs
Ak=gll: (Ro 8ab ):
ds

gde je R, reakcija niti u njenom temenu §=s5,=0.
‘Dalje imamo sistem diferencijalnih jedna&ina prvog reda

Dr Dre
Rk P s=R Lra— ,
, sk 0k s |s=5,=0
ili u razvijenom obliku
dr ¢ dxt Dre
R{=k_Tiyr,—|+P.s=Ryg4, — .
(ds k“ds) k 08k ds |5,=0

Tako, ovaj sistem diferencijalnih jednadina pretstavlja kovarijantne diferen-
cijalne jednaline prvog reda u polju konstantnog polja sila.

Zapazimo uzgred na osnovu diferencijalnih jednadina (11.10) da pri od-
sutnosti ili poniStenju spoljnjeg polja sila P nerastegljiva zategnuta nit ima oblik
ekstremalne linije u komformnom prostoru §to se vidi uporedenjem diferenci-
jalnih jednagina (11.10) i (10.7). '

12. Kovarijantne diferencijalne jednadine kretanja talke i njihovi integrali

Drugi zakon dinamike dovodi od formiranja diferencijalnih jednadina kre-
tanja dinami¢kog objekta, pa je logino prouditi i kovarijantnu prirodu istih.
U relacijama (6.1), (6.7) i (6.8) data je definicija pojma impulsa kretanja p i
njegove veze sa brzinama i koordinatama poloZaja take. Pod promenom po
vremenu podrazumevamo u matematiCkom smislu izvod po vremenu, pa iskaz
drugog zakona se moZe izraziti jednadinom

dp
£ _F. 12.1
o (12.1)
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. . . d .
U koordinatnom obliku umesto izvoda T promenu vektora odrazava apso-
; . ’

.. D . ’ i o .
lutni izvod — koordinata vektora, pa ¢e drugom zakonu odgovarati diferenci-

dt
jalne jednadine kretanja tacke oblika
Dpi_p, (i=1,2,3). : (12.2)
dt '

To se lako pokazuje. Prema koordinatnom sistemu X diferencijalnu jedna-
¢inu (12.1) moZemo napisati kao
"zg—':Xigi.
dt
PomnoZimo li skalarno ovu jednaginu vektorima g, imademo, s obzirom da je
P 'g k = p k»

i, 08 & _ 4,
dt ox! dt i
odnosno, zbog (5.3), .
D dj i dx’
w T X o

a to i jesu kovarijantne diferencijalne jednaline kretanja tacke (12.2).

Ako uzmemo u obzir kovarijantnu definiciju impulsa kretanja (6.7) diferen-
cijalne jednadine kretanja tadke (12.3) moZemo napisati i u drugom kovarijan-
tnom obliku

D%,
=X, (12.4
dr? k )
ili v
Dy
ay - =X, k=1, 2, 3). (12.5)

Otigledno je da kompozicijom pomoéu kontravarijantnog tenzora a* do-
bijamo kontravarijantni oblik ovih jednadina

D2t
dr?

—a* X, =X, (12.6)

gde su Xi=g* X, kontravarijantne koordinate vektora sile F. Zvezdica nad X
oznalava da koordinata X' vektora sile F sadrzi masu m tatke, koja joj je
pridruZena preko tenzora a’, kao §to se vidi iz relacije (6.5).

Kovarijantni integrali kretanja tacke

Osnovno pitanje naSeg proudavanja kovarijantne dinamike postavlja se
upravo u oduvanju jednog te istog znalenja integrala diferencijalnih jednadina
kretanja dinamitke tatke u svim posmatranim koordinatnim sistemima pri line-
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arnoj transformaciji koordinata vektora. Poznato je da u klasinoj mehanici
integralenje ,,razara® prirodu objekta. Naime postupno integralenje diferencijal-
nih jednaina (12.5) ili (12.6) u jednom sistemu koordinata y ne dovodi uvek
do.istih kovarijantnih integrala u drugom sistemu koordinata x. Smisao ove
tvrdnje pojasnimo jednim prostim primerom.

Primer. Kretanje dinamike tacke konstantne mase po inerciji. Posma-
trajmo ovo kretanje uporedo u odnosu na pravolinijski koordinatni sistem ¥ i
u odnosu na cilindarski koordinatni sistem X. Diferencijalne jedna&ine kretanja
(12.5), koje se iz koordinatnog sistema Y prevode pomodu linearne transforma-
cije T u koordinatni sistem X simboli¢ki éemo napisati relacijom ¥ — X. Kako
je moguda i inverzna transformacija X — Y, imaéemo ekvivalentnu relaciju

Y > X
U razvijenom obliku za posmatrani primer ove diferencijalne jednadine i
njeni integrali Ce biti:

my=0) 7 (mlx-x @70,
my? =0 & m[x? 2 42 x* 37,

my*=0 mi?=0
*

V4 i I 2

( 2
L e )

=30 . ,

P=pog =T 2 [ x5V

=3 "2="‘°(F)

=M

A =x3

Znakom < T = oznalili smo da odnosni integrali nisu dobijeni transformacijom
T kao i odnosne diferencijalne jednaline, a znak 4 pokazuje da postoji razlika

u postupku Koji je prikazan strelicom 4. Na ime oznakom | { pokazujemo
da se integrali svake ponaosob jednadine dobijaju, kao i u normalnom obliku
i obratno direktno diferenciranjem jednog integrala dobija se odgovarajuéa dife-
rencijalna jednadina kretanja; to ujedno znali da se jednim integralenjem jedna-

&ina my=0 u koordinatnom obliku dobijaju sva tri integrala y'=y). Medutim,
oznaka I 4 pokazuje da se takvim postupkom ne dobijaju ni izradunati

integrali; iz njih bez uzajamnih dopustenih zamena i algebarskih transformacija ne
slede ni diferencijalne jednadine kretanja kao u prvom sluCaju sledbenosti | 1.

Taj najprostiji mogudi primer dovoljno jasno pokazuje da integralenje istih
diferencijalnih jednadina kretanja u dva sistema koordinata neée imati iste
rezultate pre svega po formi. VaZnije od toga je S$to se bez vefeg udubljenja
u sistem stvari, u prirodu koordinata vektora, sti¢e utisak da je jednom
vektor brzine j' konstantan, a drugi put {x'=f*(x!), ¥ =¢(x'), #®=const.}
funkcija koordinata, kao da nije re¢ o.istoj mehanitkoj veliCini pri jednom te
istom kretanju. ‘
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Ovim primerom nafu podetnu konstataciju ovog odeljka moZemo opstije
predstaviti shematski na sledeéi nain. Neka su N,;(i=1, 2, 3) diferencijalne jed-
natine kretanja u Y, a u X neka to budu 7?,. Integrali diferencijalnih jednadina
kretanja N, neka budu [, a integrali od 72, neka bude J;; postoji ova neuredenost

T
N & &

4 } 1 (11..8)

*

I, «T= J,

To veoma jasno ukazuje da primena obifnog integrala nad vektorskim
diferencijalnim jednadinama u koordinatnom obliku ne dovodi do kovarijantnih
integrala u tom smislu da bude

NI & @l
vt o4t (12.9)
L e ’

tj. da integrali ;:, koje dobijamo integralenjem kovarijantnih diferencijalnih je-
dnadina kretanja (12.4) ili (12.5) ili (12.6), budu ravnopravni u svim sistemima
koordinata, da postoje veze
~ oxl
I=1, —. (12.10)
o)

U opstem sludaju to ne moZemo da postignemo pomoéu obi¢nog integrala,
jer u diferencijalnim jednalinama kretanja, recimo (12.4), tj.

; -J
De,_de_pr, & _
dt drt dt

nezavisno od X;=X;(x, %, 1), kao S§to se vidi, postoje funkcije I‘ﬁ (x) o (%)
koje obrazuju linearne forme f;, (x) dx* +f;, (x) dx?+f;;(x) dx?, pa ne moZemo
da integralimo ove jednaline u opitem obliku u sistemu koordinata x kao §to
se to moZe u sistemu koordinata y. Zato da bi mogli da odredujemo opite

kovarijantne integrale ﬁ kovarijantnih jedna&ina (12.4) ili (12.5) primeniéemo
kovarijantni integral (P 2.9).

U konkretnom sluaju primera kretanja take po inerciji diferencijalne
jednadine (12.4), odnosno ’

2
.‘D_.&=_l_)_(9_91)=&=0, (i=ls 2, 3)’
de2  dt\ ar

veoma prosto integralimo, kao i u slu¢aju (10.10). Na ime, primenom kovari-
jantnog integrala dobijamo

as

fp(?ﬁ)=1ﬁz_,4i,
dt dt
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odnosno, kao i u (10.11), sledi da je

Dy, Dr®
Do g, D7 121,23 b=1,23). 12.11
0gy 22 ) (12.1)

U ovakvom nalinu integralenja otklanja se¢ neuredenost (12.8), odnosno
na datom primeru umesto integrala (12.7) dobijamo:

dy' D!

dt Z 0
@ pe_,
dt And dt
9 _ 1P% o
dr dt
vt vt
=4 (%! = % cos (¥2 — xj) + xp3 sin (x2=xd)
1.2
2= & i’=£§-§‘—’cos (%% — x3) + xp sin (x? — x3)
=35 P,

Znak ekvivalentnosti izmedu prvih integrala pokazuje da se isti u dva
koordinatna sistema (Dekartov pravougli i neki krivolinijski) mogu dobiti tras-
formacijom T, kao §to se u X mogu dobiti primenom kovarijantnog integrala,
koji ¢emo u daljem tekstu ovog odeljka i primenjivati.

1. Kovarijantno konstantni impulsi kretanja

Na osnovu prvog zakona dinamike pokazano je u 10. odcljku da se di-
namicka tafka kreée po najkraéoj liniji i odredene su kovarijantne judnaline te
linije. U mogucnosti smo sada, na osnovu drugog zakona i kovarijantnog inte-
grala da pokaZemo kovarijantni izraz kojim opisujemo postojanost impulsa u
sludaju odsutnosti ili medusobnom ponistenju sila. U potpunoj analogiji sa pos-
tupkom od (10.7) do (10.11) moZemo da integralimo diferencijalne jednacdine
kretanja tatke (12.2) za sludaj da je X;=0, tj.

D _o - pp-o. (12.12)
dt
Kovarijantni integral ovih diferencijalnih jednadina je
pi=A4; (12.13)

gde je 4, kovarijantno konstantan vektor. Tim se matematiki iskazuje tvrdnja
da objekt poseduje jedan te isti impuls u stanju mirovanja ili kretanja. Njegov

4 Kovarijantna dinamika
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koordinatoi izraz u bilo kom krivolinijskom koordinatnom sistemu X dobiéemo
odredivanjem vektora A4; kao i u (10.11), odnosno.

A;=87 Dy (12.14)

gde je g’;’= gf-’[x (t;); x(2)] dvotagkasti fundametalni me3oviti tenzor, a p, kovari-
jantne koordinate vektora impulsa kretanja u tafki 1=1,.
Zamenom (12.14) u (12.13) dobijamo '

Pi=8iPs (12.15)

iz kojeg se vidi da je impuls kretanja p u bilo kom trenutku ¢, jednak vektoru
impulsa tog kretanja p (f;) u pocetnom trenutku ¢, koji je autoparalelno prenesen
u tacku ¢

2. Kovarijante jednacine Galilejovih transformacija. Ako uzmemo u obzir
izraz (6.1) za impuls kretanja, zamenimo u (12.15) i kovarijantno integralimo, tj.

fa,.,prf=f g?a,,c(lj{: )dt, (12.16)

a,-jrf=g?a,,c5c‘t+B,., (12.17)

dobi¢emo:

gde je B; kovarijantni konstantan vektor. Razlikujuéi samo parametre vremena
t i luka s, vektor B, odredujemo kao i u (10.13) te izraz (12.17) postaje slian
izrazu (10.14), i to zbog (6.2)

g{]rj"_'gic[xc(t—to)'*’re] (’s j=1’ 2’ 3) (1218)
odnosno,
ri=gu [ (t— 1)) +1%). (b=1, 2, 3) (12.19)

Jednatine (12.18) ili (12.19) pokazuju ravnomernost kretanja u toku vre-
mena t=1, i &ine Galilejove transformacije izraZene u krivolinijskom sistemu
koordinata.

Uporedivanjem podintegralnog izraza (12.16) i (10.11), s obzirom da
odraZavaju isto kretanje, lako se pokazuje da je u posmatranom kretanju veli¢ina
vektora brzine konstantna. Zaista, s obzirom da postoji zavisnost luka i vremena
§=s(t) mofemo jednadine iz (12.16),

at et

Dri b Dre
P

dt

t=ty

o 2L &g () (2
oas dr 7\ ds Jo\ds)imey

da napiSemo u obliku

.
a v’ V=4a ( ) V,
i Is ic Is A 0

gde je v velifina brzine v tacke, a v,=v(f,) ta veliCina brzine u podetnom
trenutku 7,, Uporedenjem poslednjih jednadina sa jednadinama sa (10.11) vidimo




Kovarijantna dinamika 51

da sledi traZena postojanost v=v, §to ¢emo ubuduée uvek podrazumevati. kao
zakonom iskazanu tvrdnju.

3. Opstiji kovarijantni integrali diferencijalnih jednadina kretanja tacke mogu
lako da se dobiju i u sludaju dejstva sile
X,=G+B,¥+C,F(), @ j=1,2, 3), (12.20)

gde su: G;=G,(x) koordinate kovarijantno konstantnog vektora sile, a B, =B, (%)
i Cy=C ,(x) kovaruantne koordinate kovarijantno konstantnog tenzora F (t) su
mtegrabxlne funkcije vremena ¢,

Diferencijalne jedna&ine kretanja (12.5) u tom sludaju su:

D2

e =G+ B, ¥+ C, F (). . (12.21)

. Dri . voa . Y TR
S obzirom da je X/ = —dL, ove diferencijalne jednadine moZemo napisatiu obliku
t

Dr
a,D ( > ) [G,+C, F(t)]dt + B, Dr.

Imajuéi u vidi da se kovarijatno konstantni tenzori u kovarijatnom di-
ferencijalu i integralu ponagaju kao i konstantne prema obi¢nom diferencijalu i
integralu, a da skalari imaju isti tretman i u jednom i drugom diferencijalu i

N
integralu, tj. dt=Dr, f dt= f Dt, posmatrane diferencijalne jednadine kretanja

lako integralimo jer je

T T ¥
a;D{~——\= | D |a; ~—)=a, — - 4;,
f” (dt) f (” dt) % g
[G,(x) Dt=G,(x) [dt=G,t+C,

N N
fB,-]Dr‘= fD(BUrf)==Burf+B,-,

:[\cv F()) Dt=Cyy (x) [ F (1) dt=Cy f (1) + D,y

gde su .«2,., B,, C, D, integracioni kovarijantno konstantni vektori.
Na taj nadin dobijamo tri kovarijantna integrala diferencijalnih jednadina
kretanja, i to

]
au%—G t+B;r+Cyfl (1) + 4, : (12.22)

gde je A=A+ B;+C;+ D, integralni kovarijantno konstantni vektor, koji odre-
dujemo iz pocetnih uslova paralelnim pomcranjem dobijenog vektora

d ‘"G:"t“"Bi ’]i C,f (0

4*
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iz ta&ke O (x(z,)) u talku X (x(f) tj. kao $to smo pokazali u (3.8)
¢ Dl’b
Ai =g (abc E— - Gc to —‘Bcb rt— chfb (to)) .

Na taj na¢in kovarijantni integrali su u potpunosti odredeni. To podrazu-
meva, naravno, poznavanje dvotalkastog meSovitog tenzora gi.

13. Kovarijatno linearne jednaline kretanja

Posmatrajmo kretanje dinamitke tafke pod istovremenim dejstvom sila
proporcionalnih vektoru poloZaja r i vektoru brzine v u odnosu na neki krivo-
linijski koordinatni sistem X. U tom slulaju diferencijalne jednaline kretanja
take (12.5) imade oblik: ’

4 %{}"= = by %:i“"ij"j (i, j=1, 2, 3), (13.1)
gde su b, kovarijantne koordinate jednog kovarijatno konstantnog tenzora, koji
se razlikuje od tenzora g; samo za ¢lan proporcionalnosti. Konkretnije ako iz-
medu koeficijenta otpora w i mase tatke m postoji odnos _r%: »=konst. tada
¢e i izmedu by i a; postojati relacija®

by =xa;= by (x). (132

Diferencijalne jednadine (13.1) u datom prikazu su nelinearne. To se jas-
nije vidi ako ih napifemo u obliku:

di’  dx* dx/ )
ay [— +Th & -——)+b —+c,r=0, 13.3
’(dt “Ca ) VY (13.3)

gde u opitem sluCaju figuriSu nelinearne funkcije koordinata
aij=aji(x1, xz, x3), bll=bﬁ (xl, xz, x3)
(13.4)
cy=c; (x'; X2, X7, Th=fh (2!, %2, x%)
pa jcdnadine (13.3) u opStem obliku sadrZe nelinearne €lanove i po koordina-
tama tadke x i po koordinatama vektora brzine *'.
Mcdutim, ako imamo u vidu da izraz u srednjoj zagradi moZemo da
D (Drf

. Dxl . . . . . .
napifemo kao o ili Z\7) gde se gube javno svi znaci nelinearnosti, a
t t\at

kovarijantno konstantni tenzori pred apsolutnim diferencijalom i apsolutnim

*) Vidi: V. Vujigié, Teorija oscilacija ,,Nauéna knjiga*’, Beograd 1977
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integralom ponaSaju se kao konstante pred obinim diferencijalom, onda diferen-
cijalne jednaCine kretanja (13.1) u suStini nisu nelinearne; one su kovarijantno
linearne. Pcd ovim pojmom podrazumevamo sve vektorske funkcije koje se
pomo¢u linearnih transformacija, ili njoj inverznih, mogu svesti u nekom pose-
bnom ili opStem sistemu koordinata na linearni oblik. U tom smislu i diferen-
cijalne ‘jednadine kretanja (13.1) su kovarijatno linearne bez obzira §to, kako
se vidi iz ((13.3) i (13.4), sadrZe nelinearne funkcije koordinata x. Ove kao
nelinearne bi se javljale pri posmatranju diferencijala i izvoda koordinata tatke
M (x) i njihovih izvoda. Medutim u kovarijantno linearnim diferencijalnim jed-
nadinama nelinearnost funkcija ili jednadina odreduje stepen vektora i njegovih
kovarijantnih ili apsolutnih izvoda. Pomodu kovarijantnog integrala moZemo da
integralimo kovarijantno linearne diferencijalne jednadine sli¢no nadinu refavanja
obi¢nog sistema linearnih dlferencualmh jednadina. Da bi u tom smislu mtegra-
1ili diferencijalne jedna&ine (13.1) napidimo ih prvo u obliku

D2y by o
a; ——+b; —+c,; =0, i, j=1,2,3 13.5
Y de? Vg Y ¢ ) (135
i pretpostavimb refenje u obliku -vektora
M= A4iet, (13.6)

gde je A= (x!, x2, x%) neodredeni kovarijantno konstantni vektor, a A neo- -
dredeni karakteristini broj. Zamenom pretpostavljenog refenja (13.6) i (13.5)
dobijamo sistem jednadina

(@y N +byA+c)4=0 (13.7)
Jedno je da ¢ée postojati reSenje 440 za sluéaj da je determinanta sistema
6
A, X, X2, x)= > a5y A =0.
k=1
Odavde dobijamo karakteristiéne brojeve
| A=A (xh, x2, x3) (13.8)

u funkciji od koordinata x. S obzirom da A, zavisi od x posredstvom kovarijan-
tno konstantnih tenzora a;, b;, c; i eni sami ¢e sada biti kovarijatno kon-
stantne velidine.

Ako je zadovoljena relacija (13.2), a to za dinami¢ku tacku moZemo uvek
postaviti, jednadine (13.7) moZemo transformisati na oblik

(A2 +xN) A+ cf 4i=0, (13.9)

2,
gde je cf =a*c, Za slutaj da je c,":a""ci,-={°’(’; J=II§’ §to se esto sreée u
J*
mehanici, jednadine (3.9) bi dobile jo§ prostiji oblik

(A2 + 3\ + wp) 8F 47 =0, (13.10)
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Svakom broju A, u (13.7) ¢e odgovarati i vektor 4, pa u opitem sludaju
imamo tri sistema (13.7), odnosno

gde su pored koeficijenata ay, by, c; koji su funkcije koordinata x, i sami bro-
jevi A, =X, (x) funkcije tih koordinata. Sledi postupak kao pri refavanju sistema
obiénih linearnih diferencijalnih jedna€ina sa konstantnim koeficijentima, pri
gemu dobijamo kovarijantna reSenja

3
ri= S e+ B, (13.11)
v=1.
gde su A, i B, kovarijantno konstantni vektori koje treba odrediti pomocu
¥ |
poletnih uslova i autoparaielnog pomeranja vektora % iz tacke t=1,=0u
t

tacku ¢ pomocu dvotaékéstog osnovnog tenzora. PokaZimo to na primeru ko-
2 . .
varijatno linearnog oscilatora u kojem je by=0a ¢;=cf ak,=[“’6 ‘::J .
1=Fj

Diferencijalne jednagine kretanja (13.1) u tom sludaju sn

D*p
PR— .s j-_-:
a; Y +¢; =0,

odnosno
D2k
dr?

+ake;r=0,

a karakteristiéni brojevi (13.8) M= — w; k=1, 2, 3).
Resenja (13.11) u ovom slucaju su

7k = gk gukit | Bk o= wkit (l____.V:T)

U cilju kori¥¢enja poletnih uslova odredimo brzin %Lk=mk i Akevkit —
t

~iw, B¥e~vk i, Kovarijantno konstantne vektore 4* i B* sada ¢emo odrediti
sli¢no prethodno izraZenom postupku za t=1¢,=0, tj.

gk o= A1 B

k Dl'b .
| =w,i(4*— BY),
gb(dt) 1 (4% — BY)
odakle sledi da je

Ak__._;_g;;(rb_*__x_f_)’ Bk=_1.g’§(rb__ﬁ_)’

1 2 Wy

&ime je izvr¥eno integralenje diferencijalnih jedna&ina (13.12) u svim dopustivim
koordinatnim sistemima X.
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14. Invariantni integrali

U celokupnom dosada$njem izlaganju predmet nafe paznje bili su vektorske
i tenzorske veli¢ine i njihovo ofuvanje pri diferenciranju i integralenju u razli-
gitim koordinatnim sistemima. Broj slobodnih indeksa odredivao je red tenzora.
Kao $to je poznato tenzor prvog reda jeste vektor, a tenzor nultog reda skalar
ili skalarna invarijanta. Adekvatno tome na§oj anpalizi sistema mogli bi, kao
prirodno, da odgovaraju pojmovi kovarijante nultog, prvog i vifeg reda. Kova-
rijanta viSeg reda bi prestavljala tenzore u transformaciji, kovarijanta provg
reda odgovara vektorskim izrazima, i kovarijanta nultog reda bi bila skalar ili
skalarna invarijanta. Sledei tenzorski radun u kojem se prema broju indeksa
odreduje i broj koordinata posmatranog tenzorskov objekta.predstoji nam da u
ovom poglavlju odredimo kovarijantne integrale nultog reda.

PomnoZimo li skalarno diferencijalne jednadine kretanja tatke (12.5) vek-

torom iz (3.7), odnosno dx’ =d_r dt, pa éemo dobiti:

dt
a,.,QiD( )d - X, dx,
a dr\dr
. |
oJ
a, 2 D(D’) X,dx, (14.1)
a ' \ar

$to predstavlja invarijantu u diferencijalnom obliku. Ako su zadovoljene jednacine

0%, 9%,

— ,Jj=1,2,3), 14.2
Py iy ¢ J ) (14.2)

imademo totalni diferencijal od skalarne invarijante ¥, tj.

dF =X,dx' (14.3)
pa diferencijalnu jednatinu (14.1) moZemo da napifemo u obliku
a,.,-PLD(l—)'j)=d5'=Dj' (14.9)
T odt dt

jer je diferencijal skalara jednak apsolutnom diferencijalu tog skalara.
Primenimo li sada kovarijantni ‘ntegral

foZol@for

1  DrD¥ '
—a; — — = + A4, 14.6
2 Y r & F (14.6)

ey Pa
i f i
f a Dr D (Dr ) 1 j‘ D (au Dr Drf)
dt dt 2 dt dt

dobiéemo

jer je
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Integralna invarijanta 4 je o&igledno konstantna veliina, $to se moZe
pokazati njenim odredivanjem pomodu poletnih uslova, kao i do sada, ili pros-
tije konstatacijom da je kovarijantni integral invarijante jednak obinom integralu
te invarijante. U tom sludaju integral (14.5) se moZe napisati

1 Drt Drl ‘
d{=a,— Z2\= [ a5,
f(z 7 dt dt) fj_ _

odakle jasno sledi invarijantni integral (14.6) u kojem je A integraciona konstanta.

Integral energije kretanja mehanicke tacke
Neka sila X, ima potencijal ¥ koja zadovoljava sledede relacijé
XY= ———. ' (14.7)

Dok se zadrZzavamo u okviru napisanih aksioma sile X; ne mogu zavisiti
od drugih izvoda koordinata. Zato, pretpostavimo da je V linearna funkcija
brzine, a moZe biti nelinearna funkcija koordinata x, tj.

V= Hi_';i+n (i=1,2, 3) (14.8)
t

gde su '
: O=TL " %% x%), -~ [O=T(x!, x% x%)
funkcije koordinata x. _
Diferencijalna jednaéina (14.1) u ovom slufaju bice
a; br D (l—)—'j)={-‘—1- _(_)_K__O_I_/_ dx"={d (_01 x‘)—(-al/— d)'c"+—a——V—_ dx")]
dt dt di ox* oV: YR ox ox
ili, s obzirom da se zbog (14.8) desna strana svodi na
d(0,x)y—dV=d(I, %) — (L x + )= — d1I,
imacemo

dt dt

S obzirom da je DII=dII odavde kao i iz (14.5) dobijamo invarijantni
integral
a b
Dr Pr—+ IT, = contt, (14.9)
dt dt

aij —_—
1 dt dt
gde je I, =TI(x(zy)).

Integral (14.9) iskazuje zakon o odrianju mehaniCke energije dinamicke
tatke u polju konzervativnih sila, jer je

i ppi

T =_1_ at:f PL l_)_';

2 dt dt

kineticka energija dinamiCke tatke, a II potencijalna energija.

1 Drt D¥ 1
— <+ —2— A

(14.10)
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15. Fazni bivektor

Pod Faznim bivektorom @ dinamitke tadke podrazumevamo vektor impulsa
kretanja p te tagke, &iji je poloZaj odreden vektorom poloZaj r. Kako je u
odnosu na jedan te isti koordinatni sistem X'=(x, g) vektor poloZaja r tadke
M (x) odreden njegovim koordinatama r/, a vektor impulsa kretanja p njegovim
kovarijantnim koordinatama p;, to ¢emo fazni bivektor @ dinamitke ta&ke
predstavljati koordinatama r’ vektora poloZaja tatke M (x) i kovarijantnim
koordinatama p; vektora impulsa kretanja te tacke

D=(r, p;; &), VIiEN,. : (15.1)

Sest koordinata riA »; bivektora @ u trodimenzionom koordinatnom sis-
temu X = (x, g) nisu nezavisne, nego su koordinate r’ vektora r&R? i koordinate p,
vektora p&R? u svakoj tacki M (x) u fazi i povezane diferencijalnim vezama
(6.7) i (6.8). Algebarske relacije izmedu kovarijantnih' i kontravarijantnih ko-
ordinata vektora r i vektora p moguée su samo za svaki vektor posebno i to

ri=g;r & rgiry
(15.2)
pi=g;P & p'=g'p,.

Vektor impulsa kretanja p(x) u talki M (x) opisan unijom skupa koordi-
nata x=(x!, x3, x3) i skupa kovarijantnih koordinata p,(x) naziva se fazni
prostor ®z3=(x, p). I ovde éemo zadriati taj pojam, a narofito ako je re¢ o
kretanju tafke nad potprostorima, na kojim fazni bivektor nije definisan. Inace
za slobodnu dinami¢ku tadku pojmom faznog bivektora istifemo njegovu deli-
mi¢nu vektorsku prirodu, jer sve njegove koordinate r'A p;, kao i koordinatne
vektore g; prevodimo iz jednog koordinatnog sistema u drugi pomocu linearnih trans-
formacija oblika (1.15) i (1.19).

Fazni bivektor dinamiCke tatke i vreme ¢ odraZavaju stanje kretanja te
tatke (r'(¢), p;(?)). Ako su sve koordinate p;(f)=0, a ri=const. dinamitka
tatka miruje u odnosu na inercijsku bazu, pa kaZemo da koordinate r’=const.
i p;=0 predstavljaju ravnotezno stanje dinamicke tacke.

Kovarijantna fazna brzina je skup apsolutnih izvoda po vremenu od svih
koordinata faznog bivektora, tj.

Dri Dp, .
—, —, VIEN, . _ 15.3

{dt dt } } (13:3)
Ako se imaju u vidu relacije (12.1) i (11.1) jasno sledi da fazna brzina,

kod koje je —d—p'=0, odreduje ravnomerno kretanja dinamidke tatke. Fazna
t

brzina, inale, kao promena faznog bivektora po vremenu, kao promena stanja
kretanja u vezi je sa silama koje izazivaju promenu kretanja stanja. Ako
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uzmemo u obzir relacije (6.7) i (12.3), za koordinate fazne brzine (15.3)
dobijamo kovarijantne diferencijalne jednalin= kretanja talke u obliku

Dy,
_—pi,
dt
(=1, 2, 3) (15.4)
Lr_y,
dt !

Sada jasno sledi da se za kovarijantne koordinate fazne brzine mogu
uzeti kovarijantne koordinate impulsa kretanja i kovarijantne koordinate vektora
sile, tj.

D P Dp.
=5 il tp, X
[ dt  dt } (P X

Na diferencijalne jednaine kretanja (15.4) moZemo, kao $to se vidi iz
(12.11) (12.13) ili (12.22), primeniti kovarijantni integral, odrediti prve integrale,
a po odredivanju integralnog kovarijantno konstantnog vektora A, iz pocetnih
uslova i eliminacijom vremena ¢ odrediti i jednainu fazne trajektorije. U
diferencijalnom obliku takode je moguée da eliminifemo vreme dt ako generali-
sane sile ili metri€k tenzor ne zavise od njega. U tom sludaju iz (15.4) moZemo
da dobijemo sledeée diferencijalne jednacine

DPi_zf_i

_ ’ (l, ]= l’ 2: 3),
De; b

koje &ine sistem diferencijalnih jednaéina fazne trajektorije.
Komponujemo 1i ove difeencijaine jednatine vektorom a¥ D g; p;, dobi¢emo
a'p; Dp;=a¥X; Do,
ili
ai p; Dp,= X, Dr’, (15.6)
Primenom kovarijantnog integrala (p 1.4) odavde, kao i u (14.6), dobijamo
integral faznih krivih

e
@' p,py=2 [ X, Dri+ 4, (15.7)

a posle odredivanja veliine 4 iz poletnih uslova i integrala f X, Dri sledi jed-

natina fazne trajektorije. Za uslov (14.7) sledi da jednainu fazne trajektorije
dini jednadina integrala energije tacke (14.9).

16. Invarijantni kriterij o stabilnosti kretanja i ravnoteZnog stamja tacke
Invarijanta kojom ovde iskazujemo uslov o stabilnosti ravnoteZnog stanja

mehanicke tacke ili o stabilnosti kretanja te tatke u matematikom smislu &ini
tenzor nultog reda, te u odnosu na bilo koji sistem koordinata zadrZava jedan
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te isti oblik. Uslove koje ta invarijanta zadovoljava nazivamo invarijantni kri-
terij. Stabilnost shvatamo u Ljapunovskom smislu, ali zbog vektorskih for-
mulacija uvedimo i definicije stabilnosti kretanja i ravnotefnog stanja tacke.

Stabilnost ravnoteinog stanja

RavnoteZzno stanje rj=const., p,=0 kaZemo da je stabilno ako za neki
pozitivan broj 8>0, za koji u pofetnom trenutku

lri(to)_'r(i)l<8’ ’Pi(to)|<8 (16.1)

moZemo da izaberemo potrebni broj e>0 u datoj oblasti S takav da su za
svako ?>t, zadovoljni slede¢i uslovi

[r()y—ril<e i |p;(0)]<e. (16.2)

Ako pri uslovima (16.1) fazni bivektor {r/, p;} teZi nuli kad +—co0 kaZemo
da je ravnoteno stanje dinamitke tacke asimptotski stabilno.

Ako polozaj tacke odredujemo pomoéu koordinata x, a ne pomocu vektora
poloZaja r!, definicija ravnoteZnog stanja x, (p=0) se meuja samo utoliko 3to
umesto r* u prethodnoj definiciji, pifemo koordinate x, a to je:

RavnoteZno stanje xi=const., p,=0 kafemo da je stabilno ako za neki
pozitivan broj 8>0, za koji je u poCetnom trenutku t=t,

| xf () — x5 <3, FADIES (16.3)

mo¥emo da izaberemo potrebni broj €>0 u datoj oblasti S takav da su za
svako t>t, zadovoljeni sledeci uslovi

| X (t) ~xh|<e i |p(t)|>e. (16.4)

Kad pri uslovima (16.1) elementi skupa (x', p)) tefe nuli pri t— co kaZemo
da je ravnoteino stanje dinamicke tacke asimptotski stabilno.

Prema prvoj definiciji moZe se iskazati slede¢i invarijantni kriterij o
stabilnosti i asimptotskoj stabilnosti ravnoteZnog stanja dinamitke tadke:

Ako postoji takva pozitivno-definitna funkcija W= W (r!, r?, r3; t) u ob-
lasti S ravnoteZnog poloZaja takva da je izraz

ow (oW
—+al [—+ X, 16.5
ot (0ri )Pj ( )

negativna funkcija ili identiCki jednak nuli ravnoteZno stanje sistema je stabilno;
ukoliko je izraz (16.5) negativno definitna funkcija ravnoteZno stanje dinamiCke
tacke je asimptotski stabilno.

Zaista, funkcija W p-ipada oblasti S kojoj pripadaju i fazne krive, pa
moZemo tvrditi da se funkcija W moZe izabrati tako: —;— alp,p+W=V(p;, ', t)

da fankciji ¥V pripadaju sve ili samo neke tagke integralne fazne krive Funkcija
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a¥p, p; je pozitivno definitna, kao i funkcija W>0. Neka je vrednost funkcije
V na oblasti S jednaka C>0, pri 3<C, e<c. -

Promene ove funkcije po vremenu ¢,
D

1 N
~|—d'p,p;+ W|=a¥
Z ( P p; ) p;

Dp; oW Dr 9o W
ot ——
pt ort dt ot’

tj. u smislu jednadina (15.4) poremecenog ravnoteinog stanja,

M_*_ ij (X+_0_VV..)pJ
ot or

pokazuje da e vektor fazne brzine tatke ostati na posmatranoj funkciji ako je
njen izvod po viemenu jednak nuli, odnosno da e da prodire spolja unutar
posmatranu povi§ ako je taj izvod manji od nule. To pokazuje da ¢e sve
koordinate faznog vektora po apsolutnoj vrednosti biti jednake nekom pozitiv-
nom broju e<CCV ili manje od njega, a to u smislu 1. definicije dokazuje
stabilnost ravnoteZnog stanja. '

Ukoliko je kriterijski izraz (16.5) negativno definitna funkcija, vektor fazne br-
zine u svakoj tacki seéi ée pod tupim uglom prema normali svaku kriva ¥=C, pa
ma kako bilo malo C, tj. tokom vremena ? reprezentativna talka fazne trajek-
torije teZi ka ravnoteZnom stanju; koordinate faznog vektora teZe nuli pri ¢t — 0,
§to pokazuje da je ravnoteZno stanje dinamilke tadke asimptotski stabilno.

Tim je kriterijum dokazan.

Njegova invarijantnost se ne dovodi u sumnju s obzirom da Je kriteij-
ski izraz (16.5) skalarna funkcija ili tenzor nultog reda.

Ako je generalisana sila X,=X;(x, p, t) data u funkciji od koordinata
tatke x, a ne od koordinata vektora poloZaja tatke, §to je u klasiénoj mehanici
veoma Cest slu€aj, funkciju W treba birati u zavisnosti od koordinata x tj.
W=W(x', x2, x3; t).

U tom sludaju kriterijski izraz (16.5) dobijamo u obliku
Pw(2Ex, Jen (16.6)
ot x!

do dega dolazimo kao i u prethodnom postupku s tim §to treba uzeti u obzir

(6 8) Jer Je ﬂ .()_VI_{ dx’ DWDr' wp
’ dt ox dt ox dt oxi 7

Kada je sila data u funkciji od koordinata vektora brzine x!, X2, x3, a
ne od koordinata vektora impulsa kretanja p,, p,, p,, ti. X;= X (x, %, t) krite-
rijski izraz prostije je pisati u obliku

—+{—+ X

16.7
ot ox ( )

oW (a w )
jer je
xt=a¥p,.
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~ Ako koordinate vektora generalisane sile ne zavise od vremena funkciju W
traZicemo samo u zavisnosti od koordinata taéke, ili koordinata vektora polo-
Zaja talke, tj.

W=W(x!, x2, x3% ii W=W( r2 r)

pa kriterijski izraz dobija prostiji oblik, i to:

oW ... oW Dri
—+ XX il (—+ X —. .
(dx" ) (()r’ ) dt (16.8)

Za sludaj kretanja taCke u potencijalnom polju sila pogodno je za funkci-
ju W izabrati upravo potencijal sile ako je to pozitivno-definitna funkcija.

Primer. Na dinami¢ku tatku dejstvuje vektor sile
o _oR

f oxt J0x

gde je I =II(x', x2, x%) pozitivno-definitni potencijal sile a R disipativna funk-
cija R=>b;x'%. Uzmemo li da je W=II>0 i zamenimo zajedno sa (16.9) u
(16.8) dobijamo da je uslov stabilnosti ravnoteZnog stanja ove take

R>0 ili R=0.

Ukoliko je R pozitivno definitna funkcija ravnoteZni poloZaj tacke je
asimptotski stabilan. To ¢e i da bude pojava ako se tatka kre€e u sredini koja
se protivi kretanju sili proporcionalnoj prvom stepenu brzine v. Tada je, kao
§to se vidi iz (13.2) R=b;x'%/ pozitivno definitna funkcija koordinata x' i
brzina ¥/ jer je b; pozitivno definitni tenzor.

Za slutaj da su b;= —b; antisimetri¢ni koeficijenti, §to je slucaj sa giros-
kopskim. koeficijentima, funkcija R bi bila indenticki. jednaka nuli, pa jasno
sledi da giroskopske sile ne uti€u na stabilnost stabilnog ravnoteZnog stanja tacke.

(16.9)

Stabilnost kretanja

Analiti¢ki invarijantni izraz definisanog Kriterija ostaje o€uvan i za tvrdnje
o stabilnosti kretanja tacke. I u suftini i u formi menja se samo poreme-
¢aj kretanja. Ako se zadato kretanje tatke podudara sa reSenjima diferencijal-
nih jednadina kretanja, tj. p'=p(t, r,, po) P;i=p;(t, rys D,), onda je poremeéeno

kretanje .
I __ pl ]
[C"+E’ (16.10)

Di=p;+7;

gde su & vektor poremecaja vektora r poloZaja, a v; vektor poremecaja impulsa
kretanja tacke, odnosno vektor (&', v,) poremecaja faznog bivektora (v, p).
Diferencijalne jednadine poremeéenog kretanja bice:

Bii—aij;
a7

* (16.11)
Dp,

=Xi;i"’l'
i (s piy 1)
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Uzmemo li u odzir (16.10) i diferencijalne jednaline kretanja (15.4), jedna-
¢ine poremeéenog kretanja (16.11) svodimo na:

g _
—_— = R
dt K (16.12)
Dy, .
ZH_gE 0,
% 4 n 1)

gde su ¢, poremeéajni faktori. ove jednadine nazivamo kovarijantne diferencijalne
jednadine poremecenog kretanja. Uolimo poredenjem sa (15.4) da su one po
formi iste kao i diferencijalne jednacine (15.4) poremecenog ravnoteZnog stanja,
&ija je vektorska kovarijantna forma dokazana. Razlika je samo u faznom bi-
vektoru poremeéaja (&, v,).

Pod neporemedéenim stanjem kretanja podrazumevamo takvo kretanje kod
koga su svi poremefaji faznog bivektora jednaki nuli, tj. £=0, =,=0. Zato
kazemo:

Neporemeéeno kretanje &'=0, v, =0 tatke nazivamo stabilnim ako moZemo
naéi takav broj 8>0, za koji je u poletnom trenutku =1,

B ) I<8,  [n()]|<S, (16.13)
azat>t
@ ]<e,  n)]<e (16.14)

pii potrebnom izboru broja £>0.
Ovu definiciju zadovoljava analitiki invarijantni kriterij o stadilnosti kre-
tanja tacke koji tvrdi:
Ako postoji takva pozitivno-definitna funkcija W (E!, &2, &3, 1) za koju
je izraz
oW _JOW
—5T+a'f(3§+¢,-)n, (16.15)
negativna funkcija koordinata faznog vektora i vremena ¢ ili je identi¢ki jednaka
nuli, neporemeéeno kretanje tatke &' =0, n;=0 je stabilno.
Ukoliko je kriterijski izraz (16.15) negativno-definitna funkcija neporeme-
éeno kretanje talke je asimptotski stabilno.
Dokaz je analogan dokazu ovog kriterija o stabilnosti ravnoteZnog sta-

nja. Adekvatno izrazu (16.8) i ovde za sluaj da ¢, ne zavisi od vremena ¢
funkciju W ne treba birati u zavisnosti od ¢, pa izraz (16.15) se svodi na

a (%V—;w,.)n,.. (16.16)

Veéu opstost kriterija [21] pokazaéemo pri razmatranju stabilnosti kre-
tanja mehaniCkih sistema, §to se naravno sve odnosi i na kretanje jedne di-
namicke talke. ‘



DINAMIKA TACKE PROMENLJIVE MASE

17. Uticaj promene mase na kovarijantnu dinamiku

U opstem slucaju masa tacke je funkcija koordinate x, brzine v i vremena ¢.
Medutim ovde pretpostavljamo da masa zavisi samo od vremena i prouavamo
uticaj tog faktora na kovarijantne velifine i jednadine dinamike. Sama é&inje-
nica da je masa skalar ona se javlja invarijantom u svim koordinatnim sistemima

m=m(t), (17.1)

kao i njena promena po vremenu u diferencijalnom obliku

dm
—=u(), (17.2)
dt
ili u integralnom
t
m(t)=m0+f w(r)dr, (17.3)

o

gde je my=const. Zapazimo da masa m, odgovara masi m, koju smo uveli u
relacije (6.5) i (6.6). Tako ako je p(¢)=0 sva nada prethodna razmatranja ostaju
kao 3to su izloZena. Za p(#)+0 ofigledno je da linearni polarni moment iner-
cije (6.6), inercijski tenzor (6.5), impuls kretanja tacke (6.1), kao i diferencijalne
jednadine kretanja taCke, imaju sada sloZeniju strukturu s obzirom da se ranije
izloZenim i usvojenim relacijama pridruZuje nova (17.2) ili (17.3). Izvod mase
dinamicke tatke po vremenu (17.2) najée$ée se naziva ,,sekundarni rashod* ili
,»,sekundarni pritok. Mi ¢emo za izvod (17.2) u daljem tekstu upotrebljavati
upravo pojam izvod mase po vremenu ili brzina promene mase.

Masa m(¢) tatke M (x) sadriana je, kao §to pokazuju relacije (6.5) u
tenzoru (6.5) tj.

al'J':mgi'gi=m(t)gij(x)=aij(x’ 1), (17.4)

Prema tome i kovarijantne koordinate linearnog polarnog momenta inercije
(6.6) zavise od koordinata x tactke M (x) i vremena ¢, jer je

e=m()rig; g.=azr'=p,(x, ). (17.5)

63
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Kovarijantni izvod kovarijantnih koordinata p; vektora (6.6) tatke promen-
ljive mase, jednak je kao i za taku konstantne mase, inercijskom tenzoru g, tj.

Ai pj=aij (X, t)y (i’ j= l, 2, 3) (176)
Isto tako i kovarijantni izvod tenzora a; po koordinatama x* jednak je nuli,
Ayay;=0, (17.7)

kao za sluéaj inercijskog tenzora konstante mase (6.5). Medutim, tako nije i u
slu¢aju kovarijantnog diferencijala tenzora a; koji sadrZi promenljivu masu.
Zaista, potrazimo kovarijantni diferencijal tenzora (17.4). Dobi¢emo

Da,=D(m(t)g;)= g; Dm (¢), (17.8)

jer je Dg;=0. Kako je kovarijantni diferencijal Dm (t) skalara m jednak diferen-
cijalu dm tog skalara, moZemo da piSemo

Day=g; dm(t), (17.9)

§to odigledno nije jednako nuli, kao za sludaj kada je masa tacke konstantna.
Iz (17.9) sledi da je apsolutni izvod inercijskog tenzora tatke promenljive mase
po vremenu proporcionalan metri€kom tenzoru g, gde je faktor proporcional-
nosti brzina promena mase. Stvarno, podelimo li relacije (17.9) na d¢ dobijamo

Da;; dm

—A =g, — 17.10

ol T ( )
odnosno zbog (17.2)

Da;

—H=u(t)g,;. 17.11

” (1) gy ( )

PotraZzimo li, s druge strane, parcijalni izvod po vremenu od tenzora
(17.2) dobi¢emo
da; ~ Om om

g O 17.12
ot & or Ty ( )

jet g;=g;(x', x?, x%) ne zavisi od f, a masa m zavisi tamo od f, pa je

Uporedenjem (17.10) i (17.12) dobijamo da je apsolutni izvod kovarijan-
tnog tenzora ag; za tatku promenljive mase po vremenu, tj.
Da; day
dt ot
jednak parcijalnom izvodu tog tenzora po vremenu.
Ovaj zakljuak se odnosi i na kontravarijantne koordinate ovog tenzora,
jer i one sadrZe masu m(¢) dinamiCke taBke. To moZemo i pokazati, ako
podemo od uslova '

(17.13)

(17.14)
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Ako je kovarijantni tenzor a; proporcionalan metriCkom tenzoru gy, $to
se vidi iz (17.4), to treba da bude i kontravarijantni tenzor a’*. Ncka je taj-
faktor proporcionalnosti A tj.

alk=rgh (17.15)
Zamenom (17.4) i (17.15) u (17.4) dobijamo

a;a*=m(t)- A g, g*.

~Kako je .
1’ j=k;
g gf"=[
Y 0, j*k,
mora biti
m(t)-A=1,

Prema tome kontravarijante koordinate inercijskog tenzora slobodne tadke
promenljive mase su

R 17.16
Cm(@) (17.16)

Odavde se vidi da je kovarijantni izvod A.* po koordinatama x* od
kontravarijantnog tenzora 4? jednak nuli, kao i u (17.8), jer je

ij
Ao =2x8_ o (17.17)
m (1)
. Apsolutni izvod po vremenu, prema tome, bie
pal D1\ . d [l Cw@) .
—=g¥ — ~—=g’j——(—=—”—————= 1) g¥ 17.18
dt d dt (m) dt m) 8 m? (t) x @)z ( )
gde smo sa x () obeleZili koli¢nik
__r0
m? (1)

Posle ovako izvedenih osnova za geometrijsko kovarijantno razmatranje
jednadina kretanja tatke promenljive mase moZe se pristupiti izlaganju kovari-
jantne dinamike tafke promenljive mase.

18. Kovarijantne diferencijalne jednaline kretanja

Kretanje tatke promenljive mase karakteriSe, pored promene mase tacke,
i sila koja se javlja zbog promene mase. Ta Cinjenica ne bi smela da se previdi
pri razvijanju teorije na formulisanim aksiomama, jer bi dovelo u sumnju prvi
zakon dinamike. Mi éemo upravo od njega poéi da bi pokazali da na tacku
kojoj se masa menja dejstvuje sila i ako prividno ne postoji. Prvi zakon dina-
mike tvrdi da dinami¢ka tacka poseduje impuls kretanja p=my i zadrZava gau

5 Kovarijantna dinamika
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stanju mlrovan_]a i ravnomernog kretanja. Drugim re¢ima njegova promena po
vremenu je jednaka nuli, tj.

dp_d(mv) 0

18.1
dt dt (18.1)
ako neka sila ne izmeni to stanje kretanja

Iz (18.1) jasno je da sledi da je zadovoljena tvrdnja da je impuls

P(O)=p () (18.2)

konstantan za svako t>f,. Medutim, ba¥ iz (18.2), se vidi da ofuvanje impulsa
je nemoguée za t==1t,, ako je kretanje ravnomerno, tj. pri v=const. Zaista,
(18.2) moZe biti napisano u obliku

m@)yv (@) =m(,) (), (18.3)

odakle sledi da se brzina » mora menjati ako se masa m(¢) menja u toku
vremena jer je

v (f)= m((’°)) o (18.4)

a to protivredi prvom zakonu dinamike. Pokazali smo da postoji promena br-
zine. Ali emu je ona jednaka u diferencijalno malom intervalu vremena i §to
je prouzrokuje, ako smo pretpostavili da su sve sile jednake nuli? Na to pitanje
treba da nademo odgovor. Iz (18.4) se vidi da je promena brzine u intervalu
vremena dt=t—t kad t, — ¢

o, - (18.5)

Odavde je otevidno da je sila inercije —m %‘—,- jednaka proizvodu brzine
t

kretanja tacke v i brzine c;_m promene mase m, koji ima dimenziju sile. Dakle
t

pored sile inercije postoji i druga sila &ije je izvoriSte upravo u samoj tacdki i
po smeru je suprotna sila inercije; oblika je

dm (18.6)
dt
Jasno je da je v brzina tatke mase m, ali s odzirom da stoji uz masu
dm moZe se pomisliti da je i brzina objekta sa masom dm. Takav objekt —
»oestica postoji kod tatke promenljive mase. Ako se ta ,,festica® posmatra iz
koordinatnog potetka kao i dinami&ka tacka mase m, onda brzina v ,estices
mase dm moZe biti samo prenosna brzina te ,,8esticu“ u odnosu na posmatrata
izvan talke promenljive mase. To sve ukazuje na osnovu prvog zakona da
postoji sila, koja se sastoji iz proizvoda brzine &estice mase dm i brzine pro-
mene w mase m, te da valja primeniti drugi zakon dinamike za postavljanje
diferencijalnih jednadina kretanja.
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Drugi zakon dinamike tvrdi da je promena impulsa kretanja p dinamigke
tatke po vremenu, u ovom sludaju tatke promenljive mase, Jednaka sili koja
na nju dejstvuje. Ako svim silama koje dejstvuju na tatku dodamo i silu koja
nastaje zbog promene mase tacke, onda ¢emo u skladu sa drugim i treéim
zakonom dinamike imati diferencijalnu jednalinu sli€no kao i u (12.1), tj.

a2 _pip (18.7)
dt

gde je P sila koja nastaje zbog promene mase tadke. Iz analize od (18.4) do
(18.6), kao i radova Mescerskog [21] sledi da sila P mora biti oblika

dm
=—u 18.8
dt ( )

gde je u brzina Gestice mase dm, koja se odvaja ili pripaja dinamickoj tacki
mase m(t). Uzme li se jo§ pretpostavka, u cilju jasnijeg zakljuka, da tacka
kre¢e iz mirovanja v=v,=0, jasno je da je u apsolutna brzina ,,Cestice.

~ Diferencijalnoj vektorskoj jednadini (18.7) odgovarade, sliéno diferencijalnim
jednadinama (12.2), kovarijantne jedna&ine kretanja tacke promenljive mase u obliku

Dp=(X;+P)dt  (i=1, 2, 3) ‘ (18.9)

gde su P; kovarijantne .koordinate vektora (18.8) a ostale veliine imaju zna&enje
kao i u (12.2). U poredenju sa odgovarajuéim kovarljantmm Jednaéinama (12 2)
tatke konstantne mase diferencijalne Jednaéme (18.9) u razvijenom obliku i lmaju
i kvalitetnih razlika od jednadina (12.2) pa ¢emo ih izvesti.

Kovarijantne koordinate P; vektora P dobijamo skalarnim mnoZenjem
vektora (18.8) koordinatnim vektorima g, 4.

dm dm .
P.=P.g=—u-g=—u'g,g, =1, 2, 3), 18.10
i = U= Vg @ ) ( )

gde se vidi da su «’ kontravarijantne koordinate vektora apsolutne brzine u
gestica u odnosu na koordinatni sistem X=(x, g).

S obzirom da imamo izraze (17.4) i (17.12) kovaruantne koordinate (18.10)
vektora P moZemo da napifemo u obliku

c)av
ot

=2y, (18.11)

Uzmemo li u obzir.i izraz (6.7) za impuls kretanja dinamitke tadke, tj.

Drf
=a 18.12
pi=ay— .’ ( )

diferencijalne jednadine (18.9) napisaéemo u razvijenijem obliku, i to

dt dt ot

S-t
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a odavde

J
a, .2. (2';)+Da1 Dri X‘,_*.g.‘.z._il w.
dt \dt dt dt ot

Uskladimo 1i ovo jo¥ sa (17.13) dobi¢emo

DZrJ_X_I_%( il Drf)

aij‘;);;- f ¢G,Jj=12,3),

ot dt
ili
ay gl_x + 4, ' o (18.13)
gde je
$;= ” - S —vh) = aa,, v (18.14)
kovarijantni vektor reaktivne sile tatke promenljive mase, a
vl=ul—vi - (18.15)

1elativna brzina &estice mase dm.

Diferencijalne jednadine (18.13) kretanja tatke promenljive maze koje su
napisane u kovarijantnom obliku lako mogu uobifajenim postupkom dobiti
kontravarijantni oblik. Kompozicijom jednaina (18.13) kontravarijantnim ten-
zorom a', ako imamo u vidu (17.14), bie

Dyl
8}‘_""=Xk+‘l‘k’

dt
odnosno
k
D7 xeqgr, (18.16)
dt
gde je
k .J 2 pk
Dtk gk d Dt
dt dt dat  de?
a

oa; ;
i\

k . gik ) — gik
¢ ¢ 5

(18.17)

kontiavarijantni vektor reaktivne sile, koji u skladu sa (17.16) i (17,12), moZemo

da svedemo na

nl"‘—-l-g"‘gui'f et ‘—iﬂv’,‘. (18.18)
m

dt m dt

Ovaj izraz je najpogodniji pri kovarijantnom integralenju diferencijalnih
jednagina kretanja tacke promenljive mase u kovarijantnom i kontravarijantnom
obliku.
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19. Neki primeri kovarijantnog integralenja

Kovarijantno integralenje diferencijalnih jednadina kretanja tatke promenljive
mase je sloZznije od integralenja odnosnih dijerencijalnih jednadina konstante
mase. To iz razloga §to se tenzor (6.2) ne ponaia prema apsolutnom diferen-
cijalu kao njemu odgovarajuéi tenzor (17.4).

I, Primer. Neka se tatka kreée samo pod dejstvom potisne sile (18.17)
ili (18.18), 3to je isto, pri uslovu da je vektor (18.15) relativne brzine v, =
=w, (x!, x2, x%) kovarijantno konstantan. Diferencijalne jednadine (18.16) kre-
tanja dinamicke talke mase m=m () u tom sluéaju se svode na

Dy = 9.
m |

odakle, primenom kovarijantnog integrala

va" d—m—vf

sledi®
vk = v Inm (1) + 4%, (19.2)

gde je A* kovarijantno konstantni vektor koji odredujemo iz podetnih uslova
postupkom kao u (10.11). To je vektor vk (t)—vf In m(¢,) preneSen pomocu dvo-
tadkastog tenzora g’; u tacku ¢, tj.

=g’,§(v“—vflnm(t)).
Tako je sada brzina v* odredena u svakoj tacki t>t,, i to
Ve =gk v Inm(t)) + v Inm(2). (19.3)

Za slu¢aj Dekartovih pravolinijskih koordinata u kojim je, prema (6.7),

it

g=8= {(1) ’k:i:O sledi reSenje ,,prvog zadatka** Ciolkovskog [21]
a

m (¢,
Ve (£) =vk (1) = In m )
m(t)
*) Ctalac koji Zali detaljnije dokaze treba da zapazi da je diferencijal dm od skalara
k) ;
jednak apsolutnom diferencijalu Dm, a da je po uslovu zadatka Dv’,c =dv’r‘+[ } v,’, dx/=0 pa
ij

je integral
N

Ay
d . o]
f—”—tv"—f v, dlnm=f valnm:J D(vflnm(t))

pomodu Cega je dobijena desna strana relacije (19.2)
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S obzirom da je v"——l—;—— k=1, 2, 3), a da je v ln ((°)) =f(¢t) skalar-
m

na funkcija, dalje integralenje se svodi na tri diferencijalne jednatine

Drk=vk(t,)dt — v, (ln m((t:))) dt.
m

Odavde pomotu kovarijantnog integrala nalazimo
r"=v"(t°)t—.-vf,)fln—m—(t°—) Dt+B*
m(t)

gde autoparalelni vektor B* odredujemo kao od (19.2) do (19.3).

2. Primer. Na slitan nadin mogu se dobiti i kovarijantni integrali dife-
rencijalnih jednalina kretanja talke promenljive mase za ,,drugi zadatak‘ Ciol-
kovskog, tj. za slufaj kretanja rakete u konstantnom polju Zemljine teZe. Izvedimo
i to polaze¢i od kovarijantnih jednacina (18.13), u kojim osnovni tenzor g;; nije
kovarijantno konstantan, tj. nije Day;=-0, $to smo pokazali u (17.13).

U ovom zadatku o kretanju rakete Ciolkovskog pretpostavlja se da se
tatka promenljive mese kree pod dejstvom reaktivmne sile (12.14), a u polju
sile Zemljine teZe —m G gde je vektor G konstantan. U tom slu¥aju, koordinate
vektora sile X, odredimo uobidajenim postupkom prema krivolinijskom koordina-
tnom sistema X t_], prema koordinatnim vektorlma g;- Ako vektor G razloZimo
na G= G‘g onda je, prema (17.4),

X,;=-mg,-g-G'=—a; G. _
Tako sada diferencijalne jednaline (18.13) se konkretizuju i postaju

Dvi day ;
a, —= —a;G +—4v;, 19.4
U at ot (-4

gde su G/ kontravarijantne koordinate vektora ubrzanja G Zemljine teZe, a v,
kontravarijantne koordinate vektora relativne brzine ,,lestice**; oba vektora su
kovarijantno-konstantni. Da bi i osnovni tenzor g; sveli na kovarijantno-kon-
stantne tenzore iskoristimo relacije (17. 12) i (17.9). Pomoéu njih jednacine (19.4)
svodimo na -

DV . 1 d j
gy—=—Gl+— g,
Tt m &y
odnosno
. dm j
guDv’= — 8y G/dt +— gvr. i, j=1, 2, 3). (19.5)
m

Za kovarijantni integral tenzora bez obzira na g;=g;(x) kao i na G/(x),
v; (x) ove diferencijalne jednadine predstavljaju kovarijantne diferencijalne jed-
nadine u kojima su razdvojene promenljive v i ¢, pa dobijemo

”~

N /\d
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odnosno

N

A ) ~
gUva1= —gquf Dt+gUfo‘—1~n1,
m

jer su g, G/, v kovarijantno-konstantne velifine, a diferencijali skalara jednaki
su apsolutnim diferencijalima tih skalara. Sada je jasno da dobijamo kovacijan-
tne integrale u obliku

gVi=—g;Git+ gi,-vf Inm(f) + 4,

gde je A, kovarijantno konstantni vektor koga treba da odredimo iz podetnih
uslova sli¥no postupku od (19.2) do (19.3).



DINAMIKA SISTEMA
20. Uvcdne napomene

U uvodnom delu na 8. strani usvojili smo klasiénu definiciju o sistemu
dinami¢kih taaka. Pod nazivom kovarijantna dinamika sistema mi podrazume-
vamo onaj deo kovarijantne mehanike koja proudava kretanje i mirovanje
tacke ili vide dinamickih tadaka, &ije je kretanje ogramiteno bilo kakvim veza-
ma, a sve relacije kojim se opisuje to kretanje su po formi jednake ili sli¢ne
u svim koordinatnim sistemima prostora u kojem se kretanje dogada. Taj fakt
ogranifavanja kretanja tafaka Cini teoriju sloZenijom, maroito u kovarijantnom
smislu, tj. u smislu zadrZavanja oblika relacija i prirode dinamickih objekata
pri transformaciji iz jednog koordinatnog sistema u drugi, bilo da se radi o
kona¢nim, difercncijalnim ili integralnim matematiCkim izrazima. Da bi to os-
tvarili pristupamo apstrahovanju opaZajnog trodimenzionog prostora mnoitvom
koordinata dinamiCkih tadaka sistema, koje nazivamo viSedimenzionim koordi-
natnim prostorom. Neka imamo n dinamiSkih tadaka M,(v=1, 2,..., n).

Svaka tadka M & E, ima po tri koordinate x=(xf,, xf, x3); xyER. Skup od
m=3n koordinata u jednom te istom trenutku vremena &ini odredenu konfi-
guraciju sistema tafaka, pa takav skup koordinata nazivaju m-dimenzioni kon-
figuracioni prostor, a kretanje sistema tacaka u tom prostoru nazivamo kretanje
reprezentativne tadke, za koju po dogovoiu kaZemo da ima m koordinata.

U sludajevima kada se pogodnim izborom koordinata oslobadamo veza,
odnosno kad kretanje posmatrano na potprostorima, broj dimenzija konfigura-
cionog prostora je manji od 3 n, pa kaZemo da konfiguracioni prostor ima m
dimenzija, podrazumevajuéi pod tim da je m<n, gde je n broj dinamigkih ta-
taka sistema.

Uticaj veza na smanjenje dimenzija konfiguracionog prostora izloZiéemo
u gradivu koje slkde, a ovde istaknimo jo¥ nekoliko opstih napomena o veza-

ma, pogotovo onih gde mi odstupamo od prihvatene konvencije u klasi¢noj
mehanici o vezama.

Veze u dinamic¢kom smislu su najCe3ée realni objekti, bilo da su to geo-
metrijski modeli izraZeni analiti¢kim relacijama, bilo kinematidke ili dinamicke
jednadine ili nejednakosti. U najopstijem smislu, prema tome moZemo refi da
imamo realne ili stvarne veze i idealne ili zadate veze. Idealne ili zadate veze
bi bili matemati¢ki modeli realnih ili stvarnih veza.

72
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Za razliku od realnih veza zadate veze su uvek idealno glatke. Zato realne
ili stvarne veze drugadije dejstvuju na kretanje tatke od idealnih veza. Prema
predmetnim oblastima mehanike mi éemo razlikovati veze:

(20.1) geometrijske g (r, dr, >0, ili g(x, dx, 5)>0,
(20.2) kinematitke k (r, dr, t)=>0, ili k(x, dx, )>0,
(20.3) dinamicke <D (m, p, F, )=0, ili D (m, p, X, 1)>0.

Prema ovoj klasifikaciji sve vrste veza (geometrijske, kinematicke i dina-
micke) mogu biti razdeljene na konalne, diferencijalne i integralne, i obrnuto
sve konadne, diferencijalne i integralne veze mogu biti podeljene na geometrijske,
kinematitke i dinamicke.

U zavisnosti od toga da li su diferencijalne i integralne veze integrabilne
ili neintegrabilne razlikovacemo i ostacemo pri nazivu- holonomne i neholonom-
ne veze, a prema zavisnosti od vremena zadrZademo ustaljene nazive sklero-
nomnih i reonomnih veza. Isto tako upotrebljavaéemo uobifajene pojmove
zadrZavajuéih (bilaterarnih) i nezadrZavajuéih (unilaterarnih) veza.

21. Vektor poloZaja reprezentativme tacke

Posmatrajmo v-tu tacku M,&E, Ciji je poloZaj u odnosu na inercijsku
bazu odreden vektorom poloZaja r, koji moZzemo da pifemo u obliku (1.12),

r=r& g (i=1,23) @1.1)

ili u obliku (1.22) kovarijantnih koordinata
o k=To) B i 8ok = 8 ik T ) (21.2)

gde su, kao i u (1.18), koordinate ry vektora r, i kovarijantni koordinatni

vektori g, funkcije koordinata xv=(x§, xf, xi) tatke M,(x) u odnosu na
koordinatni sistem X=(x, g) 1 to

roy="roy(x), 1.3)
VYvEN,. ,
g i=8w; (%) (21.4)

Ako su poznate veze izmedu Dekartovih pravouglih koordinata y i kri-
volinijskih x, koordinaate "vektora poloZaja u odnosu na krivolinijski koordi-
natni sistem za svaku tacku mogu biti odredene relacijama (1.18) i (1.25), tj.

k 1 0va) .
r(") =y(V) i i ! (l) k=1, 2, 3) (215)
Oy | ¥v=v" (%),
i kao u (1.25)
i 0))({;) .
I'(v)k=8,-jy(v)axk‘, G, j=1, 2, 3). (21.6)
[OF
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Po ponovljenim indeksima u zagradi se ne sabira ako nema znaka za
sabiranje. : .

Dvojne indekse (v) i & u izrazima za vektore poloZaja tafaka M, moZemo
bez uticaja na izmenu strukture bilo kog vektora r, uprostiti svodenjem na
jedan indeks, tj.

1 2 3 . 1 2 3
r(1)=r‘, r(1)=r2, r(l)=r3, r(2)=r“, r(2)=r5, r(2)=r°
ili krace
1 - 2 _ 3
ray=r""% ro=r"% rg=r>

81 =8v—2 8v2=83v—1> EW3=83-

Na taj nacin n tripleta r(',f) pisa¢emo kao skup od n koordinata r' (ViEN,,,
m=13n) ovde uvedenog vektora

={rl, ..., ™},

koji ¢emo nazivati vektor reprezentativne tacke sistema.
Progirimo li te indekse na koordinate y(, i X, izraz (21.5) moZemo
sad da napifemo kao
. oxt L.
r'=y13——,, @G, j=3v-2, 3v—-1, 3v; VVEN,) L7
y.

pri &emu se ima u vidu da izmedu koordinata y i x tatke M postoji jednoz-
naéno preslikavanje y:x—y, tj. postoje veze

yi=yi (x3v—2’ x3v—l’ x3v)’
i obratno
X =xi (-2, -1, ),

Ako na primer, treba da izratunamo koordinatu vektora r7, (v=3, 3v—-
—-2=7), bite

r7 == y7 _a._xl .|. ys a_X7. 9 _a__.xj.

9y’ 08 2)°

$to, prema (21.7), odgovara prvoj koordinati vektora poloZaja r, tatke M,.
Na isti nadin moZemo da odredujemo kovarijantne koordinate vektora (21.6),
tako da imamo

0y

—_ iZd = — —
=8y, (k=3v-2, 3v—1, 3v),  (21.8)

za svako x koje zadovoljava jednaiuu

ay.i 3

0. 21.9
i (21.9)

3

Na taj nadin uvedeni vektor poloZaja tafaka sistema, bilo u kovarijant-
nom (21.8), bilo u kontravarijantnom obliku (21.7) predstavlja skup od =
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tripleta (1.18) ili (1.25). Iz navedenih relacija se vidi da su koordinate i ko-
varijantne koordinate r, vektora reprezentatlvne tatke sistema funkcije u opstem
slutaju krivolinijskih koordinata x. Ako je bilo koja tatka M ogranidena u
kretanju tako da jedna ili vi§e njenih koordinata x ne mogu uzimati sve vred-
nosti iz skupa realnih brojeva R, kao 3to je to opisano u 7. poglavlju onda
i vektor poloZaja posmatrane tadke mora da bude funkcija tih ogranidenih
vrednosti, na primer x*=const. Ta ili druga ogranitenja nad koordinatama x,
pa prema tome i nad vektorom r su geometrijske kona&ne veze &ije prisustvo
se ne sme zaboraviti pri opisivanju kretanja taaka sistema, jer one imaju i
dinamitkog odraza na posmatrano kretanje. Geometrijske veze (21.9) mogu
biti, svakako, sloZenije strukture, i to

£ .., xM=0, (u=1,..., k<3n) (21.10)

koje uspostavljaju meduzavisnost koordinata x. Pri usvojenoj pretpostavcn da
su veze (21. 10) medusobno nezav:sne, tj. da je jakobijan

of,

140, (21.11)
ox!

iz k jednatina (21.10) odredujemo k koordinata x*=x°(x¥*+!, ..., x"), (s=
2,..., k), u funkciji od ostalih n—k koordinata. Tako odredene zavisne
koordinate x* zamenimo u (21.1), tj.

ro=r,(x, ..., Xk xk+lo 0 X (21.12)
s =xs(xk+l, .., x¥),

pa dobijamo da su koordinate vektora poloZaja tadaka sistema funkcije 37—k
nezavisnih koordinata posredstvom zavisnih x*+!, ..., x¥, tj.

A

xS=x5(xk+1, ..., x3), (21.13)
I to tako da moZemo pisati
r=rfxt (kLo X3, L, xR(xREL LX), xR X3 = (21.14)
R M C AL <}

Prema tome, poloZaj tadaka M, tako povezanog sistema odreden je sku-
pom od 3 n—k nezavisnih koordinata x*+!, ..., x3 {li pomoéu 3n koordina-
ta r' vektora v reprezentativne tatke i k veza (21.10). Koordinate r vektora r
su u stvari koordinate vektora r, poloZaja pojedinih tafaka, uredenih po in-
deksima i=3v-2, 3v—1, 3v; to se vidi iz (21.7) i (21.8). Za takvu indeksnu
uredenost metri¢ki tenzor iz (21.2), tj.

EWik=8wi8Wk> (21.15)
moZemo da pifemo u obliku
oy oy’
=8y =& (7 X, X, 21.16
47 .jax, Py 8u( ) ( )

(ir ja kl l=3V—2, 3V—1, 3V, VVENn)
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Za slu¢aj uzimanja u obzir veza (21.10) i zavisnosti koordinata (21.13),
pri &emu nije vi§e zadovoljena jednaina (21.9), sve izvedene relacije valjalo
bi svesti na nezavisne koordinate kojih ima manje nego koordinata vektora
reprezentativne take. To dovoljno govori da se vektori poloZaja u opstem
sluGaju nalaze izvan mnogostrukosti koju ¢ine preseci veza (21.10). Ako 3n—k
nezavisnih koordinata oznafimo, kao i u 7. poglavlju, slovima ¢% a=1, 2,

., m, ti.

g={q% ¢% ..., q"} . (21.17)

tada su i vektori poloZaja tadaka (21.14) funkcije koordinata g, §to pifemo u
obliku '

Cn=n@ ., =1 @) = (L.18)

‘Tih m koordinata ¢* u svakom trenutku vremena ¢ imaju odredene vred-
nosti g*=¢*(t) i &ine cdredenu konfiguraciju sistema, pa i tu mnogostrukost
nazivamo Konfiguracioni m-dimenzioni prostor R,, Vm<3n, gde je n broj
dinamiCkih tadaka sistema. Talku M (g)&ER,, nazivamo reprezentativna tatka
sistema. U zavisnosti od toga da li poloZaj dinamickih tadaka M, odredujemo
vektorima poloZaja r,, a prema tome i poloZaj reprezentativne tatke vektorom
reprezentativne tacke, ili pomodu skupa nezavisnih koordinata, koje inade na-
zivaju generalisane koordinate ¢, mi éemo imati kvalitativno razli¢ite kovari-
jantne relacije kojima se opisuje kretanje tafaka sistema.

22. Brzina sistema

Pod pojmom brzina sistema podrazumevamo brzinu reprezentativne tacke
sistema. U zavisnosti od toga da li je vektor reprezentativne tafke sistema
izraZen kao skup koordinata vektora (21.3) svih tadaka sistema M,, V,EN,
tj. u obliku

R={r!, ..., rm}, (22.1)
ili su vektori poloZaja tataka izraZeni kao funkcije nezavisnih koordinata g, tj.
rv=rv(q) V,EN,, (222)

a reprezentativna taCka M (¢)&R,, skupom koordinata ¢, brzinu sistema od-
redujemo ili kao
1. Skup apsolutnih izvoda 3 n koordinata vektora poloZaja n talaka sis-
tema po vremenu, tj.
i g k i
vi=ll=£lf—+l"}kri%—, G, j, k=3v—-2, 3v—1, 3v), (22.3)
t

gde su F,':k Kristofelovi simboli nad tenzorom (21.16), ili kao
2. skup izvoda m nezavisnih generalisanih koordinata g reprezentativne
taCke sistema po vremenu i to

V= gt= YaEN,, (22.9)
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Veze izmedu kovarijantnih i kontravarijantnih koordinata vektora brzine
(22.3) uspostavljamo pomoéu tenzora (21.16) i to

) ) Dr/
Vi=8iy¥ =8 a0 (22.5)
odakle pri | 8,50 slede ekvivalentne relacije
. Drf -
v'=_(;t—=g’lvj, (i, j=3v-2, 3v—1, 3v; YVEN,). (22.6)

Pitanje kovarijantnih koordinata g, vektora brzine y& R” reprezentativne
taCke sistema uvedimo uz pomoc¢ vektora (21.18) kao za vektor (7.2). Izvod
vektora (21.18) po vremenu Ce biti brzina v-te tatke sistema i to

_dn _on

v, q- a=1,2,..., m 22.7
it o ( ) (22.7)
. . . . or, . '

PomnoZimo li skalarno ove relacije vektorima 0__5 postupno i saberemo

q .

po indeksu v dobi¢emo zbir projekcija brzina svake tatke M, na ose koordi-
. 0 .
natnih vektora —rL, tj.

04°

" or, M Or, Or,

2 V=2

q.
w1 O0gP JZi 0qrogPf

&«

Usvojimo li da su
(22.8)

- n or,
e = y, -

vgl ! a q 8
kovarijantne koordinate vektora brzine reprezentativne tathe M (g)&R,, sistema

tada su relacije izmedu kovarijantnih i],, i kontravarijantnih koordinata ¢* vek-
tora brzine v&R™ reprezentativne tadke,

05 =8us 4% (22.9)
gde je
"Jr, OFr
=S (@) 22.10
8ap Exaq“ Fyr 9us (9) (22.10)

osnovni metri¢ki tenzor konfiguracionog prostora R,,.

23. Impuls kretanja sistema

Pod impulsom kretanja sistema podrazumevamo vektor p=(p,, ..., Pm)
&ije su kovarijantne koordinate p, jednake zbiru projekcija vektora impulsa
kretanja svake dinamitke tatke sistema na ose odnosnih koordinatnih vekto-
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ra g, tangentnog prostora R™ u tafki M (q) konfiguracionog prostora R,. Im-
puls kretanja v-te talke M, (q), V'vEN,, mase m,, je

py=m,V,. (23.1)

Prema datoj definiciji kovarijantne koordinate p, impulsa sistema dobi-
éemo ako vektore (23.1) pomnoZimo skalarno postupno koordinatnim vekto-

. or, . . .
rima a——~" i saberemo po indeksu v, i to
qu

Ps= é m, vv-ar" v (23.2)

v=1 0 q“'

Uzmemo li u obzir (22.7), odakle vidimo da je v\,=§r—"3¢'1”, sledi
q

n dr, Or, -

= — gy=a,, ¢°, 23.3
p Elaq“ aqaq“ s (23.3)
gde su
- n or, or ' -
Q= > m,——— - —-=a,, 23.4)
8 vgl 00 og° sa () ‘ _ ( _

kovarijantne koordinate inercijskog tenzora sistema taCaka. Relacije (23.3) po-
kazuju da su koordinate impulsa kretanja sistema linearne kombinacije koor-
dinata c}“ vektora brzine reprezentativne tacke sistema. Postoji i ekvivalentna
relacija

g =a*t p,, (23.5)
koja pokazuje da su koordinate q* vektora brzine linearne kombinacije impul-
sa sistema.

Ako kretanje sistema tafaka predstavljamo pomoéu vektora poloZaja
tataka tada moZemo i impuls kretanja sistema da definifemo pomoéu pojma
vektora reprezentativne tafke sistema. Po definiciji (23.1), a u skladu sa (5.2)

k
i (5.4) imamo p=m,,£d':"—g(,,)k, (k=1, 2, 3). PomnoZimo li ovaj izraz vekto-
t .
rima g.,; dobiemo
Drk , ’ ‘
Py j=m 88wy dt ’ (]=1, 2, 3)' (23'6)

Upotrebimo indekse od (21.6) do (21.7) i u skladu sa tim uvedimo, bez
ikakvih promena na prirodu impulsa (23.6), simbolitke veze

My, o =My, =My, v VEN,,- (237)
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Pomo¢u tih simbola kovarijantne koordinate impulsa p; pifemo u obliku

Dr
g=aU:£— G, j=3v—2, 3v—1, 3v; YWEN,) (23.8)

gde je, a; kao u (6.2) ili (6.5), inercijski tenzor

a;=m; g.g;, (23.9)

uz uslove (23.7). Impulsi (23.8) su odigledno impulsi kretanja pojedinih tadaka
sistema, ali za ceo njihov skup

I)={p13 Dys vy p3n}

kazaéemo impuls sistema ili impuls reprezentativne tadke sistema, kao 1 za
sludaj (23.3).

Ukoliko uvedemo pojam linearnog polarnog momenta inercije reprezen-
tativne tacke sistema kao skup

e=(@% ..., M (23.10)

od 3n koordinata linearnih polarnih momenata inercije p,=m,r, pojedinih di-
nami¢kih tadaka, kao u (6.6), impuls kretanja sistema tafaka, masa m,=const.,
moZemo da izrazimo i pomoéu apsolutnih izvoda koordinata linearnog polar-
nog momenta inercije po vemenu. Upotrebimo li kori§ene indekse i, j=3v—2,
3v—1, 3v; YWEN, i uzmemo u obzir simbolitke veze (23.7), sledi¢e kao i
u (6.7)

D¢/

=g, ——, 23.10
Di=&i; at ( )

gde je g, (x) metricki tenzor (21.16).

24. Kovarijantne diferencijalne jednadine
kretanje holonomnog sistema

Kretanje sistema uzrokuju aktivne sile koje dejstvuju na svaku dinami¢ku
tatku M, mase m, ponaosob i veze koje ogranitavaju kretanja takaka. Pri
postavljanju kovarijantnih difericijalnih jednadina kretanja sistema treba se, pre
svega, opredeliti za koordinatni sistem u odnosu na koji se posmatra kretanje,
kao i prostor u kojem leZe tacke dinamitkog sistema. S obzirom da smo uveli
pojam reprezentativne taCke sistema koju odreduje 3n koordinata vektora po-
loZaja rl, ..., r3" u koordinatnim sistemima X=(x, g), ili m generalisanih
koordinata ¢% (x=1, 2, ..., m) mi ¢emo kovarijantne diferencijalne jednadine
kretanja sistema opisati i u 3 n-dimenzionom prostoru E,, i u m-dimenzionom



80 Veljko Vujiti¢

potprostoru R,,. Ako kretanje holonomnog sistema dinami¢kih tafaka posmat-
ramo kao kretanje reprezentativne tatke &iji je impuls kretanja dat relacijama
(23.3) ili (23.8), kovarijantne difercncijalne jednadine kretanja sistema i u jednom
i u drugom sluéaju moZemo da postavimo na osnovu drugog zakona dinamike,

L D . . .
prema kojem je promena po vremenu " impulsa kretanja sistema p, jednaka
t ,

sili koja d=jstvuje na reprezentativnu tadku sistema. Neka je rezultantna Sila,
koje dejstvuje na reprezentativnu talku sistema, F=(F,, F,,..., F,). Prema
drugom zakonu dinamike mora da bude

Dre g w=1,2..., m<3n), - (24.1)

dt

gde broj m<3n ukazuje na dimenziju konfiguracionog prostora u kome pos-
matramo Kkretanje reprezentativne talke, kad je n broj dinamifkih talaka sis-
tema. Pokazatelj m je od bitnog znadaja za korektno opisivanje kretanja sis-

. . d D . .
tema, jer komponente vektora F i vektora -‘—f— => % ne mogu u svim sludajevima
t t

biti smeStene u svim potprostorima. Jednadine (24.1) predstavljaju opste kova-
rijantne diferencijalne jednaéine kretanja sistema. One su ocigledno istog oblika
kao diferencijalne jednadine kretanja dinamitke tadke (12.2). U raznim vek-
torskim i koordinatnim prostorima postojadée razlike i u broju jednalina i u
njihovoj funkcionalnoj strukturi, ali kovarijantni oblik (24.1) ostaje isti.

1. Kovarijantne diferencijalne jednaline sa reakcijama veza

Neka sistem od » dinamigkih tadaka M, masa m,, ¢ije poloZaje odreduju
vektori r,, a kretanje ograniava k geometrijskih bilateralnih veza

Jolry, ¥y ooy 1)=0 w=1,..., k<3n). (24.2)

Veze odstranimo i njihovo dejstvo zamenimo reakcijama veza R,. Tako
na svaku v-tu dinami€ku talku sistema dejstvuje rezultantna sila

Fy=3 Fot 21 R, =F,+R,, (24.3)
’J'=

a=1

gde je F, rezultanta aktivnih sila, a
k
R,=3 R, (24.4)
u,=

rezultanta sila relacije.
Diferencijalnu jednadinu kretanja v-te taCke napifimo u obliku (12.1), tj.

d;tv —F,+R,  (v=1,..., n). - (245)
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RazloZimo ~vektore sila F, i R, na komponente duZ vektora g,
&) 2> &3 koordinatnog sistema ‘X, tako da imamo

dp v k k

_;;'l_—_X(V)g(V)k"'R(V)g\v)k’ (k=1, 2, 3; VvEN,). (24.6)
Ovu vektorsku diferencijalnu jednatinu kretanja v-te dinamitke tadke

postavimo u skalarnom obliku. PomnoZimo li tu diferencijalnu jednadinu vek-

torom g(,); moZemo u skladu sa (21.15) da pifemo

d dgu; - k k
— (P BN~ P — 2 =geyy Ko +RG). (247
dt dt
Leve strane jednadine transformi¥¢mo na slede¢i nadin:
: k : k
Py Bni=MWwPwm 8wj=mMu Y™ E8wi* 8w j=%mWu Y& =Pw);

0] 8 . dx" 1 dxk) ! dxk
p“’"_Sx—k) 3 =P» iy 8o —"7(‘,"—=P(v)1 Ty d;v)-

Zato dobijamo tri skalarne diferencijalne jednaCine kretanja v-te dinamicke
tacke sistema u obliku

POV Tk poyt = =Xey,+ Ry s
r kP i ar TR,
odnosno
Dp, . .
2O Xy, + Ry U=1, 2, 3; YYEN,), (24.8)

a to odgovara postavljenim diferencijalnim jedna¥inama kretanja (24.1) ako
je a=1,..., 3n. Uzmemo li u obzir i (23.8) diferencijalne jednaline (24.8)

postaju kovarijantne i po drugom apsolutnom izvodu ;D— t.
!

Dzr(k

v)
) jx arz = X(v)] +R(v)]' (24.9)

Opredelimo se za indekse koji ¢e Cuvati uredene triplete jednalina (24.6)
ili (24.9) diferencijalne kovarijantne jednaline kretanja sistema tadaka (24.8)
dobiée upravo oblik (24.1), tj.

P;i=x,.+R,., (i=3v—2, 3v—1, 3v; YvEN,)  (24.10)
t
a jednaGine (24.9) oblik

2

a,-IDd,:l=X,.+R,, (=3v-2, 3"_‘1’ 3v) . (24.11)

6 Kovarijantna dinamika
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.. " Za gistem. koji ima #n tadaka, ovih jedna¥ina ima 371 pomocu:kojih valja
da odredimo 3# koordinata rf=r(x(t)), odnosno 3n koordinata x(t) talaka.
To je moguée ostvariti ukoliko su poznate sile F i sile reakcija R. Medutim,
kako sile reakcije u opStem slufaju treba da odredimo pomocu -,;0dbagenih‘
veza (24.2), njih treba dodati ovom sistemu diférencijalnih jednadina kretanja
(24.7), tako da zajedno sa njima &ine sistem od 3n+k Jednaéma To pruia
mogucnost da se odredi i k reakcija veza (24.11).

Primetimo li da diferencijalna jednadina kretanja tafaka sistema u pri-
sustvu holonomnih stacionarnih-zadrZavajué¢ih veza obuhvataju ‘LangraZove di-
ferencijalne jednaline prvog reda, i to u kovarijantnom obliku, onda ée i put
za odredivanje reakcua veza: 161 preko mnozllaca Yeza ako su veze idealno
glatke

2. Kretanje sistema u petprostoru

Posmatramo sistem od n dinamickih tafaka M, (v=1,..., n) masa
m,=const, {ija su kretanja ograniena . vezama (24 2). Presek ‘veza (24.2), kome
inade pripadaju sve tatke M,, obrazuje m-dimenzioni konf:guracxom prostor
R, m<3n. Tatke M, (¢)ER,, poseduju impulse . kretanja_p,(q) koji leZe u
tangentnom prostoru R™ u tagki M, (9) na R,. PolozZaj tadaka u R;, odreduju
koordinate (21.17). Diferencijaine jednaline kretanja svake v-te tatke (24.5)
sistema vaZe nezavisno .od koordinatnih prostora, pa iste vaZe i za svaku tatku

M, (q). Znajuéi da koordinatni vektori g(v,m=ai generifu vektorski -prostor
qd

R™, .y moguénosti smo da: vektorske jednaline (24.5) "projékfujemo na ose tih
vektora. U tom cilju razvijmo jednaline (24.5) u skladu sa (23.1), tj.

t

‘;it(rhmv“ gwd=F,+R,, - (24.12)
ili razvijenije
4 (M) ) By + My v* ‘—i-—gﬁ'-)—"-‘=F(v)+R(,), (24.13)
- dt LT de
gde je
A8 _OBme g  (24.14)
Cdt oq® . S

Gledano iz obvomog prostora u kome maéc leZe vcktorx -sila F, i R,
imamo

080)a | ‘

_0-:1;~=r13g(m+b¢n(v) o (24.15)
gde je.m, vektor normale na potprostoru u tatki M,, n,1g,; T'js su odig-
ledno koeflcuentl povezanosti, za koje se moZe pokazati da su Kristofelovi
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simboli nad metri¢kim tenzorom potprostora R,; a b,; je drugi osnovni ten-
zor tog potprostora. Zamenom (24.15) u (24.13) dobiéemo

Y

dv . .
""(v) 8 +my v T ds 4% 8y + My bug Ny 4°V*=Fy + Ry, (24.16)

Mnozenjem skalarno postupno vektorima Bwa i sabiranjem po indeksima
v. dobijjamo, s obzirom na (23. 4), .

dv' dq®
ay (—‘};——+v rp 4 ) 0, + (24.17)
ili - ‘
Dv? . '
- d: =0,+R?, G 8=1,2, ..., m (24.18)

gde je gy 1nercx_]sk1 tenzor sistema, a Q, kovarijantne koordinate vektora sile,
koje nazivaju genmerelisane sile i jednake su

5=.2, Foy Bws- _ (24.19)
v=1

Kovarijantne koordinate R, predstavljaju projekcije sila reakcije veza na
ose koordinatnih vektora i jednake su

RP = Z R 8s- (24.20)

v=1

PomnoZimo 1i jedna&ine (24.16) vektorima normale n,y i saberemo li
indeksima v dobijamo relaciju

bag 4* 4° = QO + RO, (24.21)
gde su, odigledno, Q™ i R®™ koordinate vektora sile, &ije su komponente
QM i RMp

upravne na tangentni prostor R™.

Diferencijalne jednaCine kretanja (24.18), koje moZemo da napiSemo u
obliku

24
a,.,%g—=Q, +RP, H 8=1,..., m), (24.22)
ili zbog (23.3)
Dp, @
+RS 24.23
= =0 ( )

predstavljaju kovarijantne diferencijalne jednadine kretanja holonomnog sistema
u konfiguracionom potprostoru R,,. Treba primetiti da ove diferencijalne jed-
nadine ne sadr¥e one komponente vektora koje su normalne na tangentnom
prostoru R™; To pokazuje jedna&ina (24.21). :

6*
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25. Reakcije holonomnih veza sistema

Pri posmatranju kretanja sistema tadaka u potprostoru @, kovarijantne
diferencijalne jednaline (24.22) pokazuju da se posmatraju samo one kompo-
nente aktivnih sila i sila reakcija veza koje leZe u tangentnom prostoru R™.
Za sludaj idealnih veza reakcije u tangentnom prostoru ne postoje jer je

R?=3 Ry 20.=0, (25.1)

v=1

pa se pomoéu diferencijalnih jedﬁaéina (24.22) kretanja sistema u potprostoru
R, ne mogu ni odredivati. Medutim, ako se izvan ovog potprostora ima u
vidu jednadina (24.21) jasno je da je za odredivanje koordinate R®) genera-

. n

lisane sile reakcije R™="5 R,.m, potrebno znati: Q,, koordinate ¢"=g*(r),
v=1

kao i brzinu sistema ¢*=g*(f) u svakom" trenutku vremena. A to s¢ upravo

odreduje pomodéu diferencijalnih jednadina kretanja holonomnog sistema sa

idealnim vezama,

. Dg® '
(2 ‘—‘-17-=Qa, ' (d, B=1, 2,..., M)

Prema tome, ako se traZi generalisana reakcija idealnih veza pomoéu jednadine
(24.21), potrebno je da se koriste i ove diferencijalne jednadine kretanja. Inade
za odredivanje reakcija veza Ze3¢e se koriste diferencijalne jednaline (24.8) —
(24.11). Da bi to pokazali razmotrimo prvo prirodu i definiciju reakcije veza,
a zatim izvedimo op$te formule za odredivanje reakcija holonomnih sklero-
nomnih zadrZavajuéih veza. Navedimo, pre svega, jedan primer holonomne
bilateralne skleronomne veze, recimo

Yi+yi+yi= r?=const.

gde su y,, y,, y, Dekartove pravolinijske pravougle koordinate. Ova veza moZe
da odraZava ' : :

1. klizanje tatke po nepokretnoj lopti polupreénika r=const, kao i

2. kretanje sfernog klatna duZine /=r =const.

U prvom sludaju, poznato je, sila reakcije leZi na konusu reakcije, Cija
se osa.simetrije podudara sa normalom na sferi. To ¢e re¢i da sila reakcije
fopte ima jednu komponentu koja leZi u tangentnoj ravni, a drugu koja je se
poklapa sa normalom lopte u poloZaju dinamitke tatke, R= R*+ RN.

Ma kako da je lopta glatka postojade. R* ukoliko pri modeliranju ne za-
nemarimo taj vektor zbog malog modula R*=0. Za takvu loptu matematicki
idealiziranu, uz dodatni pojam da se ne javlja sila trenja, reakcija ima pravac
gradijenta sfere. Ako je pak re¢ o kretanju klatna, obeSenog o fiksnoj tacki
pomodu tanke nerastegljive niti, reakcija Veze ne obrazuje konus reakcije veze,
nego se sila reakcije nalazi u koncu, tj. u pravcu gradijenta veze sfernog klatna.

Kao $to primer pokazuje mi ¢emo razlikovati: reaine, idealizirane i ideal-
ne veze.

Za realne veze ili samo za veze podrazumevamo da sila reakcije leZi na
konusu reakcije veze, a
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za idealizirane i tdealne veze da imaju reakciju veze proporcionalnu gra-
dijentu prisutne veze f=0

R =) grad f, . (25.2)

gde faktor proporcionalnosti A ili mnoZitelj vcze podleZe odredivanju.’
U skladu sa usvojenim opredeljenjem rcakciju realnz veze tada mozemo
da napiSemo u obliku
R=)grad f+ RO (25.3)

gde je R™ komponenta reakcije R veze f=0 koja leZi u tangentnoj ravni veze
u tacki M (x), a koja se javlja kao sila trenja. Ako je re€ o v-toj dinamikoj
tacki sistema &ije kretanje ogranifavaju k veza f,(r', r3, ..., r3*) =0, pisaéemo
kao u (24.4), da je :

k ok .
R(v)= z )\ugradrvfu"" 2 R((v))u.1 (254)

=1 =1
ili u koordinatnom obliku

0f
Rey;= Z A —7 .
w=1 (V)

+R%;, (25.5)

k - .
gde je RY);= S RQyus- Zamenom u (24.9), sledi

=1

D2 r t) af
2( =X+ R + Z Ay 5
dt 0 r(\,)

a(v)jk (25.6)

te smo dobili zajedno sa jednadinama veza (24.2) sistem od 3 r+k jednadina

za odredivanje 37 koordinata vektora ra, i k mnoZilaca vcza A,. Ovde razli-
kajemo pojedine opite slucajeve i to:
a) Veze su oblika:

r?f) = const. (25.7)

U tom sludaju diferencijalne jednadine (25.6) ¢c biti:

D2 ry
Ak dtz ~X(V)M+R(v)M+uZ A 8,
a odavde
Driy dx{,
A= —m Ty ar — = — (X p+ RGO 20). (25.8)

Primer. Kretanje dinamicke tacke mase m po idealnoAglatkoj sferi. U
tom slu&aju sila trenja R™ je jednaka nuli, éﬂj-:- =1 jer postoji veza, saglasno
r

podacima na 15. strani,
Sf=r—r=0.
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Na osnovu relacije (5.6) i podataka na strani 26, potrebnih za ova_]
primer, nalazimo da je

1 1 . 3 . 1 z . I
-Il—=0, ~Dr—=r2qa, -D—r—=r2sin2<pe, éx_=0’ ﬂ‘__q,’ _dﬁ_-_.

dt dt dt dt Codt dt
pa zamenom u (25.8) dobijamo da je mnoZilac vezc

== (rzz.l <.F’Z + raa, 1 '92)_ Xl
odnosno,

= = mr(?+ 02 sin2g) — X,

gde je X, koordinata vektora aktivnih sila na poluprcCniku sfcre.
b) Isto tako kada su veze date u obliku koordinatnih povrsi

x* = const (25.9)

reakciju veza traZiéemo u obliku (25.8) s tom razlikom da brzine tataka budu
izraZane izvodima koordinata x/, pa e biti

dxj
A= ZI)\,,SM=—mI'UMx(\,) 2~ Xou— RMM (25.10)
'L=

¢) Ukoliko su veze oblika (21 10) u najopitijem pogledu 111 (24.2) dife-
rencualne Jednaéme (25.6) omoguéuju odredivanje mnoZilaca veza. Ako napi-
femo da je

o Ok (=1, 2, 3; p=1, 2,...., k),
(v)uj'_a i
r'ew VVEN,,
ili :
cu,=%‘;—, (I=3v-2, 3v-1, 3v),

tada iz (25.6) i (24.11) dobijamo

2 i
A =cl® (a,,. 1:1 o X,-R‘?) (25.11)

pod uobidajenim uslovima da je | ¢, |i+0. Za sludaj idealnih veza to je

2 i -
)\°=c’°(a,,.D - —X,), f" L2, (25.12)
dt i, I=3v=2, 3v—1, 3v)
| YvEN,.

d) Pri posmatranju. kretanja u potprostoru R,, pomocu dlferencualmh
jednadina kretanja (24.18) iz istth moZemo da odredlmo samo ‘‘tangentnu”’
komponentu sile reakcije veze reprezentativne talke

R =g, 200 _ 5=1, 2 , (25.13)
8 ’—aay dt QG’ (Y’ ] P ] m)’ *
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Medutim sile R() pre se odredUJu transformacxjom S E

"’=z Riwe=3 z R3),-

v=1 ‘vlcl

gde se sile trenja R, najéesée odreduju eksperimentalno. Sto se tie nor-
malne komponente sile trenja. R™) reprezentativne tatke, koja- je upravna na
potprostor ona je odredena r_elacijom (24.21), tj. '

RM=p,, é“ q'ﬁ -, T (25:14)
gde je
oM — Z F,-n, (25.15)

generalivsana sila usmerena po normali, a .
bes 4% ¢ , - (25.16)

druga metritka forma potprostora R,,.

26.. Kovamantne diferencijalne Jednacme
S nestaclonarnog sistema

Pod nestaclonarmm sistemom dmamlck}h taéaka mi podrazumevamo sis-
tem tadaka ko_|e su povezane vezama zavisnim i od vremena. U cilju op§teg
razmatranja mi ¢emo pretpostavitl prisustvo:

a) holonomnih reonomnih bilateralnih veza
fulrys ooy 1y, 1)=0, (=1,..., k), (26.1)

b) neholomnih reonomnih linearnih veza oblika

C(a-v)i 9‘;'?(")' + C(crv) = 0, (l = 1, 2, 3), (26,2)
¢) dinamickih o
t
mey =mey () = [ () dw, - (26.3)

fo

gde je w,(#) brzina promene mase m, tatke M
Pri izvodenju diferencijalnih kovaruantnlh Jednaéma kretanja neholonom-
nog i reonomnog sistema promenljive mase i ovde ¢emo, kao i u prethodnom
poglavbu posmatrati kretanje, prvo u 3 n-dimenzionom ‘obvojmom prostoru,
ili proSirenom tom prostoru od 37+ 1 dimenzije, a zatim na potprostorima.
Kovarijantne diferencijalne jednacine kretanja. Kretanje v-te tatke promen-
ljive mase opisuju diferencijalne jedna&ine (18.7), tj.

d . .
—Z?l =Fey+ Py, (v=1, 2,..., n), (26.4)
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gde v uzima vrednosti skupa tataka s'stema kojih ima n. Odstranjivanjem ho-
lonomnih veza (26.1) njihovo dejstvo zamenjujemo, kao i u (25.5), reakcija-
ma veza

k ) k k
Ry=73 Mgrady fi+ 5 RGu=7 R, (26.5)
n=1 u=1 u=1\

kao sile koju treba pridati sa desne strane jcdnaline (26.4).

Isto tako, kao $to je poznato, tim silama reakcije treba dodati reakcijc
neholonomnih veza

- kl
Ry=73 % Cow- (26.6)

a=1

Tako diferencijalne jednaline kretanja (26.4) tadaka sistema piSemo u
vidu

d k k . ky
t_lt— (m(V) v(v)) =F(V) +P(v) + Z )‘u gradrv fu + z sz;u. + z As C, o) (267)
1

p=1 p=1 c=

gde su A, i x, mnoZitelji veza.
U poredenju sa izvodenjem kovarijantnih diferencijalnih jednalina (24.9),

odnosno (24.10), u jednadinama (26.7) javlja se u suftini novi samo taj fakt

§to su mase m,(?) dinamiCkih tataka funkcije vremena t. A to pitanje je po-
sebno obradeno u 17. podglavlju. PomnoZimo li skalarno redom diferencijalne
jednadine (26.7) koordinatnim vektorima g, dobiéemo i-tu kovarijantnu di-
ferencijalnu jednainu kretanja v-te dinamilke tacke, i to

d 8oi
I (M@ Yoy 8wy — M) ¥ d; - =

N k. Ky
=(F(v)+P(v) + Z )‘ugradl’vfu+ 2 Rg;u- + Z Ca(v) Xa) i

v=1 =1 c=1

‘Kako je

Dr .
o= 8y (=123

-it—, k=1, 2, 3)

. () k bfu ks
=X(v)i+P(v)i+R(V)i+ z A= Tt z XGC(V)(
u=1 Or(v) a=1
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gde su odigledno,

Xwi=Fw 8w P(v):—P(v) g RGi= Z R(V)u 8w

n=1
of, .
__;E_ = grad Iy f;l 8w ! c(v)i Z Xe C(V)(a) Bvji-
rwm o=1

Uzmimo li jo§ u obzir osobinu (17.12) i izraz za reaktivnu silu (18.14)
dobi¢emo sistem od 3 n diferencijalnih jednadina kretanja -
D r(‘,)

o/,
Ay if ™73 de? —X(V)t+¢(V)1+R(")l'+ Z A u+z XaC(v)cn ’ (268)

"
ory &

gde je ¢, reaktivna sila v-te dinamiCke tacke.

Ako pak usvojimo indekso kao i u (21. 16), tj. 1—3v—2 3v—1,3v;
V v&N,, ove diferencijalne jednaline kretanja neholonomnog reonomnog sis-
tema ta¢aka promenljive mase svodimo na traZeni kovarijantni oblik:

D2 rl k f
=X+ +RP+ > A, 22
L b Z “ 3k

a + z XG ok* (269)

C(k, I=3v-2, 3v~1, 3v; YVEN").

Ove ]ednaéme zajedno sa vezama (26 1), (26.2) i (26 3) odreduju kretanje
posmatranog sistema.

Za slufaj da su mase m,=const, a holonomne veze idealne dlferencualne
jednadine (26.9) se svode na pl‘OStl_]u strukturu

Dzrl . f
Y i = z 7‘u —=

+ z XG ok (2610)

Ovakav oblik diferencijalnih jednadina kretanja je kovarijantan u odnosu
na krivolinijske sisteme koordinata. Jednadine (26.9) predstavljaju kretanje po-
jedinih tadaka sistema M,. Medutim isti oblik kovarijantnih diferencijalnih jed-
nadina kao (26.10) éemo da dobijemo ako posmatramo kretanje centra inercije
sistema. U tom sluéaju saberimo po v sve diferencijalne jednadine (26.8) pa, s
obzirom na (21.15) i (23.9), moZemo da piSemo

D2y
a, ——=X;+{,+RP +
'y dt 4" vzl uzl xu’ a

ky

j: Z > XeCooir (26.11)
ry v=1 g=1
(, i=1, 2, 3),
gde su sada:
=3 A, R?=3 R, Xi=3 Xew

v=1 v=1 v=1

z vy = Z m.,) 8y 8wy

v=1 v ]
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Kao 8to se vidi kovarijantni oblik diferencijalnih jednadina (26.11) .i
(26.9) je isti, samo se mora voditi rauna o dimenzijama prostora u kome se
posmatra kretanje elstema ‘Dok je kod  jednadina (26.11) osnovni tenzor

z Mgy 8y Bewyy dotle kod jednadina (26.9) taj tenzor je m, g,);" g(w Prema to-

me i koeficijenti povezanosti prostora su razliiti.

Kretanje neholonomnog sistema_na potprostorima. .

- Prisustvo holonomnih veza (24.2), pokazalo se u (24.16), (24.18) i (24.20),
smanjilo je broj diferencijalnih jednadina kretanja sistema za broj veza.
Ako za transformaciju posmatranog nestacionarnog neholonomnog sistema sada
uzmemo samo u obzir holonomne veze (26.1) i dinamifke (26.3) mi déemo,
sliéno postupku za izvodenje jednadina (24.20) izvesti i kovaruantne diferen-
cijalne jednadine kretanja neholonomnog sistema s tim §to pri tom treba vo-
diti raduna o reonomnosti veza. Kao §to je sve &ef€e uabifajeno u analiti¢koj
mehanici mi ¢emo za vreme uzeti nultu nezavisnu koordinatu ¢°=t=x°, te
na taj nalin nestacionarne holonomne veze (26.1) svesti na obhk veza (21.10)
kod kojih funkcije f, zavise od - 3n+1 koordinate, - tj.

LG X, =0, (u=1,...; k), (26.12)

pa koordinate vektora poloZaja «(21.19) reprezentativne tatke sistema zavisc
od 3n+1—-k koordinate g. Tako se i dimenzija potprostora prosiruje - na
m+1, te kretanje sada posmatramo na potprostorima R, , . Koordinatni vek-
tori na tom potprostoru-za v-tu dinami&ku tatku M,(q) su: :

g(‘.)a=a (OC=0, 1, _,'» m), (2613)

medu kojima je i g(v)o—%:—". Pomnoiimo li diferencijalne jednadine (26.7)

koordlnatnml vektorima €26.13) i saberemo po v dobi¢emo m+1 diferen-
cualnu Jednaému kretan]a sistema.

Zaista,
98wa s

d (meyv,y g ‘) m ‘v q® =
at (v) ¥(v) (\f)a ™ ¥(v) _0q" ;

w=1 o=

=F- g(v)fz+P(v) 8wet 8wa” Z R+ 8ye* Z %a Catnys (26.14)

gde je Ry, odredeno izrazom (26.5).
Kako je u ovom profirenom potprostoru

oryy . - :
Yy = 04(: 9 =q" 8. G¢=0,1, ..., m
q
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-0 v)a \. . ‘

- —ag(—; = Fag gwst+ baB n,); g(V)a-'Ln(v)
levu stranu prethodmh Jednaéma (26 14) posle sablranja po v moZemo da ure-
du_]emo na slede¢i nadin: : :

N

, a -
Z — (M v+ g(m) M) By " 84" =
Cv=1 d d y=1 .

d . dpa

_ Y —

au
a T T

gde je
N ()rv c)rv
A= My (t) —— 0 O

g7 o a, (4% 4% ..., 9 (26.15)
v=1 .

inercijski tenzor posmatranog sistema dinamitkih tadaka;

N 9 v« N ag( )?'a 8
\Zl Gy q“=vgl Mo 8orv” el i
N : Lo o da®
3 aq”
=3 M8y 8ws Twsg®q'=ay, Pag q®q" "Faﬁps

| et TR

gde su Pag Kristifelovi simboli nad tenzorom (26.15). Uzimajuéi u vidu ova
svodenja, kao i to da sa desne strane dobljamo kovarijantne koordinate vek-
tora sile:

N N

1 k
Z F(v) g(v)u”‘ .R¢= z (z Rw)u)'g(v)a

va=1 v=]1 \v=1

| (26.16)
Z P(w g(wa’ C(c)z = C(c)v *Bwa«

v=1
jednacine (26.14) dobijaju traZeni oblik

dp dq*
%P1} ot Po + Ry + o Clo)as
P 2, X G

odnosno

Dp, ki =
dt =Q¢+Pa+ R, + z X C(,,),_. (26.17)
' ae=1" ’

(x=0, 1, ..., m).
Ovih m+ 1 diferencijalnih jednadina predstavljaju kovarijantne . diferenci-

jalne jednadine kretanja reonomnog sistema tafaka promenljive mase sa holo-
nomnim i neholonomnim vezama.
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Kod ovakvog nestacionarnog sistema ¢&ije su i mase tafaka i vcze zavisne
od vremena potrebno je uoditi-razliku izmedu osnovnog tenzora (26.15) i ten-
zora (17.4). I to ne samo zbog broja koordinata, nego zbog nadina zavisnosti

dr(v)
v 29
u izrazu (26.15) funkcije vremena, dok kod sistema sa skleronomnim vezama

to nije sludaj, nego se u strukturi osnovnog tenzora javlja vreme samo pos-
redstvom masa [40].

od vremena. To otuda $to su kod reonomnog sistema i parcijalni izvodi

Zbog toga ako su veze skleronomne, a mase taéaka funkcije vremena 1,
diferencijalne jednaline kretanja sistema (26.17) zadrzavaju isti oblik samo $to
indeksi uzimaju vrednosti od 1 do m, tj.

Dpg
=28 Qy+Py+ Ry + z Xeeres (26.18)
dt w1

B'=1,..., m.

U sluéaju skleronomnih veza ako mase zavise od vremena apsolutni iz-
vod po vremenu osnovnog tenzora a,s razliCit je od nule i jednak je, kao i u
slu¢aju (17.13), :

Dagr 'Y' a aﬂ'

* (I ’=l: 2,'--am; . 26.19
@ ot Py ) (26.19)
gde ovim parcijalnim 1zvodom predstavljamo izraz

adﬂ"yf_ N dm(,,) 6r(,,, .dr(‘,,
ot 5 dr 0q¥ og”

(26.20)

I u sludaju reonomnih veza ako se posmatra kretanje u R™+' relacije
(26.19) i (26.20) biée ofuvane. U protivnom ako se kretanje reonomnog sis-
tema posmatra na potprostoru R, struktura izvoda (26.19) postaje kud i ka-
mo sloZenija. Pri tim &injenicama i

Pa=0ns % (x, =0, 1,..., m), (26.21)

diferencijalne jednaéine (26.17), kao i (26.18), svode se na

D
Ges P2 0ottt Rt 3 i Con (26.22)
o=1 ]
gde je
(‘Pa:Pa—?ﬁ?i q.B’ '(!X', B‘_‘os' L., M),

ot

reaktivna sila posmatranog sistema. Iz jednadina (26.7) od kojih smo poceli
izvodenje jednadina (26.22), iz (18.8) i (18.10) vidi se da je

. 8
P, = rityy (£) Uiy =ty (1) Uy 8wys
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pa je, s obzirom na (26.16),

da,
P, = Z o (1) Be  Bea ¥ = o; . (26.23)

v=1

Zamenom u ¢, dobijamo konadan izraz i za sile

, ,
b= ;’:ﬂ @-¢9 (% B=0, 1,..., m). (26.24)
Kovarijantne diferencijalne jedna&ine (26.22) lako transformifemo na kon-

travarijantnu formu. - Kompozicijom - pomoéu kontravaruantnog tenzora a*'
slediée

‘;‘j COTHYTARTE S 40 C (26.25)
c=1

gde su Q, {7, RY, x(c) C(a) kontravaruantne koordmate odgovarajumh sxla iz
jednatina - (26.22). :

Ako su kod nestacionarnog posmatranog sistema mase tataka mg,y kons-
tantne, sile (26. 23) i (26 24) su Jednake nuli, pa se jednadine (26.17) svode
na oblik .

D

__“_ = Qa + Ru + z ) (C) C(c)a: (26.26)
a jednadine (26.22) na
' Dg® N
aaﬂ ';t_—=Qa+Ra+ Z x(a) C(q)a’ (26.27)
o=1

(O(, B=0, 1, ey m)

Ukoliko su holonomne veze skleronomne i idealne, reakcije veza R, su
jednake nuli, pa ove diferencijalne jednaéine dobijaju' jo§ prostiji oblik

Dpy :
P 00+ 3 tCowr (26.28)
dt & < y
ili : («=1,..., m
-
Aopr =Qu+ Z Xe) Ceay o - (26.29)

Za holonomni skleronomni sistem tadaka diferencijalne jednagdine kretanja

svode se na oblik (24. l) Jer ne postoje reakcije veza z X(o) Cta)o- Inmale za
a=1 :

reonomni snstem, éak i ako su holonomne veze idealne, reakcije veza ne isCe-

zavaju iz diferencijalnih: jednadina kretanja. Zaista, analiziramo li reakcije veza

(26.5) pri njihovom preslikavanju u generalisane sile reakcija veza (26.16) na
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potprostoru R, ,, do¢i éemo do jasnijeg zakljutka. Zamenimo. sile (26.5) u
izraze (26.16) za R,, tj.

.. mk

R,= Z z (M. grad,, f, + Reyo): 8ha- (26.30)

v=] p=1

Prvih m koordinata R, &e biti’ .

, n. CE T T -
Ry = 2 Rgg'g(v)a'= 2 2 R%:))u.‘g(v)a', (26.31)
v=1 val p=1
s obzitom da je .3 5 A, gfads, fy- ya=0. Medutim nulta koordinata
vy B .
R=3 Z (ugrads, f,+ RQ)- gm, (26.32)
v=1 p=1

sadrZi, kao-§to se vidi, komponente reakcija R{).ER™ i komponente = .
Augrad,,, f, LR™. Tako, &k i kad su holonomne veze idealne, za koje su
tang_entna_koqrdmata reak_cl]a _

or - t)r ‘ o
Rm 2 Z R(v)u ’ (g(v)o—_), (26.33)
v=1 p=1 ot . ot
jednaka nuli, postoji reakcija veza
a . . . .‘ } - : ) . .
Ry=3 Z Yo grady, - —, (26.34)
v=1 u.—- ot

koja odgovara nultoj koordinati ¢%=¢.
Na taj nadin kovarijantne diferencijalne jednadine kretanja (26.27), pri
dejstvu idealnih holonomnih veza, za koje je R(,?=0, bice

D .
Qys dqt = a+¢¢+Ra+ z Xto) C(a)a’ (2635)
o=1
g&é su sve koordinate R, =R, = - - =R, jednake nuli, izuzev

R, + 0. (26.36)

27. Opsti apsolutni integrali sistema

Pod naslovnim pojmom Opsti- apsolutni integrali- sistema ovde podrazu-
mevamo svaki integral kovargantmh diferencijalnih jednadina kretanja sistema
dinamiCkih jednagina koji je dobijen za neke opfte uslove, a da u raznim sis-
temima koordinata istog prostora zadrZava jedan te isti-oblik, pri Semu se in=
tegralenje svodi. do nepoznatog integralnog kovarijantno-konstantnog tenzora,
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Pod istim ovim naslovom obuhvatamo i invarijantne integrale do kojih ‘moZe-
mo da dodemo pomodu apsolutnog, odnosno kovarijantnog integrala tenzora.

Integral energije sistema. Posmatrajmo sistem kovarijantnih diferencijalnih
jednadina kretanja (26.22) u cilju odredivanja njihovih apsolutnih integraia ako
takvi postoje i ako se mogu odrediti na§im pristupom. g R

Pretpostavimo da generalisane sile @, imaju potencijal siia H =II(g° , cees g™,

te da je Q.= —%—“. Diferencijalne jednadine kretanja (26.22) u tom sluda-
q

ju su -
Dg® oIl Oda, . ks

G = T et o T RAS o Clona 27.1

*dt oq" at( ‘1.‘) agl X Ct) (27.1)

PomnoZimo ovaj sistem jednadina diferencijalima g*dr—dg* tako da je

.o d . k 3
- @q* Dgf = fdﬂ-+—(;l°;—e.a-(u“:~qf’) dq* +R,dq" + 21: X@ Ctoya- - (27.2)
' ’ ’ c=1
Tom kompozicijom sveli smo sistem-od m+ 1 diferencijalne jednaCine
(27.1) na jednu jedinu invarijantnu diferencijalnu jedna€inu (27.2), ije reSenje
predstoji da traZimo. Da bi postojao integral jednadine (27.2) usloviéemo da
bude integrabilan svaki zdruZeni® sabirak.

Integral [ a, g* Dg® pri uslovu (26.19) ne moZe se kvadraturom izradu-
nati. Isti sludaj i sa .integralom . f -a—g‘:i (1 = g*) dg® 'Meédutim, za sludaj da je
CuPe— gt S (271.3)
oba navedenia integrala mogu se svesti na:
. . aa . 1 1 " .
oaitit= [ 25 i [ D(L auid).
feqqfat(q)q, 5 Gud 7
jer ."j'e u skladu sa (26.19) o
1 -\ 10dag -, . o
D= g ﬂ)=—~‘1 8 dg* + 0,4 Dg?
Imajuéi u vidu (P1.11) odavde sledi da je
R T » '
f D(-z— aaaé“éﬂ)=?a¢,é“ P+A,  (d=comst).  (274)

* Po zdruZenim sabirkom podrazumevamo zbir povézan indeksima sabiranja, na pri-
mer Rodg*=R,dq®+ R,dq'+ -+ + R, dq™
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Na isti nadin dobijamo,

[dT=11+B,  (B,=const). (27.5)
'Integral f R, dq* omatimo slovom S, tj.
S=[ R.dg*=| R, q*dt. . (27.6)

Poslednji zdruZeni sabirak

ky
> Xora«dq*

a=1

jednak je nuli pod uslovom da su neholoniomne veze (26.2) oblika Ciyar 4% +
+Cyodt=0, (¢'=1, 2,..., m).

Prema tome, za uslove (27.3) i (26.2), kao i uslove egzistencije potencx-

]ala H(q,...,q") tj.
(200 20)
2g* (M“ oq° (0q“,)

zbir integrala (27. 4), (27 5) 1 (27.6) Cline integral diferencijalne jednacine
(27.2) i to ST T

';_ aaq.uq.a+n=s+ha (“, B=0a 1’ veey m) (27'7)

. 1 e 1 t g “ar
gde je h=const.=A4,+B,, a 0} e 4 4° = = A 9% 9% + awoq™ ¢°+

+ -;— Gy q°q° =T, + T, + T, kinetitka energija reonomnog sistema; II=TI(¢% ...,

g™) je opiti reonomni potencijal.
U sludaju da je S=0, dobijamo integral energije

T+T=h _ (27.8)

za nestacionarni potencijalni sistem.

Potpunija analiza relacije (27.7) sa mehanitke tacke gledi$ta ukazuje da
se u opitem slucaju ne moZe odrediti (27.6) kao prvi integral, pa ni opsta
relacija (27.7) ne predstavlja prvi integral diferencijalnih jednadina (27.1.) Samo
za posebne sisteme moZemo da dobijemo prve integrale, koji se javljaju kao
posledica opste relacije (27.7) koja u integralnom obliku &ini zakon energije
nestacionarnog dinamickog sistema.

1. Za holonomni reonomni sistem tadaka konstantne mase postoji prvi
integral energije:
. . . oll
a) .ako je Q, jednako nuli, Q,= ———0———0
t
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b) ako je Q, integrabilna funkcija vremena, Q = _‘)aﬂ:Qo ().
t

U sludaju pod a) integral (27.7) se svodi na
T+1I= [ R,dt+const., (27.9)

gde je R odredeno izrazom (36.34), a T'=T,+T,+T, je kinetiCka energija
&iji su sabirci

T,=awp 4% 4%, «, p'=1,2,..., m)), (27.10)
T, = aoe B*, (27.11)

1
T°=—2— - (27.12)

Diferencijalna jednadina kretanja sistema (26.35) u kojoj figurise funkcija
R, za ovaj slutaj pod a) je

.s .
2L Qy+R=R,  (Q,=0) (27.13)

Apa —— =
0B dt \

Zamenom R, iz ove diferencijalne jednaline u (27.6) lako dobijamo
integral

S=f Rodt=f aog-Dq.B=f D(aoaéﬂ)=

. A
=f D (aop q5'+aoo)=f D(T,+2T)=T,+2T,+const.

Uzmemo li u obzir ovaj integral i sabirke (27.10), (27.11) i (27.12) ki-
netitke energije 7, iz (27.9) sledi prvi integral

T,— T,+ I =const. (27.14)
Za sludaj pod b) za koji je Qy=0,(t) iz (27.13) sledi da je

Dg®
Ry=a,g “‘1‘3—‘ —Q, (1),
pa intengral (27.6) postoje
S=T,+2 To—f 0,(t)dt=

=T,+2T,—U(t)+ const.
Zamenom u (27.9) dobijamo integral energije u obliku
T,—Ty+ 11+ U (t)=const. (27.15)
gde je U(2) =f Q, ().

7 Kovarijantna dinamika
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2. Ako su holonomne veze skleronomne i ldealne, neholonomne veze li-

nearne, skleronomne te i homogene C,,uf "=0, a mase tataka sistema Kons-
tantne, isGezava m+ 1. diferencijalna Jednaéma_ kretanja koja odgovara koordi-
natnom vektoru g.,,, a sa njom i funkcija R,, pa ¢e S biti jednako nuli ako

R oMl . . Dge o eeal . .
ey = —;—=0. Pod tim uslovima vaZi prvi integral (27.8) koji predstavlja
t

zakon o odrfanju mehanicke energije.

3. U klasi¢noj mehanici kretanje reonomnog holonomnog sistema taaka
konstantne mase posmatra se uglavnom na potprostorima R, CR,,,+1 U tom
sludaju ako su reonomne holonomne veze idealne integral (27 6) je indentiCki
jednak nuli. Medutim, tada je inercijski tenzor zavisan od m+ 1 koordinate i
to od m koordinata ¢* i vremena f, a prostor je m-dimenzioni. Zato u tom
potprostoru R, apsolutm izvod inercijskog tenzora nije ]ednak nuli, pa se od
(27.2) do (27. 4) ne moZe do¢i ako inercijski tenzor a,; zavisi od vremena t.
Saglasno tome, da bi postojao integral (27.4), a prema tome i integral

T,— T, + 11 (4) = const. o @1ae)
potrebno je da inercijski tenzor ne zavisi od vremena, te da bude

- ()aw=0;_> T -0
c)t ar

4. Za sve uslove iz prethodne tacke iuvz dodatm uslov da je -()I—P 3]
t

sledi¢e integral oblika (27 15), s tim sto éemo’ umesto funkcue U, koja je po-
ticala od potencgalne energije, imati funkcuu P(t) ko;a, kako se. Vldl, poti¢e od
kineti¢ke energije, i to : :

'T To+l'I P()—const. (27.17)

Kovarijantno konstantni impulsi kretanja

" 7a sludaj kada su mase dinami&kih tadaka sistema konstantne, m, = const.,
iz diferencijalnih jednalina kretanja (26.27) moZemo da dobijemo m+ 1 apso-
lutni integral pod uslovom da je zbir svnh aktivnih sila reakcija veza jednak
nuli, tj. .

- * v ) _
Q.+ Ra+ > % C@e=0.

a=1

Za taj statiCki slucaj vndlmo da je apsolutm dlferencual vektora impulsa
kretanja jednak nuli

DP:'——-dl’u—FIgpydq,ﬁ# _0,
(@ By ¥=0, 1,...,m). (.7

7", "Primenom apsolutnog integrala ténzera (P1.4) dobijamo da su svi impul-
si kretanja

pa=A,, (@=0, 1,..., m). ‘ (27.18)
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Smanjenje broja dimenzija prostora od m+1 na m nema bitnog uticaja
na dobijanje istim postupkom apsolutnih integrala (27.18). Kako ne postoji
opti postupak za odredivanje integrainog kovarijantno komstantnog vektora A,
na potprostorima R,,,, to ¢emo se ovde zadovoljiti relacijom (27.18). Za spe-
cijalan prost sluéaj potprostora R,, u kojem su Kristifelovi simboli jednaki nuli,
koordinate vektora A4, su konstante, a u slutaju da je R, euklidski prostor,
vektor A4, je paralelno prenogljiv vektor koga odredujemo pomodu dvotadkas-
tog tenzora (P2.6) kao i u sludaju (12.14)

Do takvog stepena odredenosti, §to nije lifeno realnog smisla, moZemo
da odredimo Siru klasu apsolutnih integrala kovaruantmh diferencijalnih jedna-
&ina kretanja sistema.

Neki kovarijantni integrali

Neka su ponovo mase tadaka konstantne, m,=const. Tada je {,=0. Ne
gubedi mnogo od opStosti u smislu naSeg razmatranja, pretpostavimo da su
date veze skleronomne, pri demu se diferencijalne jednaCine (26.9) u formi ne
pojednostavljuju i napisaéemo ih prema (6.7) u obliku

L (P_P_')=x FRD+ S 0 —~-+ z Xt Cas (27.19)
dt dt =1 o=

(i=3v-2, 3v-1, 3v; VVEN,)."

Ako je moguce uravnoteZenje sila trenja holonomnlh veza i reakcija ne-
holonomnih veza, tj.

fu

P+ Z T Z X Cr;=0 (27.20)
w=1
i ako su aktivne sile F, (v=1, 2,..., N) konstantni vektori, pa koordinate

vektora sile

X,=X,.(x3"‘2, va—l’ x3v), ((l=3v—2, 3V—l, 3V;)

VVvEN,
ine kovarijantno konstantni vektor, diferencijalne jednadine (27.19)

D
dt

D =%i_xa, (27.21)

moZemo da integralimo. Kako je apsolutni diferencijal skalara jednak obi¢nom

diferencijalu, pisaemo
A D A
f D(-j_')= f X, Dt. (27.22)

Kako je X; kovarijantno konstantni vektor, tj. DX;=0, biée
A A
fX,Dt=X,. f Dt=X;t+4,

7*
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pa iz  (27.22) sledi

Dei

=AXit+A,‘,

(,=3V_z, 3v—1, 3V). (27.23)

VVvEN,

gde je A, kovarijantno konstantni integralni vektor, koga odredujemo, kao i u
poglavlju 12. Na shan nadin mogu da se dobiju kovarijantni integrali za
sistem tadaka opisanih diferencijalmm jednaCinama kretanja (27.19), kao za
kretanje pojedine talke sistema §to je opisano u poglavlju 12 s tim §to osnov-
ni~tenzor u ovom slufaju je (22.16).

28. Kretanje sistema u faznom prostoru

- Fazni prostor. U skladu sa defmlcuama datih u 15. poglavlju pod p0)mom
fazni prostor podrazumevamo uniju @,,, skupa g= {q', ..., ¢} koordinata ¢*
reprezentativne tatke M(¢)ER,, i skupa p= ={P1s .. > p,,,} kovaruantmh koor-

inata vektora impulsa kretanja p&R™. To su, impulsi kretanja sistema p, u
tatki M (q)ER,,. Ako se uzme vreme ¢ kao koordinata q° 4% t, fazni prostor
se profiruje za Jednu dimenziju pa se naziva profireni fazni prostor. Za tako
proSireni 2m + 1 dimenzioni fazni prostor @,,,.,={¢%, ¢', ..., ¢™ P\» ..., Pm}
desto se kaZe prostor stanja s obzirom da odreduje stanje kretanja q*(¢), p,(¢)
sistema u svakom trenutku vremena f. Takav prostor odraZava kretanje sklero-
nomnog sistema na m-dimenzionim potprostorima R,,. Medutim, kretanju reo-
nomnog sistema, kao $to smo videli u prethodnom poglavlju, odgovara m+ 1
dimenzioni prostor R™+! u kojem vektor impulsa kretanja ima m+1 koordi-
natu po, Pys--es Pms kOjC odgovaraju generalisanim nezavisnim koordinatama
q°% g%, ..., g gde je q° vreme t, ¢°=t. Dakle stanju kretanja reonomnog
sistema odgovara 2 m + 2 ‘dimenzioni fazni.prostor-®,, .,. Zato se i ovaj prostor
moZe da mnazove prostor stanja. Bitnija od naziva je &injenica o kakvom se
mehanitkom sistemu radi, te koliko ima nezavisnih impulsa kretanja p,. Zato
éemo mi u daljem ‘tekstu pod po_]mom fazni prostor podrazumevati sve navedene
fazne prostore s tim. §to éemo pri tom isticati dimenziju prostora.

Kretanje sistema u faznom. prostoru. opisujemo pomoéu 2m ili 2m+2 di-
ferencijalnih jednadina prvog reda, zavisno od toga da Ii se posmatra prostor
®,, i @,,.,,, od kojih je pola u kontravarijantnom, a pola u kovarijantnom
obliku. To su u stvari diferencijalne jednadine kretanja sistema (26.17) kojima
se pridruZuju izrazi za impulsz kretanja (26.21) u refenom obliku po genera-
lisanim brzinama. Tako za kovarijantn= diferencijalne jednadine kretanja imamo

dq® 6
=a*%p,, 28.1
i ar ' P_a ) ( )
Dp,
dt Qa+P+Ra+z X(o)C(a)a.’ : . .(28'2)
a=1

(@ B=0,1,..., m),
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koje Gefée pisemo u razvijenom obliku
dg*
dt

=a* p, (28.3)

dp dg® ky
= =Thp,—+0,+P,+ R, + o Clora -
” P Q . zl Xo) Co

Ako je sistem holonoman diferencijalne jednadine (28.2) gube reakcije
neholonomnih veza pa posmatrani sistem jednadina je

ag*

A _ gy,

dt Ps ,
(© =0, 1,..., m) - (28.4)

D

—P2_Q,+P,+R,.

dt

Ako su holonomne veze idealne otpada i R, pa imamo i dalje sistem od
2m+2 jednadine

dg® 8
=a
dt Ps
(@ B=0, 1, ..., m). (28.5)
L2 o, +P,
dt

U sluéaju kada su holonomne veze skleronomne otpadaju dve diferenci-
jalne jednacine, koje odgovaraju vremenskim faznim koordinatama ¢° i p,, tj.

q°=1=a"*p,, (28.6)
®=0,1, ..., m
_D‘}%=Q0+Po, (28.7)

pa se broj diferencijalnih jednalina (28.5) smanjuje za 2, tako da imamo sis-
tem od 2m diferencijalnih jednaZina istog oblika (28.5)

dg*
=q*8
dt P § _ ‘
(«, B=1,2,..., m) ~ " (28.8)
Dp o
%= u+P¢
dr Q

samo §to indeksi «, B uzimaju vrednosti od 1 do broja stepena slobode kre-
tanja sistema m.
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Ako su mase dinamilkih tadaka konstantne ovaj sistem jcdnadina se jog
uprocava :

dg*
=q*® De>s
dt °
(28.9)
Dp,
d Qa’
jer je P,=0. U ovom sluéaju i kovaruantm Qe=a,(q", ..., ¢ i kontrava-
rijantni tenzor a**=a®*(q', ..., ¢™) ne zavise od vremena ¢ kao u prethodnim
sludajevima.
Ako ni sile 0,=0,(¢% ..., ¢"; p,» ..., P,) De zavise od vremena ¢,

iz diferencijalnih jednacina (28.9) lako elemmnsemo diferincijal vremena dr pa
dobljamo diferencijalne jednaline fazne trajektorije rteprezentativne talke siste-
ma i to:

dg" _Dp.
aaa pB Qu.

=dt, (@ B=1,..., m), (28.10)

gde se ponavljeni indeksi u broijocu i imeniocu ne smatraju indeksima sabiranja.
To znadi da su u jednadinama indeksi « slobodni indeksi, pa imamo n dife-
rencijal jednadina

M

@ _Dpw oy, m, (28.11)
8

aM® p, Om

Za sluéaj da je forma Q,dg* integrabilna, iz ovih diferencijalnih jedna-
¢ina dolazimo do invarijantne forme

a*® p, Dp, = Q, dq*, (28.12)

(a0, B=1, 2, ..., m),

a odavde apsolutni invarijantni integral

[ a®p.Dpy= [ Q.dg*
koji je kao tabli¢ni (P1.11)
a®p,py=2 [ Qudg*+4; (% B=L ..., m) (28.13)
gde je A,=const. Ako generilisane sile imaju potencijal sila [I=TII(q!, ..., g™
za koje je Q.= _%_I%’ integral (28;13) je integral energije dat u Hamiltonovim

promenljivim

% a*® p,py+l=h=const. (28.14)
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za konzervativni sistem tacaka. Ovaj integral, kao i opitije (28.13) kod koga
se koordinate a** osnovnog tenzora u opstem slufaju javljaju kao nelinearne
funkcije koordinata ¢', ..., ¢™, a koordinste vektora generalisane sile Q,~
0. ..., 9" p,, ..., py) nelincarne funkcije faznih promenljivih, moZe pos-
luziti kao $to je poznato za kvalitativnu analizu oscilatornog “Kretanja™i sta-
bilnosti ravnoteZe sistema. ’ L

Male oscilacije. Za oscilatorna kretanja taaka sistema, koja su poznata
pod nazivom male oscilacije, koordinate inercijskog tenzora su konstantni iner-
cioni koeficijenti*. Zbog toga su Kristofelovi simboli jednaki nuli, apsolutni

1 - . : A

diferencijal D« jedna.k-obiéno'm ‘d'iferencij‘alu dx te i apsolutni’ integral f * jed-
nak obiénom integralu f * vektora. Generalisane sile su, u najopstijem sludaju,
linearne funkcije faznih koordinata, tj. o

7% = g8
7 =a"h (28.15)

- B
P=—Cugq®—baps

gde su c,q=cg, = const. bp=konst. Zato iz (28.9) veoma prosto dobijamo sis-
tem od 2m linearnih diferencijalnih jednadina sa konstantnim koeficijentima

= a" pg,

‘_] - (28.16)

Da= —canB—bng.

Za pretpostavljena re3enja
é“=A°‘ M py=Bge o (28.17)
sledi sistem od 2m homogenih algebarskih jednadina:

AA*—a*® B, =0, R - (28.18)
(«, B=1,..., m) :
AB,+b5 B, + cps A =0. , (28.19)

1z sistema jednadina (2818) uoSavamo da izmedu koordinata vektora B,
I A* postoje veze

© B,=\a,, 4% (28.20)
jer jé.a“3d¢,=8§={(l).. Zato se (28.19) svodi na

(W gy +Abog+Cgp) 4°=0,

*) Vidi: Vujicié V, Teorija oscilacija, ,,Nau¢na knjiga*, Béograd, 1977.
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odnosno
()‘Z Qag + A bae+caa) AI‘:_—‘O’ (28.21)

jer za egzistenciju netrivijalnih refenja A® postojaée m kvadrata A karakteris-
] 8z

ti¢nih A, kojima odgovaraju vektori A(ﬁ), a zbog veze (28.20) i vektori B,,.
S obzirom da je a,, pozitivno-definitivna matrica, jasno je da de vektori A,
i By, ostati ogranifeni po modulu ili teZiti nuli ako je

(bus A AB): — (4 0 Ay Ady) (cas 4y Ad) <0,

bug Aoy A3>0,

te za te uslove kretanje sistema je oscilatorno, a ravnoteZno stanje sistema
q=0Ap=0 je stabilno ili asimptotski stabilno.

Kvazinelinearne oscilacije sistema

U faznom prostoru ®,,, mogude je u konaCnom obliku izraziti pribliZno
tatna refenja sistema od m stepena slobode oscilavanja i za sluéaj kada su
generalisane nelinearne funkcije, ali sa malim parametrom [44] i to:

ol
Q.= ‘})?J’fa(t)HRa(q‘, ooy @™ Pyisees s Pms ), (28.22)

gde su f,(t) periodne funkcije, ¢ mali parametar, a R, nelinearne funkcije
faznih promenljivih i malog parametra e.

Skalarna funkcija Il je potencijal sila, oblika pozitivno-definitivne kvad-
ratne forme

= % Cos 4% q° (28.23)

Ciji su koeficijenti ¢, simetri€ni i konstantni. S obzirom da i ovde pretposta-
vljamo nelinearnost samo sila R, proizilazi da su inercioni koeficijenti a,,
konstantni te da su Kristofelovi simboli nad njima jednaki nuli. Zbog takvih
pretpostavki diferencijalne jednadine oscilatornog kretanja ovog sistema (28.9) su

.a=a¢ﬂ s
T=a"Ps (28.24)

ba+cuaqe=fa(t)+eRa-

Za =0 dobijamo generalisani sistem linearnih diferencijainih jednacina
sa konstantnim koeficijentima, koje predstavljaju sopstvene oscilacije sistema
pod dejstvom prinudnih sila £, (¢) i to:

'a_____aas s
9 Pe (@ B=1,..., m), (28.25)

PatCag 4% = £, (2).
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ReSenja g*(¢), p.(t) ovog osnovnog genratornog sistema diferencijalnih
jednagina oznali¢emo nultim indeksom gg i p,, te ih kao takve mo¥emo da
napifemo u obliku

t
Cm . 1
g*=q0(t)= > [A,“,‘(Aoksmmkt+BOkcosmkt)+—ff“(‘r)sinm,‘(t—r)d‘r]

k=1 oy
0

(28.26)

m
Pa=Poa(t)= 3 {mkaaa(Aokcosmkt—Boksincokt)+ff¢('c)coswk(t—r)dr}
k=1
0

gde su o, (k=1,..., m) ulestanosti sopstvenih oscilacija sistema, Ay, i By,
integralne konstante, a f*(t)=a*® f, () kontravarijantne koordinate vektora sile

f@®. ‘

Ma kakve da su sile R,, pretpostavka o malom parametru-¢, ¢ini ih to-
liko po modulu malim da one ¢ R, samo remete kretanje sistema (28.25), pa se
refenje sistema diferencijalnih kvazinelinearnih jednadina (28.24) nalazi u blizini
refenja (28.26), tj.

e (O)=gd (1) + 3 €96 (1),
s=1

(28.27)
Pe (t)=p0tx(t)+ z sxp(.l)a(t)’ V

s=1

gde su g (t) i p.(t) periodne zasad jo§ nepoznate funkcije vremena r.

Razvijmo funkcije R, do onog stepena po (¢*—gg), (P.—Pos) 1 € do kojeg
su razloZene potencijalne sile i inercioni koeficijenti, kako bi za sve funkcije
imali isti stepen aproksimacije, a to je:

Ra=R0a+(qB—qg)RaB+(pB_pos)Rg+S¢s+ Crt
gde su
Roa=R, (1, 46(1), - 46 (2); Po, (1) - -+ » Pors (); 0),

JR
0g° |g*=gs (1) -
Pa="DPo (?)
e=0

Rzﬂ___RaB(t’ qcl)(t)’ L ] q:)" (t)’ pOI (t)’ LIRS ] pOm (t))=

OR,

dps |q%=q0 (1)

pa=p0a(t)
e=0

R5=Rg(t: q(li(t)s ceey q(')"(t); Py @y ..vs pOm(t))=
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Se=Sa(t, @0(), -, 45 (1) Py (8), .-, pén;'(t)).=a—f‘“' =gl (1)
; ] . ={qo

Pa=Doa(t)
e=0

Sa ovako razloZenim funkcijama diferencijalne jednaéiné .kretanja (28.24)
postaju

q‘¢=auapﬂ
j’a+caﬂ qs.=fu (t)+€[Roa+(qa—qg)R¢B+ . ' (2828)
+(P5—P05)R2+S¢5+ .-l

Pretpostavljena stepena resenja (28.27) treba da zadovolje diferencijalne
jednadine (28.28), pa je:

> & ay=a*® 2, & Piye
i=0 =0

% éii’(i)d"'caa;zo ¢ q‘(si)=fa (t)+ € [R0¢+Raﬂ Zl ssqg)+~
= s= . B

iz

+Ra Z € P(:)B"'S e+ - ]

Izjednalenjem koeficijenata uz jednake stepene },ef dobijamo prvo za =0,
e"=1 generatorni sistem linearnih diferencijalnih jednalina sa konstantnim koe-
ficijentima (28.25), a to je

‘ -a_auﬁ =0’ h : ' ' ' N
: {q" Pos = . (28.29)
p0a+caﬁqo —fOo:(t)’ )

zatim za svaki stepen e'=¢, 2, €3, ... sledi po jedan sistem dlferencualnlh
jednadina oblika (28.25) sa mdeksnma s odgovarajuéih stepena e (s =1, 2, 3, .. ),
tj.

qa éa“Bp =0 . . i
{ 0 ()8 (28.30)
. ¢ 1 mo
P&yt Cap ‘I(s)ff(s)a(t, =13 ..., 46-13 P—11,.... Pa—ms

gde’ su: o
f0a=f¢(t)’

0
f(l)a=ROB(ql’ tees qg‘; Poys - .pom)7

8, pb
Jra=Rag 4+ RaPyyp +Sas

........................................

8 .
Sipa=Rup i—1y+ Raci-1y Pe. (j=3,4,..).
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Refenja sistema diferencijalnih jednaina (28.29) su oblika (28.26) tako da
imamo ¢§=q§(t), Pyu =Py« (t). Zamenom ovih funkcija u Ros(gd, ..., py,) do-

bl_]amO da je ﬁ])tz: 08 (t’ AOI’ sty AOm; _BOI’ ceey -B'om) =ﬁ1)a(t) tako da sle-
deéi sistem iz (28.30) je istog oblika kao i (28.29), tj.

( a% — g8 -
D 0
i 4 we (28.31)

. B
Pyat Cap 4ty =S5y (1)

Konstante Ayq) i By, (k=1, 2,..., m) odredujemo iz 2m uslova
egzistencije periodnih rteSenja iy (1) =gyt +T) i Pyya(?) =Pya(t—T) tj. uslo-
va odstranjivanja rezonantnih €lanova u desnim stranama diferencijalnih jedna-
¢ina (28.31). To je zahtev da bude ispunjeno sledeéih 2m uslova:

o

[ A% fipa(t) cos ey tdt =0,
0

h=1,2,..., m) (28.32)
T

[ A% fia (t) sin ey tde =0.
0

Periodna redenja sistema (28.31) nalazimo ponovo u obliku (28.26), odnosno

m
qo = > {A: (Aye sinoy t+ By, cos e 1) +
k=1

+mikfﬁr,(1)sinmk(t-r)dr},
0

(28.33)

] ' .
Paa= 2, {‘Dk g Dk (A(y COS e 1 — By siney 1) +
X

+ f(l)a(‘r) COS @ (t';T) dt}.
/ }

. Zamenjujuéi ova reSenja i re§enja (28.26) u drugi sistem (s=2) diferenci-
jalnih jedna&ina (28.30), tj. u f(,,, ponovo dobijamo sistem jednadina oblika
(28.31). Eliminacijom rezonantnih &lanova N

T
[ A fiye(t) cos @, tdr =0,
0

T
[ A% fiya(®) sines, tdt =0,
0
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sada moYemo da odredimo periodna refenja g3 (?), p,,(f) u obliku (28.33).

Na isti taj nadin postupno odredujemo i naredna g¢,,, p,, pribliZzna re-
Senja do Zeljenog n-tog. Posle odredivanja periodnih refenja gg,—1)(¢) 1 pu_y,x ()
transformiSemo n-ti sistem diferencijalnih jednadina (28.30) na oblik (28.31) za
s=n. Refenja takvog sistema u obliku (28.33) sadr¥e 2m konstanata A, i
B, Prema tome i traZeno resenje i obhku stepenog reda po &* sadrZade taj
broj konstanata, tj.

H

q* = & { oy A} (A Sin0y, E+ By, COS @y, t+f Sia (7 siney, (£ — 1) dt}

M:
T3

1 1

L]

h)

(28.34)

n m
pa=z z s‘[wkaaSA;e(A(,)kcoswkt—B(,)ksinwkt)+
s=1 k=1

+ of e ()e05 0, (1=7) =}

Konstante 4, i By, (k=1, ..., m) odredujemo iz 2 m poletnih uslo-
va ¢*=q*(f) i p.=p.(t,). Eventualnu proveru da li reSenja (28.34) zadovolja-
vaju diferencijalne jednaline (28.30) lako je izvrditi. Ako su w, koreni frekventne
jednagine |c,z—w?a,,|=0 sopstvenih oscilacija sistema, 3to. ovde pretpostavlja-
mo, zamena reenja (28.34) u diferencijalne jednaline (28.30) pokazaée valjanost
dobijenih reenja (28.34).

29. Kovarijantne diferencijalne jednacine
poremeéenog Kkretanja

Uporedivanje stvarnog i zadatog tj. poremefenog i neporemeéenog kretanja
sistema moZemo ¢&initi u prostorima u ko_]lm je opisano neporemeceno kretanje.
Ako je kretanje opisano diferencijalnim jednadinama (24.21) u kojim su koordi-
nate p; vektora impulsa kretanja reprezentativne talke opisane relacijama (23.8),
. Dri Drt ’ . R . Y .
Y. py=ay;— 7 > —-;i—t——a'j p; za mneporemeceno kretanje sistema kaZemo da je

zadato upravo pomoéu tih 2 n diferencijainih relacija (24.10) i (23.8) tj.

Dr'
= qV/ y
a oh
(,j=3v=2,3v—1, 3v) (29.1)
D, .
22 Fr, p, 1), ; (VYEN,)

dt
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gde su F; koordinate rezultantne sile u odgovarajuéoj tagki. Relenja sistema
(29.1.) neka su ri(z), p,(¢) te sa pravilno i tadno izabranim poetnim uslovima
predstavljaju neporemeéeno kretanje. Ukoliko dinami&ka tagka odstupa od zada-
tog kretanja iz bilo kog razloga, poremeéeno kretanje moZemo predstaviti vekto-
rima '

F=r@0)+E@),  p=p)+n). (29.2)

' Diferencijalne jednatine stvarnog kretanja u trenutku ¢ moZemo da napi-
§emo kao '
D_.ti
r o
—_— aup N
dt !

D;l * % 0w
22 F Gy po 1),
o e,

odnosno, ako imamo u vidu (29.1.) i (29.2),

Dg .
_.—...=al ,
ar Ny
o A(i,‘j=,,3_v—2,,3v—1,3v), (29.3)
D ,
=L, 9, 1), (VVEN,),
dt
gde su 6, kovarijantne koordinate vektora
oF, . OF,
= e EE U (29.4)
or |ri=ry(t) op;|r=r{(t)
Pi=Py; ® | Py=Pg; (t)

Ocigledno je da su diferencijalne jednadine (29.1) i (29.3) istog oblika;
ukoliko u diferencijainim jednaéinama (29.3) poremecaje &' i v, zamenimo odgo-
varajuéim veliéinama r’ i p; dobiéemo diferencijalne jednadine (29.1). Kako r! i
p; mogu biti smatrani poremecéajima ravnoteznog stanja r’=r§=const. i p;=0
to diferencijalne jednadine kretanja (29.1) moZemo da smatramo kao diferenci-
jalne jednadine poremeéenog ravnotefnog stanja. '

Diferencijalne jednadine poremeéenog stanja kretanja sistema u faznom
prostoru @,,, takode moZemo da svedemo na kovarijantni oblik kao i (29.3)
§to éemo u daljem izlaganju i uraditi.*

Napigimo diferencijalne jednadine neporemeénog kretanja u obliku (28.3), tj.

Dp .
s F, a=1,..., m), 29.5
7 ( ) ( )
gde je
k
'Fa=Qu+Pa+Ra+ Zl X(o) C(cra- (29'6)

c=l
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" Ako refenja ¢*=4q*(t,c;, ..., ¢,,) i Pu=pa(t, ¢;s ..., C,,) Opisuju zadato
neporemeceno kretanje sistema pod dejstvom sila (29.6) za poremeéaje moZemo
da uzmemo odstupanja v, i £* gde je '

Ne=Poa—Px (297)

vektor poremeéaja impulsa kretanja sistema, a £* poremeéaji vektora poloZaja
tataka sistema. IskaZimo to postupkom kojim smo dofli do relacija (28.1),
odnosno (23.2). Kao §to se vidi, ova relacija (23.2) uspostavlja vezu izme-

dr

14

dr’

du vektora brzine v, i impulsa kretanja tafaka sistema p,=m,v,=m,
n
(v=1, ..., n). Zato pretpostavimo neka je p,= 3 M,V 8. impuls nepore-

v=1

* n . . .
meéenog kretanja, a p,= > m, ¥ &)« poremeéenog kretanja. U tom smislu

v=1
moZemo da piSemo da je
* * dr, d§
p=my,=m, —-+m —* 29.8
Py v v dt dt ( )

gde je &, vektor poremecaja vektora r,=;,——5, poloZaja v-te tatke. RazloZimo
li vektore &, po baznim vektorima g, tangentnog prostora na kojim leZi i

vektor dr, _or, *=q%8ya ti
da oJ4q* Ve

§,=E"84)a (29.9)
imademo iz (29.8) '

» . d
P,=m, 8 4" +m, 7 (3F TEW

ili

. . dg* 08w« 49°
, =M, 8y d*+ Mgy, — +m, EF 2% — 29.10
P taq” +mgg, ” g g dt ( )

Ako uzmemo u obzir i (26.13) biée

»

. : : da“ : 3 dqB
P,=m, 8 9+ m,8uia _dT"I'm(v) raﬁ {0} E«z —’dt—' +b¢B Ry,

a posle skalarnog mnoZenja vektorom g, i sabiranjem po v slediée

. . & dq®
pT=a¢'{ qa+a¢77+a,Y F:gial—

dt

odnosno,

. . da“ « dqﬂ Dgz X
=a, ¢+a“ —2 4T s 71\ +a,, ——, 29.11
Pr=Gard Y(dt ot dt) Pt @-10)
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Jer je p,=a,,q*. Uvedimo li sada ovde poremeéaj impulsa (29.7) iz (29.11)
dobijamo , : -
i : . .- DEx . . . .
Ny =0yy dtg , (0, y=1,..., m). o (29.12)

Komponovanjem tenzorom _a*ﬂ dolaz:mo do prve polovine sistema dife-
rencijalnih jednadina poremeéaja, i to

DEF o . : . -
df.=a”_}'7;.,, CBy=12,..., m). o (29.13)

Ako uporedo sa diferencijalnim jednadinama neporemeéenog kretanja (29.5)
napifemo i odgovarajuce jednadine -za stvarno ili poremeéeno kretanje i uzmemo
u obzir (29.7), dobi¢emo i drugih m diferencijalnih jedna&ina poremedaja

D . .
—Z=90, 29.14
dt (- )
gde je o
0,=F,-F=2F s 0 o (2015)
0g° |EP= ga_ /
7¥=0 7,=0

Diferencijalne jednacine (29.14) i (29.13), kao §to se vidi, po obliku su
iste kao i diferencijalne jednacine (29.3). Razlika je u broju _]ednaéina karakteru
poremecaja i strukturi poremecajnih faktora 6,. Jednadina (29.17) i (29.12) ima
2 m, a toliko i koordinata faznog vektora poremecaja L LB, s Ny
Jednadine (29.14) zajedno sa relacijama (29.13) nazivamo kovarijantne diferenci-
Jalne jednacine poremecenog kretanja.

30. Invarijantni kriterij o stabilnosti

Izvedene kovarijantne diferencijalne jednaine poremecenog kretanja u pret-
hodnom poglavlja omoguduju da se postavi jedan opSti invarijantni kriterij
o stabilnosti kretanja i stabilnosti ravnoteZnog stanja-sistema dinamickih tacaka.
Kriterij je primenjiv za sve dinamifke sisteme koji su razmatrani u ovoj stu-
diji i to tako da nije potrebno da se sastavljaju diferencijalne jednaine poreme-
éenog kretanja ili poremecenog ravnotezZnog stan_]a sistema. Kriterij se zasniva
na znakoodredenosti izraza oblika

W (- AW\
—+a* |0, 30.1
Y +a ( +OE"‘)7]° (30.1)

u kojem figuri§u poremeéajni faktori ®, i pozmvno definitna funkcija W=
=Wt &', ... , &) koja zavisi od poremeéaja £ i vremena ¢ Izraz (30.1)
nazivamo kriterijski izraz. Vektor ®, u opstem slufaju odredujemo pomodu
relacija (29.15) kao aproksimativne sile u okolini tadaka trajektorije neporeme-
éenog kretanja, ili kao generalisane sile za slufaj da se razmatra stabilnost
ravnoteZnog stanja sistema. Invarijantni kriterijski izraz (30.1) ima isti oblik 1
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za stabilnost ravnoteZnog stanja sistema i za stabilnost kretanja, Razlikuje se
svakako po tome ¥to su poremedaji i poremedajni faktori razligiti. Zato razmo-
trimo posebno stabilnost ravnoteZnog stanja sistema, a posebno stabilnost kretanja
mehanikog sistema. :

Stabilnost ravnoteZnog stanja sistema

Pretpostavimo da je kretanje n dinamickih tafaka ogranieno holonom-
nim reonomnim vezama. Neporemefeno ravnoteno stanje iskazujemo faznim
promenljivim

qo=t’ q(;, qg’ vee gy qg'; Dy=8yy Py=DPy= """ =Pm=0. (302)

Svaka druga vrednost koordinata g*(t)==q,, p,(t)+0, (x=1, ... , m),
predstavlja poremecaj ravnotaZnog stanja. Primefuje se¢ iz ¢°=¢ da vreme ne
podlefe poremeéaju. Diferencijalne jednatine kretanja u faznom prostoru
(29.2) i (28.1) predstavljaée diferencijalne jednadine poremeéenog kretanja. Za-

pretpostavlieni holonomni sistem svakako ¢e otpasti reakcije neholonomnih vaza,
k1 ' L s :
> X C@a=0, jer je u tom slucaju c(;,=0.

o=l

Izaberemo li sada Ljapanljevu pozitivno-definitnu funkciju u obliku zbira
dve pozitivno-definitne funkcije i to:

V=T+W(@g% q', ... , g™ (30.3)
gde je :
1
=—a*®p, p.>0
2 PaPg

kinetitka energija sistema, a
W=w(@g%q' ... , 4™

neka pogodno izabrana pozitivno-definitna skalarna funkcija koja zavisi od m
koordinata ¢!, .. , g™ i vremena ¢.

Izvod po vremenu funkcije (30.3) je

dt di 0q* dt o1’

dv_dT OW dg* OW

odnosno,
& _OT Dps OW o (o, 1,..., m,
dt 0p, dt 0q*

*) Pitanje stabilnosti ravnoteZnog stanja i kretanja neholomnih sistema, &ija kovarijantna
i invarijantna forma nija sporna, obradio je A. Bak¥a u svojoj doktorskoj disertaciji; ,,Stabilnost
neholonomnih sistema*



Kovarijantna dinamika 113

jer je

P Y ] _D&

dt dt 0p, dt *ar

Uzmemo li u odzir i diferencijalne jednacine kretanja (28.2) i (28.1) izvod
funkcije ¥ po vremenu ¢e biti

av oW
—=a*p, F,+——a** p,,
LR Y R

a to je kriterijski izraz (30.1) sa faznim promenljivim ¢* i p, tj.:

a“ﬁ(F¢+jW)ps, (% B=0, 1, ..., m). (30.4)
qu

Imajuéi u vidu da je ovaj izraz izveden kao izved po vremenu u smislu
kovarijantnih diferencijainih jednadina poremedéenog ravnoteZnog stanja, moZemo
formulisati slede¢u tvrdnju:

Ravnotezno stanje (30.2) holonomnog reonomnog sistema je stabilno ako je
kriterijski izraz (30.4) manji ili identicki jednak nuli, pri éemuje W= W (q° q*,
... » g™ pozitivno definitna funkcija, F,=F,(q% q', ..., 4™ Py Pys> -+ Pm)
vektor generalisane sile u m+1 dimenzionom konfiguracionom prostoru, &iji je
inercijski tenzor a,,=as,(q° q', ... , q"). Ako je kriterijski izraz negativno-de-
nitna funkcija ravnoteZno stanje sistama je asimptotski stabilno.

Ovu tvrdnju koju nazivamo invarijantni kriterij stabilnosti moZemo da
primenimo za opste mehaniCke sisteme, te u tom smislu je i opSti. Kriterijski
izraz (30.4) s obzirom na (28.1) moZemo da napiSemo i u funkciji generalisa-

nih brzina
(F, + aj—') p (30.5)
2q°

u kom sludaju i generalisane sile F, treba posmatrati kao funkcije LagranZovih

promenljivih ¢* i generalisanih brzina ¢* (x=0, ... , m). Invarijantnost krite-
rija je olevidna s obzirom da je kriterijski izraz skalarna invarijanta. OpStost
prikaZimo kroz opfte posledice koje izviru iz kriterijjuma.

1. Ako su veze sistema skleronomne, a sile ne zavise od vremena, kriterijski
izraz zadrZava oblik (30.5) samo §to indeksi « uzimaju vrednost 1, 2, ... . m.
U tom slu&aju ni funkciju W= W(q, ..., q™) ne treba traZiti u zavisposti od ¢°=z¢,

2. Ako sila zavisi od vremena ¢, a veze su skleronomne, Kkriterijski izraz
se konkretizuje na

ow

__+(F¢,+ ‘)W)jp«' (=1, ..., m),
t o0q*

jer je Fy=0, a ¢°=1.
3. Ako susile F,= —gﬂa potencijalne i poseduju potencijal IT=17 (g% ¢,
q

., ¢ >0 koji je pozitivno-definitna funkcija koordinata g% tada se za funk-

8 Kovarijantna dinamika
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ciju W moZe izabrati upravo potencijal II, W=1II; u tom sludaju je Kriterijski
izraz identi¢ki jednak nuli

oIl owy -
( + )q“_=_0.‘ (30.6)
0gq* o0p*
ﬁa je ravnoteZno stanje sistema stabilno.
4. Neka su sile F,=Q,+R,, gde je Q,= —31—7, a R,=—b,p® su dis-
qa

pativne sile. I u ovom slucaju valja funkciju W izabrati kao potencijal W= IT>0.
Pokazade se da se kriterijski izraz svodi na kvadratnu formu

—be q* g (30.7)

koja je negativna definitna ukoliko su koeficijenti otpora svake talke istog znaka,
tj. pozitivni. Tada je ravnoteZno stanje posmatranog sistema asimptotski stabilano.

5. Ako pored potencijalnih sila Q,= —g—g i disipativnih R, = —baaq{ dejs-
. q*
tvuju i giroskopske G, =g,q gt = — 88 g, kriterijski izraz svodi se ponovo na (30.3),
iz ega sledi poznati stav da giroskopske sile ne remete- stabilno ili asimptotski
stabilno ravnoteZno stanje sistema.

- Stabilnost stacionarnih kretanja sistema takode se moZe utvrdivati pomocu
kriterijskog izraza (30.7) kada se prethodno izaberu poziciore koordinate ¢’
(r=1, ..., m—n), gde je n broj ciklitkih koordinata. Ako posmatramo holo-
nomni ‘skleronomni sistem koji -je opisan pomoéu m generalisanih koordinata
g* (=1, ... , m) i m generalisanih impulsa p,, od fega je n pozicionih impulsa
P,, a ostalih m—n koordinata ¢* (u=n+1, ... , m) su ciklicke sa toliko cik-
lickih brzina g* pokazuje se [29] valjanost sledeée tvrdnje:

. Ako postoji takva pozitivno definitna funkcija W koja zavisi od pozicionih
koordinata q" (r=1, ... , M) da je kriterijski izraz

oWy -
(Qr"l""'_—)p'
. oqr

negativna funkcija ili identi¢ki jednak nuli stacionarno kretanje sistema pod dejstvom
generalisanih sila Q, je stabilno.

Stabilnost kretanja sistema. Poredenjem definicije ravnoteZnog stanja sistema:
q*=0, p,=0 i neporemecenog kretanja posmatranog sistema £*=0, n,=0, kao
i. diferencijalnih jednadina poremeéenog ravnoteZnog stanja (28.9) i diferencijalnih
jednaina poremecenog kretanja (29.13) i (29.17) samo po sebi se¢ namede. ideja
da je moguce postaviti kriterij o stabilnost neporemecenog kretanja isto kao i
za ravnoteZno stanje. Razlika e postajati samo, kao $to se moZe videti iz tih
poredenja, samo u vrsti poremecaja. Tako moZemo da dokaZeno valjanost slede-
éeg invarijantnog kriterija o stabilnosti kretanja mehanitkog sistema:

Ako postoji takva pozitivno-definitna funkcija W=W (¢, €', ..., &™) za
koju je kriterijski izraz
ow ow

X

a"“(®\,+——— +— ,w=1,2, ..., m 30.8
St GeshZm (30.8)
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negativan ili identi¢ki jednak nuli, neporemeéeno kretanje
El=52=..-=g"=0, ‘nl=-.-=")m=0

holonomnog sistema pod dejstvom poremedajnih faktora @, je stabilno; Ako je
kriterijski izraz (30.8) negtivno-definitna funkcija, neporemeéeno kretanje tog
sistema je asimptotski stabilno.

Dokaz ovog kriterijuma za neporemeéeno kretanje identiéno je dokazu
kriterijuma o stabilnosti ravnoteZnog stanja sistema [36] [42] s tim 3to umesto
jednaline (28.9) pri traZenju izvoda funkcije W=W(, £}, ..., &™) po vremenu
treba uzeti u obzir diferencijalne jednadine (29.13) i (29.11).



KOVARIJANTNE JEDNACINE KRETANJA
KRUTOG TELA

U zavrinom delu ove studije navodimo kratak prikaz moguénosti opsi-
vanja kretanja krutog tela radunom i metodom kao u dosad izloZzenom gradvu
o kretanju dinamicke tacke i sistema tataka. Kruto telo prihvatimo kao okolinu
dinamicke tacke ¢&iji je tenzor brzine deformacije jednak nuli, tj. takav sistem
tafaka &ja se medusobna ostojanja ne menjaju.

31. Kovarijantni integrali Kilingovih jednadina

U radu [10] pokazano je da se kori§¢enjem kovarijantnog integrala tenzora
mogu integraliti Kilingove kovarijantne jednadine i odrediti kovarijantni integrali
u opstem obliku za bilo koji krivolinijski sistem koordinata. Neka je v, (x!, x2, x3)
vektor brzine bilo koje tatke M (x) krutog tela. Tada za posmatrano telo vaZe
kovarijantne Kilingove jednacie

V,vj+Vjvi=0, (31.1)
jer je tenzor brzine deformacije ‘

1
€= —2' Viv+V;%)

za kruto telo jednak nuli.
Kovarijantnim diferenciranjem (31.1) po koordinati x*¥ dobijamo

Vi Vv + V. V,y,=0. 31.2)
Ciklickom permutacijom indeksa u ovoj relaciji slede sistemi jednadina

V:Viv +V,V,1;,=0, (31.3)

V;Viv, +V; V3, =0. (31.49)

S obzirom na komutativnost kovarijantnih izvoda, jer je re¢ o krutom
telu u prostoru E,, oduzimanjem (31.3) od zbira (31.2) i (31.4) dobijamo

a odavde, sledbeno tome,
DV;v,=0. (31.5)

Integracijom ovog kovarijantnog sistema diferencijalnih jednadina, kao u
(P2.9), dobija se

116
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gde je A, kovarijantno konstantni tenzor koga mo¥emo da odredimo postup-
kom kao u radu [10] ili kao u (P2.10) ili (3.9) pomoéu dvotalkastog tenzora
(3.7). Ako za koordinate x’ tekuée tatke M (x) veiemo indekse i, j, k=1, 2, 3, a
za koordinate x® fiksne tafke A4 indekse a, b, c=1, 2, 3, imaéemo u saéla;no,sti
sa (31.6) da je

Au=8581 W, Wap =V, ). : - (LD

Tako kovarijantna promena V,v, vektora brzine v, u tatki M ®EE,
postaje odredena ako je ta promena bila poznata u bilo kojoj tagki 4, jer je

V,vi=8 gt Wap- (31.8)
Komponovanjem ovih jednadina vektorom (4.7) dobijamo _
Dv;=V;v,dx/=A4, Drl. (31.9)

Odavde ponovnom primenom kovarijantnog integrala na (31.9), tj..

e N\ A
[ Dv=] 4, Dr'=4; [ DF,

dobijamo . : '
v,=Aur +B, (31.10)

gde je B; kovarijantno konstantni vektor. Slede¢i postupak odredivan‘jav tenzora
(31.7) nalazimo i kovarijantno konstantni integralni vektor '

B =gi(ve—A44.1%), (31.11)

gde su v, i r¢ koordinate vektora brzine v i poloZaja r u tatki 4. Zamenom
(31.7). u (31.11) vektor B, postaje

Bizg?(vc_gsggwabgd)=g€vc—' gsg?wabgd

te zamenom u (31.10),. pri relacijama (31.7), nalazimo kovarijantne koordinate
vektora

V= 8y, +wa (g7 gl r —gigl r?),
ili :

V=85V, + 87 88 Wa (r! — 81 r°). (31.12)

A to su kovarijantne koordinate vektora brzine tadaka krutog tela. Za
slu€aj da je ugaona brzina krutog tela jednaka nuli, jasno sledi da je

vi=giv, (i=1,2,3; a=1,23) (31.13)

vektor brzine tafaka tela pri translatarnom kretanju, a u izrazu (31.12) pri
W50 vektor gfv, je translatarna komponenta vektora brzine v,. Druga zbirna
komponenta '

85 gl way (1 —g1r%) (31.14)

predstavlja rotacionu komponentu brzine krutog tela. U radu [10] pokazana je
svodljivost izraza (31.12) na poznati vektorski obrazac za brzinu tacke krutog
tela.-Na taj nadin, posredstvom relacija od (31.1) do (31.12) pokazana je veza
izmedu sistema tacaka &iji se medusobni poloZaji menjaju i sistema tafaka ¢ija
medusobna rastojanja ostaju ista, a koji sistem nazivamo kruto telo.
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32. Diferencijalne jednacine kretanja
krutog tela

Polazeéi od &injenice da (31.12) odreduje kovarijantne koordinate vektora
brzine bilo koje tacke krutog tela, kao 5to i izraz (5.5) odreduje brzinu kre-
tanja svake slobodne tadke, mi ézmo i vektor v napisati u obliku kovarijantnog
izvoda vektora poloZaja tatke r po vremenu, tj.

Dr;
vy=—L 32.1
= (32.1)
stim $to treba odrediti inercijski tenzor a; kako bi mogli uspostavljati vezu
izmedu impulsa i vektora brzine.

Pii tom dovljno je da formiramo general'sani impuls (6.1) za posmatrano
telo, da bi na osnovu drugog zakona mehanike mogli da postavimo diferenci-
jalne jednacine kretanja krutog tela. Relacije (32.1) pokazuju da je poloZaj svake
take M, krutog tela odreden posredstvom jedne talke A, tj.

r=ry b, —r)=r +ry,

kao i to da imamo tri komponente brzine (31.13) translatarnog i tri kompo-
nente (31.14) brzine obrtnog kretanja, tj. da promena vektora poloZaja r, tacke
krutog tela izaziva promenu 6 parametara x* (¢=1, 2, ..., 6).

Ta konstatacija nam je potrebna da bi mogli da odredimo inercijski tenzor
(23.4), a pomoéu njega generalisani impuls. Dakle, potrebno je da znamo koor-
dinantne vektore gr”“ u skladu sa datim veli¢inama. Oznadimo ih sa e,(a=

x
1,2,..., 6), a vektor poloZzaja tatke M, pomocu r,=r.+r;, gde je r, vektor
poloZaja centra inercije tela. Sledice

or, ., Or, or, | o . ,
=% > o U,x“”+—a—x‘%xd'=x«'e(v)a,,”w (eyar X 1),
X X

(«"=1,2,3; '=4,5, 6),
a odavde zbog nezavisnosti osnovnih vektora
or, or = €(yya X r; 'giL=e(v)u”~
ox¥  ox¥ ox*

Sada nije teSko da odredimo koordinate osnovnog dinamikog tenzora
(23.4), i to:

v, =

ar  Or
Ay = o xa'l . a xa” = f €y - €3 dm =Mgx' 3
n m
a¢/3,=f or  or dm=f(eafxr’)-(e5/xr’)dm=
ox¥ ox*
m m

| (32.2)
= [ [(ewep) ¢ -F)~(F -ex) (- ep)] dim.
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Znamo li da je: ¥'=r¥ey, te r-ey=r? gyp, imaéemo

Oupr= [ (8wrw &ro — 8wy 8w a)r7 1% dm=Jyg, (23)

a to je tenzor inercije krutog tela. Tako inercijski tenzor a,, moZemo da presta-
vimo u obliku inercione matrice .

w0 /
o= {’”g“ 8 }-. (32.4)
0 T’
Sada impuls kretanja krutog tela piSemo kao i u relacijama (23.8), tj..
Drﬂ R
Dy =08y —— 32,5
| * ot (32.3)
&ije tri koordinate
Drﬂ” e rn
pau’: mga”ﬂ” (a, B = 1, 2, 3), (32,6)

predstavljaju impulse kretanja centra inercije tela, a druge tri kordinate

Dr?
=Ja’BI

= 1’[1’0)5' (al BI _—_4, 5’ 6), (327)

impulse obrtnog kretanja tela ugaonom brzinom «* (B'=4, 5, 6) Treba prime-
titi i ako je to vidljivo da tenzor a,.a» odredujemo kao i u (6.5), a tenzor
a, g odreden je kao tenzor imercije relacijama (32.2), pa koeficijente poveza-
nosti tog potprostora valja zasnivati na nesimetriénom tenzoru elementarne ro-
tacije w,pr Sto se moZe nazreti iz relacija (31.12) — (31.14). Tako izvod po
vremenu ¢ vektora r;) =r* ey~ moZemo da pifemo

dr dr“’ de(v)af (d * B )

an _ A e +re 0% TPLR-A P 32.8)

a0 dt di 7)o (
de(v)a’

s obzirom da je = O e, 2 wy=0" efy. Kako izvod (32.8) moZemo

da pifemo u obliku

d’(v) Dr dr® P&
—= = ey = +r®¥ wp ey s
a @ O ( dt B) we
sledi
ar a’ ,
Dre _ AT v o, (32.9)
dt dt
ali isto tako i
DrY dar® o« dx"’
= +r , 'rﬂ' N (32.10)
dt dt o dt

pa poredenjem (32.9) i (32.10) nalazimo da je

’ Y’ a/
g, H o (32.11)
dt
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Na taj nadin a pomocu drugog zakona dinamike postavljamo kovarijantne

diferencijaine jednadine kretanja krutog tela

Dp,

=¥a =1’2,"‘)6’
7 9, (« )

od kojih tri, kao Sto se vidi iz (32.6),

g 2 (m Dr®’
T dt

)=Qm,,' (@' =1,2,3)

odreduju kretanje centra inercije tela, a druge tri
Dpy dp

, , dx"’
e v Py
dt dt dt

=QG’7
odnosno, ako se ima u vidu (32.7), i (32.11),

d ’ , ,
A o )= L = Q= M

(32.12)

(32.13)

opisuju obrtno kretanje krutog tela. Ove diferencijalne jednadine jednadine
(32.12), kao 3to se vidi iz (32.13) za povezanost (32.11), pokazuju kovarijantnu

prirodu Ojlerovih diferencijalnih jednadina kretanja.




PRILOG
TENZORSKOM RACUNU
0. Uvodne napomene

Tenzorski raun postao je sastavni deo mehanike. A sam taj radun obo-
gaden je mehani¢kim tenzorskim veliinama. Pomoéu tenzorske analize, kao §to
smo videli u prethodnim izrazima, kovarijantnim i apsolutnim izvodima tenzora
uspelo se da se saduva i matemati¢ki oblik i fizi¢ka priroda pojedinih mehani¢-
kih objekata. To narodito dok su potrebe opisivanja pojava iscrpljene diferen-
cijalnim rafunom, a i integralnim ako su objekti integralenja tenzori nultog
reda ili invarijante. Medutim, integralni raun primenjen na diferencijale tenzora,
a to znadi i vektore kao tenzore prvog reda, menja prirodu posmatranog ten-
Zorskog objekta. To je detaljno i jasno pokazano prostim primerom na 47.
strani ove knjige. Na ime, ako imamo neki tenzor, recimo meSoviti #; (x) jed-
nom kovarijantan i jednom kontravarijantan, njegovu apsolutnu promenu opisuje
apsolutni diferencijal

D= i)+ Thgulf dx! — Thudl, dod, (P0.1)

gde je du} »lokalni diferencijal‘‘ koji, kao §to se vidi, pokazuje samo delimiénu
promenu tog tenzora uj(x) i koji nazivamo odi¢ni diferencijal; T'j (x) su koefi-
cijenti povezanosti kao funkcije koordinata x, pomoéu kojih se opisuje tenzor
uj(x), a dx* diferencijali izabranih koordinata tadaka prostora u kome egzistira

dati tenzor. To dvojstvo diferencijala jo§ je poznatije kod pojedinih vektora,
. . . Y L d ..

recimo # za koje znamo da postaje apsolutni 7 i relativni 1zvod—¢-1— koji su

t t

medusodno vezani relacijom

—-=—7+wxu (P0.2)

gde je ¢ neki parametar, a « vektor koji ukazuje na promenu pravca vektora u.
Ako je vektor, recimo v, predstavljen njegovim koordinatama v u nekom koor-
dinatnom sistemu X =(x, g) imamo, kao i u (P0.1) dva diferencijala i to Dv' i
dv', koji su medusodno povezani relacijama

DV =dvi + Ty v dxk (P0.3)

121
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gde su I‘,':k funkcije koordinata x take u kojoj posmatramo vektor v, a defini-
sane nad metri¢kim tenzorom datog prostora ako je taj prostor metri€ki. Jasno
se vidi da se izrazi (P0.1) i (P0.2) ne mogu u opstem sludaju integraliti pomoéu
integralnog raduna zasnovanog nad diferencijalima, koji su u izrazima (P0.1),
(P0.2) i (P0.3) oznaenim malim slovom d, tj. du}, dui d¥. To bi, opisno
reéeno, moglo skoro da znaCi: ako smo znali tenzor u}=u,': (x) i izralunali nje-
gov diferencijal (P0.1), a zatim zaboravili ili izvodenje zagubili, ¢emu je bio

jednak prvobitni tenzor uji, da se viSe iz njegovog apsolutnog diferencijala (P0.1)
ne moZ: odrediti taj tenzor. U cilju isticanja potrebe za apsolutnim i kovarijan-
tnim integralom pokaZimo na kinemati¢kom primeru ovu manjkavost tenzorske
analize. Neka je v&R? brzina neke slododne tacke. Poznat je vektor ubrzanja
wcR? te tatke. Kad se zna da je diferencijal brzine dv=w () dt, lako nalazimo

v(i)=v(t)+ f w(t)dr. (P0.4)

Isto se to postiZe ako su vektor brzine v=(y!, 32, ¥%) i ubrzanje w=
= (', 52, $%) predstavljeni u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu
Y =(y, ¢). Tada éemo imati

YW =5 (t)+ [§ ()d~, (i=1,2, 3. (P0.5)

Ako se izostave indeksi, a naglasi se da je y vektor, onda je ocigledno
da se izrazi (P0.4) i (P0.5) medusobno ne razlikuju. Samo korak dalje, ako
vektor brzine v slobodne kinemati€ke tadke izrazimo u krivolinijskom koordinat-
nom sistemu X, tj. v={"(x), y2(x), »*(x) diferencijal dv vektora v u tom
koordinatnom sistemu je .

Dy = dvi + T vidxk = w' dt, G, j=1, 2, 3). (P0.6)

Odavde iz (P0.6) ve¢ ne moZemo na isti nadin, kao u (P0.4) i (P0.5) da
izratunamo v, jer je

avi = wi dt — T v! dx¥,

pa desnu stranu ovog diferencijalnog izraza, uopiteno gledano, ne moZemo da
integralimo kao i (P0.5); nije u tom smislu saduvana kovarijantna priroda vektora
brzine i ubrzanja kinemati¢ke tatke. Ta matemati¢ka nesaglasnost nastaje, kratko
reeno, otuda $to u tenzorskoj analizi imamo dva medusobno razlidita diferen-
cijala tenzora, a samo jedan integral. Otklanjanje cve manjkavosti uvodenjem apso-
lutnog integrala nije prost zadatak, jer apsolutni diferencijal tenzora jednako
sretamo u prostorima i nad potprostorima, a integralanje na podprostorima je
kud i kamo sloZenije, 8ak i ako se ne radi o integralenju tenzorskih diferen-
cijalnih izraza. TeSkode izviru i iz osobina tenzorskih polja. Na primer, pri
prelazu iz obvojnog prostora pa potprostor gube se neke komponente vektora,
pa je razumljivo da se pri bilo kom razmatranju, pa i pri integralenju, ne mogu
dobiti izgubljene komponente, ako se ne uzme veza izmedu prostora i potprostora.
Ako se operatorom D=, koji nazivamo apsolutni diferencijal, moglo od tenzora
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u, da dobije izraz (P0.1) logitno je da je moguée uvesti takav operator

N

f koji ¢emo mnazvati apsolutni integral tenzora, da'iz tenzorskog diferencijalnog

izraza (P0.1) proizvodi prvobitni tenzor u,' To nije integral
F=[(@+ T () v (x) dx¥) =v'+ [ Th () (x) dx* + C

jer je oligledno da se na taj nain ne moZe da odredi vektor vi(x), a pogotovo
ne ako su funkcije I’y nepoznate ili date samo u opitem obliku. Re& je o drugom

N\
kovarijantnom ili op§tije o apsolutnom integralu tenzora [I. Integral /i kovarijan-

tni integral ? jednaki su: u sludaju tezora nultog reda, tj. skalarne invarijante,
vektorske invarijante, kao na primer (P0.4), kao i u sludaju prostora kod kojih su
koeficijenti povezanosti jednaki nuli. Mi razlikujemo pojmove ,,apsolutni* i ,,ko-
varijantni‘* integral tenzora; apsolutni integral je opstiji od kovarijantnog, obu-
hvata kovarijantni integral i neodreden je do kovarijantno konstantnog tenzora
istog ranga. Kovarijantni integral tenzora je u sultini preslikavanje integrala
tenzora iz jednog koordinatnog sistema u drugi.

1. Apsolutni integral tenzora

Ako u n-dimenzionom linearnom prostoru R” imamo apsolutni diferencijal
nekog tenzora, recimo (P0.1), kaZemo da je

~N R .
B —u— i, (P1.1)

apsolutni integral tenzora u} kod kojeg ja A, integralni kovarijantno konstantni
N

tenzor. Taj integral odeleavamo znakom f » tj. u konkretnom slu€aju za (P0.1)

T=[Dd, (G, j=1,2,..., n). (P1.2)

Definisanjem apsolutnog integrala tenzora pomoc¢u tenzora drugog reda ne
gubimo nifta od op§tosti, a u izlaganju ove kovarijantne mehanike i ne javljaju
se tenzori vifeg reda. Pre nego §to pokaZemo osobine ovog tenzorskog integrala
istaknimo prisutnu ¢&injenicu da nije u potpunosti i u opStem slu¢aju reSen pro-
blem odredivanja integralnog kovarijatno konstantnog vektora. Opsta tvrdnja
ostaje jedino ta da je kovarijantno-konstantan, tj. da zadovoljava diferencijalne
Jjednagine

DA =dAi+ Ty Ab dx* — Tk AL dx! =0. (P1.3)

U prostorima u kojima je moguée ostvariti i odrediti autoparalelno po-
meranje vektora, odnosno tenzora o femu govore i relacije (P1.3) izmedu dve
tatke M i X mi jo§ znamo da je tenzor A4; prvobitni tenzor u;(M) u tatki M,
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autoparalelno prenefen u tatku X, pa su koordinate tenzora A; funkcije koor-
dinata tafaka M i X, tj. A)=A)(M, X) ‘

U nafim primenama mi ¢emo koristiti upravo ovaj integral u euklidskom
prostoru u kojem moZemo da odredimo integralni kovarijantno-konstantni ten-
zor. Ali i nezavisno od toga pokaZimo one osobine apsolutnog integrala koje
koristimo u primeni u mehanici. Opstiji dokazi dati su u radovima {35] i {39].
U skladu sa definicijom i pogovorom imamo da je

N .
[ Duj=4(x)- 4, ' (P1.4)
a odavde prema definiciji samog integrala bie i

D[ Dul = Dui (%), (P1.5)
jer je, kao i (P1.3)
DA!=0.

U pravolinijskom koordinatnom sistemu Y =(y, €) nekog afinog prostora
A3 jli A3N apsolutni integral tenzora jednak je ,,obinom‘ neod-edenom inte-

gralu tog tenzora, tj.
[ Dui= [ dui =i+ 4, (P1.6)

jer su i apsolutni i obiéni diferencijali tenzora u tom slufaju jednaki; veliline
Ajl su tada konstantne veli€ine.

.Cesto u diferencijalnom izrazu nailazimo na zbirove apsolutnih diferencijala,
pa istaknimo tvrdnju: apsolutni integral zbira apsolutnih diferencijala tenzora
jednak je razlici zbira tih tenzora i zbira njima - odgovarajuéih kovarijantno-kon™

 stantnih tenzora. To se lako pokazuje. Neka je W; zbir dva tenzora 1ivj, cd-
nosno neka je dat diferencijal

DW= Du}+ Dvi.
Imamo li u vidu (P1.4), prema femu je
N N
[ Du=u~4,  [Dv=yvi-B], (P1.7)
gde su 4 i B! kovarijantno-konstantni tenzori, sledi:
N S ~ .
[ Dwi=[ Dul+ [ Dyi=ui+vi— (4i+BY, (P1.8)

$to je i trebalo pokazati.
Ako je u} kovarijantno konstantni tenzor lako se pokazuje da je

J 4 D=2} vk — B, (L)

4
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. ik " .
gde je Bf, kovarijantno konstantni tenzor. Dokaz se zasnivao na &injenici da je

A
Du}=0 pa se tenzor u,' u odnosu na operator D, a isto tako i operator f po-
naja kao konstantna veli¢éina u odnosu na obi¢ni integral, tj.

N

[ uDvk=[ D),

a odavde prema (P1.5) sledi (P1.9) ili
A\ A .
[ DV =14 [ Dvf =1 o + Ay = vk — Bl (P1.10)

gde je BY¥=ulAf kovarijantno-konstantni tenzor.

Od osobina apsolutnog integrala tenzora za naSa ovdainja razmatranja
interensantna je i &injenica da je apsolutni integral od invarijantnog tenzorskog
diferencijalnog izraza i sam invarijanta, a integralni kovarijantno konstantni tenzor
nultog reda je neodredena konstanta. Zaista, neka imamo diferencijal invarijante

D‘P=%Da’» gde su «' koordinate vektora u, biée prema (P1.4)

A

f%p_uf=fp¢=¢—,4. | (P1.11)

Skalar 4 mora biti konstanta, jer je za‘skalar apsolutni diferencijal DA
jednak obi¢nom diferencijalu d4 pa iz (P1.3) ili (P1.6) sledi da je DA=dA=0,
a odavde da je A =const.

U uvodnom delu ovog priloga istakli smo potrebu i znadaj za integralom
koji ée saduvati tenzorsku prirodu objekta nad kojom se primenjuje. Tu oso-
binu i ima apsolutni integral tenzora 3to nije slu¢aj sa obiinim integralom. Da

”\
bi to pokazali posmatrajmo apsolutni integral I} nekog dvovalentnog tenzora u

/\
sistemu koordinata, recimo z/(i=1, ..., n), i taj integral I§ u sistemu koordi-
nata x*(x=1, 2, ..., n). Neka je

A~ N\ A~ ey
f=[pg i Tg=[Dg

i neka izmedu 4 i 4§ postoje tenzorske relacije

Tada je

A i
Ii= [D(ug z _x_)=__z_ _”i_fpug,
o o0x* 90z/] ox* o0z
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i)k
jer je D(ii 2x——)=0. Odatle sledi
ox* 07! '
i xh
71-92 9%
ox* 0z

§to smo i tvrdili.
2. Kovarijantni integral tenzora

Integrale koje moZemo transformacijom (P1.12) prevesti iz jednog koordi-
natnog sistema u drugi mi nazivamo kovarijantni integral. Apsolutni integral
tenzora je kovarijantan, tj. zadovoljava transformacije (P1.12) ako je izraZen u
koordinatnom obliku. Apsolutni integral tenzora razlikujemo od kovarijantnog i
po tome §to apsolutni intagral egzistira nezavisno od koordinatnog sistema na
koji se posmatra dati objekt, kao na primer (P0.4). Ako je dw diferencijal
vektora ubrzanja tacke i ako postoji integral w+ C=J, mi taj integral nazivamo
apsolutni, a njegove mogude varijante u raznim koordinatnim sistema, koje za-
dovoljavaju transformacije (PL12), kovarijantnim integralom. Dok apsolutni
integral obuhvata i skalarnu i vektorsku invarijantu, dotle se kovarijantni odnosi
na koordinate te vektorske invarijante. Dok se, na primer, apsolutni integral javlja
kao konstantni vektor, pa i njegove koordinate u odnosu na koordipatni sistem
sa konstantnim koordinatnim vektorima, dotle kovarijantni integrali tog istog
tenzorskog odjekta mogu da dudu funkcije koordinata tataka u raznim koordi-
natnim sistemima. Prema tome, kovarijantni integral preslikava moguéi apsolutni
integral tenzora iz jednog koordinatnog sistema u drugi. To podrazumeva ako
je apsolutni integral odredijiv, tj. ako su odredljivi integracioni vektori, da ko-
varijantni integral odreduje i kovarijantno konstantni integralni vektor. Prema

7N .
relacijama (P1.12) to znadi ako znamo integral Ij nekog tenzorskog diferencijal-
nog izraza u jednom koordinatnom sistemu da isti transformacijama (Pl.12)
moZemo prevesti u drugi koordinatni sistem. Ali ako apsolutni integral nekog
tenzora postoji u nekoj talki, recimo M (y)EE,,, u odnosu na pravolinijski
koordinatni sistem Y, postoji i u odnosu na Krivolinijski koordinatni sistem, pa
pomoéu kovarijantnog integrala tenzora moZemo da odredimo taj apsolutni
integral i u odnosu na neki krivolinijski koordinatni sistem bez transformacija
(PL.12).

U tom cilju posmatrajmo neki tenzor u talki MEE,, u odnosu na pravo-
linijski koordinatni sistem Y=(y, €) i u odnosu na neki krivolinijski koordinatni
sistem X =(x, g), koje ureduju, kako je navedeno, koordinatni vektori e i g.
U svakoj tacki M euklidskog prostora bice ’

€;(M)-e;(M)=const= 4. (P2.1)

Iz razloga Sto se dati koordinatni vektori e mogu paralelno prenositi u
posmatranom prostoru iz tatke M u drugu tadku X vaZie i relacije

¢, (M) - e;(X)=const. = 4;;. P2.2)

Pri prelazu iz koordinatnog sistema Y na koordinatni sistem X treba
koordinatne vektore e izraziti pomo¢u koordinatnih vektora g, §to éemo da
napifemo u obliku '

o xk axt
e, (M)=——g, (M), ej(M)’—‘—‘—gt(M)-
9y 0y,
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Zamenom u (P2.2) sledi da je

oxk ax -5, (X
FETRETIR T8 (M) g (X)=4,. (P2.3)
v i J
Ako komponujemo ove relacije sa 9y oy — dobiéemo
. 0x%|p 0x*| 4
()y‘ _ox/
g M ga(X =4 P2,
jer su
(axk ax') _ 5 (ax' ayf) ~5
2y ox° 0y ox*

Kronekerovi simboli.
Ako se tatke M i X podudaraju, kao §to je poznato iz (P2.3) dobijamo
osnovni tenzor

g (X) = 84(X) - g, (X), (P2.5)

prostora E;, za sistem koordinata x. Za slufaj da se tatke M i X ne poklapaju,
izrazi (P2.3) su koordinate navedenog proizvoda dva vektora od kojih jedan u
tatku M, a drugi u tadku X, pa ¢emo ga nazivati dvotadkasti osnovni tenzor
i pisati

8 (M, X) =g, (M) 2, (X). (P2.6)

Ako se dogovorimo da indekse koordinata u tadki M obeleavamo malim
kurzivnim slovima adecede: a, b,_ ¢, ... za razliku od koordinata u tagki X &ije
indekse pifemo grékim slovima, onda prednji dvotackasti tenzor pisaéemo u obliku

8au=8a.(M, X). (P2.7)

Uporedimo li ovaj tenzor sa (3.5) videéemo da imamo operator pomoéu
kojeg jedan vektor iz tatke M prenosimo u tatku X.

A to je i bilo potredno da bi odredili integralni kovarijantno-konstantni
tenzor apsolutnog integrala. Relacije (P1.6) pokazuju da je kovarijantno-konstan-

tni tenzor A,': iz (P1.4) paralelno prenodljiv iz tatke MCE;, u tatku XEE,,.
Tako, na primer, neka imamo tenzorske jednaline ’

T§DUY—DIg§=0. (P2.8)
' Né osnovu definicije apsolutnog integrala tenzora i osodine (P1.8) imacemo,
A ey
[rspuy-[ DI§§=0,
a odavde

fT«DU; I+ Az =0.
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Ove jednaline dalje moZemo integraliti ako je
1) T§ kovarijantno konstantni tenzor, kada ée slediti

TsUs—1Ig3+ Agz=0, (P2.9)

Integralni kovarijantno-konstantni tenzor A3 ovde odredujemo “tako 3to

poznate tenzore u nekoj fiksnoj tadki M (xf), .<. , Xp) prenosimo paralelno po-
mocu dvotatkastog tenzora (P2.7) u talku X (x', ..., x7), i to:

AT = gigiges U -ThUS), (P2.10)
gde su Ipg(M), Ty (M), Ui(M) posmatrani dati tenzori u tadki M, a g me¥o-

viti dvota8kasti tenzor. Kako su ovi tenzori funkcije koordinata .xf), vee s Xg

tatke M i koordinata x!, ..., x* tadke X, to su i Agy =43y (M, X) funkcije
koordinata tatke M i tatke X. Tako za kovarijantne integrale kovarijantnih

diferencijalnih jednadina (P2.8) u kojima je Tg = T3 (X) kovarijantno konstantni

tenzor su
T UL - Ig¥ = gagygads (TS Us—155). (P2.11)

Kovarijantni integral ima istu valentnost kao i diferencijalni izraz. .
2) Izvedimo 1li kontrakciju B=y jednadina (P2.8) T§DUj y-p=Ts D} i
I =I%, pod istim uslovom da je T§ kovarijantno konstantni tenzor, sledeée
~ .
@DV - DIy =T US — I}~ 45 =0 (P2.12)

pa je integralni kovarijantno-konstantni tenzor Ay dvovalentan, Odredujemo ga
zato sa dva bipunktulna tenzora i to

A= gigd (T U - 15, (P2.13)

§to smo mogli da dobijemo i iz (P2.11) ako se zna da je

Yooy =glgl== [ D=8 P2.14
8386 18=y= 888 =0¢ [0’ betg ( )

Tako, zamenom (P2.13) i (P2.12) konaZno dobijamo kovarijantne integrale
T§US - I8 =gigs (TsUL— 150, (P2.15)

Ova tenzorska relacija je interesantna za primene u dinamici, naroéito ako
je tenzor U jednovalentan, tj. vektor, a T dvovalentni osnovni tenzor. Relacije
(P2.8) su tada prostijeg vektorskog kontravarijantnog odlika

Ty DU®— DI*=0 (DT3=0), (P2.16)
ili kovarijantnog
T,,DU®-DI, =0 (DT 5 =0). ®2.17)
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Kovarijantni integral ovih jednadina (P2.17) je tada

Ty UP~I,=g4(T,, Ut ~1,) (P2.18)

gde su U® i I, poznati vektori u nekoj fiksnoj ta&ki.

Ponovimo, na kraju ovog priloga, da ovako odredeni kovarijantni integrali
kovarijantnih diferencijalnih jednafina zadrZavaju iste prirodne osodine integra-
ljenih objekata u svim koordinatnim sistemima ravnopravno. Kao takve njih je
na ovaj nafin moguée odrediti u bilo kojem koordinatnom sistemu bez transfor-
macija (P1.12) samo ako se znaju dvotackasti tenzori (P2.5) i prvobitni tenzori
u nekoj fiksnoj tacki euklidskog prostora.

9 Kovarijantna dinamika
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POGOVOR

Moji prvi radovi vezani su za autoparalelne linije. Otuda je i potekla
ideja o integralenju diferencijalnih jednalina ovih linija u tenzorskom obliku.
Uz kasnije radove o invarijantnom Kriterijumu o stabilnosti, ideja o kovarijan-
tnim integralima diferencijalnih jednadina kretanja nametala se kao potreba. Ali
tu prostu ideju u vi§e ponovljenih pokuiaja nisam uspevao da dovedem do
matematikih relacija. U vremenu od 1965. do 1969. pokuSao sam da na ovom
zadatku angaZzujem neke nafe talentovane naufnike ali bez uspeha. Ostvarenc
pismene i usmene konsultacije sa dva naucnika svetskog glasa bile su vide obes-
hrabrujuée nego ohrabrujuée. Dana 20. marta 1970. predloZio sam Odeljenju
za mehaniku Matamati¢kog instituta u Beogradu jedno refenje, koje je uz izvesna
skradenja odjavljeno u radu [35], ali u kojem je integralni kovarijantno konstan-
tni tenzor ostao neodreden. U kasnijem radu [39] taj rezultat je razvijen do
kovarijantnog integrala tenzora, koji primenjujemo u ovoj knjizi, uz ispravku
one grefke koje se javila pri odredivanju kovarijantno-konstantnog tenzora po-
moéu dvotadkastog tenzora na Rimanovim mnogostrukostima. Bilo je prevideno
za pojedine primere da osnovni dvotaCkasti tenzor (bipunktualni), koji je uveden
za eukliski prostor ne moZe biti bukvalno primenjen na sve potprostore, kao §to
se to jasno sada vidi iz primera odredivanja geodezijske linije na sferi (str. 41).
To se uglavnom javilo zbog izvesne neuskladenosti terminologije o prostorima u
teorijskoj mehanici. Linearni vektorski prostori u mehanici se najéeiée predstav-
ljaju u koordinatnom obliku, kao i sami koordinatni i metri¢ki prostori, Sto
ponekad dovode do nejasnosti i nesporazuma. Da bi izbegli eventualne nespo-
razume, u ovom radu smo na vife mesta pojasnili neke pojmove koji se u
mehanici upotrebljavaju bez strogih odredenja. To je dovelo do nevelikog od-
stupanja od uobilajene strulne terminologije, kao, na primer, umesto ,,metri¢ki
tenzor konfiguracije prostora‘ ovde kaZemo ,,inercijski tenzor, ili umesto polarni
moment* ovde kaZemo ,linearni polarni moment inercije‘*.

Posle objavljivanja prvih rezultata o apsolutnom integralu tenzora saznao
sam da su se ovim pitajem bavili i drugi nauénici, éak i pre mene. Prvi mi je
pa to skrenuo paZnju dr Stevo Komljenovi¢ ukazujuéi na rad [26]. NaZalost, ni
posle dva pokufaja nisam uspeo da uspostavim vezu sa njegovim autorom.
Mnogo kasnije, februara 1980., a zatim februara 1981., dakle po zavrietku
pripreme ove monografije za ¥tampu, zahvaljujuéi ljubaznosti prof. dr Arthura
Moér saznao sam i za radove [14, 17, 18, 19, 20, 23, 24]. I ako ove radove
nisam proucio ili jo§ nisam video smatram za potrebno i korisno da ih uvrstim
u bibliografski spisak, ma da ovdasSnje rezultate ne vezujemo za te radove.

Autor
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COVARIANT DYNAMICS
Veliko A. Vujicié
Abstract

“Following the statement that mechanics as a theoretical discipline formulates
certain natural laws of objects motion that do not depend on the system of reference,
it is a logical requirement to formulate these laws in a form that ensures independen-
ce on the system of coordinates. It was partialy done in a case of differencial expres-
sions that describe some properties of object motion, but not for the results that
follow from intergration of the differential equations of motion. From this point
of view, these results contribute to the completition of the dynamics; they formulate
a covariant theory that describes certain motions with the same or similar mathe-
matical expressions. This was achived by introduction of the absolute integral into
the tensor calculus, that has a propertie of covariance. Owing to the vector nature of
the force i.e. it is in fact the tensor invariance and, also, due to the vector character
of other differential expressions that include the force, it was rather simple to elabora-
te the mechanics using the absolute integral, and to formulate a consistent covari-
ant dynamics* (from Preface).

Some new results have been obtained. Introduction is devoted to the radius
vector of point (1.12) in curvelinear coordinates. Radius vector transformations are
obtained in the form given by Egs (1.18) and (1.15) that are followed by the rela-
tions (1.26). Eq. (2.4) is derived, where V;r; is covariant derivative of radius vector.
Using double tensor field glven by Eq (3. 4) or (3.7) it is possible to shift the tensor
from a point O to a point X in an arbitrary curvelinear coordinate system. After
appling the tensor absolute integral on differential equations (12. 12) or (12.21),
covariante integrals (12.13) and (12.22) are obtained. The velocity is determined
by the relations (5.4), and generalized momentum is given by Eq. (6.1) or (6.7).

Dynamics of point and system of points is based on the four axioms or laws
(p. 34). The first law, given by the expression (10.4) leads to the equation of a tra-
jectory of a given point due to the inertia (10.14) in arbitrary system of coordinates.
The differential equations of the first order (20.24) of the geodisics, also, are given
while a problem of the determination of covarisnt constant vector A is discussed.
Covariant differential equations of motion of a point have the form given by (12.4)
and (12.5)). Galileo’s transformations are given by (12.19). For the forces (14.7)
with generalized potential, the energy integral (14.9) is obtained. Differential equation
(15.6) gives integrals (15.7). The invariance criteria of the stability equilibrium and
motion of a system of points is determined by the sign of the expressions (16.5.
—16.8) or (16.15) and (30.1). Covariant equations of a perturbed motion are given
by (16.12), (29.13) and (29.17).



Generalized momentum of the system of points given by (23.8) and (23.10)
in the space E,,, and corresponding differential equations of motion in a Rie-
mannian space are (24.10) and (24.11). For the constraints given by (26.1), (26.2)
and (26.3) the corresponding covariant differential equations of motion in the E,,,
and R,,,, space, respectively, care (26.11) and (26.17).

Energy law of a reonomous system is given by differential equation (27.1) from
which, for the conditions a)and b) Eqs (27.14) and (27.15) respectively, follow as the
first integrals; for the general case one can get expression (27.9).

Sections 31. and 32. are devoted to the motion of a rigid body. More details
about the absolute integral (PL.1) or (P1.6) and corresponding covariant tensor inte-
gral (P2.11) are given. The present text has evolved from a series of published pa-
pers and articles in preparation.




KOBAPUAHTHAA JUHAMHKA
Bensko A. Byiimanu

PesmoMme

“Kcxols M3 Taro, 4To MeXaHWKa KaK TeOpPeTHYECKas Hayka ONpelesseT He-
KOTOpBIE 3aKOHBI JBIDKEHHS OOBEKTOB, pealibHO He 3aBHCAINMX OT HabmromeHms
M OIIMCaHMA, JJOTHYHO HOCTABHTH 3aJaqy: 3aIMACATh OJHU H TO XKe 3aKOHBI JBHKCHUS
OAMHAKOBLIM HIIH IIOXOXHM COOTHOIIEHMEM OTHOCHTENLHO JIH0GOH CHCTEMBI KO-
OpAMHAT. DTO B KaKOH-TO CTENEHHM CAENaHO ANA JuddepeHUHANLHBIX BhIpaXeHUi
YaCTHYHBIX XapKaTePHCTHK ABHXEHH:A, HO He IONHOCThIO; €CIIH Ped HAET O pe3ylib-
TaTaxX, NOJYYEHHHIX HHTETPHPOBaHHEM Ju(¢epeHUHANLHEX YPABHEHHH NBHKCHAS
TO, KaK NpaBHIO, OHH HEKOBapHaHTHHL B 3Toii paGore yka3aHBI NPUNOXKEHHA,
KOTOpHEle C 3TOH TOYKM 3pEHHS NONMOJHAIT OHHAMEKY, NENAKOT €€ IOJHOCTHIO
KOBapHaHTHOH TeopHel, 3amucCHBarollell NBIOKEHHS CHCTEM OAWHAKOBEIM COOTHO-
IIeHHEM OTHOCHTENIbHO JIOOBIX CHCTeM KOOpAMHAT. OTO AOCTHIHYTO Onarozaps
BBENICHHIO B TEH30pHOEe HCYHCIeHHE abCONMIOTHOrO HHTErpajia KOTpObUA HMeeT
CBOMCTBO KOBApHAHTHOCTH. Tak Kako CHJIA — BEKTOpHAas, a TeM CaMbIM — H
TEeH30pHAd WHBapHAaHTA H JHpyrue iddepeHUMaNbHble BBIPAXEHHS, B KOTOPBIX
¢urypupyeT cmia — BEKTOPHOIO XapaKTepa, OKa3aioCh HETPYJHO JONOJIHHTH
3Ty TEOPHIO ¥ IOJYIHThb OJHY LEIOCTHYIO KOBApHaHTHYIO JuHaMAKY* (M3 mpemuc-
JIOBHS).

IMosy4qens! HeKOTpOphle pe3yNbTaThl, HOBBIE 60 1o dopme, Mubo B kayecTse-
HHOM cMbIcne. Bo BBemenmm paccmaTpuBaercsa pammyc-sekrop (1.12) B xpuBOIH-
HEHHOH cHCTeMe KOOpAWHAT; BBOAWTCA HpeoOpa3oBaHWE KOOPAMHAT ' pammyc-
-Bextopa r B sane (1.18) u (1.25), oTxyna cneayror m cootHomenus (1.26). ITomy-
yeHHl ypaBHeHHA (2.4), rae V,r; koBapHaHTHas IPOM3BOIHAA pajHyc-BeKTOpA.
IMone3ysack ABYXTO4YEHHBIM TEH30poM (3.4), T.e. (3.7), obecneunsaeTcs mapajuleib-
HEIif mepeHoc TeH30pa (3.9) m3 Toukk ACE,; B Touky X&E; B cucreMe xpuBo-
Jmeiabrx koopzuHat (3.11), (3.12), ..., (3.15). K maTterpmposanmio mudbepen-
umaneHeix ypaBHeHMH (12.12) wnu (12.21) npumMensetcs 0GCONMFOTHEIE HHTErpan
TeH30pa H NOJNy4yaroTcs KoBapmaHTHBle wuHTerpaymr (12.13), (12.22). Cxopocts
JBYDKEHHA ONpeJeNdeTcs cooTHomeHneM (5.4), a KOOpAMHATHI BEKTOPa HMITYJIbCA
cooTHomenuamu (6.1) wm (6.7).

JvHaMyiKa TOYKR M CHCTEMBI TOYEK CTPOHTCA NIPH HOMOIUM YeTHPEX aKCHOM
(ctp. 34). U3 mepmoii akcHOMBI, BBIpaxarowueiics cooTHowenueM (10.4), ciaemyror
OKOHYaTENbHLE YPABHEHMS TpPAaEeKTOpHM [BWKCHHA TOYkH mo muepuum (10.14)
OTHOCHTEJIBEO Ji00oH cucteMbl koopmmHat. IlpmBoasrca mud¢epeHIHANbHBIC
ypaBHenns nepporo nopsaka (10.24) mns reome3mdeckoif, rie ykasbmBaTechd Ha



npobeMy ompejie/ieHHS KOBAPHAHTHO — HOCTOAHHOrO BekTtopa A. KosapraHTHEIC
JudbepeRHaNbHbIC YPaBHEHHS JBICKEHNS TOUKH uMeroT Brj (12.4) u (12.5), a mpeo-
6pazosanue Iammnes — (12.19). dus cun (14.7) mMeer Mecro muterpan (14.9).
Wnrerpan (15.7) cnepyer n3 muddepeHMansHOro ypasuerAd $pa3oBoil TpaekKTOpUK
(15.6). MmBapuanTHbil KpUTepHil YCTOMYMBOCTH PABHOBECHS H HBIKEHHS TOYEK
CUCTEMEI YCTAHABNHBAETCA B CHIY 3HAKOOIIpeJejeHOCTH Bhlpaxenuit (15.5)—
(16.8), (16.15), (30.1). Kobapuaurusie mubdepeHnuannsie ypaBHEHHS BO3MYILEH-
Horo ABwXeHus mMeroT BuA (16.12), (19,13) u (29.17).

O0Co01ieHHbIE MMITYJIBCH CHCTEMB! TOYEK ONPEHENIAIOTCH BHIPAXEHHAMA
(23.8), (23. 10) B mpocrpanctse E,,, a B Pumanosom MHOroo6pasus COOTBECTBY-
romue auddepenumantubie ypaBHeHus geixenns — (24.10) u (24.11). Tpn sammyuu
cBsizeit (26.1), (26.2) n (26.3) xosapuanTHbie MuddepenyaibHbe YpaBHEHAS ABUXKE-
uuA B E,, Aaror coorHowenusa (26.11), a B npocrpadcrse R,,,, — (26.17). 3axon
SHEPrHH ABIKEHHS HECTALMOHAPHOM CHCTEMBI 3aIMCHBAETCA cOOTHOUIeHHEM (27.1)
u (27.9). Tlpu ycnopuax a) u 6) cegyioT nepBbie HHTerpaisl sHeprud (27.14) m
(27.15) cootserctBenHO. Yactu 31 u 32 moCBSALUEHBI ABHXKEHWIO TBEPHOroO Teja.
B npunoxenusx oGcyxkgarorca nmonATAA aGcomoTHOro mHTerpana temsopa (Pl.1)
i (P1.6) ¥ eMy cOOTBETCTBEHHOTO KOBAPRAHTHOrO WHTerpana TeHsopa (P2.17).

Monorpadus npeAHa3HavYeHa yYeHHIM, 3aHAMAIOUMMCS BONPOCAMM aHAJIH--
THYECKOM MEXAHMKH M TEH30PHOTO HCYHCIICHHA.
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