









































































































































































































































78 Algebra sudova

Ako u tome uspijemo, pokazali smo time sintakti¢ku jednakost 4=B,
jer gornje nizove jednakosti moZemo sastaviti prema

A=Ay=Ay= - - =Ap=C=B,~ ... =B,=B;=B.

Ideja samog dokaza jest u tome, da se A i B (talnije: funkcije odredene
s A i B nad varijablama koje ulaze u bar jednu od tih formula) svedu na
kanonsku disjunktivnu normalnu formu (odnosno na 1. ako su identi€ki
neistinite) A4, odnosno B, (usp. 4.3.1.). Pokazat ¢e se da je to pomoéu 1°
do 12° uvijek moguée. Ranije smo (u 4.3.1.) vidjeli da je taj oblik za danu
funkciju jednoznatno odreden (do poretka komponenata disjunkcije i samih
&lanova u pojedinim komponentama). Ako dakle 4 i B svedemo na njihove
respektivne kanonske disjunktivne normalne forme A, odnosno -B,, bit e, ako
su A i B istovrijedne formule, te forme nuZno identi€ki jednake. Drugim
rije€ima, ako dobivene kanonske disjunktivne normalne forme nisu identitki
~ jednake (do poredaja komponenata i ¢&lanova u njima), ne mogu ni A i B
biti istovrijedne formule. .

Prema tome dokazni postupak koji (:emo provestl za opti slucaj (i pra—
titi ga na konkretnom primjeru) pokazat e da je semanti€ka jednakost uvijek
i sintakti¢ka, a ve¢ smo rekli da nam on daje i moguénost efektivnog izvoda
sintakti¢ke jednakosti formula u pitanju; pored toga dat ¢e nam taj dokaz u
ruke jod jednu efektivnu metodu kojom u konatno mnogo koraka moZemo
odlugiti da li je dani par formula istovrijedan ili ne.

Razumije se da — kao 3to je to u takvim okolnostima Cesto sluéaj —
ta metoda ne ée za svaki pojedini par 4, B formula biti ,,najekonomi&nija*;
za konkretno dani par formula bit e esto moguée naéi neki kraéi efektivni
izvod njihove sintakti¢ke jednakosti. Medutim, vaZno je da wopée postoji i da
moZemo efektivno naéi jednu jedinstvenu metodu, koja, iako ne najkraéa za
svaki pojedini slucaj, ipak rjesava svaki pojedini slulaj.

Predimo sada konaino na sam dokaz, tj. na transformaciju od 4 i B
pomoéu 1° do 12° na njihovu kanonsku disjunktivnu normainu formu,

10.5.1. Prvi korak. Eliminacija operacija < i =, Pomofu 12° moZemo
iz formula A, B eliminirati <>, a pomo¢u 11° moZemo eliminirati =>. (Ako
veé same dane formule ne sadrfe ni < ni =, prelazimo odmah na iduéi
korak.)

Konkretno, za formule 4 i B koje smo naveli na pofetkn 10.4. bit e
A=(x=>2)&E=>X)&z=2>y)=("xy2)& (T zVX)&(zVy)=4,,
B=T V(xV2) & (x&y&2)]=B,.

10.5.2. Drugi korak. Eliminacija konstanata T, 1| . Pomoéu 6° 1° i 8°
moZemo iz A, i B, postupno climinirati konstante 7 i 1 (ako ove u njima
uopée dolaze), osim u slu€aju da se time jedna (ili obje) od formula 4,, B,
reduciraju na samo jedan od simbola T, 1.

Za na¥ primjer bit.ce
Ayi=A4y, By= 1LV l(xv2)& T (x&y&2)]= {(xV2)& ~ (x& y & 2)]=B,.
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Ako bi-za neku formulu F ovaj korak doveo do F;= | smatrat éemo
time transformaciju od F zavrienom. Ako bi doveo do Fy=T moZemo po
7°b i 6°a pisati

Fo=(xvx)&@V&...&Mwyw)=F, gdje su x,p, ..., w

sve varijable koje ulaze u na podetku razmatrani par formula 4, B. (Ovo ne
ée imati smisla jedino u slu¢aju da u na podetku razmatranom paru uopée ne
dolazi nijedna varijabla. No tada je nuZno A;= T, By= T i dokaz T12. je
zavrsen, sluéajevi A3=T, By=_1 i A;= 1, By= T otito ne mogu nastu-
piti jer tada A=B ne bi bila semantitka jednakost.) Primjenom 3°a F, pre-
lazi u kanonsku disjuktivnu normalou formu &ime je transformacija te formule
opet zavriena. .

10.5.3. Treci korak. Importacija negacije. Pomoéu 10° moZemo sve zna-
kove — postupno dovesti do samih varijabla ili (jedamput ili vie puta)
negiranih varijabla. Za primjer koji razmatramo bit e Ay= A,,

Bi={(xV2) &[(x&y)V Tz]} =[xV ) & (mxV Ty Vv T12)]
==(xv2V (—xy yV ) =("x& ) V(—x& Ty & 1 z)=8,.
10.5.4. Cetvrti korak. Eliminacija visestrukih negacija. Pomoéu 9° moZemo

vifestruko negiranu varijablu reducirati na ne-negiranu ili na jedamput negi-
ranu ve¢ prema tome da li je bila negirana paran ili neparan broj puta.

Ay=A4,, By=("x&2)y(x&y&z)=2B,.

10.5.5.- bPeti korak. Svodenje na disjunktivnu normalnu formu. Pomoéu 3°a
moZemc postupno formule dovesti na oblik disjunkcije komponenata od kojih
je svaka konjunkcija &lanova koji su varijable 111 negirane varijable. Za na§
primjer bit ée

A =[("x& 2V (" x&X)V (& )V (EE&X)]&(TzVY)

=("x&z& )V (T x& —z&Y) V(T x&x&Z) V(T x&x&Y)
VE&z&2)V(E& 2z&Y)V(&X& )V z& X &y) = 4,

B, =B;.

10.5.6. Sesti korak. Eliminacija duplikata é&lanova u pojedinim komponen-
tama disjunkcije. Pomoéu 4° a moZemo u svakoj komponenti koja sadrZi dva
ili viSe jednakih ¢lanova izostaviti sve te ¢lanove osim jednog.

As=(T1x& 2) V(1 x& z& )V (T x&x& D)V (i x&x&y)

VE& 2 V(@& 1z& ) VE&EX& )V (2&x&Y) = A,,

B 5 = Bs .

10.5.7. Sedmi korak. Eliminicija komponenata disjunkcije jednakih 1 .
Ako neka komponenta sadrZi (eventualno medu ostalim) &lanove £ 1 —§ za
neku varijablu &, moZemo tu komponentu prema 7°a, 6°b (i, po potrebi,

1°a i 2°a) zamijeniti sa 1 1 zatim prema 6°d izostaviti iz disjunktivne
normalne forme (osim u slufaju -da su time sve komponente disjunktivne nor-
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malne forme zamijenjene sa | ; no tada je po 6°d — za x= | — i &itava
disjunktivpa normalna forma jednaka | &ime se njena transformacija moZe
smatrati zavr§enom). .

Ae=(1x& 12V (x& 2z &y)v(z&x&y)sA1,
BG = B7 .

10.5.8.- Osmi korak. Kompletiranje komponenata disjunkcije. Svakoj kom-
ponenti moZemo prema 6°a i 7°b dodati & (Ev —E) za svaku varijablu £
(ako takvih ima) koja dolazi u 4 ili v B a nema je u toj komponenti. Time
dobivena formula opéenito ne ¢e viSe neposredno biti u disjunktivnoj normal-
noj formi ali-u nju prelazi primjenom 3°a.

A=[("x& D&YV NIV x&E &)V (&X&Y)
=(nx&1z& V(T x& z& 1Y) V(x& —lz&y)v(z&x&y) Ag,

By=[(mx&12)&(yVPIVix&y&2) '
=(Tx& z& V(1 x&z& 1Y) V(x&y&2)=B,.

10.5.9. Deveri korak. Eliminacija duplikata komponenata disjunkcije. Ako u
dobivenim disjunktivnim normalnim formama neka komponenta dolazi dva ili
vife puta, moZemo duplikate prema 4° b izostaviti. Time kona¢no dobivamo
kanonske disjunktivne normalne forme.

Ay=(x& —z& V(T x& 1z& 1Y)V (z&x & y)= Ay, By=B,.

Vidimo da se A4y i B, poklapaju (do na poredak &lanova).

10.6. Napomene.

10.6.1. Prema dokazu T 12. vidimo da on vrijedi i ako se u izgradnji
algebre sudova- ograni¢imo na operacije &, V/, ™. (Jer se 11° i 12° upotre-
bljavaju samo u prvom koraku transformiranja formula, pa ako u njima nema
znakova <>, = ne trebaju ni jednakosti 11° i 12°)

10.6.2. Ako paZljivo pratimo ¢&itav dokaz T 12, vidjet éemo da nigdje
nismo morali upotrebiti 5°a,b. To znali da T 12. vrijedi i ako u D 12, izosta-
vimo jednakosti 5°. No jednakosti 5° su semantitke jednakosti dakle po T 12.
i sintaktitke jednakosti pa ih se stoga moZe izvesti iz preostalih jednakosti
D12, Prema dokazu T 12. moZemo lako konstruirati izvod tih jednakosti.

Prvo, prema 3°a i 4aje
x&(xVy)= @&ﬂv&&»~xvu&»

pa je dovoljno dokazati jednu od jednakosti 5°a,b. Pratiino li dokaz le.
podevii od osmog koraka sa A=xV (x&y), B=x bit ée

A=x&(yVPIVEEY)=(x&y)V(x& 1))V (x&))
~(x&))V (&),
B=x&(yV 1y)=(x&y)V(x&y),

dakle 4=B.
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10.6.3. Kao $§to smo spomenuli u 10.2, T 12. moZe se izreéi tako, da
se kaZe da je sistem 1° do 12° semanticki potpun jer se pod time upravo razu-
mijeva da se u njemu moZe izvesti svaka semantiCka jednakost.

T 11. moZe se pak izreci tako da se kaZe da je sistem 1° do 12° seman-
ticki nekontradiktoran jer se pod time upravo razumijeva da se u njemu mogu
izvoditi samo semanti¢ke jednakosti. Sistem 1° do 12° je nekontradiktoran i
u klasiénom smislu, naime ne postoji nikakva formula A4 tako da 4= — 4
bude izvedivo iz 1° do 12°: da naime postoji neka sintaktitka jednakost obli-
ka A=—14 bila bi to po T12, i semantiCka jednakost §to je nemoguée jer
ni za jednu kombinaciju vrijednosti istinitosti- (eventualnih) varijabla u 4 od-
govarajuée vrijednosti istinitosti od 4 i — 4 ne mogu biti jednake. Nadalje,
sistem 1° do 12° je i sintakti¢ki nekontradiktoran, naime ima formalnih jed-
nakosti koje se u njemu ne mogu izvesti; npr. T = _ ofito se ne moZe
izvesti iz 1° do 12° jer to nije semanticka jednakost. ;

Konaéno, sistem 1° do 12° je sintakticki potpun, naime ako mu su pri-
doda kakva god jednakost koja nije sintakti¢ka, on postaje sintakti¢ki kontra-
diktoran tj. u profirenom sistemu moZe se izvesti bilo koja (dana) formalna
jednakost. Ovo moZemo uvidjeti ovako:

Neka je 4=B neka (formalno napisana) jednakost 'koja nije sintakticka
(dakle po T 12. ni semanti¢ka). Pro§irimo sistem 1° do 12° sa

13° A=B.

Buduéi da 13° po pretpostavci nije semantifka jednakost, postoji neka
kombinacija vrijednosti istinitosti (eventualnih) varijabla u 13° za koju su
odgovarajuée vrijednosti istinitosti od A4, B razli¢ite. Ako te vrijednosti istini-
tosti uvrstimo- na mjesto odgovarajuéih varijabla u 13° dobit éemo veé uz.
(najvise) 1°, 6°, 8°, 11°i 12° da je u proSirenom sistemu izvediva jednakost
T=1. Neka je sada C=D bilo koja dana (formaino napisana) jednakost.
Pokazat ¢emo da je C=D izvedivo u profirenom sistemu 1° do 13°. Zaista,
po 6° je

C=C&T, D=D&T.
No u profirenom sistemu izvedivo je T = |, pa je
C=C&l1, D=D&]
i zbog 6°b
C= 4 ’ D= L
dakle
C=2D.

O nezavisnosti, nekontradiktornosti i potpunosti formaliziranih matema-
ticko-logi¢kih sistema bit ée detaljnije govora u Glavi V.
11. ALGEBRA SUDOVA I ELEKTRICKI SKLOPOVI S PREKIDACIMA
11.1. PridruZenje kombinacijama vrijednosti istinitosti varijabla sudova
odgovarajuée vrijednosti istinitosti neke njihove funkcije moZe se ilustrirati za
tu funkciju prikladno konstruiranim elektri¢kim sklopom s prekidaCima.

6 Matematitka logika
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U takvoj interpretaciji pridrufit éemo varijablama sudova prekidate;
vrijednosti istinitosti T pridruZit éemo horizontaini poloZaj prekidata a vrijed-
_posti istinitosti 1 vertikalni poloZaj prekidala (sl. 2.). Pritom pretpostavljamo
da horizontalni poloZaj prekidata omoguéuje prolaz struje kroz prekida¢ samo
u horizontalnom smjeru, a vertikalni poloZaj samo u vertikalnom smjeru, Danoj
funkciji varijabla sudova pridruZit ¢emo neki elektri¢ki sklop s prekidadima
(naime prekidale — koji odgovaraju varijablama te funkcije — povezane na odre-
deni nalin elektrickim vodovima), tako da kroz sklop moZ¥e teéi struja onda
i samo onda (tj. za one i samo one poloZaje prekidada) kad je odgovarajuéa
vrijednost istinitosti dane funkcije= T .

11.2, Tako npr. sklop na sl. 3. predoduje funkciju F;(x)=x, a sklop
na sl..4. predoduje funkciju F; (%)= —x, jer kroz prvi struja moZe te¢i onda
i samo onda ako je prekidal u horizontalnom poloZaju (kao $to je tFy(xX)= T
onda 1 samo onda kad je *x=T) a kroz drugi onda i samo onda ako je
prekida¢ u vertikalnom poloZaju (kao $to je vFy(x)="T onda i samo onda
kad je =x= ). - . .

o © ]
T L ®
sl. 2. sl 3. sl. 4.

11.3. Konjunkeiji dviju ili vi¥e varijabla odgovara serijski spoj prekidata
koji ib reprezentiraju (sl. 5. i 6.), jer ¢e tim sklopom moéi prolaziti struja
onda i samo onda ako su svi prekida¢i u horizontalnom poloZaju, kao $to
konjunkcija varijabla poprima vrijednost istinitosti T onda i samo onda kad
sve njene varijable poprimaju vrijednost istinitosti T.

r&hyk:&y

11.4. Disjunkciji dviju ili viSe varijabla odgovara paralelni spoj prckidata
koji ih reprezentiraju (sl. 7.-i 8.), jer ée tim sklopom moéi prolaziti struja
onda i samo onda ako jc bar jedan od prekidaa u horizontalnom poloZaju,
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kao §to disjunkcija varijabla poprima vrijedndst istinitosti T onda i samo onda
kad bar jedna od njenih varijabla poprimi vrijednost istinitosti T.

11.5. Implikaciji x=y odgovara sklop prema sl. 9. Njime struja moZe
prolaziti onda i samo onda ako je bilo prekida¢ koji reprezentira y u hori-

zontalnom poloZaju, bilo prekidaé koji reprezentira x u vertikalnom poloZaju,
kao $to je v(x=>y)=T onda i samo onda ako je bilo rx= 1, bilo vy="T.

xVprvz
O 1+ .0
o™ Lo

sl. 7. sl 8. . sl 9.

11.6. Ekvivalenciji x <>y odgovara sklop prema sl. 10. Njime struja moZe
prolaziti onda i samo onda ako su oba prekidada (koji reprezentiraju x i y)
u istom poloZaju, kao #to je t(x<>y)=T onda i samo onda ako x i y
poprimaju istu vrijednost istinitosti.

11.7. Ekskluzivnoj disjunkciji i njoj jednakoj funkciji negaciji ekvivalen-
cije x<p>y odgovara sklop prema sl. 11. Njime struja moZe prolaziti onda i
samo onda ako su prekidali (koji reprezentiraju x i y) u suprotnim poloZajima
kao $to je t(x<>y)=T onda i samo onda ako x i y poprimaju suprotne
vrijednosti istinitosti.

x>y
xty
oy
_ —— B
QO
sl. 10. sl 11, sl 12.

11.8. Shefferovoj operaciji x4y odgovara sklop prema sl. 12, Njime
struja moZe prolaziti onda i samo onda ako je bar jedan od prekidada (koji
reprezentiraju x i y) u vertikalnom poloZaju, kao $to je v(x4y)=T onda i
samo onda kad je bar jedna od vrijednosti istinitosti Tx, vy jednaka 1 .

6

[
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11.9, Lukasiewiczevoj operaciji x|y odgovara sklop prema sl. 13. Njime
struja moZe prolaziti onda i samo onda ako su oba prekidaa (koji reprezen-
tiraju x i y) u vertikalnom poloZaju, kao §to je (x| y) T onda i samo
onda ako je tx=<cy=1.

Xy

] N J,‘k K
Y_ _

sl 13. sl 14, sl 1s.

11.10. Funkcijama F(x)= T, F(x, y)=.T odgovaraju sklopovi prema
sl. 14. i 15, a funkcijama F(x)= |, F(x,y)= L npr. prema sl. 16. i 17,

o o6l

sl 16. . - s,

11.11. Jednakost formula algebre sudova (dakle par istovrijednih formula)
bit ¢e ilustrirana parom sklopova koji ,,jednako rade*, tj. za koju god kom-
binaciju poloZaja prekida¢a prvi moZe propustati- struju onda i samo onda
ako to uz istu kombinaciju moZe i drugi. Npr. sl. 18. ilustrira jednakost
xV(yva)=(xvyVz : :

vy ve ' T AVOve)

&

’,

sl 18.
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Sl. 19. daje par sklopova koji ilustriraju jednakost x& (yvz)=(x&y)
V(x&z). Pri tome dakako u drugom sklopu oba prekidata x moraju uvijek

biti u medusobno jednakom poloZaju, §to je simboli¢ki oznateno crtkanom
vezom.

x&(yvz) . (x&y)V(x&2)
»
; —" |

sl. 19.

SI. 20. jlustrira jednakost xV (y&z)=(xVy)&(xV 2).

XV (r&:)

(xvy)&i(xvz)

sl. 20.

11,12, Razmatranja iz 4.3. do 4.3.2. pokazuju da ée svaki elektri¢ki
sklop (tipa kakav smo uveli) moZe nadomjestiti (jer jednako radi) sklopom koji

*&y&2)V (xX&y- ) V(O x&y& 2)

— O

sl 21.
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se sastoji od paralelno spojenih blokova serijski spojenih prekidala kao i
sklopom koji se sastoji od serijski spojenih blokova paralelno spojenih preki-
daga — 3to odgovara kanonskoj disjunktivnoj odnosno konjunktivnoj normalnoj
formi predofenja odgovarajuée funkcije. Npr. za funkciju K (x,y,2) iz 4 L1
dobivamo odgovarajuée sklopove prema sl. 21,1 22,

(XYY VNE(EVIV ARV PV I DREVIV O H&EVV
TOHOHOHOTOT -

sl, 22,




GLAVYVA I

ALGEBRE SUDOVA KAO BOOLEOVE STRUKTURE






1. MREZA KAO PARCIJALNO UREBPENI SKUP

1.1. Skup S jz djelomiéno (parcijalno) ureden, ako je u nj=m definirana
binarna relacija < sa svojstvima: 1° x < x za svaki xE€ S, 2° ako za neki
par x,y €S vrijedi x< y i y< x, onda je x=y, 3® ako za x,y,zE S vri-
jedi x <y iy<z, onda je i x< z,

Definicija 1. Za djelomiéno uredeni (neprazni) skup (S, <) kafemo da
je S-mreZasta struktura ili krace S-mrefa, ako za svaki par elemenata
x,yE 8§ u § postoji element u=inf (x,y) koji je najveci medu svima onima
koji su < x i < y, kao i element v=sup (x,y) koji je najmanji medu svima
onima koji su > x i > y..

(Oznaku ,,inf* gitat éemo ,infimum*“ a oznaku ,sup* ,supremum.)

Uvedemo li (ovdje samo zbog kradeg pisanja, dakle kao neformalne
oznake) simbole: & za ,,i“, V za (inkluzivno) ,.ili%, = za ,,povladi*, < za
wonda i samo onda ako je, — za ,nije*, V za ,za svaki i 3 za ,,postoji*
i prihvatimo li radi Stednje zagrada istu konvenciju o jatini razdvajanja prvih
pet od tih simbola kao u Glavi II, moZemo uvjete D1, pisati u obliku

(la) (Vx,yES) BuEesS) u<x&u<y&(V2)z < x&z< y >z < )],
(Ib) (Vx,yeS) AvES) [x < v&y<v& (V) (x<z&y < z2>Vv<Z)].

1.2. Primjeri.

1.2,1, Neka je T neki dani skup a P T=S8 partitivni skup od T (tj.
skup svih podskupova od T). Uvedimo u S binarnu relaciju < kzo skupovnu
inkluziju, dakle za x,y €S(tj. x,y CT) neka je po definiciji x< yg:x cy.

Lako je provjeriti da je tada (S, <) djelomiéno ureden skup. Nadalje,
ako .za svaki par (x,y) definiramo u=u(x,y)=xNy, v=v(x,y)=xy (gdje
je N skupovni presjek a U skupovna unija) mo¥emo provjeriti da u# i v za-
dovoljavaju uvjete (la), (1b). Konstruirana struktura (S, <) je dakle S-mreZa.

1.2.2. Neka je N* skup pozitivnih prlrodmh brojeva, N*={1,2,...}.
Defmlra_]mo u N* tinarnu relaciju < kao ,, ]e mjera od“, tj. za x, yEN*
neka je po definiciji x<y f)::' x|y (x}y &itaj ,x je mjzra od y*ili ,,x dijzli y*

ili ,,y je (bez ostatka) djeljivo sa x*).

(N*, <) je time djelomi¢no uredeni skup. Nadalje, za svaki par (x,y),
x,y EN¥ neka je u=u(x,y)=(x,y) (najveéa zajednicka mjera od x i »)s
v=v(x,y)=[x,y] (najmanji zajedn.ckl vifekratnik od x,y). Vidimo da u, v
zadovoljavaju uvjete (1a), (1b) pa je (N*¥, <) S-mreZa.
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1.2.3. Neka je S skup konveksnih likova u ravnini, (Skup taaka L u ravnini
zove se konveksni lik, ako za svaki par tagaka x,y ravnine vrijedi da xE€ L
&yEL povladi da je i za svaku tatku z koja le?i na duZini xy,z€ L,
Npr. prazni skup tataka, svaka pojedina tatka, pravei, polupravei, krugovi,
poluravnina, &itava ravnina su konveksni likovi u ravnini.) U S definiramo <
kao ,je obuhvacen u‘ tj. za koji god par konveksnih likova x,y € § neka je
- x< y onda i samo onda ako x leZi u y, tj. ako svaka tatka lika x pripada
i liku y.

(S, <) je djelomitno uredeni skup. Neka nadalje za svaki par konveksnih
likova x,y € S bude u=u(x,y)=xNy (dio ravnine zajedni¢ki likovima x,y —a
to je opet neki konveksni 1ik), a v=v(x,y) neka je konveksni omotal. likova
x,y tj. presjek svih konveksnih likova koji sadrfe x iy (dakle najmaniji takav
1ik). Opet se lako vidi da je (S, <) S-mreZa. '

1.2.4. Neka je S={a} jednoelementni skup za koji je < definirano sa
a<a. (S, <) je S-mreZa..

1.2.5. Neka je S skup kompleksnih brojeva x + iy (x, y realni) kojima je modul
V*+ y3< 1, Uvedimo u Srelaciju < definicijom
x1+y1i<x,+y,i§x1<x,&y1<y,.

Lako se vidi da je (S, <) djelomitno ureden skup. No to nije S-mrefa, jer
npr. u S nema elementa sup (1,7).

1.2.6. Neka je S skup svih kompleksnih brojeva, a relacija < definirana
je kao u 1.2.5, Tada je (S, <) S-mreZa. (Za dane z,, z, €S bit ée inf(z, z;)
,donji lijevi“ a sup(z, z) ,.gornji desni‘“ ugao pravokutnika u kompleksnoj
ravnini odredenog sa z;, zy kao uglovima i stranicama paralelnim s realnom
odnosno imaginarnom osi.)

2. MREZA KAO ALGEBARSKA STRUKTURA

2.1. ‘Definicija 2. Za algebarsku strukturu (S; A, V) sa dvije binarne
operacije N\, V nad skupom S#@ kaZemo da je A-mreZasta struktura
ili krade A-mreza, ako su obje njene operacije komutativne, asocijativne i apsor-
ptivne, tj. ako je

(2a,b) Vx,yES) - xAy=yAXx, xVy=yVx;
(3a,b) x2S xANAz=xA(A2), xV)VZ=xV(yV2);
(4asb) (Vx,yES) x/\(XV}')=xs xV(x/\y)'—"x-

(Znak ,, A« titaj ,.kep* — odgovara N $to podsjeéa na kapu, engl.=cap;
znak ,,\V* &itaj ,kap* — odgovara U $to podsjeéa na Salicu, engl.=cup.)

2.2. Primjeri, 2.2.1. Neka je, kao u 1.2.1, T neki dani skup a JT=S
partitivni skup od T. Za x,y < S neka je xAy=xny, xVy=xUy. Lako je
provjeriti da je (S; A, V) A-mreZa.

2.2.2, Neka je, kao u 1.2.2, N* skup pozitivnih prirodnih brojeva. Za
X,y € N* neka je x Ay=(x,»), xVy=[x,y]. (N*; A, V) je A-mreZa.
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2.2.3. Neka je, kao u 1.2.3, S skup konveksnih likova u ravnini. Za
x,yE€S neka je xAy=xny, xVy=konveksni omota¢ od x,y. (S; A, V) je
A-mreZa.

2.2.4. Neka je, kao u 1.2.4, S={a} i A, V definirano sa aAa=aVva=a.
(S; A, V) je A-mreZa.

2.2.5. Neka je S skup cijelih brojeva,a A, V definirano sa xAy=x.y,
xvy=x+y. (S; A, V) nije 4-mreZa, jer opéenito ne vrijedi apsorpcija (npr.
1.(1+1)=2%#1).

3. EKVIVALENTNOST S-MREZA I A-MREZA

3.1. Prva detiri korespondentna primjera u 1.2. i 2.2. pokazali su da je
u nekim sludajevima moguce na prirodni naéin medusobno pridruZiti po jednu
S-mreZu i jednu A-mreZu. Postavlja se pitanje da li je to uvijek slu&aj. Potvrdni
odgovor daju iduéa tri teorema.

3.2. Teorem 1. Ako u S-mrefi (S, <) definiramo operacije A\, \V sa
(59 (Vx,yE€S) xA y;inf ),

(%) Vx,yES) xVy:fsup x.»)
bit ée (S; N\, V) A-mreZa.

Dokaz. 1° Zbog (1a) je inf(x,y)=inf(y,x) pa je xAy=yAx i vrijedi
(2a). Analogno vrijedi (2b).

2° Zbog (la) je inf(inf (x,9),2) =inf (x,inf (y,2)) pa je (XAY)Az=xA
(PA2) i vrijedi (3a). Analogno za (3b).

3° Zbog (la) je inf(x,sup(x,y))<x. U drugu ruku, zbog (Ib) je x <sup
(x,y) a kako je i x<x to je zbog (l1a) i x<inf(x,sup(x,y)). Dakle je inf(x,
sup(x,y))=x pa je xA(xVy)=x i vrijedi (4a). Analogno za (4b).

3.3, Teorem 2. Ako u A-mre#i (S; A, V) definiramo relaciju < sa

(6a) X<ySxXAy=x
of.

ili sa

(6b) X<yox\Vy=yp,
of

bit ée (S, <) S-mreZa.

Dokaz. Poka¥imo -najprije da su definicije (6a), (6b) medusobno ekvi-
valentne.
_ Ako je xAy=2x, bit ée zbog (4b) .(za y kao ,x* i x kao ,,)*) y=yV
(yAx)=(zbog (2a)) yV(x Ay)=(po pretpostavci) yV x=(zbog (2b)) xvy pa
(6a) povladi (6b).

Obrnuto, ako je xyy=y bit ée zbog (4a) x=xA(xVy)=xAy pa (6b)
povia¢i (6a).
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Kao prvo, lako se provjerava da je (S, <) djelomié'no uredeni skup (za
dokaz refleksivnosti usp. niZe 4.1.).

Doka%imo sada da x Ay odnosno xV\y zadovoljavaju zahtjeve za u= inf
(x,y) odnosno v=sup(x,y} v (la,b). Zbog upravo dokazanog moZemo se
pritom sluZiti obim relacijama (6a), (6b).

1° Po (6b) je xAy<x jer je po (2b) i (4b) (x/\y)vx=xv(x/\y)=x,
Takoder je xAy<y jer je po (2a), (2b) i (4b) xAY)VY=(YyAX)Vy=yV
(}’ A X)=y'

2° Ako je z<x i z<y znati to po (6a) da je zAx=2, zAy=2z. Prema
tome je tada zA(XAY)=(ZAx)Ay=zAy=2z dakle opet po (6a) z<xAy.

Time je (1a) dokazano. Analogno se dokazuje (1b).

3.4. Teorem 3. a) Neka je (S, <) S-mrefa, (S; A, V)vnjoj prema T1.
pridrufena A-mrefa, a (S, <,) ovoj prema T2, pndru!ena S-mrefa. Tada je
S, <)=(S, <) 4.

Vx,y€S) X<y x<,y ¥,

b) Neka je (S; N\, V) A-mreia, (S, <) njoj prema T 2. pridrulena
S-mreza, a (S; Ny, V) ovoj prema T 1. pridrufena A-mrefa. Tada je (S; A
V)=(S: A Vi) U

Vx,y€S) (xAy=xA1)&XVy=xY17)

Prema tome relacija pridruZenosti izmedu S-mreZa i A-mreZa je simetri¢na.

Dokaz. a) Prema (6a) je x<,y<>xAy=x<> (prema (5a)) inf(x,y)=x.
No prema (la) olito je u=inf(x,y)=x onda i samo onda ako je x<y.

b) Prema (5a) je x Ayy=inf(x,y). U drugu ruku, u dokazu T 2. poka-
zali smo da x Ay zadovoljava uvjete za u iz (1b) za (S, <), pa je u=inf(x,
y)=xAy. Vrijedi dakle x Ay=xA,y. Analogno se dokazuje x\Vy=xv,y.

T 1.-3. omoguéuju da umjesto o S-mrefama i A-mrefama govorimo
naprosto o mrefama,

. Kad§to éemo mreZom zvati i strukturu (S; <; A, V) gdje su (S, <)
i(S, , v)po T12, pridruiene S-mreZa i A-mreZa.

4. NEKA DALJA SVOJSTVA OPERACIJA A, V
I RELACIJE . < U MREZAMA

4.1. Ako je (S; A, V) mreia, operacije A, V su idempotentne, tj.
vrijedi : : .
(VxeS8) xAx=X, XVYX=X.

Dokaz. Prema (4b) za x kao ,.y* je xAx=xA [xV(xAXx)]. No prema
(4a) za xvx kao ,,p* je xA[xV(xAx)]=x. Dakle je x Ax=x. Jednakost
xV x. x dokazuje sc analogno.

4.2. Uzastopnom primjenom (2a) i (3a) uvidamo da u izrazu sagrade-
nom od varijabla x, y, z, ... mre¥e (S; A, V) i operacije A moZemo jzosta-
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viti zagrade i po volji izmijeniti redoslijed varijabla. Ako neka van_]abla do-
lazi vife nego jedamput, moZemo sve pnmjerke u kojima se javlja, osim jednog, -
izostaviti (zbog. 4.1.). Analogno za izraz sagraden od varijabla x, y, 2z, ... i
operacije \/. Isto vrijedi i za izraze koji pored varijabilnih elemenata od S
sadrZe i konstante, tj. neke &vrsto odabrane elemente od S.

4.3. U mreZi (S, <) za svaki neprazni konaini podskup Z elemenata od

§ postoji najveéi element u od S koji je < od svakog elementa x od Z i

najmanji element v od S koji je > od svakog élementa x od Z; pisat éemo

=inf Z, v=sup Z. Ako je Z={xy, X3, ... , X,} vrijedi u (S; <; A, V) da

jeinf Z=x,AXs\ ... ANXp, SUupZ=%V %3\ ... Vx,. Da je tome tako uvida
se lako viestrukom primjenom D1, iz 1.1.

4.4. U mreZi (S; <: A, V) vrijedi:

a) ako je X<y, X<Vzs «v. » X<Yp0nda je i X<HAYsA ... AYs.

b) ako je y1<X, )a<X, ..., Yx<X, 0nda je i p;Vy3V ... VIya<x.
DokaZimo ovu tvrdnju za n=2 (za opéi n tvrdnja se dokazuje indukcijom).
a) x<y;, X<y znali po (6a) xAy;=xA\yy=x, pa je

xA(?lAYx)=(xAy1)AYa=xAya=x

a to opet po (6a) znali x<y, Ay,. b) se dokazuje analogno.
4.5. U mrezi (S; <; A, V) vrijedi monotonija od < prema A i V:
Ako je x<y, onda je XAZ<yAzZ i xVz<yVz.

Dokaz. 1z x<y izlazi po (6a) xAy=x pa je (x Ay)Az=xAz No odatle
je i (xA2IA(yA2Z)=xAz pa je po (6a) xAz<yAz. Relacija xVz<yVz
dokazuje se analogno.

4.6. U mreZi (S; <; A, V) vrijedi
Vxy,2€8) xVPAIKEVIAEVI), FANVEAD<XxA(V3I).
Dokaz. Po (la) i (5a) je x Ay<x, xAz<x pa je po 4.4.b)
xAYIVxAD)<X.

Dalje je sliéno xAy<y<yvVz, xAz<z<yVz dakle i APVEAD<yVz.
Odatle i iz ranije izvedene relacije - (xAy)V(xAz)<x izlazi po 4.4.2) da je
(x/\y)v(x/\z)<x/\(yvz) Relacija x V(y A 2)<(xVPIA(xVz) dokazuje se
analogno.

4.7. UmreZi (S; <; A, V) vrijedi: Akojez < x, ondaje(x/\y)vz<x/\(yvz)

Dokaz. Uz z<x je po (6a) xAz==z pa iz druge relacije 4.6. izlazi
tvrdnja. ‘

48. U mreZi (S; <; A, V) vrijedi: Ako je y<x i w<z onda je
yvw<sxyz i yAw<xAz.

Dokaz. Kako je po pretpostavei y<ax<a\ 2z, w<I<XVztoje podd.b)
i yvw<xyz. Sli€no je yAw<w<z, yAw<y<x dakle i yYAw<XxA=Z,
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5, DISTRIBUTIVNE MREZE

8.1. Definicija 3. Mrezu (S; A, V) zovemo ‘distributivnom ako je
(Ta,b) (Vx,5,2€8) xAQYV=EANVEAZ), xV(yA2)=(xVy)A(xV2).

Lako se dokazuje da je mreZa distributivna &im vrijedi jedna od relacija
(7a,b) tj. da (7a) povladi (7b) i obrnuto. Ako naime vrijedi (7a), bit ¢e zbog
(2a), (4a,b) i (3b)

EVHAGV)=[EVIAXIVIEV)AZ}=IXAEVNIVIEVY)IAZ=
VEAEVNI=xVIEAX)VEAY]=xVIxA2)V(YA2)])=
BVEADIV(PAZ)=xV (P A2)
pa vrijedi (7b). Analogno (7b) poviali (7a).

MreZu (S, <) zvat éemo dakle distributivnom ako je za svaku trojku
xy,2z2€ S: inf(x: Sup (y! 2))=Sllp (inf(x’ y)» inf(x’ Z)) kao i ako je sup (x'
inf (y, 2)) = inf (sup (x, y), sup (x,z)) — 3to je ekvivalentno prvom zahtjevu.

5.2. Primjeri. _

5.2.1. MreZa (S; A, V) iz 2.2.1. je distributivna, jer za skupove vrijedi

xN(yuz)=xny)u(xnz). Mreza (N*; A, V) iz 2.2.2. takoder je distribu-
tivna jer za pozitivne prirodne brojeve vrijedi (x, [y, 2]} =[(x, »), (x, 2)].

5.2.2. MreZa (S; A, V) iz 2.2.3, nije distributivna. Neka je npr. x neki
dani krug a y i z neka su dva (razliCita) pravca koji prolaze njegovim sre-
didtem. x, y i z su — po definiciji u 1.2.3. — konveksni likovi. yV z je &itava
ravnina, pa je xA(yVz)=x. U drugu ruku, xAy i xAz su dva (razlitita)
promjera od x, pa je (xAy)V(xAz) pravokutnik upisan krugu x. Znati ovdje
je xA(yV2)#xAY)V(¥Az). (Lako je naéi i trojku ogradenih dvodimenzi-
onalnih konveksnih likova za koju ne vrijedi (7a)).

5.2.3. Neka je S={a, ay, a5, a, a;} i ncka je u S definirana relacija
< tako da je aq,<a<ag za sve a €S dok elementi parova (a,, a;), (4, a;),
(a,, a;) nisu uporedljivi. Lako se provjerava da je (S; <; A, V) mrefa. Ona
medutim nije distributivna jer je npr.

a,V(@sNa)=a,Va,=a,, dok je (azVa))A(aVa)=azAag=ay.

5.2.4. Vjetba. Poka%i da je svaka mreZa od najvife 4 clementa distri-
butivna.

5.2.5. Neka jc S skup realnih brojeva i neka je za x, y € S definirano
xAy=min(x, y), x\Vy=max(x, y). Pokali da je (S; A, V) distributivna
mreZa. ’

5.2.6. DokaZimo da- vrijedi ovaj teorem: MreZa (S; A, V) distributivna
je onda i samo onda ako je

™) vV xyzES8) VIAPVIANEYX)=XANIVIAD)V(EAX).
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Dokaz. Ako je dana mreZa distributivna vrijedi '
EVAANGVIANEVX)=IEVIANIVIAAVIEVIA(YVIAx]=
(zbog (42)) [(xVNAZAVIPVIAX]=[XA)VAVIZ ARV (EAX)]=
ANVOIAZ)V (AR,

pa je zadovoljena relacija (7'). Treba jo§ dokazati i obrat. PokaZimo u tu
svrhu najprije da u mreZi (S; <; A,V) koja zadovoljava (7°) vrijedi

Lema. Ako je w<u, onda je uAN(v\V w)=@uAV)VW
(dakle i wy(Au)=WwVV)Au).

Dokaz leme. Uz w<u je wyu=u, a u<uyv dakle (WVi)A@uVv)=u.
Takoder je uz w<u: wAu=w 3to radi yAw<w daje (WAW)VFAW=w.
Tako uz (7') dobivamo

uAOVW)=WVIA@YIACVW)=UA)V WAV AW)=UAV)VW

i lema je dokazana.

Vratimo se sada dokazu trazénog obrata. Kako je xAy<x i zAx<x
daje lema da je .

XAADVOADIVEARD=xA{[(AZ)VEAD]V(xAY)}=
AP ADIVEARDRVEAD={XAFADIVEAR}V(xAY)=
(radi xAyAz<zAX=XAZ)(XAZ)VXAY)=(xXAPVXA2).
U drugu je ruku zbog (7')
XANEANVOIADVEAX=xAlxVIIA(YVIA@EVX)]=
EAGVIIAIPVIAGEVDI=xA[xVA(YV2)]=
AEVIIAOPVD=xA(YV2).

Vrijedi dakle (7a) pa je prema 5.1. (S; A,V) distributivna mreZa Sto je
trebalo dokazati.

5.2.7. Prema 4.6. mreZa (S; <; A,V) distributivna je ¢im je
® Vx,9,z2E€8)xV(YAD>xVIIA(EEV2).

6. KOMPLEMENTIRANE MREZE

6.1. Definicija 4. MreZa (S, A,V) zove se komplementirana, ako
postoji preslikavanje —: S — S koje svakom x € S jednoznaéno pridrufuje njegov
komplement —x € S tako da vrijedi

® Vx,y€S8) xA(x)=yA(7y), xV(x)=yV(y)

U komplementiranoj mreZi dakle (uz dani —) x A (—x) ima istu vrijednost
za sve x € §; takoder i x\/(—x) ima istu vrijednost za sve x € S. Oznadimo
prvu od njih sa 07 a drugusa 17. ‘
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Zbog (4a,b) izlazi
(10ab) -~ x=xA[XV(R)]=xA1", x=xV[EA(CX)}=xV0".

PokaZimo da elementi 0", 1 ne ovise o —. Neka je —,x komplement,
od x obzirom na —;, a —;x komplement od x obzirom na —,. Tada je
prema (10b), (2b) 0T1=0"1y 0 2=0""2y 0 1= 0%, Analogno zbog (10a)
iziazi 1™ =17, U komplementiranoj mre%i moZemo dakle umjesto 07, 17
pisati kratko 0, 1, pa je
(10'a,b) x=xA1l, x=xV0.

Odatle dalje dobivamo da je u komplementiranoj mreZi

xA0=(xVO)A0=0A(0Vx)=0, xVl=xAD)VI=1y(Ax)=1
tj. vrijedi
(10""a,b) xA0=0, xyl=1.

(10’") izlazi iz (10') i preko (6a,b). Ujedno odatle vidimo da je u
komplementiranoj mreZi (S; <; A,V) O apsolutno minimalni a 1 apsolutno
maksimalni element, tj. vrijedi

(11a,b) (VxeS) 0<x<l..
6.2. Primjeri.

6.2.1. Primjer iz 1.2.1. je komplementirana mreia ako za podskup x
od T stavimo —x=T\x. (Ovdje je 0=0, 1=T)

6.2.2. Primjer iz 1.2.2. nije komplementirana mreZa jer medu elementima
od N* nema najveéi (obzirom na <).

6.2.3. U primjeru Sy <3 A, V) iz 1.2.3. postoji apsolutno najmanji
element (prazni skup ) i apsolutno najveli. element 1 (fitava ravnina R).
Ako bi dakle (S; <; A, V) bila komplementirana mre?a, morao bi njen
element 0 biti Jednak G a njen element 1 biti jednak R. Neka je P neki
pravac u R P je- konveksm lik. —P bi morao biti konveksni lik sa svojstvima
PA(DP)=0, PV(P)=R. Zbog prvog zahtjeva nijedna tatka od P ne moZe
biti i tatka od —P. Stoga bi se &itav —P morao nalaziti u jednoj od polu-
ravnina na koje je ravnina R podijeljena sa P (spojnica dviju tafaka od —P
koje bi leZale u razliditim poluravninama sijekla bi P). No tada i konveksni
omota& od P i —P ne bi mogao sadrZavati nijednu tadku iz druge polurav-
nine (osim njenih rubnih tafaka na ‘P). To je pak u suprotnosti s drugim
zahtjevom koji bi —P morao zadovoljiti. Vidimo dakle da takav —P ne
postoji pa razmatrana mreZa nije komplementirana.

6.2.4, Definirajmo u primjeru 5.2.3.
a) Ta,=ag, Tay=ay, Tay=ay, Ty =0y, d;=4a;;
b) —‘all'—‘as, Tay=4a,, Ta3=0a3, TG4=0a3, qg=a.

Lako moZemo provjeriti da je (S; A,V) komplementirana mreZa uz
| definiran sa a) kao i uz — definiran sa b) (0=4q,, 1=ay).
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6.2.5. VjeZba. Neka je S s'kup svih konaénih podskupova nekog besko-
natnog skupa T i neka je za x, y S xAy=xny, x\Vy=xUy. PokaZi da je
(S; A,V) distributivna nekomplementirana mreZa.

7. BOOLEOVE ALGEBRE

7.1. Definicija 5. Komplementirana distributivna mrefa zove se Booleova
algebra.

7.2. Teorem 4. U Booleovoj algebri komplement svakog elementa odreden
je jednoznaéno, tj. postoji (jedno i) samo jedno preslikavanje —: S — S koje
danu Booleovu algebru &ini komplementiranom mreZom.

Stoga nije potrebno da Booleovu algebru (S; A,V) koja je komplemen-
tirana mreZa uz — oznafujemo sa (S; A,V,).

T 4. mozemo izreéi i tako, da kaZemo da je u Booleovoj algebri sistem
jednadZbi aAx=0, ayx=1 jednoznalno rjediv za svaki ac S.

Dokaz T 4. Neka su —1,:S -8, —,:5— § dva preslikavanja od Su §
koja distributivnu mreZu (S; A, V) éme komplemennranom Oznalimo (za
proizvoljno odabrani x) —,x sa x;, a —1,x sa x,. Tada je .

O=xAx=xAX, 1=xVx,=xVx, dakle x;=xV(xAXg)=(x;VX)A
(¥, VX)) = (X VXD A VX)) = (XV X A (%, V Xa) = (X A XDV Xy = (XA XD V X3 =X
Korolar 1. U Booleovoj algebri preslikavanje - je involutivno, tj.
(T x)=x.

Dokaz, (M x)AN[(—x)]=0= x/\(—lx) (mx)Ax; (X)VID(—mX))=1
=xV(T1x)=(T1X)Vx, pa su 1(7x) i x komplementi od — x. PremaT4

je dakle —.(—x)=x.
Specijalno iz K 1, zakljutujemo da je preslikavanje — :S-—»- S u Booleovoj
algebri preslikavanje od S na S. :

Korolar 2. U Booleovoj algebri je —0=1, 1 1=0.

Dokaz. U komplementiranoj mreZi je OA1=0, Ov1=1. T4. povladi
tvrdnju korolara.

7.3. Teorem 5. U Booleovoj algebri (S; A, V) vrijede de Morganove
relacije
(12a6) (Vx,yES) T ExAY)=(x)V(D ), —|(xVy)=(—1 A Y).

Dokaz. (x A A= )V (T D= (AN A DV IEAN AT D] =
{EACNANIVEADAC I} =O0AY)V(EA0)=0y0=0;
CANVICO)VEN=EVIEDVEIADVIE DV L=
vV OIVERAVEMVE=ILVENATLYV (0] =1AL=1.

Prema T 4. vrijedi dakle (12a). (12b) dokazuje se analogno. :

7 Matematizka logika
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Teorem 6. (Dualne Booleove algebre) Ako je (S; A, V) Boole-
ova algebra, bit ée i (S; \V, N) Booleova algebra. (Pritom je maksxmalm ele-
ment prve jednak minimalnom elementu druge i obrnuto.)

_ Definiramo li naime za elemente x, y ©S nove operacije xA,y=xVy,

xV ,y=xAy zadovoljavat ¢e struktura (§;A,,V,) zahtjeve za Booleovu algebru
uz =, x="1x, 0,=1, 1,=0. -

Dokaz. Za sve uvjete osim komplementiranosti ovo -je ofito jer su oni
simetri¢ni obzirom na A i V. Komplementiranost dobivamo uz —, x= — x iz

XA (1 X)=xV (1 X)=1=0,, xV (M X)=xA("x)=0=1,."

Booleova algebra (S; vV, A) zove se dualna Booleovoj algebri (S; A, V).
Booleova algebra dualna dualnoj Booleovoj algebri identi¢na je s ishodnom
Booleovom algebrom. Odatle je prelaz od dane Booleove algebre na dualnu
involutivna operacija, pa je relacija dualnosti medu Booleovim algebrama
simetriéna.

Ako su (S; A,V),(S; V,A) dualne Booleove algebre, one su izomorfne.
Ovo uvidamo uz preslikavanje x — — x skupa eleménata prve na skup eleme-
nta druge, jer je po TS. 2 (x A P)=(Tx) V(T y), V) =(Tx)A(7)).

(Ovo samo po sebi veé je dovoljno i za dokaz T 6, ako samo uolimo
da jc svaka struktura izomorfna Booleovoj algebri i sama Booleova algebra.)

Pojam dualne strukture moZe se analogno uvesti i opfenito za mreZe
ili 7za distributivne mreZe, ali u tim slu€ajevima opéenito za dualnu strukturu
nc moZemo bez daljnjega tvrditi da je izomorfna s ishodnom.

7.4. Primjeri.
7.4.1. Primjer 1.2.1. je Booleova algebra zbog 5.2.1. i 6.2.1.

7.4.2. Neka je T neki dani skup a S neki takav neprazni podskup
partitivnog skupa P T da je S skupovno tuelo, tj. S je zatvoreno obzirom na
presjek. uniju - komplementiranje do T, naime:

1 Ako je x,y € Sonda je i xNy,xUyeS,

2 Ako je x£ §, onda je i (T\ x)ES.

Lako je provjeriti da je tada (uz XAy=xNy,xVy=xUy, =1 x:= T\ x)
(S: " .. ) Boolcova algebra.

Primjer 1.2.1. je specijalni slucaj ovog za S=_9T.

Lako sc vidi da je u 7.4.2. umjesto 1° i 2° dovoljno traZiti da vrijedi
samo 2 ¢ jedan od zahtjeva

| a) Ako je x,y-.S, onda je i xNy< S,

1 b) Ako je x,y7 S, onda je i xUy€ S,
Usmimo naime da npr, vrucdl 1 a) i 2°. Kako je xUy-= T\[(T\x)n

(TN\)]. bit ¢esa x, p° § i TN\x, T\y‘ S dakle i (T\X)N(T\ )~ S.
dakle i x Up- S. Analogno se vidi da 1¥ b) i 2° podvladi I° a).
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Primjer. Neka je T neki dani bar troelementni skup i 4 neki dani bar
dvoelementni pravi podskup od 7. S neka je skup svih onih podskupova x
od T za koje je bilo xNA=p bilo xN4=A. Tada je (uz § # 9*T) ispunjeno
1°a) i 2° pa je (§;N,U) Booleova algebra.

7.4.3. Primjer 1.2.2. nije Booleova algebra zbog 6.2.2.

7.4.4. Primjer §.2.3. nije Booleova algebra jer to po 5.2.3. nije distributivna’
~ mre2a. Ako jof ne bismo znali-da ta mreZa nije distributivna, mogli bismo po
T 4. zakljuéiti da nije Booleova algebra (dakle, posebno, da nije distributivna)
i odatle §to se po 6.2.4. moZ¥e komplementirati na vi§e nadina.

7.4.5. Neka je S={a} jednoglani skup i (S;A,V) mrefa iz 2.2.4. Ta
mreZa je Booleova algebra u kojoj je 0=a=1,

7.4.6. Vjezba. Poka¥i da je u Booleovoj algebri (S; A,Vv) 0=1 onda i
samo onda ako S sadr¥i samo jedan eclement.

7.4.7. Provjeri da je struktura (S;A,V)sa S={0,a,b,1} i A,V danim sa

xVy XAy .
i y i y -
4] a b 1 0 a b 1
lx I X
= |' l ‘ = o
ol o a | & | 1| i 0 ol ol o o~
- || :
|
a a a 1 { ‘ L a 0 a 0 a |
— ?
b b i b 1 i b 0 0 b b
i :
| R A
1ot 1 1 l 1 ‘ 1 0 a bt
i : ; i

Booleova algebra izomoifna sa strukturom iz primjera 1.2.1. sa T'={a,b} (uz
kotespcncenciju B0, {a} ~a, (b} b, {a, b}« 1).

1.5. Napomena. (Reprezentacije Booleovih algebra)

McoZe se dokazati da vrijede ovi teoremi:

| Svcka konaéna Booleova algebra (ij. Booleova algebra (S; /.. ) sa

konacnim S) izomorfna je s nekom strukturom (5’ T; N,U). gdje je T par-
titivni skup nekog skupa T.

2 Svaka Booleova algebra izomorfna je sa strukturom (S;0N,V) gdje je
S neko skupovno tijelo.

Qdatlc izlazi da je primyer 1.2.1. do izomoifizma najopéenitiji primjer
konagne Boolcove algebre, a primjer 7.4.2. je do izomorfizma najoplenitiji
primjer Boolcove algcbre vopée (konaéne ili beskonaéne).

7
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Za konalne n postoje dakle Booleove algebre (S; A, v) sa S=n(S je
broj elemenata od S) onda i samo onda ako je n=2" za neki prirodni broj
m>0 i u takvom je slutaju Booleova algebra brojem svojih elemenata odre-
dena jednoznadno s tatno$éu do izomorfizma. Drugim rijeSima, za konaZne
n=2" postoji jedna a za konalne "n# 2™ nijedna apstraktna Booleova algebra
sa n elemenata. ‘

8. TEOREMI O DUALITETU U BOOLEOVIM ALGEBRAMA

8.1. Definicija 6. Neka je (S; A, V) Booleova algebra. A= A(a,, a,,
ces Gk X1y Xayeooy Xm)=A(ai, x;) neka je neki izraz sagraden (najvise) od
‘konstanata a,, ay, ..., ax < S, varijabla X, Xs,..., X4 nad S te operacija A,
VvV, —. Ako u A svagdje medusobno zamijenimo znakove A i \ a konstante
& nadomjestimo njihovim komplementima '—.a}, dobit demo izraz B koji éemo
zvati dualnim izrazu A i pisati B=A*=A*("a, Xx)).
Npr. izrazu A=xAy dualan je izraz A*=xV y. Izrazu A=(")A (XA 1)
dualan je izraz A*=(—y)V(xV0). Izrazu A=x dualan je izraz A*=ux.
Po D6. vidimo da je (zbog involutivnosti od —) A**=A4, tj. izraz
dualan dualnom izrazu poklapa se s ishodnim izrazom.
Ako je dakle 4*=B bit ¢e B*=4 pa je relacija ,,je dualno sa* simetri¢na.

8.2, Teorem 7. U Booleovoj algebri vrijedi
13) —1A (g, x;) = A* (—a, X))

Dokaz. Dokaz éemo provesti indukcijom po broju vA operacija A, V,
— koje ulaze u A. :

Baza indukcije. Neka je vA=0. Tada 4 ima jedan od oblika 1° A=a,
2°A=x. :

1°Ovdje je A*=—a=A*(—a, —xy), dok je —A(a,x))=a. Vrijedi
dakle —14(a;. x;)=A*(Ma;, 7x)) tj. (13) je u tom sludaju zadovoljeno.

2° Sada je A*=x, pa je A*(—a, "x))="x. Kako je i "4 (@, xj)="x
opet vrijedi (13).

Korak indukcife. Uzmimo da je T6. vet¢ dokazan za izraze B sa
vB<k(k>0) i pretpostavimo da je vA=k+1. Tada 4 ima jedan od oblika

1°A=B,AB,, 2° A=B,V B,, 3° A="B, gdje je vB,, vB,, vB<k.
1° Primjena T 5. i pretpostavka indukcije daje
A (a, x) = (" By (a1, x)) V(1 By (a1, x))) = By* (Mar, 1x)V By* (T, X))
— no posljednji izraz je po D6, =A*(a;, 0x)); (13) dakle u tom sluaju
vrijedi i za vA=k+ 1.
2° Dokaz je analogan kao pod 1°

'.Time mislimo da konstantu a; zamijenimo konstantom b; (= —a;), a ne da umjesto
a; pifemo 2 simbola ,,—a;.
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3° Sada je
=4 (a1, x))= D B(ar; Xj) = —(B* (Da, D xp))=A4* (Dai, X)),
pa opet (13) vrijedi i za v4=k+ 1. Teorem je dokazan.

8.3. Teorem 8. (Prvi teorem o semantikom dualitetu u
Booleovoj algebri) Neka je

(14) A(ai, x)=B(by, y)
neka jednakost dvaju izraza A, B kdja vrijedi u nekoj danoj Booleovoj algebri
S: A, V). (ai,b; su konstante iz S a Xy, y; varijable nad S.)

Tada u (S;. N\, V) vrijedi i dualna jednakost

(14%) A* (ai, x)=B* (7bi, ).

(Ne pretpostavljamo da (14) vrijedi u svakoj Booleovoj algebri; dakle pogotovo
ne moZda da bi se (14) dalo izvesti iz jednakosti za koje smo ranije pokazali
da vrijede u svakoj Booleovoj algebri.)

Dokaz. Ako na (14) primijenimo operaciju — i T 7, dobit éemo
A* (hay, x) =~ A(ar, ;i) = =B (b, y)=B* (T, ).

Ako u dobivenu jednakost (prvog i posljednjeg &lana) za varijable xi,
uvrstimo negirane ist¢ varijable, tj. —x;, Ty, izlazi zbog involutivnosti ope-
racije — da vrijedi (14%).

(Ako T 8. primijenimo na (14*) dobit ¢emo opet (14).)

84. Teorem 9. (Drugi teorem o semantidkom dualitetu u
Booleovim algebrama) Neka je

(15) : A(ai, xx) < B (b, y1)

relacija koja vrijedi izmedu A i B u danoj Booleovoj algebri (S; <; A, V) (za
svaki izbor vrijednosti varijabla x,, y, u S).

Tada v (S; <; A, V) vrijedi i dualna relacija
(15%) B* (—b;, y) < A* (7ai, x).

Dokaz. (15) zna&i zbog (6a) da je AAB=A pa je prema T 8. (4AAB)*
=A%V B*=A*, §to prema (6b) znadi da je B*<A*.

9. SINTAKTICKI DUALITET U STRUKTURAMA (S; A, V, —)

9.1, Definicija 1. Neka je S AV, ) (S# 0) algebarska struktura sa
dvije binarne operacife A\, \V i unitarnom operacijom — koja je involutivaa.
Neka Je A= A(a,,x,) izraz sagraden (najvife) od konstanata a; iz S, varijabla x,
nad S i operacija N, \, . Ako u A medusobno zamijenimo znakove A,V
i konstante a; nadomjesnmo konstantama —a; dobit demo izraz B koji éemo
oznaliti sa A* (—ai,x;) i zvati dualnim izrazu A. (Pritom opet kod nadomje-
Stavanja a; sa —a; razumijevamo da umjesto a; pifemo b (= —a;), a ne oba
simbola ,,—a;*.)
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Po D7. jo A**=A.

9.2, Teorem 10. (Metateorem o sintaktickom dualitetu) Neka
je (S; A, V., ™) algebarska struktura sa dvije bindarne operacije A, V i
unitarnom involutivnom operacijom —. U toj strukturi neka vrijedi sistem %

Jjednakosti
A (ai’xk)—B (bhyl)’ YEP

gdje su a;, b; konstante iz S a xi, Xy varijable nad S (skupovi {ai}, {b;}, {X¢}
{1} mogu se razlikovati za razliéite ). Sustav Z neka je takav da ako sadri
jednakost A (ai, x)=B(b;, y)) onda sadr?i i dualnu jednakoest (u smislu D7.)
A* (—a, x)=B*(—bi, y).

Ako se tada iz T moZe (uz uobiiajema pravila rarfunanja s Jednakosttma
u algebri) izvesti jednakost o:

Al(ah xk)=BO(bh yl)
onda se iz X mofe izvesti i dualmwa jedmakost o*:
A (Ma, x)=Bg* (Mby, y).

Dokaz. Ako pratimo izvod od o i svaki korak zamijenimo ., dualnim*
(8to_je mogude po pretpostavci o X), dobit ¢emo izvod “od o*.

9.3. Primjeri.

9.3.1. Mrele moZemo shvatiti kao (S; A, V, —)strukture koje
zadovoljavaju uvjete T 10, ako — definiramo kao identitko preslikavanje
I:x—x od §$ na S i kao Z uzmemo sistem jednakosti (2a,b), (3a,b) (4a,b).
U 4.1, izveli smo da u (S; A, V) vrijedi x Ax=x. Dakle se mo¥e izvesti
ixVx=x

9.3.2. Distributivne mreZe moZemo shvatiti kao (§; A, V, —)-strukture
koje zadovoljavaju uvjete T 10, ako opet — definiramo kao identi&ko pres-
likavanje a kao X uzmemo pored (2a,b), (3a,b), (4a,b) jo§ (7a,b).

Umjesto (7a,b) moZemo prema 5.2.6. uzeti samo (7'), koja je jednakost
sama sebi dualna (autodualna jednakost).

9.3.3. Booleove algebre zadovoljavaju uvjete T 10, ako kao Z uzmemo
npr. (2a,b), (3a,b), (4a,b), (7a,b), xA(x)=0, xy(—x)=1.

Uo&i medutim ovu raziiku u primjeni T 8. i T 10. na Booleove algebre!

Ako A=B vrijedi u Booleovoj algebri (S; A, V), onda po T8. i
A* = B* vrijedi u (S; A,V). Ako se medutim 4 =B &ak moZe izvesti iz ¥
za Booleove algebre, onda se po T 10. i A* = B* mo¥e izvesti (dakle i vrijedi).
No u tom sludaju (ako se A=B moZe izvesti) mo¥e se i po T8, zakljuiti
da A* = B* vrijedi, tj. ta jednad?ba se onda i uz T 8. moZe dokazati dakle i
izvesti. T8. kaZe nam dakle za siuaj Booleovih algebra vise nego li T 10,
jer je moguée da u nekoj specualno; Booleovoj algebri vrijedi neka jednakost
¢ koja se ne moZe opdenito izvesti iz ¥ za Booleove algebre. Npr. Jednakost
or X=XA\Yy Vl‘l_]Cdl u Booleovo_| algebri gdje je S= {a} jednoglan a sigurno se
ne moZe izvesti iz ¥ jer za Booleove algebre « opcenito ne vrijedi. Po T 8.
moZemo i sada zakljuditi da u toj specijalnoj Booleovoj algebri vrijedi i a*
dok nam T 10. u ovom slu€aju ne bi kazivao nita.
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10. (&, vV, )ALGEBRA SUDOVA KAO BOOLEOVA ALGEBRA

10.1. Neka je S={T,_L} i neka su u § definirane operacije &,V ,—
_kao u aigebri sudova. Lako je provjeriti da je (S; &,V) Booleova algebra.

10.2. Neka je opet S={7, )} i neka su u S definirane operacije
Vv, &, kao u algebri sudova. (§; Vv, &) je Booleova algebra dualna Boole-
ovoj algebri (S; &,V) iz 10.1.

10.3. Neka je T skup koji sadrZi simbole T, L i prebrojivo beskonacno
mnogo (od T i 1 i medusobno) razli¢itih simbola (varijabla) x;:

T={7, s X, X3, X3, ...}
Z neka je neki dani neprazni (konadni ili beskonaéni) podskup od T.

Neka je dalje Z skup svih (konagnih) izraza koji se mogu sagraditi
povezivanjem elemenata od Z simbolima za operacije &,V ,— (time da &,
v kao binarne operacije povezuju po dvije, a — kao unitarna operacija
djeluje na po jednu komponentu izraza). U ¢Z uvedimo relaciju ekvivalencije R
time da za z,, z,€ Z stavimo z, Rz, onda i samo onda, ako su z,, z,, shva-
éeni kao formule algebre sudova, semantitki jednaki tj. ako za svaku zamjenu
varijabla x; elementima iz {, ..}, z; i z, poprimaju medusobno jednake
vrijednosti istinitosti’ (uz interpretaciju &,V . — kao u algebri sudova). Sa R
je odredena particija od Z na disjunktne klase. Kvocijentna struktura (/R
je skup tih klasa; oznadimo taj skup sa Sz. U Sz definirat éemo operacije
N>V, ovako: Ako su x, y < Sz, odaberemo u tim klasama (elementima od
Z/R) po jedan element od 7 kao predstavnika y klase. Neka je yx=x',
yy=y'. xAy definiramo sada kao klasu koja sadrii x’' & y'; xVy definiramo
kao klasu koja sadrii x'vy a —x kao klasu koja sadrii —x'. Odatle kako
smo konstruirali Z/R lako uvidamo da su te definicije opéracija dobre, tj.
da je njihov rezultat jednoznaino odreden (neovisan o izboru predstavnika
klan x, y).

Prema konstrukciji Z/R i definiciji A.v,— u S lako se provjerava
da je (Sz; A,V) Booleova algebra.

Ako Z sadr?i kona¢éno mnogo elemenata bit ée i S komadan. Taénije,
ako Z sadrii n simbola x; (a nijedan od simbola T, 1), Sz ée sadrfavati
2% elemenata jer u algebri sudova ima upravo toliko razliditih-funkcija od
n-danih varijabla, Ako.Z ne sadrZi nijednu varijablu a bar jedan od eleme-
nata ", ;| imat e Sz 2 elementa i u tom se slufaju 10.3. reducira na
10.1. Ako Z sadrZi n (n> 1) varijabla (simbola x;) i bar jedan od simbola
i, ., Sz e opet sadrfavati 2" elemenata jer dodavanje simbola T, i ne
poveéava broj funkcija koje se mogu sagraditi, a veé za n=1 je 22" =22-4>2,

Vidimo dakle da za kona¢ni Z koji sadrZi n (n>0) simbola x;, Sz ima
2¢" elemenata (bez obzira da li Z sadrZi i neki — ili oba — od simbola T, ).

Za (prcbro_uvo) beskonalan Z i S, ée biti prebrojivo beskonadan (jer
u '/ ulaze samo izrazi konacne duljine).

U (Sz; A.v) bit ¢ée | skup svih identicki istinitih formula (koje se
mogu sagraditi od elemenata od Z i &. v, ), a 0 ée biti skup svih iden-
ti€ki neistinitih formula.
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Analogno bismo uz zamjenu & sa v i obrnuto dobili upravo razmo-
trenim dualne Booleove algebre.

Prednja izvodenja pokazuju u kom se smislu skup formula algebre
sudova ogranifene na operacije &,V , — moZe shvatiti kao Booleova algebra.

, 10.4. Neka je S skup svih funkcija algebre sudova nad varijablama iz
nekog danog najvife prebrojivo beskonaénog skupa.

«) Za x, y<= S neka je xAy jednako funkciji odredenoj sa x&y, xvy
jednako funkciji odredenoj sa xVy (disjunkcija funkcija x, y).

Lako moZemo provjeriti da je (S; A,V ) Booleova algebra (uz 0= 1,
1="7), izomorfna s odgovarajuom Booleovom algebrom (Sz,A,V) iz 10.3.

B) Za x,y< S neka je xAy dlspmkcua funkcija x, y a x\y jednako
funkciji odredenoj sa x&y. (S; A,V) je Booleova algebra dualna Booleovoj
algebri iz 10.4, =) (uz 0=T, 1=1).

o) i B) pokazuje u kom se smislu skup funkcija algebre sudova moZe
shvatiti kao Booleova algebra.

10.5. Vjezba. Provjeri da je Booleova algebra (Sz; A,V) uz Z={x,}

lzomorfna s Booleovom algebrom iz 7.4.7. (npr. uz pndruienje klasa od
V(—x)« 1, kiasa od x,«< b, klasa od —x, o a, klasa od x, & (—x,)« 0.

10.6. Neka je A= B neka semanti¢ka jednakost izraza sagrad»mh (najvise)
od konstanata T, 1, varuabla x; i simbola operacija &,V , —. PridruZimo
toj jednakosti jednakost A4’'=B’' koju formalno dobivamo ako u "A- B nado-
mjestimo T sa 1, | sa 0i & sa A. A'=B' je onda teorem u opéoj (svakoj)
Booleovoj algebri (S; A,V) tj. moZe se izvesti iz (2a,b), (3a,b), (4a,b),
(7a,b) .i uvjeta D4,

Dokaz. Po pretpostavci, zbog i T12, A=B je i sintakticka jednakost
algebre sudova, tj. moZe se izvesti iz II D12, 1° do 12°. No sve te jednakosti
vruede uz zamjenu T sa 1, | sa 0 i & sa A i u opéoj Booleovoj algebri
.pa je i A'=PB izvedivo u opcoj Booleovoj algebri.

Obrnuto, neka je A'=B' neka jednakost izvediva u opéoj Booleovoj
algebri, tako da ta jednakost od varijabla sadrZi (najviSe) varijable x; a od
konstanata najvie 1 i 0. Pridrufimo toj jednakosti jednakost 4= B koju for-
malno dobivamo ako u A’ =B’ nadomjestimo 1 sa T, 0sa !, A sa & No
aksiomi Booleove algebre ((2a,b), (3ab), (4a,b), (7Ta,b) i uvjeti D4,) vrijede
—opet uz ista nadomje§tavanja — i u algebri sudova (kao sintakti¢ke jednakosti),
pa je dakle 4=B sintakticka a po II T 11, odatle i semantitka jednakost
algebre sudova.

~Vrijedi dakle teorem: w

A =B je semanticka (sintakticka) jednakost algebre sudova onda i samo
onda ako je A'=B' teorem (ij. izvedivo iz aksioma) Booleove algebre.

QOvaj teorem dakako nije iznenadujuci jer su aksiomi Booleove algebre
upravo i bili formulirani s namjerom da dobivena teorija obuhvati algebru
sudova. Ovo je u stvari bilo postignuto veé¢ w II 10. jer je tamo definirana
struktura ekvivalentna s Booleovom algebrom. Razlika u formulaciji Booleove
algebre kako smo je uveli u ovoj Glavi prema strukturi definiranoj u Il 10.
je u tome, §to je ovdje Booleova algebra uvedena kao specijalna vrsta mrefu
(tj.) kao mreZa koja je komplementirana i distributivna).
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A ll_:. BOOLEOVI PRSTENI S JEDINICOM

11.1. Definicija 8. Algebarska struktura (S; +, -, ',) s dvije binarne
operacije +, -, i jednom unitarnom operacijom ' zove se Booleov prsten
s jedinicom, ako vrijedi;

(16) .(Vx,y<S) X+y=y+x (kozhutativnost zbroja)

an (Vx,9,2ES) (x+y)+z=x+(y+2) (asocijativnost zbroja)

(18) A0ES)(VXxES) x+0=x (postoji neutralni element 0
za zbrojY)

19) (VxES) x+x'=0 (uz svaki element postoji
suprotni)

(20) (Vx,y5,2€ 95 xy)z=x(y2) (asocijativnost produkta)

21 Vx,y,zE€S8) x(y+2)=xy+xz; ) (distributivnost mnoZenja

(x+y)z=xz+yz prema zbrajanju)
(22) vVxeSs) XX =X (idempotentnost produkta)
(23) BlESH(VXES) x-1=x (postoji desni neutralni ele-

ment za produkt)

11.2. Primjeri.

11.2.1. Neka je T neki skup a S=_9° T partitivni skup od 7. Definirajmo
u S operacije +, -. ' tako da za x,y € S (tj. x,y C T) stavimo x-y=xNy,
x+y=\PMNYP\X) (tj. x+y je onaj podskup od T koji sadrii tatno one
elemente od T koji su elementi jednog ali ne i drugog od podskupova x,y
od T), x'=x. Tada je lako provjeriti da je (S; +, -, ") Booleov prsten s
jedinicom (uz 0=0, 1=T). .

11.2.2. Neka je S= {0 1},+ i - neka su zbrajanje odnosno mnoZenje

modulo 2, a x'=x. Tada je, kao §to se lako provjerava, (S +, +,"), Booleov
prsten s Jedxmcom

11.2.3. Neka je Sp skup polinoma sa koeficijentima iz (S; +,:,’) iz
11.2.2, nad varijablama iz nekog podskupa P prebrojivo beskonaénog skupa
varijabla x,y,z koje varijable su po definiciji idempotentne, tj. polmoml
se po defmlcn_u 1dent1f;c1raju uz jednakosti §3=% za sve varijable, i neka je
" identitet. Tada je (Sp; +, -,') Booleov prsten s jedinicom.

11.2.4. Neka je S—{O,a, b,1} i +, - dano tablicama na str. 106.
i x'=x. Provjeri da je (S; +, -,”) Booleov prsten s jedinicom.

11.3. Neka svojstva Booleovih prstena s jedinicom.

11.3.1. Ako je (S; +, -,’) Booleov prsten s jedinicom, vrijedi zbog (16)
do (19) da je (S, +) aditivna grupa.

' Dakle je S # 0.
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11.3.2. U Booleovom prstenu s jedinicom vrijedi

29) VxES) x+x=0.
x+y Xy
y y
\ 0 a b 1 \ 0 a b 1
x ; x
0 0 a b 1 0 - 0 0 0 0
a a 0 i b a 0 a 0 a
b b 1 0 a b 0 0 b b
1 1 b a 0 1 0 a b 1

Dokaz. x+y+ Xy +yx=(zbog (22))x‘+y’+xy+yx (zbog (21)) (x +yP=
(zbog (22)) x+y. Dakle je zbog 11.3.1.
(25) (Vx,y€S) xy+yx=0.
Stavimo li y=1x, izlazi x®+x2=0 pa zbog (22) vrijedi (24).

11.3.3. Ako u (24) pribrojimo lijevo i desno od jednakosti element x’
izlazi zbog (17) i (18)
(26) VxES) x'=x

(26) opravdava da Booleov prsten s Jednmcom (S; +, -, ) oznatujemo
i krace s (S; +, -

11.3.4. 1z (25) izlazi (xy) =px; kako je u drugu ruku prema (26)
(xp) =xy vrijedi _
27 - (Vx,yE€S) xy=yx
tj. Booleov prsten s jedinicom je komutativan.

11.3.5. Booleov prsten s jedinicom sadrZi samo jednu jedinicu i samo
jednu nulu,

Dokaz. Neka su 1,, 1, jedinice nekog Booleovog prstena s jedinicom.
Tada ‘je zbog (23) i (2N 11—11 1,=1;-1,=1;. Analogno, ako su 0,, 0,
njegove nule, bit ée zbog (18) i (16) 0,=0,+0;=0;+0,=0,.

11.3.6. U Booleovom prstenu s jedinicom vrijedi
(28) VxeS) x-0=0.

Dokaz. x-0=x(0+0)=x-0+x-0=0,

11.3.7. U Booleovom prstenu s jedinicom (S; +, -, ') vrijedi 0=1
onda i samo onda ako je S jednoelementni skup. :

Zaista, za S={a} uz ata=a, aa=a, a =a lako je provjeriti da je
({a}: +, -, ") Booleov prsten s jedinicom 1=a=0.
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. Obrnuto, ako u nekom Booleovom prstenu s jedinicom (S; +,-, ')
vrijedi 1=0 bit ée zbog (23) i (28) za svaki xE S
] ) X=x1=x.0=0,
pa je §={0}. .
11.4. Duaini Booleovi prsteni s jedinicom. .
11.4.1. Teorem 11. Neka je (S; +, -) Booleov prsten s jedinicom i neka
su operacije +, i -, definirane sa / .
x+,y=14+x+y,
X y=Xx+y+xy.

Tada je (S; +,,-,) Booleov prsten s jedinicom izomorfan (S; +, -). Ovaj
novi prsten zvat cemo prvotnom prstenu dualnim prstenom. (Pritom je jedi-
nica prvog prstena nula drugog i obrnuto.)

Dokaz. Za (S; +,, -,) treba provjeriti (16) do (23). (16) i (17) je otito i
|spun_|eno (18) je lspun_]eno za 0;=1 jer je x+,I=1+x+1=x. (19) je ispu-
njeno za x'=xjer je X+,x= 1+x+x—1— 1+ (23) je ispunjeno za 1,=0 jer
je x-30=x+0+x-0=x. (22) je ispunjeno Jer je X3 Xx=Xx+Xx+xx=0-+x=2x.
Dokaiimo (20):

XM 12=(xX+y+xX)+zZ+(X+y+Xxy)z2=X+y+Z+Xy+ X2+ yz+xpz.

Ovaj izraz simetrian je u x, y, z pa ¢e biti jednak izrazu za x.,(y-,2)
jer je -, olito komutativno pa je x-;(y-,2)=(y-12)-y X.

DokaZimo jo§ (21):

Xy (y+,)=x+(l+y+2)+x(1+y+2)=1 +y+z+xy+xz;
Xy p+yxz=14+x+y+xp)+(x+z+x2)=1+y+z+xy+ xz.
. Zbog komutativnosti od -, druga jednakost (21) izlazi iz prve.

Da bi wuvidjeli izomorfiju Booleovih prstena s jedinicom (S; +, -),
(S; +,, -,) promotrimo preslikavanje x —-x=x+ 1 skupa elemenata prvog
na skup elemenata drugog (preslikavanje je .ma jer za x = -y + 1 vrijedi
X—>x=x+1=y+1+1=p; ono je uzajamno jednoznatno jer x=y znali da
je x+1=y+1 dakle (x+1)+1=(y+1)+1 tj. x=y). Uz to preslikavanje. je

X+,7=1+ 1+ +(1+p) =1+ x+y)=(x+),
Xy =x+y+xy=(1+x)++p)+ 1 +x)(1+y)=L+xy=();
izomorfija je dokazana. (Ovo samo po sebi ve¢ je dovoljno i za dokaz T 11,

ako znamo da je svaka struktura izomorfna Booleovom prstenu s _]Cdll’llCth
i sama Booleov prsten s jedinicom.)

11.4.2. PokaZzimo josS da je Booleov prsten s jedinicom (S; +2, - 3)
dualan Booleovom prstemu s jedinicom (S; +,, -,), identian ishodnom
Booleovom prstenu s jedinicom (S; +, -). Zaista,

Xtgp=li+,x+,7=0+, )+, y=1+(1+0+X)+y=x+y,
Xegy=X+1y+1Xy=x+ D+, x-,y=1+{+x+p)+(x+yt+ xp) -Xp
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Prelaz od Booleovog prstena s jedinicom na dualni je dakle involutivna
operacija pa je relacija dualnosti medu Booleovim prstenima s jedinicom
simetri¢na.

Npr. Booleovi prsteni s jedinicom iz 13.2. i 13.1. (vidi tamo!l) medu-
sobno su dualni, jer je

(Lex)oy=(x&y)V(y& 1x) (ekskluzivna disjunkcija),
xoy)e>(xVy)=x&y (konjunkcija).

12. VEZA 1ZMEDU BOOLEOVIH PRSTENA S JEDINICOM
I BOOLEOVIH ALGEBRA

12.1, Teorem 12, Neka je (S; +, -) Booleov prsten s jedinicom 1, De- ‘
finirajmo u S operacije A, V, T prema

XAy=xy, xVy=x+y+xy, “Tx=1+x

Tada je (S; A, V) Booleova algebra.
Dokaz. (2a) vrijedi zbog (27) a (3a) zbog (20). (2b) vrijedi zbog (16)
i (27). DokaZimo (3b):

(VIIVZ=(x+y+xp)+2+F+y+XP)2=X+y+XP+Z+X2+yZ+XyzZ;
u drugu ruku je '
xV(VD=x+@+2+y2)+x(y+2+y2)=x+y+z+yz+Xy+Xxz+X)z.
Dalje je
XAV =Xx(xX+y+xp) =33+ Xy +xy=x+0=1x,
xv('.x/\y)=x+xy +x(xP)=x+xy+x2y=x4+xy+xy=x+4+0=x
© pa vrijedi (4a,b). Zatim je
‘ xAQVD=x(y+z-+yz)=xy+xz+xyz,
a u drugu ruku je '
' (XAYIVEAZ)=xy+x24Xxp - X2 =Xy + X2+ 33 yZ =Xy +XZ+ XYz
pa vrijedi (7a). Konatno,

xA(xX)=x(1+x)=x+x2=x+x=0
neovisno o x i
xV(X)=x+(+x)+x(1+x)=x+1+x4x+x3=
. X+x+1+x+x=0+1+40=1,
neovisno o x. '
12.2, Teorem 13. Neka je (S; A, V, ) Booleova algebra. Definirajmo

’

u S operacije +, -,' sa
x+y=IxA(PVIPA(C ), xp=xAy, ¥ =x.
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Tada je (S; +, -, ') Booleov prsten s jedinicom.

Dokaz, Ozna%imo xA(—1x) sa 0 a xV(—x) sa 1.

Zbog (3a) vrijedi (20). Zbog (2b) vrijedi (16). Zbog 4.1. vrijedi (22).
Zbog (4a) je x-1=xA1=xA[xV(x)]=x pa vrijedi (23).

X+x =x+x=[xA(X)}VIXA(D x)]=0v0=0
pa vrijedi (19). Dalje, '
X+ =x MNP AC VA -

e AY A DIVIEAZA (DL
u drugu ruku je zbog T 5.
xp+xz={xAPAEAIRV{EADA[ EAY]} =
XAYAI( VO DRV {xAZAIC D) V(=
{IXAYACRVIEAY A DR VIXAZA( DIV IXAZA( )]} =
(zbog xA(mx)=1 i 1Ay=1Az=0)
EAYA(DIVIXAZA(= Y],
pa vrijedi prva jednakost (21). No zbog (2a) je - komutativno pa je (x+y) z=
z(x+y) = (zbog upravo dokazanog) zx+zy=xz+yz, dakle vrijedi i druga
jednakost (21). )

Zatim, zbog —10=1 bit ¢e x+0=xA1DV[(Dx)A0]=xVvO0=x pa vri-
jedi (18). Konano, da bismo dokazali asocijativnost zbroja, uofimo najprije
da je po TS. ‘

- EEN) = {IXAC VA =0 ®)VAA( P V=
(zbog distributivnosti) '
[(COOACMVIE ARV AC IV AX)=

(zbog x A(M x)=yA( )= AN VI x)A( ).
QOdatle je

G+ +z=[E+NA( DIV ZA (2 +5)] =
(XA IV AC DR A DV EA ANV
(DA IN=EACNACDVIAC DA DY
ZAXAYIVIZA( DA )]

Ako na desnoj strani medusobno zamijenimo x i z prelazi ona sama u sebe
dok lijeva prelazi u (z+y)+x=x+(y+2). Vrijedi dakle

x+»+z=x+@+2) t. AD.

12.3. Teorem 14. Neka je (S; +, -) neki Booleov prsten s jedinicom,
(S; A, V) njemu po T 12. pridruiena Booleova algebra, a (S; +,, -,) ovoj po

(zbog (7a,b))
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T 13. pridrufen Booleov prsten s jedinicom. Tada je dobiveni Booleov prsten
identi¢an s ishodnim, tj. X+, y=x+y, x-,y=Xxy.

Obrnuto, neka je (S; A, V) neka Booleova algebra, (S; +, )njoj po
T 13. pridruten Booleov prsten s jedinicom, a (S; A,, \VV,) ovom po T 12. pri-
drufena Booleova algebra. Tada je dobivena Booleova algebra identitna s ishodnom,
tj. vrijedi x \yy=xAy, X\, y=xVy.

Prema tome relacija pridrufenosti izmedu Booleovih algebra i Booleovih
prstena s jedinicom je simetriéna.

Dokaz. x+,y=PXACMIVIPAC)]=x(1+)Vy(+x)=x(1+y)+
YA+ +x(1+P)y(+X)=x+xXp+y+xp+Xp+ X2y + x4+ xYt=x+y
(zbog (22), (24), 27); x.-,y=xAy=xy.

Obrn.uto, - _ '
XA y=xpsXAY; XV y=(x+y)+xp=[x+P) A @IVIDA T (x+ )=
(vidi dokaz T 13.) ' .
{xACMVDACIMATEADVEADAEANVIC DA D=
C{BEACMVIACAIBATEAMV EAND=
(ACTIVIPACIMVEADAI EANIVEAY]=
{xA(MMVDAC R VEAY)=xVy.

12.4. U medusobno pridruZenim Booleovim algebrama (S; A, V) i
Booleovim prsténima s jedinicom (S; +, -) maksimalni odnosno minimalni
element 1 ¢dnosno 0 od (S A, v) poklapa se s jedinicom odnosno nulom
od (S; +, - R °).

Dokaz. Oznatimo maksimalni element od (S; A, V) sa 1, a minimalni
sa 0,. Jedinicu od (S; +, -) oznat.mo sa 1,2 nulu sa 0,. Tada je zbog T 14.

0,=0,A0,=0,-0,=0,, ‘ ’
=1L,V =1+1L,+ Ll =1,+1,+1,=0,+1,=1,.

12 5 Vjeiba. PokaZi da je Booleova algebra iz 7. 4 7 pridruZena Booleovom
prstenu s jedinicom iz 11.2.4.

12.6. Lako se uvida da su izomorfnim Booleovim algebrama pridruZeni
iZzomorfni Booleovi prsteni s jedinicom i obrnuto. Naime, neka je
(S;A,V)=(S';A’, V') uz pridruZenje elemenata S xox €S, tj
EAYY =X AV, (VI =X VY, (X =
Za pridruzene prstene tada vrijedi
X+y=[XACPIVIYA( X)), xy=xAy;
E+y)=ACV DA =N YNV A (X))

s

..,x-’+'y’; (x.y)’=(xAy)'=X'/\y =X+y.
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Oni su dakle takoder medusobno izomorfni (uz isto pridruZenje clemenata),
Obrnuta tvrdnja dokazuje se analogno.

Odatle prema 7.5.1° izlazi da konalni Booleovi prsteni postoje samo za
sludaj kada je broj elemenata od S jednak 2™, m prirodni broj, i da su tim
brojevima odredeni jednoznatno od izomorfizma. Najopéenitiji primjer konaénih
Booleovih prstena s jedinicom dan je dakle do izomorfizma s 11.2.1.

Nadalje, buduéi da svako skupovno tijelo uz x, y sadrZi i njihovu simetriénu
diferenciju (x\ y)U(¥y\X) izlazi iz 7.5.2° da je svaki Booleov prsten s jedi-
nicom do izomorfizma odreden nekim skupovnim tijelom uz operaciju +
kao simetri¢nu diferenciju i - kao presjek.

12.7. Teorem 15. Medusobno dualnim Booleovim algebrama pridruZeni su
medusobno dualni Booleovi prsteni s jedinicom i obrnuto.

Doka%imo najprije drugi dio teorema (obrnutu tvrdnju). Neka su dakle
(S; +,-)1(S; +,,-,) medusobno dualni Booleovi prsteni s jedinicom a (S; A, V)
i (S;A V) njima pridruZenc Booleove algebre. Tada je

X+, y=1+x+y, X, y=x+y+xy;
xXAy=xy, XNy=x+y+xy;

XAy =X1Y, XV 1 P=X+1y+:1X 1.
Odatle je
XA y=x+y+xy=x\y,

XV =@+ 0)+xy=1+1+x+ )+ x+y+x3)=xp=xAY,

pa je (S; A,VD=(S; V,A) a to je Booleovoj algebri (S; A,v) dualna
Booleova algebra.

Prvi dio teorema izlazi odatle zbog T 14. jer je za dani Booleov prsten
s jedinicom ovome dualni jednoznadno odreden.

13. (<, V,1)- I (<, &, T)-ALGEBRE SUDOVA KAO BOOLEOVI
PRSTENI S JEDINICOM

13.1 Neka je S={T,_L}. Operacije-i ' neka su definirane kao konjunkcija
& odnosno identitet a + neka je definirano kao ekskluzivna disjunkcija tj.
T+1l=T, 1+T=T, T+T=.4, L+1L=1. Lako se vidi da je
(S; +, -,") Booleov prsten s jedinicom.

13.2. Neka je kao u 13.1. S={7,.}. Operacija + neka je definirana
kao ekvivalencija, operacija - kao (inkluzivna) disjunkcija a operacija ' kao
identitet. Lako se vidi da je (S; +, -,") Booleov prsten s jedinicom, dualan
Booleovom prstenu s jedinicom iz 13.1. '

13.3. Neka je — kao u 10.3. — T skup koji sadrZava simbole T, i
prebrojivo beskonac¢no mnogo (od T i | i medusobno razli¢itih) simbola za
variiable x;; T={7T,1,x;,X;,...}. Z neka je neki dani (kona&ni ili beskona&ni)
podskup od T, takav da je | €Z.°
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Neka je dalje {Z skup svih (kona&nih) izraza koji se mogu sagraditi
povezivanjem elemenata od Z simbolima za binarne operacije <,v. U
uvedimo relaciju ekvivalencije R time da za z,, z; € {Z stavimo le 2, onda i
samo onda, ako su z,, z,, shvadeni kao formule algebre sudova, semanti¢ki jednaki.
Sa R Je odredena particija od (Z na disjunktne klase. Kvocijentna struktura

/R je skup tih klasa; oznadimo taj skup sa Sz. U Sz definirat éemo opera-
cije +, - ovako: Ako su x,y €Sz, odaberemo u tim klasama (elementima od
&ZJR) po jedan element (£ kao predstavnika y klase. Neka je yx=x', yp=)',
x+y definiramo sada kao klasu koja sadrZi x'<>y’ a x.y definiramo kao
klasu koja sadrZi x’\/y'. Odatle kako smo konstruirali {Z/R lako uvidamo da
su te definicije dobre, tj. da je njihov rezultat jednoznatno odreden (neovisan
" o izboru predstavnika klasa X, y). '

Prema konstrukciji Z/R i definiciji +, - u Sz lako se. provjerava, da
je (S; +, -) Booleov prsten s jedinicom (1= _1, 0=1+1=T).

Ako Z sadr¥i konalno mnogo elemenata bit ¢e i Sz konafan, Talnije,
buduéi da Z po pretpostavei sadrZi 1, a {<,V, L} ={B; Bs P} je prema
II 8.7.3. baza algebre sudova, stoga — ako Z sadrii n (n>0) simbola x; —
sadrfavat ée Sz 2¥" elemenata, jer u algebn sudova ima upravo toliko razli-
gitih funkcija od n danih varijabla. Ako je Z (prebrojivo) beskonalan, bit ée

i Sz prebrojivo beskonadan.
Prednja izvodenja pokazuju u kom se smislu skup formula algebre su-

dova ogranidene na operacije <>, VV, L. moZe shvatiti kao Booleov prsten s
jedinicom. (Konstantu | moZemo shvatiti i kao odredenu operaciju nad —

ili funkciju od — nula varijabla.) .
Analogno bismo uz operacije <> (ekskluzivna disjunkcija), &, T dobili

upravo razmotrenim dualne Booleove prstene s jedimicom,

13.4. Neka je S skup svih funkcija algebre sudova nad varijablama iz
nekog danog najvile prebrojivo beskonalnog skupa varijabla.
) «) Za x,y € Sneka je x+p jednako funkciji odredenoj sa x<&y, x-p
jednako funkciji odredenoj sa xVy. Lako moZemo provjeriti da je (S;+,-)
Booleov prsten s jedinicom (uz 1= 1,0=T), izomorfan s odgovarajuéim
Booleovim prstenom iz 13.3.

B) Za x,y€ S neka je x+y jednako funkcm odredenoj sa x<>y, x-y
jednako funkciji odredenoj sa x&y. (S; +, -) je Booleov prsten s jedinicom

dualan odgovarajucem Booleovom prstenu iz 13.4. o).
Primjeri «) i 8) pokazuju u kom se smislu skup funkcua algebre sudova

' moZe shvatiti Booleovim prstenom s jedinicom.

13.5. Vjeiba. Provjeri da je Booleov prsten s jedinicom (Sz; +,-) iz
13.3. uz Z={1, x;} izomorfan s Booleovim prstenom s jedinicom (S; +,-)
iz 11.2.4, (uz pridruZenje: klasa od (<> 0, kiasa od x,<ra, klasa od
Xye> L+ b, klasa od 1« 1)

14. BOOLEOVE 3-STRUKTURE I (&,V, <>, 2)-ALGEBRE SUDOVA

14.). Definicija 9. Algebarsku strukturu (S;\,V,+) zvat éemo Boole-
ovom 3-strukturom, ako je istovremeno
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1° (S; A,V ) Booleova algebra,

2° (S;+,A) Booleov prsten s jedinicom.

Npr. ako je (S;A,V) dana Booleova algebra a (S; +,-) njoj po T13.
pridruZen Booleov prsten s jedinicom, bit ée (S; A,V ,+ ) Booleova 3-struktura.
Pokazat ¢emo da je ovo ujedno najopéenitiji sluéaj, tj. da vrijedi

14.2, Teorem 16. Ako je (S;A\,V,+) Booleove 3-struktura, onda su
Booleova algebra (S;A\,V) i Booleov prsten s jedinicom (S; +,\) medusobno
pridruzeni (u smislu T14.). |

Dokaz. Treba dokazati da’ je xyy=x+y+xAy. Oznalimo najprue
maksimalni element od (S;A,V) sa 1,, a minimalni sa 0,. Nadalje oznadimo
jedinicp od (S;+,A) sa 1,, a nulu sa 0,.

Tada je xAl,=x pa je zbog 11.3.5. 1,=1,. Takoder je (zbog (28))
0,=0,A0,=0,. Oznalimo dakle ubuduée 1,, 1, sa 1,2 0,,0,sa 0

PokaZimo sada da x + 1 zadovoljava relacije (x+ 1)Ax=0, (x+1)vx=1.
Zaista,

E+DA(ERD)=EAX)]+IA(TX)=0+(Tx)= "x
pa je -

I+ DAERI V=) V=1, [(x+ DVAA{(TX)Vx]=1
dakle stvarno (x+ 1)V x=1; u drugu ruku je

x+DAx=xAX+1Ax=x+x=0.

Prema T 4, morza dakle biti x+ 1= —x, pa je po TS5.

xVy="[(TD)ACHI=E+ DA+ DI+ 1=
XAy+x+y+1+l=x+p+xAy
Sto je trebalo dokazati.

14,3, T 16. moZe se dokazati i ovim razmatran)em

Po (6a) moZemo danoj A-mreZi pridru¥enu S-mreZu odrediti poznava-
juéi samo operaciju A, a odatle po (5b) moZemo odrediti operaciju \/ dobi-
venoj S-mreZi pridruZene ishodne A-mreZe (usp. T 3.b)). Odatle izlazi da je
zadavanjem A -operacije dane mreZe jednoznadno odredena i njena \/ -opera-
cija. Posebno ovo vrijedi i za Booleove algebre. Prema tome, ako je
(S;\,V, +) Booleova 3-struktura, mora se Booleova algebra (S;A,V) pokla-
pati s Booleovom algebrom pridruZenom prstenu (S; +,A).

14.4. Neka je S={T, L}, A disjunkcija, V konjunkcua i + ekvivalen-
cija. Tada je (S;A,V,+) Booleova 3-struktura a —x je komplement od
xu (SA,V).

Dualno analogno uz A =&, v = (mk]uznna) disjunkcija, 4 -=ekskluzivia
disjunkcija.

14.5. VjeZba. PokaZi, analogno razmatranjima u 10.3. i 13.3, u kom se
smislu skup formula aigebre sudova. ogranitcne na operacije V, &, >, -,
moZe shvatiti Booleovom 3-strukturom.

14.6. VjeZba. PokaZi, analogno razmatranjima u 10.4. i 13.4, u kom se
smislu skup funkcija algebre sudova moZe shvatiti Booleovom 3-strukturom.

8 Matemati¢ka logika



GLAVA IV

LOGIKA SUDOVA



1. LOGIKA SUDOVA VERSUS ALGEBRA SUDOVA

U stvari ée tek ova Glava biti ,,matemati¢ka logika*“ u uZem smislu.
U drugoj 1 tre¢oj Glavi ispitivali smo dodufe sudove, ali metodama klasi¢ne
matematike, poglavito apstraktne algebre. Zato smo matematic¢ku teoriju izgra-
divanu u Glavi II i zvali algebrom sudova.

U ovoj ée Glavi biti formalizirani tj. (u principu) lifeni znadenja ne
samo objekti teorije, veé i dedukcija unutar teorije. Dakako, kod rasudivanja
o teoriji slvZit ¢emo\se i nadalje sadrZajnom dedukcijom ali ¢e ona biti strogo
ograni¢ena na fi 'me;\.\ ostupke. Ukratko refeno, ova ¢e se Glava razlikovati
od druge prvenstveno-u tome, §to ¢emo ovdje zahtijevati bitno veéu striktnost,
~rigoroznost i skrupuloznost nego li §to jeéto u Glavi II bilo potrebno i mo-
guée. Naprimjer, ovdiz, si neCemo modéi dozvoliti izreke poput ,,izvod meto-
dama uobidajenim u algebri®. Teorija o toj strogo formaliziranoj ‘matematitko-
logitkoj teoriji koju éemo zvati logikom sudova bit ée dakle doduse opet
ne-formalizirana, ali strogo finitma u smislu zahtjeva koje je Hilbert postavio:
na metamatematiku i time na daleko vi§em stepenu ,,pouzdana‘ i ,egzaktna*
rego li su to oplenito metode klasi¢ne thatematike. (U problematiku formali-
zacije i same metamatematike i njenog ispitivanja pomocu jedne meta-meta-
matematike ovdje ne moZemo ulaziti.)

U skladu s ovim zahtjevima ,,éi§é’¢nja“ formalizirane teorije od eleme-
nata koji bi u nju mogli posredno unijeti ne§to $to sami nismo imali
namjeru da svijesno u nju stavimg, bit ¢emo konsekventni ako ovdje same
simbole smatramo objektima teorije a ne oznakama za objekte teorije. U Glavi
I, npr., T je bila oznaka ili ime za istiniti sud. Ovdje ée sam znak T biti
Listiniti sud*. h

Jo§ 1922 Hilbert je napisao:

by e ee ap\s_traktno operiranje opéim sadrZajima i opsezima pojmeva poka-
zalo se nedovoljnim i nesigurnim. Kao preduvjet za primjenu logickih zaklju-
gaka i provodenje logickih operacija mora naprotiv ne$to veé biti dano u
predodZbi: odredeni izvanlogicki diskretni objekti, koji su prije svakog mi§-
ljenja zorno tu kao neposredan doZivljaj. Treba li logitko zakljuCivanje da
bude sigurno, mora da se ti objekti potpuno u svim dijelovima mogu pre-
gledati a njihovo navodenje, njihovo razlikovanje, njihov slijed za nas je
istodobno s objektima neposredno tu kao neSto, Sto se ne moZe reducirati
na jo$ ne$to drugo. Kad zauzimam ovo stajalifte, meni su — u tacnoj supro-
tnosti prema Fregeu i Dedekindu — predmeti teorije brojeva znakovi sami,
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kojih oblik moZemo opéenito i sigurno ponovno prepoznati neovisno o
mjestu i vremenu i o posebnim uvjetima izrade znakova kao i od neznatne
razlika u izvedbi. (U ovom smislu zovem znakove istog oblika kratko ,,isti
znak*). U tome leZi Evrst filozofski stav, za koji smatram da ga treba zahti-
jevati kod zasnivanja Ciste matematike kao uopée za sve nauéno misljenje,
razumijevanje i saopfavanje: na pofetku — tako to ovdje vrijedi — je znak*.

Puni smisao i doseg svega ovog osjetit e se tek proradivanjem teksta
koji slijedi. Jako ¢e na nivou algebre odnosno logike sudova razlike biti
uotljive znatno viSe u koncepciji i metodama izgradnje teorije nego li u njenim
rezultatima, ipak ¢emo ve¢ u ovoj knjizi na osnovu tih razlika moéi prosu-
diti i ocijeniti dubinu i dalekoseZnost Hilbertova zahvata kojim je matematiku
odijelio od metamatematike. (Naime, na nivou sudova ne bi bilo tesko preci-
zirati formiranje formula algebre sudova i manipulacije s jednakostima medu
njima tako da ona postanc isto tako rigorozna kao §to e biti logika sudova
koju ¢emo iznijeti u ovoj Glavi. Medutim u daljoj izgradnji matematicke -
logike i njene primjene na npr. aksiomatsko fundiranje teorije skupova razli-
kuje se izgradnja teorije pomocu finitne metamatematike od njene kiasitne
izgradnje znatno radikalnije nego li kod sudova i na takvom nivou nije viie
moguée klasiéne postupke precizirati u toj mjeri da bi za tako ,,prodiiéenu
klasiénu teoriju finitna metamatematika postala izli¥na a da sama pro&iifena
teorija zadrZi preda$nji opseg i doseg. Razlog ove razlike je u tome $to je
klasi¢na algebra sudova i sama u osnovi finitna dok to npr. klasina teorija
skupova nije. Stoga je _bolje da odmah od podetka, od nivoa sudova, na
striktnoj finitnosti inzistiramo jedino kod izgradnj¢ striktno formalizirane
teorije.) .

Ova je dakle Glava ,nadgradnja® u razvoju matematit¢ke logike nad
Glavom II. No i druga Glava bila je potrebna, jer se bez nje ne bi pravilno
mogao ocijeniti znafaj i smisao ove. Konaéno, takav je bio i historijski put:
najprije se je — na nivou sudova — matematika logika razvijala metodama
klasi¢ne matcmatike, kao $to smo’ to prikazali u Glavi I, a tek kasnije for-
maliziranom dedukcijom kao §to ¢emo to opisati ovdje. Sama Glava (I ne
dajec sliku modernijih koncepcija u matematikoj logici na nivou sudova, dok
sama Glava IV ne bi u potpunosti opravdala i rastumadila svoje postojanje.

2. SIMBOLI LOGIKE SUDOVA

2.1. Definicija 1. Simboli logike sudova jesu 1° slova logike sudova,
2° operatori logike sudova i 3° zagrade logike sudova.

1° Slova logike sudova jesu:

) [ a) Konstante Ioéike sudova T, 1 ;

b) varijable logike sudova a, b, ¢, d, e, f, g, ..
2° Operatori logike sudova jesu:
(2) Tl &s V, 9, 723

prvi od njih je unitarni operator a ostali su binarni.
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3° Zagrade logike sudova jesu:
3 G)s
prva od njih je lijeva, a druga desna.

Umjesto ,,simboli logike sudova‘ reéi ¢emo &esto samo ,,simboli*;
analogno za slova, konstante, varijable, operatore i zagrade.

2.2, Pretpostavljamo, da imamo na raspolaganju potencijalno prebrojivo
beskonacno mnogo varijabla. Kad to kaZemo, mislimo time reéi ovo:

Kako god veliki bio neki odabrani prirodni brojn,unizua, b, ¢, d, ¢,f1, g, ...
moZemo iéi tako daleko da su mu &lanovi do ukljuéivo n-tog sve medusobno
(i od T, L) razlicita slova. Kod toga dakako nije bitno $to abeceda sadrZi
samo tridesetak razligitih slova, jer je lako moZemo po volji daleko na siste-
matski nadin nastaviti nekim daljnjim znakovima. Uostalom, mogli smo umjesto
a, b, e d e f, g, ... uvestiniz a;, a,, a;, a,, a;,... u kojem &lanove s raz-
li¢itim indeksom smatramo razli¢itim.

-----

za oznacavanje prirodnih brojeva) mogli bismo kao potencijalno prebrojivo bes-
konadan niz varijabla uvesti ovaj:

b1 UL HE T -

Otito je medutim, da bi ovakvo oznafavanje — iako u nalelu najbolje — prakti-
&ki bilo nespretno. Ostat éemo stoga kod niza iz D1, 1°b; vidjet éemo da ée
nam za nac potrebe fakti¢ki dostajati nekoliko prvih slova abecede.

2.3. Intuitivio e dakako slovima algebre sudova odgovarati sudovi. Kon-
stanti T odgovarat Ce istiniti a konstanti | neistiniti sud. Varijablama logike
sudova odgovarat ée varijable algebre sudova, tj. na ,njihovo mjesto* modéi ée
,,d0éi bilo neki istiniti, bilo neki neistiniti sud,

Operatorima logike sudova odgovarat ¢e operacije algebre sudova, i to
svakome jednako oznadena: operatoru — negacija, operatoru & konjunkcija itd.

(Sto se ti€e samih simbola tih operatora, oni u literaturi nisu jedinstveni.
Postoje alternativni istog oblika kao 3to je u II 1.4.9. bilo navedeno za al-
gebru sudova.)

Zagrade Ce, kao i inade u matcmatici, imati ulogu da omoguce i osiguraju
jednoznaénu rekonstrukciju sasiava sloZenih izraza. Pokazat ée se, da je u tu
svyrhu u principu dovoljan jedan par (jedna vrsta) zagrada. (A bilo bi mogude
i pisanje bez zagrada uople, kao §to ée biti pokazano u 5. do 5.4.)

2.4. U daljem tekstu striktno ¢éemo se drZati D 1. (Usporedi npr. vjeZbu
3.3.1, narotito 2°, 5%, 10° i 11°)

3. RIJECI LOGIKE SUDOVA

3.1, Definicija 2. Svaki (neprazni) konaéni slog (niz) simbola logike
sudova zove se rijel logike sudova.

(Ubuduée ¢emo &esto reéi samo ,,rijeé*.)
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Rijeti dakie dobivamo ako nanifemo jedan iza drugog simbole logike
sudova. Svaki pojedini simbol takoder je rije¢. Dakako da u danoj rijet isti
simbol moZe nastupiti i viSe puta. Tako su npr. L. T T, @), asbT, ——,
) ( itd. rijedi logike sudova.

3.2. Broj 3 (3>1) simbola neke rijei zove se duljina te rijcéi;
pritom se svaki simbol broji- onoliko puta koliko puta u danoj rije¢i dolazi.
Npr. rije¢ a ima duljinu 3=1, a rije¢ a = (a =b) ima duljinu §=8.

Duljina neke rijedi nije objekt formalizirane matemati¥ko-logiZke teorije
koju izgradujemo, naime logike sudova. Ona pripada metamatematici pomoéu koje
izgradujemo logiku sudova i ukazuje na odredeno svojstvo — naime duljinu —
nekih objekata logike sudova —— naime rijeti. -

Simboli logike sudova su jedine rijeci duljine .1.

3.3. Vjezbe. e

3.3.1. Koji od navedenih izraza su rije¢i logike sudova:

!
1°))); 22 acb; 3° a; 4° &V; 5° >, 5 6° " T° by
8° anbi; 9° (a&b)+(@Vb); 10° @) &(b); 11° p; 12° 2

(Odgovor: 1°, 4°, 8° su rije€i; ostali izrazi nisu. Npr. u 2° dolazi znak ,,<:"‘
koji nije simbol logike sudova (= jest); u 5° dolazi zarez -, koji nije
simbol logike sudova; u 6° i 7° slova dolaze kao eksponenti odnosno indeksi
$to nismo predvidjeli u P 2.; u 10° slova ,a* i ,b* nisu u kurzivu (kao u
D1, 1°b)); u 11° i 12° simbol @ odnosno T (ili L) nije u poloZaju pred-
videnom s -3.1.. :

3.3.2. Koliko' u nafem sistemu ima rijefi odredene duljine 8 koje su
takve da ne sadrZe nijedno slovo? (Odgovor: Koliko i varijacija s ponavljanjem
od 5+2=17 elemenata — operatora i zagrada’ — 3-tog razreda, dakle 73)

3.3.3. Da li jé izraz aaa ... a rije€? (Nije; izraz aga ... a moZe even-
tualno biti kraéa oznaka za ncku rije¢ ili oznaka nekih rijedi odredenog tipa
(npr. takvih koje sadric samo slova a) no on, sam po sebi, nije rijed jer
sadrZi znakove ,,-* koji nisu simboli logike sudova.)

3.3.4. Koliko ima rije¢i? (Rjesenje: Sve simbole logike sydova moZemo
numerirati prirodnim brojevima npr. tako da T numeriramo sa 1, 1 sa 2,
" operator & sa 3, V sa 4, = sa 5, <> sa 6, 1sa 7, zagradu (sa 8,) sa 9
a zatim varijable logike sudova brojevima od 10 redom na vi§e. Time ¢e i
svakoj rije¢i logike sudova uzajamno jednoznaéno odgovarati neki (neprazni
konaéni) slog pozitivnih prirodnih brojeva. Ove slogove podijelimo sada naj-
prijec u klase tako da u klasu ¢ udu oni i samo oni slogovi za koje. je zbroj
svih brojeva koji ih sainjavaju — svaki uzet onoliko puta koliko dolazi u
slogu — jednak . Dobivene klase moZemo poredati u prebrojivi niz po
rastuéem o, a unutar svake klasc porcdajmo slogove koje ona sadrZi Icksiko-
grafski. Buduéi da svaka klasa sadrZi samo konaéno mnogo slogova, poredani
su time svi slogovi u prebrojiv niz, pa znali da ih ima prebrojivo beskonaéno
mnogo. I rije¢i logike sudova ima dakle prebrojivo beskonaino mnogo.

3.4. Ukoliko pojedine rijeci logike sudova ne navodimo dircktno (ckspli-
citno) oznafavat éemo ih redovno velikim latinskim slovima (eventualno s
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indeksima). lznimno d¢emo simbole binarnih operatora kojiput oznafavati
kru¥iéem o, a varijable logike sudova malim latinskim slovima x, y, ... Takve
oznake zvat ¢emo i pokratama za odgovarajuce rijeti, bez obzira da li
sama rije¢ sadrZi vife od jednog simbola ili ne. Npr. 4 moZe biti pokrata za
aili za ((@)) ili za T L >a&bbb itd. Razumije se medutim da i opet takve
pokrate same nisu objekti formaliziranog matematiCko-logi¢kog sistema koji
izgradujemo (naime logike sudova), ve¢ ozmake ili imena takvih objekata.
One dakle re pripadaju matematitkoj teoriji koju izgradujemo, ve¢ metama-
tematici pomocu koje ispitujemo naju matematicku teoriju.

3.5. Kod pisanja i oznadavanja sloZenih izraza logike sudova sluZit éemo
se ovim principom jukstapozicije ili nadovezivanja: Ako su A i B oznake za
rije¢i logike sudova, oznalavat ¢e AB rijed logike sudova koju dobijemo ako
ispiSemo najprije redom simbole rije¢i 4 a zatim na njih nadoveZemo redom
simbole rije€i B. Npr. ako (aVb) oznalimo sa 4, a &c sa B, bit ée 4B
oznaka za (aVb)&c. Analogno ¢emo slagati oznake za viSe od dvije rijeci.

Upotrebljavat ¢emo i ,mijeSano* oznaCavanje rije€i logike sudova,
time da dopustimo slaganje i rije€i i oznaka za rije¢i. Npr. ako b oznadimo
sa A aaV —asa B, bit ée A=>(B) oznaka za b=(aV —a). Razumije se da
takvi ,,mijefani izrazi poput A=(B) i opet nisu objekti logike sudova veé
njene metamatematike. Konaéno, slaganjem samih rijeci logike sudova dobi-
vamo opet rijedi logike sudova. Npr. ako na rije¢ —(a nadoveZemo rije¢
& —a), dobivamo rije¢ —(a & —a). )

3.6. Mogu se uvoditi i oznake za oznake za rije¢i itd. Neka je npr. 4
oznaka za rije¢ a& —a a B oznaka za (oznaku) A=b. Tada je npr. 4=(B)
oznaka za A=>(A=>b), a ovo je ornaka rijedi a& a=>(a& a=b). A=>(B)
je dakle oznaka oznake rije¢i a & —a=>(a & —a=b). Sli¢no bi mogli govoriti
0 oznakama za oznake oznakd rijedi itd. Sve ovakve tvorevine opet su objekti
metamatematike logike sudova a ne same logike sudova. Radi jednostavnosti izra-
#avania govorit éemo ipak Sesto — ako ne bude opasnosti zabune — naprosto o
»oznakama za rijedi¢‘.

Cesto éemo poéi i korak dalje, pa éemo—umjesto da kaZemo da je 4
oznaka neke rije€i — reéi kraée da je A rije€. Ovakvo izraZavanje zapravo
nije korektno ali je uobi¢ajeno u matematici i uz potrebni oprez ne dovodi
do zabune ni nesporazuma. Npr. ako logaritamsku funkciju varijable x ozna-
&éimo sa logx, reéi éemo obi¢éno da je log x funkcija od x, iako je to u stvari
oznaka za funkciju a ne funkcija. Postoje dakako jaki razlozi zbog kojih se
odlu¢ujemo da prihvatimo ovakvo u principu nekorektno izraZavanje: ti su,
§to bi inade izraZavanje ubrzo postalo dugacko, nespretno i nepregledno.

3.7. Ako A oznafuje npr. rije¢ aV —b, pisat éemo A=aVy —b (,,="*
&itaj ,,identi¢ki jednako*); analogno za druge rijefi. Ne treba da nas smeta
naziv ,,identi¢ki jednako* medu objektima koji nisu identiki jednaki u uobi-
dajenom (nematemati¢kom) znalenju tog naziva. lzraz poput A=aV —b dakako
_opet, kao cjelina, nije objekt logike sudova, ve¢ njene metamatematike. Ako
su A i B oznake (ili oznake za oznake itd.) za istu rije¥, pisat ¢emo (ako
nema moguénosti zabune) A=B. (U prvom slufaju: A=a\/ —b simbol = je
dakle bio oznaka relacije izmedu objekta metamatematike i objekta matematike;
u drugom: A=B on je oznaka relacije medu objektima metamatematike.)
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3.8. Pomoéu terminologije i simbolike uvedene u 3.4. i 3.5. moZemo
rije¢i logike sudova definirati i ovom induktivnom definicijom:

Definicija 2a. 1° Svaki simbol logike sudova je rije¢ logike sudova.

2° Ako je A rije¢ a B simbol logike sudova, onda je AB rije¢ logike
sudova.

3° Pomodu I° i 2° moZe se konstruirati svaka rijeé, tj. nema drugih rijeéi
osim onih, koje se dobivaju (eventualno vifestrukom ali kona¢no mnogo puta
upotrebljenom) primjenom 1°, 2°.

Npr. ay —b je rije¢ po D2. Po D2a. to je takoder rije€ jer: a je
simbol pa je to po 1° i rije&; no Y je simbol pa je ay po 2° rijek. Isto
tako — je simbol pa je —opef po 2°—aV 1 rijed. Konaéno, b je simbol pa
je po 2° aV/ —b rijed.

Ekvivalentnost D 2a. sa D 2, neposredno je ofita.

3.9. Ako je A oznaka neke rijedi, oznalit ¢emo duljinu 8 te rijedi sa
3[A4]. (,,3[4]¢ nije -dakle niti objekt logike sudova, niti svojstvo objekta logike
sudova nego oznaka za svojstvo objekta logike sudova.)

Ako je 3[A]=38,, 8[B]=35, bit ¢e 3[AB]=3,+35; analogno za rijedi
dobivene. jukstapozicijom od viSe rijeéi.

3.10. Vjesbe. _

3.10.1. Ako je A=a=>b, B=b, §to oznaluje 1° AA; 2° AB; 3° BA;
4° (A)=> B; 5° a=> B? (Odgovor: 1° a=>ba=>b; 2° a=>bb; 3° ba=>b; 4° (a=b)=>b;
5¢ a=b.

3.10.2. a) Na koje se naline rije¢ — 1 (a) moZe sastaviti nadovezivanjem
dviju rije¢i ? b) Na koliko nafina se dana rije¢ duljine 5(3>2) mo¥e sastavi-
ti nadovezivanjem dviju rijeci? ¢) Na koliko nafina se dana rijed duljine
3 (3> 3) moZe sastaviti nadovezivanjem triju reci? (Odgovor:

a) AB=""(@ uz- 1° A=, B="1(a); 2° A=—1", B=(a);

3 A=—171 (, B=ad); 4° A="1"1(a, B=). '

b) Na 3—1 nalin.c) Prema b) moZe se dana rije¢ dobiti sastavljanjem
triju od kojih prva ima duljinu 1 na 8—2 nalina; ako prva ima duljinu 2
na 3—3 natina; opéenito ako prva ima duljinu k na 3—(k+ 1) nalina. k je
barem 1 a najviSe 8—2, pa je traZeni broj jednak

(B—2)+@=3+ - .- +1-—B-DE-2).

Ova formula vrijedi’— kao §to vidimo direktno — i bez ograniéenja 3>3))

.. 3.10.3 Neka je A=aaaa, B=aa. Kojim je sve oznakama, u koje ulazi
B, oznaka A identi&ki jednaka? (Odgovor: A = Baa= aBa= aaB = BB.)

3.10.4. Neka je -
A=a>c, B=b>c, C=aVb=c, D=(@>0)=>((b=>c)=>(aVb>0)).
Sta oznatuju X, Y, Z, U ako je XAYBZCU =D? (Odgovor:
X=( Y=)=((, Z=)=>(, U=)).)
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4. FORMULE LOGIKE SUDOVA

4.1, Medu svim rijedima logike sudova istaknut éemo neke koje éemo
zvati formulama logike sudova ili kraée formulama (ili suvislim rijedima).

Definicija 3.2 (Formiranje formula logike sudova)

1° Svako slovo logike sudova je formula logike sudova.

2° Ako je A formula, onda je i —(A) formula.

Nadalje, ako su A i B formule, onda su i ove rijei formule: 3° (A) & (B),
4° (A)V(B), 5° (4) = (B), 6° (4)<>(B).

7° Formule su samo one rijeéi koje se mogu konstruirati (eventualno
vifestrukom ali kona¢no mnogo puta upotrebljenom) primjenom 1° do 6°.

Buduéi da formule Cine podskup skupa rijeSi logike sudova koje su
objekti logike sudova, to su i formule logike sudova objekti logike sudova.

Npr. da je (a) = ((b)V(—(¥))) formula, uvidamo ovako: b je formula
po 1° pa je —(b) formula po 2° i stoga (b)Vv(—(d)) formula po 4°. Kako
je i a formula po 1°, to je dani izraz formula po 5°.

O tome kako se za danu rije¢ moZe ispitati da li je formula ili ne, bit
ée govora ne§to kasnije (usp. 4.6.).

Intuitivno, ako slovima odgovaraju sudovi, formulama odgovaraju (suvisli)
sloZeni sudovi sastavljeni od osnovnih (najvi§e) pomou konjunkcije, disjunk-
‘cije, implikacije, ekvivalencije i negacije.

4.2. Za formule uvodimo induktivno i pojam ranga. Rang formule A
oznafavat cemo sa p[A4):

Definicija 4. Slova imaju rang 0. o[ (4)]=p[4]+ 1.

Pl &B]=p (D) V(B)]=p[(4) = (B)l=¢ [(4) < (B)] =max {p[4], ¢[B]} +1.

Kod formiranja formule po D 3. primjenom 2° raste dakle rang za 1,
a primjenom 3° do 6° rang nove formule je za 1 veéi od ranga one kompo-
nente koja ima veéi rang (odnosno, ako obje imaju isti rang, za 1 vedi od
toga ranga). :

Kasnije ¢emo (usp. 4.6.) vidjeti, da j¢ rang dane formule jednoznaéno
odreden broj. (4 priori naime nije evidentno ne moZe li se dana formula
izgraditi na vife naCina po kojima bi dobila vise rangova.)

Kao ,,8[4]%, i ,,p[4])¢ je oznaka za odredeno svojstvo nekog objekta
logike sudova, naime formule oznadene sa 4. No dok je 3[A] definirano za
svaku rije¢, p [4] definirano je za one i samo one rijedi koje su formule.

4.3. VjeZbe.

4.3.1. Koje od navedenih rije¢i su formule:

1° ma; 2° (Ta); 3° 1 (a); 4° (1 (@); 57 avbh; 6° (aVh); T° (@) (b);

8° ((@V @); 9° 1a; 10° = (—a); 11° A (—(@); 12° (M) (a);

13° (—(ma)); 14° —1(a=> b); 15° (—a) = (b); 16° (—(a) > b;
17° (= (@)= (B); 18° @&V e; 19° (@& B) V (©); 20° (@) & ((B)V (©));
21° (@ & (B) Vv (e); 22° 2? .
_(Odgovor: 3°, 7°, 11°, 17°, 19°, 20°, 22° su formule; ostale rijedi nisu.)

1 Usporedi ovu induktivnu definiciju s induktivnom definicijom rijeci u 3.8.
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4.3.2. Koje sve formule sadrZe 1° od slova samo jedamput a; 2° od slova
samo dvaput a? (Odgovor: 1° a, 7 @, " (—@), (" (T(@) itd; 2° «) sa
& abez 71 (@& (@), B) sa & i s jednim znakom —: (@) & (= (a)), (— (a))&(a),
“(@&@), y) sa & i s dva znaka —: @& (M (M @), (— @) & (3 (a)),
(@) &@, (@&C@), (M @)&@), (O (@&@)) i dalje
formule sa & i tri i viSe znakova —; nadalje analogno gradeni izrazi sa
V, = ili © umjesto &.

4.3.3. Koje su sve formule duljine 3, za 8=1,2, ... 10? (Odgovor:
Jedine formule duljine 1 su slova — konstante i varijable — logike sudova.
Formula duljine 2 i 3 nema, jer su, nakon slova, najkraée formule oblika
—1(4) gdje je 4 neko slovo. To su ujedno sve formule duljine 4. Formula
duljine 5 i 6 opet nema. Formule duljine 7 su oblika —(—1(4)), (4) &(B),
(ADVB), (4)=>(B), (4)<(B), gdje su 4 i B slova. Formula duljinc 8 i 9
nema. Formule duljine 10 su oblika —(—(—(4)), zatim - ((4)&(B)),
(1 (A4)) & (B), (A)&(-w (B)) gdje su 4 i B slova te analogno gradene formule
s operatorom Y, = ili-<> umjesto &.

4.3.4, Koliko ima formula? (Rjefenje: U jednu ruku, buduéi da je svako
slovo formula, formula ima barem prebrojivo beskona&no mnogo. U drugu
ruku, buduéi da je svaka formula rije¢, formula po 3.3.4, ima najviie pre-
brojivo beskona¥no mnogo. Odatle formula ima tagno prebro_uvo beskonaéno
mnogo.)

4.4. Ve¢ vjerbd 4.3.3. pokazala je da za neke & ne postoji nijedna
formula duljine 3. Pokazat éemo da opéenito vrijedi:

Postoje samo formule duljine 8=3v—2 (gdje je v pozitivni prirodni
broj). (Za svaki v postoje formule duljine 3v—2; no dakako nije svaka rijed
te duljine i formula.)

Tvrdnju éemo dokazati indukcijom po §=[§-§—l], gdje je 3 duljina rijedi

logike sudova a [ ] oznaka za ,najvee cijelo od*.

Baza indukcije. Tvrdnja je -sigurno ispravna za 8=0 tj. za 8<3-1=3,
jer (usp. 4.3.3,) formula duljine 2 i 3 nema, a 1=3.1—2,

Korak indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za S<pu—1(e>1) tj.
za 8<3-p i pokaZimo da ona tada vrijedi i za S<p tj. za 8< 3 (1 + 1). Zaista,
ako je 3pu< 8[4]<3(x+1), formula A je prema °‘D 3. oblika 4="1(B),
A=(B)&(C), A=(B)V(C), A=(B)=>(C) ili A=(B)<>(C), gdje je u prvom
sludaju 8(B]<3(w+1)—3=3p, a u ostalim 3{B} i §[C] manje od 3 (n+1)—
5< 3u. Po pretpostavci indukcije je stoga u prvom sludaju 3[B}=3v—2,
dakle 3[{4]=(3v—2)+3=3(v+1)—2, a v ostalim §[B]=3v,—2, 3[C]=3v,—2,
pa je 1u 3[4)=CBv,—2)+(Bvg—2)+ 5=3 (v, +vg+ 1)—2, Ako je pak d[4}< 3
tvrdnja je ispravna veé po pretpostavei indukcije.

Time je dokazano da svaka formula ima duljinu 8=3v—2. Nadalje,
rije¢i T, (T), (T, (—(—(T))) itd. pokazuju da za: svaki v po-
stoje formule duljine 3v—2 a rijegi ).)))), ))))))) itd. da nisu sve rijedi tih
duljina formule.
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Inake, da veé znamo da je rang formule jednoznaino odreden broj, mogli
bi tvrdnju neSto jednostavnije dokazati indukcijom po rangu p[4] formule A:
Baza indukcije. Tvrdnja je ispravna za p[4]=0, jer je tada

S[A]=1=3-1—2.

Korak indukcije. Ako je tvrdnja ispravna za p [A] < p, bit ée za p[d]=pn+1
bilo A=—(B) sa p[Bl<u bilo 4=(B)o(C) gdje je 0 oznaka za &, VvV, >
ili © sa p[B], p[Cl<p. U prvom je sludaju 8[4]=(3v—2)+3=3(v+1)—2
a u ostalim 3[4]=3v;—2)+ (3 vy—2)+5=3 (v, + v+ 1)-2.

4.5. Shematski prikaz formiranja formula. Formiranje formula moZemo
zgodno predoditi shematski u obliku ,,drveta: svakoj primjeni D 3, 2° odgo-
varat e jedna ,grana‘ drveta a svakoj primjeni 3° do 6° jedne ., rasljesc.
Konatno formirana formula bit ée ,korijen* drveta. Npr. sheme

a b a
Y i
o —(a
@=>@®_ ¢ 2°
N\ ((a) a

|4
@ < @) Vv (0 . 5
(@) > @

predofuju shematski formiranje formula ((a) <> () V(c), (T (@) = (a). Iz

ovakve sheme moZemo odmah oditati i rang dobivene formule: on je za 1

manji od broja ,slojeva u drvetu; prva formula ima rang 2 a druga 3.
Vjefba. Predo&i shematski formiranje formule '

(@=>((@)=>®N)=>(((a) & (@) =>(®)-

(Rjesenje je drvo sa 5 slojeva pa je rang dobivene formule 4. Radi pregled-
nosti zgodno je pojedine komponente pisati taéno jednu ispod druge, tako da
svaki simbol u &itavom drvetu — od krajnje grane do korijena — dolazi u istom
vertikalnom stupcu: :

a a
2 K
—1(a) b a —a)
N Y
a  (2@)> @) @& @) b
) \
g -
@ = (5 @) > () (@ & (7 @) = (B)
N/ .
N

|s°
(@=>(T@=>®) > (@D&(@)=>®).
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4.6. U 4.5. razmotreni primjeri upucuju da ¢e rastav dane formule (,,ita-
nje sheme odozdo prema gore) danom formulom biti jednozna&no odreden. Time
bi, specijalno, i rang dane formule bio jednoznagno odreden. No razumije se
da ovakvo nasludivanje ne moZe nadomjestiti dokaz. (Sli¥no npr. u elementar-
noj aritmetici nasluujemo jednoznalnost rastava prirodnog broja veéeg od
1 na primfaktore jer kod manjih brojeva gdje imamo neposredan pregled
moguéih faktorizacija odmah uotavamo jednoznalnost — do poretka faktora
— rastava na primfaktore. No da bi izrekli teorem o jednozna&nosti rastava
moramo ga onda i dokazati.) U nizu sli¢nih okolnosti navelo bi nas analogno
,,hasluéivanje** na pogrefan rezultat.

Drugo pitanje koje jo§ nismo rijefili namefe se uz D 3;: Kako femo za
danu rije€¢ do¢i do odjuke da li je ona formula logike sudova -ili ne? Za
rijei male duljine to dakako neée biti problem (usp. apr. vjeZbu 4.3.1.).
Medutim, ako je duljina rijeCi veéi broj, nije trivijalno kako da ispitamo da
li je to formula ili ne. Npr. ve¢ za rije duljine §=43

@V 2 (D EMVI( @ =2 (T (M
nije neposredno na prvi pogled vidljivo da li je to formula.

Da bi odgovorili na pitanje odlu€ivosti problema da li je dana rije¢
formula i da bi rigorozno dokazali jednozna&nost formiranja dane formule,
drugim rije¢ima jednoznalnost postupne razgradnje dane formule na sve krade
komponente, do, kona&no, slova logike sudova, potrebno je da najprije detaljnije
analiziramo ulogu zagrada u konstrukciji slofenih izraza kako smo je definirali
pravilima formiranja formula logike sudova (D 3.).

Pretpostavimo da neka rije€ sadrZi paran broj zagrada i da su one na
neki nadin podijeljene u parove od po dvije zagrade. Za zagrade pojedinog
para reéi éemo da su medusobno pridrufene. Medusobno pridruZenje moZemo
oznaliti istim indeksom ispod zagrada. Npr. u rijeéi )(a&)))b=>) moZemo
pridruZiti prvu zagradu petoj (prvi par), drugu tretoj (drugi par) i &etvrtu
Sestoj (treti par), §to femo oznafliti ovako:

)(a&)))b=).
12 231 3

Razdiobu zagrada neke rijei logike sudova u parove medusobno pri-
druZenih zvat ¢emo regularnom ako ona ima svojstva:
_1° Svaki par medusobno pridruZenih zagrada sadrZi jednu lijevu i jednu
desnu zagradu, i to tako, da lijeva dolazi u rijedi lijevo od njoj pridruZene desne.
2° Bilo koja dva para p, v medusobno pridruZenih zagrada (ako rije&
uopce sadrZi vi§e od dvije zagrade) dolaze u rijedi — ne gledajuéi na njene
preostale simbole — bilo u poredaju

&

) )

BBV
bilo u poredaju _

«C ) )

By v

alt nikad ne dolaze u poredaju
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«c ) )

oY @V

tj. ne mogu se razdvajati. (Drugim rijeCima, parovi medusobno pridruZenih
zagrada ili su posve jedan izvan drugog ili posve jedan unutar drugog ali ne
mogu ,,zasijecati” jedan u drugi.)

Iz dane definicije regularne razdiobe zagrada lako se uvida da ona ima
i ova daljnja svojstva:

3° Ako iz rije¢i duljine 8 s regularnom razdiobom zagrada uklonimo
bilo koji par medusobno pridruZenih zagrada, a za (eventualno) preostale
ostavimo isto pridruZenje u parove, dobivamo u novo nastaloj rijeci duljine
8—2 opet regularnu razdiobu zagrada (ukoliko su jo§ uopée preostale neke
zagrade).

4° Ako u rijei koju Cine simboli unutar nekog para medusobno pri-
druZenih zagrada (eventualne) zagrade pridruZimo u parove kao $to su bile
pridruZene u danoj rije¢i, dobivamo u novoj rije¢i opet regularnu razdiobu
zagrada (ako ih ona jo§ uopce sadrZi).

5° U danoj rijedi s regularnom razdiobom zagrada (koja sadrZi zagrade)
dolazi bar jedan takav par medusobno pridruZenih zagrada, da unutar njega
nema drugih zagrada (jer su rije¢i konaéne duljine).
Npr.sa (') ( (& (a) )=>( )ee)V
11 23 443 55 2
dana je regularna razdioba zagrada rijei A=() ((&@))=> ()cc) Vv, jer su
zadovoljeni uvjeti 1° i 2°.
Za ilustraciju svojstva 3° izostavimo u A par zagrada 3. Tada preostaje
() (&(a)=>( )ec)V,
11 2 4 4 5 5 2
gime je opet dana regularna razdioba zagrada rije¢i B==()(& (@ =>()cc) V.
Za ilustraciju svojstva 4° razmotrimo u A izraz unutar para zagrada 2, tj.

(& (a))=>( ec;
I 4 43 55

njime je dana regularna razdioba zagrada rije¢i C=(&(a)) = ()cc.

Za ilustraciju svojstva 5° uocimo, da npr. unutar para 5 u 4 nema
nikakvih drugih zagrada. ‘

Za rijeCi koje su formule logike sudova i uople sadrie zagrade uvijek
postoji regularna razdioba zagrada. Ovo moZemo uvidjeti ako pratimo for-
miranje ncke dane formule po D 3. oznafavanjem zagrada indeksima (istim
za medusobno pridruZene zagrade). Kadgod upotrebimo D3, 2° pridruZimo
medusobno par novo pridoslih zagrada. Kadgod upotrebimo D3, 3° do 6°
pridruzimo medusobno zagrade novo pridoSlog para zagrada lijevo od novo
pridoilog binarnog operatora i takoder pridruZimo medusobno zagrade novo
prido$log para zagrada desno od novo prido§log binarnog operatora. Tada ée na
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kraju dobivena formula oito imati regularnu razdiobu zagrada jer se tokom
njenog formiranja Cuvaju svojstva regularnosti 1° i 2°. Npr.

a T
\P/° ‘
(@ & (T) d
11 |2°2 2 |2'
(@ &(T)) —(d)
311 2 23\ / 44
¥
(—'((a)&(T))) < (—'(d)),
5 311 2

dobivena formula ima regularnu razdlobu zagrada.

U drugu ruku dakako ima i rijei koje nisu formule a da za njih postoji
regularna razdioba zagrada (npr. rijed ()).

Dokazat ¢emo sada ovu osnovnu lemu:

Lema 1. Za danu rijeé postoji najvife jedna regularna razdioba zagrada,
tj. ako se zagrade neke rije¢i uopce mogu rastaviti na parove medusobno pridru-
Zenih zagrada tako da su ispunjeni uvjeti 1° i 2°, onda Je za svaku zagradu
Jednoznai‘no odreden njen par.

Dokaz. Tvrdnja leme ofita je za rijei koje sadrie 2=2.1 zagrade.
Pretpostavimo da ona vrijedi za rije¢i koje sadrfe 2v (v. prirodni broj >1)
zagrada, Neka je A sada neka rije sa 2(v+1) zagrada. Ako za te zagrade
postoje regularne razdiobe I, i [I; na parove medusobno pridruZenih zagrada,
postoji prema svojstvu 5° neki par P po II, medusobno pndruiemh zagrada,
izmedu kojih nema drugih zagrada Zagrade para P moraju onda biti medu-
sobno pridruZene i po II, jer bi inae za II, zbog 1° bio povrijeden uvjet
2°. Ako pak u A izostavimo P, imamo u novo nastaloj rije€i po 3° opet
regularnu razdiobu zagrada koja je po pretpostavci indukcije jednoznadno
odredena, pa se II, i II, ne mogu razlikovati ni u razdiobi preostalih zagra-
da u parove medusobno pridruZenih. — Time je proveden korak indukcije i
lema je dokazana.

Ranije smo vidjeli da za svaku rueé koja je formula i sadrZi zagrade
postoji regularna razdioba zagrada. U vezi s L1. odatle izlazi:

Lema 2. Za svaku formulu logike sudova (koja se ne sastoji samo od
jednog slova) postoji jedna i samo jedna rggularna razdioba zagrada.

Sada moZemo pristupiti razmatranju pitanja o tome kako cemo odrediti
da li je dana rije¢ formula i kako ¢emo rekonstruirati.izgradnju dane formule,
te da li je ona uvijek. jednoznaéno odredena.

Prvo, lako je uvidjeti da L 2. povla&i jednozna&nost formiranja dane
formule. Naime, ako je posijednji korak u njenoj izgradnji bio primjena D 3,
2° ona ¢ée biti oblika —1(A) i.prvi korak' razgradnje je prelaz na formulu A4.
Ako je pak posliednji korak u izgradnji formule bio primjena D3, 3° do 6°,
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ona ¢ée biti oblika (4)o(B) gdje je o neki od binarnih operatora &, Vv, =
<. No zbog L2, taj oblik je danom formulom odreden jednoznalno, jer je
druga po redu zagrada u pokrati (4)o(B) ona koja je regularnom razdiobom
u time oznaenoj formuli pridruZena prvoj. Postupno se tako dana formula
moZe do kraja jednozna¢no razgraditi i njeno formiranje time je jednoznaCno
rekonstruirano. Specijalno odatle izlazi da je rang dane formule jednoznaéno
odreden broj.

Radi se ‘dakle jo§ o tome da za danu rije¢ logike sudova ispitamo pos-
. toji li za nju regularna razdioba zagrada i ako postoji, da je odredimo. Ako
se pokaZze da ne postoji, onda ta rije¢ sigurno nije formula logike sudova,
Ako postoji i nadli smo je, moZemo prema upravo opisanom postupku poste-
peno razgradivati danu rije¢; ako razgradnja konatno dovede do samih slova,
rije¢ je formula, a ako ne, ona to nije.

Ispitivanje o postojanju i iznalaZnje regularne razdiobe zagrada moZe
se provesti ovako:

Najprije pridruZimo medusobno zagrade onih parova zagrada od kojih
je prva lijeva, druga desna i unutar kojih nema daljnjih zagrada. Zatim
provedemo to isto u rijedi koja preostaje ako se uklone parovi veé¢ medusob-
no pridruZenih zagrada itd. Ako se taj postupak moZe provesti skroz, tj. sve
dok sve zagrade dane rije€i nisu rastavljene u parove medusobno pridruZenih,
dobivena je time i regularna razdioba zagrada dane rijei. Ako to nije sludaj,
za danu rije¢ ne postoji regularna razdioba zagrada. -

Primjer 1. Razmotrimo rije¢ navedenu ne podetku 4.6. Vidimo da dobi-
vamo ovu regularnu razdiobu njenih zagrada:

ﬁ((‘l(((a)V(.L))b("(C))))V(iZ (a))=>j_l(ﬂ(b)
221 ] 33] |

l l [ 11 44 |
6 9
10 11 11
12
14 14

12 13 . 13
Kako je ona provediva do kraja, moZemo preéi na ispitivanje da li je
dana rije¢ formula i kako je formirana:

ﬁ(("'(((a)V(L))=>(“1(C))))V(("(a)):>(‘7("(17)))))
(1« (a)V(J-))b(_!(C))))V( (—'(a) )=> (1 (1 ®))))

A
10

"1( ( (a)v(i))b(ﬁ(C)))/\(‘l(a) )= (T (—®)))
2° 50

((a)V(_L))T(ﬂc)) ﬁ(a)/\ﬁ(—n(t]n
5° 5 -
@v(Ll) /N =1 (o) a =1 ()
A
2° 2°
a/\_L c

9 Matematitka logika
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Razgradnja je do kraja provediva u skladu s D 3. i vodi do samih slova logike
sudova, pa je dana rijeS formula logike sudova.

Primjer 2. U rijeti ((((—1(a))&(b))):(c))v((b)a(a)) moZe se
provesti regularna razdioba zagrada prema
((((m@)&B))=>())IV( b)¢> a

l | 11 22} 33 44
6 6
8 8
9 9
10 ) 10

~y——
\l—-v

Medutim, ako je pokufamo razgraditi kéo formulu logike sudova vidimo
da postupak razgradnje u skladu s D 3. nije do kraja provediv:

((((~@) & B)))>© )\(( B @)
4°
(@) &B))=>07 N Bow
5° ) 6°
(@) & B Ne ¥ N\

ne mofe se razgraditi u skladu
sa D3.

Dana rije¢ dakle nije formula logike sudova,

Primjer 3. U rije¢i (—1(a)) & (b)) = ((@) & (1 (c) ) ne moZe se do kraja
provesti regularna razdioba zagrada kao $to vidimo prema

(C@1&BI= (@& ()
5 5 : g 6

ne moie se pri-
druZiti zbog 1°

pa dana rije¢ sigurno nije formula.

Nakon provedenog razmatranja vidimo, za§tosmo se kod D 1. mogh ogramém
na jednu vrst zagrada: ona je dovoljna, da se na jednoznatan nadin moZe rekon-
struirati izgradnja neke formule,

4.7. Ve¢ smo ranije na nekoliko mjesta govorili o ,,komponenti neke
formulc; iz konteksta je uvijek bilo jasno Sto smo pod tim razumijevali. Sada
¢emo taj pojam uvesti opéenito i cksplicitno.

Ako u shematskom prikazu formiranja dane formule F .negdje dolazi
formula A4, moZemo — silazeci. vertikalno niz shemu do njenog korijena F —
tamo nadi taj isti primjerak od A. Svaka takva formula A4, uz podatak na
kojem mjestu u F dolazi, zove s¢ komponenta od F.
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Npr. iz sheme

(@ & (7)

(@ & (T)) a
~N.

\]/
(@ & (T = (@

vidimo da formula F=(— ((a)&(T))) = (@) ima ove (i samo ove) komponente:
a (peti po redu simbol u rijedi F), T, (@) &(T), — (@) &{T), a( pretposljednjz
simbol u rije¢i F), F. (Pritom smo podatak o mjestu po;avljxvanja u F izo-
stavili kod onih formula A4 koje u F dolaze na samo jednom mJestu pa je
taj podatak sa A veé jednoznaino odreden.)

Prema nafoj definiciji smatramo za identicki iste formule koje se jaVlja_]’l.l
na viSe mjesta u F da su kao komponente od F medusobno razliite. Npr. a
u gornjem primjeru formule F koji je peti- simbol u rijedi F razlikuje se kao
komponenta od F od a koji je pretposljednji simbol rijedi F.

Iz razmatranja u 4.6. izlazi: Ako su 4, B komponente od F, onda je
ili 1° 4 komponenta od B, ili 2° B komponenta od 4, ili 3° rije¢i 41 B su
disjunktne u rije¢i F, tj. nema ni jednog simbola od F koji bi (na istom
mjestu pojavljivanja) bio simbol i od 4 i od B. U ovom posljednjem sludaju
reéi ¢emo kratko da su A i B disjunktne komponente od F.

Lako uvidamo da vrijedi: Ako u danoj formuli £ medusobno disjunktne
komponente A4, B, C, ... redom zamijenimo formulama K, L, M, ... bit ¢e
novo dobivena rije¢ opet formula.

Strogi dokaz ove tvrdnje izvest ¢emo indukcijom po rangu o{F] od F.

Baza ma’ukcue Uz p[F}=0 F se¢ reducira na neko siovo loglkc sudova.
- Ako ga zamijenimo danom formuiom dobili smo kao novu rije¢ tu formulu
pa tvrdnja vrijedi trivijalno.

Korak indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za formule ranga

p<k a F neka je neka formula sa p[FF}=k+ 1. Ako je neka od komponcnata
A, B,C, ...=F, onda je to jedina komponenta koja se zamjenjuje formulom

pa od F opet trivijalno nastaje formula. Razmotrimo dakle samo jo$ sludaj
kad medu komponentama 4, B, C, ... aijedna ne iscrpljuje F. Tada razliku-
jemo dva sludaja: 1° F=—1(G), 2° F=(G)o(H) gdje je a neki od binarnih
operatora &,V , =, «>. (U oba sluCaja je o[C], ¢ [HI< k)"

Zamjena komponenata 4, B, C, ... od Fsa K, L, M, ... vr§i se u slu-
¢aju 1° u G, a u sludaju 2° raspodjeljuje se na G i H (jer su G i H disjunk-
tne komponente od F pa nijedna komponenta od F ne moZe zasijccati iudG
iu H). Po pretpostavci indukeije rijedi koju tim zamjenama nastdju od G
odnosno od G i f opet su formule pa je i rije¢ koja nastaje od F opet
formula §to je trebalo dokazati.

9‘
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5. NEKI ALTERNATIVNI SISTEMI ZA SIMBOLE I I1ZGRADNJU
RIJECI 1 FORMULA LOGIKE SUDOVA

5.1, Pored sistema koji smo uveli u 2, 3. i 4. postoje u literaturi i
drugatiji. Jedan od najvaZnijih medu njima — koji je i sam Po sebi od
interesa — je sistem po kojem za formiranje formula wopée nisu potrebne
nikakve zagrade, pa ih se u njem stoga ni ne uvodi kao simbole logike sudova.
Ovim su se sistemom narofito mnogo sluZili poljski matematifari-logi€aii, pa
¢emo ga ubuduée kratko zvati poljskim sistemom ili notacijom.

Inale, materijal ovog poglavlja nee biti iskoriitavan v preostalom dijelu
knjige, pa ga ditalac koji za nj nije zainteresiran moZe preskoé&iti bez Stete
za razumijevanje daljeg teksta.

Najprue valja uoliti da se zagrada ne moZemo r1)e§1t1 naprosto tako
" da ih izostavimo uz inade ista pravila formiranja formula kao ranije. U tom
naime slu¢aju opéenito ne bismo mogli jednozna¥no rekonstruirati izgradnju
dane formule. Npr. u formulama (q) & ((b)V (¢)), ((a) &(b))V (c) ne smijemo
naprosto izostaviti zagrade jer bi onda obje dovele do iste rije€i a& by e
iako su ishodne formule sagradene na bitno razli¢it nadin.

5.2. Definirat éemo poljski sistem notacije za logiku sudova ovako:

5.2.1. Definicija 1a. Simboli logike sudova jesu 1° slova Iogzke sudovad
i-2° operatori logike sudova.

Pritom su slova i operatori logike sudova oni isti simboli koji su to
bili po D 1.

5.2.2. Definicija 2a. Svaki (neprazni) konaéni slog simbola logike sudova
zove se rije¢ logike sudova.

D 2a. ista je kao i D2, no zbog razlike u D 1a. prema D 1, u poljskom
sistemu rije¢i logike sudova ne sadrZe nikakve zagrade.

5.2.3. Definicija 3a.

1° Svako slovo logike sudova je formula logike sudova.

2° Ako je A formula logike sudova onda je i — A formula logike sudova.

- Nadalje, ako su A i B formule logike sudova, onda su i ove rije&i formule:

3° & AB, 4° VAB, 5° >AB, 6° <AB,

7° Formule su samo one rijeci koje se mogu konstruirati (eventualno vise-
strukom) primjenom 1° do 6°.

5.3. Ve¢ smo u nafem ranijem sistemu uvedenom u 2. do 4. uvidjeli
potrebu strogog dokaza da je uz D 3. rekonstrukcija izgradnje dane formuie
jednozna¥no odredena. To je pogotovo neophodno kod poljskog sistema koji
razmatramo sada, jer tu &ak nema neposredno nametljivih razloga za naslu-
divanje takve jednozna¥nosti. Ovo tim vife ako se sjetimo da se u naSem
ranijem sistemu — kao §to’ smo spomenuli potkraj 5.1. — izostavljanjem za-
grada jednozna¢nost rekonstrukcije dane formule-opéenito faktitki gubi.

Prije nego li predemo na razmatranje jednozna&nosti rekonstrukcije dane
formule u poljskom sistemu spomenimo neke njegove prednosti i nedostatke
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relativno prema haSem ranijem sistemu: Poljski sistem sadrZi kao simbole
samo jedan pravi podskup simbola naleg ranijeg sistema a dana formula u
poljskoj notaciji opéenito_je krace duljine nego li odgovarajuéa formula u
nafem ranijem sistemu. Sto se toga tife poljski je dakle sistem nesumnjivo
ekonomiéniji i elegantniji. U drugu ruku, u naem sisttemu za danu formulu
srednje duljine redovno je lakSe neposredno uoditi njenu izgradnju nego li
je to slu¥aj kod odgovarajuée formule napisane u poljskoj notaciji. Ovo je
jo§ pojatano &injenicom da smo u matematici uopée navik/i na pisanje sloZe-
nih izraza uz u principu onakvu upotrebu zagrada kao $to smo je uveli i
definicijom formiranja formula u naSem ranijem sistemu. Za ilustraciju, izraz
(2+x)-m napisan u poljskoj notaciji glasio bi - +2xm.

Npr. formula nafeg ranijeg sistema

@VE)=>( (@)

odmah sugerira razgradnju prema shemi

(@V®) T (@)

‘ AN
@ \l/ ®) —,' (7

AN l
a b =1 (c)

4

Odatle je lako napisati odgovarajuéu formulu u poljskoj notaciji: formuli
(a) V (b) odgovara u poljskom sistemu formula \ab, a formuli — (— (c)) for-
mula ——1¢. Ishodnoj formuli naSeg sistema odgovara dakle u poljskoj nota-
ciji po D3a, 5° formula = Vab——c. Ne moZe se reéi da je iz ove posljednje
njena izgradnja isto tako lako uogljiva kao kod prvotne formule naseg ranijeg
sisteha (bar za onog koji nije navikao na poljsku rotaciju); medutim ona
ima duljinu 7, dok nasa formula ima duljinu 19.

U ovoj knjizi odlugili smo se na na§ sistem a ne na poljski jer je nag
ipak u literaturi znatno raSireniji a i zbog toga §to je bliZi u matematici inade
ustaljenim konvencijama oznalavanja. Nedostatak nafeg sistema prema poljskom,
naime veéa duljina formule, bit ¢e — bar za praktic¢ke svrhe — u znatnoj mjeri
ublaZen dogovorom o skradenom nainu pisanja formule koji ¢emo uvesti
u iducem poglaviju.

5.4. Pokazat ¢emo sada kako je uz poljsku notaciju za danu rije¢ logike
sudova odludivo da li je formula ili ne i dokazati da je, u sluaju da rijec
jest formula, rekonstrukcija njene izgradnje jednoznaéno odredena.

5.4.1. Uvedimo u tu svrhu najprije jo§ jedan pomo¢ni pojam, na me
teZinu y[d] rijedi A.

Definicija. Slova logike sudova imaju teZinu O (nu!a). Unitarni operator -
ima te¥inu 1, a binarni operatori &, \/ , =>,< imaju teZinu 2.
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TeZina y[A] rijeti A jednaka je zbroju tefina svih simbola koji je sacmja
vaju (uzetim svaki onoliko puta, kolika puta dolazi u A).

Npr. rije¢ => Vab— —c ima teZinu 24+2+04+0+1+1+0=6.

5.4.2. Lema 1. Ako je rije¢ A formula logike sudova (u poljskoj notaciji),
ona ima ova svojstva .
1° §[A]=v[4]+1,

(duljina formule je dakle wvijek za 1 vedéa od njene teZine);

2° Za svaki pravi poletni segment B od A (tj. za svaku rijeé B koja je
takva da postoji neka rije¢ C tako da je A=BC) vrijedi

3[B] < y[B]
" (duljina pravog poletnog segmenta formule dakle nikad nije veéa od njegove tefine).

Lemu éemo dokazati indukcijom po duljini 3 formule A.
DokaZimo najprije svojstvo 1°. -

Baza indukcije. Za 8[A}=1, A mora biti neko slovo. (konstanta ili vari-
jabla) logike sudova pa je tada y[4]=0, i svojstvo 1° je ispuijeno.

Korak indukcije. Pretpostavimo da je svojstvo 1° ispunjeno za formule duljine
S<k(k>1), a A neka je neka formula duljine 3[4]~k+ 1. Razlikujemo dva
slutaja: «) A4 je oblika — 4, gdje je 4, neka formula se 8{4,}=k; B8) 4 je
oblika 0 4, 4, gdje je o neki binarni operator a 4,,4; su formule sa 3[4},
8[A,]<k (Prema D 3a. ofito je da osim «) i B) ne moZe nastupiti nikakav
druga&iji sludaj.)

Sludaj «). Sada je 8{4]=1+38[4,], y[4]=1+v[4,]. No po pretpostavci
indukcije je 8 {4,]=v[4,] + 1 pajedakle 8[A]=1+8[4J=1+y[4,]+ 1=y [4]+ 1.

Sluéaj B). Sada je 8[A}=1+8({A4,]+3{4,], v[4]=2++[4,]+v[4,]. No
po pretpostavei indukeije je 3{4,]=v[4,]+ 1, 8[4:]=v{4,]+ 1 pa je dakle opet
S[A]l=1+(y[4)+ D+ (v 4]+ D=1 [4] + 1.

Preostaje jo§ dokaz svojstva 2°.

Baza indukcije. Za 8[A]=1 nema pravih poletnih segmenata od 4 pa je
svojstvo 2° trivijalno jer za taj sluaj ni§ta ni ne tvrdi.

Korak indukcije. Pretpostavimo da je svojstvo 2° ispunjeno za formule
duljine 3<k(k>1), a 4 neka je neka formule duljine §[4}=k+ 1. Razlikujemo
opet dva slufaja : o) 4 je oblika — A, gdje je 4, neka formula sa 3[4,]=k;
B) A je oblika o 4, 4, gdje je o neki binarni operator a A, 4; su formule sa
3[4,], S[4]< k.

Sluéaj «). Ako kao pravi poetni segment formule 4 uzmemo rije€ B=
svojstvo 2° je ispunjeno jer je tada 3{B]=v[B]=1. Ako pak B zadire u 4,
bit ¢e B=— B; gdje je rije¢ B, neki pravi poletni segment formule 4, pa je
po pretpostavei indukcije 8[B,]1< y[B,}. No 8§[B}=1+38[B,], Y[B]=1+y[B,] pa
je 3[B]< y[B] i svojstvo 2° je opet ispunjeno.

Slu¢aj B). Za B=o 2° je ispunjeno jer je tada §(B]=1, y[B]=2. Ako
B=o0 B, zadire u A4, tako da je BC=o0B, C=04, bit ¢e po pretpostavci induk-
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cije 3[BJ<y[B]. No 3[B]=1+3[B], y[Bl=2+v[B] pa je 3[B]<v[B]
dakle pogotovo 3[B]<y[B] i svojstvo 2° je opet ispunjeno. Ako je B=04,
bit ¢e zbog svojstva 1° 3[A,j=vy[4;]+ 1. No 8[B]=1+38[4,], Y[B]l=2+v[4,;]
pa je 3[Bl=1+(y[4,]+ 1)=v[B] dakle pogotovo S[Bl<y[B] i 2° je opet
ispunjeno, Konatno, ako B zadire u A4, tako da je B=0A4, B, i A=BC, bit
ée po pretpostavei indukcije 8[B,]<vy[B,] a zbog svojstva 1° je 3[A]l=v[A4]+ 1.
No 8[B]=1+3[4;]+3[B), y[Bl=2+y[4]+[B] pa je 3[BI<1+(y[A]+
1)+ y[B)=v[B} i opet vrijedi 2°. Lema je dokazana.
5.4.3, DokaZimo sada da vrijedi i obrat L 1. u smislu:

Lema 2. Ako rije¢ A logike sudova (u poljskoj notaciji) ima svojstva 1°
i 2° iz L1, ona je formula.

Drugim rijeSima, medu rijedima logike sudova jedino formule imaju
svojstva da im je duljina za 1 veca od teZine a da duljina nijednog njihovog
pravog poletnog segmente nije veéa od njegove teZine,

L1. i 2. zajedno karakteriziraju formule logike sudova u poljskom sis-
temu. Da bi dakle za danu rije¢ odiudili da li je formula ili ne, dovoljno
je provijeriti ima li opa svojstva 1° i 2° ili ne.

Dokazat ¢emo L 2. opet mdukcuom po duljini 3[A] dane rijedi sa svoj-
stvima 1°, 2°

Baza indukcije. Za 3[A]=1 rije¢ A moZe biti samo neko slovo (kon-
stanta ili varijabla) logike sudova jer za unitarni operator — vrijedi

§[]=1=y[7],

a za dani binarni operator o je §[o]=1 < y[0]=2 pa za rije¢i A=—"1i A=o0
ne moZe biti ispunjeno svojstvo 1°. No slova logike sudova su formule, pa
dakle za 3[A4]=1 L2, vrijedi.

Korak indukcije. Pretpostavimo da je L2. ispravna za rije€i logike
sudova duljine 8<k (k>1). Neka je A dana rijed logike sudova sa 8[4]=k+1-
i neka 4 ima svojstva 1° i 2°. Treba pokazati da je A4 onda (uz pretpostavku
indukcije) takoder formula,

Budu¢i da je 3{4] po pretpostavci indukcije barem 2, postoji pravi
podetni segment B od A duljine 3[B]=1. Taj simbol B ne moZe biti slovo
logike sudova, jer bi tada bilo §[B]=1=04+1=v[B]+1>v[B] pa A4 ne bi
‘imao svojstvo 2°. Preme tome prvi simbol B rijedi A je neki operator. Raz-
likovat ¢emo 2 slufaja: a) B= -3 B) B jc jedan od binarnih operatora &,

v, =, <.

Sluéaj o). Sada je A==—1A,. Budué¢i da A po pretpostavci ima svojstva
1°, 2° imat ée ih i A,: Naime, prvo iz 3[A]=v[4]+1 izlazi zbog 3[A]=
1+3[4,], v[4]l=1+v[4,) da je i 8[4,]=3[4]—1=y[A)=v[4,]+1; drugo,
da za neki pravi poletni segment B, od A, vrijedi 3{B]>v[B;] bio bi B,
pravi podetni segment od A za koji bi vrijediio 3[B =1+ 8[B,]> 1+v[B\}=
y[—B,). A, je dakle po pretpostavci indukcije formula. No tada je i A=—"4,

~ po D3a, 2° formula.
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Slu¢aj B). Sada je A=o04, gdje je o jedan od binarnih operatora &,
V, =, . '

Neka je B=oB, neki pravi poletni segment od 4. Kako 4 po pretpo-
stavei ima svojstva i 2°, bit ¢e 1+3[A4,]=3[4]= Y[A]+1 2+y[4,1+1
dakle

@ | SA]=v[4]+2
i 1+3[B,]=3[B]<y[B]l=2+7Y[B,] dakle
©) $[B,]<vy[B]+1.

Pokazat ¢emo sada najprije da u (5) za bar jedan pravi podetni segment
B, od A4, vrijedi striktna jednakost.

Zais.a, pretpostawmo 1i suprotno, V!‘l_]CdllO bi za sve prave poletne seg-
mente B, od A4, da je 8[B] <Y[Bl]+l tj. 3[B,]<y[By]. Specijalno, ako bi
kao B, odabrali pravi poletni segment D od A; koji sadrZi sve simbole rijeti
A, osim posljednjeg (a takav segment postoji, t_] 3[4,]1>2 zbog (4)), bilo bi
© 3{Dj<vI[D].

No odatle izlazi 3[4,]=3[D]+1<y[D]+1<y[4,]+ 1, u suprotnosti sa (4).

Znati, postoji poletni segment B,=D od 4, takav da u (5) vrijedi jed-
nakost. Neka je D; najkradi takav segment, tj.

M 3[D]=vy[Dy]+1,
(3) 3[B]<y[B,] za D,=B,C.

D, je tada po pretpostavci indukeije formula a 4, ima oblik 4,=D,D,.
Pokazat ¢emo da i D, ima svojstva 1° i 2%
Prvo, zbog (7) i (4) izlazi

YD+ 1+38[De}=8[D,]+3 D] = 8[A1]=y[4;]+ 2=y [Dy} + v [Ds] + 2,

dakle 3[D,]=y[D,]+ 1.
Drugo, zbog (7) i (5), bit ée za svaki pravi podetni segment B, od D,:

YD)+ 1+3[B)=8[Dy]+ 3 [Ba] = 8 [D,B] < Y [D,Bo) + 1 = ¢ [D)+ Y [Bil + 1

dakle 3[B,]<y[Bil].
Po pretpostavci indukcije je dakle i D, formula, No tada je po D 3a,
3° do 6° i A=0D.D, formula,

L2. je time dokazana.

Napomenimo da je u poljskom sistemu kriterij za odluku da li je dana
rije¢ A formula ili ne jednostavniji i elegantniji nego li u naSem ranijem
sistemu. Ovdje samo treba za sve prave podetne segmente B .dane rije€i A
provijeriti da li je 3[B]<y[B] a za samu rije¢ 4 da Ii je 8{4]=v[4]+1. U
naSem ranijem sistemu trebalo je najprije provjeriti da li dana rije¢ posjeduje
regularnu razdiobu zagrada v medusobno pridrufene parove, a zatim jo§ da li se
uz nju moZe do kraja razgraditi prema D 3. (usporedi primjere 1. i 2. u 4.6.).
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Primjer 1. Ispitajmo da li je rije¢ u poljskoj notaciji
A=—yi>Val-e>ma—i—b
formula logike sudova. Za samu rijeé‘ A je 8{A]=15, y[4]=14 dakle
3[A]=r[4]+1.

Za prave poletne segmente B od 4 dobivamo redoni

sy ||1l2]3]4]s 6|7 8 9!1011121314

viB) |[1]3|4]6|8]8]8|o]o|1t]12]12|13]14

dakie uvijek 3[B]<+y[B]. Znati, A je formula. (VjeZba: Poka%i da formula A
odgovara u naSoj ranijoj) notaciji formuli iz primjera 1. u 4.6.)

Primjer 2. Ispitajmo da li je rije¢ A=—1Vva—1—c& = b > bc formula.
§[A]=12=11+4+1=v[A]+ 1. Za prave poletne segmente izlazi

8(B] {|112]314}516|78]|9]10]11

v[B] |1113|3|4]5]|5

Vidimo da za §[B]=6 imamo y[B]=5<6 pa A4 ne moZe biti formula.

5.4.4. PokaZimo jo§ jednoznalnost i samo provodenje rekonstrukcije for-
miranja dane formule u poljskoj notaciji. Cinjenicu da se formiranje dane
formule 4 u poljskoj notaciji moZe rekonstruirati na jednozna€an nadin dokazat
éemo opet indukcijom po duljini 3[A4].

Baza indukcije. Ako je 8[4]=1 i A je formula, ona se reducira na slovo
(konstantu ili varijablu) logike sudova, pa je tvrdnja o jednoznanoj rekon-
strukciji formiranja trivijalna.

"Korak indukcije. Pretpostavimo da je tvrdnja ve¢ dokazana za formule
duljine 8<k (k>1) a 4 neka je neka dana formula duljine 3[A]=%+1.

Zbog D3a. 4 je ili oblika —A4, ili oblika o4, gdje je o neki binarni
operator a 8[d4,]=k.

U prvom slutaju je 4 morao nastati primjenom D 3a, 2° iz 4, a kako -
je po pretpostavci indukcije formiranje od A4, jednoznatno odredeno. vrijedi
isto i za A.

U drugom slufaju A4 je morao nastati primjenom D3a, 3° de 6° iz
nekih formula A, i 4;,, A=0A4,4,. Ako bi postojale i formule B,, B; tako
da je A=0B;B, uz B,# 4,, bio bi ili 4, pravi poCetni segment. od B, ili B,
pravi podetni segment od 4,. No ovo je iskljueno jer formule po L 1. imaju
svojstva 1° i 2°. Zpa€i da je nuino By==A, dakle i By=A, tj. komponente
Ay, A3 u A= 0d, Ay odredene su jednoznatno. Kako je pak 3[A4,], 8[A4:]<k
to je formiranje od A4, i A; po pretpostavci indukcije jednoznatno odredeno
pa isto opet vrijedi i za danu formulu A.
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Postupak dokaza u koraku indukcije ujedno pokazuje kako éemo postu-
pno razgraditi danu formulu u poljskoj notaciji: Za prvi sludaj (d=—4,)
ovo je otito, a u drugom (4=04,) treba potraZiti pravi poletni segment od
A, koji je formula; to ¢e onda biti komponenta 4,.

Razmotrimo primjer 1. iz 5.4.3,

Prvi korak razgradnje daje

A
|2°
VA=V =>Vale=>—ab,

Za rijet 4, iza V u posljednjem izrazu (tj. za —1=> Va1l —e=>—a—1b)
nalazimo kao pravi poletni segment A, koji je formula rije¢ — = val ¢
(njoj je duljina za 1 veéa od teZine), pa je.A4; rije¢ =-—a——b. Odatle dobiva-
mo drugi korak razgradnje

VA4,
|4
VAN
Ay="1=>Val e Ag=="g—b.
Sli¢no je dalje
Al As
20 (50
=>Valc 7\
5° —g¢ —i—b
\ 20 20
val ¢ a b
& ,20 2°
N b
a | ¢

(usporedi i razgradnju odgovarajuée formule u nafem ranijem sistemu u pri-
mjeru 1. u 4.6.).

5.4.5. Postoji jo¥ jedan postupak koji, do kraja promisljen, takoder vodi
do dokaza o jednozna¥noj odredenosti formiranja dane formule u. poljskoj
notaciji i do kriterija o tom da li je dana rije¢ formula ili ne. Iiustrirat éemo
ga na istom primjeru kojim smo zavriili 5.4.4. Osnovna ideja postupka je u
»Gitanju* dane rijei zdesna na lijevo i zakljuCivanju odatle na njeno formiranje
prema D 3°a, 2° do 6°.

Rije& - : ,
A= V=3 Vale>a—b
zavr§ava sa —b odakle u njoj nalazimo komponentu kojoj odgovarajuéa u
najoj ranijoj notaciji glasi —(b). Ispred —b u A4 dolazi — pa u A4 nalazimo
(u nadoj ranijoj notaciji) komponentu - (—(b)). Ispred —1—b u A dolazi —a
a ispred toga =, pa time u A4 nalazimo (u naloj notaciji) komponentu
(—(@)=>(—(—(b))). Dalje prema lijevo u A dolazi —i¢, tj. nafa komponenta
—i(c) a opet dalje va.l tj. na$ (@)v(L). Ispred toga je = pa u A4 nalazimo
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nasu komponentu ((@)V (L))=>(—(c)). Dalje slijeva je T pa imamo kompo-
nentu —(((@) Vv (L))=>(7(c))). Opet dalje slijeva je Vv Sto u vezi s ranijim
vodi na (-l(((a)v(_L)):(—|(c))))v((—u(a)):>(—|(—|(b)))) Kona¢no, najvise
slijeva u 4 je znak — §to vodi na rije¢ 4 kako je dana u 4.6.

Buduéi da je postupak rekonstrukcije bio do kraja provediv, vidimo
ujedno da je 4 formula.

Uocava se da je ovaj postupak odnosno na ovakvom postupku zasnovan
dokaz Jednoznaénostl formiranja dane formule i kriterij odluke o tom da li je
dana rije¢ formula srodniji odgovarajumm rasudivanjima u 4.6. nego li u
5.4.2. do 5.4.4, Posljednji postupak je spretan za prakti¢ki rad ali su razma-
tranja u 5.4.2. do 5.4.4. elegantnija.

5.4.6. Vjesbe.

1° Napii u poljskoj notaciji formule koje u naSoj ranijoj notaciji od-
govaraju formulama

a) (@& @B)=>(c), b) @&(B)=>()), ©) @&(—(B),
d) (C@)&®), ) (@&®), f) (7(7(@)))V(a),
g) (M@)V((@), b @V(=(7@)), 1) (@V(—(@)),
) @)V @), k) (2 (@V@)).
(Rjesenje:
a) >&abc, b) &a=bc, c) &a—b, d) & —ab, e) —1&ab,
f) v—i—aa, g V—a—a, h) va—i—a, i) —1Vaa,
) v aa, k) T —vaa)

2° Napifi u naloj ranijoj notaciji formule koje u poljskoj notaciji odgo-
varaju formulama:

a) &&& abed, b) &&a&bed, c) &&ab&cd,

d) &a&&bcd, e) &a&b&cd.
(Rjedenje:
a) (@& (1) &(©))&(d), b) ((@) & ((6) &(0))) & (d),

Q) (D&B)) & () &(d)), ) (@) &(((b) & (c)) & (d)),
e) (@) & ((B) & ((c) &(d))).)
3° Koje od navedenih rijedi u poljskoj notaciji su formule:
a) &&& aaaa, b) &&a&aaa, c) &&aa&aa, d) &&aaa&a,
e) &Xaaaa &, f) &a&&aaa, g) &a&a&aa, h) &a&aaka,
i) &a&aaa &, j) &aa&&aa, k) &aa&a&a, 1) &aa&aak,
m) &ada &&a, n) &aaa&a&, o) &aaaal&&

(usp. vjezbu 2°)? RjeSenje: Rijedi a), b), ¢), f), g) su formule; ostale rijeci nisu.)
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-

4° PokaZi: Ako je u danoj formuli u poljskoj notaciji slovo A4 ispred siova
B, onda je i u odgovarajuoj formuli u nafoj ranijoj notaciji odgovarajuéi
primjerak od A4 ispred odgovarajueg primjerka od B i obrnuto. (Odgovor:
Tvrdnja izlazi odatle §to se uz formiranje formula po D3. i D 3a,. medusobm
poredak slova logike sudova ne razlikuje.)

5° Da li bi se u poljskoj notaciji kao niz varijabla logike sudova mogao
uvesti ovaj: |, ||, |Il, |[|| - (usp. 2.2.)? (Odgovor: Bez daljnjega se to ne bi ‘
moglo provesti jer ta npr ne bi znali da li & ||| u nasoj ranijoj notaciji
odgovara ()& (]]) ili (]|)&(|). Medutim, ovaj bi se nedostatak lako uklo-
nio time da uvedemo neki znak razdvajanja recimo .. Tada bi npr. formuli
N&D) v poljsko_1 notaciji odgovarala formula &|- || a formuli (||)&())
formula & ||-

6° Napi$i u obliku obrnutog drveta shemu razgradnje formule
oV ma&be > Tb.
(Rjesenje: Postupkom kao u 5.4.4. ili 5.4.5, dobivamo:

oV a&be1Th

le°
VN
—“Va&be I Th
[2° (22
Vv—a&be ——=>Tbh
|4° yd
VAN
——a &bc . =>Th
2° |3 lz°
aN
—a b ¢ =>Th
20 lso
/N
a T b

5.4.7. U literaturi koja se sluZi poljskim sistemom notacije upotrebljavaju
se Cesto drugalije oznake za operatore. Obiéno N znati negaciju, C implikaciju,
K konjunkciju, A disjunkciju, D Shefferovu operaciju i E ekvivalenciju.

5.5. Navedimo jo§ jedan sistem notacije formula sa jednom vrsti zagrada
koji je srodan nafem ranijem sistemu, ali je od njega ekonomilniji jer, opée-
nito uzevdi, za odgovarajuéu formulu u njemu treba manje zagrada nego li u
nafem sistemu. (U drugu ruku, izgradnja formula u naSem sistemu blifa je
uobitajenom nainu sastavljanja sloZenih izraza u matematici inade.) '

Radi razlikovanja zvat éemo ovaj novi, dosad tredi sistem, sistemom ili
notacijom s vanjskim zagradama.

D1. i 2. (definicije simbola i rijeti) ovdje su iste kao u naSem ranijem
sistemu. "Umjesto D 3. dolazi sada

-
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. Definicija 3b.

1° Svako slovo logike sudova je formula logike sudova.

2° Ako je A formula, onda je i (— A) formula.

Nadalje, ako su A i B formule, onda su i ove rijei formule:

3°(4& B), 4°(4V B), 5°(A=>B), 6°(A=B).

7° Formule su samo one rije¢i koje se mogu konstruirati (eventualno vise-
strukom) primjenom 1° do 6°.

Lako se vidi da ée i formule formirane po D 3b. imati regularnu raz-
diobu zagrada (usp. 4.6.) pa za sistem s vanjskim zagradama u pogledu jedno-
zna&nosti rekonstrukcue i same razgradnje dane formule vrijedi isto §to i u
nalem ranijem sistemu.

Primjer. Primjeru 1. iz 4.6. odgovara u notaciji s vanjskim "zagra-
dama formula’

(2 (7 (@VL)>(meMVI(—a) > (T ).
Njena duljina je za 8 manja od duljine tamo$njeg primjera. Ova usteda ostva-
rena je samo na zagradama jer su slova i operatori ovdje dakako isti kao ranije.

Navedimo radi usporedbe duljine ovoj odgovarajuéih formula u sva
tri sistema:

raniji sistem | vanjske zagrade l poljska notacija
341 | 4 35 15
od toga zagrada ' 28 20 0
5.6. VjeZbe.

5.6.1. Napifi u sistemu s vanjskim zagradama formulu kojoj u nafem
Tanijem sistemu odgovara formula:

a) (@Q&®)=>(c), b) @&[D)=>(), ¢) (M (T (@) &(a).
A (@& @), € @& (T @), ) (@& (),
g i ((— (a))&(a)), h) = (0 (@) & (@)

(Rjesenje:
a) (a&b)=>c), b) (@&(B=>c), ¢) (M (ma)&a),
d(ma&(7a), ) @& (T (Ta), ) (T @@&(—a),
® (" (mD&a), h) (7(7(a&a)).)

5.6.2. Napi§i u naSem ranijem sistemu formule koje odgovaraju ovim
formulama u notaciji s vanjskim zagradama:

a) (@& T)V(c=a), b) (Tma)&(—b), ¢ (avbhVc)Vd).
{Rjesenje: '

a) (D&(THV{(O=@), b) (@& (®),

o) (WV®YV(eNVE).) '
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5.6.3. Napi§i u poljskoj notaciji formule koje odgovaraju ovim formu-
lama u notaciji s vanjskim zagradama:

a) (@&b)=>(7c), b) (@a&@d=>(¢)), o) (MA&b)=>0),
d) (m)&B=>c¢), ) (@a&(Td)=>c).
(Rjesenje:
a) >&ab—c, b) &a=>be¢, c) = & abe,
d) &a>bc, €) >&a—bc.)

5.6.4. Napi¥i u notaciji s vanjskim zagradama formule koje odgovaraju
ovim formulama u poljskom sistemu:

a) &a=> —be, b)=> 1 &abe, ¢) &a— = be,
. d) > &abe, €) T &a>be. '
(RjeSenje: »
a) @&(Mb)=>¢), b) (M@&)=>c) ©) @&(TG=>0)),
d) (" (@a&b)=>c), € (m@&b=>0)).)

5.6.5. Napi§i u obliku ,,obrnutog drveta* shemu razgradnje formule u
notaciji s vanjskim zagradama . ,

(T ed)=> @&V ().

(T =a) =I> G&a V(1 (o)
50

(Rjesenje:

N
(O (Tea) (b&a \I/ (T ()
20 40

: N
(O (Tea) G&a (()

20 . |3° ‘20
AN
(Tea b a (o)
160 \20
/" ’
T a c

Ubuduée se u ovoj knjizi neéemo sluZiti ni poljskom notacijom ni
notacijom s vanjskim zagradama. :

6. SKRACENO PISANJE FORMULA

6.1. U ovom poglavlju uvest éemo neke konvencije o pojednostavnjenom
pisanju formula kojima ¢emo u znatnoj wjeri ublaZiti nedostatak koji na$
sistem ima prema poljskoj notaciji a pogotcvo ée praktitki biti ukionjen ne-
dostatak koji on, ima prema notaciji s vanjskim zagradama.

Izraze koji ¢ée u skraenom obliku predofivati formule zvat éemo tako-
der i oznakama ili pokratama formula.
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Razmotrimo npr. formulu (a) & (). Ako je oznadimo sa a& b nede biti
moguénosti zabune o tome, koju formulu a& b na prirodni nadin ozaacuje.
Dakako, u naSem sistemu rije¢ a& b sama nije formula, ali se moZemo dogo-
voriti da nam ona sluZi kao ozmaka formule (a)& (b). Sli¢no, rije¢ ——a
moZ¥e oznadavati formulu — (- (@)). Vidimo dakle, da u pojedinim formulama
moZemo izostaviti neke zagrade, pa da time dobijemo oznaku za danu for-
mulu, iz koje ée se ona lako i bez opasnosti zabune moéi rekonstruirati.

Jo§ znatno viSe zagrada moéi ¢emo ustedjeti ako dogovorno uvedemo
odredenu hijerarhiju operatora logike sudova: Uzet éeme da u nizu

-, & V, >,

svaki operator ima sam po sebi veCu mo¢ razdvajanja od bilo kojeg drugog
lijevo od njega. Ako to usvojimo, onda je jasno da npr. a & b\/ ¢ oznaluje
formulu ((@) & (H))V (c) a ne moida formulu (@) & ((6) Vv (c)). (Sli¢no npr. i u
elementarnoj algebri znak + ima veéu mo¢ razdvajanja od - pa je jasno da
npr. a-b+c¢ znadi (a-b)+c¢ a ne moZda a-(b+c).) Pokrata za (@) &((b) v (¢))
bit ¢e dakako a& (bV c). '

U drugu ruku uz ovakvo uvodenje pokrata necemo uvijek iéi na krajnje
moguce, tj. neéemo pod svaku cijenu broj zagrada u pokrati svesti na gor-
njim konvencijama omoguceni minimum: Ako bi time bilo teZe uolljivo koju
formulu pokrata oznaluje, ostavit ¢emo radije u pokrati po koji par ne-neop-
hodnih zagrada. Iako npr. po nafem dogovoru pokrata a&byvc<od=>—"1—e
sigurno oznacuje formulu

(@&@GYVE) (@ => (@M,
oznadit éemo tu formulu moZda radije s (@& by ) (d=> 1 e).

Npr. formulu iz primjera 1. u 4.6. moZemo po na¥im konvencijama
oznaéiti pokratom

S(m(avL)> V(a1 b)

&ime smo uStedjeli 18 zagrada, a $to se tiCe lakoée rekonstrukcije formiranja
formule izraz je jo¥ znatno dobio.

Pokrata neke formule — kao pokrata — dakako nije objekt logike sudova
nego njene metamatematike i samo oznacuje objekt matematiGkog sistema logike
sudova. Kao objekt logike sudova pokrata ¢e uvijek biti rije¢ ali ne formula.
Medutim, radi kraceg izraZavanja moZemo u ovakvom sluéaju — uz potrebni oprez
— podi korak dalje i dogovoriti se, da ne govorimo uvijek eksplicitpo o pokrati ili
oznaci formule, nego naprosto o formuli. Strogo uzevsi ovo dakako nije korektno, jer
time nazivamo formulom ne$to $to nije formula. Ali, ako stalno budemo imali na
umu da se tu radi samo o kradem nadinu izraZavanja, neée biti opasnosti zabu-
ne. Npr. kad kaZemo ,rije¢ —a& b jasno je da time mislimo upravo na tu
rije€ 1a&b. Ako pak ‘kaZemo ,formula - a& 5“ onda ¢emo to shvatiti kao
kraéi nalin izra¥avanja za ,formula, koja je po nafem dogovoru skraéeno
oznaCena sa —1a&b*, pa u tom slucaju mislimo na rijed (— (a)) & (d), koja
je formula.

Razlog da uvodimo ovakvo izraZavanje i ovdje je — kao §to je to bio
sluaj i u 3.6. — taj, §to bi inae izraZavanje esto bilo dugatko, nespretno
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ili nepregledno. Sli¢nih primjera ima dakako i drugdje u matematici dovoljno
(i prevife!). Npr. ako u izrazu

D=

3 5 A
) 4 =3.4—5.2=2

Zelimo oznaliti ,,redak 2 4° reéi ¢emo da je to ,drugi redak determinante
D iako bi bilo korektnije da kaZemo ,,drugi redakushem1 elemenata, kojom
je odredena determinanta D.

6.2. Sve dogovore, koje smo gore uveli za skraceno picanje formula,
primjenjivat ¢emo i kod pisanja oznaka za formule. Ako npr. (4) & (B) oznaduje
neku formulu, pisat éemo umjesto te oznake kraée A & B; ako je

(ADV(—(B) = (C)

oznaka neke formule pisat éemo umjesto toga A V- — B = C itd. Time se dakako
moZe dogoditi da kod prelaza od neke oznake dane formule na njenu pokratu
moramo uvesti heke nove zagrade. Npr. ako je A=a=>b formula (tatnije: ako .
A Oznaéuje formulu (a) =()) a B=c te ako je 4 & B oznaka neke formule C,
onda je pokrata za C dana sa (@ = b)&c (tj. C=((a) = (b)) &(c) ) a ne moZda
sa a => b&c ($to bi po nalim konvencijama moglo oznaavati jedino formulu
s pokratom a = (b'&c), tj. formulu (@) = ((b) &(c)) ).

6.3. Vjezbe.
6.3.1. Oznadi skraéeno formulu
PP @&(0 (@) 2° (@) &((@)), 3° (0 (@) &@),
£ (DEE @), 5 T @)&@), 6 (0 (@E&@)).
(Rjefenje: '
1°a& 1 a, 2° 7a&1a,3° 7 1a&a, 4° (@& a),
5° 1 (—a&a), 6 71 (aka).)
6.3.2. Napifi u neskraenom obliku -
1°a>b&e 2° as T & b, 3° <1 (7 bV a&e),
£ @=>b=>{a=>c)=>(@=>b&e)).
(Rjesenje:
P@=>(7®&©) 2 (M ()= ((T)&("' (- &M
3 S (M G)V@EE)),
2 (@ = ) > (@) = ©)) > (@ > (B &©)).)

6.4, Spo‘ingnut éemo ukratko jo neke konvencije o skradivanju notacije
formula koje se kadito upotrebljavaju iako se mi u ovoj knjizi njima kasnije
vife neéemo sluZiti.

6.4.1. Za odjeljivanje komponenata formule upotrebljavaju se kadto i tatke i
to jedna ili vi¥e njih veé prema jalini razdvajanja. Npr. pokrata u zadatku 4°iz
6.3.2. gore moZe se time pisati u kraCemoblikua=5..>..a>¢c. > .a> b&e.
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Kad§to se tatke za razdvajanje piSu samo s jedne strane operatora. To
je dakako dovoljno a ,,Citkost”“ tako napisane formule samo je neznatno sma-
njena pa je takva konvencija ekonomicnija. Gore dani primjer glasio bi

a=b> ..a>c=>.a=>b&ec.

6.4.2. Ako zagradama ili hijerarhijom operatora nije odredeno drugadije,
smatra se da se izraz gradi zdesna na lijevo. Npr. umjesto pokrate a = (b=>¢)
pie se samo @ = b= ¢ a umjesto a > (b&c=>d) piSe se a=>b&c=d.

6.4.2. Za operatore => 1 <> uvode se znaci razliCite duljine, time da
dulji zna¢i jade razdvajanje. Tada se npr. umjesto (¢ = b) = ¢ moZe pisati,

a>b-—=>c.

7. AKSIOMI LOGIKE SUDOYA

7.1. Kao §to smo u 4.1. medu rijedima logike sudova istakli ncke koje
smo nazvali formulama, tako ¢emo sada medu formulama istaknuti neke koje
éemo zvati aksiomima logike sudova, a u 8. neke koje éemo zvati teoremima
logike sudova (ili krade aksiomima odnosno teoremima).

Definicija 5. Neka su A, B, C kojegod dane formule. Tada su ove formule
~aksiomi logike sudova:

Grupa I. Aksiomi implikacije (= -aksiomi)
1°A=> (B> A4)
2°(A=>B)=>A)=> A4
I A=>B)=>(B>C)=>4=>0)

Grupa II. Aksiomi konjunkcije (&-aksiomi)
4° A&B=> A
5° A&B=>B
6 (A=>B)=>((4=>C)=>(4=>B&0))

Grupa IIl. Aksiomi disjunkcije (\/ -aksiomi)
7° A=>AvB °
82 B=>AVEB
P A=>C)=>(B=>0)>4vB=>0)

Grupa IV. Aksiomi ekvivalencije (<>-aksiomi)
10° (A<>B)=>(4 = B)
11° (A< B)=>(B= 4)
122 (A=>B)=>(B>4) > (A B)

Grupa V. Aksiomi negacije (—-aksiomi)
13° A> (4 =>8B)
14° (A > B)=> (4 = —B) > 4)
15° (A=>B)>(—A4>8B)=>B)

10 Matematicka logika
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 Grupa VI. Aksiomi konstanata (T-i | -aksiom)
160 AT
17° | 4.
7.2. Razumije se da navedenih 6 grnpa aksioma uz unaprijed nefiksirane
A, B, C jo§ ne predofuju pojedine formule logike sudova veé su oni tada

sheme formula. Svaka takva shema aksioma postaje aksiomom &m u njoj 4,
B, C oznatuju odredene formule (usp. 4.7.).

Svakom od 17 definiranih shema aksioma odredeno je dakle beskonaéno
mnogo aksioma. Shema 1° daje npr. aksiome T=>(T=>T), L=>(L=>1),

a>@=>a), b=>(G=b), ... T>(L=>T), L=>(T=>1),
a=>(T=>a), ... a=>@=>7a), ... a&b:>(c:>a&b),

O shemama aksioma ili op€enito formula govorit éemo ubuduée i onda,”

ako u odgovarajuéem izrazu neki (ali me svi) od znakova 4, B, C, ... (od

kojih je, pored simbola logike sudova, izraz sagraden) oznafuju odredene
formule a ostali ne. ‘

Ipak éemo kadito, ako ne bude opasnosti zabune, umjesto o shemij aksi-'
oma (formula) govoriti kraée o aksiomu (formuli). O nekorektnosti ovakvog
izrazavanja vrijedi analogno kao §to je bilo govora u 6.1,

Ako pak Zelimo narofito istai da neka formula nije shema formula,
govorit ¢emo kadsto o individualnoj formuli,

Ako u neku od gornjih shema aksioma za znakove A4, B, C uvrstimo
odredene sheme formula, dobit éemo dakako opet sheme aksioma. Tako npr.
za B kao ,,A“ i A > B kao ,,B* 7° daje shemu aksioma

7° , B = (BV(14 > B)),

kojom naravno nisu zadani svi oni aksiomi koje obuhvata 7° ve¢ samo oni
od tih, koji se mogu pisati u takvom obliku (7°°).

Takoder, ako za neke (tj. bar jedan) od znakova formula u shemi aksioma
uvrstimo sheme formula, a za ostale formule, dobit ¢emo opet sheme aksioma.
Analogno vrijedi za sukcesivno uvritavanje.

Ako navedene sheme aksioma (ili same aksiome koji su njima odredeni)
interpretiramo kao odgovarajuée sheme algebre sudova lako vidimo da su sve
to identitki istinite formule algebre sudova.

7.3. Svaka od prvih pet grupa shema aksioma sadr%i od operatora eksplicitno
samo implikaciju i onaj od operatora po kojem grupa ima ime. U Sestoj grupi
shema sadrZi eksplicitno pored operatora implikacije i po jednu konstantu. (Da-
kako da A4, B,C u odgovarajuéim "aksiomima mogu oznafavati formule koje
sadrie kojegod operatore.)

7.4. Vjezbe.
7.4.1. MoZe 1i se za dani aksiom uvijek jednozna&no rekonstruirati prim-

jenom koje sheme aksioma je nastao? (Odgovor: Ne. Npr. uzmemo li A=a,
B=7a, daje shema 1° aksiom a=>(—1a=a). Stavimo li pak A =B=a,
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daje shema 13° isti aksiom a=> (—1a = a). Takoder npr. 16° za A== daje
isti aksiom kao 17° za A=T, naime ! = 7T. Za A= _{, B=—1_ daje shema
1° isti aksiom | = (—1 L = 1) kao i shema 13° za A=B=] | kao shema
17°za A== 1 > 1)

7.4.2. Koliko ima aksioma? (Rjefenje: Ako je A bilo koje slovo bit &e
npr. po 1° svakd formula 4 = (4 > A) aksiom, pa aksioma ima -barem preb-
rojivo beskonano mnogo. No svaki aksiom je formula, pa aksioma po 4.3.4.
ima najvife prebrojivo beskona¢no mnogo Postoji dakle prebrojivo beskonaéno
mnogo aksioma.)

7.4.3. a) Koji je najmanji rang aksxoma" b) Koja je najmanja duljina
aksioma? (RjeSenje: a) 1 — npr. 16° uz A=T.b) 7 — npr. 16° uz A=T
daje aksiom (T)=>(T))

7.4.4. Koja je najmanja duljina 8 aksioma koji izlaze primjenom shema
1° do 17°7 (Rjedenje: za 16° i 17° 8un=7, za 1°,°4°, 5°, 7° i 8° 8p,=13;
za 13° 3,,;,=16; za 2°, 10° i 11° 3,;,=19; za 15° §,,,=28; za 3° 12° i 14°
Smin=31; za 6% 1 9° 8u,=37.) '

7.4.5. Pomocu rezultata iz 4.4. dokaZi: Duljina aksioma "koji izlaze po
shemama 3°, 10° i 11° uvijek je neparan broj, dok duljina aksioma koji izlaze
po ostalim shemama moZe biti bilo paran bilo neparan broj. ’

8. TEOREMI LOGIKE SUDOVA

8.1. Da bi razmatranja koja slijede bila preglednija, uvest ¢emo ovaj
nadin oznaCavanja: Ako u shemu formula F, sagradenu (najvie) od simbola
logike sudova i znakova za formule 4,B,C,... za znak A uvrstimo formulu
ili shemu formula K, za znak B uvrstimo formulu ili shemu formula L, za
znak C uvrstimo formulu ili shemu formula M, ... oznadit éemo time dobivenu .
formulu ili shemu formula (usp. 4.7.) sa F(K |4, L|B, M|C,...) (Citaj: Fsa K
umjesto 4, L umjesto B, M umjesto C,...). Analogno za zamjenu varijabla
formulama ili shemama formula. Ako je pritom, specijalno, F neka od shema
“aksioma D5, n° (n=1, 2,...17), pisat éemo umjesto slova F oznaku n°. Ako
po‘sebno na mjesto znaka X uvr§tavamo taj isti znak, izostavit éemo u F (...) dio
XX

8.2. Sada éemo dati dvije definicije, jednu kojom uvodimo pojam ,,teorema
logike sudova‘ i drugu kojom uvodimo pojmove ,teorema logike sudova‘ i
,,sheme tcorema logike sudove* i pokazat ¢emo da su pojmovi tcorema logike
sudova po obje definicije medusobno ekvivalentni. (Umjesto o teoremu logike
sudova odnosno shemi teorema logike sudova govorit ¢emo krade i o téoremu
odnosno shemi teorema.)

Definicija 6. ‘

1° Svaki (individualni) aksiom logike sudova je teorem logike sudova.

2° (Modus ponens) Ako su (individualne) formule A i A = B teoremi,
onda je i formula B teorem.

3° Teoremi su samo one formule koje se mogu konstruirati (eventualno
viestrukom) primjenom 1° i 2°.

10*
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Definicija 6a.

1° Svaki individualni aksiom je teorem i svaka shema aksioma je shema
teorema. (Pritom — prema 7.2. — pod shemama aksioma razumijevamo ne
samo sve sheme 1° do 17° iz DS, nego i sve sheme koje iz njil izlaze uvrita-
vanjem shema formula ili individualnih formula na mjesto oznaka za formule koje
dolaze u D 5, 1° do 17° — ukoliko je time dobiveni izraz uopde shema formula,
a ne individualna formula.)

2° (Modus ponens) Ako su A i A = B teoremi ili sheme teorema, onda
je i B teorem ili shema teorema. -

3° Teoremi i sheme teorema su samo one formule odnosno sheme formula
koje se mogu konstruirati (eventudino visestrukom) primjenom 1° i 2°

Prije nego li predemo na dokaz ekvivalentnosti pojma teorema po D 6.
i D 6a, napom:nimo ovo:

Moze se dogoditi da A i 4 = B budu sheme teorema u smislu D 6a,
a B da bude individualni teorem u smisiu D 6a. Npr. A= T je shema teorema
po D6a. 1° i DA, 16° a i (A=>T)=> T je shema teorema po D 6a. 1° i D5,
16* (uz A= T kao ,,A*). Mzdutim, u smislu D6a. 2°, T je individualni
teorem. U drugu ruku, ako je A4 individualni teorem a ‘4 = B shema teorema,
bit ¢e dakako i B sam shema teorema (sve u smisluD 6a.). Kona&no, slutaj da A
bude shema tcorema a A=B individualni teorem olito ne moZe nastupiti.

Predimo sada na dokaz da su pojmovi ,(individualni) teorem logike
sudova** kako izlaz: prema D.6. i D 6a. medusobno ckvivalentni.

Prvo, svaki individualni teorem u smislu D 6. bit ée — uz isti izvod,
tj. jednako primjenjivanje sluéajeva 1° i 2° definicije — o&ito teorem i po D 6a.

Obrat nije trivijalan, jer je moguée da u izvodu nekog individualnog
tcorema po D 6a. interveniraju i sheme teorema (usp. napomenu iza D 6a!).
Dokazat ¢cmo medutim da obrat ipak vrijedi, tj. da je svaki individualni
tecorem u smislu D 6a, takoder teorem u smislu D6,

Neka je dakle T individualni teorem u smislu D 6a. Neka u izvodu od
T po Dé6a. upotrcbom 1” i 2° kao oznake za formule koje dolaze u shemama
teorema koje se pritom upotrebljavaju (ako ih ima) nastupaju A, B, C, ... (skup
tih oznaka bit ¢ée prazan, ako je 7 po D6a. izvedeno uz upotrebu samo
individualnih teorema u smislu D 6a.). Zamijenimo li u Citavom tom izvodu
(tj. kod svih primjena D 6a. 1° i 2°) svagdje 4, B, C, ... npr. sa ‘T, dobit
¢emo time — kao 3io se lako uvida — izvod od T po D6. T je dakle tcorem
i u smislu D 6.

8.3. Ako je ncka shema formula F shema teorema u smislu D 6a, bit
¢e svaka individualna formula koju ‘dobivamo iz F uvritavanjem (individuainih
formula na mjesto oznaka 7za formule) takoder (individuaini) teorem po D 6a.
Da se ovo uvidi, dovoljno je uogiti da ¢emo uz provedbu istih zamjena ozna-
ka va formule indiv.dualnim formulama skroz u ¢itavom izvodu od F po D 6a.
dobiti izvod traZene individualne formule kao tcorema po D 6a. (a ve¢ smo
potkraj 8.2, vidjeli da onda tu individualnu formulu moZemo izvesti kao tco-
rem i po D6.).
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Medutim, moZe se postaviti ovo pitanje: Ako iz neke sheme formula
uvritavanjem individuvalnih formula na mjesto oznaka za formule dobivamo
uvijek individuaine teoreme, da li je onda dana shema formula nuino bila
shema teorema? Pokazat {emo da to stoji, iako nije trivijalno: Moglo bi se
naime moZda dogoditi da je svaka pojedina individualna formula koja nastaje
od F uvritavanjem individualni teorem (po D 6a. ili, $to je po 8.2. isto, po
D6.) a da sama shema formula F nije shema teorema u smislu D 6a. (npr.
ako bi se dvije razli¢ite individualne formule koje nastaju od F uvritavanjem
morale kao individualni teoremi izvoditi na razlidite naCine). Ovakve okolnosti
medutim ipak ne nastupaju, naime, ako F ima svojstvo da je svaka individu-
alna formula koju od nje dobivamo uvr§tavanjem teorem, onda je i F shema
teorema u smislu D 6a. Ovo uvidamo ovako:

Supstituirajmo u F za medusobno razliCite oznake za formule neke odre-
dene varijable sudova x, y, z, ... koje su sve medusobno razlitite, a pored
"toga razli¢ite su i od svih varijabla koje eksplicitno ulaze u danu shemu
.formula F (ako takvih ima). Dobivena individualna formula neka je G. Po
_pretpostavci o F, G je individualni teorem. No ako u nekom izvodu od G po
D 6. skroz zamijenimo varijable x, y, z, ... redom onim oznakama za formule
na mjesto kojih smo ih ianije uvrstnlu (da bi iz F dobili G), dobit ¢eno time
— kao 3to se lako uvida — izvod od F kao sheme teorema po D 6a.

8.4. Neka je F individualni teorem ili shema teorema. U F ncka dolaze

(najvi$e) simboli logike sudova (od varljabla x, ¥, Z,...) i znakovi za formule
A, B, C, ... Ako su tzda X, Y, Z, ; K, L, M, ... koje god dane indi-
vidualne formule ili sheme formula bnt ce 1

F(X|x, Yly, Ziz, ...; K|A4, L|B, M|C,

teorem ili shema teorema logike sudova.
Da ovo uvidimo, dovoljno je uoditi da éemo izvod od

F(X|x, Y|y, Ziz, ...: KIA, L|B, M|C, ...)

dobiti iz izvoda od F (oboje po D 6a.) ako u ovom potoniem skroz od po-
éctka do kraja provedemo zamjenu od xvsa X, vysa Y, zsaZ, ...; 4 sa
K, BsalL C sa M, ... (Pritom: ne smeta ako ve¢ tokom izvoda od F u
pojedinim shemama formula dolaze neki od znakova ili shema X, Y, Z, ...;
K, L, M, ...). Za formalno strogi dokaz ovoga usp. na primjer sliéni dokaz
a4 11.5; uz specijalizaciju A.~0 dobivamo odanle kao poseban slutaj ovdje
razmatrani.

Gornja razmatranja u 8.2. do 8.4. opravdavaju da kad$to, ako je to
zgodnije radi kradeg i jednostavnijeg izraZavanja a nema opasnosii zabune,
umjesto o shemi teorema govorimo krade o teoremu.

8.5. Ako je ncka individualna formula ili shema formula A teorem, pisat
¢emo |-A; znak ,,|-¢ &itat ¢emo ,,teorem*.

Znak |- dakle nije matematicki znak (simbol logike sudova), ve¢ metamate-
maticki simbol: |- A simboliki, kraée oznalava izreku ,,4 je teorem*, a to- je
metamatemati¢ka izrcka jer govori o logici sudova.



150 . Logika sudova

8.6. Ovdje se prirodno namele pitanje: Kako ¢emo u opéem slufaju za
danu formulu (shemu formula) odluditi da li je ona teorem (shema teorema)?
Da bi na ovo pitanje mogli odgovoriti trebat ée nam ne$to opseZnija priprema,
pa éemo se na taj problem vratiti kasnije i u potpunosti ga rijeSiti u 18.
poglavlju ove Glave. :

8.7. 1z posljednjeg odlomka 7.2.'i iz D 6. i D 6a. moZemo zbog II 3. T 3.
1° zakljuditi da ¢e svaki teor:m (shema teorema) logike sudova, interpretiran
kao formula algebre sudova, biti identiki istinita formula. Kasnije éemo (u
18.) vidjeti da vrijedi i obrat, tj. ako je neka formula logike sudova, interpre-
tirana kao formula algebre sudova identitki istinita, ona je teorem logike su-

dova. Time ¢c ujedno biti rijeSen problem iz 8.6. jer za formule algebre sudova
znamo konstatirati da li su identiCki istinite ili ne.

8.8. Sa D6. i 6a. u stvari je formalizirana dedukcija u logici sudova.
Kod izvodenja novih teorema iz poznatih ne moZe vife biti govora o ,,meto-
dama uobifajenim u matematici* ve¢ se jedino smijemo pozivati na D 6. i 6a.
i na iz njih izvedena pravila. Upravo na ovome mjestu dolazi dakle do izra-
¥aja osnovna razlika u koncepciji izgradnje algebre sudova i logike sudova
(iako, kao $to smo ved i ranije napomenuli, na nivou sudova ova razlika ne-
ée jo¥ dovesti do materijalno razlititih teorija — usp. gore 8.7.). Da. ona vodi

do znatne razlike u metodama izvodenja.(koje, opéenito uzevsi, postaju sloZe-
nije ali i ,,&i8¢e*) vidjet éemo uskoro. :

8.9, Primjer 1. Neka je 4 koja god dédna individualna formula ili shema
formula. Tada su formule 4° (T4|B), 5° (mA|B) (tj. formule 4& 1A4=>4,
A& —A=>"14) aksiomi dakle po D6a. 1° i teoremi logike sudova. Dalje je
i formula 14° (A&4| A4, A|B) (tj. formula

(A& A A)=> (A& 4> 14)> (4 & —4)) )

aksiom dakle i teorem logike sudova. Kako smo ranije nasli da je A& 4=>4
teorem, dobivamo po D6a. 2° da je i (A& 4> 14)=>1(4&14) teorem.
No ranije smo takoder nalli da je 4&4=>4 tecorem. Primijenimo li opet
D6a. 2° nalazimo konaéno da je —(4&—A4) teorem logike sudova. (Po

njegovom obliku vidimo da on nije aksiom ni za koje znafenje od 4, jer nema

sheme aksioma oblika —(...).)

Primjer 2. Neka je opet A koja god dana individualna formula ili shema
formula. Sli¢nim postupkom kao u proflom primjeru nalazimo da je:

-A=>AYV —A4 po D5, 7°;
——A=>AV A4 po D5, 8°;
(A2 AV D A)=>(Ad>AY —4) => Ay 14) po DS, 15°

Primijenimo li dvaput D6a. 2° dobivamo da je AV —4 teorem logike
sudova. (Ni taj teorem ni za koje znafenje od A nije aksiom.)

Primjer 3. Prema D 5. 1° vrijedi
® FA=>(T4=>4).
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Prema D5. 13° je 13° (4|4, A|B) teorem tj.

(10) A (md= 4),

a prema D5, 15° je 15° (——1A=>A4|B) teorem tj.

(11) FA>(md3)>(A>( 4= A))=>( 1A A).
Zbog (9) i (11) je po D 6a. 2°

12 F(md=>(md34)= (4 4),

a odatle je zbog (10) — opet po D 6a. 2° — kona&no

(13) [V EV §

(Ni ovaj teorem ——14=>4 olito nije aksiom ni za koje znaCenje od A.)

8.10. Izvodi. teorema i shema tecorema po D6. i 6a. mogu se zorno
predotiti shemom u obliku drveta; svakoj primjeni D 6. ili 6a. 1° odgovarat
ée poletak jedne grane drveta, a svakoj primjeni D 6. ili 6a. 2° odgovarat Ce
jedne raslje drveta. D‘pkazani teorem bit ¢e korijen drveta.

8.10.1. Primjer. Za primjer 3. iz 8.9. dobili bi, ako radi kradeg pisanja
formulu ——4=>4 oznatimo sa D i radi jasnoe kraj svakog aksioma sa ="
oznadimo primjenom koje sheme aksioma #° izD 5. je nastao:

1°° 4=>D 15 A=>D)=>(m4d=>D)=>D)
/

13 mA=>D - (A=>D)=>D
/

D

Opéenito ovakav shematski prikaz izvoda nekog teorema njim samim ne -
ée biti jednoznaéno odreden (usp. npr. veé 7.4.1.), kao §to se vidi npr. iz 10.4.

8.10.2. Vjetba. Napisi shemu izvoda teorema 4 & B<> B& A. (Rjelenje:
Oznadimo li radi kraéeg pisanja A& B sa D, B& A sa E, bit ée traZeni she-

matski prikaz dan npr. sa
6°(D|4,A4|C)
5% D=>B  (D=>B)=>((D=>A4)=>(D>E))

5°(B|A4,4|B) 6°(E| 4, A|B,B|C)
E>A

(E>A)>((E>B)=>(E>D)) 4°: D4 (D:A)L(D:>E)

4°(B| A, A|B) [ . 12°(D| 4,E| B)
E=>B (E=>B)=>(E>D) . D=>E (D=>E)=>({(E=>D)=>(D<E))
Eop : (E> D)= (D<>E)

I
DeE
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9. NEKI VAZNIJI TEOREMI IMPLIKACIJE

Ovdje éemo izvesti nekoliko teorema o implikaciji, koji ée nam trebati
za kasnija razmatranja. Buduéi da ée i u njima 4, B, C, D moli oznalavati
koje god individualne formule ili sheme formula, radnt ¢e se u stvari o shemama
teorema. Ove sheme teorema sadriat ée od operatora eksplicitno samo =, a
kod dokaza da predstavljaju teoreme upotrebljavat éemo- od shema aksxoma
samo one iz grupe :’-aksnoma pa femo stoga te teoreme zvati teoremima
implikacije.

9.1, Oznalimo najprije sa F; formulu (A4>(4>B))=>(4=>B) i doka-
%imo da je F, teorem tj.

(14) (4 > (4 > B)) > (4 = B).
Ispisivanjem odgovarajucih formula moZemo provjeriti da. je
(15) { 3 A=>(A=>B)|4, (4 >B)=>B)=>(4> B)|B, A= B|C)=
3 (A=>B|B, B|C)=>(2°(A=> B|A) > F);
naime, oba gornja izraza predoduju’ formulu
(A=>(A>B)=>((A=>B)=>B)=> (4> B)) >
{({(A>B)=>B)=>UA=>B)>(A=>B)> (A=>(4=> B)=> (4> B)).

Ta formula jz dakile zbog (15) aksiom (individualni ili shema) po DS5.
3° a i njena antecedenta (4 = (4 = B)) = (((4 = B) = B) = (4 = B)) je aksiom
(individualni ili shema) po DS5. 3°. Odatle je po D6a. 2° njena konsekventa

({{A=>B)>B)>(A>B)>(A=>B)>(A=>(4=>B)=> (4> B)

teorem (individualni ili shema).

No po (15) i antecedenta ove formule je aksiom po DS5. 2° pa primje-
nom D 6a, 2° izlazi (14).

Specijalno, za B=A4 -izlazi iz (14)
r—(A—.>(A:>A)):>(A:>A)

Antccedeuta ove formule je aksiom jer je to formula 1°(A4]|B). Dakle je i
konsekventa gornje formule, tj. 4 => 4, teorem:

(16) 4 = A
9.2, Oznalimo sa F, formulu ((4 => B) => 4) = (4 = B) => B).
Ispisivanjem odgovaraju¢ih formula moZemo opet provjeriti da je

a7 { 3° (A=>B) > 4| A, (A>B) > ((4=>B)=>B)|B, (4> B)=> B|Q)=

3° (A=> B|A, A|B, B|C)=> (F,{A= B|A)> Fy);

naime, oba izraza predotuju formulu

{(A>B)2>A)>(A>B)>(A4>B)=> B))=>

(4 =B) > ((A=>B) =>B)) = ((A = B) > B)) = (4 =>B) >4) > ((4=>B) > B))).
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Ta formula sama i njena antecedenta zbog (17) su aksiomi, pa je po
D 6a. 2° njena konsekventa

((A>B)>{(A>B)>B)>(A>B)>B))> (4> B)=> A)>((4>B)= B))

teorem. No prema shemi teorema (14) iz 9.1. i antecedenta ove formule po
(17) je teorem, pa je i njena konsekventa F, teorem:

(18) F{(A>B)=>A)>({(4=>B)>18).

9.3. Oznatimo sa F, formulu 4 = ((4 = B) > B).

Ispisivanjem odgovaraju¢ih formula moZemo provjeriti da je
(199 3°(A=>B)>A4|B, (4=>B)=B|C)= 1° (A= B|B) > (Fy > Fy;
naime, oba izraza predoduju formulu
A=>{(A>B)=>A)>(A=>B)>A)>(A=> B):>B)):>(A>:>((A =>B)=> B))).

Ta formula sama i njena antecedenta po (19) su aksiomi, pa je njena
konsekventa

((A>B)>A4)=>({(A>B)> B)>(4A=>(4=>B)>B)

teorem. No prema 9.2, (18) i antecedenta ove formule je teorem, pa je i njena
konsekventa teorem, tj.

(20) -4 = ((4= B)=> B).
9.4. Oznadimo sa F, formulu
(B=>C)2C0)>A>C)=>(B=>(4=>0).
Vrijedi
21 3 (Bld, (B=>C)>C|B, A=>C|C)=(Fs(B|4, C|B)=> F),
jer oba izraza predocuju formulu
B=>@(B=>0)=2>0)>((B>0)20)>A=>C)>(B=>(4>0).
Ona je aksiom pa zbog (21) i (20) primjenom D 6a. 2° izlazi
(22) F{{(B=>C)=>C)=>(4>C)=>(B=>(4>0).
9.5. Oznalimo sa Fg formulu (4 > (B=>C)) > (B=>(4=>0)).
Vrijedi
@3) { ¥ A>B>0)4,(B>C)>C)=>(A4=>C)|B, B=>(4=>C)|O)=
I B>C|B>F>F),
jer oba izraza predoéuju formulu
A=>@B=>C)=>(B>0O)=>0)>U=>0O)>((B=>C)=>0C)>
A=2C)>B=>A=>0)=2>2(A=>B>0)=>(B=> A >0)).
Ona je aksiom pa zbog (23) i (22) dvostrukom primjenom D 6a. 2° izlazi
29 FA>B>C)=>B=>MH4=>0).
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9.6. Oznalimo sa F, formulu (B = C) = ((4 = B) => (4 = ().

Vrijedi
25) Fy(A= B|A, B>C|B, 4> C|C)=3"> F,,
jer oba izraza predotuju formulu '

(A=>B)=>(B=>C)>U>C))=>((B=>C)> (4> B)=>(4=>0).

Ona je teorem pa je zbog (25)

(26) —(B=>C)=(4=>B)> (4> 0).

9.7. Oznadimo sa F, formulu

DP=>B)=>((A=>B=>C)=>UU=>(D=>C0).

Vrijedi _
N {3° (D=>B|4, B>C)>(D=>C)|B, (A>B>C)>U4>
D=>0C)|C)=3° (D|A)=>(F(B=>C|B, D=>C|C)=>Fy),

jer oba .izraza predocuju formulu
(@=>B)=>(B=>C)=> D> C))>
((B=>C)>DP=2>0)>(A>B>0)>Ad>D=>0) >
(PD=>B)=>(A4=>B=>C)=>(Ad=>D=>0N).

Ona je aksiom pa je zbog (27) i (26) konsekventa njene konsekvente
teorem, t).

28) FDP=>B=>(4=>B=>0)>A>D=>0).
9.8, Oznatimo sa Fg formulu
A=>B=>0)=>(D=>B)=>(A>D=>0).
Tada je (usp. 9.5. i 9.7.)
29 Fs(D=>B|A, A>(B=>C)|B, A> (D> C)|C)=F,> F,
jer oba izraza predotuju formulu
(D>B)=3(A=>B=3C)=>UA=>D=>0) >
(A= (B> C)= (D> B> (A> (D> C)).
Ona je zbog (24) teorem pa je zbog (28) i njena konsekventa teoretﬁ, tj.
(30) |—(A:>(B:>C)):>((D:>B):>(A:>(D:C))).
9,9, Ozna&imo sa F, formulu.
(C=2D)>(A=>(B=>C0)=>(4=>(B=> D).
Tada je (usp. 9.6.)
G [ 3° (C3D|A, (B=>C)=>(B=>D)|B, (A=>(B=>C)=>4=>
(B=>D))|C)=F4(B| A4, C|B, D|C)=(F;(B=>C|B, B=>D|C)=>Fy),
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jer oba izraza predoduju formulu
({(C=>D)>(B=>C0)>B=>D))>
((((B=>C)>(B=>D)>(A4=>(B=>C)> (4> (B> D)) >
(C> D)= (4= (B>C)> (4> (B=>D)))).
~ Ona je aksiom pa je zbog (26) konsekventa njene konsekvente teorem, tj.
32) - (C = D) > (A= (B> C)) = (4 > (B > D))).

9.10. Oznagimo sa Fy, formulu (4 > (B=>C)) > (4> B)=> (4 > ()).
Tada je (usp. 9.9, 9.1. i 9.8.)

33) {F,(A:(B:C)iA,A:»BIB,A:(A:>C)|C,A:>C|D)E
Fi(C|B) > (Fg(A4| D) = Fy),
jer oba izraza predoduju formulu A
{(A>2A4=>C)2(A42>C))=>(A>2B20)=>(A>B)=>A>4=>0))
2((A=>B2>0)>(4A=>B)=>[4=>C))).

Ona je zbog (32) teorem pa je zbog (14) i (30) i konsekventa njene
konsekvente teorem, tj.

(34) FAU=>B=>2C0)=>((A=>B)=>4d=>0).
9.11. Oznalimo sa F,; formulu (A=>B)=>((Ad=>B=>C)=>UA=>C).
Tada je (usp. 9.5.)
(35) Fs(A=>(B=>C)|4, A>B|B, A= C|C)=F, > Fy;,
jer oba izraza predocuju formulu
(A=>B=>0)2>((A>B)2(A>0)>(A=>B) > (A=>B=>0) =>4 => O)).
. Ona’"je zbog (24) teorem pa je zbog (34) i njena konsekventa teorem, tj.
(36) i FA>B>(A=>(B>0)> (4= 0).

Ovaj teorem trebat ¢e nam kasnije kod izvoda teorema dedukcije u 13.4.

10. DEMONSTRACIJE TEOREMA

10.1. Définiczja 7. (Konaéni) niz formula (individualnih i s'hema) A,B,...,
Z zvat cemo demonstracijom ili dokazom od S ako je S element danog
niza i ako taj niz ima ovo svojstvo: Za svaki flan” N niza vrijedi (barem) jedna
od ovih mogucénosti: : o

1° N je aksiom (individuaini ili shema),

2° U nizu postoje ispred N clanovi K i L, takvi da je L=K=N.
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Istaknimo, da je po naSoj. D 7. dani niz formula (koji je demonstracija)
demonstracija svakog (bilo kojeg) svojeg &lana (a ne moZda samo posljednjeg).
Ovakva definicija — iako se razlikuje od uobiajenije — spretnija je za dalja
izvodenja.. '

10.2. Uz svaku danu demonstraciju neke formule S pripada i odgovarajuéi
komentar, kojim je za svaku formulu danog niza opisano, na koji nagin
je za nju ispunjen jedan od uvjeta 1°, 2° gornje definicije.

Ovakav komentar opéenito samim danim nizom (demonstracijom od S)
nije jednoznalno odreden: moguée je npr. da za neki €lan niza vrijede oba
uvjeta 1°,2°. Navedimo za ilustraciju ovaj primjer:

1. T=T jeaksiom 16° (T [4);2. (T = T)=>T jeaksiom 16°(T >T|A);
3. T jer ranije u nizu dolaze €lanovi 1. i 2; 4. T=(T=>T) je aksiom
1°(T |A, T|B); 5. T=T jer ranije u nizu dolaze ¢lanovi 3. i 4. ili jer je
to aksiom 16°(T | 4).

10.3. Indukcijom po broju &lanova niza lako se uvida da vrijedi:

Formula (individualna jli shema) § je teorem (individualni ili shema) logike
sudova onda i. samo onda, ako postoji (bar jedna) demonstracija od S. Pored
toga, ako po D 6a. znamo dokazati da je S teorem, mo¥emo odatle efektivno
naéi ‘i jednu demonstraciju od S i obrnuto: Elemente sheme izvoda od S u
obliku drveta moZemo naime uvijek poredati u linearni niz tako da budu ispu-
njeni zahtjevi D7; obrnuto, iz ¢&lanova niza koji zadovoljava uvjete D7.
moZemo uvijek konstruirati odgovarajuéu shemu izvoda od S u obliku drveta.

Umjesto o demonstraciji od S pisat ¢emo takoder o demonstraciji | S.
(Korektnije — ali manje kratko — bilo bi pisati o demonstraciji koja po-
kazuje da je | S.)

10.3.1. Primjer. Prema rjefenju vjeZbe 8.10.2. moZemo konstruirati ovu
demonstraciju teorema A& B<>B& A (pokrate D i E imaju isto znadenje kao
u 8.10.2, tj. D=A&B, E= B& A):

Komentar:
1. D> B : Aksiom 5°
2.(D=>B)y=> (D=>A4)> (D> E)) Aksiom 6°(D| 4, 4|C)
3.D2>A4)=>(D=>E) Iz1, 2. po D 7. 2
4. D> A Aksiom 4°
5. D> E 1z 4,3. poD17. 2°
6.(D = E)= ((E=> D)=> (D<E)) Aksiom 12°(D| A, E|B)
1.(E=> D)= (D<= E) : Iz 5,6. po D7, 2°
8. Ex> 4 : ' Aksiom 5°(B| A4, A|B)
9.(E=> A)=> (E>B)=> (E>D)) - Aksiom 6°(E| 4, A|B, B|C).
10.(E=> B)=> (E=> D) ' 1z 8, 9. po D 7. 2°
11. E> B Aksiom 4°(B| A, A|B)
12. E> D 1z 11, 10. po D 7. 2°

13. D> E Iz 12, 7. po D 7. 2°
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Ovaj niz 1. — 13. ostao bi demonstracijom i uz neke permutacije njegovih
dlanova (uz odgovarajuéu prenumeraciju u komentaru): Mogli bismo ih npr.
uzeti i redom 8, 9, 10, 11, 12, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 13 ili redom 1, 2, 8, 9,
3, 10, 4, 11, 5, 12, 6, 7, 13. itd. '

10.4, Za dani teorem moZe postojati viSe razligitih demonstracija, fak i
onda ako na demonstraciju postavimo dodatni zahtjev 3°, da ne sadr?i suvisnih
¢lanova (tj. da prestaje biti denionstracijom, ake se iz niza izbaci bilo koji
¢lan ili grupa ¢lanova) te ako pored toga demonstracije koje se razlikuju samo
u poredaju &lanova u nizu jo¥ ne smatramo razli¢itim.

Navedimo jedan primjer gdje ovo nastupa: dat éemo dvije (i u takvom
uZem smislu) razli¢ite demonstracije teorema ((4 = A) = 4) = (4 = A).

Demonstracija 1

1. A= (4= A) Aksiom 1°(4|B)
2. (A=>(4 > A)>((4 > 4)>)>(4 > A)) Aksiom 3°(4=>4|8, 4|0)
3. ((A:A)‘:A):(A = A) Iz 1, 2. po D 7. 2°.

Demonstracija 11

1. (4 (4 > A)=>(((4 > A)=> A)=>(4 > A)) Aksiom 3°(4=>A4|B, 4|C)

2. (4 > A A)>(A>A4)) > (A=>4) Aksiom 2°(4=>A4|A4, A|B)

3. (A =>(4 > D)=>(((A4 > AH=> > Aksiom 3°(4 =>(A > A)| A4,
A=>AN)=>(((A=> A= >A> A) (4> 4)=> A)=>(4> 4)| B,
(A > A)>(A=>A > A)>(A>4)) (4> 4[0)

4. (A=>A> A>A > 4)=>

(4= )= (A=>(A>A)=>(4=> 4)) } 1z 1, 3. po D 7. 2°

5. (A =>(4A> A4)>(4d>4) Iz 2, 4. poD7. 2°

6. A=>(A4> A) Aksiom 1°(4|B)

7. A=> A4 . Iz 6, 5. po D7. 2°

8. (A= A)=>((A>A)> A)=>(A4 > 4) Aksiom 1°(A>A|A,(4d=>A)=>A4|B)
9. (A=>A4)>A)=>(A=>4) Iz 7, 8. po D 7. 2°,

Inade, i za ovaj primjer lako je uvidjeti da taj teorem sigurno nije aksiom
ni za koje znaCenje od A. Kad bi on naime bio aksiom za neko znadenje od
A, bio bi to neki aksiom implikacije. No odmah vidimo da nijedan od aksioma
1°,2°, 3° ne dolazi za to u obazir,

10.5. Vjezbe.

10.5.1. Napisi demonstraciju teorema a) (A& — A4), b) Ay — A,
c) =i~ A = A. (Uputa: usporedi primjere iz 8.9.)

10.5.2. Napi§i komentar demonstracije

1. A= By A
2.B=>By A



158 Logika sudova

3. (4=>BVA) > (B> BVvA)>(AVB=> BV A))
4, (B>By A)=>(AV B=>BV A)
5. AYB=> Bv4
6. B> AVB
7. A> AVB
8. (B>AV B)=>(A=>AV B)=>(BVA=>AV\ B))
9. (A=>AVB)=>(BVA=>AV B)
10. BVA=>AVB :
11. (AVB=>BVA)=>(BVY A=>AV B)=>(AV BBV A))
12, (BVA=>AV B)=>(AV BBV A) .
13. AV BBV A. . .
. (Rjesenje: 1. Aks. 8° (B| 4, A|B); 2. Aks. 7°(B| 4, A|B); 3. Aks. 9° (BV 4| C);
4.1z 1,3;5.122,4; 6. Aks. 8% 7. Aks. 7°; 8. Aks. 9°(B| 4, A|B, AV B|C);
9.1z 6, 8; 10, Iz 7, 9; 11. Aks. 12° (AV B| 4, BVA|B); 12. 1z 5, 11; 13.
Iz 10, 12.

10.5.)3. Definirajmo demonstraciju u Sirem smislu kao niz
formula kod kojeg za svaki- ¢lan vrijedi bilo moguénost 1° ili 2° iz D 7, bilo
je to 3° neki veé ranije izvedeni teorem (individualni ili shema).

DokaZi: a) Svaki ¢lan niza demonstracije u Sirem smislu je teorem (indi-
vidualni ili shema). b) Neka u demonstraciji u Sirem smislu 4, 4,, ..., 4,
od &lanova koji su teoremi dolaze samo formule 4;, 4, ..., 4;, i neka za
njih ve¢ imamo demonstracije (u obinom smislu) respektivne duljine od po
By, My .- 5 N, formula u nizu. Tada postoji demonstracija od 4, (u obiénom

smislu) sa ;‘, ny; + (k—m) Elanova (formula) u nizu.
j=1

11. DEDUKCIJE FORMULA

11.1. Definicija 8. Neka je A neki (najvise konacni) skup formula (indivi-
dualnih i shema). (Komacni) niz formula (individualnih i shema) A, B, ..., Z
zvat cemo dédukcijom od S iz A, ako je S element danog niza i ako taj
niz ima ovo svojstvo: Za svaki Elan niza vrijedi (barem) jedna od ovih moguénosti:

1° N je aksiom (individualni ili shema), :

2° N je jedna od formula (individualna ili shemd) od A,

3° U nizu postoje ispredN. élanovi K i L, takvi da je L=K = N,

Ako postoji dedukcija od S iz A pisat éemo A} S; znak ,,| &itat éemo
»vodi do*. Umijesto o dedukciji od S izA pisat ¢emo takoder o dedukciji
A;-S. Tovdje bi (usporedi analognu napomenu na kraju 10.3.) bilo korektnije
govoriti o dedukciji koja pokazuje da je AL S.

Svakoj dedukciji takoder pripada komentar kao i svakoj demonstraciji.

I ovdje vrijedi analogna napomena kao uz definiciju demonstracije: Dani
niz (koji je dedukcija) je dedukcija svakog (bilo kojeg) svojeg &lama (a- ne
moZda samo posljednjeg). Nasa definicija zgodnija nam je od uobifajenije (gdje
se dani niz smatra dedukcijom samo posljednje formule u nizu) radi kasnijih
razmatranja (usp. npr. poglavlje 12. ili dokaz u 14.7.).
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11.2. Istaknimo da po D8. 2° nije dozvoljeno da S bude neka formula
koja nastaje wvrstavanjem formula (individualnih i shema) u neku od shema
formula iz A, ve¢ S smije biti jedino formula (individuaina ili shema) koja je
sama element od A. (Za razliku od toga po D8. 1° S smije biti koja god
formula koja nastaje wvrstavanjem formula — individualnih i shema — u neku
shemu aksioma, kao i u D7. 1°; usp. napomenu u zagradama iza D é6a. 1°.)
Razlog za ovu restrikciju bit ée jasan kasnije. Uostalom, lako je uvidjeti da bi
bez ikakve restrikcije na D 8. 2° (tj. ako bi se njome dozvoljavale i formule
koje iz elemenata od A nastaju uvritavanjem) sama D 8. postala iluzorna: Neka
je A=A, tj. A se sastoji od jedne sheme formula A. Tada bi

1. B Zamjenom B 7a A u elementu
od A (po D8. 2° nedozvoljeno!)
bila ,.dedukcija* A B, tj. iz sheme 4 kojom je dana bilo koja (svaka) formula,
mogla bi se ,,deducirati** shema formula B, kojom je opet dana bilo koja druga
(svaka) formula!

U pogledu pitanja o jednoznaCnosti komentara dane dedukcije i jednozna-
&nosti rekonstrukcije dedukcije za dane A, S vrijedi analogno onome, §to je o
tim pitanjima reeno za demonstraciju.

11.3. MoZe se postaviti pitanje kada uz dane A, S vrijedi AR-S, tj. koji
je kriterij odluke da li za danu formulu postoji dedukcija iz danog skupa for-
mula. Teoremom dedukcije- (usp. 13.) ovaj ée problem biti sveden na pitanje
kada je dana formula logike sudova teorem logike sudova (usp. i 8.6.).

11.4. D 7. moZemo smatrati posebnim slucajem D 8: Ako je u posijednjoj skup
A prazan, dedukcija se specijalizira na demonstraciju. Takoder je jasno da, ako
vrijedi | S, vrijedi i A|-S za koji god skup formula (individualnih i shema) A,

11.5. Za dedukciju formula (individualnih i shema) iz skupa formula
(individualnih i shema) vrijedi sliéna napomena kao §to smo je u 8.4. naveli
za izvode teorema (individualnih i shema):

Pretpostavimo da smo pomoéu D 8. dokazali A-S. U A, S neka dolaze
(najviSe) simboli logike sudova (od varijabla x, y, ...) i znakovi za formule
A, B, ... Ako su tada X, ¥, ...; K, L, ... kojegod formule (individualne i
sheme) bit ée i
37 AX|x, Y|y, ...; K|4, L|B, .. )SX|x, Y|y, ...;

K|A4, L|B, ...),
gdje je A(X|x, Y|y, ...; K|A4, L|B, ...) oznaka za skup formula (indivi-
dualnih i shema) koje dobivamo ako u svakom elementu od A provedemo
navedene zamjene.

Da ovo uvidimo opet je dovoljno uoditi da ¢emo dedukciju od
S(X|x, Y|y, ...; K|4, L|B, ...) iz AX|x, Y|y, ...; K|4, L|B, ...)
dobiti iz dedukcije od S iz A ako u ovoj posljednjoj skroz od pocetka do kraja
(tj. u svakom Clanu niza formula — individualnih i shema — koji je odreduje)
provedemo zamjenu od x sa X, ysa Y. ...; A sa K, Bsa L, ... (Pritom ne
smeta ako veé¢ u pojedinim &lanovima niza koji daje dedukciju AL S dolaze
neke od formula X, Y, ...; K, L, ...).

Strogi dokaz provest ¢emo indukcijom po broju n ¢lanova niza formula
koji daje pretpostavljenu dedukciju Al-S.
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Baza indukcije. Za n=1, S moZe biti aksiom (individualni ili shema) ili
neki element od A, Tada je i S(X|x, Y|y, ...; K|4, L|B, ...) aksiom
(individualni ili shema) (u smislu 7.2)) ili element od A(X|x, Y|y, ...;
K\A, L|B, ...), pa (37) vrijedi za sve A|-S sa n=1.

Korak indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi-za sve dedukcije dane
nizovima koji sadrZe ne vie od k Clanova, a A-S neka je neka dedukcija
dana nizom od k+1 &lanova. Ako S nije posljednji ¢lan te dedukcije, onda
(37) vrijedi ve¢ po pretpostavei indukcije, jer tada postoji i dedukcija od S
iz A sa ne viSe od k &lanova. MoZemo dakle pretpostaviti da je S posljednji
élan u danoj dedukciji od n+ 1. &lanova. S je sada ili aksiom, ili element od
A ili pak u nizu postoje ispred njega &lanovi T i R=T=>S. U prva dva slu-
¢aja (37) vrijedi iz razloga kao u Bazi indukcije. U preostalom treéem sludaju
po pretpostavei indukcije postoje dedukcije : ,

AX|x, Y|y, ...; K|A, L|B, ..)-T(X|x, Y|y, ...; K|4,L|B, ..),
A(Xlx’ Yly’ R KIA’ LlB’ "')}_R(Xlx’ Yl)'. coer KIA’ L‘B, ...).
Ako nadoveZemo jedan na drugi nizove koji daju ove dvije dedukcije dobit
¢emo opet jednu dedukciju u kojoj ée medu &lanovima njenog niza formula

dolaziti '
T(Xix, Y|y, ...; K{A,L|B, ...) i R(X|x, Y|y, ...; K|4, L\B,...).
A kako je zbog R=T= S takoder i
R(X'x,Yiy, ...; K|A, L|B, ..)=T(X|x, Y|y, ...; K|A,L|B, ..)>
SX|x, Y|y, ...; K|A,L|B, ..)
moZemo ovu posljednju dedukciju po D8. 3° nastaviti .jo§ jednim &Elamom
S(X|x, Y|y, ...; K|A,L}B, ...) pa (37) opet vrijedi i u tom sludaju. —
Tvrdnja je dokazana.
11.6. Primjeri.

11,6.1. Neka je A=A => B, B> C (u simbolici teorije skupova pisali bi
A={4=> B, B>C}). Tada je

1. A>B . Element od A
2.(A>B)=>({(B>C)=>(4=>0)) Aksiom 3°

3. (B=20)=>A=>C0) Iz 1, 2. po D8, 3°
4 B=>C . Element od A

5. A=>C Iz 4, 3. po D8, 3°

dedukcija A > B, B->CIH A > C.
11.6.2. Neka je A=A=> B, A=>C. Tada je

1. A=> B Element od A
2. (A>B)=>(A>C)=>(4 > B&(C)) Aksiom 6°

3. A>C)>(A>B&() Iz 1, 2.

4 A=>C Element od A
5. A>B&C - Iz 4, 3,

dedukcija A:->8. A=>C-A=>B&C.
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11.6.3. Neka je A=A = C, B=> C. Tada je

1.4>C Element od A
2. A4>0)=>(B>C)>(4vEB=>0) Aksiom 9°
3.(B>C)>AVB=C) Iz 1, 2.

4. B> C Element od A
5. AvB=>C ) 1z 4, 3.

dedukcije 4 > C, B> CFAyvB=C.
11.6.4. Neka je A=A => B, B>A. Tada je

1. A> B : Element od A
2. (4= B)= (B> A)> (4= B)) Aksiom 12°
3. (B>A)>AoB) Iz 1, 2.

4 B> 4 Eleinent od A
5. A<>B , Iz 4, 3.

dedukcija 4 > B, B> AA<B.
11.6.5. Neka je A=A, —1 4. Tada je

1. .4 ] Element od A
2. A>(mA4A>B) Aksiom 13°
3. 4> 8B 1z 1, 2.

4. A4 Element od A
5.B 1z 4, 3.

dedukcija 4, -1 A ~ B.
11.6.6. Neka je A=A = B, A = — B. Tada je

1.A>B " Element od A
2.(d>B)=>({(4Ad=> " B)> 1 4) Aksiom 14°
3. (A> B> 4 Iz 1, 2.

4. A=> B Element od A
5. =4 Iz 4, 3.

dedukcija 4 => B, A= =B — A.
11.6.7. Neka je A=A4 = B, -1 A = B. Tada je

1. 4A>B8 Element od A
2. A=>B)>(4=>B)=>B) Aksiom 15°
3.(nW4A4=>B)>8B 1z 1, 2.

4 mA>B Element od A
5. B Iz 4, 3.

dedukcija A => B, 4 = B B.

11 Matemati¢ka logika
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11.7. Vjezbe.

11.7.1. PokaZi da je A => A A. (Rjefenje: Zbo i
demonstraciia 1 A > 4. Odatle je ] og 9.1. (16) postoji

1

2. ... Demon ij .
i } stracija |- A4 = 4
k+1) (4d=>4)=> (4 =1 A) = A) Aksiom 14° (4] B)
k+2) (4 :>—1A);>'ﬂA Iz k, (k+1)

k+3) A=>4 Element od A

(k+4) 4 Iz (k+3), k+2)

dedukcija A > A" A4)

11.7.2. Ako je A} F mora postojati (bar jedan) najkradi ni
(niz s najmanjim brojem ¢&lanova) koji je dedukcija od )F 1zj A'a j\k?)lzjef?;n:ula
prijed zadani (po volji veliki) prirodni broj, postoji li formula F, za kd'u ba-
kraéi niz, koji je njena dedukcija, sadrZi bar n Clanova? (Odgovo;: Da: sz?r:i;

npr. formulu
F=(...((avbVoV..)Vy)Vz

koja sadrii n razli€itih varijabla sudova a, b, ¢, . y, z Ko se uvi

‘e . o 96 ..., ), 2. La uvida da
dedukcija a—F ima bar 2n—1 ¢lan. Naprotiv, za z|-F postoji veé o
sa samo 3 &lana.) postoji ve¢ dedukcija.

12. NEKA SVOJSTVA DEDUKCIJE

12.1. Uzmimo da je A4, A-B, ..., A-M tj. da se i
(individualnih i shema) A moZe deducirati (konagan) skup fom\:fas(licgggﬁ)m:ilﬁ

i shema) ®={4, B, ... , M}. U tom slucaju moZemo o&ito konstruirati i
dedukciju iz A u kojoj ¢e medu Clanovima njenog niza formuis:;,nll)lirtai‘tls:«:ai‘i:,ru
mule 4, B, ... , M (npr. nadovezivanjem nizova koji daju respektivno deduk:

cije A4, A+B, ..., A-M). Tada ¢emo krace pisati A|-®. P,
nije opéenito prihvaéena, jer oznaka A-® kadSto znagi dl; se(?gla,:(;qzzzc{-‘a
elemenata od A moZe izvesti disjunkcija elemenata od ®.) Ovakvu ozna{m “;lge
trebljavat ¢emo i u- sluéaju kad je skup A prazan, dakle kad je ® -
(individualnih i shema). je ® skup teorema
12.2. Uz notaciju uvedenu u 12.1. dedukcija ima i ova svojstva:
“1° Ako je AD®, onda je AR-Q, :
2" Ako je A-® i A-Y, onda je i A-®UY,
3* Ako je AR® i ®Y, onda je i ALY (specijalno: . &
&%, onda je +Y; usp. 10.5.3.) (specijalno: ako je -® i
4*> Ako je A—-® i ®DY, onda je i AV,
5° Ako je Y i AD®, onda je i ARV,
6 Ako je Al-® i T+, onda je AUTH®UY.
7° Ako je A® i AN\I'-T, onda je i A\T'+® iialno: . o
i A0, onda je A\I'-®). NH® (specijaino: ako je -
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8 Ako je A-® i T, onda je AU\ ®)-V.
9° Ako je A4, A4, ...,0, A, onda je i Al-A,.

Svojstvo 9° omoguuje da umjesto A4A,, Ab-A4,,..., A, A, pifemo
krate ARA-Aq- .. .FA, HA,. Ako pritom A; (1< i <n) sadri vise od
jednog elementa, bit ¢e korisno — da ne bi doSlo do zabune — pisati &lanove
od A; npr. unutar viti€astih zagrada. (Inace bi npr. 4B, C—D mogli shvatiti
i kao oznake dviju dedukcija 4B i CI-D, a ne samo kao skradeno pisanje
dedukcija A+~ B,C i B,C-D.)

Dokaz svojstava 1° do 9°. 1° i 2° slijedi neposredno iz D 8. 3° uvidamo
ovako: Konaénu dedukciju A—Y dobivamo ako na dedukciju A~® nadoveZemo
dedukciju @V, s time da u ovoj posljednjoj uz &lanove niza koji imaju
komentar , Element od A“ ovaj komentar zamijenimo komentarom koji ista
formula ima u dedukciji A®. Sli¢no vrijedi i za ostala svojstva, no moZe ih
se i svesti na 1° do 3° ovako:

~ Ad 4°. Zbog svojstva 1° je @+ ¥ pa zbog svojstva 3° vrijedi i svojstvo 4°

Ad 5°. Zbog 1° je A pa zbog 3° vrijedi 5°. Posebno za @ =9 odatle
izlazi da se svaki skup teorema (individualnih i shema) moZe deducirati iz bilo
kojeg skupa formula — $#to je, uostalom, i direktno ogigledno.

Ad 6°. Prema 5° je AUT'-® i AUV odakle zbog 2° vrijedi 6°.

Ad 7°. Zbog 1° je A\T'}A\T, pa je po 2° A\TF (A—T)UT' DA,
Odatle zbog 4° i 3° vrijedi 7°. _

Ad 8° Prema 5° je AU\ PP, a prema 1° je AU\ DI-T\O.
Odatle je po 2° i 4° AU\ D)|-T, pa zbog .3° vrijedi 8°.

Ad 9°. Za bilo koji dani n 9° izlazi ako n— 1 puta primijenimo 3°. Da 9°
vrijedi za svaki » izlazi indukcijom.

12.3. Istaknimo jo§ ovu vaZnu okolnost: Svojstva dedukcije 1° do 9° su
takva da ne samo omogucuju da se iz postojanja jednih dedukcija zaklju¢i na
postojanje drugih, veé — u §to se je lako uvjeriti — iz danih dedukcija moZe se
uvijek — bar u principu — 1 efektivno konstruirati traZena dedukcija.

13. TEOREM DEDUKCIJE

13.1. U 9. smo imali prilike vidjeti ‘da direktno dokazivanje teorema na
osnovu D6a. ne mora uvijek biti sasvim lako. Veé pralenje gotovog izvoda
moZe biti donekle tegobno, a pogotovo to vrijedi za njegovo iznalaZenje.
Teorem dedukcijel koji éemo izvesti u ovom poglaviju i pravila
dedukcije koja éemo izvesti u iduéem omoguéit ¢e mnogo jednostavnije i
prirodnije (tj. blie sadrZajnom, ne-formaliziranom zaklju¢ivanju oko odgovara-
juéeg teorema o sudovima) izvodenje teorema (individualnih i shema) logike
sudova. Pomocu pravila dedukcije bit ée moguce posredno zakljuditi da posto-

! QOvdje rije¢ ,teorem* dakako ne u.imamo u smislu D 6. ili 6a, véé u njenom u
matematici inae uobi¢ajenom smislu. Teorem dedukcije za nas ovdje nije teorem formaine
matematitke teorije koju izgradujemo (tj. logike sudova), ve¢ meramatematicki teorem (sadrajne)
teorije pomocu koje izgradujemo i ispitujemo logiku sudova. Kradée redeno, teorem dedukcije
nije teorem logike sudova nego je to teorem o logici sudova.

in*
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ji demonstricija nekog teorema ili dedukcija neke formule iz drugih, i to tako
da bi je — bar u principu — mogli i efektivno konstruirati, a da neée biti
potrebno da tu demonstraciju odnosno dedukciju zaista u potpunosti i fakticki
provedemo (3to bi Cesto bilo vrio tegobno).

Teorem dedukcije, koji je i principijelno od osnovne vaZnosti, glasi:

Neka su A i B dane formule (individualne ili sheme) a A neka je neki
dani skup formula (individualnih i shema). Tada vrijedi: :

Ako je A, A\—B, onda je At A=>B.

Rije¢ima: Ako postoji dedukcija od B iz AJU{A}, onda postoji i deduk-
cija od A>B iz A,

13.2, Na ovom mjestu vrlo je vaZno posebno istaknuti ovo: Ako bismo
pokusali ,,sadrfajno interpretirati tvrdnju teorema dedukcije, mogli bismo
moZda pomisliti da je ona u ovome: Ako A i 4 zajedno poviade B, onda A
sam povla&i da A povladi B. Ovo se &ini ,,trivijalno‘. Medutim, kod toga smo
Sutke intendirani smisao od => i od |- poistovjstili respsktivno sa onim koji
je za te simbole implicitno karakteriziran na$im definicijama 5, 7. i 8. Razu-
mije se da tako neSto nije dopustivo, pogotovo dok jo¥ ne znamo koja svojstva
implikacije stvarno jesu obuhvacena s D5. 1°—3°. Ako ovo imamo na umu
bit ¢e nam jasno da tvrdnja teorema dedukcije nipoSto nije trivijalna.

13.3. Dokaz teorema dedukcije koji ¢emo dati bit ¢e ne samo egzistenci-
jalan ve¢ i konstruktivan, tj: Citav dokaz teorema dedukcijs bit ée voden tako
da ¢e njime biti omoguceno ne samo da iz A, A B zakljudimo na A}l-A4 =5 B,
ve¢, pored toga, ako je dedukcija A, A |-B dana (fakti¢ki ili bar u principu),
naf dokaz teorema dedukcije omogucuje (bar i principu) i konkretnu konstruk-
ciju dedukcije Ai-A4 = B. Pri toms ne smatramo bitnim §to bi kod pokusaja
prakticke provedb: skroz ove konstrukcije Cesto naili na veliks ili &ak jedva
savladive poteSkoce (naime, vrlo bi brzo dofli do dugih izraza i dedukcija s
ogromnim brojem &lanova u nizu, koje ve¢ zbog ograniéene kolitine papira i
vremena koje imamo na raspolaganju moZda ne bismo mogli sve ni ispisati).
Osnovno je, kao to smo rekli, da takva moguénost konstrukcije u nagelu
postoji ~— ovo je za nas osnovno stoga jer logiku sudova Zelimo izgradivati
strogo finitno. Kao primitivnu ilustraciju okolnosti o kojima ss ovdje radi
spomenimo da npr. — stoje¢i na strogo finitnom stajaliftu! — neéemo pri-
govoriti tvrdnji, da se u principu efektivnim iteriranim pribrajanjem jedinice
moZe dosc¢i kako god veliki unaprij:d odredeni broj n, iako vjerojatnu nikom
sa zdravim razumom ne bi palo na pamot da to provj:ri i stvarno provede
npr. za 101",

Istaknimo takoder da ¢emo u dokazu teorema dedukcije (bilo direktno
bilo indirektno) od aksioma upotrebiti samo one iz grupc ->-aksioma, tj.
D 5. 1° do.3".

! Ovdje ne moZ:m> ulaziti u diskusiju kiky bi ovo pilanje izgledilo parsmatrany sa
tzv. ultraintuicionistitkog stujalifta kakvo je zauzeto u nekim novijim radovimy npr.
profesora Jesenjina-Volpina, :
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Prelazimo na dokaz teorema dedukcije. Provest ¢emo ga indukcijom po
broju &lanova niza koji &ini pretpostavijenu dedukciju A, 4 B,

Baza indukcije. Treba pokazati da teorem dedukcije vrijedi ako niz pret-
postavljene dedukcije A, A B ima samo jedan d&lan. Bududi da ovdje sludaj
D 8. 3° ne dolazi u obzir, dovoljno® je provjeriti sludajeve D 8. 1° 1 2°

«) Nastupa sludaj 1°, tj. pretpostavljena dedukcija A, A+=B ima oblik

1. B Aksiom n°,
Tada tra¥enu dedukciju A-A4 = B moZemo konstruirati ovako:
1. B Aksiom n°
2. B> (4= B) Aksiom 1°(B|A, A|B)
3.A4>B Iz 1, 2.
B) Nastupa slu€aj 2°, tj. pretpostavljena dedukcija A, A-B ima oblik
1. B Element od AU {4}.

Ovdje razlikujemo dvije moguénosti: 1) BE A, 2) B= A. U prvom slu-
¢aju traZena dedukcija dobiva se analogno kao gore pod «) s jedinom razlikom
§to ¢e sada komentar uz prvi ¢lan niza biti ,,Element od A* umjesto ,,Aksiom »n°*,
U drugom slucaju posljednji ¢lan niza traZene dedukcije treba biti 4 = 4. Po
9.1. (16) to je teorem pa po 10.3. postoji demonstracija - A = A dakle po
11.4. pogotovo postoji i traZena dedukcija Ai—A = A.

Korak indukcije. Pretpostavimo da je teorem dedukcije ispravan ako
pretpostavijena dedukcija ima najviSe k (k> 1) €lanova. Neka je sada A, A B
pretpostavljena dedukcija koju Cini neki niz od k+1 ¢lanova'. :

Oznadimo opéenito r-ti &Jan niza. pretpostavljene dedukcue sa B, (Byy=B).
Ona dakle ima oblik

1. B,

2. B,
(398) ;

k. .Bk

k+1)B

s odgovarajuim komentarom. Po pretpostavci indukcije postoji dedukcija
Al-A = B, oblika

1. ...

m, 4= B,
(39) ;
my, A> B,

my A'—‘>Bk

! MoZemo pretpostaviti da je B njen posljednji &lan (usp. 11.5.).
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s odgovarajuéim komentarom. Pokazat éemo da se. ova moZe produl_utl do
dedukcije A-4 = B.

Ovdje ¢emo razlikovati 4 sluéaja: «) B je aksxom By B€A, ¥) B=4
3) u (38) postoje &lanovi B,, B, takvi da je B,= B, = B.

U sludajevima «) do y) moZemo zaklju&ivati analogno kao u ba21 indukcije.
(1li, moZemo zakljudivati ovako: ako ne nasfupa sludaj 3), postoji i jednotlana
pretpostavljena deduku_;a A, A B pa po pretpostavci mdukcue postoji i dedukcija
A-A=>Batoje traiena dedukcija.)

Preostaje slutaj 3). Prema 9.11. (36) vrijedi
(40) " . FFy(B]B B|O),

pa se po 10.3. niz (39) moZe produljiti demonstracijom (40). Tlme dobivamo
dedukciju iz A oblika

1. ...
(41) m A= By .

m. (A:$ B,) = (A (B, = B)) > (4 > B))

s odgovarajuim komentarom.

No po pretpostavci u (38) dolaze &lanovi- B, i B,= B, = B. Znali u
(39) — pa stoga pogotovo u produljenju (41) od (39) — dolaze ¢&lanovi
A=> B, i A> B,=A = (B, > B); neka prva od tih formula dolazi npr. kao
m,-ti, a druga kao mgti &lan niza (41).

Dedukciju (41) iz A moZemo dakle jod produljiti sa

m+1) (4> (B, >B)>(4>B) Iz m,, m.

(m+2) A>B Iz mg, (m+1).

— i tako dobivamo traZenu dedukciju A|-4 = B.

Citaocu se preporuéa,.da ovaj postupak provede za neke jednostavne
konkretne dedukcije A, A|-B (izuzev moZda dio u (41) od {m+1)-tog do
(m — 1)-tog retka, jer bi to bilo vrlo tegobno), time ¢e mu metoda i smisao
provedenih razmatranja postati bliZi i prozirniji.

14. PRAVILA DEDUKCIJE

14,1, U ovom poglaviju izvest éemo nekoliko pravila o dedukciji teorema
(individualnih i shema) iz skupa teorema (individualnih i shema).

Ona od njih koja ée biti oblika ,,Vrijedi A 4 zvat emo direktnim
pravilima dedukcije, a one oblika ,,Ako je A4, onda je I'|-B* zvat ¢emo
pomodénim pravilima ' dedukcije. (U proflom poglaviju dokazani teorem
dedukcije je npr. jedno od pomocnih pravila dedukcije.) Pomoénim pravilima
dedukcije zvat ¢emo i ona s dvije premis¢, oblika ,,Ako je Al-4 i ' B,
onda je Al C-. )
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Pored klasifikacije na direktna i pomoéna podijelit éemo pravila dedukcije
inapravila introdukcije (uvodenja) i pravila eliminacije (isklju-
& e nja) operatora. Od direktnih bit ¢e pravila introdukcije ona, koja zdesna od znaka
+ eksplicitno sadrZe neki operator, a pravila eliminacije ona, koja taj operator
sadrZe slijeva od . Od pomoénih bit ée pravila introdukcije ona koja u re-
zultirajuéoj dedukciji zdesna od |~ sadrZe eksplicitno neki operator ili ga
sadrZe u pretpostavijenoj dedukciji slijeva od |-, a — obrnuto — pravila eli-
minacije bit ¢e ona koja takav operator sadrie slijera od ~ u rezultirajudoj
dedukciji ili zdesna od | u pretpostavijenoj dedukciji.

Istaknimo da éemo u dokazima pojedinih pravila introdukcije i eliminacije
bilo posredno bilo neposredno od aksioma pored —=-aksioma upotrebiti samo
aksiome iz grupe onog operatora na koji se introdukcija ili eliminacija odnosi.
" Takoder ¢e — kao $to smo ve¢ istakli u 13.1. i ovdje razmatranja biti
takva da u principu omoguéuju konstrukciju traZene dedukcije (bilo direktno
bilo iz pretpostavljenje veé prema tome radi )i se o direktnom ili pomoé¢nom
pravilu dedukcije).

14.2. Pravilo =-introdukcije je pomocno i glasi
Ako je AjA |- B, onda je A —A=B.
Ovo je u proflom poglavlju dokazani teorem dedukcije.

14.3. Pravilo =-eliminacije je direktno i glasi

A, A>B|B.

Dokaz ovog pravila izlazi izD 8. 2° i 3°:

1. 4 Element.o_d A, A=> B
2.A=>B Element od 4,4 => B
3. B ' Iz 1, 2.

14.4. Pravilo &-introdukcije je direktno i glasi

: A, B A&B.

TraZena dedukcija dana je sa .

1. A4 Element od A4, B

2. B : Element od 4, B

3. A>(B>4) Aksiom [°

4. B>(B>B) Aksiom 1° (BiA)
5.B=>4 ' : Iz 1, 3.

6. B> B Iz 2, 4.

7. (B>A)>(B=>B)>(B=>A&B) - Aksiom 6°(B|A, A|B, B\C)
8. (B=>B)>(B=>A&B) Iz 5, 7.

9. B> A&B 1z 6, 8.

10. A& B 1z 2, 9.
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14.5. Pravila &-eliminacije su direktna i glase

A& B A, A&B}| B,
TraZene dedukcije dane su sa

Prva dedukcija: 1. A&B Element A& B
2. A&B=> 4 Aksiom 4°
3. 4 Iz 1, 2.

Druga dedukcija: Analogno, uz aksiom 5° umijesto aksioma 4°.
14.6. Pravila V/ -introdukcije su direktna i glase
A AVB, B AVB.
TraZene dedukcije dane su sa

Prva dedukcija: 1. 4 Element 4
2.A>AVB Aksiom 7°
3. Ay B Iz 1, 2.

Druga dedukcija: Analogno, uz aksiom 8° umjesto aksioma 7°.
14.7. Pravilo V -eliminacije je pomoéno i glasi
Akoje Iy AC i I, B~-C, ondaje T, AVB|C.

TraZenu dedukciju dobivamo ovako: Najprije po teoremu dedukcije nala-
zimo dedukciju ['}— A4 = C i dedukciju I'—~ B = C, a ako ove nadovefemo
jednu na drugu, dobivamo dedukciju I' - 4 = C, B = C dakle pogotovo de-
dukciju T, AVB+-A4=>C, B=>C. Uzmimo da ua ovoj posljednjoj 4 > C
dolazi npr. kao r-ti a B= C kao s-ti €lan njenog niza formula. Tada posljednju
dedukciju moZemo nastaviti sa (¢ je max(r, 5)):

t+1) A=>C)=>((B>C)=>(AVB=>C))  Aksiom 9°

(t+2) (B=>C)=>(AVB=>C) ‘ Iz 1, (t+1)

(t+3) AVB=>C Iz s, (t+2)

(t+4) Ay B Element od I'U{4vy B}
(t+5) C Iz (t+4), (t+3).

14.8. Pravilo <>-introdiikcije je pomoéno i glasi
Ako je I'A+—~B i I', B-A4, ondaje '} A<B

Tra%enu dedukciju dobivamo ovako: Najprije po teoremu dedukcije nala-
zimo dedukcije
F'4=>B i T}-B=> 4,

pa ako ove nadove’emo jednu na drugu, dobivamo dedukciju T'|- 4 = B,
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B=>A. U drugv ruku, u 11.6.4. nasli smo dedukciju4 = B, B= 4 |- 4 < B.
Po 12.2.3° odatle izlazi ' —~ 4 < B.

'14.9. Pravila <>-eliminacije su direktna i glase
A, A<>B B, B, A<BH A
TraZene dedukcije dobivamo ovako:

Prva dedukcija: 1. 4 Element od 4, A< B
2. A= B Elemén,t od A, A B
3. (A< B)=>(4A>B) Aksiom 10°
4. A>B -1z 2, 3.
5. B Iz 1, 4.

Druga dedukcija: Analogno, uz aksiom 11° umjesto aksioma 10°.
14.10. Pravila —-introdukcije su pomoéna i glase

Ako je T, A~ B i ', A} B, onda je T |- — A4;
Ako je 'y A B i ', " A\ B, onda je I' - B.

(Prvo od tih pravila moglo bi se po nafoj konvenciji klasmcnratl i kao pravilo
—-eliminacije.)

Radi razlikovanja zvat ¢emo prvo od navedenih prav1la pravilom slabe
—-introdukcije, a drugo pravilom jake —i-introdukcije. (MoZe se pokazati
da—uz odgovarajuéu interpretaciju—prvo pravilo vrijedi i intuicionistiki, dok
drugo vrijedi klasiéno ali intuicionisti¢ki ne.)

TraZene dedukcije dobivamo ovako:

Slaba —-introdukcija. Najprije po.teoremu dedukcije nalazimo dedukcije
'k4=>Bil'l-4= — B, pa ako ove nadoveemo jednu na drugu, dobiva-
mo dedukciju I' -4 => B, 4 > —1 B, U drugu ruku, u 11.6.6. nasli smo de-
dukciju 4 > B, A > B |- 4. Po 12.2.3° odatle izlazi ' - —1 4.

Jaka --introdukcija. Najprije opet po teoremu dedukcije nalazimo deduk-
cije'A=>BiTI'l- 4> B, paako ove nadoveZemo jednu na drugu, dobi-
vamo dedukciju '~ A=> B, —4=>B. U drugu ruku, u 11.6.7. nasli smo
dedukciju A = B, — 4 = B |- B. Po 12.2.3° odatle izlazi T' |- B.

14.11. Pravila —-eliminacije su direktna i glase
A, A~ B, AR A

Radi razlikovanja zvat ¢emo opet prvo od navedenih pravila pravilom
slabe —-eliminacije, a drugo pravilom jake —i-eliminacije. (I tu se moZe
pokazati da — uz odgovarajuu interpretaciju — prvo pravilo vrijedi i mtun-
cionistidki, dok drugo vrijedi klasi¢no ali intuicionistieki ne.)

TraZene dedukcije dobivamo ovako:

Slaba —-eliminacija dokazana je u 11.6.5.
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Jaka -~-eliminacija. 1zvedimo najprije ove dedukcije:
AF""A> A, Al ADA.
Prva dedukcija: »
1. A Element A

2. A (M A > A4) Aksiom 1°(—— 4| B)
3. A=A Iz 1, 2.
Druga dedukcija:
| Element — 4
2. M A (A A) Aksiom 13°(—4]|4, A|B)
3, " A=> A Iz 1, 2.

Iz dobivenih dedukcija zaklju¢ujzmo po pravilu jake —-introdukcije na deduk-
ciju -4 > A dakle pogotovo na dedukciju A1 A= 4. Ovu
posljednju (uzmimo da ima k &lanova u nizu formula i da je —=— A4 = 4 njen
npr. s-ti’ &lan) nastavimo ovako:

k+1) 74 Element m1— A4
«k+2) 4 Iz (k+ 1), s.

15. NEKI VAZNIJI TEOREMI LOGIKE SUDOVA

15.1. U ovom poglavlju skupit éemo niz (shema) teorema logike sudova,
od kojih ¢e neki biti aksiomi, neki ranije dokazani teoremi a preostale éemo
dokazati ovdje. Pored teorema bit ¢e u ovom poglavlju skupljene i neke vaZnije
dedukcije oblika A — A4; to dakako nisu teoremi u smislu D 6a, (to nisu fak
ni rij=&i logike sudova jer sadrZe znak ) veé su to metamatemati€ki teoremi,
Analogno dakako vrijedi i za teoreme napisane u obliku -4; sama formula 4
ovdje oznaduje tcorem logike sudova, dok je izraz |- A4 metamatematitki ,,teorem*,
naime krae napisana izreka ,,4 je teorem logike sudova‘‘.

Pojedini teoremi i dedukcije koje dolaze bit ¢e razvrstani u grupe prema
operatorima koji se eksplicitno pojavijuju u odgovarajuéim shemama. U posljzd-
njem odjzljku bit ée skupljeni teoremi i dedukcije koje eksplicitno sadrie kon-
stante logike sudova. Citalac neka naro&ito obrati paZnju na to, da ¢emo kod
dokazivanja tih teorema — bilo posredno bilo neposredno — upotrebljavati od
aksioma samo aksiome implikacije i one grupe (odnosno onih grupa) aksioma
koji se odnose na te operatore koji se u dotinim shemama eksplicitno javljaju
(te aksiome konstanata ako se i one javljaju). Npr. kod dokaza ,,=> &-deduk-
cije'* A=> B A& C > B&C bit ¢e upotrebljavani samo aksiomi implikacije
i konjunkcije, a kod dokaza ,,&V <>-teorema* |—-AVB&C(AVB)&(AVC)
nefe nigdje. biti upotreblijeni aksiomi negacije niti aksiomi konstanata, ’

Pojedine izvode redovno nefemo provoditi detaljno veé¢ ¢emo dati samo
konciznu skicu ‘dgovarajuée demonstraciie ili dedukcijs u obliku njenog skra-
¢enog komentara,” ali ¢e to biti uinjeno na takav nadin da &itava rekonstruk-
cija izvoda &itaocu ne bi smjela &initi poteskoéa. Upotrebljavat éemo jos i ovu

-
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kraticu: Ako na dedukciju A - ® zakljulujemo na osnovu pravila, teorema ili
aksioma P, pisat ¢emo kratko A | [P]®. Specijalno, ako je P=F(K|4, L|B,..))
a zamjene od 4 sa K, Bsa L,... su takve da se moZe pretpostaviti da se
tako ogito nameéu da ¢e ih ¢italac lako sam pogoditi, pisat éemo kadSto
umjesto P samo F. Pravila 12.2. 1° do 9” redovno éemo upotrebljavati Sutke.

15.2. =-teoremi i dedukcije

1°°A—~B=>4

2 A BI-(B=>C)=>(4=>0)

3° A>B, B>CHA>C

4° A=>(B=>C)-B=>(4=>C)

5° A>BH(C>4)=>(C>B)

6° A=A

7° A=>(B=>4)

8° ({(A>B)>A4)>4

9° -(A=>B)=>(B=>C)>(A=>0)

10° —(A=>(4=>B)>(4>B)

11° (A= B)=>A)=>(A=>B)=>B)

12° FA=>(A=>B)=>B)

13° -(A=>(B=>C)=>(B=>(4=>Q))

14° (A=>(B=>C))=>(A=>B)=>(4>C))

< 15° (= (A=>B)=>(A=>(B=>C)=>(4A=>0)

16° —(A=>B)=>(A=>C)>(A=>(B>0))).

Dokaz. 1°: Aks. 1°, =>-elim; 2° Aks. 3°, =-elim; 3° 2°, =-elim; 4°
9.5. (24), =>-elim; 5% 9.6. (26), =>-elim; 6°: 9.1, (16); 7°: Aks. 1°; 8°: Aks. 2°;
9% Aks. 3°; 10° 9.1. (14); 11°: 9.2, (18); 12°: 9.3. (20); 13°: 9.5. (24); 14°

9.10. (34); 15 9.11. (36); 16% A= B, A=>C[19] B=(Ad= C)[4°] A= (B=>C),
=>- mtr

15.3. &-dedukcue

1° A-A & A 5° A, B—A&B
2° A&A-A 6° A& B-B& A
3° A& B-A 7° (A& B)& C~A & (B& C)
4° A& BI"B 8° A& (B&C)—(4&B)&C.

Dokaz. 1° &-intr; 2°: &-elim; 3°: &-elim; 4°: &-elim; 5°: &-intr; 6°:
A&B - B A, &-intr; 7 (A&B)&C |~ {A&B, C} I~ {4, B, C} - [&rintr
{4, (B&C)}I-—A&(B&C), 8°: analogno.
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" 15.4. v -dedukcije

1° A-Av A 5 AVB-BVA

2° AVA-A 6° (AVvB)VCI-AV(BVC)
3° AH-AVB 7 AV(BVOI-(4VB)VC.
4 B-AVB

Dokaz. 1° V\ -intr; 2°: Aj—A, A A, \-elim; 3°, 4% v -intr; 5°: B4V B;
A-AV B; V-elim; 6°: A-AV(BVC); BBV C-AV(BVC); V-elim: AV B
Ay BVC), C-BVCIHAV(BVC); V-elim; 7°: analogno.

15.5. <>-teorem i dedukcije

1° A=A 5° A<B, B-A

2° A©>B—-B<A 6° A B (A C)(B0)
3° 4B, Be&>CHA<C 7° A< BI-(C>A)<>(C<>B).
4° Ac>B, A-B

Dokaz. 1°: A-A; A A; o-intr; 2°. A< B, B—A; A< B, A\—B; <-intr;
3% AoB, BoC, A{B, B&CY-C, AwB, BoC, CH{B, Ao B} -4;
o-intr; 4°, 5% <-elim; 6% AB, ACH-[155.2°] (Bod, AoC) |+
[15.5.3°} B=C; A<>B, B<>C-[15.5.3°] A< C; <-intr; 7°: analogno.

15.6. —-dedukcije v

1° 44 2° A, "A-B 3° A-1A.

Dokaz. 1° Jaka —-elim; 2° slaba —-elim; 3% A, A}A4; 4,0 Al 4;
slaba —-intr: A —.(—14).

15.7. = &-dedukcije

1° A>(B=>C)-4& B=>C 3 A>B}-A&C=>B&C

2° A&B=>CHA=>(B=>0) 4° A>B-C&A>C&B.

Dokaz. 1°: A=>(B=>C), A& BI-{A=>(B=>C), A, B}|-C; =>-intr; 2> 4 &
B=C, A, B—-{A&B, A&B:$C}}—C; =-intr; =-intr; 3% A=>B, A&C |-
{A=>B, A, C}+{B, C}-B&C; =-intr; 4° A=>B, C& A-{A=B, C, A} -
{C, B} -C & B; =>-intr. '

15.8. = V -dedukcire
1° A>C, B=>CH—AVYB=>C 2° A>BR--AVC=>BYC
3° A B|-CVA=>CVB.

Dokaz. 1°:'Aks. 9°, =>-elim; =>-elim; 2°: A > B, A-B}-ByC; A>B,
CHByC; V-elim: A =B, AVC}|-BYC; =-intr; 3° analogno. ' ‘
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15.9. = <>-dedukcije

1° 4> B, B>A-A<B A B (C>A4)=(C>B)
22 A>BH-A> B 6° A-(Ad=>B) =8B
3 A<B-B=>4 7 B-(A=>B)<B.

4 ASB(4>C)(B>C)

Dokaz. 1°: Aks. 12°, =>-elim; =-elim; 2°: Aks. 10°, =>-elim; 3°: Aks. 11°,
=-elim; 4°: A>B, A>C|{B=>4,4>C}-B=>C; A>B, B>CH{d>
B, B> C}|-4=> C; <-intr; 5°: analogno; 6°: 4,4 = B} B;'A4, B|-[15.2.
1°(B|A, A|B)]A = B; <-intr; 7°: B,4 = B}|- B; B, BI-A = B; <-intr.

15.10. = —1-teoremi i dedukcije

1° mA}-A=>B 5 A>B—-8>—4
2°A+-"A>8B 6° "A>B-—BA
3 4 >4 7" A>"1B-B=>—4
4° |- A A4 8° A> B B>A.

Dokaz. 1°: Slaba —-elim; =-intr; 2°: slaba —-elim; =-intr; 3°: 15.6.
3°, >-intr; 4°: 15.6.1°, =-intr; 5°: A => B, -1 B, A B, —1 B; slaba —-intr:
A=>B, "1 BI-d; >-intr; 6°: —A4 > B[15.10.5° (14| A)] 7 B=>—14;
15.10.4°;,7°: A >—1B,B, A~ B, —1B; slaba —-intr: 4 => 1B, B~ —A4; =-intr;
8% 414 > 1 B -[15.10.7° (—A]A)]) B > 14; 15.10.4°.

15.11. & \/ -dedukcije '
1° A& BYC) - (A&B)V(A&C) 5° AV(A&B) -4

2° (A& B)V(A&C) A& (BVC) 6° AAV(A&B)
3° AV(B&C) - (4VB)&(AVC) 7" A&(AVB) A
4° (AVB)&(AVC) AV (B&C) 8° AA&(AV B).

Dokaz. 1°: A, B-A&B|- (A& B)V(4&C); A,CHA&C} (4&B)V
(A&C); v-elim: 4, BYCI(A&B)V(A&C); A&BVC)—4, By C; 2%
A&B|-{4, B} - {4,BVC} A& (BVC);A&CI-{4,C}—{4,BVC} - A&
(BV C); Velim; 3°: A — {AV B, AVC} (A B)&(AV C); B&C |~ {B, C}}~
{AVB, AVC} - (4VB)&AVC); v-elim; 4°: A4, C-AV(B&C); B, CH
B&CH-Ay(B&C); v-elim: AV B, C-Ay(B&C); AV B, A—A-AV(B&C);
V-elim: AV B, AVC AV (B&C);(AVB)&(AVC) AV B, A/ C; 5°: A 4;
A& B-A4; V-elim; 6°: V-intr; 7°: &-elim; 8% A - {4, AVB} A& (AVB).
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15.12, & <>-teoremi i dedukcije
1° Ao A& A4 4 A>B-A&C)=(B&C)
(A& B)<>(B& A) 5 A B (C& A) > (C&B)
P ~UERECAL(B&O) 6° A+-A& BB,
Dokaz. 1° 15.3.1° i 2°, w-intr; 2° 15.3.6° i 6° (B| 4, 4| B), <>-intr;
3°: 15.3.7° li 8°, <>intr; 4°: A< B, A&C {Ad<> B, A, C} |- [15.5.4°] {B,
C}+ B&C; A<>B, B&C- {4 B, B, C} |- [15.5.5°] {4, C} -4 & C; <>-intr;
5° analogno; 6°: 4, A& B |- 'B; A, B~ A & B; <-intr.
" 15.13. & —-teorem
1° (A& 4).
Dokaz, 1°: A& — A A, — A4; slaba —-intr.
15.14. \/ <>-teoremi i dedukcije
I° mAd<wdvd 4 A B (AVC)<>(BVC)
2° LAVBe> BV A '5° 4> B (CVA) <> (CVB)
3 - (AYB)VC < AV(BVC) 6 A-AVBA.
Dokaz. 1° 15.4.1° i 2°, co-intr; 2% 15.4.5° i 5°(B|A, A|B), <-intr;
3°: 15.4.6° i 7° <o-intr; 4°; A< B, A|-[1554°] B By C; A= B, C}-
By C; y-elim:- A«<>B, ANCHBVC; analogno A<« B, By CHAVC;
~v-intr; 5°: analogno; 6°: A, AV B\ A; A, A AV B; <>-intr.

Napomena. Zbog 15. 12.3°, 15.14,3° i 15,5, moZemo ubudude i u logici
sudova izostavljati zagrade kod viSestrukih konjunkcija i disjunkcija, a zbog
15.12.2° i 15.14.2° moZemo u takvim izrazima takoder po volji permutirati
¢lanove — ukoliko nam nije stalo da skraenom notacijom jednozna&no odre-
dimo konstrukciju formule u pitanju, ve¢ samo da (kakva god rekonstrukciju
formiranja te formule odabrali) vrijedi odgovarajuéi teorem ili dedukcija. Zbog
teorema transformacije logike sudova (usp. 16.) vrijedi isto i za sloZene izraze
u kojima kao komponente dolaze visestruke konjunkcije ili disjunkcije.

lS 15. \/™-teorem i dedukcija

¢ }—<A\{__jﬁA 2° MB, AVBA. _
Daka\z.ml": A—-Av —A; —A—AV A; jaka —-intr; 2% B, AH-A4;
-B, B}-[15.6.2°) 4; V -elim. e -

15.16. < —-teorem i dedukcije

V1 Ao A 2° AcoBlmA<c>mB 3 A<:—Bl-BesA.
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Dokaz. 1% 15.6.1° i 3°, <-intr; 2° A>B|-[159.2° i 3°|{4=>B, B>
A}F[1510.5° i 5°(B|4, A|B)]{—1B=>4, "d=>—1B} |- [159.11 A= B;
3 4> B {A=> 1B, B=>A) -[15.10.7° i 6°]{B=> 14,114 B} |- Be> A

15.17. = & <>-teorem

1° (4<>B)<>(A=>B) & (B= A). _

Dokaz. 1°: 15.9.2° i 3°; &-intr: A<> Bl (A=>B)& (B=>A); (A=>B)&
(B=>A)-{4>B, B>A}}|-[159.1°| A<> B; <>-intr.

15.18. = <>—1-dedukcije

1° A {(A>B) >4 2° m B (A>B)< 4.

Dokaz. 1°: 15.10.1°; A4, A=> B|-—A4; <-intr; 2°: - B;A=>B,A}-B, B;
slaba —-intr: B, A= B|—-"14; B, A [15.10.1°] A= B; <>-intr.

15.19. &<>-teorem i dedukcija
1° —B}-A& BB 2° A& B& 1 B<B& 8.
Dokaz. 1°

—B, A& B | B; —B, B |- [15.6.2°(B|d, A& B|B)] A&B;
<eintr; 2°: A& B& =B-B&—B; B&— B\ {B,—B}|-A& B&B; <«»-intr.

15.20. \/ <> i-teorem i dedukcija

1° “Bl-AVB<A 2° =AVBY ~1B<>BY 1B,

Dokaz. 1°: — B, A—AvV B; — B, Ay B}-[15.15.2°] 4; <>-intr; 2° B\y — B
AV BY —B;BY BBy —B; A [15.15.1° (B| A)] B\ —B; \/ -elim; <>-intr.
15.21. = & < -teoremi

1° }-(Ad=>B) <> (4 & B) 2° |-A&B<>—1(4=>— B).

Dokaz. 1°: A=>B, A& B\—~A, B,—B; slaba ~-intr: A=B|-":(4& " B);
~1(A & B), A, B {A & B, (4 & B)}; slaba —-intr: —i(4 &~ B), A
——B}B; =—-intr; <:>-ihtf;- 2°: A&B, A>—B:-A, B, " B; slaba —i-intr: 4 &
B}-—(A=>—B); —1(Ad=>—B), =B [15.2.1°(mB|A, A|B)){A=> —B,— (A=>
B)}; slaba —-intri—1 (A=~ B)}-B; — (A= —B), A[15.10.1°(MB| B)] {4=>
— B, m(A=>—18)}; slaba —-intr: — (4> —B)|-4; &-imlr.

15.22. = \ < —i-teoremi

1° v\ (A=>B)¢>—AY B 2° —4 VB<>—iA>RB
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Dokaz. 1°0 A=>B, A-B+—AVB; A=>B, 1A —A—4V B; V-tlim:
A=>B, AV —A—AV B; 1515.1°; —A4}1-[15.10.1°) A= B; B} [15.2.1°(B| 4,
A|B)]A=>B; V -elim; <-intr; 2°: A}-[1540.2°] 4=>B; B-[15.2.1°(B|4, —
A|B)]—4=>B; V-elim; "4=>B, A-AVB; "A=>B, " A-B}-AV B; \-lim;
15.15.1°; <>-intr.

.

15.23. & \V ©—-teoremi

1° FA&(BY B> A 4° A& Bo(—AyV B)
2° AV (B&B)oA 5° (A& B) >4V B
3° AV B (A&B) 6° -—1(4V B) >4 &B.

Dokaz. 1°: A& (BV "\B)-A; A—-[15.15.1°] {4, BV B} - A& (BV —B);
<-intr; 2> A—A; B&B-{B, 1B} -[15.6.2°]4; V -elim; A4V (B&B);
<-intr; 3°: AVB, A& B{A4V B, 1A, 1B} |-[15.15.2°] 4, 4; slaba —
-intr: AVB -—1(nA&—B); —(—A&—B) - [15.21.1° (mA|4)] "A>B
[15.22.1° (mA4|A)] AV B; " A-AAVB; B-AVB; V-elim: 7 4
VBi-AVB; <-intr;4°: A&B, "AV B {4, B, "Ay B} }- {4, 7B,
1AV B} - [15.15.2°(—A4|4, —B|B)] 4, 4; slaba —-intr: A& B
{(mAV —B); 15.22.2°(—4|A4, —B|B), 15.9.3°(mA4V —B|4, =" 4=>B|B),
=>-intr; | (MTA4A2>B)y=>14y 1 B; 15.10.5% 1 (1A4yY B) > (0
A= B); ==lim: 1 (MAV B (T 4A=>TB) - [15.21.2° (— 4] 4),
15.9.3° (A4 & B|A,—(— —A=>B)|B)) 1A & B {——4, B} {4, B} -4
& B; <>-intr; 5% 15.23.4°, 15.16.2°: |- (4 & B) <> (M4 vV —1B); 15.16.1°
(mAvV 1Bl 4); 15.5.2°, 3°; 6°: analogno iz 15.23.3°

15.24. Teoremi o konstantama

° A>T $ Tl 9 AVT & T
2° 1 =>4 6 LT 10° AV L o4
T T A& T <4 1° AV " AT
4 L A&l ] 122 A& A 1.

Dokaz. 1°: Aks. 16°; 2°: Aks. 17°; 3°: Aks. 16° (T = T|4):
F(T=T)=>T; 1526 (T|4): T = T; =>-elim: -T; 4% Aks. 17°
i 17° (mA|4): =1 >4, -1 = —1A4;slaba —-intr: - — 1; 5% 15.24.
3%, 4% <>-intr; 6° 15,16.3°, 15.24.5° 7°: A& T+ A; A {4, T}-4&T;
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<-intr; 8% 1 |-[Aks. 17°]4, L; A& L 1; <-int; 9% T AV T;
AVTHET;. e-intr; 10° 4A|-4; | A4; V-elim; A-A4V |; <-intr; 11°
AV A [1524.3°] T; THI[1515.1° AV —4; <-intr; 12° | | [Aks. 179
A& 14; A& 1 A-{A4, " A}—[slaba —-elim.] | ; <>-intr.

16, TEOREM TRANSFORMACIJE LOGIKE SUDOVA

16.1. Definicija 9. Neka je A neka dana formula (individualna ili shema)
logike sudova, koja na nekom odredenom mjestu o kao komponentu sadri
Sformulu (individualnu ili shemu) B; oznaéimo to sa A=A(—B-—). Transfor-
miramo li A tako, da u njoj na tom mjestu ¢ komponentu B zamijenimo for-
mulom (individualnom ili shemom) C, predi ée A u A'=A(—C-).

16.2. Teorem transformacije. Vrijedi
B CRH A(—B—)< A(—C—).

( ovo je, dakako, metamatemati¢ki teorem — usp.! uz 13.1. Bilo bi stoga
korektnije zvati ga ,,teoremom transformacije o logici sudova®.)

Dokaz teorema transformacije provest ¢emo indukcijom po razlici dp=
p [A (—B—)]—¢p[B] rangova formula 4(—B-—) i B. (4.2. D4; pod rangom
sheme formula razumijevat ¢emo rang individualne formule koja nastaje iz
dane sheme ako u njoj oznake za formule zamijenimo npr. varijablama). Pri-
tom ¢e B i C biti kako god odabrane formule, fiksne tokom indukcije.

Baza indukcije. Za dp=0 nuino je A(—B—)=B, dakle 4(—C—)=C
pa se teorem transformacije reducira na trivijalno svojstvo od |-, naime na
B CHBsC.

Korak indukcije. Pretpostavimo da teorem transformacije vrijedi za de<k
i neka je A(--B—) neka formula ranga p[4(—B—)]=¢[B]+k+1. 4 sada
mora imati jedan od oblika

1° A(—B—)=D(—B—)>E 5° A(—B—)=D(—B—)VE
2° A(—B—)=E = D(—B—) 6° A(—B—)=EVD(—B—)
3° A(—B—)=D(~B—)&E 7° A(—B—)=D(—B—)E
4 A(—B—)=E&D(—B—) 8 A(—B—)=E > D(—B—)

9° 4(—B—)=—1D(—B—),

gdje je e[D(—B—)]—p[Bl<k.
Treba dokazati da u svakom od tih sludajeva vrijedi teorem transformacije.
Po pretpostaveci indukcije svakako je ‘

B> C—D(—~B—)=D(—C—).

12 Matematitka logika
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Odatle traZena tvrdnja izlazi . _
u sluéaju 1° po 15.9.4° (D(—B—)|4, D(—C—)|B, E|C),

slutaju 2° po 15.9.5° (ista zamjena),

sludaju 3° po 15.12.4° (ista zamjzna),

sludaju 4° po 15.12.5° (ista zamjena),

slu¢aju 5° po 15.14.4° (ista zamjena),

sludaju 6° po 15,14,5° (ista zamjena),

shutaju 7° po 15.5.6° (ista zamjena),

e 2 .8 € ¢ 2 2

sludaju 8° po 15.5.7° (ista zamjena), '
u sluaju 9° po 15.16.2° (D(—B—)|4, D(—C—)|B).
16.3. Korolar 1. Vrijedi
B<>C, A(—B—)p A(—C—).
K 1. izlazi iz teorema transformacije uz 15.9.2° nakon = -eliminacije.
16.4. Korolar 2. Vrijedi

Ako je - B=>C, onda je (- A(—B—)o A(—C-).
K 2. izlazi iz teorema transformacije zbog svojstava od |-.

16.5. Visestrukom primjenom teorema transformacije vidimo da analogno
vrijedi opCenitiji teorem simultane transformacije po kojem se iz ekvivalencije
B<.C moZe deducirati ekvivalencija A<>A’ dane formule 4 koja B sadrZi
kao komponentu na jednom ili viSe mjesta s formulom A’ koja nastaje iz A
ako B na kojim god mjestima od onih gdje dolazi u A zamijenimo sa C.

Iustrirajmo ovo za slufaj simultane zamjene od B sa C na 2 mjesta:
Neka je A=A(—B— B—). Tada je po teoremu transformacije i 15.5.3°

B:>C+{A(—B—B—)«>A(—C—B—), A(—C—B—)<=>A(—C—-C—)}
' - A(—B—B—)«>A(—C—C—). .

17. DUALITET U LOGICI SUDOVA

17.1. Neka je F neka formula (individualna ili shema) logike sudova
sagradena najviSe od slova logike sudova, oznaka za formule logike sudova,
operatora &,V ,— i zagrada logike sudova. Neka je G formula (individualna
ili shema) koja nastaje ako u F izvrS$imo ove izmjene: 1° zamijenimo konstantu
T (ako ulazi u F) sa | i obrnuto i 2° zamijenimo operator & svagdje gdje
dolazi u Fsa v i V svagdje gdje dolazi sa &. Formulu G zvat ¢emo dualnom
formuli F i pisati G=F* (g, b,c,...; A, B,C,...) gdjesumedua, b, c, ... sadrZane
sve varilable sudova koje ulaze u F a medu A, B, C, ... sve oznake za formule
logike sudova koje ulaze u F. Tada vrijedi



17. Dualitet u logici sudova 179

Lema. - " Fo F*(nae,mb,—e,...; 1A, B,—C,...).

Dokaz éemo provesti indukcijom po rangu p[F] formule F (za rang sheme
usp. 16.2.). '

Baza mdukcye Ako je p[F] 0 formula F ima jedan od oblika: 1°F=T,
2° F=], 3° F=a, 4° F=A. Tada je respektivno 1° F*=},6 2° F*—T,
3° F*=q, 4 F*=A pa lema tvrdi da je respektivno 1° - T < 1,
2 ]l T,3P ~aea 4° 14 A

1° je ispravno po " 15.24.6°, 2° po 15.24.5°, 3° i 4° po 15.5.1°. Lema
dakle vrijedi za o [F]}=0.

Korak indukcije. Pretpostavimo da lema vrijedi za formule ranga p < k(k > 0)
a F neka je neka formula ranga p[F]=k+ 1. Tada F ima jedan od oblika:
1° F=G& H, 2° F=GV H, 3° F=—1H gdje je p[G], p[H]<k, pa je respek-
tivno 1° F*=G*\ H*, 2° F*=G*& H*, 3° F*=—1H*. Po pretpostavc1 induk-
cije je

G G*(Ta,b,...; 4,71 B,..),

+——HeH*(—a,—b,...;14,—1B,...).
Prema 15,23.5° i 6° izlazi da je respektivno
I° -1 FenGy—H 24" FemG&H,
3 - Fe—— H.

Prema K 1. teorema transformacue izlazi odatle zbog pretpostavke
indukcije da je respektivno

1° - FeG*(mia,b,...;1A4,8,. . )VH*(7a,—b,...; 14,8, .. ),
2° - FeG*(ma,b,...; 14,7B,.. )& H*(Ta, b, ...; 14, 1B,...),
3 - F& 1 H*(—a,71b,...;14,01B,.. ).
Prema ranijem je dakle u sva tri sludaja
' T FoF*(—a,7b,...;714,71B,..)

pa lema vrijedi i za F sa p{F]=k+ 1.

17.2. Teorem dualiteta logike sudova. Neka su F,, F, formule (individu-
alne ili sheme) kao u lemi, a Fy*, F,* odgovarajude dualne formule. Tada vrijedi

Ako je |- Fy<> F,, onda je |—F* < F,*.

Napomena. Kao u 13.1. i 16.2, ,teorem* ovdje zna¢i metamatematicki
teorem; korektnije bi bilo reéi ,,Teorem dualiteta o logici sudova“. Svakako,
naslov uz 17.2. treba shvatiti kao ,Teorem (dualiteta logike sudova)*“ a ne
kao ,,(Teorem dualiteta) (logike sudova)‘“.

Dokaz teorema. Prema lemi je
{}— —F, o F*(Da, b, ... T4, 1B, .. )

(42 -F, o F*(Ta,—b, ...; 4,8, .. ).

12*
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Po pretpostavci F, < F, je zbog‘ 15.16.2° |- F, < —F,. Odatle i iz
(42) izlazi po 15.5.2° i 3° da je

F*(—a, b, ...; 1A, B, ...)@Fg*(—aa,;xb, ...;4,7B, ...)
a odatle zbog 8.4. uz —ala, —b|b, ... ; "A|4, - B|B, ... da je
(43) = F*(—a b, ... 4, B, L ) e
F*(mma, b, ... 4, 0B, L)

Zbog 15.16.1° simultanom transformacijom (zamjenom —1—a sa g, b
sab ...; 714 sa 4,—1*-18 sa B, ...) izlazi tvrdnja teorema.

18. TEOREMI LOGIKE SUDOVA I IDENTICKI ISTINITE FORMULE
ALGEBRE SUDOVA

18.1. Veé smo u 8.7. vidjeli da je svaki teorem logike sudova, interpre-
tiran kao formula algebre sudova, identicki istinita formula. Tamo smo nago-
vijestili da vrijedi i obrat, tj. ako je neka formula algebre sudova identicki
istinita, onda je ona, interpretirana kao formula logike sudova, teorem logike
sudova, Dosad razvijena sredstva omogucuju da taj obrat sada i dokaZemo.
Iz obiju tvrdnji izlazi rezultat da je neka formula logike sudova teorem logike
sudova onda i samo onda, ako je ta formula, interpretirana kao formula alge-
bre sudova, identi¢ki istinita. Ovaj rezultat u odredenom smislu zna&i upravo to,
da smo aksiomima logike sudova 1° do 17° i sa D6. i 6a. uspje$no i u pot-
punosti formalizirali algebru sudova u obliku logike sudova. Problem strogo
finitne, rigorozne fundacije tog podrufja matematike time je dakle u principu
rijeSen.

18.2. Predimo na dokaz gore navedenog obrata.

18.3. Lako uvidamo ovo: Ako u sintaktickim jednakostima iz II 10.1.
D12.1°—12° znak ,,-‘ zamijenimo sa ,,<>* i interpretiramo nastale formule
kao formule logike sudova, one su sve teoremi logike sudova; i to:

I 10.1,1°a zbog 15.12.2" II 10.1.6°b zbog 15.24.8°
I 10.1.1°b zbog 15.14.2° , H 10.1.6°c zbog 15.24.9°
II 10.1.2”a zbog 15.12.3" I 10.1.6°d zbog 15.24.10°
IT 10.1.2°b zbog 15.14.3° I 10.1.7°a 2bog 15.24.12°

11 10.1.3°a zbog 15.11.1° 2°; - >-intr. 11 10.1.7°b zbog 15.24.11°
1 10.1.3°b zbog 15.11.3°, 4°; - - -intr, 11 10.1.8°a zbog 15.24.6°
11 10.1.4°a zbog 15.12.1° ‘11 10.1.8°b zbog 15.24.5°
11 10.1.4°b zbog 15.14.1" IT 10.1.9° zbog 15.16.1°
I 10.1.5"a zbog 15.11.7", 8°; - :~intr. 11 10.1.10°a zbog 15.23.5°
11'10.1.5"b zbog 15.11.5° 6° - >-intr, I 10.1.10° b zbog 15.23.6°
II 10.1.6"a zbog 15.24.7° I 10.1.11° zbog 15.22.1"
11 10.1.12° zbog 15.17.1".
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18.2.2. Neka je sada F neka dana identi€ki istinita formula. Tada jF=T
semantitka jednakost. (I 2.4.T1.). U II 10.3.T 12. vidjeli smo da je onda
F=T i sintakti¢ka jednakost. Pokazat éemo da je tada F< T, interpreti-
rana kao formula logike sudova, teorem logike sudova.

18.2.3. Da bismo se u to uvjerili dovoljno je detaljno preéi izvodenja
u II 10. kojima je pokazano kako se neka dana semantitka jednakost moZe
izvesti kao sintaktitka iz II 10.D 12, Citav postupak sveo se na izvodenje
niza sintakti¢kih jednakosti koje su konaéno dale traZenu jednakost. Vidjet éemo
da se paralelno u logici sudova moZe izvesti odgovarajuéi niz teorema koji
nastaju iz gornjih jednakosti ako u njima svagdje ,,=* zamijenimo sa ,,&
i dobivene formule interpretiramo kao formule logike sudova.

18.2.4. Za ,,polazne jednakosti, tj. jednakosti iz II 10.D12. veé¢ smo
u 18.2.1. vidjeli da zamjenom ,, = sa ,,<>*‘ prelaze u teoreme logike sudova.
Treba jo§ pokazati da analogno vrijedi za sve u II 10. upotrebljene manipula-
cije s jednakostima. To su ova ‘svojstva jednakosti:

1° A=A, 2° ako je A=B, onda je B=A, 3° ako je A=BiB=C onda
je A=C. Odgovarajuéa svojstva ima i operator < u logici sudova jer je 1°
po 155.1° -4A<A4, 2° po 155.2° A<BBeoA4, 3° po 15.5.3° A< B,
BoC - AsC.

4° Jednakost ostaje sacuvana ako neku varijablu koja u njoj dolazi (na
svakom mjestu gdje dolazi) nadomjestimo istim izrazom; analogno za vife
varijabla. Odgovarajuce svojstvo imaju po 8.4. i teoremi logike sudova.

5° Ako u nekom danom izrazu neku njegovu komponentu zamijenimo
njoj jednakom, dobivamo danom izrazu jednaki izraz. Odgovarajuée svojstvo

ima i operator <> u logici sudova; to je upravo sadrZaj teorema transforma-
cije iz 16.2.

18.2.5. Dakle je zaista -F<T. Stoga je po 15.9.3° takoder - T =>F.
No po 15.24.3° vrijedi T pa =>-eliminacija konaéno daje |-F $to je tre-
balo dokazati.

18.3. Vratimo se jo§ na pitanje postavljeno u 11.3. Neka je
A={4,B, ... , M}
dani skup formula logike sudova. Pita se, da li je A}-S ili ne?
Ako je A-S, bit ¢e (eventualno viSestrukom) primjenom teorema deduk-
cije A> (B=>(...(M=.5)...)) pa je formula 4= (B> (...(M>S8)...)),
interpretirana kao formula algebre sudova, identiCki istinita. Obrnuto, ako je

ona identitki istinita, dobivamo (eventualno viSestrukom) =>-eliminacijom da je
A-S. Prema tome S se iz 4, B, ... , M moZe deducirati onda i samo onda,

19. NEKE ALTERNATIVNE AKSIOMATIZACIJE LOGIKE SUDOVA

19.1. U literaturi postoji ¢itav niz sistema aksioma za logiku sudova.
Oni se od na3eg sistema (usp. 7.) (a i medusobno) razlikuju poglavito u aksi-
omima implikacije i negacije. Dakako, ako se pojedinim sistemom formalizira
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logika sudova koja ne sadrfi sve one simbole kao na¥a, otpast ée neke grupe
aksioma. Npr. konstante se &esto ne ukljuSuju u snmbo]e logike sudova pa u
takvom sludaju nema ni aksioma konstanata, Sliéno, ako se <> ne ukljudi u
operatore, ne ¢e ni sistem aksioma za takvu logiku sudova sadrZavati aksiome
ekvivalencije. (Ako se ‘'u takvom sistemu kasnije uvodi znak <> onda je to
samo pokrata u pisanju formula, dakle metamatematitki simbol a ne simbol
logike sudova). Sli¢no vrijedi i opfenito za sisteme koji ne sadrie sve simbole
kao na. Medutim, gotovo uvijek pnhvaéa]u se kod izgradnje logike sudova
kao Operaton neke funkcije koje &ine sistem izvodnica (usp. II 8.2.) algebre
sudova, tj. operatori obuhvaaju (kao pravi ili nepravi podskup) neku bazu
algebre sudova. -
Svi sistemi aksioma koje ¢emo navesti ekvivalentni su s na$im (i medu-
sobno) u ovom smislu: Ako se pomoéu simbola koji ulaze u dva od danih
sistema moZe formirati neka formula, onda je ta formula teorem u jednom si-
stemu onda i samo onda ako je teorem i u drugom. Pritom femo za izvodenje
teorema uvijek (osim ako je izridito istaknuto drugadije) prihvatiti samo modus
ponens (usp. 8.2. D6, i D6a,). Doduse, u literaturi je uobitajenija drugadija
konvencija izvodenja teorema po kojoj kao ishodne ne prihvaéamo sheme
aksioma ve¢ samo individualne aksiome (tada dakle formule koje definiraju
aksiome ne mogu sadrZavati oznake za formule vet samo simbole logike su-
dova). U takvim formalizacijama definiraju se kao teoremi ne samo aksiomi i
formule koje iz aksioma i ve¢ izvedenih teoreme izlaze uz modus ponens, nego
i formule koje iz aksioma i vet¢ dokazanih teorema izlaze zamjenom varijabla
(ne oznaka za formule kao kod nas!) formulama. Uz nalu konvenciju (koju je
prvi upotrebio von Neumann) supstitucija je ograniena na sheme aksioma dok
u pojedinanim teoremima nije dopustena kao izravno definicijom dano pravilo
7a izvodenje teorema. Ipak, lako se vidi da obje konvencije (ukoliko se u
drugoj individualni aksiomi interpretiraju kao sheme) vode na isti rezultat —
naime, ako je neka formula teorem uz jednu konvenciju izvodenja teorema bit
ée to. ona i-uz drugu i obrnuto. Medutim, sama tehnika izvodenja po von
Neumannovoj konvenciji prikladnija je u toliko $to je formulacija pravila de-
dukcije u njoj jednostavnija.
Sve sistems aksioma koje ¢emo navesti notirat ¢emo na¥im oznakama za
« peratore (tj. = za implikaciju, & za konjunkciju itd.). Naziv pojedinog siste-
r:a odabrat ¢emo redovno prema autoru koji ga je upotrebio u nekom novi-
jem djelu, a ne onom koji ga je prvi postavio.
19.2. Hilbert-Bernaysov sistem aksioma za = & V < —1-logiku sudova
bez konstanata .
Grupa I Aksiomi implikacije
1° i 3° kao kod nas
2° (A=>(A=>B))=> (A =>B).
Grupa II, III i IV kao kod nas.
Grupa V Aksiomi negacije _
I° (A= B)y=> (1 B=>"4)
2° A=> 4
3 A4,
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19.2.1. PokaZimo kojim putem se uvida da je ovaj sistem ekvivalentan
s nadim (u 19.1. navedenom smislu).

Lako se provjerava da su svi aksiomi Hilbert-Bernaysova sistema, inter-
pretirani kao formule algebre sudova, identi¢ki istinite formule. Iz prethodnog
poglavija 18. odavle zakljuujemo da su aksiomi Hilbert-Bernaysa teoremi
na§eg sistema. No onda i teoremi Hilbert-Bernaysa moraju biti teoremi i
naseg 51stema, tj. skup teorema logike sudova kako je definiran Hilbert-Ber-
naysovim sistemom aksioma sadrZan je u skupu teorema definiranom nafim
sistemom aksioma logike sudova. Treba jo§ dokazati da vrijedi i obrnuto (ako
se u ndfem sistemu ograni¢imo na grupe aksioma I do V koji ne sadrie
konstante).

. 19.2.2. Iz izvodenja u poglavlju 9. vidimo da je tamo na$ aksiom 2°
upotrebljen jedino za izvod (naSeg) teorema F, iz 9.1, a to je upravo Hilbert-
Bernaysov aksiom implikacije 2°. Odatle izlazi da su na%i. teoremi 9.1.(16) i
9.11.(36) takoder teoremi i u sistemu Hilbert-Bernaysa. (Dakako da tamo
A, B ne mogu sadrZavati konstante jer to nisu simboli u sistemu Hilbert-
Bernaysa. Analogno vrijedi i kasnije.) No pored nasih aksioma 1° i 3° (koji
su aksiomi i kod Hilbert-Bernaysa) jedino su ta dva teorema upotrebljena
kod dokaza teorema dedukcije u 13. Znadi, teorem dedukcije vrijedi i u siste-
mu Hilbert-Bernaysa.

Uz upotrebu teorema dedukcije u Hllbert—Bernaysovu sistemu izvest
¢éemo u njemu kao teoreme naSe sheme aksioma negacije i na¥u drugu shemu
aksioma implikacije (koje su jedine u kojima se na§ sistem razlikuje od
" Hilbert-Bernaysova — osim §to pored toga tamo nema aksioma o konstantama).

" «) Neka je A=A. Tada je

1. 4 Element od A -
. 2. A>(T1B=>4) Aks. impl. 1°(— B|B)
3. " B=>4 Iz 1, 2.
4. ("B=>4)=>(mAd=>171B) Aks. neg. 1°(—B|A4,A4|B)
5. A=>— B Iz 3, 4.
6. "1B>B Aks. neg. 3°(B|A)
7. (mA=>—B)=> (B> B) Aks. impl.
=>("14=>B)) } 3°(—A|4,—B|B, B|C)
8. (1 B=>B)>(T4A=>B) Iz 5, 7.
9. 14A>B Iz 6, 8.

Dakle je A"A4=>B pa Je po teoremu dedukcue |-—A:>(—:A =>B); nas aksiom
13° je dakle teorem u sistemu Hilbert-Bernaysa.

B) PokaXimo najprije da u Hilbert-Bernaysovu sistemu vrijedi

{-B & B=> —1(B>B).
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Zaista, zbog-«) je tamo na¥§ aksiom 13° (B|A,';1(B=B)|B) teorem, pa za
A= B& —B dobivamo .

1.

k. B=>(—1B=>—(B=B))
(k+1) B&B
(k+2) B&B=>B
(k+3) B& "B=>—B
(k+4) B
(k+5) B
(k+6) —B=>—(B=>B)
(k+7) (B=B)

}Dcmonstracija prema «)

Element od A
Aks. konjunkcije
Aks. konjunkcije
Iz (k+1), (k+2).
Iz (k+1), k+3).
Iz k+4), k.
Iz (k+5), (k+6).

Znadi B & B——(B=>B) pa je po teoremu dedukcije

{~B &—B=—(B=>B).

Odatle moZemo konstruirati ovu dedukciju iz A=A=>B, A= B:

1.

j. B&—B=—(B=B)
(j+1) 4B’
(j+2) A>—B
(j+3) (A=>B)=>(4>"B)>
(4=>B&—1B))
(j+4) (A=>"B)=>(4A=>B&B)
(j+5) A>B&B
(j+6) (A>B&B)=>
(— (B&—1B)=>4)
(j+7D " (B&B)=>"4
(j+8) (B& B3 (B=>B)) >
(1 (B=>B)=>"(B&B))
(+9) " (B=>B)=>"(B&B)
(j+10) B=>(B=B)

} Demonstracija prema B)

Element od A
- Element od A

Aks, konjunkcije.
(kao na$ aks. 6°(—B|C))

Iz (j+1), (j+3).
Iz (j+2), (j+9).

Aks. negacije -
1°(B&B| B)

Iz (j+5), (j+6).

Aks. negacije
1°(B&B| A, ~(B=>B)|B)

Iz j, (j+8).
Aks. impl. 1°(B] A)



19. Neke alternativne aksiomatizacije logike sudova 185

(j+11) (B=>(B=>B)) = (B=>B)
(j+12) B>B _
(j+13) (B=>B) >—1(B=>B)
(j+14) == (B=>B)

(j+15) = (B&B)

(j+16) —4 ’

Aks. impl. 2°(B|4)

Iz (j+10), (j+11).

Aks. negacije 2°(B=>B|4)
Iz (j+12), (j+13).

Iz (j+14), (j+9).

Iz (j+15), (j+ 7.

Znali A=>B, A=> 1B} 14 pa dvostrukom primjenom teorema dedukcije
izlazi |~ (A= B) = ((4=> 1B) = —14); na$ aksiom 14° je dakle takoder teorem
u sistemu Hilbert-Bernaysa.

y) Neka je A=A=>B, A= B. Tada u sistemu Hilbert-Bernaysa moZemo'
konstruirati ovu dedukciju:

1. A>B : Element od A
2. 1A=>B Elem:nt od A
3. (A=>B)=> (mB=>14) Aks. negacije 1°
4. (mA=>B) = (B> —1A) Aks. negacije 1°(—d4|4)
5. 7B=>—14 Iz 1, 3. '
6. 7 B=>—14 Iz 2, 4.
7.
: Demonstracija prema B) uz
k. (B> 4> B4, 4| R
((mB=>14)=>—1B)
k+1) (B> —id)>— B Iz 5, k.
(k+2) =B ' Iz 6, (k+1)
(k+3) - B=>B Aks. neg. 3°(B|A4)
(k+4) B 1z (k+2), (k+3).

Znadi A>B, —A=>B}-B pa dvostrukom primjenom teorema dedukcije izlazi
(A=>B)=>((mA=>B)=B); i na§ aksiom 15" je dakle takoder teorem u sistemu
Hilbert-Bernaysa.

8) Neka je A=(A=>B)=>A. 1z razloga kao u 19.2.2. u Hilbert-Bernaysovu
sistemu vrijedi zbog 9.5.(24) - (A=>(B>C)) = (B= (4=>(C)), pa tamo moZemo
konstruirati dedukciju '

1. - ...
. Demonstracija
. 9.5.(24)(—A|B, B|C)

k. (A= (—1A=>B)) > (R A=>(A>B))
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(k=1
. Demonstracija prema 2)
. A= (A >B) _
(+1) A= (A=>B) Iz k, 1
(1+2) (A=>B)=> A4 - Element od A
(1+3) (A=>B)-»A) => (A= (A=>B)) Aks. neg. 1°(A4=>B|A4, 4|B)

(1-4) —A=-(A.:B) Iz (1+2), (1--3).
(1+5)

Demonstracija prema B)

m. ("iA=>(A=>B))=> ) uz . .A'A, A>B|B

(- +Az> = (A=>B)) > —t -1 4) } J

m-1) (- A= (A=>B) =14 Iz (1+1), m.
(m--2) . 4 Iz (1 -4), (m+1),
m.3) .44 Aks. negacije 3°
m 4) A Iz (m+2), (m-+3).

anaéi (4 . By > Ai A pa primjenom tcorcma dedukcije izlazi
) - ((A =2 B) = A) > A;
i nas akviom implikacije 2 je dakle teorem u sistemu Hilbert-Bernaysa.

12 z) do 3) izlazi da su naSi aksiomi (koji ne sadrfe konstante) grupa I
do V teoremi u sistemu Hilbert-Bernaysa. To pak povlaci da su formule Hil-
bert-Bernaysova  sistema koje se u naSem sistemu mogu izvesti kao teoremi
upotrehom aksioma (bez konstanata) grupa I do V, ujedno i teoremi u sistemu
Hilbert-Bernaysa. Ovo samo po sebi jos ne poviaci da su u Hilbert-Bernaysovu
sstemu teoremi sve one formule koje se mogu formirati u tom sistemu (tj.
ne sadrZe konstante) a teoremi su u nasem sistemu. Moglo bi se naime u prin-
cipu moZda dogoditi da se za dokaz nckog takvog tcorcma mora primijeniti
neki od nasih aksioma konstanata ili ncki aksiom iz grupa Ido V koji sadri
konstinte. Medutim, u stvari takav slucaj ipak ne nastupa. U dokaz ove &inje-
nice adje ne ulazimo, ved éemo samo spomcenuti kojim putem se takav dokaz
moze provesti, Za to postoji vise mogucénosti: Jedna je da sc za Hilbert-Ber-
marsov sistem dircktno pokaZe da je u njemu izvediva kao tcorem svaka iden-
Licht istinita formula u koju nc ulasze konstante. Druga je, da se najprije raz-
matri logika sudova koja izlazi iz naseg sistema ako ne prihvatimo konstante
hao simbole logike sudova i odbacimo aksiomc VI grupe. Ako tada u bilo
kojem teoremu naseg prvotnog (nerestringiranog) sistema konstante 7, | (ako
tamo  vopée dolize) zamijenimo respektivio npr. formulama avy o, a& :a
it ¢e. ko Sto je lao pokaszati. dobivena formula tcorem u restringiranom
sistemu, (Lo da su sheme formula koje izlaze iz nase VI grupe npr, zamjcnom
B B, B& B teoremi restringiranog sistema!) Odatle izlazi da je
sviki teorem naseg sistema koji kao formula ne sadrZi konstante ujedno teorem
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nafeg restringiranog sistema, pa je skup teorema Hilbert-Bernaysova sistema
identitan s onim naSeg restringiranog.
19.3. Asser-ov sistem za = & \/ <> —1-logiku sudova bez konstanata
Grupe I do IV ovdje su iste kao kod nas a grupa V ista je kao kod

Hilbert-Bernaysa.

Svi aksiomi — dakle i teoremi — Asserova sistema su dakle (usp. 19.2.1.)
teoremi naSeg sistema. Obrnuto, ako na§ sistem restringiramo na = & V <> —
-logiku sudova bez konstanata bit ée svi na$i teoremi ujedno tcoremi Asserova
sistema. (Da se ovo uvidi dovoljno je uociti da u Asserovu sistemu vrijedi
‘teorem dedukcije pa se naSi aksiomi negacije mogu u njemu izvesti kao teo-
remi isto onako kao $to je to u 19.2.2. bilo uéinjeno za Hilbert-Bernaysov
sistem, s time $to je Hilbert-Bernaysov aksiom implikacije 2° u Asserovu
sistemu teorem kao i kod ‘nas.)

19.4, Novikovljev sistem za = & *; — -logiku sudova bez konstanata

Grupa [ Aksiomi implikacije

I° kao kod nas

22 (A>B>C))>(A>B)=>A4=>0))
Grupe Il i Il kao kod nas

Aksiomi negacije kao kod Hilbert-Bernaysa i Assera.

‘I za ovaj sistem moZe se pokazati da je ekvivalentan s naSim restringi- -
ranim na = & V —-logiku sudova bez konstanata u $to medutim ne ulazimo.

19.5. Kleeneev sistem za = & \ —1-logiku sudova bez konstanata
Grupa I Aksiomi implikacije

1° kao kod nas

22 A>B)>(A=2>(B=>C))>A=>C))
Grupa Il Aksiomi konjunkcije

I° i 2° kao nasi aksiomi 4° i 5’

3 A>(B>A4&8B)
Grupa Il kao kod nas

Aksiomi negacije

I’ kao nas 14°

2 A A,
I ovaj sistem ekvivalentan je s naSim restringiranim na = & v —i-logiku

sudova bez konstanata.

19.6. Rosserov sistem za = & —-logiku sudova bez konstanata
Aksiomi su ovi

" A4:>4&4

2 A&EB:»> A

P A=>B)>( (B&C) : ~(C&A)).
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Sistem je ekvivalentan s odgovarajuée restringiranim naim.
19.7. Frege-Lukasiewiczev sistem za = —-logiku sudova bez konstanata
Grupa I kao kod Novikova ‘
Aksiom negacije: (MA => MB)=> (B> A).
Sistem je ekvivalentan s odgovarajuée restringiranim nagim.
19.8. Whitehead-Russellov sistem za \ —-logiku sudova bez- konstanata

Uz = kao metamatematitki simbol sa znalenjem da je 4 = B pokrata
za 1AV B, aksiomi su ovi ,

1° AVAd=>4
. 2° A>AVB
3° (4= B)=> ((C > 4) = (C > B)).

Uz odgovarajucu interpretaciju za modus ponens (gdje je sada = pokra-
ta) sistem je ekvivalentan s naSim, restringiranim na v —-logiku sudova bez
konstanata,

19.9. Waysbergov sistem za = -logiku sudova s konstantom | .
Aksiomi su ovi:
Grupa I kao kod Frege-Lukas;ew:cza ,

1 -aksiom: (A= 1)=> 1)=> A
19,10, Nicodov sistem za % -logiku sudovd bez konstanata
Aksiom:

(A.T(BTC))T((DT(DTD))T((ETB)T((ATE)T(ATE))))-
Za izvodenje teorema umjesto pravila modus ponens dolazi ovo: Ako su
A i A}(B}C) teoremi, onda je i C teorem.
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1. NEKA OPCA SVOJSTVA SISTEMA AKSIOMA LOGIKE SUDOVA
UZ MODUS PONENS KAO PRAVILO 1ZVODENJA

1.1. U poglavljima ove Glave ispitivat éemo opccnito ncka svojsiva

* sistema aksioma .%’ logike sudova poput naseg. U tim poglavljima bit ¢c ¢

opéenito kakav god skup individualnih formula logike sudova koje su (po
definiciji) prihvadene kao aksiomi. Takav sistem aksioma %" moZc biti zadan
npr. direktno listom clemenata koje sadrZi, ili (kao kod nas u IV 7.) shemama
aksioma, ili kombinirano — neki individualni aksiomi direktno, a neki skupovi
takvih aksioma shemama. ‘

Za neku formulu F logike sudova reéi ¢emo da je izvediva iz v
ili da je tcorem na osmovu & i pisati — F (ako nema - opasnosti zabune na
koji . se znak |- odnosi), ako se F moZe dobiti iz & preme IV 8.2.D6.
s time da umjesto naleg sistema aksioma iz IV 7. kao sistem aksioma prihva-
timo .. Dakako da onda opéenito u tim poglavljima ,logika sudova“ nc-
¢e oznalavati na$ sistem ve¢ onaj odreden sa .&. (Treba takoder uoliti da za
ovakav opcenitiji slufaj zadavanja aksioma gdjc mogu direktno biti zadani
i neki individualni aksiomi a ne samo sheme aksioma, nee vrijediti sve ono
§to je vrijedilo za izvodenje teorema iz naScg sistema aksioma koji je sadi-
Zavao samo sheme aksioma. OgCito je naprimjer, da u punoj opéennosti sada
neée bili primjenjiva razmatranja iz IV 8.4.)

1.2. Ako je skup & neki sistem aksioma logike sudova, oznacavat cemo
skup svih onih formula koje su izvedive iz & sa ..

Za preslikavanje . — & vrijede ova svojstva:

I-Atomarnost: Ako .Y sadrZi samo jedan clcment (tj. samo jedan
individualni aksiom, a nc moZda samo jednu shemu aksioma. jer bi ta prido-

nijela beskonaéro mnogo clemenata od .¥'), onda je .9+,
2 Porast: .Y Y. L
} Monotonija: Ako je 1 C Y. onda je Y C S

4 Zatvorenost: c/’—-,/'

Da vrijede prva tri svojstva uvida se neposredno. Posljednje, cetvrto,
vrijedi stoga, §to je svaka formula koja se moZe izvesti iz iz ¥ izvedivih
formula i sama izvediva iz ..

1.3. Vrijedi ovaj gotovo mvualm. ali zbog posljedica vaZni tcorem:

Ako neka formula F nije izvediva iz nijednog konainog podskupa sistéma -
ahsioma /. ona nije izvediva ni iz .
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1li, po kontrapoziciji: :

Ako je neka formula izvediva iz P, ona je izvediva ved i iz nekog
konaénog podskupa od & .

Ispravnost ovih tvrdnji izlazi odatle §to uopée demonstracija bilo koje

individualne formule F moZe upotrebljavati samo konaino mnogo individu-
alnih aksioma.

2. NEKONTRADIKTORNOST SISTEMA AKSIOMA LOGIKE SUDOVA

2.1. U ovom poglavlju dat éemo nekoliko definicija nekontradiktornosti
(konsistencije) sistema aksioma logike sudova poput nafeg i za svaku od njih
ispitati na3 sistem na odgovarajue svojstvo,

2.2. Definicija 1. Za sistem ¥ aksioma logike sudova reéi éemo da je
nekontradiktoran ili konsistentan u smislu egzistencije
modela, ako postoji struktura f{=(M; &, V,=>,<,) (model od F),
dakle skup M u kojem su definirane binarne operacue &, \V, =, ¢ i unitarna
operacija — tako da

1°MD>{T, L},

2° Ako u bilo kojem teoremu F izvedivom iz .& na mjesto varijabla sudova
na bilo koji naéin supstituiramo eleménte od M pa lzraéunamo vrijednost dobi-
venog izraza u M, ona je uvijek jednaka T .

Pokazat ¢emo da je na§ sistem nekontradiktoran u smishu D 1.

Neka je M={T, L} a operacije &,V/,=>,<>,—1 u M neka su definirane
kao $to se definiraju u algebri sudova. Buduéi da je, kao $to smo ranije
vidjeli, svaki teorem naseg sistema logike sudova interpretiran kao formula
algebre sudova identicki istinita formula, na¥ je sistem aksioma 1° do 17°
nekontradiktoran u smislu D1,

2.3. Definicija 2. Za sistem aksioma % logike sudova redi éemo da je
nekontradiktoran ili konsistentan u klasiénom (Hilbertovu)
smislu, ako ni za koju formulu F na osnovu ./ nije istodobno |—F i \——F
(1j. ako nema formule F takve, da bi i F i —F bili teoremi sa . odredene
logike sudova). '

Iz 1.3. izlazi da je .% nekontradiktoran u klasi€nom smislu onda (i samo
onda) ako je svaki konaéni podskup od % nekontradiktoran u klasiénom smislu,

Na$ sistem je nekontradiktoran u klasiénom smislu, jer, ako je F teorem
u nalem sistemu logike sudova, onda je F, interpretiran kao formula algebre
sudova, identi¢ki istinita formula. Tada medutim —F nije identicki lstlmta
formula pa ne mozZe biti - 1F.

2.4. -Definicija 3. Za sistem aksioma . logike sudova reci cemo da je
nekontradiktoran ili konsistentan u semantilkom smislu
ako je svaka iz & izvediva formula (ij. svaki teorem sa . odredene logike
sudova), interpretirana kao formula algebre swdova, identicki istinita formula.

Da na§ sistem ima ovo svojstvo vidjeli smo u IV 8.7.
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2.5. Definicija 4. Za sistem aksioma .f logike sudova redi demo da je
nekontradiktoran ili konsistentan u sintakti¢kom smislu,
ako postoji bar jedna formula koja mje izvediva iz %.

Iz 1.3. izlazi da je % sintakti¢ki nekontradiktoran onda i samo onda,
ako postoji bar jedna formula koja nije izvediva ni iz kojeg konadnog pod-
skupa od %.

_Nad sistem ima ovo svojstvo jer npr. 1 sigurno nije teorem, bududi da

......

2.,6. Iz D 2,3,4. neposredno se uvida da semantifka konsistentnost uvijek
poviadi klasiénu a ova sintakti¢ku. Obrnuto medutim ne vrijedi, jer ima sistema
aksioma koji su klasiéno konsistentni ali semanti¢ki ne, kao i sistema koji su
sintakti¢ki konsistentni ali klasi€éno ne (dakle pogotovo ne semantitki). To
pokazuju ovi jednostavni primjeri:

2.6.1. Neka se % sastoji od samo ovog jednog aksioma: | . Tada se
iz .’ ne moZe izvesti nikakav daljnji teorem pa je .% klasiéno konsistentan.
Medutim, % nije semantitki konsistentan jer | nije identicki istinita formula.

2.6.2. Neka se & sastoji od samo ova dva aksioma: T, —T. Tada se
iz %’ ne moZe izvesti nikakav daljnji teorem. Npr. formula T&T nije izve-
diva iz & pa je o sintakti¢ki nekontradiktoran. No on nije klasiéno nekon- -
tradiktoran jer za F= T vrijedi —F, |-—F. : :

Medutim, ako % sadrZi aksiome definirane shemom aksioma IV 7.DS5.
13°, tj. shemom 4= (—A4=>B) — ili ako su formule odredene tom shemom
teoremi od . — onda sintaktika nekontradiktornost od ,% poviaci klasi¢nu.
Ako takav sistem naime nije klasi¢no nekontradiktoran, moZemo iz }-F, |- -F,
H-A :(-nA:B) sa F kao ,A* izvesti B za svaku formulu B, pa tada ¥
nije ni sintaktiC¢ki nekontradiktoran.

2.7. Takoder se lako uvida da semanti¢ka konsistentnost povla&i konsi-
stentnost u smislu egzistencije modela. Ako je naime sistem % semantiCki
konsistentan moZemo kao model od % uzeti strukturu ./ sa M={T, 1} u
kojem su operacije &,\/, =>,<>, ™1 definirane kao u algebri sudova. Obrnuto
medutim ne vrijedi, tj. postoje sistemi aksioma koji su. nekontradiktorni u
smislu egzistencije modela ali ne i semanti¢ki. Npr. sistem . od samo jednog
aksioma — T ima model /] sa skupom M={T, L} u kojem je &,V,>,<
definirano kako god a = npr. sa T ==11=T, no .% nije semanticki
konsistentan sistem.

Zbog 2.6. i 7. moZemo reci da je od svih Cetiri definicija konsistencije
koje smo naveli semantiCka najoitrija (tj. zahtjev semantitke konsistencije je
najjadi, odnosno najteZe ga je zadovoljiti).

2.8. Iz D1. do 4. lako. se vidi (usp. 1.2.3°) da vrijedi: Ako je sistem
aksioma (7 podskup sistema aksioma ¥, onda konsistentnost od ,% u smislu
egristencije modela odnosno klasiéna odnosno semantitka odnosno sintakticka
povla¢i konsistentnost od &£ u istom smislu.

13 Matematicka logika
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3. POTPUNOST SISTEMA AKSIOMA LOGIKE SUDOYA

3.1. U ovom poglavliju dat ¢emo nekoliko definicija potpunosti sistema
aksioma logike sudova poput naseg i ispitati na¥§ sistem na odgovarajuée svoj-
stvo. (Neke od ovih definicija ne ‘mogu se direktno prenijeti i na neke druge
formalizirane matematléko-logléke sisteme, npr. logiku predikata. — Isto uosta-
lom vrijedi i za 2,4. i 5.)

3.2. Definicija 5. Za sistem aksioma .&° logike sudova reéi éemo da je
potpun u smislu deduktivne karaktenzactje modela, akoima
ovo svojstvo:

Ako je F bilo koja Sformula koja vrijedi u svakom modeIu Sl od L (4.
ako za svaku mogucu supstituciju elemenata od M na mjesto varijabla sudova
od F dobiveni izraz u M poprima vrijednost T ), onda se F moZe izvesti iz ..

Uz ovu definiciju svaki u smislu egzistencije modela kontradiktorni (ne-
konsistentni) sistem aksioma % potpun je u smislu deduktivne karakterizacije
modela (trivijalno) onda i samo onda, ako je svaka formula izvediva iz &.
(Jer, budu¢i da u takvom slu¢aju nema modela od ., svaka formula F trivi-
jalno ima svojstvo da je zadovoljena u svakom modelu.)

PokaZimo da je na$ sistem potpun u smislu D5. M={T, 1} s opera-
cuama &, V, >,<, 1 kao u algebn sudova daje model o/]l od %, pa ako
je F neka formula sa svojstvom iz D5, ona je identiCki istinita formula algebre
sudova. U 1V 18.2. bilo je pokazano da se takva formula moZe izvesti iz nadeg
sistema aksioma 1° do 17° pa je taj dakle potpun u smislu deduktivne karak-
terizacije modela.

3.3. Definicija 6. Za sistem aksioma & logike sudova reéi demo da je
potpun u klasiénom smislu, ako ima ovo svojstvo:

Ako je F bilo koja formula koja ne sadrZi nijednu varijablu sudova (daklé
ako je sagradena najvife od konstanata, operatora i zagrada) onda je iz
izvediva bar jedna od formula F, — F,

‘Na§ sistem ima ovo svojstvo; naime, po pretpostavci o F vrijedit ée za
tu formulu, interpretiranu kao formulu algebre sudova, jedna od (semanti¢kih)
jednakosti F- T, F= 1. U prvom slufaju bit ¢e F, a u drugom — F iden-
tigki istinita formula, dakle po IV 18.2. izvediva iz %.

3.4. Definicija 7. Za sistem aksioma & logike sudova reci cemo da je
potpun u semanti¢kom smislu, ako je svaka identicki istinita formula
algebre sudova, interpretirana kao formula logike sudova, izvediva is 5.

Da na$ sistem ima ovo svojstvo pokazali smo u IV 18.2,

3.5. Definicija 8. Za sistem aksioma . logike sudova reéi éemo da je
notpun u sintaktickom smislu, ako ima ovo svojstvo: .

Pridoda li se aksiomima & bilo koja shema formula (koja-eksplicitno ne
- sodri varijable) F koja nije izvediva iz % (tj. takva da bar jedna individualna
Jormula odredena sa F nije izvediva iz F), onda je iz FIF izvediva svaka
Jormula.

Uz ovu definiciju svaki sintakticki kontradiktorni sistem je (trivijalno)
sintakti€ki potpun. (Jer se u takvom sludaju od . definicijom 8. niita ne
zahtijeva, buduéi da tada nema formule F koja ne bi bila izvediva iz .%.)
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PokaZimo da nal sistem ima i svojstvo sintaktitke potpunosti. Neka je
dakle F neka shema formula koja nije teorem u naSem sistemu logike sudova.
Onda formula F, interpretirana kao formula algebre sudova, nije identi8ki isti-
nita pa F=T nije semantiCka dakle ni sintaktitka jednakost. Iz Il 10.6.3.
izlazi da je tada iz aksioma u II 10.1.D12. 1° do 12° profirenog sa F=T
izvediva svaka jednakost, dakle i jednakost G= T gdje j¢ G bilo koja dana
formula. U drugu ruku, ako F pridodamo nafem sistemu ., moZemo izvesti
TrHF, FI-T odakle <>-introdukcijom dobivamo teorem —F< T. Argu-
mentacijom analognom onoj iz IV 18.2. odatle moZemo zaklju€iti da se u
nalem sistemu & proSirenom novim aksiomom F moZe izvesti teorem —G< T
dakle po IV 15.9.3° i T = G i odatle po IV 15.24.3° = -eliminacijom - G,
§to je trebalo dokazati.

3.6. Iz D 6. do 8. lako moZemo uvidjeti da je semanticki potpun sistem
aksioma % ujedno potpun u smislu D6. i 8. U tu svrhu dovoljno je pra-
titi gornje dokaze u 3.3. i 3.5. za na$ sistem pa ¢emo vidjeti da ih sve
moZemo provesti ako za % samo pretpostavimo da je semantitki potpun. (Za
3.3. ovo je trivijalno, a za 3.5. izlazi odatle §to svaki semanti¢ki potpun
sistem aksioma logike sudova sadrZi kao teoregqie sve teoreme naSeg sistema —
uz eventualno jo§ neke daljnje koji to kod nas nisu.)

3.7. Svaki sintaktitki kontradiktorni sistem trivijalno je potpun u smi-
slu karakterizacije modela, u klasi¢énom i u semanti¢kom smislu (a ve¢ je u 3.5.
bilo redeno zasto je takav sistem trivijalno potpun i u sintaktiCkom smislu).

38. Iz D6. do 8. lako se vidi (usp. 1.2.3°) da vrijedi: Ako je sistem
aksioma % podskup sistema aksioma (7, onda potpunost od % u klasi¢tnom
odnosno semanti¢kom odnosno sintaktitkom smislu povla¢i potpunost od ¢£ u
istom smislu.

4. NEKATEGORICNGST SISTEMA AKSIOCMA LOGIKE SUDOVA

4.1, Opéenito govoreti, za neki sistem aksioma neke matematiCke struk-
ture G kaZemo da je kategorifan ako je njime struktura G .odredena
jednoznaéno do izomorfizma. tj. ako za bilo koji par modela G,, G, koji
zadovoljavaju dani sistem aksioma postoji uzajamno jednoznacno preslikavanje
¢ skupa elemenata od J, na skup elemenata od G, koje Cuva sve operacije i
relacije strukture. (Tagnije u definiciju kategoritnog sistema aksioma ovdje- ne-
¢emo ulaziti.) '

4.2. Lako se vidi da nafim sistemom aksioma logike sudova modeli koji
taj sistem zadovoljavaju nisu odredeni jednoznatno do izomorfizma. Veé u 2.2.
vidjeli smo da M ={T, )} uvz operacije &, V/, =, <, 1 definirane kao u
algebri sudova daje model /[ koji zadovoljava na§ sistem u smislu da svaki
aksiom i teorem poprima u M vrijednost T kako god za varijable u njemu
supstituirali elemente od M. '

Konstruirat ¢emo sada jo¥ jedan model /[’ naleg sistema koji sigurno
nije izomorfan sa ./ jer njegov skup elemenata M’ sadrii drugadiji broj ele-
menata nego li skup elemenata M modela /ff.

13*
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Neka je M"={T, 1, V, A} a operacije &, V, =, <>, = neka su dane
tablicama .

x&y xVy
N\, ¥ N, Y
AN T L v A AN T L v A
x N\ X N\
T T L v A T T T T T
L 1 L 4 L L T L v A
v v L \Y 4 \Y T v v T
A A 1 L A A T A T A
x>y Xy
N\ ¥ N Y
. T L v |--A AN T L v A
x ’ L x N\
T T 1 v A T T L v A
1 T T T T 1 L T A v
v T A T A v v A T L
Al T Vv |V ]T Al Al vy ]| LT
- X
x T L v A ‘
X L T A v

Lako se provjerava da M’ daje model /[’ naleg sistema aksioma logike
sudova u smislu da svaki aksiom poprima u M’ vrijednost T kako god za
varijable u njemu supstituirali elemente od M’ i da se ovo prenosi i na teore-
me koji se iz aksioma-i ve¢ dokazanih teorema mogu izvoditi uz modus ponens
(ovo posljednjc stoga, $to u prvom retku gore danc tablice za = znak T do-
lazi samo u prvom stupcu). '
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4.3, 1 svi alternativni sistemi logike sudova iz IV 19. su nekategoriéni.
Za njih neizomorfni par modela /ff, .f/’ dobivamo iz para /[, ' iz 4.2,
ako se samo kod operacija definiranth u M, M’ ograni¢imo na one koje ulaze
u odgovarajuéu logiku sudova.

5. NEZAVISNOST MEDU FORMULAMA LOGIKE SUDOVA

5.1. Definicija 9. Za individualnu formulu F logike sudova redi demo da
je nezavisna u smislu modela od sistema aksioma ., ako postoji
model ff| od ¥ (usp. 2.2.) u kojem ne vrijedi F, tj. takav model da je za bar
Jednu supstituciju elemenata od M na mjesto varijabla sudova od F pripadna
vrijednost od F u M razlitita od T.

5.2. Definicija 10. Za individualnu formulu F logike sudova reéi demo da
Jje nezavisna u klasiénom smislu od sistema aksioma ¥, ako su oba
sistema aksioma I {F}, I {1 F} klasi¢no nekontradiktorni.

5.3. Definicija 11. Za individualnu formulu F logike sudova reéi demo da
je sintakti¢ki nezavisna od sistema aksioma ¥, ako se ona ne moe
izvesti iz 5.

5.4. Definicija 12. Za shemu formula F logike sudova reéi demo da je
nezavisna u smislu modela, odnosno klasiéno, odnosno sin-
taktiéki od sistema aksioma ., ako medu formulama definiranim sa F ima
bar jedna koja je nezavisna (u istom smislu) od .

(Ako je sistem aksioma .% sintaktitki potpun, onda nijedna shema for-
mula F koja eksplicitno ne sadrZi varijable nema svojstvo da su PUF i
FU—F Kklasi€no nekontradiktorni: Naime, gko je takva shema F teorem od
o bit ée sistem ;¥ U — F klasi¢no kontradiktoran, a ako F nije teorem od
& bit Ce sistem %’ UF sintakti€ki dakle pogotovo klasi¢no kontradiktoran.)

U sistemu aksioma .% logike sudova koji je (poput nafeg) zadan skupom X
shema aksioma u koje eksplicitno ne ulaze varijable sudova (nego samo —
najvife — konstante, operatori, oznake za formule i zagrade) bit ée (zbog
napomene u IV 8.3.) dana shema formula F sintakti€ki nezavisna od ,% onda
i samo onda ako F nije shema teorema u sistemu odredenom sa X.

Medutim, u istom sistemu aksioma .% shema F moZe biti u klasi¢énom
smislu nezavisna od %, pa da nisu oba sistema aksioma definirana skupovima
shema aksioma ZU{F}, ZuU{—F} klasi¢no nekontradiktorni. Neka se npr. %
sastoji od samo jedne sheme aksioma A => 4, a shema F neka je dana sa
F=B(B je oznaka kojegod formule). Tada je F klasi¢no nezavisno od X, jer
su npr. oba sistema aksioma P U{T}, #U{— T} klasiéno nekontradiktorni
(u prvom su, kao §to se lako uvida, izvedive kao teoremi samo formule T i
one oblika 4 = A4, a u drugom samo —1 T i one oblika 4 = 4). Medutim veé
shema F sama za sebe, dakle pogotovo FUF &ine sistem aksioma koji je
klasi¢no kontradiktoran, jer je npr. ve¢ T, T € F.

5.5. Za sistem aksioma & logike sudova zadan (poput naseg) skupom X
shema aksioma u koje eksplicitno ne ulaze varijable sudova reci cemo da je
nezavisan u smislu modela odnosno klasiéno odnosno sintak-
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tiéki, ako za svaku shemu aksioma A od I vrijedi da je shema A nezavisna
(u istom smislu) od sistema aksioma odredenog skupom %\ {4} shema aksioma.

Otito, ako je takav sistem nezavisan, onda je i svakim podskupom od
2 odredeni sistem aksioma nezavisan (u istom smislu).

5.6. Ako je formula (individualna ili shema) F nezavispa u smislu modela
odnosno Klasi¢no odnosno sintakti¢ki od sistema aksioma ., onma je (pogo-
tovo) (usp. - 1.2.3°) u istom smislu nezavisna i od svakog sistema aksioma (Z
koji je podskup od %.

5.7. Ako je formula (mdmdualna ili shema) F nezavisna u smislu modela
od sistema aksioma .7, ona je (pogotovo) sintakti¢ki nezavisna od .. (Jer
da je sintakti¢ki zavisna, ne bi mogla biti nezavisna u smislu modela.)

Ako je formula (individualna ili shema) F klasi¢no nezavisna od sistema
aksioma .5, ona je i sintakticki nezavisna. (Jer da je sintaktiCki zav:sna, bila
bi F—odnosno svaka sa F odredena individualna formula F;—izvediva iz &> pa
bi iz U{F} — odnosno P U{~F} — bilo izvedivo Fi 1F — odnosno
F i F — isistem J#U{—F} — odnosno PuU{—F} — bio bi klasi¢no
kontradiktoran, dakle F-— odnosno F; — ne bi bila formula klasi&no neza-
visna od %.)

Odatle takoder izlazi da Ce svaki sistem aksioma . logike sudova zadan
(poput nafeg) shemama aksioma u koje eksplicitno ne ulaze varijable sudova
biti sintakti¢ki nezavisan &im je nezavisan bilo u smislu modela bilo klasi¢no.

6. NEKE NEZAVISNOSTI U LOGICI SUDOVA

6.1. Za nezavisnost nekog shemama aksioma zadanog sistema aksioma
& (u smislu 5.5.) moglo bi se reéi da je opéenito vise od _estetske i prak!iéke
vrijednosti nego li od principijelnog znagenja. Za na$ sistem necemo je
ispitivati, no za |Iustracuu takvih. ispitivanja pokazat éemo kasnije da su neki
od alternativnih sistema iz IV 19. sintakti¢ki nezavisni.

Cesto je interesantnije pitanje nezavisnosti nekog danog teorema (indi-
vidualnog ili sheme) logike sudova (odredene nekim sistemom aksiomz %
poput naseg) od odredenog podskupa od ¥, pa ¢emo dalje u ovom poglavlju
razmotriti nekoliko takvih primjera.

6.2. Oznaéimo sa {Z sistem aksioma koji preostaje ako u naSem sistemu
aksioma izostavimo shemu 13°.

Neka je M={T, L} i neka su u M definirane operacije &, \V, =>,<>
kao u algebri sudova, a operacija —1 neka je u M definirana sa " T = —\_]_
=T. Lako se provjerava da je time odreden model ./ od & (usp. 2.2.),
jer svaki aksiom A4 od Z vruedx u o (tj. ako se za varijable od 4 kako
god supsutunraju elementi od M i izrafuna Vl‘l_]CdllOat dobivenog izraza u M,
ona je uvijek jednaka T) i jer svaka primjena pravila modus ponens na
formule koje vrijede u /] daje opet neku formulu koja vrijedi u ./ (usp.
IT 3.1°).

Neka su A4 i B takve formule logike sudova, da za neku supstituciju
elemenata od M za varijable sudova iz 4 i B izraz dobiven iz 4 u M poprima
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vrijednost T a izraz dobiven iz B u M poprima vrijednost | . (Takvih parova
formula dakako ima; npr. A=T, B= ] ili A=a, B=b uz supstituciju T za
a, 1 za b)) Tada izraz dobiven uz tu istu supstituciju iz formule A=>(—A4=>B)
kao i iz (mB>A4)=>(—A4A=>B) u M poprima vrijednost | , pa su takve for-
mule A=>(14=>B), (mB=>A4)=>("1A=>B) nezavisne od ¢ u smislu modela
dakle i sintakti¢ki.

Prema definiciji u 5.4. su dakle i sheme formula

A=>(mA>B), (MB=>A4)> (A B)

u smislu modela i sintakti¢ki nezavisne od sistema aksioma (Z.

Takoder, ako je 4 neka individualna formula logike sudova koja, inter-
pretirana kao formula algebre sudova, nije identi¢ki istinita, onda formula
——A4=>A4 ne vrijedi u ./, pa je ta formula u smislu modela i sintakticki
nezavisna od Z. Dakle i shema formula ——4=A4 nezavisna je od ¢ u smi-
slu modela i sintakticki.

Nadalje, neka su 4 i B takve individualne formule da formula B=4,
interpretirana kao formula algebre sudova, nije identicki istinita. Tada formula
(7 A=>—1B)=>(B=>A4) ne vrijedi u /[, pa je i ona u smislu modela i sintak-
titki nezavisna od (Z te isto vrijedi za shemu formula (—A4=>—1B)=>(B=>4),

U drugu ruku, sve formule definirane shemama AV A4, (4 &—14),
A=>14, (A=>B)=> (1 B=>—4), (A=>1B)=> (B> —14) vrijede u /. To pak
znaki da su sheme formula A= (—A4=>B), " 1A4A=>4, (MA> 1 B)=> (B> A),
(mB=>A)=> (1 A4A=>B) nezavisne u smislu modela i sintaktitki €ak od sistema
4 koji nastaje proSirenjem od ¢/ aksiomima definiranim shemama 4V —4,
—1(A&1A), A>—A4, (A>B)=> (B> 14) i (A= "1B)=> (B> 1 4). Dapade,
navedene sheme formula ostaju nezavisne u istom smislu i u sistemu dobivenom
daljim proSirenjem od 2 aksiomima definiranim shemom —A4 koja u nafem
sistemu aksioma 1°—17° nije shema teorema, ali vrijedi u /f.

6.3. Oznagimo sa &' sistem aksioma koji preostaje ako u naSem sistemu
aksioma izostavimo sheme aksioma 14° i 15°

Neka je M’'={T, 1} i neka su u M’ definirane operacije &,V,=> i =
kao u algebri sudova a operacija — neka je u M’ definiranasa " T =" =
Zakljudivanjem sli¢énim kao u 6.2, lako se provjerava da je time dobiven model
' od &' i da pored toga u /[’ vrijede npr. sve formule definirane shemama
A4, (A>B)=> (B> —14), (mA=>B)=> (1 B=>4), ali da ne vrijede neke
od formula definiranih shemama .

A —174, (MA> B (B>A), (A>1B)=>(B>14), AV A, T(A&—4),

te nafim shemama aksioma 14° i 15°. Zna¢i da su sve ove posljednje sheme
formula u smislu modela i sintakticki nezavisne od sistema aksioma °Z’, ¢ak
ako ga profirimo shemama aksioma

1A A, (A>B)=> (B> 4), (mA>B)=> (B> A4).

Dapade, one bi ostale nezavisne u istom smislu i ako bi taj sistem jo§ dalje
prodirili shemom aksioma —A4=B koja nije shema teorema u naSem sistemu
jer u ' vrijede i sve tom shemom definirane formule.
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6.4. Neka je (Z sistem aksioma koji preostaje ako se iz naSeg sistema
izostavi shema aksioma 16°.

Pretpostavimo ‘da shema 16° nije sintakti¢ki nezavisna od (Z. Tada bi
uz ¢Z postojala demonstracija D npr. formule a=> T . Kad bi u svim formulama
koje ulaze u D svagdje T zamijenili sa b, dobili bi opet neki niz formula
koji bi bio demonstracija formule a=b jer u shemama aksioma od ¢Z nigdje
eksplicitno ne dolazi simbol T. No formula a=b, interpretirana kao formula
algebre sudova, nije identi¢ki istinita pa ona ne moZe biti izvediva ni iz
Citavog naleg sistema aksioma a pogotovo ne iz (Z. Dobiveno protivrjedje
pokazuje da a=> T ne moZe biti izvedivo iz ¢Z, pa je dakle shema aksioma
16° sintaktidki nezavisna od ¢Z. '

Analogno se uvida da je nafa shema aksioma 17° sintakti¢ki nezavisna
od sistema aksioma definiranog preostalim shemama 1°—16°.

7. SINTAKTICKA NEZAVISNOST HILBERT-BERNAYSOVA SISTEMA
AKSIOMA LOGIKE SUDOVA

Pokazat ¢emo da se nijedna shema aksioma Hilbert-Bernaysova sistema
aksioma (IV 19.2.) ne moZe izvesti iz preostalih. *

7.1. Neka je M={T,.L,V,A} i operacije &, V,=>,<>, definirane sa

x&y xVy ~
y y
\ T 1 v A \ T L v A
X X
T T 1lwv | a T S I R I
1 1 1 1 1 T 1 v A
v v 4 v A v T v v v
A A L A A A T A vV [(TA
x>y Xy
y - y
T 1 v A T 1 v A
X . - X
T T L L 1 T T L L L
AL T T T T 1 L T 1 1
v T i T | L v 1 T 1
A T Ll T T A 1 L T
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' x T L v A

-x EN T A v

MoZe se provjeriti da je f[={M;&,\,=,<, 1} model Hilbert-Bern-
aysova sistema iz kojeg je uklonjena prva shema aksioma implikacije. (Svi pre-
ostali aksiomi vrijede u f[,tj. poprimaju u M vrijednost T za svaku sup-
stituciju elemenata od M na mjesto varijabla sudova, a modus ponens d&uva
ovo svojstvo tj. ako ga imaju formule 4 i 4= B, ima ga i formula B.) Medu-
tim aksiom a=(b=>d) prve sheme u /[ ne vrijedi, jer je npr.

A3 (T=2>0)=A= ] =].

Prva shema Hilbert-Bernaysova sistema aksioma je dakle u smislu modela —
a onda pogotovo i sintakti€ki — nezavisna od preostalih.

Nadalje, lako je provjeriti da u ./ ne vrijedi nijedan od aksioma
a=>(ma=0b), ayv—ia (a&—a), a=>(b=>a&b),

(erjenpr. A (mA=>1)= 1, AV 1A=V, (A&V)=V, A (V=22 A&V)= |
a da vrijede svi aksiomi definirani shemama aksioma

A=>A4, B> (A4=>4).
Prema tome nijedna od shema formula

A=>(MA>B), AV—A, (A& 4), A=>(B=>A&B)

. nije izvediva iz Hilbert-Bernaysova sistema aksioma iz kojeg je uklonjena njegova

prva shema aksioma implikacije, ¢ak ako se ovaj preostali sistem jo$ proSiri
dodavanjem shema aksioma 4 =4, B=> (4 = A).

7.2. Neka je M={T, 1, A} i operacije &, V, =, <, = definirane sa

x&y . xVy x>y
N\ ¥ N Y N\ Y -
Nl T L A AN T L A AN T L A
LN X\ ; x \li
T T L A T T T T T T AL A
L L L 1 L T L A i T T T
A A 1 A A T A A A T A T
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xoy - x
N\ ¥
T 1 A x T 1 A
x .
T T £ A -x A B A

1 L T A

A A A T

MoZe se provjeriti da je
M={M; & v, >, &, 0}
model Hilbert-Bernaysova sistema iz kojeg je uklonjena druga shema aksioma
implikacije. Medutim aksiom
@=>@=>b)=>@=>»H)
druge sheme u ] ne vrijedi, jer je npr.
A=>@A=>1)>@A=> 1)=A.
Takoder u ,// ne vrijedi npr. nijedan od aksioma
ay-a, (@&a), @>"a=>74a @>@>b)>@&a=b).
To znadi da je druga shema aksioma implikacije Hilbert-Bernaysova sistema
aksioma sintakti¢ki nezavisna od preostalih i da se iz tih preostalih ne mogu
izvesti ni sheme
AV 4, 2 (A& 4), (A=>—A)> 4, (A=>(A>B)=>(A&A = B);
zbog ovog posljednjeg dakle pogotovo ne niti shema
(A=>B=>C)=>(A4&B=>0).
7.3. Neka je M={T, 1, V, A} i operacije &, V, =, <>, — definirane sa

x&y . xVy
Ny ! N Y
N T 1 v A AN T 1 v A
x \J x \{
T T L v A T T T T T
i L pL L L L T L v A
v v L v 4 v T v v T
A A €1 L A A T A T A
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x>y X<y
\\y - \\y

L T n A
x \ x N\ v
T+ - v T T v v A
L T T L v | T | A v
v T A v v A T L
A T v A A v | n T

—X
T L \vj A

ModZe se provjeriti da je .f{={M; &, V, >, <>, —1} model Hilbert-Bernay-
sova sistema iz kojeg je uklonjena treca shema aksioma implikacije. Medutim
aksiom (@=>b) = (b = ¢) > (@ = ¢)) treée sheme u /[ ne vrijedi, jer je npr.
(T=>1)=>(L=>A)=>(T =>A)=A. Dakle je i treéa shema aksioma impli-
kacije Hilbert-Bernaysova sistema aksioma sintakti¢ki nezavisna od preostalih.

7.4. Za dokaz sintaktitke nezavisnosti preostalih ‘shema aksioma Hilbert-
Bernaysova sistema (grupe II do V) mogu se konstruirati modeli ] ={M; &,
V,>,<, 1} sa M={T, L} prema ovoj tabeli:

zelimo dokazati

Shema aksioma F koje nezavisnost

Definicija operacija u
M, koje se razlikuju od
one u algebri sudova

Supstitucija elemenata
od M za oznake formula
u F uz koju dobiveni
izraz u M ne poprima
vrijednost T (nego ).

1l
A&B=> A
A&B > B

1
A= AV B

(A=>B)> (4> C)=> (4 :>B&C))i

x&y=y
x&y=x
x&y=_1

xVy=y

i.za A, T za B

rzaAd4 L za B
T za A, B, C

Tz A, L za B
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Shema aksioma F koje nezavisnost
felimo dokazati

Definicija operacija u
M, koje se razlikuju od
one u algebri sudova

Supstitucija elemenata
od M za oznake formula
u F uz koju dobiveni
izraz u M ne poprima

B= AVB
A>C) > (B> C) > (AVB > O)

v
(A< B)=> (4= B)
(A< B)=> (B> A)
A=>B)=>(B=> 4= (A < B))

\Y
(A=>B)=>(1B=> 1 A)

A=> "1 A

A A

xXVym=x
XV y=T

X ymypDX
XSymxXD Y

XS Ym L

I X=X
T X )

I X=T

vrijednost T (nego .L).

l2ad TzaB
Lza 4B C

TwaAd LzaB
Lzad TzaB
T za A, B

1l 224 T za B
T za A
1l za A

7.5. PokaZimo jo¥ da se naSa druga shema aksioma implikacije
(A=>B)=>A)>4

ne. moZe izvesti iz Hilbert-Bernaysova sistema iz kojeg je uklonjena njegova
treéa shema aksioma negacije. (Da se ona moZe izvesti iz punog Hilbert-Ber-
naysova sistema pokazali smo u IV 19.2.2.).)

-~ U tu svthu ne moZe nam posluZiti posljednji model iz tablice u 7.4.
(koji pokazuje nezavisnost Hilbert-Bernaysove tre¢e sheme aksioma negacije
od preostalih shema aksioma) jer je tamo implikacija definirana kao u algebri
sudova pa ée u Jf{ vrijediti svaka formula definirana shemom ((4=> B)=> 4)=>4
jer su sve te formule identiCki istinite — pa nam dakle o izvedivosti te sheme

ne kazuje nifta.

Neka je M={T, 1,A} i operacije &, V, =, <>, 7 definirane sa

x&y xVy
. ¥ N Y
AN T L AN T 1 A
LN x \il.
T T L T T T T
L L L 4 T i A
A A L A T A A
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xX=>y Xy X
N Y N\ ? .
AN T L A \WE T L A x T L A
IE AN x N\
T T L A T T L A -ix L T 4
L T T T 4 L T L
A T 1 T A A L T

MoZe se provjeriti da je f/={M; &, V, =, <, —1} model Hilbert-
Bernaysova sistema iz kojeg je uklonjena treca shema aksioma negacije. (U njemu
ne vrijedi "a=>a jer je "1 A=>A=A, pa i ovaj model moZe posluiti
za dokaz sintaktitke nezavisnosti Hilbert-Bernaysove sheme aksioma V 3° od
preostalih.) U // medutim ne vrijedi (@ > b) = a)=>a jer je npr. (A= 1)=>
A)=> A=A, pa je nafa shema aksioma I 2° sintakti¢ki nezavisna od Hilbert-
Bernaysova sistema iz kojeg je uklonjena njegova shema aksioma V 3°.

Napomena. Asserov (dakle i naf) sistem nema ovaj ,.estetski nedostatak*;
moZe se dokazati (u §to ovdje ne ulazimo) da je u njemu svaka formula koja
od operatora sadrZi saino implikaciju a interpretirana kao formula algebre su-

8. PSEUDOMODELI

8.1. Definicija 13. Neka je M neki skup takav da je M D{T, 1L}, N
neki podskup od M, takav da je TEN, | €N (za elemente od N reci éemo
da su istaknuti u M), neka su u M definirane binarne operacije &, \/, =,
<> i unitarna operacija — i neka je F neka formula logike sudova.

Za formulu F reéi cemo tada da je istaknuta u strukturi ,f{=(M, N,
&, V, >, <, ) ako, kako god za varijable sudova od F supstituirali elemente
od M, dobiveni izraz u M poprima kao vrijednost neki element od N, tj. neki
istaknuti element od M (ne nuZno isti za svaku supstituciju).

8.2. Definicija 14. Za strukturu =M, N; &, V, =, <>, 1) reci cemo
da je pseudomodel sistema aksioma & logike sudova ako je svaka formula
koja je i izvediva iz S (tj. svaki teorem na osnovu &) istaknuta u .

Struktura /[ bit ée dakle sigurno pseudomodel sistema aksioma % ako
vrijedi:

1° Svaki aksiom od ¥ istaknut je u ff i

2° Ako su formule 4, 4= B istaknute u ./, onda je i formula B
istaknuta u ff (ti. ako modus ponens Euva istaknutost formula u /).
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8.3. Definicija 15. Za formulu F logike sudova reéi éemo da je neza-
visna u smislu pseudomodela od sistema aksioma o @ko postoji
pseudomodel /| od .5 u kojem formula F nije istaknuta.

Budu¢i da je svaki model ujedno i pseudomodel (uz M={T, 1}), bit
¢e svaka formula nezavisna od .% u smislu modela pogotovo nezavisna u smistu
pseudomodela.

8.4, Definicija nezavisnosti sheme formula i sistema aksioma zadanog
(poput na§eg) shemama aksioma u koje eksplicitno ne ulaze varijable sudova
prenose se i na nezavisnost u smislu pseudomodela prema defi mlcuama us4.is.5.

Iz 8.2, i 8.3, izlazi da vrijedi ovaj teorem

Ako je neki sistem aksioma logike sudova zadan.(poput naseg) shemama
aksioma u koje eksplicitno ne ulaze varijable sudova nezavisan u smislu pseudo-
modela, on je i sintakti¢ki nezavisan.

9. SINTAKTICKA NEZAVISNOST ASSEROVA SISTEMA
AKSIOMA LOGIKE SUDOVA

Pokazat éemo sada da se nijedna shema aksioma Asserova sistema aksi-
oma logike sudova (IV 19.3,) ne moZe izvesti iz preostalih. Buduéi da se taj
sistem razlikuje od Hilbert-Bernaysova jedino u drugoj shemi aksioma impli-
kacije i buduéi da je kod svih modela iz “7.4. implikacija bila definirana kao
u logici sudova pa su oni i modeli za odgovarajue oslabljen Asserov sistem,
bit ée dovoljno da pokaZemo sintakti€ku nezavisnost Asserovih shema aksioma
implikacije od preostalih shema aksioma tog sistema.

9.1, Neka je M={T, 1,V,A}, N= {T,V A} i neka su operacije &
V, =, <>, 7 definirane sa

x&y xVy
N\, ¥ A4
\ T 1 v A AN T L v A
x N\ - x N\
T T L T T T T T v A
A L L L R 1 T 1 v A
v T L v Y v \Y v v A
A T L | v A A A A A A
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x>y Xy
y ¥y
T €1 v A T L v A
x x
T T L T T T T R L L
L T T T T L 1 T L L
v 1 L T T v L L T L
A L L 4 T A 4 L €L T
-x
x T L \vj A
-x v A T 4L

MoZe se provjeriti da je f[={M,N;&,V,=>,<>, 1} pseudomodel
Asserova sistema iz kojeg je uklonjena njegova prva shema aksioma implikacije,
i da u tom pseudomodelu modus ponens ¢uva istaknutost formula. U drugu
ruku, formula @ =>(b=a) nije istaknuta u f{, jer je npr. y=>(y=>v)= 1.
Prva shema aksioma Asserova sistema je dakle u smislu psudomodela, a prema
tome i sintakti¢ki nezavisna od preostalih.

9.2. U modelu ./ iz 7.2. ne vrijedi aksiom ((@= b) =>a)=>a druge
sheme Asserova sistema (jer je npr. ((A = 1) = A) = A=A) dok ostale vrijede,
pa je i druga shema sintakticki nezavisna od preostalih.

9.3. Neka je M={T,1,V,A} i neka su operacije &, V,=>,<,—
definirane sa

x&y xVy
y ' y
T € v A T €1 v A
x I X

T T L L L T ! T T T T
L 1 L €L 1 L T €L s L
v 1 €L £ €L v T L L €1
A 1 L L L A T 4 L £
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x=y Xy
y y
T N v A T L v A
X X
T T L v A T T i 1 1
1 T T T T L 1 T T T
v T T T A v L T T 1
A T T v T A 1 T 1 T
—X
xfl T L v | A
- X A I T l T I T

MoiZe se prov_)erm da je J[Z {M; &V, =,<>,7} model Asserova
sistema iz kojeg je uklonjena njegova trefa shema aksioma mphkacue U

drugu ruku, formula (a=b)=>((b=>c)=>(a=>c)) ne vrijedi u f jer je npr.
B> 1)=>2(L=>V=>A@>V)=V. Treta shema aksioma implikacije Asserova

‘sistema je dakle takoder sintaktiki nezavisna od preostalih.

10. NADOMJESTAVANJE NEKIH SHEMA AKSIOMA
SHEMAMA DEMONSTRACLIE

Dosad smo pod ,,mvodenjem“ teorema iz aksioma razumijevali njihovo
izvodenje na temelju D6, iz Glave 1V, tj. uz modus ponens kao jedinu shemu
demonstracije: Ako su formule (individuaine ili sheme) 4, 4=>B bili teoremi
ili aksiomi, onda je i B bio teorem. Shematski modus ponens moiemo pisati

u obliku
A

A=>B
B.
U logici sudova moZe se izvodenje deflmratl i drugagije, sa drugim she-
mama demonstracije.

10.1. Izostavimo li u Asserovu ili u naSem sistemu aksioma shemu aksioma
9° i uvedemo li kao sheme demonstracije modus ponens i shemu

A=>C
B=>C
AV B=>C
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(posljednja shema znali: ako su A=C, B=>C teoremi ili aksiomi, onda je —
po definiciji — i 4\ B=>C teorem) bit e u novom sistemu teoremi one i
samo one formule koje su to bile u prvotnom sistemu.

Dokaz. DokaZimo=~najprije da je skup teorema novog sistema sadrZan u
skupu teorema prvotnog. Ovo izlazi odmah odatle §to u prvoinom sistemu
vrijedi shema aksioma 9°, tj.

(A=>C)=>(B=0)=>(4AV B=>0)),
pa ako su A=>C, B=>C teoremi bit ée i 4V B> teorem.

Obrnuto, skup teorema prvotnog sistema sadr¥an je u skupu teorema
novog. Naime, po novoj shemi demonstracije je

A ([(A=>C)=2>(B=>C)=>0)
B= (A=>0)=>(B>0)=0)
AV B> ((A=>C)=> (B=>C)=0).
Medutim, prve dvije od ovih formula su sheme teorema u novom sistemu,
$to uvidamo ovako: Buduéi da je teorem dedukcije u prvotnom sistemu bio

izveden samo pomodu shema aksioma implikacije, on vrijedi i u novom sistemu,
pa je u novom sistemu za A=A4, A=>C, B=C

1. 4 B Element od A
2. A=>C Element od A
3. C Iz 1, 2.

dedukcija 4, A=>C, B>CC te je stoga u novom sistemu
A, A>CH—(B=>C)=C

i dalje
A-(A=>0=2>({(B=>0)>0)
te kona¢no )
A= (4=>C)=> ((B>C)=>0)).
Analogno je u novom sistemu
E=>({(A=>C)=> (B=>C)=>0)).

Po novoj shemi demonstracije jz dakle shema formula
AVB= (A=>0) > (B> O)=>C))
shema teorema u novom sistemu.

Zbog (24) iz TV 9.5. (§to je takoder u prvotnom sistemu bilo izvedeno
samo pomodéu aksioma implikacije pa vrijedi i u novom) bit ¢e dakle u novom
sistemu i

1) FA=>C)=> A4V B=>((B=>C) =()).
Zbog (24) iz IV 9.5. jo u novom sistemu takoder i
') (4 VB=>((B>C)=>C))=>(B=>C)=>(4V B=C)).

14 Matematitka logika
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Dalje je u novom sistemu zbog (2) i (26) iz IV 9.6.
B) +F(A=>C)=>AVB=(B20)20))=>(A=20)=>(B=>C)=> (AV B=>0))),
i zbog (1), (3) kona¢no
4) A=>C)= (B=>C)=>(4V B=>C)).

Prvotna shema 9° je dakle shema teorema u novom sistemu pa on zaista
sadrZi kao teorems i sve teoreme prvotnog, Sto je trebalo dokazati.

Naga shema aksioma 9° moZe se dakle nadomjestiti shemom demonstracije

A=>C
B> C

AvB=>C

Taénije, nala prvotna shema aksioma 9° izvediva je veé iz shema aksioma
impl-ikacijc (koje su jednake u Asserovu i u nalem prvotnom i novom sistemu)
pomoéu obih shema demonstracije novog sistema, a nova shema demonstracije
moZe se izvesti kao pravilo za dokazivanje teorema veé iz shema aksxoma
implikacije uz samo modus ponens kao shemu demonstracije. :

10.2. Budué¢i da (vidi 1V 9.2.) u Hilbert-Bernaysovu sistemu vrijedi
teorem dedukcije te (24) iz IV 9.5. i (26) iz IV 9.6. sve kao posljedica (uz
modus ponens) samo aksioma lmphkacue mogu se razmatranja iz 10.1. pre-
nijeti i na taj sistem. Prema tome i u Hilbert-Bernaysovu sistemu moZe se
pomoé¢u samih aksioma implikacije uz modus ponens i

A=>C
(D) B=>C

AVB=C

kao sheme demonstracije izvesti kao shema teorema shema (u prvotnom sistemu
aksioma) disjunkcije (4 > C) > (B=>C)=>(AVB=> ).

U ,analogiji s time moglo bi se obzirom na nacin kako su sagradene
sheme aksioma disjunkcije i konjunkcije u prvi mah pomisliti da ée se u Hil-
bert-Bernaysovu sistemu iz samih aksioma implikacije wz modus ponens i

A= B
(K) A=C

kao sheme demonstracija moci izvesti kao shema tcorema shema (u prvotnom
sistemu aksioma) konjunkcije (4> B)=> ((4=>C)=> (A:\B& C)). Pokazat éemo
medutim da to nije slucaj. Dublji razlog ovoga moZemo traZiti u tome, §to
Hilbert-Bernaysove sheme aksioma lmphkacqc nemaju takvu | simetrijut koja
bi omogucavala da uz modus ponens i (K) izvedemo najw shemu aksioma 6"
kao shemu tcorema . .paralelno** postupku kojim smo u 10.1, uz modus ponens
i (D) izveli kao tcorem nafu shemu aksioma 9°. (Obrnuto medutim u Hilbert-
Bernaysovu sistemu uz modus ponens iz posljednje sheme aksioma konjunkcije
odmah izlazi (K) kao pravilo za dokazivanje teorema.)
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Konstrukcijom prikladnog modela dokazat éemo ak da se nasa shema
aksioma 6° u Hilbert-Bernaysovu sistemu uz modus ponens i (K) kao sheme
demonstracija ne moZe izvesti kao shema teorema ni iz sviju (njegovih) shema
aksioma implikacije i disjunkcije te prvih dviju shema aksioma konjunkcije.
(Medutim 6° 'se tako moZe izvesti ako se ovim shemama jo§ pridodaju
Hilbert-Bernaysove sheme aksioma negacije; no u dokaz ovog posljednjeg ne-
¢emo ulaziti.)

Neka je M={ T, 1,V,A} i neka su operacije &, \/, > definirane sa

x&y xVy
y y |
T 1 v A T €1 v A
x N\ x I
T T € v A T T T T T
L L L L L L T 1 v A
v v d v L v T v v T
A A 5 L A A T A T
x =y
N\ Y
AN T i v A
x 0\
T T L v A
L T T T T
v T L 3 A
A T L v T

MoZe se provjeriti da u /= {M; &,V , =} vrijede aksiomi definirani Hil-
bert-Bernaysovim shemama aksioma implikacije i disjunkcije te prvim dvjema
shemama aksioma konjukcije. Nadalje, ako formule A, 4=>B u [ uvijek
poprimaju vrijednost T, onda isto vrijedi za B, tj. niodus ponens uva svojstvo
fornmba da vrijede u /.

Pckazat ¢emo da 1 shama demon:tracije (K} ¢eva svojstvo formula da
veijede u off-

14*
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Neka su dakle 4, B, C takve formule da formule 4 = B, A = C vrijede
u off. Treba provjeriti da tada i formula 4 => B&C vrijedi u . U tu svrhu

razlikovat cemo CEetiri slutaja, ve¢ prema tome koju vruednost T4 u ] po-

prima A (za neku danu supstituciju elemenata od A na mjesto varijabla od A).

1° 1A=T.Tadazbog v (4 > B)=7v(4=>C)=T mora bitiitB=7C=T

paje t(A=>B&O)=T=>T&T=T

2° tA=]. Tada je odmah opet v(4 => B&C)="T.

3 tA=vy. Tada je 7B, tC="T ili y pa je i 7(B&C)= T ili y i odatle
opet t(A=>B&C)=T. v

4° v A=A Tada je B, C=T ili Apaje i t(B&C)= T ili Ai odatle
opet t1(A=>B&C)=T.

Medutim, poskjednja shema aksioma konjunkcije ne vrijedi u ff, jer je
npr. (V:V):>((V:>A):>(V:>V&A)) T=>@Q=>F=1)=1.

10.3. Pokazat emo sada jo¥ da se kako u Hilbert-Bernaysovu tako i u
. nafem sistemu i Asserovu sistemu posljednja shema aksioma konjunkcije moZe
izvesti kao shema teorema iz samih aksioma implikacije uz modus ponens
i shemu demonstracije

"A>(B=>4)
iK) A= (B= B)
! : A>(B>A&B).

Zaista, u sva ta tri sistema logike sudova A = (B = A) je shema aksioma
mplikacije. Nadalje, u tim sistemima vrijedi shema aksioma implikacije

(B=>B)=>(A=>(B=>B)

koja izlazi iz prve sheme aksioma implikacije vz B = B|A A|B. A kako je
B= B u tim sistemima shema teorema implikacije, to Je uz modus ponens
L idAd=>B=> B) shema teorema implikacije. Prema tome Je uz shemu demon-
stracije (K,) i 4 = (B => A & B) shema teorema, izvedena iz samih shema aksi-
oma implikacije uz modus ponens i (X,).

U Hilbert-Bernaysovu, Asserovu i naSem sistemu teorem dedukcije moZe
se uz modus ponens dokazati iz samih shema aksioma implikacije (usp. IV 13.
i 19.2.). Nadalje, kako je — kao §to smo upravo widje'i — u tim sistemima
A= (B=>A & B) shema teorema izvediva uz modus ponens iz shema aksioma
implikacije, to je (uz B|A4, C|B) i B=(C=> B&C) shema teorema izvediva iz
shema aksioma implikacije.

Odatle je A=>B, A=>C, A-{B, C}I—B&C dakle vz teorem dedukcue
A>B, A>CHA=>B&C i dalje A> B (A=>C)=>(A=>B & C) te kona&no

(A:>B):’((A->C):>(A:> B& ()

%to je i trebalo dokazati.

A T
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10.4. Ako u Hilbert-Bernaysovu sistemu izostavimo samo prvu shemu
aksioma implikacije, ne moZe se ova uz modus ponens i

A
B=>4
kao sheme demonstracije izvesti ni iz svih preostalih shema aksioma. (Obrnuto

ta shema odmah izlazi iz prve sheme aksioma implikacije uz modus ponens.)

Ovo lako uvidamo ako samo uodimo da model iz 7.1. ima svojstvo da
ako u njemu vrijedi 4 onda u njemu vrijedi i B>4 — a vidjeli smo da u
njem ne vrijedi aksiom a=> (b=>a). '
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—u sml.slu modela fr10.1, vs.1. Stabilni podskup 1 85.
— u smislu pseudomodela V8.3, Sud, intuitivno ni2
Operacija identiteta < 118.3. Sud, objekt algebre sudova -l! 1.3,



Supstitucija

simultana —
Svojstvo, hereditarno
Svojstvo, neuniverzalno

Tablica vrijednosti istinitosti

Tautologija

Pierceova —
Teorem dedukcije
Teoremi logike sudova
T-postupak za baze
Transformacija
Transponirane funkcije

Abecedni registir pojmova

IIs5.2.
H35.3.
11 8.5.
118.5.

11 1.4.7.
1123,
i1 2.34.
1V 13.1.
1V 8.1.
11 8.6.1.
k5.1,
11 8.6.

219
Unitarna univerzalna afirmacija 8.3,
Unitarna univerzalna negacija 1I 8.3.
Vanjske zagrade 1V 5.5.
Varijable algebre sudova I 2.1,
Varijable logike sudova v 2.1,
Verum ex quoiibet 11234,
Vrijednost istinitosti 1112 4.1.1.
Zagrade logike sudova.. iV 2.1.
Zakljutak ex contrario i1 2.3.4.
Zakljucak in contrarium 112.3.4.
Zatvorenost V1.2

.
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