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PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU 

Prvo izdanje ove knjige, stampano prije 8 godina, vec је dugo vremena 
rasprodano. Povodom sve veceg interesa i ротгеЬе za matematickom logikom 
kako u matematici tako i u primjenama u drugim znanostima i u tehnici, os
јетi1а se ротгеЬа za novim izdanjem knjige. 

1{az1oga da ovo drugo izdanje izlazi nepromijenjeno (osim 8to је izostavljen 
rezime па eng1eskom) јта vise. Od vi8e "tehnickih" то је moguCnost njenog 
skorijcg iz1azenja те manji tr08kovi izrade а тјте i niZa cijena, dak1e veca 
pristupacnost Љет krugu potencijalnih citalaca. Vrlo briiljivom radu slagara 
koji su radi1i па pr\'om izdanju valja zahvaliti da u njemu praktiCki пета stam
parskih pogresaka, 8to је omoguCilo da se drugo izdanje izvede fotokopiranjem 
sloga pr\'og izdanja. Od vise "materija1nih" razloga то је Cinjenica da se odgo
\'ara;u~c роdгuёје matematicke logike posljednjih godina nije bitnije obogatilo, 
har u pogledu fundamentalnih rezultata koji treba da· udu u jedan uvodni 
ud7.l,enik, nada1;e to. sto је prema tekstu prvog izdanja s uspjehom odrZano 
nekoliko poslijedip1omskih ko1egija, а takoder i opseian prikaz prvog izdanja 
knjigc u \·,.decem 1"IIе lоиrnа/ оЈ Symbo/ic Logic, USA, Vol. 35 (1970), Nr 2, 
р. 326-329 (referent prof. 1. Вoh sa The Ohio State University, USA). 

Zhog \'сота \'clike zauzetosti nizom drugih obaveza nije тј dosad naialost 
hilo nlOp:u~c doHsiti rukopis i za drugi dio knjige, kako је kao veca cjelina bila 
z<l111i?iljcna .. \icdutim, citalac zainteresiran za sirepodrucje matematicke logike 
щl onog оl'uh\'с~еПl)g о\'оm knjigom, moZe posegnuti za u meduvremenu риЬ
liLiranim 1јјсрјт djelom dr S. Pres;ca: Elementi matematicke logike, Beograd 
11)6X. (Matcmaticka blhlioteka, s\'ezak 34.). 

u Zаgгсlш, 6. VIII 1912. V. D. 



PREDGOVOR 

IstraZivanja iz podrucja osnova matematike posJjednjih su se decenija . 
toJiko razgranala i produbiJa da Ы potpuniji pregled dobivenih rezultata zahti
јеуао vise opseznih svezaka. Danas уес postoji nekoliko Casopisa koji риЬЈј
ciraju iskJjucivo radnje iz podrueja matematicke logike i osnova matematike а 
mnogi drugi ukJjucuju takve radove. Jzlazi i nekoJiko serjja monografija о osno
уаmа matematike. Na svim svjetskim jezicima raspoloziva su djela karaktera 
udzbenika matematicke logike. (narocito mnogo па njemackom i engleskom 
jeziku). Karakteristicno је da је u posljednjih desetak godina takvih djeJa 
pubJicirano vise nego Ii u Citavom periodu ртјје 10ga угетепа. Mnoge katedre 
odrzavaju koJegije i seminare iz raznihgrana matematicke logike i srodnih 
obJasti. U USA, PoJjskoj, SSSR-u, Njemackoj, Јарапи, Izraelu i nekim drugim 
zemljama postoje razvijene skole kojih је rad orijentiran па daljtl izgradnjll 
оујЬ podrutja matematike. Nabrajanje pojedinih matematicara-Jogicara, cak 
ио ы se ogranicili па опе koji su daJi znacajne priloge koji се ostati trajna 
svojina ma1ematike, ispuniIo Ы Jistu od nekoliko stotina јтепа - а takvu 
listu trebalo Ы staJno i brzo prosirivati. 

Unutar ovog djela moguce је, dakako, iznije1i samo таlеп dio ovako 
goleme materije. 

Оуај, ргуј dio Matematicke Jogike оЬићуаса klasicnu (dvovaJjanu) Jogiku 
sudova. Таёпјје: Uvodna Glava 1 obraduje ртјпсјрјјеlпи probJematiku oko 
zasnivanja matematike sa stajalista matematicara (и filozofsku probJematikLI 
oko to[!a рјtзпја nisam ulazio), u Glavi JI izlozena је aJgebra sudova, u 
Glavi Ш detaJjnije је razradeno kako se algebre sudova uklapaju u teoriju 
ВооlеоујЬ struktura, а u GJavi ЈУ - koja ёјпј gJavni sadrfaj оуе knjige -
razvijena је klasicna logika sudova kao formaJizirana deduktivna {еогјја; 
konacno, u GJavi V provedena su neka aksiomaticka ispitivanja u vezi s 
nekontradiktornoscu, nezavisnoscu, potpunoscu i nekategoricl1oscu sistema aksi
ота logike sudova. 

1 materijal i паёјп izlaganja u оуој knjizi odabran је tako da Ы u 
jednu ruku dao dovolj/lo znanje о tom podrucju matematike citaocu којј se 
u пј zeJi uputiti, а u drugu ruku da pruii l1и=1I0 predznanje опот CitaocLI 
koji се nakon оуе knjige posegnuti za opsezl1ijom јlј specijaliziranijom lite-
raturom. . 

Pored standardnog materijaJa djelo sadrzr pojedinosti koje SLl. misJil11. 
поуе: Definicija demonstracije i ded11kcije nesto јс nlOdificirana ргеща LlоЬј
ёајепој; grupc aksioll1a negacije i kOl1stanata Jlcsto se razlikuju od гапiјс га/-
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matranih; dio rezultata 8. poglavlja G1ave 11 је поу - s1iCno vrijedi za neke 
mапје pri10ge u Glavi Ш; пеkз od razmatranja u glavi V takoder djelomicno 
sadrze prosirenja prema standardnom izlaganju. Manjih promjena u definici
јата, teoremima i njihovim dokazima naei се se na mnogim mjestima (usp. 
npr. definiciju jednakosti funkcija algebre sudova u Glavi 11). 

Buduci da је оуо prvi sistematski prikaz logike sudova na hrvatsko
srpskom jeziku trebalo је u njemu stvoriti i nasu terminologiju .zз . to pod
rucje. Nastojao sam da је - u skladu s internacionalnom - odabetem tako, 
da Ы mogla biti prihvacena kao jedinstvena jugosJavenska terminologija. 
Praksa се pokazati u kojoj је mjeri ovdje pred!ozeni izbor Ыо sretan. 

Principijelno za razumijevanje teksta koji dolazi пе treba veceg mate
matickog predznanja. Medutim, mjestimicno се. trebati izvje~na zгеlозt u mate
matickom rasudivanju. 

Numeracija definicija (D), teorema (т) i jednad!bi te~ ро Glavama, а 
korolara (К) i lema (L) ро poglavljima. 

Ideja i sugestija za pisanje оуе monografije potekla је od profesora 
D. S. Mitrinoviea; prije blizu 4 godine оп тј је predlo!io da napisem ruko
pis za takvo djelo koje Ы se 5tampalo Јсао edicija "Мatematicke Biblioteke". 
Tokom citavog tog perioda а narocito za vrijeme mojeg gotovo dvogodisnjeg 
boravka па Univerzitetima u Tokiju, prof. Mitrinovie stalno те је bodrio na 
poslu pisanja tog rukopisa i sa svoje strane ucinio sve da Ы se оуа knjiga 
sto prije i па 5to Ьоlјј пасјп stampala. (Кasnye је, iz tehnickih razloga u 
vezi sa subvencioniranjem. odluceno da se rukopis stampa kзо monografija 
medu edicijama Matematickog Instituta, umjesto kзо edicija "Matematicke 
Biblioteke" 5to је bila prvobitna zamisao.) 

Na оуоmе mjestu volio bih se zahvaliti i svima koji su тј indirektno 
pomogli u pisanju rukopisa za ovu knjigu. Zahtijevalo Ы previ5e imena da se 
ројтепсе zahvalim svima опјта s kojima sam kod nas, u Variavj, Jeruza
lemu i Tokiju јтао prilike· voditi razgovore koji su па оуај ili опај naeјп 
utjecali na koncipiranje nekog poglavlja оуе knjige. 

Takoder. svaki autor nekog matematickog teksta treba da је obavezan 
i prima опјта koji su svojim rukama izveli sve опо 5to treba uciniti da Ы 
se rukopis pretvorio u knjigu: tkogod је ikada јтао prilike vidjeti kako se 
rada matematicki slog. znat се ocijeniti koliko пе samo strucnog znanja nego 
i ljubavi za svoj posao treba da tu ulo!e slagari. 

Svakom citaocu bit cu obavezan па naротепата i sugestijama u vezi 
s tekstom оуе knjige; molim da тј se опе posalju па moju adresu: Zagreb, 
Vinogradska 10. 

u Zagrcbu, 19. ~ 1963. V. Devide 



POPIS LПERAТURE 

za dalji studij рodruёја mаtеmаtiёkе logike obuhvaeenog u оуој kЦiizi 
(djela 5U poredana kronololki, prema posljednjem izdanju) 

НILBERT D. - ACКERMANN W. 
Grundziige der theoretischen Logik, Ветliп 1938. 

НILВERT D. - BERNAYS Р. 
Grund/agen der Malhe11llJtik 1, 11, Вerlin 1934/9. 

MOSTOWSКI А. 

Logika Male11llJly('Z1!Q, Monografie Matematycme, Wanzawa-Wroclav 1948, 

ВЕТН Е. W. 
Les londements logiquu du math/maIiques, Paris 1950. 

QШNE W. У. О. 
Methotb 01 Logic, New York 1950. 

QШNЕ W. У. О. 
M(lthe11llJli('al Logic, Cambridgj: 1951. 

КLEENE S. С. 
lnlrorlиction 10 Metamathe11llJlics, New York 1952. 

ФRRУ Н. 
Lefons de logique algibrique, Paris 1952. 

ROSSER Ј. В .. 
Logic lor Malhe11llJticians, New York 1953. 

BOURВAКI N. 
Тhiorie des Enseтbles, Livre 1. ЛSI 1212, Paris 1954. 

LORENZEN Р. 
EjnfiJћrung јп die operalive Logik иnd Malhe11llJtik, Ветliп 1955. 

НEYГING А. 

Les londements des math/matiques, Paris 1955. 

HEYТING А. 

lnluilionism, Amsterdam 1956. 

HENКlN (. 
La stгuetш-е algibrique des thiories mathi11llJtiques, faris 1956. 

CНURCН А. 

Inlroduetion to Mathematical Loсјс 1, Princenton 1956. 

LUКASIEWICZ 1. 
Щеmentу logiki malematyczney, Panst. Wyd. Naukowe, Warszawa 1958. 
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ВЕТН Е. W. 
Тће Foundotions 01 Mathemotkl. Amsterdam 1959. 

NOVIKOV Р. S. 
Elementl matematileskol logikl. Moskva 1959. 

ASSER о .. 
Einftlhrung 111 dle matheтatische Loglk I, Leipzig 1959. 

SCНMIDТ Н. А. 

Mathematische Gesetze der Logik I, Вerlin 1960. 

зснО1ТЕ К. 
Beweistheorle. Вerlio 1960. 

зснои Н. - НASENJAGER о. 
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1. KRIZA SAVREMENE МATEMAТIKE 

Kroz historiju matematike mogu se pratiti ероЬе пјепе vece тапје 
rigoroznosti. 

Formule za povrsinu cetverokuta starih Egipcana bile su samo pribliil1e; 
о nekom dokazu ili· izvodu takve formule пјје dakako Ыlо пј govora. 

U doba starih Grka matematika је - сјпј se ро prvi put - postala 
egzaktna deduktivna nauka u опот smislu kako тј to danas shvacamo. 
Jedan od najvecih spomenika toga vremena, Euklidovi Elementi, bili su kroz 
dva tisucljeca uzor savrsenstva matematicke sinteze. . 

U росесјта novovjeke takozvane vise matematike иСјпјепо је mnogo 
toga 8to апш пе Ы priznala strogim izvodom. Eulerovo tretiranje mnogih 
problema infinitezimalnog racuna ро strogosti је daleko od Arhimedove metode 
ekshaustije, а ро suptilnosti metode Eudoksova teorija отјега daleko nad
visuje mnoga ostvarenja novog vijeka. 

Kasnije је radovima СаисЬуа, Weierstrassa i drugih teorija realnih Ьго
jeva i matematicka analiza u glavnim konturama dobila oblik za koji se tada 
uglavnom mislilo da је definitivno zadovoljavajuCi i bilo је malo опјЬ, koji 
su sa Kroneckerom о tome izraZavali sumnje. 

U stoljecu u kojem zivimo dozivljavamo dosad daleko najozbiljnijll, пај
dublju, najtezu ali ј najvelicanstveniju krizu matematike. Zeljeli bismo, da iz 
пје matematika "uskrsne" pomladena, kao 8to se to de8avalo i ји гапјјјЬ 
kriza: Sjetimo se samo da је otkrice nesumjerljivЉ dшiпа dovelo do Eudoksove 
teorije omjera i da је kritika i analiza Euklidova aksioma о paralelama dovela 
do neeuklidskih geometrija! 

No тогашо prizпati da је sadanja kriza ро karakteru bitno razliCita od 
ranijih. (Doduse, i svaka гапјја ЫЈа је ро karakteru bitno razlicita od pret
hodnih!) Ргјје s~ пјје postavljalo pitanje matematicke istine .kao takve niti је 
bilo skepse о osnovnim logickim ргјпсјрјта koji se primjenjuju u matematici, 
vec је ргоblеш Ыо u iznalazenju putova i metoda koji се nas dovesti do te 
istine. Danas medutim - i to iz jakih razloga - пе postoji jedinstvenost 
пј u ргјпсјрјјеlпот stavu ргеша biti matematicke egzistencije i matematicke 
istine niti ргета lеgitiщпоsti sredstava kojima se опа moze traziti. 

Kad је nakon mnogih kritika, pojava antinomija ј diskusija oko ројта 
matcmaticke beskonacnosti postalo 06to da se neke fundamentalne koncepcije 
klasicne matematike тогаји revidirati, razvilo se уј8е struja koje su tu геуј
ziju pokusale provesti уеоmа razliCitim sredstvima. 

2 Mat.rnati~ka logika 



18 Uvod 

2. ANТINOМIJE ILI PARADOКSI 

2.1. Paradoksi i1i antinomije koje su se u matematici javi1e па prelazu 
iz devetnaestog u dvadeseto stoljece bile su - iako ne jedini - svakako jedan 
od glavnih razloga, da se matematika i matematicko misljenje u cjelini pod-
vrgne kritici i reviziji. . 

Tek sto је Cantorova teorija skupova росеlа pobjedonosno rusiti bari
jere nezainteresiranosti i cak nepovjerenja prema novoj nauci, javili su se 
rezultati, koji su stavili u pitanje nju samu а preko nje i dotadasnji nacin 
таtещаtiсkоg rasudivanja uopce. Оуо naravno nije јтаlо za posljedicu neki 
орсј defetizam matematicara. Doduse, mnogi su nacelno priznavali dubinu 
i ostrinu krize. аli је уесјпа od njih ipak za "vlastitepotrebe" i dalje radila 
,,1)0 starom". ТјеБјlа је cinjenica da svi ti paradoksi nisu direktno zahvacali 
ncko od klasicnih razradenih podrucja matematike veC samo izvjesne "peri
Jerne"' ogranke teorije skupova, Ра ipak, ostao је stalni signal da nesto nije 
u redu s klasicnom materoatikom. 

Razna duboko razlicita shvacanja 'Osnova i biti matematike dovela su 
do razvoja velikih teorija, koje su, pored ostalog, јтаlе i zadatak da likvi
diraju antinomije. 

Tako zvanim "intuicionistima" (о kojima сето uskoro govoriti nesto 
opsirnije) doduse antinomije klasicne matematike ne cine briga, jer је оуа ро 
njihovom shvacanju ionako neleg.itimna, а unutar okvira matematike koja је 
ро intuicionistickim shvacanjima legitimna, ро uvjerenju intuicionista neke 
antinomije se principij~lno ne mogu javiti. No оуи sigurnost oni su platili 
skupom cijenom odricanja оо citavih podrucja. matemat~ke i znatnim kompli
ciranjem preostalih. 

Tako zvani "formalisti" (о kojima сето takoder uskoro govoriti opsir
nije) pak dosad nisu uspjeli da garantiraju ods\ltnost antinomija u svojim 
teorijama, а ро sVemu se cini, da tako nesto unutar njihova sistema. princi
рјјеlпо nije moguce - bar ne u onom smislu kako se to htjelo postici i 
vjeroval0 da се se postiCi. 

U drugu ruku, УеЫпа matematicara i danas је uvjereпa da se uz potre
ban oprez antinomije u matemat;ckoj praksi mogu izbjeci. 

2.2. Osvrnut c~тo se nesto poblize па jednu od najpoznatijih antinomija: 
,'Zusse/lov paradoks. Rasudivanja се, razumije se, biti па nivou tzv. "klasicne" 
ili "naivne" teorije skupova. 

Za svaki skup S mozemo postaviti оуи alternativu: i1i је S element od 
,S', јlј S llije element od S. Skupove prvt" vrste, dakle one koji sadrie same 
__ еће kao element, zvat сет о e-skupovima, а one druge vrste, koji nе sadrze 
same sebe kao element, zvat .Сето n-skupovima. 

Npr. skup svih prirodnih brojeva 06to је n-skup, jer se 6tav taj skup 
пе poklapa ni sa. kojim posebnim prirodnim brojem, dakle ni sa kojim svojim 
elementom. Prazni skup takoder је n-skup. jer ne sadrzi nijedan element, 
dakle ni samog sebe kao element (svaki skup, koji kao svoj element - nе 
kao svoj pod~kup! - sadrzi prazni skup, sadrzi time bar jedan element, ра 
nije prazan). 
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U drugu ruku, dozvoIimo ]ј egzistenciju .,skupa svih skupova", (ј. 
skupa koji kao elemente sadrzi sve skupove, bit се теди tim еlеmепtimа i 
оп sam - јег i оп је skup - ра је to e-skup. 

Medutim, ako i пе ulazimo u pitanje egzistencije "skupa svih skupova", 
dovoljno је da dopustimo da za Ыlо koji dani skup S uvijek vrijedi jedna i 
samo jedna od mogucnosti da је to Ыlо e-skup, Ыlо n-skup (sto dakako 
samo ро sebi јо!; пе iskljucuje mogucnost da прт. e-skupova иорсе пета). 

Defiriirajmo sada - ovo је .kljucna tacka Russellove antinomije - skup 
р kao опај, koji kao elemente sadrzi sve n-skupove, dakle sve оnе skupove 
S, koji nе sadrze same sebe kao element. (Zbog гапјје navedenih n-skupova 
- kojih egzistencija пјје Ыlа u pitanju - skup Р sigurnd пјје prazan, sto 
medutim пјје bitno za razmatranja koje slijede.) 

Postavlja se pitanje, da lј је Р e-skup јlј n-skup? 
Ako Ьј Р ЬјО e-skup, dakle sadrzavao samog sebe kao element, ЬјО Ы 

Р - ро definiciji od Р - jedan od n-skupova, tj. пе Ьј sadrzavao samog 
sebe kao element. - Dovle јо!; пета niceg paradoksalnog, јег Ы ovo mogli 
shvatili indirektnim dokazom da је Р u stvari n-skup. 

Medutim sada dolazi poteskoca: 
Ako Ьј Р ЬјО n-skup, tj. пе Ьј sadrzavao sebe samog kao element, Ыо 

Ы Р - ро definiciji od Р - jedan od elemenata od Р, tj. sadrzavao Ы 
sebe kao element i ро tome Ыо e-skup. 

Jzlazi dakle, da Р sadrzi sam sebe kao element onda i samo onda, ako 
пе sadrzi sal11 sebe kao element! U ovome i jest paradoks RusseIJove anti
потјје. 

(Do na\ledene antinomije dosao је engleski filozof i matematicar Bertrand 
Russell 1902. ј iste godine pisao о tome njemackom matematicaru G. Fregeu, 
koji је иргауо ЬјО dovrsio svoje veliko djelo Grundgesetze del' AI'itlJmetik, 
begrifjsschrijilicll a').~t"eitet - Osnovi aritmetike. izvedeni simbolickim pismom 
- Јепа, Уоl. I ЈХ93. \'01. ]Ј ]903. U dodatku tome djeJu Frege priznaje da 
је Russellovim rezllllatOll', uzdrman jedan od temelja njegova djeJa. U poku
saju da ukloni teskol·C'. }-'rege пјје uspio. 1903. RusseJJ је svoj rezultat i 
риЫјсјгао. U isto \'Гјјете падепа је ova antinomija i u Gбttiпgепu; о пјој 
su raspravljali Е. Zermelo i njegovi исепјсј, аЈ; је nisu риЫјсјгаЈј.) 

2.3. Razmotrimo sada neke od putova kojima se - bez uspjeha -
pokusalo u klasii'nim okvirima rastumaCiti Russellov paradoks. 

Da bismo Ьоlје razumjeli prvi od пјјћ, opisimo пајргјје nai7gled srodni 
"paradoks ЬгјјаСа". 

U nekom selu Ыо је Ьгјјас, koji Ј" Ьгјјао sve оnе (ј .fПlI/О olle) stano
vnike sela, koji se nisu Ьгјјаli sami. Da 11 је Ьгјјас Ьгјјао sebe? 

Ako bi se Ьгјјас Ьгјјао, Ыо Ы оп jedL.1 "d опјЬ stanovnika .. C'jёl koji 
se Ьгјји sami, ра se пе Ы smio brijati. Ako St: pak Ьгјјас пе Ьј.Ьгјјао, Ыо 
Ы оп jedan od stanovnika sela koji se пе Ьгјји sami, ра Ы se mогао brijati. 

U prvi таЬ сјпј se da - u ргјпсјри. ро logickoj strukturi opisane 
siluacije - ovdje јтато pred soh(lm ()kalnj)~ti угlо sr(}dll'~ ~пјта tI Rt!s<;~!
lоуи paradoksu. 
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Medutim "paradoks" brijaca lako је па zadovoljavajuci пасјп likvidirati: 
treba samo uoCiti, da iz zakljucivanja oko njega izlazi, da пјје moglo posto
jati selo, u kojem Ы brijac djelovao па opisani паСјп. Radi se dakle о tome, 
да Ы korektna formulacija problema Ыlа ta, da se pita da li је mogl0 ро
stojati seIo s brija~em koji radi па navedeni пасјп - а rjesenje је, da nije 
moglo postojati. Na taj naCin "paradoks" brijaca пјје neocekivaniji niti cudniji 
од Сјпјепјсе. да пе moze postojati selo, u kojem јта brijac koji педјеlјот 
nikad пе radi а koji педјеlјот kojiput radi. 

Ako analognu argumentaciju primijenimo' па Russellov paradoks, dobit 
сето da iz njega jedino proiz)-azi da nе egzi.ftira (tamo definirani) skup Р 
svih опјЬ skupova S, koji пе sa.dr!e same sebe kao, element. Тјте smo doduse 
uklonili apsurdni zakljucak da Р sadrzi sebe kao element опдај samo onda 
ako Рnе sadrzi sebe kao element - аli smo umjesto toga d'oSIi u situaciju 
da moramo negirati egzistenciju' skupa Р, koji је, klasicno rasudujuci, Ыо 
razumno definiran. То onda пјје mnogo тапјј apsurd od ranijeg i пе razja
snjava antinomiju па zadovolja.vajuci ,паСјп (о cemu се jos biti govora kasnije). 

2.4. Jedan drugi put za' pokusaj bijega pred paradoksom је О\'ај: Мо!е 
se prigovoriti. dp. se u Russellovu paradoksu govori о skupovima u presiro
kom i nedovoljno odredenom smislu, tako da inacenje tog ројта пјје u do
voljnoj mjeri matematicki precizirano. 

Sto прт. znaci .,skup svih n-skupova"? Kakvi sve skupovi dolaze u obzir? 
Da lј samo опј kojima su elementi malemalicki objekti iIi takoder опј, kojima 
su elementi ziva Ыса, iIi kakvi god apstraktni ројтоуј itd? 

Medutim. ubrzo se uvida da пј оуај prigovor пе vodi izlazu iz СОТ
sokaka. Naime. ako (neprazne) skupove ograniCimo па, takve koji sadrze 
samo .. dopusiive" elemente, pri cemu definiramo da su .. dopustivi" elementi 
Ыlо 

1 о pri rodni Ътојеуј, 

Ыlо 
20 skupovi s dopustivim elementima 

(О. Gentzen 1936.), onda gornji prigovor nedefiniranosti рodтисја skupova s 
kojima radirno otpada. No ропаУlјапјет ranijeg rasudivanja uz ovdje dana 
ogranicenja па ројат "skupa" lako se vidi da sam paradoks ostaje па snazi. 

Dараё"е. podrucje skupova, koje dopu5tamo. moguce је jos v.ise ograni
citi time, da se kao dopustivi еlетеп! pod 1 о ртЉуай samoprazan skup 
О (uz 2' kao ranije). 

Analizirajmo nesto detaljnije 5to susada legitimni skupovi - pitanje, 
koje је i samo ро sehi od interesa. 

О је skup. Ро 10 skup је ј {О}. tj. skup kojem је prazni skup jedin 
elcmcnt. Dalje је odatle uz 2" {{О}}. а uz 1" i 20 {О, {О}} skup. Odatle su 
dalje. opct uz I~ i 2", skupovi takoder i {{{О}}}; {{О. {О}}}; {О. {{О}}}; {О, 
{О, {О}}}; {{О}. {{О}}}; {{О}. {О, {О}}}; {{{О}}. {О, {о}}}; {О. {0}. {{О}}}; {О. 
{О}. {О, {О}}}; {О, {{О}}, {О. {О}}}; {{О}. {{О}}, {о, {О}}}; {О, {О}. {{О}}, {О, 
{О}}}; itd. Nadaljc. kako su па оуај nallin npr. {О}, {{О}}, {{{О}}}, {{{{О}}}}, ...• 
{{{ '" {О} ... }}} .... !ikupovi,. {о ро· 2~ postoji i beskonacni skup koji sve 
Hpravo naznaccne ,sadrzi kao elcmente, itd. itd. 
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(Spomenimo, potpunosti radi, i ОУО: Smatramo lј, da prazni skup "auto
matski" zadovoljava uvjet, da sadrzi samo dopustive elemente - jer sigurno 
пе sadrzi l1ijedan nedopuslivi - mozemo и danoj definiciji podrucja legi-
timnih skupova izostaviti 10.) , 

Iz zapocete konstrukcije legitimnih skupova пiоzеmо zakljuciti ОУО: 
U jednu ruku dobiveno podrucje skupova znatno је uze 'Od podrucja 

"kakvih g'Od" skupova, ра cak i od podrucja ranije definiranih "шаtеmаtiсkih" 
skupova (gdje su pod 1 о d'OPustivi elementi Ыlј prirodni br'Ojevi). Npr. {]} 
sada пјје skup (iako, dakako. raspqlazem'O cak sa beskonacno mnog'O skupo;va 
k'Oji sadrze tacno једап element, npr. {0}, Н0}}, {{{О}}}, {{{{О}}}} , ... ). 
Ipak, lako је pr'Ovjeriti да i za ovako ogranicen'O podrucje skuP'Ova Russell'Ov 
parad'Oks tvrdoglav'O ostaje па snazi. 

2.5. Vratim'O se па prigovor analogan ranijem, пајте da i za ovako 
'Ograniceno P'Odrucje skllpova jedn'Ostavn'O nе egzistira "skup svih n-skUР'Ovа". 

Zast'O пе P'Ost'Oji takav skup? Ak'O mu negiram'O egzistenciju samo zal0 
i nakon toga, 5t'O pretpostavka о пјети vodi d'Ok'Ontradikcije, kakav сето 
imati kriterij za egzistenciju matematickih 'Objekata? Nikada песето znati, 
песе lј definicija nek'Og takv'Og 'Objekta tko zna gdje i kada dovesti до 
pr'Otivrjecja. 

Likvidacija R.usselIova parad'Oksa negiranjem egzistencije skupa svih 
n-skupova је dakle 'reZalivna mjera, k'Ojom, zatvarajuci jedna vrata antin'Omi
јата, пј р'О сети nism'O sigurni, да 'Опе 'песе иСј па neka druga. 

Sve u-svemu, Сјпј se· da danas јта д'Оу'ОЈјп'О razloga smatrati да se 
RusseIlov i drugi paradoksi u okvirima klasicne logike i matematike пе mogu 
па zadovoljavajuCi паСјп protumaCiti i time kao antinomije ukloniti. 

З. POTENCIJALNA 1 AKTUALNA BESKONACNOST 

З.I. Nakon ТопјсеШеуа pokusa sa iivom postalo је jasno да priroda 
dodU5e пета "horr'Or уасиј" (strah pred prazninom) аlј је' osta1o uvjerenje 
da јта "h'Orror infiniti" (strah pred beskonaCn'05cu). 

Zaista, prema danasnjem nasem znanju nigdje и prirodi пе nailazimo 
па neku fakti(~ku, уес oSlvarenu, akfualnu ЬеskолаСпоst. Ako лрг. gov'Orimo о 
"Ьеsk'Опаслоm" Ьгоји molekula, at'Oma, elektrona - јlј kojih drugih од оЫlја 
cestica k'Ojim su nas zasuli moderni. fizicari - postupam'O sliсло kao pripad· 
лiсi jednog рlетепа, koji se, ako zeJe izraziti neki Ьгој уе6 od 6 .. 11vataju 
za kosu nastojeCi time pokazati kako је Ьгој u pitanju леizгесivо velik. 

Cak i и kozmickim razmjerima tesko је pгihvatiti ideju о beskonacnom 
(и smislu beskonac'no velikom) svemiru i zasad se Сјпј prirodnijom pгetpostavka 
да је оп doduse bez granico. аlј konac'an -- kao 510 Ы 10 лр ... Ьјlа kuglina 
р'Оvгsiла za neka dv'Odimenzi'Onalna Ьјса пеsроsоЬпа za регсерсјји i kопшлi
kacijLI s preostalim tr'Odimenzionalnim prostorom izvan i uпtltаг te роvгSiле. 

З.2. Matemalicaru је naprotiv Ьсskоласпоst "kruh svаgdапјi". Ро Н. 
Weylu matematika иргауо i jest nauko о beskonm'nol1l. 

Historijski је Ьгојапје bilo pocetak matematike. А kad sm'O se једнот 
odlucili па prelaz od Ьгоја 11 па Ьгој 11 + 1, 5to се nas u tom pгoccsu zausla
viti? Ako u citav'Oj prirodi, u Citavom svemiru, јта N "еlстелtагпih cestica" 
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koje se· "пе mogu dalje dijeliti", zar је to razlog da N + 1 vise пе bude 
"prirodan" prirodni Ьгој'1 

Naro~ito intuicionisti inzistiraju па to:ne, da se matem~tika sastoji od 
misaonih konstrukcija - а оујта је, еiпi se, nemogu:e propisati da se тогаји 
zaustaviti kod nekog odredenog Ьгоја. 

Ipak, уаlја dobro uociti, da је ovakva beskonaenost kakva se javlja kod 
neograni:ene kO!lstrukcije sve veeih i уеејћ pl'irodnih Ьгојеуа bitn) drugaeijeg 
karaktera od опе, па koju mislimo, kad gоvо"iш') о skupu svih р ·iГ.Јdпih 
Ьгојеуа, smatraju~i оуај gotov;т, svrsenim, {a~(o \·е':ј pred пата \·aza .. t:·tim 
tоtаЩеtоm. U р:-уот slucaju radi se о p:Jtencijallloj, а u d ·ug)m о uktua!lIoj 
beskonaenosti. 

U p:>tencijalnu beskonaenost, Ьаг u пј~пот navedenom оЫспот smislu, 
mozda се posumnjati sam') vrlo radikala'1 .. ultraintuicionistieki" matematiear. 
Sto se tiee aktualne Ьеskопаёп:>sti stvari stoje drugacije. 

Nemaju svi matematical'i jednake poglede па to, u kojoj se тјегј, 
s kakvim opravdanj:m i da Ii se иорее s aktualnom beskona;nosti moze i 
smije postupati sluzeei se klasicnom· logikom i matematikom. Ari .. totelova 
logika је, . Wu intuicionisti, nastala ~pstrakcijom od rasudivanja о kOlla(~niт 
skupovima, i пета opravdanja da scnjena pravi\a lIpot:'cb jav:lju izvt~:1. toga 
podru;ja. 

3.3. Jednostavan ргјтјсг ротоСј се da јаsпiје uoCimo razliku izmedu 
potencijalne i aktualne beskonacnosti. 

Uzmimo da smo neko svojstvo S prirodnih Ьгојеуа dokazali ротоси 
tzv, mateтutifke i"dukcije, t;. da smo dokazali da 1 о ы�ојj 1 јта svojstvo S 
i 2- da, ako Ьгој п јта svajstvo S, i iduei Ьгој п + 1 t ... koder .јта svojstvo S. 

Gledajuci па prirodne Ьгојеуе kao potenc(jalllo Ьеskопаёап skup, mozemo 
odatlc direktno zakljuciti da bilo koji otlah/'u"i Ьјој k јта svojstvo S, јег do 
toga - Ыlо fakticki, Ыlо Ьаг u principu -' dolazimo ponavljanjem k-l 
pUla zakljucka 20. Drugim гjj~cjтa, kako postupno kOAstruiramo prirodne 
Ьгојсус, tako - paralelno - zak:jucujemo, da sl'aki tako dostignuti brt'j 
јта !>vojstvo S. 

Оуо се priznati i intuicionisti, ukoliko su, dakako, tvrdnje 1 о i 20 doka
zane па za пјјЬ prihvatljiv паСiп. 

Medutim, Ilije ;,rto ako kafemo da iz dokazanog izlazi da sti; prirodni 
Ьгојсуј (а пс samo bilo koji Ја{l; pгirodni Ьгој) јтаји svojstvo S i ako pod 
tiщ .. svi" пс zclimo гazumjcti sama sil10nim za .. bilo koji", усс pomocu .. svi" 
zсliпlО za svc prirodnc Ьгојсуе "odjcdl1om" izrcci da imaju svojstvo S. Direk-
1110 dakako оуи tv .... dnju 11С mozemo dokazati, јег ј..: пе тоzспю сfcklivпо 
p/'m:j('/'it; za .н'е prirodnc Ьгојсуе јlС\'јl'апјст zakljucka 2', Uz klasicllO l'a5U
Јјуаl1јс ПЮZСll1О tvrdl1)U sada opravdati samo illl!ireklll;m dokazom, паiп1\.: ovako: 

Uzmimo da "!је tako da svi p~il'odni Ьгојсуј iпшјu svojstvo S, Tada Ы 
rЮSlОјао ncki odrcdCl1i ргiгоdпi ЬЈој k koji пета svoj'itvo S, (Nijc bit\10 da 
Ьј pO~lOjao. i /iajm!l/lji takav Ьгој. lј, пс treba паm ll(Jl>m l/I'('ll('/~i(' skupa 
pllI(\dnih'brojcva!) No lаklјu;iV:Lllј~щ kao гanjj~ "izlazi da k јта svojslVO S. 
O()."Y~110 рг6tivгјеёјс оhЩll prctp:>slavku da lIјје tako Ја svi pl'irodlli Ьгојсуј 
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Јтаји svojstvo S, а to је ј trebalo dokazati. - Ovdje smo, dakako, rasudi
vali klasi('no~ јет za intuicioniste aktualno beskonacni skup ргiгоdпih Ьтојеуа 
пјје matematicki objekt па koji se smije primjenjivati zakljucke poput ovdje 
ucinjenog: пајmе, ako nјје tako da svi prirodni Ьтојеуј јmајu svojstvo S, to 
jos nе znaCi da mozemo efektivno naCi neki1:>roj koji to svojstvo пета i 
stoga intuicionisticki jos ПЈје opravdano tvrdifi da tada takav Ьтој postoji 
(usp. 4.). 

З.4. Promotrimo jos jedan ртЈтјет. Uzmimo da' razmatrarno ртоblет 
postoji lј neki prirodni Ьroј nekog danog svojstva Т - прт. postoji Јј prirodni 
Ьтој п sa svojstvom da је уеб od 2 i da postoje prirodni Ьтојеуј х, у, = 
takvi da је хn + уп = Zn. " 

Ako је - па za njega zadovoljavajuCi паСјп - efektivno odreden Ьтој 
k sa svojstvom Т, i kJasicni maternatiear i intuicionist priznat се problem 
rijesenirn i dokazanirn stavak, da postoji prirodni broj· sa svojst,vorn Т. 

Ако pretpostavka da postoji prirodni Ьгој sa svojstvom Т - za njega 
legitirnnim putern - vodi do protivrjecja, i kJasicni i intuicionisticki rnatema
lЈсат priznat се ртоblет rijesenim i dokazanirn stavak da nе postoji prirodni 
Ьгој за svojstvorn Т. (Jedino za uItrаiлtиlciопistа Grissovih shvacanja ovakav 
~lиcaj ле dolazi u obzir.) 

Sada doJazimo do лајzапiтlјiviјеg slucaja. 

" ·Ako pretpostavka da nе роз:ојј prirodni Ьтој за svojstvorn Т - па za 
njega dopusten пабп - vodi do protivrjecja, klasicni rnaternaticar се bez 
d:lljnjega zakljllciti da tada postoji Ьтој sa svojstvorn Т. Intuicionist rnedutim, 
ako је оЬатапје pretpostavke da ле postoji prirodni Ьтој sa svojstvom Т Ыlо 
takvog karaktera, da jos - niti u РТЈПСЈри- nе omogucuje nala=enje Ьтоја 
sa svojstvom Т, пе Ы odatIe zakljuCio da Ьтој sa svojstvorn Т postoji, јет za 
njega "postojati" znaCi isl0 510 i "biti kOfi!>truiran". 

Kad Ы prirodnih Ьтојеуа Ыlо samo konacno mnogo, rnoglo Ы se ро
kusati verificiranjern konstatirati јта ЈЈ Ьгој 1 svojstvo Т, Јта lј ga Ьгој 2, 
ра Ьтој 3 itd. Takvu konstrukciju priznao Ы i intuicionist, ukoliko је, dakako. 
za зуаКЈ pojedini broj ргоУјетауапје provedeno па пасјп којј оп priznaje. 

No za aktuaJno be~Konacnj . .s)щр prirodnih Ьтојеуа пе mozemo kU5anjem 
provjeriti Јта lЈ rnedu пјјта trazen!" Ьтој. Као potencijalno beskonacan SkllP 
rnozemo рак prirodne Ьтојеуе ispitivati па sadrzavanje Ьтоја trazenog svojstva. 
аlЈ се lјте odgovor о postojanju trazenog Ьтоја cak i u" klasicnom' blnislu 
Ыl] definitivan jedino ako ga naderno; ako ga пета, песето to оујт putem 
nikad saznati. 

Tako dugo dok rasudujemo samo о potel1cijalnoj beskonacnosti сјl1ј se 
da пета opa-;nosti da Ы dosli do antinomija о kojima је гапјје Ыlо goyora: 
опе зи uvijek ла пе)(ј пабп uklјuбvаlе аktuаlrш beskonacnost. 

U drugu ruku, uprilvo зи ргЉуасапје" аКћlаlпе beskonacnosti i рrimјела 
па "iljU klasicnog matematickog zakljucivanja doveli do Ilajbogatiji)) matematickih 
teorija, narocito otkako је izgradena teorija skupova. Ро HiJbertovim гјјесјта 
nitkD ле treba da nas protil'"Г:J ј7 raja kojeg пат је stvorio Са1110Г. Aktualllll 
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beskonacno!\t bitno upotrebljavaju m.noge оо naјјасЉ i najelegantnijih rnate
rnatickih rnetoda. Zermelov akf>iom izbora samo је je9an primjer. 

Aktualna beskonaenost bila је za rnaternatiku plOO "drveta spoznaje". 
Okusivsi od njega, postala је "bolanskom" naukom, ali је zato protjerana iz 
"raja" u kojem nije bilo sumnji. 

Smije 1i se u rnateniatici zadrZati aktualna beskonaenost7 Irna li шј ројат 
uopce' neko znacenje7 Mozemo li ocekivati da baratajuci s takvim barutom 
n~ce uvijek dolaziti do eksplozija novih paradoksa? Која је vrijednost' 
teorerna dobivenih upotrebom aktualne beskonaenosti7 

Na ova pitanja maternaticari razlicitih shvacanja nece dati iste odgovore. 
Drugacije се odgovoriti klasicni maternatiear, drugacije logicist, drugacije 
formalist i drugacije intuicionist. Poneki od пјЉ priznat се da i drugi imaju 
"u izvjesnom srnislu"donekle pravo i poku~at се njihove postupke "reinterpre
tirati" па vlastitom jeziku. АН svaki се ostati vise ili manje uvjeren da је u 
krajnjoj liniji оп taj koji је imao pravo. 

No cinjenica је da su ispitivanja svih tih smjerova о osnovama materna
tike izvanredno obogatila оУи nauku. Stvorene su nove teorije, nove metode, 
nove grane matematike. Dobiven је niz izvanredno dubokih rezultata od 
trajne vrijednosti. 

Uvod u Bourbakijevo 'djelo о osnovama matematike i teoriji skupova 
zavrSava rijeeima: 

" ... vjerujemo da је rnatematici odredetro da prezivi i da nikad ne
сето dozivjeti da se Ы~ dijelovi ove veHeanstvene zgrade srше zbog neke 
kontradikcije koja Ы, se najednom javila; ali пе tvrdimo da оуо misljenje 
росјуа па necem drugom do li iskus~vu. То је таl0, reCi се neki. АН eto, 
dvadesetipet stoljeca matematicari imaju оЫсај da ispravljaju svoje pogrjeske 
i nalaze time svoju nauku obogacenom а ne osiromasenom; ovo im daje pravo 
da u buducnost gledaju s vedrinom." 

4. INTUICIONIZAМ 

4.1. Prema takozvanim logicistickim shvaeanjima matematika se osniva 
па logici; sa tog stajalista gledano matematika је, u krajnjoj liniji, grana 
logike. Ovu koncepciju zastupao је narocito Frege i zatim Russell. Monumen
talno djel0 "Principia Mathernatica" Russella i Whiteheada imalo је za zadatak 
da па toj osnovi konsolidira "napuklu" zgradu matematike. Medutim, jedna 
od kljucnih tacaka ove teorije, tzv. aksiom reducibiliteta, nije s uspjehom 
izdrzao kt"itike. (U ovoj knjizi о logicizmu necemo govoriti detaljnije.) 

4.2. Nasuprot logicistima, intuicionistima nije matematika grana logike, 
уес - obrnuto - za njih је logika grana. matematike, аН nikako nе njen 
osnov. Za intuicioniste su osnovne, primarne, matematicke konstrukcije, а, 
logicke zakonitosti su sekundarne, one su izvedene apstrakcije odnosa па koje 
nailazirno u matematici. Naprimjer,kad шеm6 "Лkо А povlaei В, а В 
povlaCi С, onda А povlaCi С" onda to - intuicionisticki - treba interpre
tirati ovako: "Ako posjedujem metodu kojom па osnovu konstrukcije od А 
mogu, sagraditi konstrukciju od В, i metodukojom па osnovu konstrukcije 
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оо в mogu sagraditi konstrukciju od С, onda time posjedujem i metodu kojom 
па osnovu konstrukcije оо А mogu sagraditi konstrukciju ОО. С". Radi se 
dakle о izreci matematickog karaktera, iako velike opCenitosti. ТО је dakle 
konstatacija о nekim okolnostima koje vladaju koo matematickog izvodenja 
а пе neki primarni i apsolutni logicki princip koji "opCenito vrijedi" ра se 
stoga moze primjenjivati i kod matematickog izvodenja. 

4.3. Sami пзzјуј "intuicionizam" i "intuicionisticki" prouzroeili su mnoge 
nesporazume. Нistorijski su potekli OOatle, 5tO su neki intuicionisti inzistirali 
па nekoj . "praintuiciji" prirodnog broja. Ovo se kad5to - narocito medu 
nematematicarima - tumacilo tako da se intuicionizam smatrao neke vrste 
"matematickom metafizikom". Medutim, u stvari о tome пе moze biti govora. 
Uz precizniju formulaciju роlзzпЉ postavki i koncepcija intuicionizrna (to се 
m:u nesretno ime, сјпј se, ostati) lako se mofemo osvjedociti da оп ле sadrfi 
niceg 5tO Ьј opravdavalo da ga se klasificira kao metafiziku. 

za intuicionist~ egziste'ncija nekog matematickog objekta ekvivalentna је 
s роzлаvапјеm metode kojom se taj objekt moze konstruirati. Matematicko 
rasudivanje sastoji se u misaonim konstrukcijama, tj. u kопstruirалјu matema
tickih objekata u nasem duhu, u mislima. Medutirn, nе tvrdi se da Ы neki 
primarni objekti nad kojima se te konstrukcije vrse тосаlј preegzistirati u 
па5ет dиhu prije svakog opafanja i mј5lјепја. Naprotiv, опј mogu ЫН i rezultat 
apstrakcije nad rezultatima opazanja objekata 'vanjskog, materljalnog svijeta 
oko nas. Pri percepciji nekog objekta stvaramo ројаm OOredene jedinke proce
som apstrahiranja оо sekundarnih, пеЬјtnјЬ karakteristika tog konkretnog objekta. 
U tome 5tO prihvacamo mogucnost neogranicenog ponavljanja ovog dogadaja 
lefi - intuicionisticki - izvor ројта prirodnog broja. Dalje ispitivanje pri
rodnih brojeva је onda posve odredeno, tj. пе svOOi se па izvodenje posljedica 
iz nekog u izvjesnoj mjeri proizvoljnog sistema aksioma (npr. Реапоуа) уес 
se sastoji u ispitivanju prirodnih brojeva, onakvih kakvi su dani gornjom 
deskripcijom. 

Jnzistiranje па konstruktibilnosti u matematickim rasudivanjima јmа za 
posljedicu da '!ntuicionisti пе priznaju legitimnim neke postupke uobicajene u 
klasicnoj matematici. od iлdirеktпоg dokaza ostaje sacuvano da se пјјте 
mogu obarati pretpostavke time da se iz same pretpostavke (intuicionisticki 
prihvatljivo) izvede neki apsurd (npr. jednakost 0=1). Medutim, indirektni 
dokaz u орсеm slucaju nе moze garantirati. valjanost neke pretpostavke Р 
OOatle 5tO suprotna pretpostavka (makar i intuicionisticki prihvatljivo) vodi do 
apsurda. Ovakva okolnost jedino pokazuje da је "apsurdnost od Р apsurdna" 
(tj. vodi па kontradikciju), аlј to jos intuicionisticki пе opravdava tvrdnju da 
sama pretpostavk:l Р stoji. Iz istih razloga u орееm slucaju пјје lеgitiщпо 
zakljucivanje ро principu (е1'lјиm поп datur (treceg пета); tj. principu koji 
izraiava tvrdnju da svaka tvrdnja ј/ј stoji iIi пе stoji (ј пета neke daljnje 
trece mogucnosti). 

Opeenito uzev5i, уесјпј matcmaticara intuiciol1isticke koncepcijc su oporc; 
svakako, rcblivno је таlеп broj опјћ koji ih prihvac:lju i пасеlпо i u "sva
kodnevnom" matematickom radu. Jpak sve оус konccpcije пе trcba definitivno 
i kategoricki odbaciti samo zato sto nisu u skJadu s uobicajenim. tгаdiсiолаl
пјт i dominantllim shvacanjima. Sjetimo se sal110 kakva је bila situacija kad 
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su stvarane neeukJidske geometrije! Sain Gauss se ustru~vao da о tome 
objavljuje rezultate, јег se Ьојао "vike Beoeana". 

Сјпј se da glavna· tefina argumenata protiv intuicionizma пјје u ргјпсј~ 
pijelnim zamjerkama, nego'u rezultatinv do kojih konsekventni intuicionizam 
vodi. Citava podrucja matematike intuicionisti moraju odbaciti kao bezsadr
zajna Ш ih posve iznova izgradivati s rezultatom koji cesto таlо naJikuje па 
опо 5to је trebalo rekonstruirati. Neki fundamentalni teoremi analize yj~e пе 
vrijede. Уес {еогјја геаlпјЬ Ьгојеуа u osnovi. se razlikuje od klasicne. 

Od printipije/nih te5koca pridolazi сјпјепјса da пј sami intuicionisti 
medusobno nisu uvijek potpuno saglasni u pogledu рјшпја 5to је u matema
tici legitimno а 5to пјје. 

Medutim, innogi rezultati intuicionistitke matematike sami su PQ sebi od 
intcresa i trajne vrijednosti. Pored toga intuicionisticka kritib bila је sigurno 
jedan od odlucujucih motiva koji su doveli do izgradnje nekih velikih novih 
matematickih {еогјја, koje dodu5e same nisu konstruktivne teorije, аН su 
(klasicnc) teorije о konstruktibl/nom (прг. rekurzivne Љnkсјје). 

(О гиliсј izmedu konstruktivnih teorija i teorija о konstruktibilnom 
citirajmo А. Heytinga: 

,.U nekoj {еогјјј о konstruktibilnom definira se odredena klasa matema
tickih objekata kao klasa konstruktibi1nih objekata. Ovdje је bitno troje: 1 о 
pretpostavlja se jedna matematicka teorija u kojoj se klasa konstruktibilnih 
objekata moze definirati; 20 ројат konstruktibiliteta је dеПпiгапi PQjam, а 
пе ргјтагпј ројат; 30 postoji izvjesna sloboda u izboru definicije konstruk
tibilnog. uz jedinu pretpostavku da u dovoJjnoj тјегј odgovara na5ет intui
tivnom pojmu matematicke konstrukcije ... 

. . . Pod konstruktivriom {еогјјот razumijevam tcoriju u kojoj smatramo 
dil I1cki objckt postoji jedino nakon toga 5to је kons1ruiran. Drugim гјјеејта, 
u jcdnoj konslruktivnoj teoriji пе mogu se spominjati drugi objekti osim 
konstruktibilnih ... 

. . . Iz Сјпјепјсе da se samo za konstruktibilne objekte smatra da postoje. 
izlazi da 011; пе сјпе neku podklasu klase svih matematickih objekata. U 
konstruktivnoj teoriji пе moze biti referencije па neki matematicki sistem koji 
Ы јој prcthodio; опа тога, ро svojoj prirodi, biti samostalna.") 

5. FORMALIZAM 

David Hilbcrt i njegovi sljedbenici formaIistitkog smjera пе pristaju da 
zbog ;Jltuicionisticke kritike zrtvuju bogatu bastinu klasicne matematike. 

Odreci matcmaticaru mogucnost ргјтјепе iskljucenog (тесе! ро Hilbertu 
је ;5tO. kuo 'zabraniti boksacu da se sluzi pesnicama. 

Оа Ы osigurali rezultate klasic:!ne matem~tike. form:tlisti su· odijelili 
/огnщlllll mulcmaliku koju ispituju i izgraduju od soclr;:(ljne .. mctamatcm:\tikc" 
Р/lIlШ(:U koje sc ta ispilivanja i izgradnja опе prvc vrSi. Konsekvcntno ргоуе
(јева. ova konccpcija vodi do 10ga da se пс samo ohjekti formull1c tcorijc i 
rclacijc mcdu пјјта vec i sama dedukc(ia unutar /еогјје (и principu) Ii!iзvајu 
s:ldrzaja. ·Тјтс manipulacija sa znakovima }'nstajc nekc vrstc .. igra" s tacno 
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propisanim ргауШта, poput npr. Saha. (Dakako, оуа ргауј1а nisu odabrana 
proizvoljno, уес s tendencijom da formalna teorija "obuhvati" neku klasicnu). 
Кгајпјј zada~ak metamatematike је da роЬ!е nekon/radiktornost foгтаlпе 
teorije, tj. da nas uvjeri da se unutar formalizirane teorije пе mogu паСј 
deduk.cije dvaju teorema А i ---, А (koji Ы, sadrzajno interpretirani, izrazavali 
suprotne tvrdnje). 

U takvom svom programu foгmаЦzаm пе !оато da nije definitivno'uspio, 
nego је cak - do . neke тјеге - definitivno osuden da nесе mос; uspjeti. 
Pokazalo se, da је uz odredeno preciziranje metamatematickih postupaka 
(specijalno uz inzistiranje па striktnoj finitnosti, tj. izbjegavanju nefinitnih 
postupaka Ыlо koje vrste: egzistencijalnih, ne-konstruktivnih i indirektnih 
dokaza, aktualne Ье;kопаспозti, tran:;finitne indukcije i tome slicnog) unutar 
odredene угlо siroke kla'\e f..>rmalnih teorija (прг. уес svake sa svojstvom da 
se u пјој moze izgraditi elementarna aritm-::tika) nеmокисе dokazati пјепи 
nekontradiktornost. Nadalje, u takvim teorijama - ukoliko иорсе јеуи nek6n
tradiktorne - uvijek postoje formalizirane tvrdnje koje su neodluCive. tj. 
izrazi А koji su па dopusteni паСЈП formirani u teoriji а takvi, da sigurno 
nј izraz А nј izraz -, А nе moze biti deduciran unutar teorije. 

Оуј rezultati К. GOdela nesumnjivo su vrlo duboki i dalekosezni. U 
neku ruku опј su "negativni" u smislu da пјјта dolaze do izrazaja izvjesne 
ргјпсјрјјеln<: poteskoce i ograde koje su vezane uz озпоvпе formalisticke 
koncepcije. (Spomenimo ipak da uz odredeno oslabljenje zahtjeva finitnosti 
metamatematike moze doci do поујћ okolnosti; G. Gentzen је npr. dokazao 
nekontradiktornost elementarne teorije Ьгојеуа upotrebom transfinitne indukcije 
do odredenog "пе tako уеота velikog" beskonacnog ordinalnog broja. АIi to 
је odstupanje od striktnog Hilbertova programa.) 

Bez obzira па sve оуо, zahvaljujuci radovima Нilberta i drugih forma
lista razvio se niz. поујћ metoda i skupljeno је оЫlје vanredno interesantnih, 
daleko~eznih i Нјерјћ rezultata koji се sigurno takoder o<;tati (гајпа svojina 
matem'1tike (medu njima npr. spomenuti GOdelovi rezultati). 

1 ovdje treba spomenuti da su i nazivi "formalizam" i "formalisticki" 
odabrani dosta nesretno. Njima prvenstveno treba "zahvaliti" da је dosta 
matematicara а jos vise filozofa а ргјогј odbacilo diskusiju о njihovim kon
серсјјата smatrajuCi ih fotmalistickim u рејогаtivлоm smislu, kao da forma
li5ti и matematici inzistiranjem па јогmј zele оуом nadomjestiti sadrzaj. Оуо 
5igurno nije tacno; treba samo uociti da su иргауо formalisti Ыlј ti koji su 
trazili skrupuloznu finitnost и sadriajnoj metamatematici; skrupuloznu сзk и 
jos уесој mjeri nego lј је intuicionisti traie za svoju matematiku .. 

6. ZAКLJUCAK 

Uz formalisticke koncepcije осиуапа је prakticki citava kla5icna mate
matika - аЈј dеfiлitivпе sigurn05ti od ројауа kontradikcija јо!; леmа. Za 
intuicioniste је sloboda od kontradikcije njihove matematike еvidелtпа, аН је 
и пјој 05talo sacuvano relativno Угlо таЈо klasicne matematike. 

Postoji niz daljnjih оујта vise iJi тапје 5rodnih а i od пјјћ radikalno 
razlicitih kолсерсiја о ЫН matematikt:, matematicke egzistencije i matematicke 
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istine. Vjerojatno Ы ЈoS Ыl0 preuranjeno о svima njima dati kоnЮtп sud 
АН sve su one - ~eb u veCoj, neka u manjoj mjeri - obogatile matematiku. 

Na jednom predavanju Hi1bert је rekao: "Wir miissen wissen. Wir 
werden wissen." (Моrаmо znati. Znat Сето.) Модщ uvjerenje о .znaeenju 
matematike i entuzijasticko pouzdanje u njenu тос nije nigdje bilo izreeeno 
tako snaZno Ьо u ove dvije krajnje sdete reeenice. S druge strane duboka 
vjera u sigurnost matematickih metoda ali i ogromne teskoCe па koje nailazimo 
u pokusajima njihova definitivnog fundiranja tesko da su igdje izrafene duho
vitije nego 1i u izreci А. Wei1a: "God exists since mathematics is consistent, 
and the devi1 ехш~ since we cannot prove it." (Воg postoji јет је matematika 
neprotivrjeen.a, а davo postoji jer to ne mofemo dokazati.) 

Potencijalnu "detronizaciju" matematike sa pijedestala nepogrjeSive kraljice 
nauka nе treba primiti Јсао degradacijи njene vrijednosti. Ako smo uvidjeli 
da опа nјје djelo bogo'Va nego djelo Ijшiј, јтато tiше sada samo јoS viSe 
prava da se nјоте ponosimo, vise dumosti i .poticaja da је dalje izgradujemo 
i vise mogucnosti da јој se radujemo i Шivаmо u njenoj ljepoti. 
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1. PREDMET ALGEВRE SUDOVA 

1.1. Uvod ; program. СНјет izgradnje algebre sudova bit се пат kon
strukcija jedne matematicke teorije koja treba da obuhvati izvjestan (угl0 
elementaran) dio ]ogike. 

Оуа teorija, kao ~to сето vidjeti, псее јо!! biti u potpunosti formalizirana 
deduktivna teorija, уес сето u пјој forma1izirati samo objekte {еогјје i relacije 
medu пјјта·аli пе i samu deduktiv1lu strukturu {еогјје: 

Naime, kada budemo uveIi ргаујЈа za "racunanje" s algebarskim sim-· 
ЬоНта koji се пат reprezentiratj sudove песе пат vise biti potrebno (пј 
dopusteno) da se pozivamo па пјјЬоу intendirani smisao, уес samo па опа 
пјЉоуа svojstva koja smo гanјје eksplicitno iIi implicitno karakterjzirali 
aksiomima - slicno kao 8tO 'su npr. u Hilbertovim Osnovama geometrije 
tacka i pravac samo јо!! elementi nekih "sistema objekata" koji se podvr
gavaju odredenim zahtjeviina, а пе уие Euklidovo "опо 8tO пета dijelova" 
odnosno ."duzina bez sirine" koja "и sve tacke па пјој podjednako Iezi". 
AIi zakljuCivanje i rasudivanje u vezi s izvodenjem daljnjih геlасјја medu 
objektima teorjjc iz ishodnih песе ovdje jos biti striktno пј eksplicitno foг
malizirano, уес се se vrsiti u okvirima uobicajenog "klasicnog" logickog 
izvodenja, onako kao 8tO se РГОУodј u velikoj уесјпј matematickih teorija. 

Formalizirana Jogicka dedukcija bit се uvedena u Оlауј ЈУ оуе knjige. 
Tek tamo сс citalac kojem је оуа knjiga prvi susret s metodama matematicke 
logike тосј Ьоlје osjetiti i ocijeniti fundamentaJnu i duboku razliku medu 
koricepcijama па osnovu kojih su izgradene ОЈауа 11 'ј Оlауа ЈУ. Ovdje dane 
паротепе treba dakJe shvatiti kao samo privremenu, grubu i nepotpunu јп
dikaciju neceg 8tO ро prirodi stvari moze biti do kraja jasno ј odredcno tek 
kad se ocituje u provedbi па konkretnom materijalu. 

U izgradnji algebre sudova јсј сето dakle za tim da stvorimo neku 
matematicku teoriju odredenog Рodгисја na8eg misljenja. Kod toga se петјпоупо 
тогато sukobiii s jednim ргоЫетот koji пат se патеси uvijek onda kad 
zeIimo preciznim matematickim definicijama obuhvatiti i tacno razgraniCiti 
ројтоуе koji u "оЬјспот govoru" јтаји samo nejasne konturc а kojima 
pridjeljujemo izvjesni smisao koji је оЫспо daleko od toga da Ы neposredno 
dopustao rigoroznu matematicku obradu. Razumije se da takav pothvat \1 

stanovitom smislu nikad пјје apsoJutno i idcalno ostvariv, јег upravo timc 510 
za neprecizni ројат supstituiramo jedan drugi prccizni, vrsimo odredcl1i zahvat. 
odredenu izmjenu okoll1osti, i пе treba da nas zacudi ako оуа dovcdc до 
posljedica koje se kojiput u ргуј таЈ1 сјпс paradoksaJnim \lkoliko Њ J1csvi-
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jesno interpretiramo tako da ih "naivno" imputiramo ishodnim intuitivnim 
( = тatematicki jo~ nepreciziranim, nego shva.eenim u smislu "obicnog govora") 
objektiтa. Sjetimo se npr. Weierstrassove krivulje koja је u svakoj taCki 
neprekinuta а nigdje пета dегivщ:iјu: egzistenciji takvog objekta ne treba se 
previSe' cuditi ako samo јтато па umu da ројат neprekinutosti onako по 
5to ga precizno uvodimo u osnovama vise analize nije "ono isto" 8to bismo 
kao mateтaticki ne~kolovani ljudi mogli razumijevati роо takvim nazivom. 

Могато se dakle sprijateljiti s time da "sud" u algebri sudova neee 
biti "ono i5to" 5to i u obicnom govoru. Тјте сето doduse neizbjefno izgu
biti neke aspekte dijela "realnosti" о kojem !еНто izgraditi matematicku 
tcoriju, аН сето za naknadu dobiti u ruke materijal koji се dopu~tati egzaktnu 
тatematicku obradu. Cini se da је ovanv postupak neizbje!an ne samo u 
matematici nego i u prirodnim naukaтa, u najmanju ruku ako роо "naukom" 
shvatimo ono 5to se pod tim imenom razvijalo pocevsi od stare Grcke. Ovdje ne 
Ы bilo па mjestu ulaziti u problematiku oko toga тор li 8е nacelno prihva
tjti koncepcije о nekom bitno drugacijem prildenju pitanju spoznavanja 
prjrode oko nas. 

1.2. Deskr;ptivna, ;nluitivna definicija suda. Pod 8 u d о m razumijevamo 
suvislu deklaratjvnu izreku, koja se podvrgava principima 1° i8kljueenog treeeg 
i 20 kontradjkcjje: 

1 о Svaki sud јта Ьаг jedno od 8vojstava istinitosti iIi nei8tinitosti (tj. 
ncma suda koji ne Ы Ыо nili istinit nili nei5tinit) i . 

20 Svakj 5ud јта najvise jedno оо 5vojstava i8tinit08ti ili nei8tinito5ti (tj. 
пета suda koji Ы Ыо i i5tinit i neistinit). 

Sto 5е istinito:;ti tice јта dakle 5vaki 5ud jednu· i samo jednu v r i ј ~ d п о 5 t 
i s t i п i t о s t ј: оп је bilo i 5 t i п i t, bilo п е i 5 t i п i t ili 1 а f а n. 

Као 5to је i5taknuto u samom naslovu ovog paragrafa, тоито ovo 
shvatiti samo kao opisnu definiciju suda а niposto По definiciju u matematiCkom 
smislu te гјјеСј. Njome na5tojimo - koliko jeto торсе - opisati i razgra
njciti objekte nascg тј51јепја о kojiтa f~limo izgraditi mateтaticku teoriju. 

Ako је sud А istinit, pi~at сето т А = Т (!>imbol Т citaj "te"), а ako 
је neistjnit pisat· сето т А =.L (simbol ..L citaj "ne - te"). (Znak т treba 
da potsjeti па pocctno !>Iovo Т engleske гјјесј true=i5tinit.) 

Ргјmјегј. 

1.2.1. ..21- 2 = 4" је i5tinit а ,,2 + 2 = 1" nei5tinit 5ud; оЬоје dakako uz 
uobicajenu interpretaciju znakova 2, 4, 1, +, =. (Ako Ы npr. + inter
pretirali kao zbrajanje modulo 3, bila Ы izren .. 2 + 2 = 1" i5tinita.) 

1.2.2. "Svaki ist05tranicni trokut је istokraean" је i5tinit, а "P05toji 
ravni pravokutni trokut koji је istostrani~" је neistinit sud. 

1.2.3. "Рагап Ьгој п је bez ostatka djeljiv sa 3" nije sud, јег dok nista 
pobIizc пјје reeeno о п, za tu izreku пјје jednoznacno odredeno da li је 
ist1nita ili пјје. 

1.2.4. .,Ја sada ldem" пјје sud. Јег, pretpostavimo li da је ta izreka 
istinita onda sam za;sta lagao ра је опо sto sam rekao neistina. Obrnuto, 
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pretpostavimo li da је izreka neistinita onda nиат Jagao ра је ono §to sam 
rekao istma. Uz uobicajeni nacin zakljucivanja dobiJi bi dakle da ta izreka 
nije niti istinita niti neistinita. SliCno vrijedi прс. za izreku "Ova izreka је 
neistinita" . 

1.2.5. "Svaki kvadrat је pravokutnik" је sud, иko/iko smo ranije defini
raH da li сето kvadrat smatrati pravokutnikom Ш пе. 

1.2.6. Izreka "Alg.;:)ca је interesantnija grana matematike negoli analiza" 
mog1a Ы se eventualno smatrati sudom samo onda, ukoJiko se raspravJja u 
krugu ljudi koji о tome imaju svi jednako (Ыl0 takvo, ооl0 suprotno) uvjerenje. 

1.2.7. Izreka "Dodi ovamo" пјје sud jer пјје dek1arativna. 

1.2.8. Izreka "Utorak u smjelom bubregu cita obrijanu uzbrdicu" пјје 
sud jer пјје. suvis1a (osim, mozda, u apstraktnoj poeziji). 

1.2.9. Na nekom srednjevjekovnom sudenju optиzenom је reeeno: "Mora§ 
dati jednu suvislu iZjavu. Ako опа bude istinita (ј samo onda) bit се§ оЬје8еп, 
а ako bude neistinita (ј samo onda) odrubit сето ti glavu:' 

Moze li se optu.zeni spasiti? 
МoZе, (ako је porota Сајс i drzi сјјес ј) ako npr. ајауј: "Odrubit cete 

тј glavu." Tada ga паiще пе smiju objesiti jer је takav postupak predviden 
.samo za istin;tu izjavu, 8to "odrubit cete mi glavu" u tom slucaju пе ОО Ыlа. 
No пе smiju mu пј odrublti glavu, јес se ovo predvida samo za laz, а "odrubit 
cete mi glavu" Ы onda ООЈа istina. (Druga izjava koja Ы spasi1a optuzenog 
Ыlа Ы "necete те objesiti".) 

Izreku "odrubit cete тј glavu" dakle u smislu пше definicije пе bi 
smjeJi smatrati sudom jer пјепа istinitost odnosno neistinitost samom izrekom 
пјје odredena vec ovisi о buducim dogadajima. 

1.2.10. Кako stoji stvar s izrekom: .. Postoje prirodni brojevi х, у, Z, п 
(п > 2) tako da је х" + у" = z""? Ako ишmето klasicno stajaliSte, опа је iIi 
istinita i/i neistinita а ёinјепјса da do danas пе znamo .koja od tih alternativa 
vrijedi nе spreёava nas da је smatramo sudom. No s intuicionistickog stajali8ta 
nedopu§teno је ovako govoriti о vrijednosti istinitosti neke tvrdnje prije nego 
li poznajemo konkretnu metodu kojom Ы se (bar u principu) mogl0 konsta
tirati koja alternativa nastupa. 

1.3. Sud kao objekt algebre sudova. Уес пеЮ od primjera navedenih u 
proslom paragrafu pokazuju da sud Ьо 8to smo ga tamo definirali пјје ne8to 
8to bi neposredno dopu~talo striktno matematitko tretiranje u smislu uobiea
јепот u matematici. U algebri sudova apstrahirat сето stoga od toga 8to sud 
"jest" а brinut сето se samo о tome koja svojstva розјeduје, tj. koje гelасуе 
zadovoljava. No razumijc se da Сето kod toga imati za сНј da postavljamo 
samo takve relacije koje bi 8to vi8e intuitivnih sudova stvarno zadovoljavalo 
i koje bi i za posljedice јтаlе opet samo takve relacije - а u drugu ruku 
nastojat сето da takvih. rclacija dob.ijemo 110 vi/e. Тјте .dakle роkшаvаmо 
matematitki obuhvatiti sudove .. 8to Ьоlје" u smislu da о njјта izrecemo samo 
konstatacije koje zaista stoje, аli da 8tovi8e ovakvih stvarno i navedemo. 

3 Malematitka losika 
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Ovakav program izgradnje a1gebre sudova precizirat сето dalje (i 08tro 
ga suziti) 'time 8to se vi8e uopce neeemo brinuti о sadrzaju pojedinog suda, 
vec samo о njegovoj' vrijednosti ,istinitosti. Unutar algebre sudova bit се nam 
dak1e npr. sщlоvi "О =1= 1" i "svak/l. zatvof~ Jordanova kriv'ulja dijeli ravninu 
па dva dije1a" potpuno istovrijedni. Drugim' rijeeima, klasu "svih" sudova 
podijelit сето u dvije podk1ase, klasu istinitih i k1asu neistinitih ~sudova. Еlе
mente prve k1ase reprezentirat се opet simbol Т, а elemente oruge simbol 
1-. Uz potreban oprez ne се dovesti do konfuzije ako i ааmе eletn!!.nte.. Т, 
_L takoder budemo zvali sudovima, jer ih npr. naprosto mofem.o--Ыivatiti 
оznаЬта nekih odabranih reprezentanata k1ase istinitih i k1ase neistinitih, 
sudova. Skup S objekata algebarske strukture koju сето zvati algebrom' 
sudova sadrfavat се dak1e samo 2 elementa, Т i 1-: S = {Т, 1-}. 

1.4. Operacije algebre sшЈоvа. Preostaje ј08 da odaberemo operacije koje 
treba da su def,.nirane medu elementima Т. 1-. Ovo se то!е provesti na те 
natina, а tokom ~itave ove G1ave razmatrat сето nekoliko оо tih moguCnosti. 
U prvim poglavljiтa koja slijede uvest Сето Ьо osnovne operacije &,V, 
::;>, <=> i -, а kao izvedenu оф i kasnije :ј:>. 

1.4.1. Operacija & bit се Ыnаrnа (definirana па S), а zvat Сето је 
konjunkcija. Sam znak ,,&" ~itat сето "et" (па latinskom znа~ј "i''). 
Intendirani smisao ove operacije bit се zna~nje veznika "i". Odatle је jasno 
kako pojedinim kombinacijama vrijednosti istinitosti komponenata konjunk
сјје (tj. parovima vrijednosti' varijabla sudova х, у nad S) treba da odgova
r aju vrijednosti istinitosti ~itave konjunkcije: Konjunkcija х & у sudova х, у 
bit сс: istinita (= Т) onda i samo onda, ako su оЬа suda х, у istinita. Dakle 

Т & Т = Т, а ina.Ce Т & 1- = 1- & Т = 1- & 1- = 1-. 

Neka је npr. А sud ,,2 + 3 = 5" а В sud ,,2 + 3 = 4". (А i в) је tada 
sud ,,2 + 3 = 5 i 2 + 3 = 4". Sud А је istinit а sud В neistinit. Sud (А i В) 
- Ьо cjelina - је neistinit. 

Napomene. 
1 о Vrijednost istinitosti konjunkcije intuitivnih sudova ovisi samo о vri

jednostima istinitosti njenih komponenata, 8to i omogucuje da se & na ptirodni 
na~n uvede ЬО operacija u skupu S={T, 1-}.Naime, ako је ~А=-rА1 i 
-r B=-r В1 bit се i -r (А i B)=-r (А1 i ВЈ. , 

Na jeziku apstraktne a1gebre mogli bismo reei da је preslikavanje skupa 
objekata strukture .71= {klasa intuitivnih sudova; ј} па skup objekata struk- ' 
ture 3 s={S; &} koje sudu А pridru!uje Т ili 1- vec prema tome da 1i је 
-r А = Т iIi -r А = 1- homom~rfizam od'.[/J па 3' •. (Ukoliko Ы, dopustili da 
.[/1 uopCe zovemo strukturom.) 

Analogna naротеna vrijedi i za sve osta1e operacije koje uvodimo. 

20 Intuitivntl z~nje veznika "а" то!ето takoder "prevesti" u {S; &} 
sa &. Лkо naime analiziramo 8to znаа npr. ,,2 < 5 i - 2 > - 5" s jedne 
strane te ,,2 < 5. а -.2 > - 5~' s druge uo(Sit сето da sadrfajno пета, bitne 
razUke jer оЬа slo!t-na suda tvrde konjunkciju sudova ,,2 < 5", ,,-2 >-5". 
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Ipak,ti't,obicnom govoru kасЩо, postoji пјјansа razlike izmedu znа<:!епја "ј" 
i "а". Npr. cesto сешо radije 'reci' ,,-3 < О а 3> О" nego Ii ,,-3 < О i 
3> О" јег upotrebom "а" ujedno па neki пасјп isticemo da u prvu kompo
nentu tog slozenog suda ulazi dio ,,< О" dok u drugu ulazi dio ,,> О" 
"suprotnog" znaeenja. 

U пеют jezicima пета razlicite rijeci za па8 "ј" i "а", i u пјјта se 
ta distinkcija u izraiavanju gubi - kao 8tO se gubi i u algebri sudova koju 
izgradujemo ako zeIimo da пат se i "а" u nju prevodi sa &. 

Slicno bi i "аН", "dok", "medutirn" i neke druge rije<:!i mogIi prevesti 
u {S; &} sa & - ako prihvatimo тапја ili уеса izobli(!enja njihovog intu
itivnog zna<:!enja koja tirne nastaju. 

1.4.2. Operacija V bit се takoder binarna а zvat сешо је d i sj u п k с i ја. 
Sam znak "V" citat сето "vel" (па latinskom znаеј "Ш"). Intendirani 
srnisao оуе орегасјје bit се znacenje veznika "ili" u njegovom slabijem, 
inkluzivnom smislu. Ako su пајте А i В sudovi, razumijevat сешо pod sudom 
(АШ В) tvrdnju da vrijedi bilо sud А, bilo sud В uz mogucnost da vrijede 
i оЬа istodobno. (Ь razliku od toga, ро шет, eksklиzivnom smislu od "Ш" 
- 'koje odgovara latinskom "aut" - razumijevala Ы se pod sudom (А ili В) 
tvrdnja da vrijedi jedan i samo jedan оо sudova А, В.) Disjunkcija је dakIe 
istinita onda i sarno onda ako је Ьаг jedna оо пјепЊ komponenata istinita. 
Рагоујша vrijednosti istinitosti varija~la sudova х, у disjunkcije х V у odgova
гаји prerna torne ОУе vrijednosti istinitosti citave disjunkcije: 

т V т = т V ..i = ..i V Т = Т, dok је Ј... V ..i = ..i. 

U оЫспот govoru паз "Ш" kadSto јmа znа<:!епје inkluzivne (vel) а 
kadsto ekskluzivne disjunkcije (aut). U re<:!enici "Od sluzenja vojnog roka 
oslobodene su osobe koje su strani drzavljani ili boluju оо neke teze bolesti" 
rijee "Ш" јrna ocito inkluzivni, slabi smisao, јег se зато ро sebi razurnije 
da се ро пјој biti oslobodeni sluZenja vojnog roka i strani drzavljani koji 
boluju od neke teze bolesti. Naprotiv, u ге<:!епјсј "ТгеЬа se pridrzavati sao
bracajnih propisa ili platiti kaznu" rijec "Ш" јта oeito ekskluzivni, jaki smisao, 
јег se sarno ро sebi razurnije da se od onoga koji se pridrzava saobracajnih propisa 
пе се traiiti da plati kaznu (te vrste). Jasno је dakle da bi prevodenje i jake 
disjunkcije u algebru sudova sa V dovelo do grubih gresaka ргета intendiranorn 
srnislu logi<:!nih орегасјја. (Кako se jaka di~junkcija moze izraziti РОП"I)СU drugih 
operacija koje uvodimo vidjet ~eтo kasnije u 1.4.6.) 

1.4.3. Орегасјја => bit се Ыпагпа а zvat сето је i т р li k а с i ј а. Sarn 
znak ,,=> ј, сјш! сето "povla<:!i". Intendirani srnisao od (А => В) bit се: "Ako 
је А, onda је В", "Iz А proiziIazi В", "А је dovoljan uvjet za В", ,.В је 
nuМап uvjet za А". Treba јоз istaei da ovdje "povlaci" i analogni izrazi 
nisu rnisljeni u "kauzalnom" srnislu уес sarno tvrde da је u slucaju istinitosti 
od А i sud В istinit. Prema torne bit се Х=> у neistinito onda i зато опоо 
ako је х istinito а у neistinito, tj. 

т =>..i =..i а јпасе Т => Т = ..i => Т = ..i =>.1. = Т . 

U irnpIikaciji оЬНЬ А =>В zvat сето А а п t е с е d е п t о т а В k о п
s е k v е п t о m implikacije. 
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u оЫооот govoru "ako ... onda" nije uvijek tako mШјепо. Ро naloj 
definiciji sudovi "Ako је 2 + 2 = 5 onda vrijedi Pitagorin pou~k" i "Лkо 
је 2 + 2 = 5 onda ne. vrijedi Pitagorin poucak" оЬа su istiniti, naprosto zato, 
5to nјје istina da је 2 + 2 = 5. Као ne-matemati~ri тоЫа Ы se kolebali da li 
da ih оЬа prihvatimo Ьо istinite. No za matemati~ra па§а interpretacija 
implikacije је uobi~jena. Npr.- sud "Лkо postoji najveCi primbroj р, takav da 
је i Ьјоој р-2 primbroj, onda ima samo konaeno mnogo primbrojeva-ыian!wа" 
smatramo istinitim bez obzira па to da 1i postoji najveei primbroj р; takav 
da је i р-2 primbroj ili ne. Formulu (Ixl > 1) -=> (r>l) smatramo istinitom 
za svaki realni х, ра i za х za koji је 'х' < 1 jer опа u potonjem slueaju ni 
ne tvrdi da је х'> 1. 

Dakako da i u obicnom govoru "ako ... onda" тоЈе imati ovakvo zna
cenje. Npr. ako Ь!ет "Мagarac ја, ako ti u ovome uspije§" (Ito, usput 
reeeno, prema naБој definiciji пјје sud buduci da unaprijed пе znamо da li 
је ta tvrdnja istinita jer se mo!da ipak то!с dogoditi da оп uspije а da 
ја nisam magarac) !elim time Ito lutke pretpostavljam da sam rekao istinu 
istaci da пе vjerujem da Ы опај kome to govorim mogao uspjeti jer smatram 
eviden1nim da nisam magarac. Natpis "Мlade!i ispod 16 godina pristup 
zabranjen" znасј "Ako пеЬ osoba јОI пета 16 godina, onda јој nije doz
уоlјепо da ude". No ta zabrana nije prekr!iena, tj. ostaje istinitom, ио ulaze 
osobe od 16 godina i starije (dapace, redovno se пјоте upravo i !c1i pri
mamiti Ito vise ovakve "zrelije" publike). 

1.4.4. Орегасјја <=> bit. се Ыпата, а zvat сето је е k v i v а 1 е п с i ја. 
Sam znak ,,<=>" citat Сето "ekvivalentno". Intendirani smisao od (А <=> В) bit 
се: "А је onda i samo onda ako је В" Ш, Ito је isto, "А је nu!dan· i do
voljan uvjet za В". (А <=> В) tvrdi dakle isto 5to i slo!eni sud (А :::> В) & (В:::>А). 
Ргета tom~ х<=>у bit се istinito onda i samo onda ako su vrijednosti istini
tosti od х, у inedusobno јednakеЈ tj. 

T<=>T=..L<=>..L=T, а T<=>..L=..L<=>T=..L. 

О razlici prema оЫспот govoru moglo Ьј se reCi. slicno kao kod impli
kacije. Npr. ро na50j definiciji izreka ,,2 >4 onda i samo onda ako postoji 
najveei primbroj" је istinita, jer nе postoji najveei primbroj а 2 nije veCe od 4. 

1.4.5. Operacija о bit се unitarna (definirana па $), а zvat сето је 
п е g а с i ј а. Sam znak "О" citat сето "поп" (па latinskom znaei "ne"). 
Intendirani smisao оо о А bit се "Nije А". Prema tome о х bit се iS1inito 
ako је х neistinito i obrnuto, tj. 

ОТ =..L, 0..L = Т. 

1.4.6. Sada smo u mogucnosti da i ekskluzivni "Ш" prevedemo u аl
gebru sudova. Naime (А ili ekskluzivno .В) tvrdi isto 510 i [А & (о В)] v . 
[В & (о А)]. Dakle, 8tO se tice vrijednosti istinitosti, bit се ekskluzivna disjun
kcija izmedux ј, у u algebri sudova dana sa [х & (о у») v [у & (о х)]. 

Takoder bismo, 5to se tice vrijednosti istini10sti, ekskluzivnu disjunkciju 
izmedu х i у Пlоgli izraziti. ~a о (х <=> у). Zbog ovog posljednjeg upotrebit 
сето kadsto za ekskluzivnu disjunkciju i poseban znak ф (citaj: "пјје ekvi
valentno sa"). 
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1.4.7. Tok vrijednosti istinitosti uvedenih logickih operacija mo!ето 
pregledno predociti оујт tabIicama vrijednosti ist.initosti: 

:х&у :xvy :х<::>у 

~II т 1 
1. ~" т 11. ~II Т 11. ~" т I 1. 

-, 

Т Т 1.. 

-- ----
1. 1. 1. 

Т + -ј т 1. 

-'-
i т 1. Т Т 

I 

Т Т 1. 

-- ----
1. 1. Т 

:х 11 
т 

1 
1. 

-,х 

!I 1. 
1 
т 

1.4.8. Uvedene operacije dakako nisu једјпе koje оо se mogle uvesti 
(usp. 8.3.). Cesto se algebra sudova izgraduje s тапјјт brojem operacija, 
npr. samo sa &, V, -,. Kasnije сето detaljnije ispitati kako se ројеdinе 
"funk.cije" algebre sudova mogu izraziti ротоеи nekih odredenih ishodnih 
operacija (4.3.1, 4.3.2, 9.). 

1.4.9. Za operacije &, V, ~, ё:>, -, U literaturi postoje i druge, alter-
паиvnе oznake, npr. 

Umjesto & neki pisu Л, neki " neki nista, neki П. 
Umjesto V пею рјзи +, neki U. 
Umjesto ~ neki рјзи ::>, пеН -., neki r+. 

Umjesto ё:> neki pisu =, neki +-+, neki "", neki 
Umjesto -, Ьею рјзи - (potez gore), neki,..,. 
1.5. кad smo једпот одаЬсаli elemente од S i орегасјје medu пјјта 

imajuci stalno па ити пјјЬоу intendirani smisao (tj. дјо realnosti, дјо naseg. 
misljenja сјје zakonitosti nastojimo opisati matematickom teorijom koju 
izgradujemo) "zaboravit" сешо па оуај intendirani smisao i izgradivati teoriju 
dalje deduktivno, пе pozivajuci se ујзе пј па sudove u intuitivnom smislu пј 
па intuitivno znacenje 1.ogiCkih operacija koje smo иуеН. No dakako да сето 
se razmatrajuci пею tako уес izgradeni дјо teorije роусетепо "sjetiti'-' inten
diranog smisla sudova i оресасјја аН samo da bismo provjerili da Ii su rezul
tati koje s~o d~bili u apstraktnoj teoriji u skladu s okolnostima za koje smatramo 
da vrijede u konkretnoj, :,realnosti". То је jedini пасin koji пат stoji па raspo
laganju da пјјте provjeravamo dopustivost, prikladnost i vrijednost пазе teorije. 

2. ALGEВRA SUDOV А КАО ALGEBARSKA STRUKTURA 

Sada smo u mogucnosti da а 1 g е Ь r u s u d о v а koju патјесауашо 
izgradivati uvedemo kao aJgebarsku matematicku strukturu. 

2.1. пеЛnјсјја 1. Algebra sudova је struktura {{Т, Ј..}; &, V, 
~, ё:>, -1} gdje su орегасјје &, V, ~, ё:>, -, dejinirane јаЫјсаmа и 1.4.7. 

za izgradnju simbola, formula i jednakost'i algebre sudova· 
postavljamo оуе definicije: 
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Defintcija 2. К о п s t а 11 t е algebre sudova аu elementi оа S, 'ј. т i 1... 
V а r јј а bl е algebre sudova аu znakovi (slova) х, у, z, '" (zamiSljamo аа 
tak)'ih јта "а raspolaganju potencijalno prebrojivo beskonacno mnogo). 

Definicija 3. F о r т и 1 е algebre sudova аu (konacni) izrazi koji ае 
izgl'aauju iz konstanata i varijabla ротосu орегасјја &, V, =>, <=>, --, uz иро
trebu zagrada (па dopusteni nасјn, tj. tako аа &, V, =>, <=> djeluju kao 
Ыnаmе а - kao unitarna орегасјја). 

Formule algebre sudova oznacavat сето redovno velikim latinskim' slo
vima: А, В, С, '" 

Npr. х, Т, x=>iT, --'(Т =>х), [xV(--'У)]=> Т, х<=>у su formule 
algebre sudova. 

Вгој zagrada u foгтиli. то!ето cesto smanjiti ako prihvatimo neku 
konvenciju о јасјпј razdvajanja operacija 7 прг. tako da ova сјпј padajuci 
niz u poretku 

<=>, =>, V, &, --'. 

Najjace dakle razdvaja <=>, zatim => itd. а najslabije --'. Prema tome је 
прг. х <-> У & z isto sto i х <=> (у & z), х => у V z & х isto sto i х => [у V 
(z & х)]. Medutim, zbog lakseg сјшпја пе сето uvijek izostavljati maksimalno 
moguCi Ьгој zagrada. 

2.2. Definicija 4. (De[inicija semanticke jednakosti) Dvije formule А, В 
algebresudovazvatcemo istovrijednim ili semantifki jednakim ako 
.Ш za .не mogu(e zamjene varijabla sudova iz А, В konstantama iz {Т, 1..} 
korespondelltne \'rijednosti istinitosti да А i В теаuаоЬnо jednake. Ako su А i 
В istovrijedne j"ormule рјаа' сето А = В. 

(а razliku od toga znacit се А == В da su formule А, В identifki gra
аеllе, tj. da - osim ро gore navedenim konvencijama ne-neophodnih 
zagrada - rcdom sadrze iste odgovarajuce znakove. Npr. х == х, х V (--, z)== 
'--'Х 'ј =, х & (у & z) == х & (у & z). Simbol == trebat се пат cesto kod 
dcfiniranja znacenjaJneke oznake za formulu.) 

Relacija istovrijednosti је (и smislu apstraktne algebre) relacija ekvivalen
сјје u skupu !ј' svih formula logike sudova. Naime, оna је 10 refleksivna, 20 
~imetricna i 3" trarizitivna, tj: 1° А=А, 20 ako је А=В onda је В=А, 30 
ako је А·, В i в С onda је А = С. 

Za ref1eksivnost i simеtгЩпоst ,ovo је neposredno ocito iz same defin
сјје i~tovrijedno~ti. Preostajc da \provjerimo tranzitivnost. Neka su dakle А, В, 
С takve formulc da је А. = в i В = С. Neka је r skup varijabla koje ulaze u 
А, ~ skup varijabIa koje ulaze u В i Л skup varija~la koje ulaze u С. Raz
motrimo hilo koju danu kombinaciju vrijednosti istinitosti varijabla iz Г u Л 
i prosirlmo је па proizvoljni naCin па varijable iz r U!::J.. U Л. Uz tu рго!јгеnи 
kombinaciju, restri1l1~irallu па [' u!::J.. odnosno па !::Ј.. U Л bit се vrijednost isti
nito~t.i -; А оо А jcdnaka vrijednosti istinitosti 't' В od в а ova opet jednaka 

"vrijcdnosti i~tinitosti ';" С od С. Ргета tomeza prvotno danu kombinaciju 
vrijcdJ10sti istinitosti varijabIa o~ Г u Л vrijedi i 't' А ,= 't' С. 

(Ova stanovita .. tehnicka" komplikacija u dokazu tranzitivnosti relacije 
istovrijcdnosti medu formulama algebre sudova moze se izbjeci ako se D 4 . . 
modificira tako da se usporeduju vrijednosti istinitosti od А i В za sve moguce 
kombinacije vrijednosti istinitosti prebrojivo beskonacnog niza svih varijabIa 
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sudova (а ne konacnog niza onih koje ulaze u OOr jednu od fonnula А, В 
Ьо 5to је prihvaceno u D 4.). Tada naiте i tranzitivnost istovrijednosti postaje 
neposredno oCita posljedica definicije istovrijednosti. No ovako modificirana 
definicija јша neke druge nedostatke: Prvo, ро njoj ъi тогаН prihvatiti egzi
stenciju aktualno beskonacnog niza varijabia (5to uz D 4. nije potrebno); drugo, 
trebalo Ы pokazati da је ispitivanje da Ii su dvije dane formule А, В ро 
modificiranoj defjniciji istovrjjedne iJi ne uvijek moguce provesti u konacno 
mnogo ·koraka (dok ~e ovo uz :Q 4. trivijalno) - 8tO је bez daljnjega moguce 
i cak lako аН ipak, .·rigorozno provedeno, zahtijeva izvjestan prostor (тоМа 
ve~i od опфg 8tO· smo ga gore trebali za dokaz tranzitivnosti ро DJ.). Ipak, 
tesR:o se nloze zanijekati, da Ы modificirana definicija, Ьаг ро klasicnom 
shvacanju, bila elegantnija od D 4.) 

Prema tome relacija semanticke jednakosti vr~i particiju od :t u dis-
junktne podskupov.e mе4usоЬnо istovrijednih formula. . I 

Primjeri. 

2~2.1. A-,(хV у) i В==(,х) & ('.у) su istovrijedne formule. Da 
bismo to uvidjeli provedimo ovu а п а li z u t о k а v r i ј е d п о s t i i s t i п i t о s Н: 

1234 S 6 7 

х 1 у 11 х v у 1· (х v у) 11 · х 1 • у 1(. х) & (. у) 

т т т .L .L .L .L . 
Т .L Т 1. .L Т Ј.. 

.L Т Т .L Т .L Ј.. 

.L .L .L Т Т Т Т 
I -

. Analiza је provedena ovako: Parovi elemenata u prva dva stupca sadrze 
sve moguce kombinacije pridruZenja elemenata iz S = {Т ,..l} varijabJama х i 
у koje ulaze u А, В. З. i 4. stupac slше za postupno iznaJaZenje odgovarajuce 
vrijednosti istinitosti od А, а stupci S. do 7. za izпalшпје odgovarajuCe 
vrijednosti istinitpsti od В. Vidimo da se 4. i 7. stupac poklapaju сјте &то 
pokazali da је А = В. 

2.2.2. Ispitajmo da li su foгтиlе А == х => СУ => z), в == у =:> (х ::::> z) 
istovrijedne. 

AnaJiza toka vrijednosti istinitosti daje 

х 

1 
у 

1 
z 

11 
y=>z I А ах => ()' => z) 

11 x=>z 1 
Вњ<у => (х => z) '.' 

т т т т т т т 

т т .L Ј.. Ј.. Ј.. Ј.. 

Т .L Т Т Т Т Т 

Т .L .L Т Т .L Т 

Ј.. Т Т Т Т Т Т 

.L Т .L .L Т Т Т 

.L .L Т Т Т Т Т 

.L .L .L 
I Т Т Т Т 
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А = в jer se S. i 7. stupac poklapaju. 
1.1.3. Ispitajmo da 1i su formule Аах&(х=>у), Вау istovrijedne. 
Ana1iza toka vrijednosti istinitosti daje . 

I х 1 1 Iх:> 11 А ех&(х:> 1)1 В е 1 

т т т т т 

т .L .L .L .L 
.L Т Т .L Т 

.L .L Т .L .L 

Buduci da se 4. i S. stupac razlikuju (u treeem retku ~etvrtog stupca 
је ..L. а u trecem retku petog је Т) А i В nisu istovrijedne formule. 

1.1.4. Vjezba. Ispitaj ana1izom 1оЬ· vrijednosti istinitosti da li su isto
vrijedni ovi parovi formula: 10 А а (х <=> у) <=> z, В EI х· ~ (у ~ z); 20 А = 
(х =>у) =>у, Вах=> (у=>у); 30 Aax~y, B;;;;;,[(x&-;у)V(,х&у)]. 

1.3. Dejinicija S. (Semantifka definicija identifke istinitostiJ Formu/a А 
algebre sud(Jva је i d е п t ј f k ј ј s t i п i t а ako је za sve mорсе zamjene 
уагјјаЫа sudova ;z А konstanlama iz {T,.l..} korespoпdenlna vrijednost islini
tosli od А jednaka Т. 

Identicki istinite formule logike sudova zovu se i t а u t о 1 о g i ј е 
logike sudova. 

Npr. х V -; х (terl;um non dalur = пета treeeg) је identi~ki istinita formula 
по 5to vidimo iz 

х 11. х 1 xv· х 

: 11 ~ 1 ~ 
Definicija Sa. Formu/a А algebre sudova је i d е п I i f k i 11 е i s I i п i I а 

(1 а z п оЈ, ako је za sve moguce zamjene уагјјаЫа sudova ;z А konslantama· iz 
{ Т , Ј..} vrijednost islinilosti оо А jednaka .1.. 

Npr. formala х & -, х је identicki neistinita, Ьо 110 vidimo iz 

QCito. formula А је identicki istinita onda i samo onda ako је formula 
-, А identii:ki neistinita i obrnuto. 

Ргјmјегј. 

1.3.1. Formula А == (х => у) => {[( х => у) => z] => (х => z)} је identicki 
istinita Ьо 5to se vidi iz njene analize toka vrijednosti istinitosti 

11 

I 
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х I у 1 
z 11 x~y 1 (X~Y)~ZI X~Z 1 [(x~y)~z]~(x~z) 1 А 

т т т I т т т т I т т т 1. Т 1. 1. Т Т 

Т 1. Т 1. Т Т Т Т 

Т 1. 1. 1. Т 1. 1. Т 

1. Т Т Т Т Т Т Т 

1. Т 1. Т 1. Т Т Т 

1. 1. Т -т т т т т 

1. 1. 1. Т 1. Т Т Т 

2.3.2. Formula Ае. (~~ (.х ~ у» је identi~ki neistinita prema 

х 1 
у 

11 
-'Х' 1. -, Х~уIХ~(-'Х~у)1 А 

т т 1. Т Т 1. 
Т 1. 1. Т Т 1. 

I 
1. Т Т Т Т 1. 
1. 1. Т 1. Т 1. 

2.3.3. Formula (x~ у) "(y~x) nije niti indeti~ki istinita niti identicki 
la!na, jer u njenoj analiп toka vrijednosti istinitosti 

х 1 
у 11 x~y I y~x 1 (x~y)&(y~x) 

т т I т т т 

т 1. 1. Т 1. 
1. Т Т 1. 1. 
1. 1. Т Т Т 

u posljednjem stupcu do1azi i znak Т i znak 1... 

2.3.4. Vjeibe. роЫј da su identi~ki istinite ove formule: 1 о «Х ~ у) ~ 
x)~x (Pierce-ova tautologija); 20 x~(,x~Y) (exfalso quodlibet=iz neisprav
nog proizvoljno); 30 Х ~ (у ~ Х) (verum ех quo/ibet = istinito iz makar cega); 
40 • (Х" • Х) . (apsurdnost kontradikcije); so (. Х ~. х) => х (zakljucak ех 
contrario =;= iz suprotnog); 60 (х ~ • х) ~ • Х (zakIjuM јn contrarium = па 
suprotno). 

2.3.5. Napomena. Identi~ka istinitost odnosno neistinitost dane formule 
тo~e se u pojedinim konkretnim slu~jevima lakSe i Ьпе provjeriti na dru
gaciji nacin, bez ispisivanja ~itave analize toka vrijednosti istinitosti. Npr.: 
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Da је formula А iz 2.3.1. id~oticki istinita то!ето krace uvidjeti ovako: 
Ako Ы uopce postojaJa оеЬ kombloacija vrijedoo!.ti iS1initosti varijabla 8udova 
od А za koju А poprima vrijedoost istioit08ti 1-, ooda bi za nju koosekventa 
od А (izraz u viticastoj zagradi u ~.3.1.) poprimala: vrijedoost istinitosti 1-, 
а antecedeota х => у vrijednost istioitos1i т. No tada Ы i koosekveota koosekvente 
tj. х => z poprimila vrijedoost istioi105ti 1- - dakle Х= Т, z = .1... - а ante
cedenta konsekveote tj. izraz (х => у) => z vrijedoost istioit05ti т - dakle 
zbog х = Т, z = 1- Ыl0 Ы у = 1-. No ovo se protivi raoijem zahtjevu da 
х :;.)' poprima vrijedo05t istinitosti Т. Trdeoe kombinacije dakle пета ра 
је А inde1icki istinita formula. 

Formula Aa(xVY) &[(, х) V (, у)] &(xV(' у)]&{(, x)V у] је ideoticki 
neistini1a јег da za neku kombinaciju vrijedn051i istioit05ti od х i у А poprima 
vrijcdnost istinito!iti -т.: morala Ы tada i svaka od njenih komponeoa1a (pove
z:lI1ih sa &) роргјтј1ј vrijedoost istinit05ti Т, ра iz prve i treee kompooente 
izlazi da bi mогаlо biti х = Т а iz druge i cetvrte da Ы moralo biti х = 1- . 

2.4. Теогеm 1. А је identicki istinita Јогтulа on~a i аато onda ako Је 
А . Т, U. ako је А istovrijedno s Јогтul0т Т. А је identiCki neistinita Јог
m/lla 01lЈа i samo onda ako је А = .1..., tj. ako је А istovrijedno s Јогтul0т .1.... 

Теогеm 2. А" В, 'ј. А је istovrijedno аа В onda i аато onda ako је 
А : > В idellti{ki istinita Јогтulа. 

Ispravnost ovih 1еогеmа izlazi oeposredoo iz D 4. i 5, 5а. i defioicije 
toka vrijednosti i5tinil051i орегасјје ~. 

2.5. IntuitNno identicki iS1ioitim formulama algebre sudova odgovaraju 
sloleni 5udovi takvog obIika da su uvijek (kao cjelioa) istioiti, bez obzira па 
Hijcdnost istini105ti komponeoata. Npr. (А ili ојје А) је uvijek i5tioit sud 
bcz obzira па 10 da li је sud А istinit Ш ое. Recimo izreka ,,2 + 2 = 4 iIi 
пјјс 2 + 2 4" је iS1inita kao i izreka ,,2 + 2 == 5 iIi ојје 2 + 2 = 5". 

Parovima i5tovrijednih formula odgovaraju iotuitivoo parovi slozenih 
SUd,)\";L takvog obIika da 5U оЬа сlапа рага iste vrijednosti i5tini1osti bez 
oh/ira па vrijednosli istioitos1i komponena1a od kojih su sagradeni. Npr. sud 
.. l1јјс (А јli В)" јта uvijek i5tu vrijcdnost istioit05ti kao i sud .. (ојје А) i 
(Jiijc В)". Recimo izreka .. Nije istina da si glup iIi kukavica" zoaci isto 5to 
i .. Nijc ј~lјпа да si glup. i nijc istina da si kukavica". 

l)c:IJtl. Opravdaj nazive pojcdinih identicki istinitih formula iz vjezbe 2.3.4. 

2.6. Neka al/:ebarska S\lojst\'a орегасјја log;ke sudova. Lako se provjerava 
(Iа нјјсдј: 

1"' Копј\шkсiја, disjunkcija i ekvivalencija!iu k о m u ta t i v о е, tj. 

х & у у & х, Х V У .. У V х, х < > У = У -: > х. 

2· Konjunkcija. dio;junkcija i ekvivalcncija su asocija1ivnc, tj. 

(.\" &.1') & z=.Y & (У&=), (xV y)V Z= xV(YV z), (х·.:;. у):;.:: <\'::;. (у::-- z). 

3 Konj\1I1kcija i disjunkcija su i d е m р о t е о 1 о с, tj. 

х&х х, ХУХ=Х. 
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40 Konjunkcija је d i s t r i Ь u t i v п а prema disjunkciji i obrnuto, tj. 

х&(у V z)=(x&Y)V(x&z), xV(y&z)=(xVy)&(xvz). 

50 Konjunkcija је а р s о r р t i v п а prema disjunkciji i obrnuto, tj. 

x&(xVy)=x, XV(x&y)=x. 

60 Negacija је i п v 01 u t i v п а tj. 

-,-, Х=Х. 

70 Т је п е u t r а 1 п i е 1 е m е п t za konjunkciju i ekvivalenciju а 
za disjunkciju, tj. 

х& Т = Т &Х=Х, Х<=> Т = Т <=>Х=Х, xV...L =Ј.. Vx=-x. 

80 т је п u 1- е 1 е m е п t za disjunkciju а ...L za konjunkciju, tj. 

xVT=Tvx=T, x&J...=...L&x=1-. 

3. NEKE METODE ZAКLJUCIV ANJA U ALGEBRI SUDOV А 

Dokazat сето ovaj teorem: 

Теогеm 3. 

1 о (М о d и s р о п е п s). Ako su Joгmиle А i А => В ident;cki is/inite, 
onda је i Jormula В identicki istinita . 

. 20 Ako $U Јогmulе А => В i В => С identicki istinite, onda је i Jormula 
А => С identiCki istinita. 

30 Ako su јогmulе А => В i А => С identicki istinite, onda је i Jonnula 
А => (В & С) identicki istinita. 

40 (Demonstratio рег enumerationem = dokaz nabl·ajanjem). 
Ako su Јогmulе А => С i В => С identicki istinite, onda је i JomlllZa (А V В) =-.;> С 
identicki istinita. 

50 Ako su Jormule А => В i -, А => В identicki istinite, onda је i Jormula 
В identicki istinita. 

60 '(Deduct io ad absurdum = dovodenje do protivrjeCja). Ako su 
Joгmиle А => В i А=>-, В identicki istinite, onda је i JormuZa -; А identii5ki 
istinita. 

Dokaz. 10 Treba pokazati da В пј za koju kombinaciju vrijednosti isti
nitosti varijabla iz В пе moze poprimiti vrijednost istinitosti Ј. .. 

Pretpostavimo tome suprotno, tj. da је za neku takvu kombinaciju odgo
varajuca vrijednost istinitosti od В jednaka 1- (т В = ..L). Uz iste vrijedllosti 
istinitosti za varijable iz В (ј kakve god vrijednosti istinitosti опјЬ varijabla 
iz А koje nе ulaze u В - ako takvih јта) morato Ы onda biti т А = Ј_, 
jer Ы јпасе bilo т (А => В) = 1-. No тА = 1- protivi se pretpostavci о identickoj 
istinitosti od А. Тјте је pretpostavka тВ= Ј... oborena. 

20 Pretpostavimo da za neku kombinaciju vrijednosti istinitosti varijabla 
iz А => С vrijedi т (А => С) = Ј.... То Ы znacilo da za tu istu kombinaciju 
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vrijedi .. А = Т," C=..L. No onda za tu kombinaciju (nadopunjenu Ыl0 kojim 
vrijednostima istinitosti za varijable iz В koje nе ulaze п; u А п; u С - ako 
takvih јта) пе Ы mog1o biti .. В == Т jer Ы se to protivilo pretpostavci 
B~C=;, аН пј .. B=..L, jer Ы se to protivil0 pretpostavciA=:>B=T. 
~ (А::;, С) = _L Уodј dakle do protivrje~ja ра пе то!е nastupiti tj. vrijedi 
A~C=;. 

30 Pretpostavimo da za ne1,<.u kombinaciju vrijednosti istinitosti varijab1a 
iz А, В, С nastupa .. [А=:>(8 & С)] = ..1.. То Ы zna~i1o da је za tu istu kom

. Ыпасјји т А = Т, т (В & С) =..L dak1e Ыl0 .. В = ..L, Ьi10 т С = ..L (Ьi10 оЬоје). 
No ~A=T, TB~..L protivi .se А=:>В=т, а тА=Т. TC=..L protivi sc 
A~>C= Т. . 

40 Da је za neku kombinaciju vrijednosti istinitosti varijabla iz А, В, С 
~[(AVB):::>C]=..L, bilo Ы tada T(AVB)=T. "C=..L Ыlе ЬЦо тА=Т 
bilo ,В=т. No тА=Т, TC=..L protivi se А=:>С=Т а тВ=Т, TC=..L 
protivi se В:::>С= Т. 

50 Pretpostavimo da za neku kombinaciju vrijednosti istinitosti varijabla 
iz В vrijedi т В = ..L. Onda Ы za tu istu kombinaciju (nadopunjenu bilo kojim 
vrijednostima istinitosti za varijable iz А koje пе u1aze u В - зkо takvih 
јта) zbog А,::;,В== Т тога10 biti i .. А ==..L. No оуо se protivi -,А=:>В= Т. 

6' Uzmimo opet da је za neku kombinaciju vrijednosti istinitosti varijabla 
~ А '" --'. Таdз Ы za tu istu kombinaciju (eventualno pro~irenu Ьо ranije) 
zbog А::::>В= Т bllo i т В= Т dakle .. (-,B)=..L. No to se protivi А=:>-,В= 

Uvijek је dakle т А =..L, 5tO zna~i da је -,А = Т. 

3.1. VjeZba. DoWi da vrijede оvз р r а v i1 а k о п t ra р oz i с јј е: 

10 А:::>В= Tonda i samo опоо a~o је -,В=:>-,.4= Т; 
20 А:::>.В=Т опОО i samo onda ako је В=:>-,.4=т; 
30 -..,А=:>В= Т опоо i samo onda ako је -,В=:>А= Т. 

4. F1JNKCI.JE ALGEВRE SUDOV А 

4.1. Dejin;cija 6. Neka је N={x,y, .... w} n-torka (11,>0) ,aгjjaыa х, 
у •... ' w а Р skup пјЬ 2" pres/ikavanja od N и {Т, ..L}. Svako preslikavanje 
F(x,y, ... ,w) od Р и skup {T,..L} zvatCemojunkcijom (algebresudova) 
od п varijabla Х, у, ... , w. 

Svakoj funkciji F'od n· varijabla odgovara dakle па prirodni na~jn пеЬ 
п-а r п а о р е r а с ј ј а (s istim tokom vrijednosti istinitosti Ьо F). Stoga 
ссто kadSto прг. umjesto о funkciji dviju varijabla govoriti i о binarnoj 
operaciji itd. \ 

РгсПiа D 6, La п = О (jedine) funkcije algebre 'sudova оо О varijabta su 
konstan.c ј.1 • 

4.1.1. Funkciju algebre sudova то!ето zadati t а bl ј с о m t о k а v r ј
ј с d п о ~ t i ј s t i п i t о s t i (slicno kзо i tok vrijednosti istinitosti operacrje 
algebrc sudova), npr: 
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О(х) Н(х,у) X(x,y,z) 

! 
.' 

11 
х у н (х, у) х 11 О(х) х ! у I z IIX(X,y,Z) 

Т Т' Т 

Т .L .L 

.L Т, .L : I1 * I т т т т 

т т .L .L 

Т .L Т .L 
.L .L Т Т .L .L Т 

.L Т Т .L 

.L Т .L Т 

.L .L Т .L 

I .L .L .L .1. 

Specijalno funkcije dviju varijabla mozemo predoeiti i роDlOCu k v а d
r а t п е t а bl i с е, npr. 

н (х, у) 

';zl т I .L 

Т Т .L 
------

.L ..1. Т 

4.2. пеЛnјсјја Ј. Neka је F funkcija оо п varijabla х,у, ... , w а G 
frmkcija od т varijabla х', у', ... , р'. Oznacimo {х,у, ... ,w} sa Г а {х', у', 
... р'} sa I:!.. ЯеСј сеmo da su jиnkcjje Р, G ј е d п а k е i pisati F = G ома i 
samo ома ako vrijedi: za svako ргеslikаvaлје od Г U I:!. и {Т, -.L} restrikciji 
tog preslikavanja 110 Г odnomo I:!. pridndene su ро F odnosnо G medusobno 
jednake vrijednosli ininilo.Jli. 

Lako se uvida СЈа' је ovakodefiniraвa jednakost ге/асјја ekvivDlencije u 
skupu svih funkcija aJgebre sudova (usporedi апаlовпо rasudivanje za Љтmиlе 
pod 2.2.). . . 

Ako promatramo funЈссјје пеЈсо~ cvrstog skupa оо п уатјјаыа vidimo da 
_ 22" medusobno raz}ic;tih takvih funkcija. 

JednaJcost u smislu D 7. treba razlikovati оо ident;cke jednakosti dviju 
fuвkcjja. F= G (znak ,,=" citaj "identicki jednako") аЈсо је пе samo F =G 
u smislu D 7. nego su pored toga F i G shvaceni funkcijama nad i.rtim ~kll
рош уатјјаЫа. Npr. za F(x)<~, G(X.)') '.\' је F=G аli FI-G; za F(x, у)с=_ 
хАу, G(x,y)_oy&x је F=G ј F=.G; za F.(x,y)~~x:?)'. G(x.)'),,·y=>x је 
F=f=G da)Je pogo1ovo FI-G. 

4.2.1. Neke funkcije algebre sl.dova пюgu se ocito 7adavati i formulama 
alвеЬге sudova (time smo se netom уес i posluiili). Svaka /огтиlо А algebre 
sudova u Јсоји 1I1aze уагјјаЫе х, у, '" ,JI' !,шimе па ргјгодпј nacin defmira 
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neku junkciju А (х, У, ..• , w) tih varijabla (8 istim tokom vrijednosti istini
tosti). U takvom slucaju pisat сето takoder А = А (х, У, .•• , w). Npr. funk
ciju F(x, У) zadanu tablicom 

х I у 11 F(x,y) 

Т Т .L 
Т .L Т 

.L Т .L 

.L .L .L 

mozemo zadati i formulom А=:=х&,у ра сето ovdje pisati i F(x,y)=x&,y. 
Dakako da se formulom u' koju eksplicitno ulaze varijable х, у, ..• , W 

mogu zadavati i funkcije koje рогеЈ tih varijabla sadr!e јоЈ i neke druge. 
Npr. mozemo staviti F(x, У, z)=xy ,z. Medutim, ako oznakom Ш izrijekom 
ne kazemo drugacije, redovno сето smatrati da formula zadaje funkciju onih 
varijabla koje u formulu eksplicitno ulaze (bez obzira da Ji funkcija о svim 
tim varijablama "bitno" оујБј, tj. bez obzira da li npr. F(x, У, z) za та koju 
kombinaciju vrijednosti istinitosti 't'X='t'l, 't'Y='t'2' 't'z='t'a poprima istu vrijed
nost istinitosti kao za 't'X='t'l' 't'Y='t'., 't'z= -l't'Ј. 

Kojiput trebat се пат i s 1 о! ~ п е fu п k с i ј е raznog oblika i1i pak 
izrazi sastavlje1)i оо formula i funkcija; oznake се u tom slucaju biti takve 
kao 8to је to, u matemat:ci inace uobicajeno. Odatle је jasno znacenje od npr. 
F(x, yyz), G(x, y)&H(z), F(x, H(y&z, х), z)y н (F(x, х, z), Н(у, z» itd. 

4.3. Postavlja se pitanje то!е 1i sc svaka funkcija algebre sudova defi
nirati nekom formulom algebre sudova. Potvrdan odgovor daje 

Теогеm 4. Svaka јunkсјја F(x, У, ... , w) оЈ п> 1 varijabla moze ае 
definirati nekom jormulom А algebre sщlоvа, cak ako ае ogranicimo пajormule 
koje аu sagradene (najvise) роmосu varijabla х, У, ..• , w, operacija &, у, ., 
i zagrada (dakle bez ~. <=> i konstanata) i и kojima , ne djeluje па alozene 
izraze (nego najviSe па varijable). 

Funkcije F=T, G=.L mogu ае takoder dejinirati'npr. аа F=xV,x, 
G=x&,x. i 

Ako је funkcija F zadana svojom tab1icom toka vrijednosti istinitosti 
moze Бе pripadna formula efektivno konstruirati. Razmotrit сето dva takva 
efektivna postupka koji su narocito jednostavni. 

4.3.1. F(x, У, ... , w) u kanonskoj disjunktivnoj normalnoj 
јог т ј. 

Ako u posljednjem stupcu ,tablice toka vrijednosti istinitosti za F dolaze 
samo simboli 1.. то!ето staviti F = х & , х. 

Pretpostavimo dakle da to nije slucaj, tj. da u Ьаг јеЈnоm retku posljed
njeg st~pca dola.zi znak Т. Кako se u tom slueaju gradi kanonska disjunk
tivna normalna forma od F pokazat се nam jasno jedan primjer. Neka је F 
funkcija К (х, У, z) da11a u 4.1.1; Uocimo najprije u kojim sve recima njene 
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шЫјсе u posljednjem stupcu dolazi Т : vidimo da је to prvi, cetvrti !esti 
redak. Ispisimo iste retke ртујћ п (З) stupaca; to su: 

Т Т Т 

Т 1.. 1.. 

1.. Т 1.. 

Drugim rije6ma, К роргјта vrijednost istinitosti Т u оујт' 
slucajevima: 

]0 1'х= Т, 1'у= Т, 1'z= Т; 

2° l' Х = Т, l' У = 1... l' Z = 1..; 

ЗО 1'х= 1.., 1'У= Т, 1'z= 1... 
OdatIe је ООтаћ jasno da је 

samo оујт 

K(x,y,z)=(x&y&z)V(x& ,у& i z)V(' х&у& -, z). 

Naime, ovako zadani К bit се .. Т" onda i samo опда ako је (Ьаг) 
jedna od komponenata u okrugIim zagradama "Т". No оуо nastupa onda ј 
samo onda ako vrijedi једan od slucajeva 1°,2°, ЗО. Naime, ako vrijedi )0 ргуа 
okrugla zagrada је = Т, ako vrijedi 20 druga okrugla zagrada је = Т, а ako 
vrijedi З О treca; ako pak пе nastupa пј jedan od slucajeva 10, 20, ЗО nijedna 
оо okruglih zagrada, dakle пј К пјје = Т. 

Vidimo da kanonska disjuktivna погтаlпа forma od F јта onoliko k о m р о
П е п а t а d i s ј u п k с i ј е koliko u posljednjem stupcu tabJice toka vrijednosti 
istinitosti оо F јта znakova Т. (Radi jednostavnijeg izrazavanja govorimo 
dakle о "jednokomponentnoj" disjunktivnoj formi ako u пјој znak dif>junkcije 
иорсе пе dolazi). Svaka komponenta sadrzi, povezane konjukcijom, svih п 
уагјјаЫа od F (ј to svaku bilo samu, bilo jednom negiranu). 

Vidimo takoder da се prikaz od F u kanonskoj disjunktivnoj погтаЈпој 
foгтј biti jednoznacno odreden ako прг. komponente disjunkcije poredamo 
/eksikograjski uz "abecedu'·' х, јХ, у, ,у, z, 'Z, ... U nasem ргјтјеги 
gornji prikaz .od К уес posjeduje оуај obJik. (Lako se vidi da се to uvijek 
biti tako ako retke ргујћ п stupaca (аЫјсе toka vrijednosti istinitosli za F 
nizemo tako da је u рсујћ 2"-1 redaka рп'а уагјјаЫа = Т, а zalim.J_; па
dalje da је u ргујћ 211-2 druga уагјјаЫа =~ Т, zatim u daJjnjih 2 ~-2 redaka 
= 1.. ра opet u 211-2 redaka = т i konacno opet u posJjednjih 2 "-2 redaka~,.1 ; 
nadaJje da је treca naizmjence ,. -г i ~'J. u s\'akiJl 211-3 redaka (аЫјсс ild.) 

NadaJje, lako иосауато da dvije ovako Icksikografski uredcnc kanoJ1skc 
disjunktivne погтаlпс foгтс, ako l1isu idcnlicl10 gradcnc, llе ток" predocavali 
funkcije jedl1uke 11 smislu D 7. . 

Odatle mozemo прг. па jos jedan (iako znatno таl1је sprclaJ1) пасјl1 
јиасипаlј Ьгој medusobno razlicitih funkcija od 11 dal1ih VШ'iјаЫа х,)" ... , 11': 

Prcdocimo ih пајргјје sve u leksikografski \IГсЈспој kal1onskoj disјlшkliv-
пој погтаlпој foгтј. . . 

Jedllokomponentnill takvih formi bit се 2", blldllci da је па toJiko пас:iП:l 
moguce raspodijeliti znak -1 па ncke od val'ijabIa Х,)" ••• , 11' јег је . 

Ј -НI-I' (~) -1- (~) + ... -1- (~) = (1 + Ј)"· 2". 
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Dvokomponentnih leksikografski uredenih kanоnsюћ disjunktivnih normalnih 

formi јта (~"), trokomponentnih (;") itd. К:йо lcanonska disjunktivna nor

malna forma funkcije F оо п varijabla јта najviSe 2" komponenata (и F = Т) 
iz1azi ako' jo~ uzmemo u obzir па pOOetku 4.3.1. isklju~enu funkciju (F= ..1.), 
da је tra!eni broj v (п) medusobno ,шliCШћ funkcija algebre sudova оо danih 
п varijabla jednak 

v (п) = 1 + 2" + (~") + (;") + ... + (~:) = (1.+ 1}1" + 21". 

(Вјо Ы moguc i ovakav na~in zaklju~ivanja: АЈсо ,ес znamo da ima 2t!' 
kanonskih disjunktivnih normalnih formi nad п danih' varijabla i koje predOCuju 
medusobno"azlilite funkcije tih уасјјаыа i йО ,ес znamo da (u smistu D 7.) 
takvih (razli~itih) funkcija uopCe јша takoder upravo 21", mofemo odatle 7.8.

klju~iti da vrijedi Т 4.) 

4.3.1. Kanonska konjunklivna normalnaJorma оо F(x,)1 • ...• w) 
uvodi зе analogno, "dualno" lcanоnskој disjunktivnoj normalnoj Соnni. АЈсо 
и' posljednjem sn.pcu tablice tolca vri~nosti istinitosti za F. dolaze samo 
simboli т- molemo staviti F=xv. х. Pretpostavimo dakle da to niје slufaj, 
tj. da u Ьас jednom retku posljednjeg stupca doJazi znak" . ..1.. . ' . 

РоЫјто opet na' рriщјеru К (х, )1. z) iz 4.1.1. Ыо se u toт slufaju 
gradi lcanоnsЬ konjunktivna normalna Соrшa. Uooimo najprije u kojim вуе 
сесјта njene tablice u posljednjem stupcu dolazi ..1..: vidimo da је to drugi. 
treci, реи, sedmi i osmi redak. IspiJimo iste retke prvih п ,tupaca tablice; 
to su 

ТТ ..1.. 
Т..1.. Т 

..1.. Т Т 
Ј...Ј... Т 

Ј...Ј... Ј... 

Drugim riјсЮima, К рорriшa vrijednost istinitosti Ј... U оуiш i samo 
оуun slu~jevima: 

20 ·'t'X= Т. 't'Y= Ј.... 't'Z= Т; 

30 't'X=..1... 't')1= Т, 't'Z= Т; 

40 ТХ=..1... '1')1= Ј.... TZ= Т; 

SO т х = . ..1.., Т)1 ~ ..1... 'L" z= + . 
. Odat1e zaklju~jemo da је 

К(Х,)1, z)=(. xV .Yvz)&(. XVyV' z)&(xV ')1V .z)& 

(х V)1 V • z) & (х V)1 V z) • 
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Naime, ovako zadani К bit се = -L onda i samo onda ako је (bar 
jedna) оо· komponenata konjunktivne foме u okruglim zagradama =..L. 
No оуо nastupa onda ј. sarno onda ako vrijedi jedan od slucajeva 10 do 50: 
Naime, ako nastupa 1 о prva okrugla zagrada је =..L, uz 20 druga је = -L itd; 
зkо pak nе nastupa јй jedan od slucajeva 1 о do 50 nijedna оо okruglih za
grada, dakle пј К, nije =..L. 

Vidirno da kanonska konjunktivna norrnaJna forma јrnа onoliko kom
ponepata konjunkcije koliko u posljednjem stupcu tablice toka vrijednosti 
istinitosti za F јта znakova ..L. (Radi jednostavnijeg izrazavanja govorimo 
i ovdje о jednokomponentnoj konjunktivnoj foсrnј ako u пјој znak & иорсе 
пе dolazi.) Svaka komponenta sadrzi, povezane konjunkcijom, svih п varijabla 
od F (i to svaku od пјЉ Ыlо samu, bilo negiranu). 

Vidimo takoder da се i prikaz od F u kanonskoj konjunktivnoj nor
malnoj forшi biti jednozna~n, ako прс. komponente konjunkcije poredamo 
Ieksikografski. Uz konvenciju о nizanju redaka prvih п stupaca tablice toka 
vrijednosti istinitosti za F kзо sto smo је opisali u 4.3.1. imat се OOgovara
јисе парisзпа kanonska konjunktivna normalna forma оо F komponente u 
poretku upravo suprotnom оо leksikografskog. 

Dvije leksikografski uredene kanonske konjunktivne normalne forme 
u istim varijabiama predocivat се dakle u smislu D 7. jednake funkcije onda 
i samo onda, ako su ideпticno gradene. 

5. TRANSFORMACIJA 1 SUPSТITUCIJA U ALGEBRI SUDOV А 

5.1. Neka је F пеkз dana formula algebre sudova koja па nekom 
odredenom mjestu <1 kao komponentu sadrzi formulu А; oznacimo to s F(-A"-). 
Transformiramo li formulu F tako, da u пјој (па tome mjestu (1) komponentu А 
zamijenimo formulom В, preci се F u F'=F(-B-). 

Теогеm 5. (Теогеm tranBjormacije) Ako је јогmulа А istovri
jedna s јогmu/оm В, onda је i јогmu/а F(-A-) istovrijedna в formulom 
F(-B-) tj. 

ako је А=В, onda је F(-A-)=-F(-B-). 

Specija/no, ako је јогmu/а F( -А-) identicki istinita, bit се i F( -В-) iden
t;cki iBtinila јогmu/а. 

Теосет izlazi neposredno iz D 4. 

5.2. Neka је opet F neka dana formuIa algebre sudova. Ako па svakom 
mjestu gdje u F dolazi varijabla х namjesto ove supstituiramo istu formulu 
А, dobit сето nakon tog uvrstavanja novu formulu koju сето oznaciti sa 
F(A I х) (сјtзј: "F sa А namjesto х"). 

Ocitoce onda i samo onda biti F=F(A I х), зkо nastupa Ьаг јооап od 
ovih slucajeva: 1 Q F иорсе пе sadrzi varijablu х, 20 А ~x. 

Теогеm 6. (Теогеm BUPBtitucije) Ako аи јогmu/е F, G jSlo'
vrijedne, ома ви i formule F (А I х), G (А I х) istovrijedlle, tj. 

"ako је F=G, onda је F(A Ix)=G(A I х). 
4 Malem&litka lo&ika 
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Specijalno, (za G= Т) ako је Јогтша F identiCki i,Jtinita bit се i Jorтula 
F (А I х) identicki istinita ЈогтШа. . 

Dokaz. Ako Ы postojala neka kombinacija vrijednosti istinitosti varijabla 
iz Р(А' х) i G (А I х), za koju Ы bilo ... Р(А I х) i= ... G (А I х), Ы1а Ы za tu 
kombinaciju OOredena i vrijednost istinitosti ... А оо А ра Ы uz ranije nadene 
vrijednosti istinitosti varijabla iz F i G osim х i za ... х = 't' А bilo i ... F = 
= ... Р(А I х) i= ... G(A Ix)= ... G suprotno pretpostavci F=G. 

5.3. Ako u formuli F s i m u 1 t а п о (istOOobno) zamijenimo varijablu 
х (svagdje gdje do1azi) formulom Х, varijablu у formulom У itd. d<;>bit Сето 
formulu koju сето oznaciti sa Р(Х I х, у I у, . .. ). 

Теогет 7. (Теогет aiтultane aupatitucije ili Genera-
1 i z i r а nј teoreт supstitucije) Ako аи Јогтше Р, G istovrijedne, оndа su i 
Joгmиle F(Xlx, YIY~ ... ), G(Xlx, YIY, •.. ) istoyrijedпe. 

Dokaz se mofe provesti posve analogno Ьо dokaz Т 6. 
Medutim, Т 7. mofe se i izyeati iz Т 6, jer se simu1tana supstitucija 

moze (s istim konacnim rezultatom) nadomjestiti aukceaivnoт provedbom оЫс
nih supstitucija. llustrirajmo ovo па slueaju simultane supstitucije za dvije 
varijable: . 

Ako u Х nе dolazi varijabla у mogu se оЬје supstitucije Xlx, У!у 
naprosto superponirati jer је tшfa.' . 

Р(Х\Х, Yly)=F(X(Yly)\x, Y\y)=[F(Xlx)](Y\y) • 
• 

Slicno, a.fo х nе dolazi u У bit се opet 

Р(ХI.х, Yly)=F(Xlx, У(ХI х) ly)=(F(Yly)](XI х). 

Medutim, u ор сет slueaju treba postupati drugaCije. Neka је w neka 
varijabla icoja nе dolazi nј u Р, nј u Х, nј u У i neka је X'=X(wIY). 
Тш је 

F(Xlx, Yly)={[F(X' Ix)](Yly)} (ylw). 

Simultana supstitucija mofe se da1de nadomjestiti sa trj uzastopne supstitucije 
za ро jednu varijablu. . 

5.4. Ana10gni teoremi yrijede i za Junkcije algebre sudova. Npr. 
Neka је Р(х, у, ... , w) funkcija algebre sudova. Лkо su Х(х1,У1, ••• , и1), 

У (х., Уа, •..• уЈ, ... , W (Xk' Yk, ••• , Wk) funkcije a1gebre sudovabit се i slozena 
funkcija Р(Х, У, .•. ,w} neka funkcija Р' (х1, У1, .•• , "l; х., У., .. : ,у.; ... ; 
xk,y ..... ;Wk) algebre sudova. 

Теогет 5а. Ako za Junkcije Х1, Х,,: У1, Уа,' ••• " W1, Wa vrijedi Х1 = ,1'1' 

У1 = Уа, ••• , W1 = W. bit· се ј za proizvoljnu funkciju F 

F(X1 Ix, УlIУ, ... , W1 Iw)=F(X.lx, Y.IY,·.·, W,lw). 

Теогет 7а. Ako аи funkcije Р, G jednake u атјаlи D 7, bit ·Се u istoт 
aтialu тedusobno 'jednake ј funkcije koje iz Р, G izlaze zaтjenoт уагјјаЫе х 
аа Х; у аа У itd. 

Analogno vrijedi za izraze aastavljene оо formula i funkcija (usp. 4.2.1.). 



6. Semantiai dualitet u algebri sudova 51 

Navedeni teoremi omogueuju da sa formulama i funkcijama aIgebre 
sudova postupamo, sto se tice jednakosti (u smislu D 4. i D 7.) па u mate
matici uobicajeni nacin. 

Npr. ako su formule А, В (semanticki) jednake bit се uz Р(-А-):= 
А & С ро Т s. А & С = В & С. Ako u Х, У, F formule i Х = У bit се (even
tualno visestrukom) primjenom Т S. i F(Xlx)=F(Ylx); ako su F, G, Х, У 
formule i F=G, Х= У bit се i F(Xlx)=G(Ylx) (jer је ро Т s .. F(Xlx)= 
F(Ylx) а ро Т7. F(Ylx)=G(Ylx» itd. Analogno ро TSa. i Т7а. 
umjesto т S. i Т 7. vrijedi ј za Љnkсјје aIgebre sudova. 

6. SEMANТICКI DUALIТET U ALGEBRI SUDOV А 

6.1. Dejinicija 8. Neka је F(x, у, ... , w)neka junkcija. Ako u citavoj 
tablici toka vrijednosti ;stin;t']!fti za F medusobno zamijmimo т i Ј.., dobit сето 
opet neku (аЫјси koju тојето interpretirati kao tablicu toka vrijednosti istini
tosti neke junkcije F* (х, у, ... , w). Funkciju F* zvat сето dualnom junkciji F. 

Da novu tablicu uopCe mozemo interpretirati kao tablicu toka vrijednosti 
istinitosti neke funkcije izlazi odatIe ~tO' i u njoj u pojedinim recima u ргујћ 
п stupaca doJaze sve moguce kombinacije vrijednosti istinitosti za varijable 
Х,у, .•. , w. 

Prema D8. је F*(,x, ,у, .. , ,-lw)=,F(х,у, '" ,w) (jer.u F* 
аирГојnој kombinaciji vrijednosti istinitosti varijabla odgovara suprotna vrijednost 
istinitostijunkcije). Odatle'supsti1ucijom -,х za х, ,у za у, .. , , ,wza w 
zbog "х=х itd. ро Т7а.ј TSa. izlazi 

F*(x,y, ... ,w)=,F(,x, ,у, .. , "w). 

Odavde (Ш direktno iz definicije) ocito је F** = F ра ako је F*.= G bit се 
G* = F tj. dua/iziranje neke funkcije је involutivna operacija а relacija duаlnозti 
medu funkcijama је simetricna. 

Kod dualiziranja ocito se cuva jednakost funkcija (u smislu D 7.). Ako 
је naime F(x, у, .. , ,w)=F'(x', у', ... ,v') Ы! се (uz supstituciju ,х za 
х itd.) F(iX, ,у, оо. , ,w)=F'(,~', ,у', .. , , ,v') dakle i 

,F(,x, ,у, .,. , ,w)-,F' (,х', ,у', ... , ,w') tj. F* =F'*. 

6.1.1. Dejinicija 9. Funkcija F za koju је р* = F zove ае а u t о du а / п а 
Junkcija. 

Ргјmjегј. 

6.2.1. Funkciji odredenoj s х V у dualna је funkcija odredena s х & у 
kao 8to se vidi iz tablica 

х 1 У 11 F-х'vУ 

т Т т 

т .L Т 

.L Т Т 

.L .L .L 

х I У 11 Е· 

.L .L Ј. 

.L Т .L 
Т .L .L 
Т Т Т 

iIi preuredeno 
ро recima 

Krace сеmо feei da је konjunkcija dualna disjunkciji . 

... 

х I У 11 F* 

т т т 

т .L .L 

.L Т .L 

.L .L .L 
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6.2.2. Identicki istinitoj funkciji F = Т dualna је identicki neistinita 
funkcija Р* = 1-. 

6.2.3. Funkcija OOredena s Р(х) = --Ц је autodualna jer је F* (х) = 
-, F (-, х) = -, (. -, х) = -, х = F (х). Isto vrijedi . za funkcije F (х, у) = • х i 
F (х, у) = -, у. Funkcije F (х) = х, F (х, у) = х, F (х, у) = у takoder su autodualne. 

Кasпјје сето (usp. 8.6.2.) vidjeti da medu funkcijama dviju. varijabla х, 
у пета drugih autodualnih osim 4 ovdje navedene. 

6.2.4. Funkciji odredenoj s Р(х, у)= х<:с> у dualna је funkcija OOredena 
s р* (х, у) = (х &.у) V СУ &. х) : (ekskluzivna disjunkcija ОФ); vidi 1.4~6. 

6.2.5. Funkciji odredenoj s Р(х, у)=х:::> у (implikacija od х па у) 
dualna је funkcija odredena s р* (х, у) = -, (у :::> х) (negacija suprotne impli
kacije od у па х). Ovufunkciju oznaeavat Сето ka<Uto sa у =1> Х. 

6. З! Neka је А пею izraz sagraden (najvise) оо konstanata, varijabla i 
operacija ili opcenitije funkcija (od bar jedne varijable) algebre sudova. А пеЬ 
је izraz koji nastaje od А .ako u А sve znakove konstanata, operacija i funk
сјја zamijenimo znakoviтa dиalnih konstanata, operacija ј funkcija. ТШ su 
funkcije predo~ene sa А i А medusobno dualne. 

Dokaz. Provest сето dokaz indukcijom ро broju п = пА znakоуа funkcija 
(operacija) koje ulaze u А (brojenim svaki onolikQ puta koliko dolazi). 

Baza indukcije. za n=О А ima ili oblik 10 А=х gdje је х пеЬ vari
јаЫа ili oblik 20 A='t' gdje је 't' пеЬ konstanta (т ili 1-). 

U· slucaju 10 је А=А. No uz F(x)=x је i р* (Х)=Х јес је to auto
dualna funkc;ja. 

U slucaju 20, ako је А= т onda је А ' 1-, а ako је A=..L onda је 
А=т. No uz F='t' је Р*= :'t'. 

Tvrdnja dakle stoji za п = О • 
Korak jndиkcjje. Рrеtрозtavhnо da tvrdnja vrijedi za sve izraze В sa 

nВ<k, (k>O). Neka је dalje ,А jzraz sa nA=k+ 1. А је tada oblika 

А=Р(А1 ; Аа , ••• , Ат) 

gdje је F пеЬ funkcija od т varijabla Ш m-arna operacija а А1 , Аа , ••• , Ат 
izrazi kakve razmatramo sa пА, < k, i =- 1, 2, ... , т. 

Neka su х, у, .... ' w sve varijable koje ulaze u А, dakle u OOr јedan 
od jzraza А" i = 1, 2, ... , т, а G пеЬ је funkcija оо х, у, ... , w OOredena 
sa А. Тзda је 

G* = • F[A1 (. Х, -, у, ... " -, w), А. (. х, • у, ... , о w), ..• , 

Ат (о Х, ,у., .' .. , • w)] = р* [о А1 (о Х, о у, ... , • w), 

о А2 (, Х, • у, ... , о w), ••• , • Ат (. х, • у, ... , • w)]. 

, Afo su dakJe G, funkcije OOredene izrazima А" i = 1, 2, ... , т bit се 
ро pretpostavci indukcije 

G; (x,-~ ........ _, w)=A,(x,y, ... , w), ј= 1,2, .. '., т, 
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odak1e је . 

G* =F"[G; (х, у, .•.• "'), G;(x,y .... , ",), ... , G:(x, у, ... , "')] = 

F*[A1(x,y, ••. , "'), ..4а(х,у, ...• w), •..• А;..(х, у, ..•• "')] = А 
ра tvrdnja stoji i za n=k+ 1. 
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Primjeri. Funkciji odredenoj sa (х &,) V z dualna је funkcija odredena 
sa (х V у) & z. Funkciji odredenoj sa (х <=> у) & (z <=> -1-) dualna је funkcija 
odredena sa (х Ф у) V (z Ф Т). Funkciji odredenoj sa (х & Т) V (у <=> н (х, "'» 
dualna је funkcija odredena sa (х V -1-) & (у ф Н* (х, w». 

7. RELACIJA <: МEDU FUNKCIJAМA ALGEВRE SUDOVA 

7.1. Dejinicija 10. Neka аu F(x, у, ... ; w), Р' (х', у', ... , у') neke daпe 
junkcije algebre ашlоуа. Ро dejiniciji neka је Р <: Р' оnЩJ i ааmо Оndа, ako је 
F&F'=F, tj. Оndа i ааmо оnda akoje Р&Р'<=>Р=Т. 

PokaZimo da је relacija <: relacija (parcijalnog) uredenja u skupu funk
сјја algebre sudova (ш jednakost u stWslu D 7.) . 

. 10 F<.F jerje F&F=F. 
20 Ako је F<:F' i F' <.F bit се Р&Р' =Р i Р' &P=F', ра kako је 

F&F' =F' &F Ы! се i F=F'. . 
30 Лkо је F <: F' i F' <: Р" bit се F & Р' = F i Р' & Р" = Р' dakle 

F&F" =(F&F')&F" =-F&(F' &P")=F&F' =Р tj. F<:F". 

Теогеm 8. Ako zajunkcijeP, Gvrijedi F<.G, Оndа za dualne junkcije Р*, 
G* yrijedi G* <: р* . 

Dokaz. Ako је F&G=P bit се -'(P&G)=-,p dakJe '-,F)V(--"JG)= 
-,F, dakle [(-,F)V(-,G)]&(-,G)=(-,P)&(-,G)tj. -,G=(-,F)&(-,G). 
Posljednja jednakost vrjjedi i nakon supstitucije negiranih varijabla оо F, G 
па mjesto tih varijabla, tj. vrijedi G* = F.* & G* odakle је G* <: F*. 

Ргјmјегј. 

7.2.1. Za svaku funkciju F је -1- <:F<: Т jer је -1- &F= -1-, ·F& Т -F. 

7.2.2. x&y<:xVy jer је (x&Y)&(XVy)=(x&y&x)V(x&y&y)=x&y. 

7.2.3. Funkcije х i -, х su neuporedljive obzirom па <., jer j~ 

х& -, Х= -1- dakle х& -, х:;6х i х& -, х:;6 -, х. 

7.2.4. Neka је Р(х,у)=х=:>у, G(x,y)=x<=>y. Tada је 

F~~&G~~-~=:>~&~=~=~~~&~~~&(y~~= 

(x~y)&(y~x)=x<=>y=G(,x,y) ра jzJazi ·x<=>y<.x~y. 

7.2.5. Neka је F (х, у) = -, (х ~ у), G (х, у) = х. Tada је 

F&G--,(х=:>у)&х=(х&-,у)&х=х&-,у=-,(х-=:>у)=F(х,у) ра је 

-, (х ~ у)<:х. 
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7.3. Dokazimo da је F <: G onda i !>ашо onda ako је F ~ G = Т. 

F ~ G = Т onda i saтo onda ako је -, FV G = Т. U drugu ruku, 
F &. G = F onda i samo onda аЈсо је F & G <::> F = Т dakle onda i samo onda 
аЈсо је (F & G => F) & (F ~ F & G) = т dakle onda ј samo onda аЈсо је 

[-, (F&G) У F]& [-, FV(F&G)]= Т ...., 

dakle onda i samo onda aJc~ је 

[(-, FV -, G)V F]&[(-, FV F)&(-' FV G)] = Т. 
No -,FV F= Т ра gornja jednakost nastupa onda i samo onda ako је 
~FvG=Т. 

ОаЈсаЈсо, da smo F <: G definirali за F ~ G = Т dobili Ы П 10. . Јсао 
teorem. 'n 10. odabrali зто Јсао ЈеЛnјсјјu radi vezes korespondentnom 
definicijom u III, 3.3. (6а). 

7.4. Teorem 9. F<:G onda i samo onda, ako је za svaku kombinacijи 
vrijednosti istinitosti varijahla ;z F za koju је 'r F = Т prolirenu Ыlо kojim 
kombinacijama vrijednosti istinitosti varijabIa iz G ko}e nе do[aze и F (ako 
takvih ima) uјеЈnо i ~G = Т. 

Teorem izlazi odatle 5to ро 7.3. uz F<:G пета nijedne ЈсошЫпасјје 
vrijednosti istinitosti varijabla iz F ј. G za Јсоји Ы ЫЈо 'r F = Т, т G =..L i 
obrnuto, аЈсо шЈсуе ЈсотЫпасјје пета, mora biti F <: G. 

7.5. Sto odgovara relaciji <: intuilivno? F<:G definirano је sa·F&G=F 
dakle uz F <: G зud (F i G) tvrdi isto sto i sud F јат. То zna~i da је F .. ja~a" 
tvrdnja nego li G, ili,tatnije, F. је .. Ьас toliko јаЬ" tVl'dnja Јсао G. ,,<:" 
dakle intuitivno mozemo prevesti sa "је jata· tvrdnja nego )ј" Ш "је o5trija 
tvrdnja od". Npr. 7.1.1. mozemo interpretirati u smir.lu da sud (А јВ) izri~e 
jacu tvrdnju nego li sud (А ili В). Naime, аЈсо је prvi istinit onda је pogotovo 
istinit drugi. 

8. BAZE ALGEBRE SVDOVA 

u 4.3. vidjeli зшо da зе za svaku danu funkciju algebre sudova moze 
пасј пјој ро toku vrijednosti istinitosti jednaka formula algebre sudova u 
Јсојој od operacija dolaze samo &~ V, -'. То zna~i da su te tri operacije 
dovoljne da зе pomoeu пјјћ izgrade sve товисе funkcije algebre .sudova. 

Mogao Ы se razmatrati opCenitiji problem: za dani s~up funkcija odre
diti skup svih ОПјЬ funkcija Јсоје se mogu sagradi1i pomoeu danјЬ. ili. obrnuto. 
za dani skup ЉпЈссјја пасј пеЈсј skup funkcija ротоСи Јсојев se inogu sagra
diti sve ЉпЈссјје jz danog skupa. Dakak9. od narol!itog interesa Ыli Ы 
ovdje takvi skupovi, koji su dovoljni za izgradnju danog skupa аН sami sa-
drze ~to тапје funkcija. '. 

u оуом poglavlju razmatrat сето detaljno nesto ufi problem izgradnje 
sviju ЉпЈссјја pomocu funkcija оо јеЈnе i Јруе varijabIe. 'Buduci da smo u 
4.3. vidjeli da sesve ЉпЈссјје mogu sagraditi pomocu operacija &.' V i -, 
bit се dovoljno traziti 06isteme funkcija pomocu ЈсојЉ se moze sagraditi kon
junkcija, disjunkcija i negacija. 
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8.1. Problem шо~ешо daJje pojednostavniti uvodenjem. Sh effe r о ve 
operacije (funkcije) t i Lukasiewiczeve о per а с јј е {funkcije) t . 
Qve su definirane tablicama 

xty Xty 

;('11 т I .L ;(11 т I .L 

: 11 

.L 

I 
т т 

11 

.L 

1 

.L 
Т Т .L .L Т 

~. 

Lako шо~ешо provjeriti da su t i .ј. u ~mislu D 8. medusobno dua1ne 
funkcije. Takoder se lио provjerava da vrij<;de jednakosti 

xt у=' (х & у), х.ј.у=. (XV У). 
Odatle је specijalno 

xtx=. (х&х)=. х, х.ј.х=. (xVx)=. х 
ра је dalje 

(xt У) t (xt У) =. (xt У) =х&у, (xty).j. (х.ј.у) =. (XtY) =xV У; 

(xtx)f(yty) = .(,х&.у)=х V У, (x.j.x).j.(y.j.y)=.(.xV'Y)=x&y. 

ујшшо . dakle da su kako Shefferova tako i Lukasiewiczeva operacija 
аате za аеЬе dovoljne za izgradnju {unkсјја &, V, • - dalde zbog Т 4. 
i svih Љnkсјја algebre sudova uopCe. , 

Ako dak.le za пею sistem ~еНшо provjeriti mogu1i se pomocu njega 
sagraditi sve funkcije, dovoljno је da provjerimo шо~е 1i зе pomocu пјЉ 
sagraditi Ыl0 Shefferova Ыl0 Lukasiewiczeva operacija. 

Nakon ovog uvodnog razmatranja precizirajmo program daljeg ispitivanja 
u ovom poglavlju: 

8.2. Prema toku vrijednosti istinitosti јша 22' = 4. medusobno raz!icitih 
funkcija jedne dane varijable i 22' = 16 medusobno raz!icitih funkcija dvije 
dane varijable. Postavljamo ovaj problem: 

Меаи podskupovima 2L skupa cJfll аротеnutт 4+ 16=20 јиnkСјја jedne 
i dvije varijable trelxi пасј ауе оnе podskupove Иm koji јтаји ova dva svojstva: 

1 О Sastav!janjem jиnkcija iz Иm moze ае sagraditi sVaka јиnkсјја iz cJ/l;,' 
drugim rijecima~lim је sistem izvodnica ili generirajtlCi ~istem 
za cJfl. 

20 Ako ае iz Иm odstrani makar аато jedna jиnkcija, preostaZi sistem 
vise пета svojstvo 1 О,' drugim nјеСјта sistem izvodnica Иm је т i n.i т а 1 а n. 

Pritom pod "sastavljanjem" mislimo па konstrukciju slofenih funjcija 
pomoeu danih [unkсјја а eventualno i pomocu varijabla. U tO:ib se smislu 

. npr. funkcija F=x mofe dobiti iz svakog - ра i praznog - skup'a f~nkcija 

1 Medu fllIlkcijama koje su elementi od C!Il јmа ih medusobno jednakih u smislu D 7. 
(шр. psnije 8.8.): svaka funkcija od Х jt:dnaka је nekoj funkciji od х,у. Medutim medu 
funkcijama od C!Il oeito пета identicki jednakih u smislu 4.2. 
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јес se то!е definira.ti pomoeu same varijable х. Altemativna konvencija 
о sastavljanju funkcija samo slaganjem dзпјћ funkcija bit се razmotrena kasnije 
u 8.10; pokazat се se medutim da ona, sto se tiee rezultata ovog poglavlja, 
vodi па isto kзо i gore prihvacena konvencija. 

Svaki minimalni generirajuci sistem И", оо CJ1l zvat сето Ь а z о т od cJ1l. 
Prema 8.1. jenpr. И", = {ј}, tj. jednoelementni sistem koji sadr!i samo 

funkciju definiranu Shefferovom оресасјјот ј, Ьзzа algebre sudova. Isto tako 
је i И", = {!} Ьзza algebre sudova. 

Na kraju razmatranja u оуот poglavlju vidjet сето da postoje tacno 
dvije једпоеlапе, taeno 34 dvoelanih i taeno 10 troclanih Ьаи algebre sudova 
а nijedoa Ьзza sa vise оо tri elementa. Znaei da medu 210 podskupova оо сЛl 
samo ih је 46 Јсојј su baze, dok su preostali Ыlо pres/abi da Ы ЬЩ baze, tj. njima 
se nе mogu generirati sve ЉпЈссјје, Ыlо su ргејаЈс; da Ы ЬШ Ьзzе, tj. vec 
пеЈсјт пјЉоујт pravim podskupom mogu se generirati sve funkcije algebre 
sudova. 

8.3. Uvedimo najprije radi jednostavoijeg pisanja пеЈсе oznake (пјiшa 
сето se sluziti samo u оуот poglavlju). . 

Fu.nkcije jedne varijable (Јсојјта. odgov:araju unitame operacije) ozna
сауа! сето sa '1./, i = 1, ... ,4 а funkcije dvije varijable (kojima odgovaraju 
Ыпатпе operacije) oznacavat cemQ sa ~i' ј = 1 •..• , 16. 

Indekse ј, ј odabra! сето pritom ovako: 
Za danu unitarnu operaciju napisimo najprije njenu vrijednost istinitosti 

za slucaj kad varijabla poprima vrijednost istinitosti Т, а zatim njenu vrijed
oost istioitosti za slueaj kad varijabla poprima vrijcdnost istinitosti Ј... Тјте 
dobivenom дуосlапот uredenom slogu pridru!imo slog sastavljen оо eleme
nata skupa {О,l} i to tako da znaku Т pridrufimo О а znaku Ј.. pridrufimo 1. 
ОоЫуепј slog znamenaka interpretirajmo Јсао dijadsku (и: pisanju s Ьзzот 2) 
notaciju nekog prirodnog broja п;;. о. Unitarnu operaciju Јсојој је па taj na~in 
pridrufen Ьсој п oznacit сето sa I%"н. Npr. za oegaciju -, dobivamo slog 
(Ј.. Т) Јсоте је dalje pridru!en slog (10) ~to је u dijadskom sistemu broj 2. 
Zato сето funkcijuF (х) = -, х oznaeiti sa «sH = «з. 

U svemu time јтато za unitarne оретасјје (fuokcije jedne varijable) 
ауе oznake: . 

1%1 za (ОО) (СХ1 Х = Т; tu operaciju zvat сето u п i t а r п а u п i v е r.-
z а ) п а а f i r m а с i ј а), 

CXz za (01) (otaх=х; tu operaciju zvat сето оресасјја identiteta), 

ОСЗ za (10) (<<з х = -, х; negacija), 

«, za (11) (~x=..L; tu operaciju zvat сето unitarna u·niver-
zalna negacija). -

Slicno сето uvesti oznake za ЉпЈссјје dvije varijable. dakle za binal'Jte 
аретасјје. 

za danu binarnu operaciju napisimoredom njene vrijednosti istinitosti 
kako ih poprima uz ауе ЈсотЫпасјје vrijednosti istinitosti· njenih varijabIa 
(argumenata): najprije za Т, т zatim za Т • ..L zatim za Ј.., Т i konal:no 
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za ..l, ..l. Тјте doblvenom (!etvero(!lanom uredenom slogu (elemenata iz 
{Т, ..l}) ргidгшimо opet (!etveroc)ani uredeni slog elemenata iz {О,I} tako 
da opet znaku Т pridndimo О а znaku Ј... ргidrШimо 1. Doblveni sIog 
znamenaka interpretirajmo opet kao dijadsku notaciju broja п;:. О. Вјпаспи 
operaciju kojoj је па taj пасјп pridnden broj п oznacit сето sa ~nH' Npr. 
za ekvivalenciju ~ dobivamo naјрсјје sJog (T..lJ... Т) (јег је Т<::>Т=Т, 
T<::>..l=..L, J...<::>T=..L, ..L~J...=T). Ovome pridruzimo slog (0110). То 
је dijadska notacija za 22 + 2 = 6. U nasoj notaciji bit се dakle funkcija 
F (х, у) = х ~ у oznacena за ~6H = (3.,. 

U svemu time za Ыпаспе operacije јmaшо ove oznake: 

~1 za (0000) (X~lY= Т; tu operaciju zvat сето Ьјпагпа univer-
zalna afirmacija), 

~I za (0001) (х ~2 У = х V у; [inkluzivnaJ disjunkcija), 
~3 za (0010) (х ~3 У = У => х; јтрНЬсјја od у па х), 
~. za (0011) (x~,y=x; tu operaciju zvat сето prva projekcija), 
~5 za (0100) - (X~5Y=X =>у; impHkacija od х па у), 
~. za (0101) (X~6Y=y; tu operaciju zvatcemo druga projekcija), 
~7 za (0110) (х ~7Y=X~y; ekvivalencija), 
~8 za (0111) (х ~8Y=-X&Y; konjunkcija), 
(3. za (1000) (Х ~IIY =оо Х t у; Shefferova орегасјја), 
~10 za (1001) (Х~lОУ=-'(Х~У)=-(Х&IУ)V(,Х&У)=ХФУ; negacija 

ekvivalencije = ekskluzivna disjunkcija), 
~11 za (1010) (X~l1Y= -'у; negacija druge projekcije), 
~1I za (10П) (х ~laY=X&-'y= -, (х => у) =х:р у; negacija јтрliЬсјје 

~13 za 
~14 za 
~l& za 
~16 za 

(1100) 
(1101) 
(1110) 
(1111) 

od х па у), 
(x~13Y=- -,х; negacija ргуе projekcije), 
(х ~l' У - -, (у => х) = У:Р х; negacija јтрliЬсјје od у па х), 
(х ~15Y = х.ј. у; Lukasiewiczeva орегасјја), 
(X~18Y-J...; tu оресасјји zvat сето Ьјпаспа ипјуег
za1na negacija). 

8.4. Vratimo se sada pгoытиu foгтиliгапот u 8.2. od skupa operacija 
CJ1l = {«1' ... ,«,; ~1' ... ,~18} treba пасј опе podskupove Ztm = {(1.I" .оо; 
~JI' ... } (krace: ZLm={a." ~J}) koji сјпе bazu od сд. 

Najprije сето potraziti sve baze od cJ1l2 = {~1' .. , '~16}' Ч. sve pod
skupove lI2m = {М od C'Jfl2 koji јтаји svojstvo da se svaka operacija ~ mozc 
generirati орегасјјата iz {~;}, ali da za svaku орегасјји fjo Е lIат postoji neka 
operacija fj Е cJ1la takva, da se ~ nе mоје generirati орегасјјата iz lI2m "{~O}. 

Kasnije сето vidjeti kako se iz зуљ baza od с..љ mogu lako dobiti i 
sve baze od ('.1[. 

РгоЫети pristupamo ovako: Najprije сето u 8.5.1. do 8.5.4. potraziti 
neke kriterije koji се omoguciti da zakljucimo da izvje!ini pod~kupovi 112 od 
c,;/12 sigurno nе mogu blti Ьие od сда. Zatim сето u 8.6. Ј. i 8.6.2. пасј 
neke postupke koji се omoguciti da ротоси nckih pod~kurova /12пr za kojc 
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vec znamo da jesu baze dobijemo neke nоуе koji su takoder Ьие. Postavljeni 
problem bit се rijesen kad пат primjenom obih metoda za svaki od 218 

podskupova od CJIlS uspije odluciti da li jest baza od сЈllэ ili nije. 

8.5. Ideja za nalazenje gore spomenutih "kriterija nemogucnosti" је ova: 
Navest сето neka svojstva operacija ~ koja su u isto vrijeme i h е r е

d i t а r п а i п е u п i v е r z а 1 п а i to u ovom smislu: 
Reci сето da је neko svojstvo 7t operacija ~J hereditarno, ako svaka 

operacija ~, koja se (u smislu 8.2.) moze sagraditi pomoCu operacija ~J koje 
sve imaju svojstvo п, opet i sama јта svojstvo п. (Prema tome ~,i ~8 imaju 
sva hereditarna svojstva.) 

Hereditarnim svojstvinia operacija ~ odgovaraju dakle'obzirom па sastav
ljanje operacija uz upotrebu varijabla stabi1ni podskupovi od cJ1lz. 

Reci сето da је neko svojstvo 7t operacija ~J neuniverzalno, зkо роз-
toji bar jedna operacija ~ Е d!lz koja пета svojstvo п. 

Neuniverzalnim svojstvima 7t odgovaraju dakle pravi podskupovi od d!lz. 
PotraZit сет о dalde neke stabilne prave podskupove od J1lz. 
8.5.1. Dejinicija. Operacija ~ јma svojstvo 7tl ako је T~T = Т. 
Ocito је da је ovako definirano svojstvo 7tl neuniverzalno jer nijedna 

od оретасјја ~9 do ~16 пета svojstvo пl' 
Da bismo dokazali da је svojstvo 7t1 hereditarno, izvest сето najprije 

jedan teorem koji се папг kasnije biti od koristi i па drugim mje~tima. 
Dejinicija 11. Меаи operacijama ~ Е d!l. definiramo ternarnu operaciju 

kompozicije ovako: Uredenoj trojki ~i, ~J' ~k pridruzujemo kao ternarni produkt 
operaciju [~I ~j ~k] = ~т danи sa 

х ~тY= (х ~I У) ~J(X ~kY)' 

Teorem 10. Podskup U?. оЈ d!l. sa svojstvom {~" ~6} С Иz staЬilan је 
оnЈа i samo оnЈа, ako је za svaku uredenu trojku operacija ~i, ~J' ~k Е Иz i 
ternarni produkt [~' ~J ~k] Е Иz. 

Dokaz. Uvjet teorema ocito је nuzdan јес ako је И'1. stabilari mora uz 
~i, ~J' ~k svakako sadrzavati i [~I ~J ~k]. 

Preostaje dokaz da је uvjet teorema i dovoljan. Provest сето ga induk
сјјот ро rasponu р А sastavljenog izraza А kojim је neka operacija ~ defini
rana (sagradena) pomocu varijabla i operacija iz Иz, naime ро broju opera
сјја ~ iz Uэ koje ulaze u А (brojenim svaka onoliko puta koliko puta dolazi). 

Baza indukcije. р А = О. Tada је A==~ neka varijabla ра је ~ dano sa 
~~Y=~ ili sa x~~=~, tj. ~=~4 ili ~=~6' No ро pretpostavci teorema је ~4' 
~6 Е Иz, dakle ~ Е uz i teorem vrijedi za р А = О. 

Korak indukcije. Pretpostavimo da 1eorem vrijedi za operacije ~ Е d!l. 
koje se mogu definirati pomocu operacija iz ИЗ izrazima raspona р < k (k > О). 
Neka .,.је operacija ~ s argumentima х, У definirana nekim izrazom А raspona 
pA=k+1. ' 

. Mozemo pretpostaviti da А ne sadrzi varijable razlicite od х i У. Ako 
Ы ih ђ naime prvotno sadrZavao, lijeva strana od х ~ У = А ро pretpostavci о 
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takvim varijablama пе mofe zavisiti ра ih sve mofemo zamijeniti npr. sa х. 
Prema tome А је oblika A1 ~j Аа gdje izrazi A1, А. sadrze samo (najvi~e) 
varijable х i у, raspon јm је ..; k, а ~J Е И2' 

Ро hipotezi indukcije binarne operacije definirane sa A1 i А. mogu se 
predociti u obliku х ~; у i х ~kY sa ~j, ~k Е ZL2' Рсета tome је 

х ~y = (x~; у) I3J(x()kY)' 

No рсета uvjetu teorema је ~ Е и2 ра teorem vrijedi i za ~ koji su 
definirani s А sa р А = k + 1. Teorem је dokazan. 

Napomena. Lako se nalazi kako се se ternarnim produktom izraziti neke 
jednostavno slofene funkcije. Npr. 

х () у = х (); Х = х[I3,I3; ~4J У, 

х () у = у (). х = х [~в (); I3Ј У, 

х ~y = у ~; (х ~JY) =х [~в (); l3јЈУ, 

x~ Y=X~; (Y~JX) =х [(), ~j @в ~j ~JJy. 

Vratimo se sada ispitivanju svojstva 7t. Prema Т 10. odmah uvidamo 
da је to svojstvo hereditarno jer ~4 i ~8 imaju to svojstvo а ako ();, (3 ј. I3k 
imaju svojstvo 7tl bit се 

Т(3т Т =(T~iT)~J(T~k Т)= Т(3ЈТ = Т 

ра i ()т јта svojstvo 7tl' 

Podskup :f 1 = {~l' ~a, (33' ••• , f3s} operacija ~ Е c/Il2 sa svojstvom 7tl је 
dakle stabilan. 

8.5.2. пеЛnјсјја. Орегасјја 13 јma svojstvo 7ta ako је ...l (3 ...l = ...l. 
1 za оуо svojstvo ocito је da је neuniverzalno, jer operacije 131 s nepar

пјm i to svojstvo пе posjeduju. 
. 134 i ~fI. imaju svojstvo 1t, ра da bismo uvidjeli da је опо i hereditarno 

mozemo opet primijeniti Т 10: 

.1_ (3m .L =(.L 131...l) I3j(...ll3k...l) =.L (3j...l =...l; 
uvjet teorema је dakle ispunjen i svojstvo 1t2 је hereditarno. 

Podskup ~'F2 = {~2. 134' 136' 138' '" • 1316} орегасјја 13 Е (Лl. sa svojstvom 1ta 
је dakle stabilan. 

8.5.3. Dejinicija. Орегасјја 13 јmа svojstvo 7tз, ako и nјеnој 'аblјсј l·rijed
nosti istinitosti znak т dolazi рагan Ьгој puta (dak/e i/i uорсе "е, iIi dvapиt 
iIi l.retiri puta). 

Svojstvo 7tз је neuniverzalno jer npr. 132 пета to svojstvo. 
13. i (36 јтаји svojstvo 7tз ра mozemo primijeniti Т 10. Valja dakle ispi

tati орегасјје 13 dane sa 
х ~ у = (х ~j у) ~J (х ~k у) • 

gdje 13;. l3ј. (3k јтаји svojstvo 7tз· 
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Razlikovat сета dva sJu~ja: 

1 О Bilo i bilo k (bi1o i i k) jednak је 1 i1i 16. 
20 Niti i niti k nije jednak ni 1 ni 16. 

Drugim тјјеејта, sJu~j 20 nastupa ako u шЫјсата vrijednosti istini
t05ti obiju оретасјја ~" ~k dolaze ро dva znаЬ Т ј ро dva °znaka ..1.; ina~e 
nastupa slucaj 10. 

Slucaj 1 о. Ako је ~, = ~1 ili = ~1" опda ~ јта svojstvo 7ta jer to svoj
stvo јта operacija ~k' АпаЈоgnо. ako је ~k = ~ iJi = ~1" ~ јта svojstvo 7ta 
јет to s:vojstvo јта opeT~jja ~I. 

Slucaj 20. ОУдје оре! razlikujemo dvije mogucnosti: Ako su ('Т1 'r.). 
(1'з -т .. ) оЬа para vrijednosti istinitosti za koje је '\'1 ~ 1', = Т. 1'. ~I 1',. = Т, onda 
је Ш '\'1 ~k '\'1 = 'Та ~k '\', (slu~aj 20 «) ili је 'Т1 ~k 'Та :# '\'а ~k 'Т' (slu~j 20 ~). ' 

Slucaj 20 «. Ovdje se оре! lako uvida da ~ јта svojstvo 7ta. 

Slиfa} 20~. Sada је ili 'Т1 !3k 'ra = Т. '\"а ~k '\', = '..1. i1i 'Т1 !3k 'ТЈ = ..1., 'Та !3k 'Т' = Т. 
Ako su tada ('Т, 'Т.) i ('Т7 'Т.) оЬа para vrijednosti istinitosti za koje је T5~' 'Т. = 1., 
Т7 I'ј Тв = ..1.. onda је ili о istOOobno 'Т5 ~k 'Т, = Т. "7 ~k 'Та =..1. ili pak istOOobno 
Т5 ~k Та = ..1., 'Т7 ~k 'Та = Т. Operacija ~ је dakJe оУдје u svim slu~jevima takva, 
da su simboli u пјепој tablici vrijednosti istinitosti о па odredeni пасјп poraz
mje~teni simboli tablice vrijednosti istinitosti za ~J' ~ dakle opet јта svojstvo 7ta 
jer to svojstvo јта оретасјја ~J' 

Podskup {,Т 3 = {~. ~" ~a, ~7' ~10 '~11' ~18' ~1.} operacija ~ Е cJ!l2 sa 
svojstvom 7tз је dakle staj)ilan. 

8.5.4. Definicija. Орегасјја ~, о јma svojstvo 7t .. ako јо} је indeks jednak 6 
i/i jednak neko} potenciji od 2. 

Svojstvo 7t, imaju dakJe operacije podskupa ('~' = {131' 13., ~., 13" ~8' ~18} 
оо cJll •. 

~ (f 9 .. ра је svojstvo 7t, neuniverzalno. 
(3 .. , 13. Е 9. ра то!ето primijeniti Т 10. Treba dakJe ispitati °operacije ~ 

dane sa 
x'~y = (х ~i у) ~J (х !3ky), 

gdje је (3" ~J, f3kE('~,. 
Radi kraceg pisanja oznacit сето ovdje operaciju ~ = [~, ~J ~k] krace 

s (ј, ј. k) i rџlikоvаti 6 зlџ~јеуа, уес ртета tome da 1i је ј= 1, 2, 4, 6, 
8 ш

о 

16. (Dakako, ~i, ~A: uvijek su Е 9 •. ) 
Slucaj 10 ј=l. (ј, 1, k)=~lE94' 
Slucaj 20 ј = 2. Као ~to зе Jako izra~unava, vrijedi (1, 2, k) = (k, 2, 1) = ~l; 

za k>2 је (2, 2, k)=(k, 2, 2)=13.; (4, 2, 6)=(6, 2, 4)=~a; za k=4, 8,16 
је (4, 2, k)=(k, 2, 4)=~.; za k>6 је (6, 2, k)=(k, 2. 6)=~a; za k=8, 16 
је (8, 2, k) = (/!, 2. 8) = ~8; (16, 2, 16) = [ј18' Dakle opet uvijek vrijedi 
(ј, 2, k)E9 ... 

Slucaj 3" ј = 4. (ј, 4, k) = ~, . 
Sl/lcaj 40 ј = 6. (ј, 6, k) = ~k • 
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Slucaj 50 ј=8. (1,8, k)=(k, 8, I)=~k; za k;;;.2je (2, 8, k)=(k, 8, 2)=('k; 
(4,8,6)=(6, 8, 4)=~8; za k=4, 8,16 је (4,8, k)=(k, 8, 4)=~k; za ;;;;.6, k;;;.i је 
(;, 8, k) = (k; 8, ј) = ~k • ' 

Slucaj 60 ј=: 16. (ј, 16, k)=~18' 

Тјше је i stabilitet оо :Ј. dokazan. 

8.6. U 6.1. uve1i smo ројат дапој Љnkсјјј dualne funkcije. Za dalja izvo
denja trebat се пат jos ројаш danој funkciji dvije varijabIe t r а п s р о п i r а п е 
funkcije (оресасјје). . 

Neka је dakle ~ Љnkсјја dvije varijable dana tablicom vrijednosti 
istinitosti 

хР)' 

" УII х"" т I ~ 
т '1'1 ТЈ 

-- ----
.L Т. т, 

gdje su Т1 , Та, Тз, Т. elementi iz skupa {Т, ..L}. 
Operaciji ~ trasponirana оресасјја ~' даna је onda (ро definiciji) tablicom 

vrijednosti istinitosti 

" Y~ I " . т ~ 

х " . 
т I '1'1 Та 

--1 
~ I ТЈ т, 

Drugim сјјесјша, т f" т = т f' Т, ..L (" ..L = ..L f' ..L а T~' .l.=- ..L f' т 
i ..L (" Т = Т f' -L • (Рсеша tome bit се f' = (" опда i samo опда ako је Т ~ i. = 
..L ~ Т.) 

Transponiranje је .oCito involutivno, јес је (~')' = ~ ра је reJacija tran
sponiranosti simetriena, tj. ako је ~; = ~k' опда је ~k = ~/. 

Oznacimo li рас operacija {f'i' ~k} krace sa (;, k), vidimo da шоои оре
сасјјаша ('1 do ~18 postoje ovi parovi medusobno transponiranih: 

(1,1), (2,2), (3, 5), (4,6), (7,7), (8,8), (9, 9), (10,10), (11,13), (12,14), 

(15, 15), (16, 16). 

8.6.1. T-postupak za konstrukciju novih baza. 
Vrijedi ovaj teorem: 
Neka su {М, {~k} disjunktni podskupovi od cJlla. Ako је И2т = {М U {f'k} 

Ьа:;:а od dlla, onda је i ZL~ = {();') U {~k} baza od c.1!l2' (ј. ako и nekoj baz; 
transponiramo kqjegod odabrane орегасјје, dobivamo оре! bazu. 
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Da bismo ovo dokazali pokazimo najprije da Бе svaka operacija ~ koja 
Бе moze predociti izrazom А sagradenim operacijama iz U2m тои predociti 
i izrazom А' sagradenim operacijama iz И';". Dokaz сето provesti induk
сјјот ро rasponu р А оо А (usp. dokaz Т 10.). Iz razloga Ьо u 8.5.1. mozemo 
pretpostaviti da А оо varijabla sadrzi (na.jvise) samo х i у. 

Baza indukcije. za р А = О А јnia oblik А == х ili А == у ра mozemo uzeti 
А'==А. 

Korak indukcije. Pretpostavimo da је tvrdnja vec dok.azana za operacije 
~ koje Бе mogu predociti izrazom raspona р <; k (k > О). Nek.a је sada А neki 
izraz raspona р А = k + 1. Оп је tada oblika 

A=Al~JA2' 

gdje Би At , А2 izrazi raspona <; k sagradeni operacijama iz U2m' а ~J Е U'!.nf' 
РО .pretpostavci indukcije operacije predoeene sa At , А, mogu se predoCiti i 
nekim izrazima А1', А2' sagradenim operacijama iz И';". VrijCdi dakle 

x~y= A1' ~jA2" 

~J Е U'/,nI' Razlikovat Сето 2 slueaja: 
10 ~jE {~k}' Tada је x~y=Al'~JAI' sa ~JE И';" ра mozemo uzeti А'== 

А1' ~J А2'. 
20 ~j Е {М. Tada је х ~ у = А.' ~/ A1' sa М Е И';" ра mozemo uzeti А' == 

А.' ~/ А1'. Tvrdnja је dokazana. 
Znaei, ako је U2m Ьаи od c!Тl., И';" sigurno је sistetn izvodnica za c!Тla, 

tj. svaka operacija iz c!Тla m~ze se sagraditi operacijama iz И';". Treba jos 
dokazati da је И';" minimalni sistem izvOOnica (dakle Ьиа). 

Uocimo najprije da su skupovi {~/}, {~k} disjunktni. Кad 10 пајте ne 
Ы Ыо slucaj, bilo Ы И';" = {~,'} U [{~k} " ({~/} п {~k} )]. No argumentacijom Ьо 
ranije vidjelibi da Ы tada skup <И~)' = {~I}U[{~k}"({~nn{~k})]' iako 
pгa~,j podskup bazc' U2m' ЫО sistem izvodnica za cJIlz 5to је nemoguce. Zaista 
је dakle {~'} п {~k} = 0. 

Pretpostavimo sada da sistem izvodnica И';" nјје Ьиа. Onda Ы пец 
ргауј podskup И od И';" ЫО baza. No argumentacijom Ьо 5to smo је upravo 
ргоуеН (da Ы dokazali {~/} п {~k} = 0) vidimo da Ы onda opet morao poS1o
jati neki ргауј podskup И' od U'!.nf koji Ы Ыо sistem izvodnica za cJfl. 5to је 
nem~guce. ll~ је dakle bl;iZa. 

8.6.2. D-postupak za konstru"kciju nоујћ baza. Oznacimo 
орсгасјјј ~ dualnu operaciju sa ~*; х ~* у = -, (-lХ ~ -'у). Ako opet par оре
racija {~j, .~,,} oznacimo krace sa (ј, k) nalazimo da postoje ovi parovi Пlеdu
sobno dualnih operacija: 

(1,16). (2,8), (3,12), (4,4), (5,14), (6,6), (7,10), (9,15), (11,11), (13,13). 

Vrijcdi ovaj tcorem: 
Ako је Њ.",·~ {М baza оЈ ( /{2' о",/а је i и;"'= {~;} haza оЈ (1/2' 'ј. 

ako u nekoj hazi јуе орегасјје zamijenimo '/lIаlnјm ЈоЫуаmо оре, bazu. 
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Dokazimo najprije ovo: Ako se operacija ~ moze definirati nekim izra
zom А ~agradenim operacijama iz 212m, onda se орегаСЈја ~* moze definirati 
nekim izrarom А* sagradenim operacijama iz 212:' 

Proveditno dokaz opet indukcijom ро rasponu р А izraza А kojim је 
definirana орегасјја ~. Pritom opet mozemo pretpostaviti da А od varijabJa 
sadrzi (najvise) samo х i у. 

Baza indukcije. Ako је рА =0, А јта obJik А==х iJi А==у. Tada је 
~=~4 odnosno ~=~6' No орегасјје ~4 i ~6 su autoduaIne, ра је, uz А*=А, 
~* definirano за А* i tvrdnja је ispravna. 

Korak indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za орегаСЈје koje se 
mogu definirati izrazima raspona р <:: k (k ;;:. О). Neka је sada ~ neka operacija 
definirana izrazom А raspona pA=k+ 1. А је dakle obJika A1~jA2 sa ~JE 
2L2m' tj. 

x~y=A ==A1~jA2' 

Izraz A1 зат za зеЬе definira neku operaciju ~/, а kako је р А1 <:: k 
postoji ро pretpostavci indukcije izraz АЈ, sagraden орегасјјата iz 21!m, 
koji definira operaciju ~/*. AnaIogno, Аз зат za sebe definira neku operaciju 
~", а kako је i рАз <:: k postoji ро pretpostavci indukcije izraz А;, sagraden 

орегасјјата iz 21;"', koji definira operaciju ~"*. lтато dakle 
.~ . 

x~y=(X~/Y)~J(X~"Y), x~/*y=Al ,x~"*y=A2. 

Odatle ро definiciji duaIne funkcije izlazi (zbog involutivnosti negacije) 

x~*y = -, [( -, X~/--. у) ~J(-' x~" --. у)Ј 

= -, [-, --. ( --. х ~' -, у) ~J -, -, ( -, x~" -, у) Ј 
i • 

== --. [--'(X~/* у) ~j -, (x~ "* у)Ј = (х ~'* у) ~j (x~"* у) 

• • • =Аl ~j А2 == А* 
ра se i ~* mgze definirati iztazom sagradenim operacijama iz 21~. Tvrdnja 
је dokazana . (UostaIom, ona izIazi i kao specijaIan sIucaj teorema dokazanog u 6.З.) 

Sada mofemo zakljucivati ovako: Za svaku danu funkciju postoji neka 
funkcija kojoj је danа funkcija dualna, ра је 21;m sigurno sistem izvodnica za 
cJfl2' Кad 21;'" ne ы Ыо baza, tj. шiпјтаlПЈ sistem izvodnica, Ыо Ы to neki 
njegov ргауј podskup 21. No tada Ы - argumentacijom kao gorc: - иуј
djeli da Ы i ZL* тогао biti sistem izvodnica za cJfla iako Ы ZL* ЫО pravi 
podskup od ZLзm - sto пјје moguce. 

8.7. Rezultati iz 8.5. do 8.6.2. omogucuju da predemo па sistematsko 
traienje i enumeraciju baza od cJfl2' 

8.7.1. Buduci da samo ~9 i ~lIi nеmајu nijedno od svojstva "1 do ."3 dolaze 
za jednoclane baze u obzir зато te dvije operacije. U drugu ruku, U 8.1. 
vidjeli smo da svaka od tih operacija zaista jest baza za skup svih ftInkcija 
algebre sudova ра su to pogotovo baze od cJfl2' Prema tome postoje tacno 
dvije jednoclane baze оо cJfl2' паЈте 212m = {~9} i 212m = {~15}' 
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8.7.2. Da bismo nasli sve dvoclane baze, koristit сето se ovdje danom 
Tablicom. U пјој па oeit nacin svakom paru {~/, ~k}' ј> k, odgovara ро jedno 
роlје ТаЫјсе u kojem su upisane ili neke arapske ili jedna rimska ЬсојЬ. 

ТаЫјса 

3 Ј 3 3 3 3 Ј 
2 2 2 2 2 2 Z 

7 7 7 I 7 1 ~ 1 
11, I1z " 11, Лr, /1Ј Р, р, Р. Р, Р711 (1n Ptt р" р,. PIl 

1, 3 Р, 

7, 2 /12 , 
1 /1з 1 1 

1, 2, 3 Р. 1,3 1.2 7 

7 I1s 7 1 , , 
7, 2, 3 р, 1,3 7,2 1 1.2,3 1 

1, 3 117 1,3 1 1 1.3 1 1,3 

1, 2 fJl 1 t2 1 1,2 1 7,2 , 
/1g о о о о о о о о 

2, 3 {Ј. 3 2 1 ~3 [ 2,3 3 2 О 

З /177 3 ][ lJ[ 3 Df 3 3 ][ О 3 + 

2 {112 У 2 lY 2 lY 2 r 2 о 2 11 
3 /173 3 ][ JI[ 3 JI[ 3- 3 Л О 3 3 1Il 

2 Л,. У 2 lY 2 ЈУ 2 I 2 О 2 Df 2 II 

Л'5 О О О О О О О О О О О О О О 

2, 3 /116 3 2 У 2.3 у 2,3 3 2 О 2,3 3 2 3 2 О 

-

Arapske cifre upisane su u TabHcu ргета. ovim okolnostima: 
Рогоо svake орегасјје ~, u prvom stupcu i u prvom retku ТаЫјсе, 

u pisane su опе od сјСага ј, za koje {3 јта svojstvo nЈ (ј = 1, 2, 3). Tako npr. 
porcd f17lijevo i gore pisu сјСге, 1, З jer f3? јmа svojstva n 1 јn, (tj. ~7 Е ,/J>l n :fJ 
а пета svojstvo п, (~7 "::': /fJ; рогоо {3, пе pise liјеуо "ni gore nijedna сјСга 
јег ta орегасјја пета nijedno od svojstava Пао Па, Па (tj. ~ rJ: 31 u:J>z u /Ј\) 
itd. U роЈји ТаЫјсе u kojem se kri:la rcdak od ~, i stupac od ~Jc: upisane su 
опе i samo опе cifre koje stoje i liјеуо uz ~I i gore uz ~k' Тјmе dakle u 
tom роlји (gdje se krifa redak od ~, i stupac od {3k) stoje опе i samo опе 
cifrc ј za koje оЬје operacije ~/ ~Jc: imaju svojstvo Т!-Ј (ј = 1, 2, 3). Reci i 
stupci od ~8 i ~16 unutar ТаЫјсе ispunjeni su sa О. О rimskim Ьгојеујта bit 
се govora kasnijc. 

Ргета rczultatima iz 8.5.1. do 4. oeito је da nijedan par {~" {3k} za 
koji u nasoj ТаЫјс; па kritanju i-tog retka i k-tog stupca (Ш obratno) stoji 
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upisana Ьат jedna arapska cifra гшјСјtз оо О ne то!е Mti baza оо сЈПа. 
Таdэ. naime '~I i ~k imaju zajednicko neko neuniverzalno hereditarno svojstvo 
1tJ koje prenose i па svoje .,potomke" ....! орегасјје ~ koje ~e pomoeu njih 
mogu definirati u smislu 8.2. - ра sigurno ima operacija od c-J1l., koje se ne 
mogu sagraditi sa ~i, ~k' Рат {~j, ~k} је dakle "preslab" da Ы Ыо Ьazз. 

U drugu ruku parovi {~i. ~k} za koje u nasoj Таblјсј. па kri!anju i·t08 
retka i k-tog stupca (Ш obratno) stoji upisano О "prejaki" su da Ы Ыli Ьзzа, 
јег је veC јеdзп clan takvog' рага sistem izvOOnica za cЛl. (naime (3g Ш (315)' 

Тјте od ukupno (~6)= 120 parova {~I, ~k}za njih 96 znamo dз ne 
mogu СЈПiti bazu (vidi ТаЫјси). 

Pokazat сето sad:l da svih preostalih 120-96 = 24 рага {(3;, ~k} cine 
bazu od сда; time се biti nadene sve dvoelane bзzе. 

1 о Као 5to se lзkо provjerava, vrijedi 

X~10(X ~IY)=X ~y=xt у. 

Кako је {~} Ьзzа а {~lO} i {~a} sami za sebe nisu Ьце, to је dakle {(ЗI0' ~.} baza. 
U sk[adu s ranijim kracim oznakama upotrebljavat сето i sada za раг 

{~I' ~k} оретасјја ~ kracu oznaku џ, k). 
Рфпiјепimо lina раг (10,5) - koji је baza - Т- ili D-postupak, dobit 

сеmo tri da1jnje Ьзzе prema shemi 

D( (10,5) Т (10)) D 
(14,7) Т (12,7) 

...... ", 

Shema 1. 

[Ako u bazi (10,5) transponiramo element ~5 dobivamo novu bazu (10,3); 
elementu 10 transponirani је оре! 10 ра time пеЫ dоЬШ nista nova. Nadalje, 
зkо u (10,5) dualiziramo elemente dobivamo novu bazu (14,7) а ako dualizi
гато elemente u (10,3) dobivamo novu bazu (12,7). Ove po<;ljednje dvije поуе 
baze prelaze jedna u drugu uz tгап~ропiгалје elementa 14 odпо:;по 12, ра 
је time shema baza koje proizlaze Т- i D-ро:Јtuрkоm iz (10,5) zntvoren:l, 
tj. primijenjujemo Ii Т- i D-postupak па bilo koju bazu sheme 1 dоЫvг..mо 
opet neku Ьзzu k.oja је u пјој veC sadrzana.] Odgovarajuca 4 polja u Tablici 
oznacena su sa 1. 

20 Slicno se lako provjerava da је 

X~ll (X~8Y) =X~9Y=Xt у. 

(11,8) је dakle Ьзzа od cЛl.. Primjena Т- 'i' D-postupka dзје ovdje tri 
daljnje Ьзzе рсета sbemi 

D ((11,8) Т (l.з,8») D 

(11,2) Т (13,2) 
........ ", 

Sheтa 2. 

OdgovarajuCa 4 polja Tablice oznacena su sa 11. 

s Мatcmalitka 10IIib 
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30 Dalje је 

• 
(11,5) је dakle takoder baza. Ovdje nam primjena Т- i D-postupka daje jo~ 
sedam novih Ьзzа prema shemi 

Ј т 
(,----;,:::'~ ___ ___., I 

т (lI,з>gI3.з) (13,5) 
D D 

Т (14,13) (lз,}2)D (12,11) 

D [( 11,5) 

, (14,11) 
\. 

\ I 
'Ј 

т т 

Shema 3. 

koja је sada opet zatvorena. Odgovarajucih 8 роlја u TabIici oznaceno је sa III. 

40 Zatim је 
(х ~lIX) f3зу=х ~llY' . 

А kako је ртета тanјјет (12,11) Ьзzа (Shema 3.),to је dakle i (12,3) Ьаи. 
({~12} i {~3} naime sami nisu baze, а sa fita i ~ moze se predoeiti i ~la i ~~. 
Т- i D-postupak daje odat1e tri daljnje Ьзzе prerna shemi 

(12,3) Т (14,3) Т (1;;5) Т (;2,5) 
'-"' '"-'D 

D 
D 

Shema 4. 

Odgovarajuca 4 роlја u Таblјсј oznacena su sa IV. 
50 Копаспо је 

(х ~18 х) ~ЗХ=Х~13У' , 
No ranije smo паSli da је (13,3) Ьзzа, ра је dakle ј (16,3) baza. Тгј daljnje 
daje shema 

D ((16'з) Т (1 б:S) ) D 

(12,1) Т (14,1) 
...... .., 

Shema 5 .. 

Odgovarajuta '.4 роlја u ТаЬЈјсј oznacena su sa V. 
Тјте smo dobiIi 4 + 4 + 8 + 4 + 4 = 24 dvoclane baze od cJ1l2' а тапјје' 

smo vidjeli da ih vise ne moze biti. 
Ргјје nego Ii predemo па trazenje viseclanih Ьаи .(8а yj~e od 2 elemen

ta) razmotrimo ukratko medusobnu povezanost dvoclanih Ьзzа od cЛl2' 
, Као 5to vidimo direktno jz ТаЫјсе, u dvйClane baze иорСе ulaze kao 

elementi 12 od 16 operacija ~. (Da ih пе moze bit,i vise jasno јеј unaprijed: 
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пште, Shefferova i I..ukasiewiczeva operacija otpadaju jer svaka od пјЊ sama 
za sebe сјпј bazu, а ~. i ~6 otpadaju jer se zbog х ~4 У = х, x~. у = у sve, 
sto se - ро dogovoru u 8.2. - шо~е izraziti ~a {~4' ~.; М, тo~e izraziti 
vee i sa samim {М.) Od tih 12 ~-opeJa.cJja 6 ih se u dvoelanim Ьзzата 
pojavljuje ро 6 puta а preostalih 6 ро 2 puta. 

Medusobna povezanost svih 24 dvoelanih Ьazз mofe se predoeiti ovako: 
Oktaedru pridodajmo (sl. 1.) tri 

romba koji pro1aze njegovim dijagona1nim 
ravninama i Јтаји s пјјт zajednicka ро 
dva vrha. SI. 1. pokazuje nastalu geo
metrijsku tvorevinu G: Ako vrhove od 
G numerjramo indeksima 12 navedenih 10.._----1 
binarnih operacija onako kao 8to је to 
ucinjeno па slici, vrijedi - kзо sto se 
1зkо provjerava -: 

Par (а, Ь) је Ьзzа od cJfl. tacno 
onda, ako su а i Ь u 'G vrhovi nekog 
brida. 

8.7.3. Baze od cJfl. koje sadrze 
vise od 2 elementa. Neka је 

њ= {~IJ' ~b' ... , ~k} 
neki Ьаг troclani pOOskup оо cJfli. 
Оресасјје ~j пеkз su pritom poredane 

8 

'tako da indeksi а, Ь, ••. , k Сinе pada- Ј/. I 
juci niz. Da bismo пазli koji оо takvih 

7 

------'6 

podskupova Сјпе bazu оо cJIl., poslufit сето se opet Tablicom. 
Uoeimo najprije da za пајуееј indeks а dolaze u obzir samo vrijednosti 

1 О i 16: Ako је паЈте а <: 8, ZL$ пе moze biti baza, jer Ы svi elementi od 
U! tada imali svojstvo 7t1 • а = 9 i а = 15 пе do1azi u obzir ПЈ za dvoelane а 
kamo li za visесlгпе baze. Da је а = 11 ili а = 13 Ыо Ы ZLa opet - kao 8tO 
se vidi direktno iz ТаЬНсе - iJi prejak za bazu (jer Ы sadrzavao jedno
ili dvoclani pravi podskup koji је vec sгm baza) , iIi pak preslab za bazu (jer 
Ы ти svi e1ementi ЈтаН 5vOjstvo 7tз). Ana10gnim rasudivanjem (uz zamjenu 
7tз sa п2) vi dimo da i а = 12 i а = 14 takoder пе do1aze u obzir. 

Preostaje dakle da ispitamo podskupove ZL2 sa а = 1 О i а = 16. 
Imamo Ii па umu da пе ~miju svi e1ementi od 712 imati i5to svojstvo 

пј, i ~~ 1, 2, 3 k&.o ј da lI2 пе ~тJje ka.o, pravi POd5kup sadrzavati neku jedno
i1i dvoc1anu bazu, vidimo iz ТаЫјсе да treba ispitati лis:u 1ј baze оуј podsku
роуј Њ «а, ь, .. '. , k) -bit се opet kraca o2naka 2а {~u, ~b, ..• , {3k} s pada
jucim iлdеksimа а, Ь, ... , k): 

(Ј() TroClani podskupovi и2 
(10,2,1), (10,7,2), (10,8,1), (1,0,8,7); (16,2,1), (16,7.2), '(16,8,1), (16,8.7), 

Od оујћ otpadaju podskupovi (16,2;1) i (16.8,1) јег јт 5уј elcmcnti 
imaju svojstvo п4 • 

S· 
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Оа preostalih 6 podskupova jesu tr~lane baze pokazuje ovo razmatranje: 
Lako је provjeriti da је 

(Х~8уНi7У=Х~3У' 

Kako је ргета 8.7.2. 1° (10,З) baza, to је i (10,8,7) baza, а D-postupak 
daje da је stoga i (10,7,2) baza. 

Оаlје је 
(х ~18Y) ~7 х= X~13Y' 

No ртета 8.7.2. 2° (13,2) је baza, ра је i (16,7,2) baza. Takoder ро 8.7.2. 
20 i (13,8) је baza ра је dakle i (16,8,7) baza. D-postupak daje odatle рге
ostale dvije Ьзzе (10,8,1) i (10,2,1). 

~) Cetvero- ј viseClani podskupovi 7ls. 
Лkо јтато па umu da sada pored onog 8to је vec bilo reeeno па 

pocetku 8.7.3. 7ls пе smije kao ргауј pod;;kup sadrfavati пј neku tro:;lanu 
bazu, vidimo pomocu ТаЬНсе da ne moze biti cetveroclane ni viseclane Ьзzе 
'od ЈП. niti sa ~a':" ~lO niti sa ~ .. = ~18' drugim гјјеСјта da uopce пеmз nijedne 
baze koja Ы sadrhvala vi8e od 3 elementa. Ovo mozemo zakljuciti ovim 
гаsudivапјiтз: . 

Prvo, nijedna baza 712 sa vi8e od tri elementa пе moze sadrhvati пј 
орегасјји ~15 пј ~II' Takoder' nijedna baza пе moze sadrhvati пј ~4 пј ~8" 
јег ako је 7ls neki sistem izvodnica za ['да onda је - ро dogovocu u 8.2. -
i Њ',J~4' ~в} sistem izvodnica za cJ!l2' Nadalje: . 

10 Оа postoji Ьзzа oblika lLz=(16,14,c, ... } moralo Ы (vidi Tablicu!) . 
с biti razlicito ne samo od 9 nego ј od 13, 11, 7, 5, 3 i 1 јес Ы јпаее (14,с) 
bila baza sadrzana Ьо pravi podskup u 712' Iz istog razloga тогаlо Ы i za 
!\ve dalje орегасјје ~I sadrzane u 712 (tj. s indeksom ј. m:щјim od с) biti 
; =1= 13, 11, 9, 7, 5, 3, 1. Drugim гјјеёјта sve орегасјје iz 712 тогаlе Ы iтзti 
рагпј indcks. No tada Ы sve опе imзlе svojstvo па ра takav и. sigurno пе 
Ьј Ыо baza. 

2О Dа postoji baza obIika 71. = (16,13, ... ) тогаlе Ы sve daljnje оре
тасјје ~; jz 2/2 imati indeks mзпјi od 13 i гзzНсј! od 12, 9, 8, 5, 3, 2 јег Ы 
јпасе opet lLZ sadrzavao bilo jedn~lanu bazu {~9} bilo dvcclanu bazu {~13' М. 
No tada Ы sve te орегасјје ~I (vidi ТаЬНси!) kao i ~1~ i ~3 јтаlе svojstvo 
1':'3 ра 1t2 opet пе mozc biti baza. 

3? Dа пс postoji baza obIika Ua=(16,12, ... ) uvida se kao pod 1°, 
а Ја пс pO'itoji baza oblika 2/з=(16,11, ... ) uvida se kao роЈ 20. 

40 Оа pO!itoji baza obIika 2/2~=o06,10, ... ) morao Ы lL2 (zbog ~18' 
~10 ,::.~ /.!zfl/fa) sadrzavati neku operaciju ~c koja пета svojstvo п2 kao i neku 
9рсгасјји ~d koja пета svoj~tvo па (е ~ d). No с i d тогаli Ы biti < 1 О i 
r,lzlititi od 9, 5, 3 јег Ы јпаёе иа opet sadrzavao kao pravi podskup ncku 
jcdno. iJi dvocJanu Ьзzи. za с i d preostali Ы dakle kao mogucnosti (vidi 
T<1bllcu) оуј parovi: с=7, d=8; с=I, d_o:8; с=7, d=2; с=l, (/2. No t1 

svakom od (јЬ slueajeva иа ы sadrhvao neku tro~lanu bazu (vidi ~» ра sam 
пе Ы Ыо Ьаzз: 
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50 Da postoji Ьиа и. = (16,8, ••. ) пе Ы u njој mogJe biti sadrhne 
оресасјје ~ пј ~5' Takoder u takvom 71. пе moze bitj saddana оресасјја ~ 
jer је (16,8,7) baza. Ргета tome Ы za eJemente od 212 pored (318 i ~8 dosle 
u obzir samo jos оресасјје ~1' ~.. No sve опе su elementi оо !Рс ра takav 
21. пе mofe biti baza. 

60 Kad Ы postojala baza obIika 21.=(16,7, . .. ) uvidamo kao u 50 da 
Ы preostale operacije u и. тосalе biti razlicite оо (33 i ~5 а i оо (32' Pre
ostaje dakIe samo тоguспозt da u и2 pored ~16 i (37 bude sadrfana орегасјја 
(31' No tada Ы 212 Ыо пајvisе troclan. -

Sliспо сето se uvjeriti da пета cetveroelane пј viseclane baze оЫјkз 
212=(10, ... ): . 

Da је и2 = (1 О, ... ) baza, пе Ы u ZLa mogle biti sadrfane operacije ~3 
пј ~5' јег su (10,3) ј (10,5) baze. No u 212 пе mofe biti sadrzano пј ~1' jer 
Ы јпасе 21; Ыlа: dualna cetveroclana јlј viseclana baza koja sadrzi ~; = (316 а 
takve, kao sto smo vidjeli u 10 do 60, пета. Dakle: • 

70 Da postoji baza obIika ZIa = (10,8, ... ) тогаlј Ы preosta1i elementi 
~i od U2 biti razliciti jos i od ~7 (jer је (10,8,7) baza). ZL2 Ы dakle pored 
(310 i (38 mogao sadrfavati samo jos operaciju (3. ра ы ЫО najvise troclan. 

80 Da postqji baza oblika ZL 2 = (l 0,7, .... ) тога! i Ы preostali elementi 
(31 оо и2 biti razliciti jos i od ~2 ра Њ dakle pored (310 i (37 пе ы mogao 
sadrfavati nijednu daljnju operaciju ~. . 

Тјте је konacno dokazano da пета baza od с Ла koje Ы sadrzavale 
vise od tri оресасјје ~. 

8.8. Vratimo se u 8.2. postavljenom ргоЬЈети. Uocimo najprije da је 
(и smislu D 7.) 

Odatle izlazi da је svaka baza оо c/Ila ujedno baza оо с Л. 

Obrnuto, ako је {«1; ~;} baza оо CJ!l onda је i {~1' ~i} baza od с 1l 
(jer је to sigurno sistem izvodnica od CJ!l, а da је neki pra'vi podskup 2' оо 
{~1' ~J} baza od C/1l Ыо bi ZL sistem izvodnica od 'Сда ра bi neki ргауј 
podskup od { «1; (3i} Ыо baza od (' Л). Slicno vrijedi za parove pridruzene 
prema 

{«2; ~i}-{~ •• (3;} (Ш {~6' ~i} zbog «2X=Y~6X)' 

{еха ; ~j}H{(31a, ~j} (јlј {(31l' ~;} zbog ехЗХС;У~llХ), 

{ ех.; ~j} н { (316. ~j}. 

Ргета 8.7.2. dobivamo dakle оуе. daljnje t dvocJane baze оо (,111: 

{ ехl' ~12}, {ех1 • ~1.}; {аа, ~2}' {аа, ~al, {аа. ~5}' {CX3'~8}' 

{еха • ~12}, {аа, ~H}; {а., ~3}' {а4 • ~5}; {а1 , ~2' ~10}' {CX1, (38, ~)U}; 

{ а4 • ~2' ~7}' {а4 • ~7. ~A}' 
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Lako se vidi da пе тои postojati baza od CJ1l koja Ы sadr!avala vi5e 
od dvije operacije !х. Da пајте postoji· пеka takva Ьаи sa bar dvije opera
сјје !х. onda Ы (Ьо 5to se uvida analogno upravo rееепоm za Ьие s jednom 
operacijom !Х) postojala i Ьаи {~I} koja Ы sadr!avala bar dvije operacije ~ 
iz skupa {~1' ~4' ~lЗ' ~16}' Medutim. Ьо 5to smo vidjeli u 8.7.2. i 8.7.3, 
ovo пјје slueaj. 

8.9. Konacn'i rezultat је prema tome ovaj: Iтa 

!Х) 2 јеЈnосlanе baze оЈ rJll. naјmе {~8} i {~15}' 

~) 1 О + 24 = 34 dl'oc[anihbaza оЈ (;1l. nајmе 

{ох), ~12}' {ос1 , ~14}; {-хз, ~2}' {'Ха, ~з}, {rxз. ~з}. {'ХЗ ' ~8}' {1Xз. ~la}. {'Ха. ~14}; 

{O:t. r'з}. {!X1• ~5}; {~1O' ~a}. {~lO' ~5}; {~11' ~a}. {~11. ~3}' {~1l' ~5}' {~11' ~}; 

{~12' ~1}' {~12' ~з}, {~12' ~5}' {~љ ~7}' {~12' ~11}; {~13' ~2}' {~13' ~3}' {~13' ~6}' 

{~13' ~8}' {~13' ~12}; {~14' ~1}' {~14' ~3}' {~14'~5}' {~14'~7}' {~14' ~11}' {~14'~13}; 

{ ~J6' ~3}' {~16' ~5}' 

'() 4 + 6 1 О troc[allih baza оЈ (,1[. nајmе 

{ ((1. [1~. [, 10 }. {1X1'~1I' ~10}; {!Хс. ~2' ~7}' {!Х •• ~7. ~8}; 

{r~JO' ~2' ~1}' {~10' ~7' ~2}' {~10' ~II' ~1}' {~10' ~8' ~1}; {~18' ~1' ~2}' {~16' ~8' ~7}' 

~) - i IIijedlla (~etvero- ili viJec[ana baza. 

Napomellll. Ako unitarne i binarnc operacije shvatimo kao funkcije alge
brc ~tldova. onda mcdu dobivcnim bazama јта jednakih u ~mislu D 7. Npr. 
{ 'l.J' [1 12 }, {~1' ~J2}' No me~u пјјт'! dakako пета identicki jednakih. 

8.10. Razmatranja u 8.2. do 8.9. bila su provedena uz dogovor (iz 8.2.) 
da ~C pod sa'itavljanjcm funkcija razumijeva upotreba varijabIa i kompozicija 
danill fHnkcija. 

Poglcdajmo ukoliko sc ta razmatranja mijenjaju ako ovu konvenciju 
ii'mijcnimo u smislH da za sasta\'ljanjc dopustimo samo kompoziciju danih 
l'unkcija. (Ро оуој поуој konvcnciji npr. pralni skup operacija ~ пс се vi5e 
biti ~i~tcm izvodnica za U't. ['6}'} 

Poka/at ссmо da bazc od , 112 i , If ostaju опе i'itc koje S\I to Ыlе i uz 
Ј'апјј\l konvcnciju iz 8.2. 

UoCimo пајргјјс da је svaki sistcm izvodnica ро поуој kon"enciji о 
:-а,tа\'lјапјн fLlnkcija pogotovo ststem i7.vodnica ро ranijoj konvenciji. 

. Nadaljc. svc hai',c ро' гапјјој konvcnciji su bazc i ро поуој, jer su kon
strukcije u 8.1, 8.7.2. l' do 5" i 8.7.3. upotrcbIjavalc samo kompoziciju 
funkcija а пс ~aтc \'агјјаhlс, а razmatranja u 8.8. vrijede i tlZ novu kon
venciju. Za opravdanjc Т- О-ро ;tupka dovoljne su оуе modifikacije 
ranijcg: 



9. Predoeenje оресасјја &, V, ~, ~, Ф, 1, ~, -', Т • .L u nekim Ьаита 71 

1 о U bazi indukcije uz T-postupak polazimo od р А = 1. Ako је 
А ==x~y i ~ Е ~k onda је А' == А а ako је ~ Е ()'" onda је А' =y~' х. Slicno 
za А ay~x; x~x, У ~y. . 

20 U koraku indukcije uz T-postupak је k:> 1 а najvise jedan od 
izi'aza A1 • Аа moze biti varijabla х ili у; tada је A1' = А1 ili Аа' == Аа а јпаее 
se dokaz пе тјјепја. 

30 U bazi indukcije uz'> D-postupak polazimo od рА = 1. za А == х ~, У 
• опа је trivijalna. za x~y=A==y~lx је х~*у=-,(-'у~I-"'Х)=у~/Х. Slicno 

za А == X~iX. y~iY' 
40 U koraku indukcije uz D-postupak је k;;' 1 а (najvise) jedan od iz

raza A1• Аа moze biti varijabIa х ili У; dokaz da је i tada х ~* У == А* lako 
se provodi i u tom slueaju s tim 8to се npr. uz A1==y biti А· =y~; А; 
(ј sШ!по u drugim. slueajevima koji sada mogu nastupiti). 

Obrnuto, ио је 71 baza ро novoj konvenciji bit се 71""" {~4' fЗs} sistem 
izvodnica poranijoj ра postoji neki 71' с 71"""{~4' ~6} koji је Ьащ ро ranijoj. 
No prema upravo recenoriJ. 71' је onda baza i ро novoj konvenciji (jer sшо 
u 8.9. паШ sve baze ро· ranijoj konvcnciji). Mora dakle biti ZL' = 71 а to 
znaci da је 71 onda baza i ро ranijoj konvenciji. 

9. PREDOCENJE OPERACIJA &, v. =>,<:::::>,<:1:>, t, +,1, Т, 1.. 

U NEKIM BAZAМA 

Prema rezu1tatma iz 8.9. i 8.10. mogu se sve binarne. i sve ипјtзгпе 
орегасјје i konstante Т, 1.. predoCiti kompozicijom орегасјја ооl0 koje dane baze. 

U principu mogli bismo sva takva predocenja dobiti pozivom па izvodenja 
iz 8. do 8.8. јег su опа Ыlа konstruktivna u ovom smislu: Prvo, za svaku 

. bazu Ы]о је (direktno i1i indirektno) pokazano kako se ротоси пје moze 
konstruirati funkcija t. Drugo, u 8.1. vidje1i smo kako se рошоси t moze 
izraziti &, V i 1. Тгесе, u 4.3.1. vidjeli smo kako se koja god dana funkcija 
algebre sudova moze izraziti ротоси &, V i 1. Cesto се medutim ovim 
putem dobiveni izrazi biti dosta slozeni а mogu se lako пасј i пјјта (и smi
slu D 4. i 7.) jednaki аН znatno jednostavnije gradeni izrazi koji predocuju 
danu funkciju operacijama dane baze. 

Ovdje сето razmotriti neka specijalna od tih predocenja koja su i1i 
cesce potrebna нi sama ро sebi od interesa. 

9.1. Predocenja s jednoc/anim bazama. 

9.1.1. Baza {t}. Уес smo ranije и8.1. vidjeli da је 

(lа) х&у =(xty)t(xty). 

(2а) х Vy=(xtx)t(yty). 

(За) Ix=(xtx). 

Odatle је dalje 

х=>у= iXVy=[(xtx)t(xtx)]t(yt у); 
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по jednostavnije operaciju :::;. то!ето predociti sa t аЈсо se sjetimo da је 
х t у = • (х & у) а • х V у = • (х & • у) - tako је 

(4а) x:::;.y-хt(Уt у). 

za ekyivalenciju izlazi iz (4а) x<:>y=(x:::;.y)&(y:::;.x)={[xt(yty)]t(yt 
(xt х»)} t ([xt(y t у») t (у t (х t х»)}, по kraee ј= npr. х<:>у= (х &Y)V (-'Х&'у)= 
• [. (х&у) &.t. х& .у» .... {(xt у) & [(х tхН (yty)]} = (x't y)t[(xtx) 
t (у t у») dakle . 

(5а) х<:> у- (xt у) t [(xt x)t (yt у»). 
za ekskluzivnu disjunkciju је х Ф у = (х & .у) V (у & --,х) = • [--,(х & --,у) 

&-,(у & --,х») = --,{[х t (у t у») &(у t(xt х»)} ра је 

(6:1) . Х Ф у= [xt(y t y)]t(yt(xt x)]. 

Кako је х V --, х = • (--, х & х) .. Т, ..L - --, т bit се 

(7а) Т =(xtx)tx. 

(8а) ..L = [(х t хН х] t[(xtx)tx]. 

Konalno, zbog х ~ у = --,(х V у) bit се 

(9а) х ~y =[(xt х) t (у t y)]t [(х t x)t(yt у»). 

9.1.%. Predocenja s bazom {~} dobivamo ро 6.3. lako iz (lа) do (9а) jer 
је (vidi 8.6.%.) -1- d.ualno sa t. & sa V •• sa '. <:> sa ф. Т sa ..L. Х:::;'У 
sa --, (у:::;.х). . . 

(lЬ) х&у=(Х~хН(У-l-у). 

(2Ь) xVy=(x-l-УН(х~у). 

(3Ь) 

(4Ь) 

(5Ь) 

(6Ь) 

(7Ь) 

(8Ь) 

(9Ь) 

(lс) 

(2с) 

(3с) 

--,x=x~x. 

x:::;.y=(y~ (x~x)] ~(УНх-l-х)]. 

х<:>у = [х -1- (у ~ у)] ~ (у Нх ~ х)]. 

хфУ = (~-I-УН [(х ~ хН (у ~ у)]. 

г = [(х -I-x) -I-x]-I- [(х +х) ~x]. 

-L =(х+хНх. 

xt y~[(x -I-x) ~ (у ~Y)] + [(х -I-x)~ (у ~y)]. 
9.%. PredOCeoja s оеkiш dvoclanim Ьаzaшa. 

9.%.1. вaza {" &}. 

xV У= .(. х& --,у). 

X~)'= '(х& • у). 

х<:>у=' (х& .у)&. (у& -, х). 



(4с) . 

(5с) 

(6с) 

(7с) 

(8с) 

(ld) 

(2d) 

(Зd) 

(4d) 

(5d) 

(6d) 

(7d) 

(8d) 

(le) 

(2е) 

(Зе) 

(4е) 

(5е) 

(6::) 

(7е) 

(8е) 
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ХФу= -, (х&у) & -, (-1 Х& -, у). 

xt У= -, (х&у). 

XtY= -, Х& -,у. 

т = -'(Х& -, х). 

1- =х& -·1 Х. 

9.2.2. Baza {-',V} (dualna bazi {-,,&}). 

Х &У= -, (. xV -, у). 

х=>у=' XVy. 

Х<:::>У= -, (xvy)V. (-, xV -,у). 

ХФу= -, (xV -, y)V -, (yV' х). 

xty=·xV-'У. 

XtY= -, (XVy). 

T=XV-'X. 

1- = -, (Х V -,х). 

9.2.3. Вaza { -', => }. 

·Х&У=-,(Х=> .у). 

xVy=-,х=>у. 

Х<:::>У= -, [(Х => у):::> -, (у => х»). 

ХФу = (х => у) :::> -, (у :::> х). 

xty=x:::> .у. 

Х t у = -, (. Х => у). 

т =х =>х. 

1- =:' -, (Х =? х). 

Pomoeu dosad nadenih predoeenja za dvcXlane baze тор se lako 
sagraditi i predoeenja za neke daljnj:: dvcXlane baze. Npr. 

9.2.4. Baza {:::>, 1-}. (Konstantu 1- тоито shvatiti i kao binamu 
univerzalnu negaciju ~18 i obrnuto; 8to se тои sagraditi s jednom то!е se 
i s drugom. Као formule ili kao funkcije 1- i Х ~18 У jednake su u smislu 
О4. i D 7.) 

(lf) -,х = х:::> 1-

i odatle prema 9.2.3. 

(2f) х&у=[х:::> (Y:::>.L)]:::>.L. 
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(Зf) 

(4f) 

(5f) 

(6f) 

(7f) 

(8f) 
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х V У= (х :::> Ј..) :::> У. 

х ~ У = {(х:::> у):::> [(У:::> х):::> Ј..]}:::> _. 

х Ф У"" (х :::> У):::> [(у :::> х):::> Ј..] • 

. ·х t У = х:::> (У:::> Ј..). 
х t У = [(х:::> Ј..}:::> У]:::> Ј... 

т -х:::>х. 

9.2.5. Вaza {:::>, =Р} (usp. 6.2.5.). 

(1g) Ј.. =х=рх 

i odatle prema 9.2.4. i 9.2.3. 

(2g) 'х = х:::> (х =р х). 

(Зg) Х&У=Х=Р[У:::>(У=РУ)]. 

(4g) xV У= [х:::> (х=рх)]:::> У. 

(5g) х ~ У= (х:::> У} =р (У=Рх). 

(6g) х Ф У= (х:::> у):::>(У=Рх). 

(7g) х t У= х:::> [У:::> (У =РУ}], 
(8g) х tY= [х:::> (х =р х}] =РУ. 

(9g) т =х:::>х. 

9.2.6. Вaza {:::>, Ф}. 

(Љ) Ј.. =ХФХ. 

(2ћ) ,Х=Х:::>(ХФХ}, 

i odatle prema 9.2.4. 

(Зh) х&у= {Х:::>[У:::>(ХФХ)]}:::>(ХФХ). 

(4ћ) ХVУ=[Х:::>(ХФХ)]:::>У. 

Zbog Х<=>У= '(ХФУ)=(ХФУ):::>Ј.. 
(5ћ) 

по паее је 

(6ћ) 

(7ћ) 

(8ћ) 

Х<=>У = (х ФУ) => (хФх) • 

. xty = х:::> [У:::> (х ф х)]. 

х ty= х:::> (ХФу). 
х t"Y = {[Х:::>(ХФх}]:::> у}:::>(хФх). 

Т=х:::>х. 



(1i) 

(2i) 

(3i) 

(4i) 

(5ђ 

(6i) 

(7ј) 

(lј) 

(2ј) 

(3ј) 

(4ј) 

(5ј) 

(6ј) 

(7ј) 

10.· Sintakticka definicija jednakosti u algebri sudova 

9.3. Predocenja s nekim troclanim bazama. 

9.3.1. Baza {Ј.., &, <=:>}. 

--,х = х<=:> Ј... 

х V у = [(x<=:>.l.) & (у<=:> Ј..)] <=:> r. 
x~ у = [х & (у<=:> .l.)]<=:> Ј... 

ХФ У = (х<=:>у)<=:> Ј... 

xt у = (x&Y)<=:>.l.. 

х.ј. У = (x<=:>.l.) & (у<=:> Ј..). 

Т =Х<=:>Х. 

9.3.2. Baza {v, <=:>, Ф}. 

.l. =хФх. 

-'х = х<=:> (ХФ х). 

х &у = {(х<=:> (х Ф х)] V (у<=:>(уФ у)]} <=:>(ХФХ). 

x~ у = (х<=:> (х Ф х)] V у. 

х t у = (х<=> (хф х)] v (У<=:>(УФ у)]. 
х.ј.у = (xv у) <=:>(ХФ х). 

Т =Х<:::>Х. 
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10. SINT AKТICKA DEFINICIJA JEDNAKOSТI U ALGEBRI SUDOV А 

10.1. De/inicija 12. U algebri sudova {{Т, Ј..}; &, V,~, <:::>, --,} vrijede 
(ро definiciji) О.е s i п t а k t ; с k е ј е d п а k о s t ј: 

10 а, Ь х&у=у&х, xVy=yVx (komutativnost) 

20 а, Ь (х &у) & z = х& (у & z), (х V у) V z = х V (у V z) (asocijativnost) 

30 а, Ь x&(yvz)=(x&Y)V(x&z), xV(y&z)=(XVy)&(xvz) (dis-
tributivnost) 

40 а, Ь х&х=х, xVx=x (idempotentnost) 

50 а, Ь x&(XVy)=x, XV(x&y)=x (apsorptivnost) 

60 а, Ь, с, d Х&Т=Х, x&.l.=.l.,· xVT=T, xVJ..=X 

х& --'x=.l., х\/ ,х= т 

'Т=Ј.., i.l.=T 

lјХ=Х 
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100 а, Ь 

110 

12' 
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-,(х&у)= ,xV ,у, '(XV у)= ,х& ,у 

х::>у= ,xV у 

Х <::> у = (Х::> у) & (у::>х). 

Ovdje пе ulazimo detaljno u pitanje nezavisnosti navedenog sistema jed
nakosti 1 о do 12' iIi podsistema toga sistema, tj. ne сето rjesavati problem 
ne moze Ii sc nijedna jednakost takvog sistema algebarskim metodama izvesti 
iz preostalih (problem silltaktiCke nezavisnosti) J?iti problem p03toji li za 
svaku jednako~t takvog sistema neka struktura (mоЈеl) u kojoj su sve osim 
te jcdnakosti ispunjene а опа sama пјје (problem nezavisnosti и smislu modela). 
Iпасе, lako se vidi da dani sistem 1 с do 120 kao сјеliпа nije sintakticki nеи
visan (dakle da јта jcdnakosti koje se mogu izvesti iz ргео~шliћ) а stoga оп 
pogotovo пјје nezavisan u smislu modela. 

Npr. iz 6'aza Х=,Т izlazi -'Т&Т='Т, а iz 70 а za х=Т 
izlazi -т- & 11 ,.= .L; kako је zbog 1 о а ,т & Т = Т & --, Т bit се i ,т 
= ;. tj. vec iz 6' а, 70 а i 1 о а moze se izvesti 80 а. Slicno iz 60 d izlazi 
-- _. \1 _;. ~ - .~ .. , iz 7" Ь Ј. V 1 Ј. ~= ... i odatle zbog 1 о Ь ,Ј. = Т tj. 80 Ь 
(usp. i kasnije 10.6.2.). 

10.2. Sve jcdnakosti 10 do 120. ispravne su ako ih interpretiramo kao 
istovrijcdnost (D 4.) (usp. 2.6, 2.3, -2.2.1, 6.1, 1.4.5, 1.4.3, 1.4.4.). Takoder 
se lako moz.cmo uvjcriti da sve jednakosti koje se mogu izvesti iz 10 do 120 
па пабп kako је {о иоЫсајепо u algebri (tj. zamjenom jednakog jednakim, 
supstitucijom, rcflcksivnoscu, SJmetrijom i tranzitivnoscu jednakosti) takoder 
тогаји biti ispravne ako ih interpretiramo ЬО istovrljednost (semanticku 
jednakost) (usp. 5.). 

Nazovemo li dakle jednakosti koje se па u algebri иоЫеајепј пасјп 
mogu izvesti iz 10 do 12~ sintaktickim jednakostima algebre sudova, 
vidimo da vrijedi: . 

Teorel1! 11. SI'aka silltakticka jednakost algebre sudova uјеЈIlО је ј seman
li{ka .il'l/I/akost algehre slldova. 

Obrnuto medutim niposto пјје а ргјогј jasno da li vrijedi i obrat Т 11, 
{ј. da lј је svaka scmanticka jednakost ujedno i sintakticka. Рјшпје о tom је 
u !.tvari pitanje (!>emanticke) potpunosti sistema 1 о do 12n

• (Ne ulazeci opet 
dctaljnijc u disku~iju potpunosti nekog sistema aksioma spomenimo samo da 
kazcmo да је ncki sistcm aksioma /1' neke matematicke teorije .7 potpun u 
sсmапtiёkоm smislu, ako se iz :Ј' moze izvesti svaka istinita tvrdnja od 07.) 

Mogao Ы пајте u ргјпсјри nastupiti slucaj da геlасјје 1 о do 120 zado
voljava i neki strukturno drugaciji "model" nego li опај odreden naSim {аыi
сата vrijednosti istinitosti za &, У, =>, < >, - I U kojem пе Ы Ыlа "identicki 
istinita" neka formula А koja {о u a1gebri sudova jj:st. U takvom se slucaju 
А dakako пс Ы mogl0 izvesti iz 1 '. do 12\ tj. 1" do 120 пе Ы Ыо seman
ticki potrun sistcm aksiorna algcbre sudova. Dapa"ce, ро onome ;;to !\то dosad 
rckli пс mozcmo tvrditi ёаk пј da u slucaju da takvog modela пета svaka 
semantitka jcdnako!\t тога biti izvediva iz l' do 12n {ј. da је onda шј sistem 
semantitki potpun. 
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10.3. Dokazat сето medutim da ovdje takve okolnosti ipak пе nastupaju, 
пајте da vrijedi i obrat Т 11, tj. 

Теогеm 12. Svaka semanticka jednakost algebre sudova је i sintaktiCka 
jednakost. 

Ргјје nego ]i predemo па dokaz Т 12. spomenimo i to, da оп pored 
ostalog omogucuje da za koje god d:ше dvije formule aIgebre sudova provje
rimo da li su опе sintakticki jednake Ш пе. Sama definicija sintakti~ke јоо
nakosti (ргета drugom odlomku 10.2 •. ј D 12.) пјје "definicija розtuрkа", tj. 
пе kaze kako се se primijeniti da Ы se u konkretnom slucaju odlucilo da li 
је dani раг formula sintakticki jednak iIi пе. Direktno пајте пе vidimo kako 
bismo ustanovili da ]ј se neka jednakost moze izve5ti iz lе do 120. Јег, jed
nakosti koje se odatle mogll izvesti јта neograniceni Ьгој i а priori пјје пј
posto jasno u kom smjeru treba da ih provodimo ра da saznamo 5to је s 
јеdпаkозti u pitanju: koliko god јеdпаkщti iz 1 о do 12° izveli, ako trazena 
пјје medu пјјта, time samim јо!; ni5ta пе znamo пе Ы li se kasnije ipak 
mogla pojaviti. U dПlgu ruku definicija semanticke јеdпаkозti jest definicija 
p03tupka: u danom рагн foгтиlа јта samo konacan Ьгој varijabla, dakle 
samo konacan Ьгој kombinacija vrijedn05ti istinitosti za te varijabIe ра сето 
u konacno mnogo koraka тосј provjeriti da lј se odgOVarajuce vrijedno3ti 
istiпitозti оЫји dапЉ formula uvijek poklapaju јlј пе. 

т 12. omogucit се пат dakle '- zbog toga 5to zajedno s т 11. identi
Лсјга semanticke i sintakticke jednakosti - da za Ыlо koji dani раг fo~тиla 
algebre sudova konstatiramo da lј su te foгтиlе sintakticki jednake iIi пе. 

StaviSe. kao sto се se vidjeti iz oblika dokaza Т 12, bit сето u moguc
nosti пе samo da konstatil'amo' da lј је neka jednakost izvediva iz 1 о do 120, 
nego, .5tO је bitno уј5е od toga, u slucaju da jest izvediva. znat сето i kako 
је izvediva, tj. тоСј сето је (Ьаг u ргјпсјри) i efektivno izvesti. 

No bllduci da се dokaz Т 12. biii - iako lak - poduzi (sa~tojat се se 
od niza koraka) bit се korisno da ga рагаlеlпо pratimo i па jednom kon
kretnom ргјтјеги. 

]0.4. Neka Sll А, В dvije istovrijedne formule logike sudova, tj. neka 
је А =. В semanticka jednakost. ТгеЬа pokazati da је опа tada i sintakticka 
jednakost. 

Konkretno, za formule 

k.:=(хфz) & (z=>y), В= т => -1 [(ху z)& ---, (х&у& z)] 

lako је provjerili da su ргета D 4. semanticki jednake; па 10т раГll Согтиlа 
pratit сет о opceniti dokaz da semanticka jednako5t dviju Согтнlа povlaCi 
пјјllОУll sintaktickll jednakost. 

U tu сет о svrhu sistematski (ротОСlI 10 do 120) transformirati formlllc 
А i В II пјјт:\ sintakticki jednake, na~tojeci d:1 па krajll А i В dovedemo 
па identicki jcdnaki oblik: 

A.=A 1 =A2 

В =Bl·~B2"· 
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Ako u tome uspijemo, роkзzalј smo time sintakticku jednakost А = В, 
jer gornje nizove jednakosti molemo sastaviti prema 

A=A1 =As=··· = Ат==С==В" = ... =В2 =В1 =В. 

ldeja samog dokaza jest u tome, da se А i В (tacnije: funkcijeodredene 
s А i В nad varijablama koje ulaze u bar jednu od tih formula) svedu па 
kanonsku disjunktivnu normalnu formu (odnosno па Ј_ ako su identicki 
neistinite) Ат odnosno В" (usp. 4.3.1.).Pokazat се se da је to pomocu 10 
do 120 uvijek moguce. Ranije smo (u 4.3.1.) vidjeli da је taj oblik za danu 
funkciju jednoznacno OOreden (do poretka komponenata disjunkcije i [оатјћ 
clanova u pojedinim komponentama). Ako dakle А i В svedemo па njihove 
respektivne kanonske disjunktivne normalne forme Ат odnosno .в", bit Се, ako 
su А i В istovrijedne formule, te forme nulno identicki jednake. Drugim 
rijecima, ako dobivene kanonske disjunktivne normalne forme nisu identicki 
jednake (do poredaja komponenata i clanova u пјјта), nе mogu пј А i В 
biti istovrijedne formule. 

Ргета tome dokazni postupak koji Сето provesti za орСј slucaj (ј pra
titi ga па konkretnom primjeru) pokazat се da је semanticka jednako'it uvijek 
i sintakticka. а vec smo rekli da nam оп daje i mogucnost efektivnog izvoda 
sintakticke jednakosti formula u pitanju; pored toga dat се пат taj dokaz u 
ruke jos jednu efektivnu metOOu kojom u konacno mnogo koraka тоито 
odluciti da li је dani par formu1a istovrijedan ili пе. 

Razumije se da - ЬО sto је to u takvim okolnostima Cesto slucaj ~ 
ta metoda пе се za svaki pojedini par А, В formula biti "najekonomicnija"; 
za konkretno dani par formula bit се cesto moguce пасј neki kraci efektivni 
izvod njihove sintakticke jednakosti. Medutim, valno је da иорсе postoji i da 
mofemo cfektivno пасј jednu jedinstvenu metOOu, koja, јзkо пе пајпаеа za 
svaki pojedini slucaj, ipak rjesava svaki pojedini slueaj. 

Predimo sada konacno па sam dokaz, tj. па transformaciju od А i В 
pomocu 1 о do 120 па njihovu kanonsku disjunktivnu 'normalnu formu. 

10.5.1. Рпј korak.' Elјтјnacјја operacija ~ ј' ~. Роmoeu 120 тоито 
iz formula А, В eliminirati ~, а pomoeu 11 о тоито eliminirati ~. (Ako 
vec same dane formule пе sadru пј <::> пј ~, prelazimo odmah па iduci 
korak.) 

Konkretno, za formule А i В koje smo naveli па pocetkn 10.4. bit се 

А = (х => z) & (z ~ х) & (z ~ у) = ( -, х V z) & ( -, z V х) & ( -, z V у) == А1 , 

В = -, т v -, [(х V z) & -, (х & у & z») == В1 • 

10.5.1. Drugi korak. Elјтјnaсјја konstanata Т, ~. Ротоеи 60, 10 i 80 
molemo iz А1 i В1 postupno eliminirati konstante Т i ~ (ako оуе u пјјта 
uopee dolaze), osim u slueaju da se 'time jedna (Ш оЬје) od formu1a А1 , В1 
reduciraju па samo jedan оо simbola Т. ~. 

za nas primjer bit ,се 

А 1 ;,.;; А,. В1 ~ Ј" V -,[(ху z)& -, (x&y&z»= ,[(ху z) & --1 (х&у& z)].== Ва. 
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Ako Ьј· za neku formulu F ovaj korak doveo do F.=..L smatrat сето 
time transformaciju оо F zavrsenom. Ako Ы doveo do Р.=. т mozemo ро 
70 Ь i 60 а pisati 

F.=(xV ,x)&(yV ,у)& ... &(wV ,w)==Fa, gdje su х, У, '" , w 

sve уагјјаЬЈе koje ulaze u па poeetku razmatrani par formuIa А, В; (Ovo пе 
се imati smisla jedino u slueaju da u па poeetku razmatranom раси иорее пе 
dolazi nijedna varijabIa. No tada је пиfпо А. == Т, В. == Т i dokaz Т 12. је 
zavrsen; slucajevi А. . Т, Ва ==..L i А. == ..L, В. == Т oeito пе mogu nastu
piti jer tada А = В пе Ы bila semanticka jednakost.) Primjenom 30 а Fз pre
lazi u kanonsku disjuktivnu поrшalnи formu сјте је transformacija te formule 
opet zavrsena. 

10.5.3. Тгесј korak. Importacija negacije. Ротоси 100 mofemo sve zna
kove , postupno dovesti do samih уагјјаЫа ili (jedamput iIi vise puta) 
negiranih уасјјаЫа .. za ргјшјег koji razmatramo bit се А. == Аа , 

Ва = ,{(xvz)&[-,(х&у)V ,z]}= ,[(xvz)&(,xV ,yV ,z)] 

= ~(хV z) V ,(,XV ,yV ,z) =(,х& ,z)V("x& "у& "z)==Вз• 

10.5.4. Cetvrti korak. Eliminacija viSestrukih negacija. РотоСи 90 mozemo 
visestruko negiranu varijabIu reducirati па ne-negiranu iIi па jedamput negi
ranu vec ргета tome da Ii је bila negirana расап iJi перасап broj puta. 

Аа ==А" Ва=(,х& Iz)V(x&y&z)=B,. 

10.5.5. Peti korak. Svodenje па disjunktivnu normalnu /огmи. РошоСи ЗОа 
mozemc postupno formule dovesti па obIik disjunkcije komponenata оо kojih 
је svaka konjunkcija clanova koji su varijabIe ili negirane varijabIe. Za nas 
primjer bit се 

А,=[(,х& ~z)V(,х&х) V(z& ,z)V(z&x)]&(,zVY) 

=(,х& ,z& ,z)V(,x& -lz&у)V('х&х& ,z)V(,x&x&y) 

v(z&, z& ,z)V(z& ,z&Y)V(z&x& ,z)V(z&x&y)=A/i, 

B,=B/i' 

10.5.6. Sesti korak. ElјmјпаСјја duplikata flanova и pojedinim komponen
(аmа disjunkcije. Ротоси 40 а mozemo u svakoj komponenti koja sadrzi dva 
ili vise jednakih clanova izostaviti sve te clanove osim jednog. 

А5 =(,х& ,z) V(,x& ~z&У)V(,х&х& ,z)V(,x&x&y) 

V(z& ,z)V(z& ,z&y)V(z&x& ,z)V(z&x&y)==As, 

В5 =Вв · 

10.5.7. Sedmi korak. Eliminicija komponenata disjunkcije jednakih ..L. 
Ako пеЬ komponenta sadrfi (eventualno medu ostalim) clanove ~ i ,~ za 
neku varijablu ~, mozemo tu komponentu ргета 70 а, 60 Ь (ј, ро potrebi, 
1 о а i 20 а) zamijeniti sa ..L i zatim ртета 60 d' izostaviti iz disjunkt.ivne 
normalne foсrnе (osim u slucajtida su time sve komponente disjunktivne пос-
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таlпе forme zamijenjene sa Ј..; по tada је ро 6С1 d - za х = Ј.. - i citava 
disjunktivna normalna forшa јООnaЬ· Ј.. сјте se пјеna transformacija то!с 
smatrati zavrsenom). 

А. = (-, х & -, z) V (-, х & -, z & У) V (z & х & У) == Ат, 
В.==В7 • 

10.5.8 •. Osmi korak. K(Jmpletiranje komponenata disjunkcije. Svakoj kom
ponenti ~o!eтo рсета 60 а i 70 Ь dodati & (~ V -,~) za svaku varijabiu ~ 
(ako takvih јта) koja dolazi u.A ili u В а пета је u toj komponenti. Тiтe 
dobivena formula opCenito пе се vise перозredпо biti u disjunktivnoj normal
пој foстј аН' u nju prelazi primjenom 3° а. 

А7 = [(-,х& .z)&(YV -,у)]у(.х& .z&Y)V(z&x&y) 

=(-,х&. z&y)V(-,х& -,z& ,у)у(-,.х& ~z&У)V(z&х&у) ==Аа , 

Вт = [(-,х& -,z) &(уу -',У)] V (x&y&z) 

= (-:-1Х& .z&Y)V(.x& -,z& ~у}V(х&у&z)=В •. 

10.5.9. Deveti korak. Elјmјnaсјја duplikata komponenata disjипkcije. Ako u 
dobivenim disjunktivnim nonnalnim fоrПl2.1Da neka komponenta dolazi dva Ш 
vise puta, то!ето duplikate рсета 40 Ь izostaviti. Тјте konacno dobivamo 
kanonske disjunktivne поrmзlпе Состе. 

Аа=(-,х& -,z&y) у(-,х", -,z& ~у)V(z&х&у)=А., ВаЕВ •. 

Vidimo da se А. i В. poklapaju (do па poredak clanova). 
10.6. Napomene. 
10.6.1. Рсета dokazu Т 12. vidimo da оп -'/rijedi i ako зе u izgradnji 

algebre sudova· ogranicimo па operacije &, У, -,. (Јес se 110 i 120 upotre
bIjavaju saтo u prvom koraku transformiranja formuJa, ра ako u nj~ nems 
znakova <=>, => пе trebaju пј jednakosti 110 i 12°.) 

10.6.2. Ako рз!lјivо pratimo citav dokaz Т 12. vidjet сето da nigdje 
nismo morali upotrebiti SO а, Ь. То znaci da Т 12. vrijedi i ako u D .2. izозta
vimo jednakosti 50. No јedпakозti 50 su sem:tnticke јеdпаkозti dakle ро Т 12. 
i sintakticke jednako.::ti ра ih se stoga moze izvesti iz preostalih jednakosti 
D 12. Рrеmэ. dokazu Т 12. mozemo 1ako konstruirati izvod tih јednakозti. 

Рсуо, рсета 30 а i 40 а је 

x&~y~=~&~~~&~=xy~&~ 

ра је dovoljno dokazati jednu od jednakosti 50 а, Ь. Pratiino li dош Т 12. 
poeevsi od osmog koraka sa А === х V (х & y)~ В == х Ы! се 

А =х&(уу .у)у (х&у}=(х&у)у(х& -,у)у(х&у) 

= (хА:у)у(х& -1 у) , 

В=х&~Vr~=~&~V~&-,~. 

dakle А=В. 

I 
:1 
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10.6.3. Као sto smo spomenuli u 10.2, Т 12. moze se izreei tako, da 
se Ые da је sistem 1° do 12° semanticki potpun jer se pod time upravo razu
mijeva da se u njemu moze izvesti svaka semanticka jednakost. 

т 11. moze se pak izreci tako da !;е kaze da је sistem 1 О do 12° :;'еmаll
ticki nekontradiktoran jer se pod time upravo razumijeva da ~e u njemu mogu 
izvoditi samo semanticke jednakosti. Sistem 10 do 120 је nekontradiktoran i 
u klasicnom smislu, пајте пе розtојi nikakva formula А tako da А ",,- А 
bude izvedivo iz 10 do 120: da пајте postoji neka sintakticka jednakost ОЫј
ka А = -. А Ыlа Ы to ро Т 12. i semanticka jednakost sto jenemoguce jer 
пј za jednu kombinaciju vrijednosti istinitosti· (eventualnih) varijabla u А od
govarajuce vrijednosti istinitosti od А i -, А ne mogu biti jednake. Nadalje, 
sistem 10 do 12° је i sintakticki nekontradiktoran, пајте јта formalnih јоо
nakosti koje se u njemu пе mogu izve~ti; npr. т =..L ocito se пе тои 
izvesti iz 1 О do 120 јес tonije semanticka jednakost. 

Копаспо, sistem 1° do 12° је sintakticki potpun, пајте ako mu su pri
doda kakva god jednakost koja пјје sintakticka, оп postaje sintakticki kontra
diktoran tj. u prosirenom sistemu moze se izvesti bilo koja (dand) formalna 
jednakost. Qvo mozemo uvidjeti ovako: 

Neka је А = В neka (formalno napisana) jednakost koja пјје sintakticka 
(dakle ро Т 12. ni semanticka). Prosirimo sistem 1 о dd 120 sa 

13° А=В. 

Buduci da 130 ро pretpostavci пјје semanticka jednakost, postoji пеЬ 
kombinacija vrijednosti istinitosti (eventualnih) varijabla u 130 za koju su 
odgovarajuce vrijednosti istinitosti od А, В razlicite. Ako te vrijednosti istini
tosti uvrstimo па mjesto odgovarajucih varijabla u 130 dobit сето vec uz 
(najvise) 1°, 60, 8°, 11° i 120 da је u prosirenom sistemu izvediva jednakost 
т = 1.. Neka је sada С =п Ыlо koja danа (formalno парвanа) jednakost. 
Pokazat сето da је C=D izvedivo u prosirenom sistemu 1° do 130. Zaista, 
ро 6° је 

С=С&Т, D=D&T. 

Nou prosirenom sistemu izvedivo је т = 1.., ра је 

С=С& 1.., D=D& 1.. 
i zbog 6° Ь 

dakle 

Q nezavisnosti, nekontradiktornosti i potpunosti formaIiziranih matema
ticko-Iogickih sistema bit се detaljnije govora u GIavi У. 

11. ALGEВRA SUDOVA I ELEKTRltКI SKLOPOVI S PREКlDAtlMA 

11.1. Pridruzenje kombinacijama vrijednosti istinitosti varijabIa sudova 
odgovarajuc~ vrijednosti istinitosti neke njihove funkcije moze se ilustrirati za 
tu funkciju prikladno konstruiranim elektrickim sklopom s prekidacima. 

6 Matematitka loaika 
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U takvoj intcrpretaciji pridru!it Сето уатјјаыаша sudova prekida~e; 
vrijednosti i5tinitosti Т pridrufit сето horizoпtalni роlо&ј prekida~ а vrijed
nosti istinitosti .L vertikalni роl0иј prekida~a (51. 2.). Pritom pretpo5tavljamo 
да horizontalni роl0!ај prekida~ omogucuje ргоlзz struje kroz prekida<! samo 
u horizontalnom smjeru, а vertika/ni роlо&ј Saпtо u yertikalnom smjeru. Danoj 
funkciji varijabla sudova ргidrШit сето neki elektri<!ki sklop s prekida~ima 
(пајте prekida~e - koji odgovaraju vагiјаыaDщ te funkcije - povezane па odre
deni па~јп elektri~kim vodovima), tako да kr.oz sklop inofe t~i struja onda 
i вато опда (tj. za опе i sашо опе роlоије prekida~) kad је odgovarajuCa 
vrijednost istinitosti dane funkcije = Т. 

11.1. Tako прг. skJop па вЈ. 3. predocuje funkclju Р1 (х) = х, а 5kJop 
па sl.· 4. predocuje funkciju FJ (X~ = ....,Х, јег kroz prvi 5пuја mofe teci onda 
i samo опда ako је prekida~ u horizontalnom polofaju (kзо ~to је 't' F1 (х) = Т 
onda i samo onda kad је 't' х = Т) а kroz drugi опdз i saшо опда зkо је 
prekida~ u vertikalnom polo!aju (kзо ~to је 't' FJ (х) = Т опда i saшо onda 
kad је ТХ= ..L). 

.....JI 

JI 

е Q) ~ т ..L -0-
$1. Z. $(. 3. $1. 4. 

Ј Ј.3. Konjunkciji dviju Ш vj~e varijabIa odgo\'ara serijski spoj prekidab 
koji ib reprezentiraju (sl. S. i 6.), јег се {јт sklopom moei prolaziti struja 
onda i samo onda ako 5U svi prekida~i u horizontalnom polofaju, kзо 5to 
konjunkcija varijabla роргјта vrijednost istinitosti т опdз i samo опда kad 
sve пјепе уагјјаЫе роргiЈ'ЈЩјu vrijednosl istinitosti Т. 

$(: S. $1. 6. 

1 Ј.4. Disjиnkl'iji dviju Ш vi!e varijabla odgovara para/e/ni арој prckida~a 
koji јћ rcprezcntiraju (51. 7.·ј З.), јег се tim sklopom тоеј prolaziti struja 
oada ј 58JDO оnda НО је Ьа.,. jedan od preJtidaC!a u bori7.ontalnom poloUju. 

1: ' 

I 
! 
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Ьо ~to disj~nkcija varijabla poprima vrijednost istinitosti т опdз i saтo опdз 
kad bar jedna od пјепЉ varijabla poprimi vrijednost istinitosti Т. 

11.5. Implikaciji х:::> у odgovara sklop prema sl. 9. Njime struja mofe 
prolaziti onda i samo onda ako је Ыlо prekidac koji reprezentira у u hori
zontalnom polofaju, Ыlо prekidac koji reprezentira :t u vertikalnom polofaju, 
Ьо 8to је т (х:::> у) = т опdз i 5ато onda ako је Ыlо т х = 1., bilo т у"'" т . 

JlVYVZ 

JlVy 

--+-.... !I 

11. 7. 11. 8. 11. 9. 

11.6. Ekvivalenciji х<;:::> у odgovara sklop prema 51. 10. Njime struja·mofe 
prolaziti опdз i saтo опdз аЈсо su оЬа prekidaca (koji r~prezentiraju х i у) 
u istom polo!aju, Ьо Ito је т (х <::> у) = т опdз i saшо опdз ako х i у 
рорriшaји i5tu vrijednost istinitosti. 

11.7. Ekskltizivnoj disjиnkciji i пјој jednakoj funkciji nepciji ekvivalen
сјје х ф у odgovara sklop prema sl. 11. Njime struja mofe prolaziti опdз i 
saшо onda ako su prekidaCi (koji reprezentiraju х i у) u suprotnim роЈо!аjiшa 
kao 8to је т (х Ф у) = т onda i samo onda ako х i у poprimajLl suprotne 
vrijednosti istinitosti. 

Jlty 

11. 11. 11. 12. 

11.8. Sheff-erovoj operaclJI xt у odgovara sklop prema sl. 12. Njime 
struja mofe· prolaziti onda i samo onda ako је' bar јedan od prekidaCa (koji 
reprezentiraju х i у) u vertikaInom polo!aju, kao 8to је T(xt у) = т оnda i 
saшо onda kad је Ьас jedna od vr,ijednosti istinitostj T~, ту јednаЬ ..L. 

.~ 
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11.9. Lukasiе'К'iсzevој орегаси; х + у odgovara sklop prema sJ. 13. Njime 
s1ruja mofe proJaziti onda i samo onda ako su оЬа prekidaea (koji reprezen
tiraju х i у) u vertikaJnom polofaju, Ьо sto је 'r (х +у) = т onda i sam.o 
onda ako је 'r х = 'r У = 1... . 

т 
т 

51. 13. sl. 14. sl. 15. 

11.10. Funkcijaтa F (х) = Т, F (Х. у) = т odgovarajusklopovi prema 
s). 14. i 15, а funkcijama F(x) = _L, F(x, у) = 1.. npr. prema sl. 16. i 17. 

1. 1. 

51. 16. sl. 17. 

11.11. Jednllkost formula algebre sudova (dakle раг iSlovrijednih Јогmulа) 
bit се ilш.tfIГапа parom sklopova koji "једпзkо rade", tj. za koju god kom
Ыг.асјјll polozaja prckidaca prvi moZe propustati struju ond!!. i samo onda 
ako to uz istu kombinaciju mofe i drugi. Npr. sl. H~. ilustrira jednakost 
."<v (У'I z) ,-, (xV у) '1 z. 

- JlУ<Уу:) 

.f/. 18. 

I 
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Sl. 19. daje par sklopova koji ilustriraju jednakost x&(yvz)=(x&y) 
V (х & z). Pri tome dakako u drugom sklopu оЬа prekidaCa х moraju uvijek 
biti u medusobno jednakom polofaju, 5to је simbolicki oznaceno crtkanom 
vezom. 

. (хАу) V (xAz) 

• 

81. ]9. 

SI. 20. ilustrira jednakost xV(y&z)=(xVy)&(xV,z). 

(хуу)А(ху:) 

$1. 20. 

11.12. Razmatranja iz 4.3. do 4.3.2. pokazuju da se svaki elektricki 
sklop (tipa kakav ~mo uveli) moze nadomjestiti (јег jednako radi) skJopom koji 

$1. 21. 
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se sastoji od paralelno spojenih bIokova serijski spojenih prekida~ Ьо i 
sldopom koji se sastoji od serijski spojenih blokova рагаlеlnо spojenih preki
~a - ~to odgovara kanonskoj disjunktivnoj odnosno konjunktivnoj normalnoj 
foј-тј predoиnja odgovarajuce funkcije: Npr. za funkciju.K(x,y,z) iz 4.1.1. 
dobivamo odgovarajuce sklopoye pr~ sl. 21. i 22. • 

( -, ку '"'1УУI)А('"'1 кУ YV" ,).t(XV "'УУ'" ,)А(ку уу" Z).t(J:VIV I1 

,1. 22. 



GLAVA Ш 

ALGEВRE SUDOVA КАО BOOLEOVE SТRUKТURE 





1. МRиA КАО PARCUALNO UREDENI SKUP 

1.1. Skup S j~ djelomicno (parcijalno) ureden, ako је u пј~т definirana 
binarna relacija < sa svojstvima: 1 о х < х za s~aki х Е S, 20 ako za пею 
par х,у Е S vrijedi х< у i у< х, onda је х=у, 30 ako za x,y,z Е S vri
jedi х < у i y<z, onda је i х< z. 

Definicija 1. Za djeZomicno uredeni (neprazni) skup (S, <) kazemo da 
је S~mrezasta s·truktura т krace S-mreza, ako za svaki par elemenata 
х, у Е S u S postoji element u = јnј (х, у) koji је nајуеСј теои svima onima 
koji su < х i < у, kao i element v=sup (х, у) koji је naјтаnјј теои svima 
onima koji su ;;:.' х i ;;:. у .. 

(Oznaku "јnј" citat сето "infimum" а ОZЩl.ku "sup': "supremum".) 
Uvedemo Ii (ovdje samo zbog kraceg pisanja, dakle kao nejormaJne 

oznake) simbole: & za "ј", V za (inkluzivno) "Ш", => za ),povlaci", <=> za 
"onda i samo опdэ ako је", -, za "пјје", V za "za svaki" i 3 za "postoji" 
i prihvatimo li radi stednje zagrada istu konvenciju о јЈ.Сјпј razdvajanja prvih 
pet od tih simbola kao u Glavi 11, mofemo uvjete D 1. pisati u obliku 

(1а) (У Х,у Е S) (3 u Е S) [и < x&u<y&(V z)(z < x&z< у=> z < и)], 

(lb) (Vx,yES) (3vES) [х < v&y<v&(Vz)(x<z&y < z=>v<z)]. 

1.2. Primjeri. 
1.2.1. Neka је Т пею dani skup а /У Т= S partitivni skup od Т (tj. 

skup svih pOOskupova оо Т). Uvedlmo u S Ыпагпи relaciju < kno skupovnu 
inkluziju, dakle za х, у Е S (tj. х, У С т) пеЬ је ро definiciji х <у <=> х су. 

. Df 

Lako је provjeriti da је tada (S, <) djelomicno ureden skup. NadaJje, 
ako.za svaki par (х,у) definiramo и=и(х,у)=хnу, v=v(x,y)=xlJy (gdje 
је п skupovni presjek а U skupovna ипјја) mofemo provj~riti da u i v za
dovoljavaju uvjete (lа), (lb). Konstruirana struktura (S, <)је dakle S-mreza. 

1.2.2. Neka је N* skup pozitivnih prirodnih brojeva, N* = { i, 2, ... } . 
Definirajmo u N* 1:inarnu relaciju < kao " је mjera od", tj. za х, у Е N* 
neka је ро definiciji х < у <=> х I у (х I у Citaj "х је mj~гa od у" ili "х dij;:li у" 

Df 

ili "у је (bez ostatka) djeljivo sa х"). 
(N*, <) је time djelomicno uredeni skup. NadaJje, za svaki par (х, у), 

x,yEN* neka је и=и(х,у)=(х,у) (najveca zajednicka тјега od х i у)' 
У=У(Х,У)=[Х,у] (najmanji zajednicki visekratnik od х,у). Vidinlo da и, V 

zadovoljavaju uvjete (lа), (lb) ра је (N*, <) S-mreza. 
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1.2.3. Nekaje 8 skup konveksnih likova u ravnini. (Skup taeaka L u ravnini 
zove se konveksni lik, ako za svaki par taCaka х, у ravnine vrijedi da х Е L 
& у Е L povlaci da је i za· svaku шсь z koja lefi па du!ini х у, z Е L. 
Npr. prazni skup ~a, svaka ројешnа ШСЬ, pravci, polupravci, krugovi, 
poluravnina, citava ravnina su konveksni likovi u ravnini.) U 8 definiramo <: 
Ьо "је obuhvacen u" tj. za koji god par konveksnih likova х, у Е 8 neka је 
х < у оnда i samo onda ako х lefi u у, tj. ako svaka taCka liЬ х pripada 
i liku у. 

(8, <) је djelomicno uredeni skup. Neka nadalje za svaki par konveksnih 
likova х,у Е 8 bude u=u(x,y)=xny (dio ravnine zajednicki likovima х,у-а 
to је opet neki konveksni lik), а v = v (х, у) neka је konveksni omotac likova 
Х,у tj. presjek svih konveksnih likova koji sadrle х i у (dakle najmaцii takav 
lik). Opet se lako vidi da је (8, <) 8-mre:m. . 

1.2.4. Neka је 8= {а} jednoelementni skup za koji је < definirano sa 
а < а. (8, <) је 8-mre~a .. 

1.2.5. Neka је 8 skup kompleksnih brojeva х + i У (х, У realni) kojima је modul 
.JXs + у2 < 1. Uvedimo u 8 relaciju < definicijom 

Х1 + 11; < хв + У2 i <::> Х1 < ха &11 <YII' 
Dr 

Lako se vidi da је (8, <) djelomicno ureden skup. No to nije 8-mre:m, jer 
npr. u 8 пета elementa sup (1,i). 

1.2.6. Neka је 8 skup svih kompleksnih brojeva, а relacija < definirana 
је ЬО u 1.2.5. Tada је (8, <) 8-mreh. (Zз dane Zl' z. Е 8 bit се inf(Zl' z~ 
"donji lijevi" а sup (Zl' zJ "gornji desni" ugao pravokutnika u kompleksnoj 
ravnini odredenog sa Zl' z. Ьо uglovima i stranicama paralelnim s realnom 
odnosno imaginarnom osi.) 

2. МREZA КАО ALGEВARSКA STRUKTURA 

2.1. 'Dejinicija 2. Za algebarsku strukturu (8,' Л, у) sa dvije binarne 
operacije Л, V nad skupom 8=1=0 kafemo оо је A-mref1asta struktura 
iIi krace А-т r е z а, ako su оЬје nјеnе operacije komutativne, asocijativne i apsor
ptivne, tj. ako је 

(2а,Ь) (V х, у Е S) хЛу=уЛ~ xVY=YV~ 

(3а,Ь) (V х,у, z Е S) (хАу)Лz=х Л(уЛz), (xV y)V z=XV(YV z); 

(4а,Ь) (Vx,YE S) хЛ(хVу)=х, хV(хЛу)=х. 

(Znak о,Л" сјшј "keJ?" - odgovara п sto podsjeea па kapu, engl.=cap; 
znak "V" citaj "Ьр" - odgovara U sto podsjeea na sa1icu, engl. = сир.) 

2.2. Primjeri. 2.2.1. Neka је, kao u 1.2.1, Т neki dani skup а :? т = 8 
partitivni skup od Т. za х,уЕ8 neka је хЛу=хnу, XVy=xUy. Lako је 
provjeriti da је (8; Л, У) A-Jnre:m. 

2.2.2. Neka је, 1Џ10 u 1~2.2, N* skup pozitivnih prirodnih brojeva. za 
x~.yEN* neka је хЛу=(х,у), xVy=[x,y]. (N*; Л, V)je A-mre:m. 
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2.2.3. Neka је, kao u 1.2.3, S skup konveksnih likova u ravnini. za 
xtyES пеЬ је ХЛУ=ХnУ, xvy=konveksni omotac od Х,у. (S; л, v) је 
А-тсеи. 

2.2.4. Nekaje, Ьо ul.2.4,S={a}i Л, V dеfiniгanоsааЛа=аVа=а. 
(S; Л, v) је А-тсеи. 

2.2.5. Neka је S skup сјјеНћ brojeva, а Л, V definirano sa хЛу=х·у, 
xVy=x+y. (S; л, v) пјје А-тееи, јес opcenito пе veijedi apsoepcija (пре. 
1· (1 + 1) = 2:;61). 

3. EKVIV ALENTNOST S-MRUA 1 A-MRUA 

3.1. Рсуа cetiei korespondentna рсјтјеса u 1.2. i 2.2. pokaza1i su da је 
u nekim slueajevima moguce па prirodni nacin medusobno pridru!iti ро jednu 
S-mre!u i jednu А-тсе!и. Postavlja se pitanje da Ii је to uvijek slucaj. Potvrdni 
odgovor daju iduca tri teorema. 

3.2. Теогеm 1. Ako и S-mreii (S, <)" dejiniramo operacije Л, V sa 

(5а) 

(5Ь) 

(Vx,yES) 

('" х,уЕ S) 

bit се (S,' Л, V) A-mreza. 

ХЛу=iпј(х,у), 
• DI 

xV у=тр (х,у) 
DI 

Dokaz. 10 Zbog Оа) је јпј (х, у) = јnлу, х) ра је хЛу=уЛх i vrijedi 
(2а). AnaIogno vrijedi (2Ь). 

20 Zbog (lа) је iпj(i'пj(x,y),z)=inf(x,iпj(y,z» ра је (хЛу)Лz=хЛ 
(у Л z) i vrijedi (За). Analogno za (ЗЬ). 

30 Zbog Оа) је јпј(х,тр(х,у»<х. U drugu euku, zbog (Љ) је x<sup 
(х,у) а kako је i х<х to је zbog Оа) i х< iпj(x,sup(x,y». DakJe је јnј(х, 
тр(х,у»=х ра је хЛ(хvу)=х i vrijedi (4а). Analogno za (4Ь). 

(ба) 

i/i sa 
(БЬ) 

3.3. Теогеm 2. Ako и A-mrezi (S; Л, v) dejiniramo re/aciju < sa 

Ы! се (S, <) S-mreza. 

Dokaz. PokUimo· пајрсјје da su definicije (ба), (БЬ) medusobno ekvi
valentne. 

Ako је хЛу~х, bit се zbog (4Ь).(и у Ьо "х" i х kao ,,у") y=yV 
(уЛх)=(zЬоg (2а» уV(хЛу)=(ро peetpostavci) yvx=(zbog (2Ь» xVy ра 
(ба) povlaci (6Ь). 

Obrnuto, ako је xVy=y bit се zbog (4а) х=хЛ(хVу)=хЛу ра (6Ь) 
pov)aci (ба). 
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Као prvo, lako se provjerava da је (S, <) djelomii::no uredeni skup (za 
dokaz rеЛеksivпоsti usp. nize 4.1.). 

Dokaz.imo sada da х Л у odnosno х V у zadovoljavaju zahtjeve za и = јп! 
(х,у) odnosno v=sup(x,y) u (lа,Ь). Zbog upravo dokazanog moz.emo se 
pritom sluziti оЫт relacij~ma (6а), (6Ь). 

10 РО (6Ь) је хЛу<х jer је ро (2Ь) i (4Ь) (хЛу)VХ=ХV(хЛу)=х. 
Takoder је хЛу<у jer је ро (2а), (2Ь) i (4Ь) (ХЛУ)VУ=(УЛХ)VУ=УV 
(уЛх)=у. 

20 Ako је z<x i z<y znai::i to ро (6а) da је zЛх=z, ZЛУ=Z. Prema 
tome је tada zЛ(хЛу)=(zЛх)Лу=zЛу=z dakle opet ро (6а) z<.хЛу. 

Тјте је (1а) dokazano. Analogno se dokazuje (Љ). 

3.4. Teorem 3. о) Neka је (S, <) S-mrefo, (S; Л, V) nјој prema Т 1. 
pridruzena A-mreza, а (S, <. Ј оуој prema Т 2. pridrufena S-mrefo. Tada је 
(S, <)=(S, <1) Ij. 

(Vx,YES) Х<'У<=>Х<'IУ' 

ЬЈ Neko је (S,' Л, V) A-mreza, (S, <::) nјој prema Т 2. pridrufena 
S-mreia, а (S; Л 1, V Ј оуој premrJ Т 1. pridrufena A-mreza. Тшlа је (S; Л, 
V)=(S; л 1, V 1) Ij. 

(У х,у Е S) (хЛу=хЛ 1 у)&(хv У=Х'ј 1 у). 

Prema tome reJacija pridruz.enosti izmedu S~mrez.a i A-mrez.a је simetrii::na. 

Dokoz. а) Prema(6a) је Х<'IУ<=>ХЛУ=Х<=> (prema (5а» јnлх,у)=х. 
No Рl'ета (lа) oi::ito је u=јn!(х,у)=х опда i samo опда ako је х<.у. 

Ь) Prema (5а) је х Л 1 У = јnј(х, у). U drugu ruku, u dokazu Т 2. роь
za1i smo da хЛу zadovoljava uvjete za и iz (1Ь) za (S, <.), ра је u=јn!(х, 
у)=хЛу. Vrijedi dakle хЛу=хЛ 1 у. Ana.logno se dokazuje XVY=XV1Y' 

т 1.-3. omogucuju da umjesto о S-mrez.ama i A-mre!ama govorimo 
naprosto о m r е z. ат а. 

Kadsto сето mrezom zvati i strukturu (S; <.; Л, V) gdje su (S, <.) 
i (S; /., V) ро Т 1,2. pridruz.ene S-mre!a i A-mre!a. 

4. NEKA DALJA SVOJSТVA OPERACIJA Л, V 
I RELACIJE· <:: U MRUAMA 

4.1. Ako је (S; Л, V) mrcZa, operacije Л, V su idempotentne, tj. 
vrijcdi 

(У х Е S) х /\ х = х, х \/ х = х. 

Dokaz. Prema (4Ь) za х kao ,.у" је хЛх=х;\ [хv(хЛх)]. No prema 
(4а} za xvx kao .,у" је хЛ(ХV(хЛх»)=х. Dakle јс х/,х=х. Jednakost 
х V Х· х dokazuje !ос analogno. 

4.2. Uzastopnom primjcnom (21) i (3а) uvidamo da uizrazu sagrade
пот оо varijabIa х, у, Z, ••• mre!c (S; Л. V) i opcracijc Л mо!еmо izosta-
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viti zagrade i ро volji izmijeniti redoslijed varijabla. Ako пеЬ varijabla do
lazi vise nego jedamput, шоито sve primjerke u kojima se javlja, osim Jednog, . 
izostaviti (zbog. 4.1.). Апаlоgn~ za izraz sagraden od уатјјаblа х, У, z, ... i 
operac:ije у. Isto vrijedii za јппе koji pored уасјјаЫlпЉ .elemenata od 8 
sadr!e i k~nstante, tj. neke ~vrsto odabrane elemente od 8. 

4.3. U mre!i (8, <:) za svaki neprazni konacni podskup Z elemenata od 
8 postoji пајуесј element и od 8 koji је <: od svakog elementa Х оо Z i 
пајтапјј element v od 8 koji је ;;;. od svakog elementa Х оо Z; pisat сето 
u=inf Z, v=sup Z. Ako је Z={x1 , Ха, ... , Х .. } vrijedi u (8; <:; Л, у) da 
је in! Z =Х1 ЛХа Л ... А х .. , sup Z =Х1 У Ха У ... у х ... Da је tome tako uvida 
se lako visestrukom рсјшјепош D 1. iz 1.1. 

4.4. U тсе!ј (8; <:: А, у) vrijedi: 

а) ako је Х<:У1, Х<:Уа, ••• , Х<:У .. onda је i х<:у1 Лу.А '" Ау ... 

Ь) ako је У1<:Х, У.<:Х, ... ,У .. <Х, onda је i У1УУ'У'" УУ .. <:Х. 
DoWimo ovu tvrdnju za п = 2 (za орСј п tvrdnja se do1caz.uje indukcijom). 

а) Х<:У1, Х<:У. znaci ро (6а) ХЛУ1=хАу.=х, ра је 

Х А (У1 А уЈ = (Х Л уЈ А УI = Х Л У. = Х 

а to opet ро (6а) znасј Х<:У1Ау •• Ь) se dokazuje analogno. 

4.5. U тсе!ј (8; <:; А, у) vrijedi monotonija od <: рсета А i у: 
Ako је Х<:У, onda је xAz<:yAz i xyz<:yyz. 

Dokaz. Iz Х<:У izlazi ро (6а) хЛу=х ра је (хАу)Аz=хЛz. No odatle 
је i (xAz)A(yAz)=xAz ра је ро (6а) xAz<:yAz. Relacija xyz<:yyz 
dokazuje se analogno. 

4.6. U тсе!ј (8; <:; А, у) vrijedi 

(У х,у, z Е 8) ху (У Л z) <:(ху у)Л(ху z), (Х Ау) у (Х Лz) <:хл (уу z). 

Dokaz. Ро (lа) i (5а) је Х Ау<:х, Х Az<:x ра је ро 4.4. Ь) 

(Х Ау) У (Х А z) <:х. 

DaJje је !tlicno xAy<:y<:yVz, хЛz<:z<.уУz dЭ.klе i (хАу)v(хЛZ)<.УУZ. 
Odatle i iz сапјје izvedene relacije' (х Ау) V (Х А z) <: х izlazi ро 4.4. а) da је 
(х АУ) у (Х А z) <. х 1\ (У У z). ReJacija х у (у А z) <: (х V У) А (х у z) dokazuje se 
analogno. 

4.7. U mrezi (8; <. ; А , V ) vrijedi: Ako је z <: х, onda је (х А у) V z <: х А (У У z). 

Dokaz. Uz z < х је ро (6а) х А z = z ра iz druge relacije 4.6. izlazi 
tvrdnja. 

4.8. U mrefi (8; .;;;; 1\. \1) vrijedi: Ako је у <. х i w <: z onda је 
yyw<.xyz i yl\w<.xl\z. 

Dokaz. Kako је. ро pretpostavci У <. х <. х V Z, w <.;; <. х V ;; to је ро 4.4. Ь) 
i yyw<:xVz. Slicno је yAw<w<:z, уЛw<:у<х dakle i yl\w<:xl\=. 
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5. DISTRIВUnVNE МREи 

5.1. Defjnicija З. MreIu (S; Л, у) zovemo distributivnom ako је 

(7а, Ь) (ух,у, z Е s) хл(уу z)=(хлу)у (х Лz), ху(у Лz)= (хуу)л(ху z). 

Lako se dokazuje da је mreb distributivna l!im vrijedi јюna оо relacija 
(7а,Ь) tj. da (7а) povlal!i (7Ь) i obrnuto. Ako naime vrijedi (7а), bit се zbog 
(2а), (4а,Ь) i(ЗЬ) 

(ху у)Л(хV z)= [(xV у)Л х]у [(ху у)Лz]= [х Л(ХV у)] V [(ху y)l\z] = 

ху [z л(ху у)]=ху [(z Лх)у(z Лу)]=хУ [(хЛz)у(у Лz»)= 

[ху (х Л z»)y(y Лz)=ху (у лz) 

ра vrijedi (7Ь). Analogno (7Ь) povlal!i (7а). 

Mre!u (S, <:) zvat сето dakle distributivnom ako је za svaku trojku 
x,y,zES: in!(x, sup(y,z»=sup(in!(x,y), in!(x,z» Ьо i ako је тр(х, 
јп! (у, z» = јn! (sup (х, у), тр (х, z» -Ito је ekvivalentno prvom zahtjevu. 

5.2. Priтjeri. 

5.2.1. Mreb (S; Л, у) iz 2.2.1. је distribu!ivna, јеЈ' za skupove vrijedi 
xn(yuz)=(xny)u(xnz). Mreb (N*; Л, у) iz 2.2.2 .. takoder је distribu
tivna jer za pozitivne prirOOne brojeve vrijedi (х, [у, z]) == [(х, у), (х, z)]. 

5.2.2. Mre!a (S; Л, 'Ј) iz 2.2.3. пјје distributivna. Neka је npr. х neki 
dani krug а у i z пеЬ su dva (razlil!ita) pravca koji prolaze njegovim sre
distem. х, у i z su - ро definiciji u 1.2.3. - konveksni likovi. у у z је l!itava 
ravnina, ра је хЛ(ууz)=х. U drugu ruku, хЛу i хЛz su dva (razlil!ita) 
promjera od х, ра је (х ЛУ) у (х Л z) pravokutl1ik upisan krugu х. Znal!i ovdje 
је х Л (у У z) '# (х Лу) у (х Л z). (Lako је naci i trojku ogradenih dvOOimenzi
опа\пјћ konveksnih likova za koju пе vrijedi (7а». 

5.2.3.Neka је S={al' Ot, 0., а., аа} i пеkз је u S definirana relacija 
<; tako da је а1 <:a<:ali za sve а Е S dok elementi parova (а., аа), (а., а.). 
(ас, 0.) nisu uporedljivi. Lako se provjerava da је (S; <:; Л, у) mre!a. ona 
medutim пјје distributivna jerje npr. 

О. V (а, Л а,) =Ot у а1 =а., dok је (о. уа.) Л (аа Va,) =аIiЛаli=аli' 

5.2.4. VjeiЬa. РОЫј da је svaka mre!a оо najvik 4 elementa distri
butivna. 

5.2.5. Neka је S skup realnih brojeva i пео је za х, у Е S definirano 
х Л у = m;n (х, у), х у у = max (х, у). РОЫј da је (S; Л, у) distributivna 
тге!а. 

5.2.6. Dokatimo da· vrijedi ovaj teorem: МгеЬ (S; Л, у) distributivna 
је onda i samo onda ako је 

(7') ('<1 Х,у, zE S) (хvу)Л(уvz)Л(zVх)=(хЛу)У(уЛz)v(zЛх). 
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Dokaz. Ako је dana mre!a distributivna vrijedi 

(xV у) Л (yV z)Л (z V х) = [(xV у) Л (YV z) Л z] V [(xV у)Л (yV z) Лх] = 

(zbog (4а» [(xV у) Л z] V [(у V z) Лх] = [(х А z) V(y Лz)] V [(у Лх) V (z Ах)] = 

(х Лу) V (у А z) V (z А х), 

9S 

ра је zadovoljena relacija (7'). Treba јо:; dokazati i obrat. РоЫјто u tu 
svrhu najprije da u mrezi (S; .;;; Л, V) koja zadovoljava (7') vrijedi 

ита. Ako је w.;;u, onda је uЛ(vvw)=(uЛv)Vw 

(dakle i w V (v Л и) =(wvv) А и). 

Dokaz Јете. Uz w.;;u је wVu=u, а u.;;uVv dakle (WVu)Л(uvv)=u. 
Takoder је uz w..;;u: wAu=w sto radi vAw..;;w daje (wAu)V(vAw)=w. 
Tako uz (7') dobivamo 

uЛ~V~=~V~Л~V~А~V~=~А~V~Л~V~Л~=~Л~Vw 

i lema је dokazana. 
Vratimo se sada dokazu trafenog obrata. Kako је х Л у..;; х i z Л х..;; х 

daje lema da је 

хА [(х ЛУ)V (у Лz)v(z Ах)]=х А {[(у Лz)v(z Ах)] V(XAY)} = 

{х Л [(у А z)V(z л х)]} у(х Ау)= ([х Л(у л z)] V (z Ах)} V(x Лу)= 

(radi х Ау Az.;;z АХ=х Az) (х Лz)v (х Ау)= (х ЛУ) V(x Лz). 

U drugu је ruku zbog (7') 

х Л [(х Лу)V (у AZ) \; (z л х)] = х Л [(х V у)Л (у V z) Л (zV х)] = 

[х Л(хv у)] A[(YV z)A (zV х)] =х Л [(xV z) А (yV z)] = 

[х Л (xV z)]Л (yV z)=x А (YV z). 

Vrijedi dakle (7а) ра је prema 5.1. (S; А, V) distributivna шrе!а sto је 
trebalo dokazati. 

5.2.7. Prema 4.6. шrе!а (S; ..;;; А, V) distributivna је сјт је 

(8) (у х, у, z Е S) xV (у Лz» (ху У)А (xV z). 

6.~ КОМРLЕМЕNПRANE MREZE 

6.1. Defjnicija 4. Mreza (S; Л,V) zove se komplementirana, ako 
postoji preslikavanje ,: S -+ S koje svakom х Е S jednoznacno pridruzuje njegov 
komplemeni ,х Е S tako da vrijedi 

(9) (yx,yES) ХА(,Х)=уЛ(,у), xV(,x)=yV('y). 

U komplementiranoj mrezi dakle (uz dani ,) х А (,х) јта istu vrijednost 
za sve х Е S; takoder i х V (-џ) јmз istu vrijednost za sve х Е S. Oznacimo 
prvu od пјЉ sa О..., а drugu sa 1"". 
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Zbog (4а,Ь) izlazi 

(10а,Ь) х=хл[ху(,х)]=хл 1', х=ху[хл(,~)]=хуо'. 

Poka!imo da elementi О', l' ne ovise о '. Neka је 'IХ komplement. 
od Х obzirom na '1' а '.Х komplement оо Х obziromna '.' Tada је 
preтa (10Ь), (2Ь) 0'1 = 0'1 У о'· = о'· у 0'1 = О'·. Ana1ogno zbog (10а) 
iziazi 1'1= 1". U komplementiranoj mrefi mofemo dakle umjesto О', l' 
pisati kratko О, 1, ра је 

(lO'a,b) Х=ХЛ 1, х=хуо. 

Odatle dalje dobivamo da је u komplementiranoj mrefi 

хЛО=(хуО)ЛО=Ол(оу х)=О, ху 1 =(хЛ l)у 1 = 1 У(l Лх)= 1 

tj. vrijedi 

(lO"a,b) хло=о, хУ1=1. 

(10") izlazi iz (10') i preko (6а,Ь). Ujedno оооНе vidimo da је u 
komplementiranoj mrefi (S; <:; Л, V) (') apsolutno minima.1ni а 1 ap~olutno 
maksiтalni element, tj. vrijedi . 

(l1а,Ь) Cr!xE s) О<:х<: 1 .. 
6.1. Ргјтјегј. 

6.1.1. Primjer iz 1.1.1. је komplementirana mrefa ako za pOOskup Х 
оо Т stavimo ,х = Т,,"х. (Qvdje је 0=0, 1 = Т.) 

6.1.1. Primjer iz 1.2.2. пјје komplementirana mrefa jer me4u elementiтa 
оо N*. пета najveei (obzirom na <:). . 

6.2.3. U primjeru (S; <:; Л, у) iz 1.2.3. postoji apsolutno najmanji 
element (prazni skup 0) i apsolutno пајуесј element 1 (сјтуа ravnina R). 
Ako Ы dakle (S; <:; Л, V) Ыт komplementirana mrefa, morao Ы njen 
element О biti jednak О, а njen еlещепt 1 biti jednak R. Neka је р neki 
pravac u R; Р је· konveksni lik. ,f. Ы' morao biti konveksni lik sa svojstvima 
р Л(,Р)=0, PV(,P)= R. Zbog prvog zahtjeva .nijedna шсЬ od Р ne mofe 
biti i шсЬ od ,Р. Stoga Ы se citav ,Р morao nalaziti u jednoj od polu
ravnina па- koje је ravpina R podijeljena sa Р (spojnica dviju шеаЬ od ,Р 
koje Ы lefale u razlicitim poluraV1'linama sijekla Ы Р). No tada i konveksni 
ототс od Р i ,Р ne Ы mogao sadrfavati nijednu tacku iz druge polurav
nine (osim njenih rubnih ·taCaka na ·Р). То је pak u suprotnosti s drugim 
zahtjevom koji Ы оР morao zadovoljiti. Vidimo dakle da takav ,Р ne 
postoji ра razmatrana mrefa nije komplementirana. 

6.2.4. Definirajmo u primjeru 5.2.3. 

а) ,а1 = al\ , 'as=aa, ,аз=а4' --'а4 =о., --,а5 =а1; 

Ь) ,Ј1 =а5 , ,as=a4, 'аа=Оа, ,а4=аа, --,al\=a1· 

Lako mofemo provjeriti. da је (S; л;у) komplementirana шrеЬ uz 
. I definiran sa а) Ьо i uz --, definiran sa Ь) (О = а1 • 1 = al ). 
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6.2.5. Vjeiba. Neka је 8 skup svih konacnih podskupova nekog besko
nacnog skupa Т i neka је za Х,УЕ8:хЛу=хпу, xVy=xUy. РОЫј daje 
(8; Ј\, V) distributivna nekomplementirana mrefa. 

7. BOOLEOVE ALGEВRE 

7.1. Dejinicija S. Komplementirana distributivna mreza zove se В о о I е о v а 
algebra. 

7.2. Teorem 4. U Booleovoj a/gebri komp/ement svakog elementa odreden 
је jednoznacno,tj. postoji (jedno i) samo jedno pres/ikavanje -,: 8 -+ 8 koje 
danu Booleovu algebru бnј komplementiranom mrezom. 

Stoga nije potrebilO da Booleovu algebru (8; л, V) koja је komplemen
tirana mreza uz -, oznacujemo sa (8; 1\, v ,-'). 

т 4. rnozemo izreci i tako, da kazemo da је u Booleovoj algebri sistem 
jednadzbi а Л х = О, а V х = 1 jednoznacno rjesiv za svaki а Е 8. 

Dokaz Т 4. Neka su -'1: 8 -+- 8, '2: 8 -+- 8 dva preslikavanja od 8 u 8 
koja distributivnu mrezu (8; 1\, v) cine komplementiranom. Oznacimo (и 
proizvoljno odabrani х) '1 х sa x1 • а '2 х sa ха. Tada је . 

О = х 1\ X1 = Х Л ха, 1 = х V Х1 = Х V ха dakle Х1 = Х1 V (х Л хЈ = (Х1 V х) Л 

(Х1 V Ха) = (х V хЈ Л (Х1 V ха) = (xV ха) Л (Х1 V хЈ = (х Л хЈ V ха = (х Л ха) V ха = ха. 

Korolar 1. U Вооlеоуој algebri preslikavanje , је involutivno, (ј. 

-, (-, Х)=Х. 

Dokaz. (-, х) 1\ [, (,х)] = О =Х Л (-,х) = (-,х) Лх; (, х) V [-, ("оо., х)] = 1 
= х V (, х) = (, х) V х, ра su ,( -, х) i х komplementi od ,х. Ргета Т 4. 
је dakle -, (-, х) = х. . 

Specijalno iz К 1 ... zakljucujemo да је preslikavanje , ; 8 -+ 8 u Booleovoj 
algebri presJikavanje od 8 па 8. 

Korolar 2. U Booleovoj algebri је о О = 1, о 1 = О . 

Dokaz. U komplementiranoj mrezi је ОЛ 1 =0, Ov 1 = 1. Т 4. povlaci 
tvrdnju korolara. 

7.3. Teorem S. U Booleovoj algebri (8 .. Л, v) vrijede d е М о r g а п о У.е 
,еlасјје 

(12а,Ь) ("'1 х, у Е S) о (х Лу)= (о х) v (-, у), -, (xV у) = (, х) 1\ (, у). 

Dokaz. (х 1\ у) Л [(о х) v (, у)] = [(х Лу) 1\ (, х)] V [(х Лу) 1\ (, у)] = 

{[х Л (, х)] Лу} v {х Л[У л(-, у)]} =(0 1\ у) V (х Л О) = О V 0= О; 

(х Лу) V [(-, х) v (о у)] = {xV [(, х) v (-. у)]} Л {у v [(-, х) v (, у)]} = 

{[х V (-1 х)] V (-, у)} Л {[у V (о у)] v (-, х)} = [1 V (-,у)] Л [l V (-, х)] = 1 Л 1 = 1 • 

Ргеrnа Т 4. vrijedi dakle (12а). (12b) dokazuje se analogno. 

7 Malematieka logika 
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Teorem 6. (Dualne Booleove algebre) Ako је (8; Л,у) Boole
ova algebra, bit се i (8; У, Л) Вooleova algebra. (Pritom је maksimalni ele
ment prve jednak minimalnom elementu druge i obrпuto.) 

Definiramo li nairne za elemente х, у Е 8 nove operacije х Л 1 У = х у у, 
х у 1 У = х Л у zadovoljavat се struktura (8; Л l' V Ј zahtjeve za Вooleovu algebru 
uz --:lХ=-'Х' 01=1,11=0. 

Dokaz. za sve uvjete osim komplementiranosti ovo -је oeito jer su oni 
simetricni obzirom па Л i у. Komplementiranost doblvamo uz '1 х = i Х iz 

ХЛ 1 (-1 1 Х)=ХV(, х) ... 1 =01' хУ 1('1Х).=ХЛ(' х) ... 0= 11" 

Booleova algebra (8; У, Л) zove se dualna Вooleovoj algebri (8; Л, у). 
Booleova algebra dualna dualnoj Booleovoj algebri identicna је s ishodnom 
Booleovom algebrom. Odatle је prelaz оо dane Boo]tove algebre па dualnu 
involutivna ореrзСЈја, ра је relacija dualnosti medu Booleovim algebrama 
simetricna. 

А ko su (S; Л, у), (S; У, Л) dua]ne Booleove algebre, one su izomorfne. 
0\'0 tlvidamo uz preslikavanje х __ ,х skupa elemenata prve па skup eleme
П':lа dгugе, јег је ро Т 5. ,(х /' у).=(, х) v (, у), ,(ху у)=(, х) Л(,у). 

(Оуо samo ро sebi уес је dovoljno i za dokaz Т б, ako samo uoeimo 
tla је svaka struktura izomorfna Booleovoj algebri i зата Booleova algebra.) 

Ројат dualne strukture то!е se analogno uvesti i opeenito za mre!e 
јlј 7а distributivne тге!е, аН u tirn slueajevima opeenito za dua·lnu strukturu 
пс mozemo bez daljnjega tvrditi da је izomorfna s isbodnom. 

7.4. Primjeri. 

7.4.1. Primjer 1.1.1. је ВoQleova аlгеЬта zЬog 5.1.1. i 6.1.1. 

7.4.1. Neka је Т neki dani skup а 8 пею takav neprazni podskup 
par\itiv'lOg skupa /1 Т da је S skupovnotijelo, tj. S је zatvoreno obzirom па 
prcsjck. и·~jjи ј. komplementiranje do Т, naјте: 

Ako је Х,у Е 80nda је i xny,XuYE 8, 

2 Ako је х F.: S, опда је i (Т"'-.,.х) Е S. 

Lakoje provjeriti da је tada (uz хЛу=хnу,хvу=хUу,-lХ~Т,,"Х) 
(S: .•. ) Вооlеоуа algebra. 

Ргјтјег 1.2.1. је specijalni slueaj ovog za S"~ /1 Т. 
Luko se vidi da је u 7.4.2. umjesto 1 о i 20 dovoljno tra!iti da vrijedi 

samo 2 i јеdеШ od zuhtjeva 

а) Ako је x.y:S, onda је ixny~':::S; . 

Ь) Ako је .\",у'-- S, onda је i xUyE:S. 

lЈ/Пli.1Ю l1ајl11С da прг. vrijedi.1 а) ј 20. Kako је xUy= Т,," [(Т"'.х) п 
(1''''..I')Ј. hit се sa Х,.I':' S i Т,,"х, Т"'.у Е' S dakle i (Т"'.х) n (Т"'.у) '::-' S, 
daklc i х Uy - s. Analogno se vidi da I'~ Ь) i 20 podvlaci l' а). 
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Ргјmјег. Neka је Т neki даПЈ Ьас troelementni skup i А neki дапј Ьас 
dvoelementni рсауј podskир od Т. S пеи је skup svih onih podskupova х 
оо Т za koje је Ыlо хnА=0 ЫlохnА=А. Tadaje(uz S:;6~ТТ)isрuпјепо 
t о а) i 20 ра је (S; П, U) Вооlеоуа aJgebra. 

7.4.3. Primjer 1.1.2. nije Вооlеоуа algebra zbog 6.2.2. 

7.4.4. Primjer 5.1.3. nije Вооlеоуа algebra јес to ро 5.2.3. nije distributivna' 
~ mгеи. Ako jos ne Ыsшо znali--da ta mreza пјје distributivna, mogIi bismo ро 
т 4. zakljuciti да nijeВooleova algebra (dakle, posebno, da пјје distributivna) 
i odatlе 8to se ро 6.1.... moze komplementirati па vise паСјпа. 

7.4.5. Neka је S = {а} једпосlаПЈ skup i (S; Л, V) mгеZз iz 2.2.4. Та 
mrefa је Booleova algebra u kojoj је О=а= 1. 

7.4.6. Vjeiba. Pobti да је u Вооlеоуој algebri (S; Л, у) 0= 1 опда i 
sзmо onda аЖо S sadrfi samo једап element. 

7.4.7. Provjeri да је struktura (S; Л, У) sa S = {О, а, Ь, I} i Л, V даПЈm sa 

xVy 

-~II о I • I Ь I i 
==I~==i====i====1 =! 
:~ ___ I_O _ _ . __ Ь_'_I_/ 
I а !.; • 1 I I 
!_- ;----1------' 
1, ! ' 

, Ь ! Ь I Ь, I i 
I i i 1--' _______ ~ .. --,ОО' 

i ! -i 

__ ~ __ ii __ l __ I ~,_I __ ~,_ 

хЛу 

I~II о I а I Ь~_I,_--
I ----,-------

10 о о о!о, 
:-- ---------; 

lalO а О а: 

:'-!I- --1------: 
i _b_I!_O_!_O_,_b __ ~ ___ : 

! 11 o_~ ___ ~ __ i,_1 
Вооlеоуа 2.lgebra izomOlfna sa strukturom iz рсјmјеса 1.2.1. sa Т= {а, Ь} (uz 
kОlе!Р<ЛС:fпсiјu 0 ...... 0' {а} ...... а, {Ь} ..... Ь, {а,Ь} ...... I). 

7.5. Napomena. (Я е р r е z е п t а с јј е Booleovih algebra) 

Moze se dokazati да усјједе оуј teoremi: 

I Svaka konacna Hooleova algebra (tj. Booleova a/gebra (S; / •• 'о') sa 
kO/lal'n;m S) izomorjna је s nekom strukturom (~y) Т; П, U). ,f!;dje је //' Т раг
titivlli skup nekog skupa Т. 

2 SЈ'пkа Воо/еоу" algehra izoll1or/l/{/ је Ја JlI'uktumll1 (S; П, U) ~{lje је 
S lIeko .I'kLipOl'llo [уе/о. 

Odatlc izlazi da је pг;m~el' 1.2.1. do izomol r'iZll1'J llajopccllitiji P11l11)Cr 

konacne Boolt:ove algebrc, а pl'imjcr 7.4.2. је do iZOnlOrfizma llajupl'cllitiji 
РI јll1јег Bookove algcbre t·.opce (konacne ili bcskonacnc)_ 

i' 
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za konacne п postoje dakle Booleove algebre (S; Л, \/) sa S = п (8 је 
Ьгој elemenata od s) onda i samo onda ako је п = 2т za neki prirOOni Ьгој 
т> О i u takvom је slucaju Booleova algebra brojem svojih elemenata odre
dena jednoznacno s tacnoscu do izomorfizma. Drugim rijecirna, za konacne 
п = 2т postoji jedna а za konaCne· п i= 2т nijedna ap5traktna Booleova algebra 
sa п elemenata. . 

8. TEOREMI О DUALIТEТU U BOOLEOVIM ALGEВRAMA 

8.1. Definicija 6. Neka је (S,' л, V) ВооlеО}'а algebra. А = А(а1 • аа, 
.. , ak" Х1 , Х2"'" Хт) = А (а" Хј) neka је neki izraz sagraden (najvise) оа 

'konstaпata а1 , аа, ... , ak '= S, ~'aгjjaЫa Х1 ' Ха • ... ,Хт nаа S te operacija Л, 
V, '. Ako и А л'аgdје mеаusоЬnо zamijenimo znakove Л i V а kOllstante 
а, nadomjestimo njiho\'im komplementima ~a~, dobit сеmо ;zraz В koji сеmо 
zvati dualnim izrazu А ; pisati В=А·=А·(,а" Хј). 

Npr. izrazu А=хЛу dualan је izraz A·=.xVy. lzrazu А=(,у)Л(хЛ 1) 
dualan је izraz А· =.( -, у) V (Х V О). Izrazu А а;Х dualan је izraz ..4. EiX • 

. РО D 6. vidimo da је (zbog involutivnosti od -:) А··=.А, tj. izraz 
dualan dualnom izrazu poklapa se s ishodnim izrazom. 

(1 З) 

Лkо је dakle А·=В bit се В·=А ра је relacija "је dualno sa" simetricna. 

8.2. Теогеm 7. и Booleovo} algebri vrijedi 

Dokaz. Dokaz сето provesti indukcijom ро broju У..4 operacija Л, V, 
, koje ulaze u А. 

Baza illdukcije. Neka је v А = О. Tada А јта ,jedan оо oblika 10 А=а. 
20 А=х. 

1°0vdje је А· = --'а= Л· (-,а" -lХЈ), dok је ,А (а" Хј)а ,а. Vrijedi 
dakle -, А (а,. ХЈ) = А· (,а" 'Хј) tj. (1 З) је u tom slueaju zщfоvоlјепо. 

20 Sada је А·ах, ра је А· (,а" ,Хј)а ,Х. Кako је i ,А (а" Хј)а -,Х 
opet vrijedi (13). 

Korak indukci}e. Uzmimo da је Т 6. vec dokazan za izraze В sa 
v В < k (k > О) i pret~stavimo da је v А = k + 1. Tada А јта jedan оо oblika 

10 А=В1 ЛВ", 20 А=В1 V Ва, 30 Аа,В, gdje је уВ1 •. уВ •• vB<k. 
1 О Primjena Т S. i pretpostavka indukcije daje 

,А (а,.Хј) =(,81 (а" Хј» v(,B.(a"Хј»-81* (,а" ,Xj)V В,,*(,а,. 'ХЈ) 

- по posljednji izraz је ро D 6. аА* (,а,. ,Хј); (13) dakle u tom slucaju 
vrijcdi. i za v А = k+ 1. 

20 Оош је analogan Ьо pod 10. 

I·Тјтс mislimo da konstantu а, z!mijcnimo konstantom Ь, (- -,а,), а пе da umjcsto 
а, рјкто 2 simbola .. -,а,". 



9. Sinta kti&i dualitet u strukturama (S; Л, У, -,) 

ЗС Sada је 

.А (а" Хј) = • • В(аl; Хј)= -,(В* (.а" ~ХЈ))аА* ('01, 'ХЈ), 

ра upet (1 З) vrijedi i za v А = k + 1. Teorem је dokazan. 
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8.3. Teorem 8. (Prvi teorem о semantiCkom dualitetu и 
Воо Је о v ој а 19 еЬ ,ј) Neka је 

(14) А (a/,xk)=B(bj,y,) 

neka jednakost dvaju izraza А, В koja vrijedi и nekoj Јanој Booleovoj algebri 
(8,' Л, у). (ај, Ьј аu konstante iz 8 а Xk, У, vorijable naЈ 8.) 

ТоЈа и (S;. Л, у) vrijedi i Јиа/llа jednakost 

(14*) A*('aj,xk)=B*(-'Ь"у,). 

(Ne pretpostavljamo da (14) vrijedi u svakoj Booleovoj algebri; dak1e pogotovo 
пе mozda da оо se (14) dalo izvesti iz jednakosti za koje smo ranije рошаН 
da vrijede u svakoj Booleovoj algebri.) 

Dokaz. Ako па (14) ртјтјјепјmо operaciju • i Т 7, doOOt сето 

А* (,а" ,Xk)=-А (а" Х") = ~В(Ьј,у,)=В* (.ЬЈ, .у,). 

Ako u dobivenu jednakost (prvog i posljednjeg clana) za varijable Xk, у, 
uvrstimo negirane ist" уатјјаЫе, tj. -,х", 'у, izlazi zbog involutivnosti оре
таСјје • da vrijedi (14*). 

(Ako Т 8. ртјmјјепјmо па (14*) dobit сето opet (14).) 

8.4. Teorem 9. (D;ugi teorem о semantilkom dualitetu и 
Воо/еоујm algebramaj Neka је 

(15) А (а" Xk) <. В (Ьј , у,) 

relacija koja }'rijedi izmedu А i В и Јаnој Booleovoj a/gebri (8; <.; Л, у) (za 
svaki izbor vrijednosti vorijob/a Х", у, и 8ј. 

ТаЈо и (8,' <... Л, у) vrijedi i duo/na relacija 

(15*) b*(,bj,y,)<.A*(-,ој,Хk)' 

Dokaz. (15) znaci zbog (6а) da је АЛВ=А ра је ртета Т 8. (АЛВ)* 
=.А* V В* = А*, sto ртета (6Ь) znaci da је В* <. А*. 

9. SINTAКTICКI DUALIТET U SТRUKТURAМA (8; Л, у, -ј) 

9.1. Dejinicija 7. Neko је (8,' Л, У, -ј) (8=1=0) olgebarska strukturasa 
dvije binarne operacije Л, У i unitornom operacijom • koja је involutivna. 
Neka је А =.А (Ој, ХЈ) izraz sograden (naрјЈеј оЈ konstaпato а, iz 8, v.arijah/a ХЈ 
naЈ 8 i operacijo Л, У, " Ako и А met1usobno zamijenimo znakove Л, V 
i konstante Ој nоЈотјеяјто konstantoma .а, ЈоЫ! сето izraz В koji сето 
oznaeiti аа А* (-,а/, ХЈ) i zvoti Јuа 'N i т izrazu А, (Pritom opet kod nadomje
Jtavanja а, аа '0, rozumijevomo Ја umjesto О/ рјЈето Ь, ( = .0/), а nе оЬа 
simbola .. 10/".) 
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РО D 7. је A*~=_1. 

9.2. Teorem 10. (Metateorem о sintakt;ckom dualitetu) Neka 
је (S,' Л, V, -,) algebarsk!l struktura sa dvije Ыnагnе орегасјје Л, V ; 
unitarnom involutivnom орегасјјот -'. U toj strиkturi neka vrUedi sistem 1: 
jednakost; 

Ау (al, xk)=By(bj,y,), У Е Г 

gdje su Щ, ЬЈ konstante iz S а Xk, Х, varijable nad S (skupovi {al}. {ЬЈ}, {Xk}' 
{УЈ} тоси se razlikovati za razlicite у). SuslaV -:Е neka је takav da ako sadrii ~ 
jednakost А (al, Xk) = в (Ьј, у,) oпda sadrii i dua1nu jednakвst (и smislu D 7.) 
А* (-'~I' Xk) = В* (-,Ь/, у,). 

Ako se tada ;z:E moје (uz uobilaјerю priIYi/a гаеиnanја s jednakostima 
и аlсеЬгј) ;zvesti jednakost а: 

.40(0" х,.)=в.(ЬЈ , 1,) 

onda se ;~ :Е moје izvesti i dllt1lNa jedrtakost ~: 

А,*(-,а/, xk)=Bo*(-'Ьј , 1,). 

Dokaz. Ako pratimo izvod od а i svak.i korak Z8D!ijenim.o"dualnim" 
~to _ је moguee ро pretpostavci о :Е), dobit cemo izvod <od а*.-

9.3. Ргјтјегј. 

9.3.1. Мге!е- mof.emo shvatiti ь.о (S; Л, V, -,)-strukture k.oje 
zadovoljavaju uvjete Т 10, ako , definiramo kao identicko preslikavanje 
l:х_х od S па S i Ьо:Е иzшemо sistemjednakosti (2а,Ь), (3а,Ь) (4а,Ь). 
U 4.1. izveli smo da u (S; Л, V) vrijedi Х Л Х == х. Окlе se тои izvesti 
i XVX=X. 

9.3.2. Distributivne шгеи тоито shvatiti Јсао (S; Л, V, -,)-!.trukture 
koje zadovoljavaju uvjete Т 10, ako opet -, definiramo Јсао identicko pres
likavanje а kao :Е шmeто pored (2а,Ь), (За.Ь), (4а,Ь) jos (7а,Ь). 

Umjesto (7а,Ь) тоито ргета 5.2.6. u7.eti saшо (7'), koja је jednakost 
sama sebi dualna (autodua,1na jednakost). 

9.3.3. 8оо1еоуе algebre zadovoljavaju uvjete Т 10, ako Јсао :Е иzшето 
прг. (2а,Ь), (3а,Ь), (4а,Ь), (7а,Ь). хл(,х)=о, xV(,x)==l. 

Uoei medutim ОУи гшјlщ u pritnjeni _ Т 8. i Т 1 •. па Вооlеоуе algebre~ 
Ako А = В vrijedi- u Вooleovoj аЈргј (S; Л, V), onda ро Т 8. i 

А* = В* vrijedi u (S; Л, v). Ako se medutim А = В eak тои izvesti iz L 
za Booleove algebre, onda ~e ро Т 10. i А* = В* mofe izvesti (dakJ.e i vrijedi). 
No u tom slucaju (ako se А = В тои izvesti) mofe se i ро Т 8. zakljuciti 
da А* = В* vrijedi, tj. ta jednadzba se onda i uz Т 8. moze dokazati dakle i 
izvesti. Т 8. kaze пат dakle za· slucaj Booleovih algebra vise nego li Т 10. 
јег је moguce da u nekoj specijalnoj Booleovoj algebri vrijedi пеЬ jednakost 
а koja se ое moZe· opceoito izvesti iz L za Booleove algebre. Npr. jednakost 
17: х =Х Л)' vrijcdi u Bo~leovoj algebri gdje је S = {а} jednoclan а sigurno se 
пе moze izvesti iz ~ jer za Booleove algebre (Т opcenito ое vrijedi. Ро Т 8. 
mozemo i sada zаkUuёiti da u toj specijalnoj Вооlеоуој algebri vrijedi i '1* 

dok пат Т 10. u оуом slueaju пе Ы kazivao nista. 
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10. (&, V, ,)-ALGEВRA SUDOV А КАО BOOLEOVA ALGEBRA 

10.1. Neka је S = {Т, Ј...} i neka su u S definirane оресасјје &, V ,
kao u algebri sudova.Lako је provjeriti da је (S; &, v) Вооlеоуа algebra. 

10.2. Neka је opet S = { Т, .i.-} i пеkз su u S definirane оретасјје 
V, &, --, kao u аlгеЬтј sudova. (S; V, &) је ВООlеоуа algebra dualna Вооlе
оуој аЈгеЬтј (S; &, v) iz 10.1. 

18.3. Neka је Т skup koji saddi simbole T,.L i prebrojivo beskonacno 
тпого (od т i ...L i medusobno) razliCitih simbola (varijabla) х,: 

Т={" ._, Х1 , ХЈ , Ха, ... }. 

Z пеkз је neki dani neprazni (konacni Ш beskonacni) podskup od Т. 
Neka је dalje 2. skup svih (konaenih) izraza koji se mogu sagraditi 

povezivanjem elemenata od Z simbolima za орегасјје &, V " (time da &, 
V kзо biname оретасјје povezuju ро dvije, а -, kao unitarna operacija 
djeluje па ро jednu komponentu izraza). U r;z uvedimo reJaciju ekvivalencije R 
time da za ZI' ZI Е r;z stavimo ZIRzZ onda i samo onda, ako su ZI' ZI' шуа
сепј kao formule algebre sudova, semanticki jednaki tj. ako za svak.u zamjenu 
уагјјаЫа Х/ elementima iz { .. - ".}, ZI i =2 poprimaju medusobno јоопзkе 
vrijednosti i~tinitosti (uz interpretaciju &, V . - kзо u algebri sudova). sa R 
је odredena particija od 7.. па disjunktne klase. Kvocijentna struktura r;;z/R 
је skup tih klasa: oznacimo taj skup sa Sz. U Sz definirat сето оресасјје 
1\-, V,' ovako: Ako su Х, у Е Sz, odaberemo u tim klasama (elementima od 
'2/R) ро јedan element od ;:Z оо predstavnika у klase. Neka је ух=х', 
уу = у'. Х Лу definiramo sada kao k1asu koja sadrzi х' &у'; xV у definiramo 
kao klasu koja sadrfi х' V у' a~ Х kao klasu koja saddi --;х'. Odatle Ыо 
smo konstruiraIi 2/Я lako uvidamo da su te definicije оресасјја dobre, tj. 
da је пјјhoу rezultat .iednoznatno odreden (neovisan о izboru predstavnika 
ldasa х, у). 

Ргета konstrukciji 2/Я i definiciji Л. V ,-; u Sz lako se ртоујегауа 
da је (Sz; Л, v) Вооlеоуа algebra. 

Ako Z sadrfi konaeno тпogо еlетепаtз bit се i Sz konaean. Таепјје, 
зkо Z sadrfi п simbola х, (а nijedan od simbola Т, ..L.), Sz се sadrfavati 
2~ elemenata јег· u algebri sudova јта upravo' toliko raz!icitih' funkcija od 
п danih varijabIa. Ako Z пе. sadrzi nijednu varijablu а Ьас jedan od eleme
пац '-. : imat се Sz 2 elementa i u tощ se slucaju 10.3. reducira па 
10.1. Ako Z sadrzi п (п;;. 1) уатјјаЫа (simbola Хј) i Ьаг jedan od simbola 

'ј . , . .1 .• S;;: се opet sadrfavati 2r' elemenata jer dodavanje simbola Т, -1 не 
роуесауа Ьтој funkcija koje se mogu sagraditi, а уес za 11 ,= 1 Је 221 = 22 = 4 > 2. 

Vidimo dakle da za konacni Z koji sadгzi Il (п;;. О) simbola Хј, Sz јта 
2'" еlсmслаtа (bez obzira da Ii Z sadrzi i neki - iIi оЬа - od зimЬоlа Т, ~). 

Za (prebrojivo)beskonacan Z i Sz се biti ргеЬтојјуо beskonacan (јет 
u 1. ulaze samo izrazi konacne duljine). 

U (Sz; 1\. V) bit се 1 skup svill identicki istinitih formula (koje sc 
mogu sagraditi od elemenata od Z i &. \1, -,), а О се biti skup svih ј4сп
ticki neistinitih formula. 



104 Algebre sudova Ьо Вooleove strukture 

Analogno bismo uz zamjenu & sa у i obrnuto dobili upravo razmo
trenim dualne Вооlео\'е algebre. 

Prednja izvodenja pokazuju u kom se smislu skup formula algebre 
sudova ogranieene na орегасјје &, у ,-; mofe shvatiti kao Booleova atgebra. 

10.4. Neka је S skup svih funk~ija algebre sudova nad varijablama iz 
nekog danog najvi~e prebrojivo beskonacnog skupa. 

IX) za Х, У Е S neka је хЛу jednako funkciji odredenoj sa х&у, Х\I у 
jednako funkciji odredenoj sa х у у (disjunkcija funkcija х, у). . 

Lakomofemo provjeriti. da је (S; Л, у) Booleova algebra (uz 0= -1., 
1 = i). izomorfna s odgovarajucom Booleovom algebrom ·(SZ, л , у) iz 10.3. 

~) za Х, У Е S neka је Х Л У disjunkcija funkcija х, у а х у у jednako 
funkciji odredenoj sa х&у. (S; I\,У) је Booleova algebra dualna Booleovoj 
algebri iz 10.4. !Х) (uz О = Т, 1 = .-1.). 

IX) i ~) pokazuje u kom se smislu skup funkcija algebre sudova moze 
shvatiti Ьо Booleova algebra. 

10.5. Vje:ba. Ргоујегј da је. Booleova algebra (Sz; Л, у) uz Z = {х1 } 
izomorfna s Booleovom algebrom iz 7.4.7. (npr. uz pridruzenje: klasa od 
х1 у(,х1)-I, klasa od х1 +-+Ь, klasaod ',х1 +-+а, klasa od X 1 &(-X1)+-+O. 

10.6. Neka је А = В neka semanticka jednakost izraza sagra4:nih (najvise) 
od konstanata Т, 1-, varijabJa Х/ i simbola operacija .&, у, '. Pridrufimo 
toj jednakosti jednakost А' = В' koju formalno dobivamo ako u А = В nado
mjestimo Т sa 1, 1. sa О i & sa Л. А' = В' је опdэ teorem u ореој (svakoj) 
Booleovoj algebri (S; Л, у) tj. moZe se izvesti iz (2а,Ь), (3а,Ь), (4а,Ь), 
(7а,Ь) i uvje!a D 4. . 

Dokaz. Ро pretpostavci, zbog 11 Т 12. А = В је i sintakticka jednakost 
algebre sudova, tj. moZe se izvesti iz 11 D 12. 10 do 120. No sve te jednakosti 
vrijede uz zamjenu Т sa 1, _L sa О i & sa Л i u орсој Booleovoj algebri 
ра је i А' = В' izvedivo u орСој Booleovoj algebri. 

Obrnu~o, neka је А' = В' пеЬ jednakost izvediva u орсој Booleovoj 
algebri, tako da ta jednakost od уагјјаЫа f>adrfi (najvise) varijabIe Хј а оо 
konstanata najviSe 1 i О. PridruZimo toj jcdnakosti jednakost А = В koju for
malno dobivamo ako u А' = В' nadomjestimo 1 sa Т, О sa 1-, Л sa &. No 
аЬјотј Booleove algebre «2а,Ь), (3а,Ь), (4а,Ь), (7а,Ь) i uvjeti D 4.) vrijede 
-opet uz ista nadomjestavanja - i u algebri sudova (оо sintakticke jednakosti), 
ра је dakle А = В sintakticka а. ро 11 Т 11. odatle i semanticka jednakost 
algebre sudova. 

Vrijedi dakle teorem: ~ 

А = В је semantitka (sintaktilka) jednakost a/gebre sudova оnЈа i samo 
оnЈа ako је А' = В' teorem (tj. izvedivo iz aksioma) Воо/еоуе a/gebre. 

Ovaj teorem dakako пјје iznenadujuci jer su aksiomi Booleove algebre 
upravo i bili formulirani s паmјегот da .dobivel1a teor!ja obuhvati algebru 
sudova. Ovo је u stvari bilo postignuto уес \1 11 10. јег је tamo definirana 
struktura ekvivalentl1a s Booleovom algebrom. Razlika u formulaciji Booleove 
algebre kako smo је uveli u ovoj Glavi ргеmа strukturi defil1iral1oj u II 10. 
је u tome, 5to је ovdjeBooleova atgebra u\'edena kao specijaIna vrsta mreza 
(tj.) kao mreza koja је komplementirana i distributivna). 
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Ц. BOOLEOVI PRSТENI S JEDINICOM 

11.1. Dejinicija 8. Algebarska struktura (8; +," , ' ,) s dvije Ыnarnе 
operacije +, " i jednom иnиaгnom орегасјјоm ' zove ае В о о I е о v р r s t е п 
s ј е d i п i с о т, ako vrijedi; 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

, (У х, у ~ 8) х + у = у + х 
(У х ,у, z Е 8) (х+ y)+z=x+ (у+ z) 

(30ES)('v'xES) х+О=х 

(У х Е 8) х+х'=О 

(ху) z = х (yz) 

(komutativnost zbroja) 

(asocijativnost zbroja) 

(postoji neutralni element О 
za zbroj1) . 
(uz svaki element postoji 
suprotni) 
(as,ocijativnost produkta) ('v' х,у, z Е S) 

('v' Х,у, Z Е S) х (у + z) = ху + Д;} (distributivnost mnozenja 
(х + у) z = xz + yz ргеmа zbrajanju) 

('v' х Е S) 

(3 1 Е S) (у.Х Е S) 

11.2. Primjeri. 

хх = х (idempotentnost produkta) 

х·l=х (postoji desni neutralni ele
ment za produkt) 

11.2.1. Neka је Т пею skup а 8 = ;Ј' т partitivni skup od Т. Definirajmo 
u 80peracije +, ., , tako da za х,уЕ8 (tj. х,уе Т) stavimo х,у=хnу, 
x+y=(x"y)U(y"x) (tj. Х+У је опај podskup od Т koji sadrzi tacno опе 
elemente od Т koji su elementi jednog аН пе i drugog od podskupova х, у 
od 1'), х' = х. Tada је lako provjeriti da је (8; +, " ') Booleov prsten s 
jedinicom (uz О = О, 1 = 1'). 

11.2.2. Neka је 8 = {О, 1}, + i . пеЬ su zbrajanje odnosno mnozenje 
modulo 2, а х' = х. Tada је, Ьо 8tO se lako provjerava, (8; +, .,'), Booleov 
prsten s jedinicom. 

11.2.3. Neka је 8р skup роliпота sa koeficijentima iz (8; +, .,') iz 
11.2.2. nad varijablama iz nekog podskupa Р prebrojivo beskonacnog skupa 
varijabIa х, у, z, ... koje varijable su ро definiciji idempotentne, tj. polinomi 
se ро definiciji identificiraju uz jednakosti ~2 = ~ za sve varijabIe, i пеЬ је 
, identitet. Tada је (8р ; +, " ') Booleov prsten s jedinicom. 

11.2.4. Neka је 8 = {О, а, ь: 1} i +, . dano tablicama па str. 106. 
х' =, х. Provjeri da је (8; + , .,') Booleov prsten s ,jedinicom. 

11.3. Neka svojstva Вооlеоујћ prstena s jedin;com. 

11.3.1. Ako је (8; +, ,,') Booleov prsten s jedinicom, vrijedi zbog (16) 
do (19) da је (8, + ) aditivna grupa. 

1 Dakle је S '* 0. 
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11.3.2. U Booleovom prstenu s jedinicom vrijedi 

(24) (V х Е S) х+х=О. 

Х+У Х·У 

~ 11 
о а Ь 1 ~" о I а I ь I 1 I 

О О а Ь 1 о о о о о 

------r---I ----------, 
О 1 Ь i а а а О а О а 

I-b --------
Ь 1 О а 

----------
ь О О Ь Ь 

1---------
I 1 1 Ь ј а I О 

-- --
-ь '-1 1 О а 

Dokaz. х+ у+ху + yx=(zbog (22».xI+ у2+ху+ ух= (zbog (21» (х+ y)l= 
(zbog (22» х+ у. Dalde је zbog 11.3.1. 

(25) (Vx, у Е s) ху+ух=О. 

Stavimo li у = х, izlazi х· + х' = О ра zbog (22) vrijedi (24). 
11.3.3. Ako u (24) pribrojimo lijevo i desno od jednakosti element х' 

izlazi zbog (17) i (18) 
(26) (V х Е S) х' = х. 

(26) opravdava da Booleov prsten s jedinicom (S; +, " ') oznaeujemQ 
i krace s (S; +, .). 

11.3.4. Iz (25) izlazi (ху)' = ух; kako је u drugu ruku ртета (26) 
(ху)' = ху vrijedi 
(27) (Vx, у Е S) ху = ух 

tj. Booleov prsten s jedinicom је kоmutшivan. 
11.3.5. Booleov prsten s jedinicom sadr!i samo jednu jedinicu i samo 

jednu nulu. . 
Dokaz. Neka su 11' 12 jedinice nekog Booleovog prstena s jedinicom. 

Тшlа је zbog (23) i (27) 11 = 11' 1. = 1.·11 = 1.. Analogno, ako su 01' О. 
njegove nule, bit се zbog (18) i (16) 01 = 01 + О. = О. + 01 = О •. 

11.3.6. U Booleovom prstenu ~ .iedinicom vrijedi 

(28) (Ух Е S) х· 0=0. 

Dokaz. х· 0= х (0+ О)=х· О+х о 0=0. 

11.3.7. U Вooleovom prstenu s jedinicom (S; +, о, ') vrijedi 0= 1. 
onda i samo onda ako је S jednoelementni skup. 

Zaista, za S = {а} uz а + а = а, аа = а, а' = а lako је provjeriti da је 
Ца}; +, о,') Booleov prsten s jedinicom l=а=О. 
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Obrnuto, ako u nekom Booleovom prstenu s jedinicom (S; +,., ') 
vrijedi 1 = О bit се zbog (23) i (28) za svaki Х Е S 

ра је S={O}. 
Х = Х· 1 = Х· О = О, 

11.4. Dua/ni Boo/eovi prsteni s jedinicom. 
11.4.1. Теогет 11. Neka је (S; +, .) Booleov prsten' s jedinicom 

su орегасјје + 1 i . 1 definirane sa 

Х+ 1 У= 1 +Х+У, 

Х·IУ=Х+У+ХУ' 

i neka 

Tada је (S; + l' . 1) Воо/еоу prsten s jedinicom izomorJan (S; +, .). Оуај 
nоуј prsten zvat сето рпОјnот prstenu d и а 1 п i т prstenom, (Pritom је jedi
nјса prvog prstena nu/а drugog i obrnuto.) 

Dokaz. za (S; +1' '1) treba provjeriti (16) do (23). (16) i (17).је ocito 
ispunjeno. (18) је ispunjeno za 01= 1 jer је х+ 1 1 = 1 +Х+ 1 =Х. (19)' је ispu
пјепо za Х' = Х јег је Х + 1 Х = 1 + Х + Х = 1 = 01' (23) је ispunjeno za 11 = О jer 
је х· 1 О=х+0+х·0=х. (22) је ispunjeno jer је х· 1 х=х+х+хх=0+х=х. 
Dokafimo (20): 

(х· 1 у) 'IZ = (х+ y+xy)+z+(x+ y+xy)z=x+y+z+xy+xz+ yz +xyz. 

Оуај izraz simetrican је u х,)', z ра се Ъiti jednak izrazu za Х' 1 (У'1 z) 
jer је '1 ocito komutativno ра је x·I(Y·.IZ)=(Y·IZ)·IX. 

Dokazimo јо!; (21): 

Х '1 (у+ 1 z) = Х +(1 + y+z) +х(1 + y+z) = 1 + у+ z+ xy+xz; 

х· 1 У + 1 х· 1 Z = 1 + (Х + У + ХУ) + (Х + Z + xz) = 1 + У + z + ху + xz. 

Zbog komutativnosti od '1 druga jednakost (21) izlazi iz prve. 
Da Ы uvidjeli izomorfiju Booleovih prstena s jedinicom (S; +, .), 

(S; + l' '1) promotrimo preslikavanje Х ~ Х = Х + 1 skupa elemenata prvog 
па skup elemenata drugog (preslikavanje је. па jer za Х = У + 1 vrijedi 
Х ~ Х = Х + 1 = у + 1 + 1 = у; опо је uzajamno jednoznacno jer Х = У znaci да 
је Х + 1 = у+-l dakle (Х + 1) + 1 = (У + 1) + 1 tj. Х = у). tJz to preslikavanje. је 

х+ lY-= 1 + (1 +х) +(1 + У)= 1 +(х+ у)=(х+'у), 

Х'1У =х + У+ХУ= (1 +х)+(1 + У) +(1 +х)(1 + У) = 1 +ху= (ху); 
izomorfija је dokazana. (Ovo samo ро sebi vec је dovoljno i za dokaz Т 11, 11 

ako znamo да је svaka struktura izomorfna Booleovom prstenu s jedinicO!n 
i sama Booleov prsten s jedinicom.) 1 

11.4.2. Pokazimo jos да је Booleov prsten s jedinicom (S; + 2' '2), 
dualan Booleovom prstenu s jedinicom (S; + l' . 1)' identican ishodnom 
Booleovom prstenu s једјпјсоm (S; +, .). Zaista, 

х+ 2У'= 11 + 1 Х+ 1 У= (О + lХ)+IУ= 1 +(1 + О+х) + у=х+ У, 

х· 2У = Х+ 1 У+ 1 х· 1 у=(х+ 1 у)+ l Х 'IУ= 1 +(1 +х+ У) + (х+ у ! ху) ху. 



108 AJgebre sudova по Вооleove strukture 

Prelaz od Booleovog p~tena s jedinicom па dualni је dakle i~volutivna. 
operacija ра је relacija dualnosti medu Вооlеоviш prstenima s jedinicom 
simetri~na. 

Npr. Booleovi prsteni s jedinicom iz 13.%. i 13.1. (vidi taшоl) medu
sobno su dualni, jer је 

(..L~x)~y=(x & ~у)V(у& ох) (ekskluzivna disjunkcija), 
(x~ у) <::> (х V у) = х &у (konjunkcija). 

1%. VEZA IZMEBU BOOиOVIН PRSТENA S JEDINICOM 
1 ВООLEOVПI ALGEВRA 

12.1. Teorem 12. Neka је (8; +, .) Вooleov prsten s jedinicom 1. De.
finirajmo и 8 operacije Л, V, --, prema 

хЛу=ху, xVy=x+y+xy, --,х=l +х. 

Тма је (8; Л, V) Вooleova algebra. 
Dokaz. (2а) vrijedi zbog (27) а (За) zbog (20). (2Ь) vrijedi zbog (16) 

i (27). Doblimo (ЗЬ): 

(xv y)V z=(x+ y+xy)+z+(x+ y+xy)z=x+ У +xy+z+xz+yz +xyz; 

u drugu ruku је 

.х V (у V z) = ~ + (у + z + yz) + х (у + z + yz) = х + у + z + yz + ху + xz + xyz. 

Dalje је 
х Л (х V у) = х (х + у + ху) = XI + ху + ху = х + О = х, 

х V (х лу) =- х + ху + х (ху) = х + ху + XI У = х + ху + ху = х + о-Х' 
ра vrijedi (4а,Ь). Zatim је 

х Л (у V z)= х (у +z +yz)- ху +и + xyz, 

а u drugu ruku је 

~лИV~л~=ху+xz+ху.xz-ху+xz+xlр-ху+xz+~ 

ра vrijedi (7а). Kona~no, 

х Л(--,х)=х(1 +x)-х+xI=х+х=О 
neovisno о х i 

xV(--' х)=х+(l +х)+х(1 +х) ... х+ 1 +x+x+xI

x+x+l+x+x=O+l+O=I, 
neovisno о х. 

12.2. Teorem 1 З. Neka је (8; Л, V, ,). Booleova algebra. Dejinirajml> 
и 8 оретасуе +, .,' аа 

Х+У'=[ХЛ(--'У)]V[УЛ(,х)], ху=хЛу, х'=х. 
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ТшЈа је (8; +, " 1) Booleov prsten s jedinicom. 

Dokaz. ОzшWimо х Л (. х) sa О а х V (. х) sa 1. 
Zbog (3~) vrijedi (20). Zbog (2Ь) vrijedi (16). Zboг 4.1. vrijedi (22). 

Zboг (4а) је х· 1 = х Л 1 == х Л [х V (. х)] = х ра vrijedi (23) . 

. х+ х' =х+х=[х Л(.х)]v[х л (. х)] = OVO= о 

ра vrijedi (19). Dalje, 

x(y+z) =хл {(У л(. z)] V [z л (у)]} = 
(zbog (7а,Ь» 

[х Л У Л (. z)] V [х Л z Л (. у)] ; 

u drugu ruku је zbog Т 5. 

ху + xz = {(х Лу) л [. (х Л z)]} V {(х Л z) Л [. (х л у)]} = 

{хЛу л[(. х) V(' z)]} v {хЛ z Л [(о х) V(' у)]} = 

{[х Лу л(. х)] V [х Лу л(. z)]} V ([х лz л(. х)] V [хЛz л(--, у)]} = 

(zbog хЛ(.х)=1 i lЛу=IЛz=О) 

[хЛуЛ(' z)]V[хЛzЛ(.у)], 

ра vrijedi prva jednakost (21). No zbog (2а) је . komutativno ра је (х+ y)z= 
z (х + у) = (zbog upravo dokazanog) zx + zy = xz + yz, dakle vrijedi i druga 
jednakost (21). . 

Zatim, zbog .0=1 bit се х+О=(хЛl)v[(.х)ло]=хvо=х ра vri
jedi (18). Kon~no,da Ызшо dokaza1i asocijativnost zbroja, uooimo najprije 
da је ро Т 5 • 

• (х+ у)=. {[х Л ('1 у)] V[Y л(. х)]} = [(о х) V у] л [(о Y)V х] = 

(zbog distributivnosti) 

Odat1e је 

[(о х)л(. у)] v [(о х)Лх]v [у Л(о у)] V(Y лх)= 

(zbog х Л (. х) = у л (. у) = О) (х Лу) V [(о х) Л (. у)]. 

(х+ y)+z= [(х + у) Л (. z)] V [z Л • (х+ у)] = 

({[х Л (о у)] V. [у л (о х)]} Л (о z» v (z Л {(х ЛУ)V 

[( .., х) Л (. у)]}) = [х л (. у) л (. z)] V [у л (. х) Л (. z)] V 

[z ЛхЛу] V[z л(. х)л(. у)]. 

Ako па desnoj strani medusobno zamijenimo х i z prelazi опа заша u зеЬе 
dok lijeva prelazi u (z + у) + х = х + (у + z). Vrijedi dakle 

(х+ y)+z=x+(y+z) tj. (17). 

12.3. Теогеm 14. Neka је (S; +, .) neki Booleov prsten s jedinicom, 
(S; Л, V) nјеmu ро т 12. pridruzena Booleova algebra, а (S; +1' '1) оуој ро 
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т 13. pridruzen Вооlеоу prsten s jedinicom. ТаЈа је doblveni Вооlеоу prsten 
identican s ishodnim, tj. х+ 1у=х+у, х· 1у=ху. . 

Obrnuto, nеТса је (8; А, V) neТса Booleova algebra, (8; +, .) nјој ро 
т 13. pridruzen Booleov prsten s jedinicom, а (8; А l' V Ј оуоm ро Т 12. pri
druiena Вооlеоуа algebra. Tada је dobivena Воо/еоуа algebra identiena s ishodnom, 
tj. vrijedi хА 1 у=хАу, XV 1 y=xVY. . 

Prema tome relacija pridruienosti izmedu ВооlеоуЉ algebra i Вооlеоут 
prstena s }edinicom је sime~ricna. 

Dokaz. х+ 1 У= [х Л(, y)]v [у А(, х)] = х(1 + y)V у(1 +x)~x(1 + у)+ 

у (1 +х)+х(1 + у)у(1 +х)=х+ху+ у+ху+ху+ xly+xy2+xlyl=x+ У 

(zbog (22), (24), (27); х· 1 У = х Л у = ху . 

Obrnuto, 

х Л 1У = ху, Х Ау; xV lУ= (х+ у)+ ху= [(х + У) А, (ху)] V [(ху) А, (х+ у)] = 

(vidi dokaz Т 13.) 

({[х А (, у)] V [у л (, х)]} А -, (х Ау» V «х Ау) А {(х Ау) V [(" х) А (, у»)}) = 

. ({[х Л(, y)]V[y А(, х)]} А, (х Ay»V(xAy)= 

({[х 1\ (о' y)]V [у А (, х)]} V (х Ау» А [, (х Ау) V (х Ау)] = 

([х А(--' y)]vIY А(, х)]} V(x Ay)=xV у. 

12.4. U medusobno pridru!enim Booleovim algebrama. (8; А, \1) i 
Booleovim prst~riima s jedinicom (8; +, .) maksimalni odnosno minimalni 
element 1 odnosno О od (8; А, у) poklapa se s jedinicom odnosno nulom 
оо (8; +, .). '. . 

Dokaz.' Oznacimo maksi·malni element od (8; А, V) sa 1" а тјпјтаlпј 
sa О". Jedinicu od (8; +, .) ozna~.mo sa 1, а nulu sa О,. Tada је zbog Т 14. 

О"=О,,АО,= О,,, 0,= О" 
1,,= 1" V 1,= 1,,+ 1,+ 1,,1,·= 1,,+ 1,+ 1,,~ 0,+ 1,= 1,. 

12.5 VjeZba. Poka!i da је Booleova algebra iz 7.4.7 pridru!ena Booleovom 
prstenu s jedinicom iz 11.2.4. 

12.6. Lako se uvida da su izomorfnim Booleovim algebrama pridru!eni 
iiomorfni Booleovi prsteni s jedinicom i obrnuto. Naime, neka је 

(S; 1\ • V ) ~ (8' ; 1\ " V')· uz pridrufenje elemenata S:3 х +-+ х' Е 8', tj. 
(х АУ)' = х' Л 'у', (xV у)' = х' V 'у', (, х)' = --,' х' . 

Za pridruzene prstene tada vrijedi 

х + у '.0 [х 1\ (. у)) V [у А(' х)], ху =х Ау; 
(х + у).' = [х 1\ (, у»)' \1 ' [у А (-о х»)' = [х' А '(,' у'») v' [у' А' (,' х'») 

-., х' +' у'; (х. у)' =(х Ау)' =х' Л'у' =х'·' у'. 
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опј su dakle takoder medusobno izomotfni (ш isto pridruunje elemeoata). 
Obrnuta tvrdnja dokaz!Jje se analogno. 

Odatle prema 7.5.1° izlazi da konacni Booleovi prsteni por.tojesamo za 
sJueaj kada је broj elemenata od S jednak 2m, т prirOOni broj, i da su tim 
brojevima odredeni jednoznacno od izomorfizma. Najopeenitiji primjer konacnih 
Booleovih pr&tena s jedinicom dan је dakle do izomorfizma s 11.2.1. 

Nadalje, buduci da svako skupovno tijelo uz х, у sadr!i i njihovu simetricnu 
diferenciju (x,,"y)U(y,,"x) izlazi iz 7.5.2° da је svaki Booleov prsten s jedi
пјсоm <10 izomorfi2ma OOreden пеюm skupovnim tijelom uz operaciju + 
kao simetricnu diferenciju i ' kao presjek. 

12.7. Теогеm 15. M-edusobno dualnim Booleov;m algebrama рг;dгшеn; su 
medusobno dualni Boo/eovi prsten; .s jedinicom i obrnuto. ' 

Doka!imo najprije drugi dio tеоrеша (obrnutu tvrdnju). Neka su dakle 
(S; +,.) i (S; + l' '1) medusobno dualni Booleovi prsteni s jedinicom а (S; 1\ , V) 
i (S; 1\ l' V 1) пјјmа pridru!ene Booleove algebre. Tada је 

х +IУ= 1 +х+у, Х'IУ=Х+У+ХУ; 

хl\у=ху, xVy=x+y+xy; 

х Л lУ=Х 'IУ' xV lУ=Х+ lУ+ l Х ·IУ· 
Odatle је 

х 1\1У=Х+ y+xY'=xVy, 

xV !у=(Х+ lУ)+IХ'IУ= 1 +'(1 +х+ у)+(х+у+ху)=ху=х 1\ у, 

ра је (S; Л l' V Ј == (S; V ,1\) а to је Booleovoj algebri (S; 1\, V) dualna 
Вооlеоуа algebra. 

Prvi dio teorema izlazi odatle zbog Т 14. jer је 2а dani Booleov prsten 
s jedinicom ovome dualni jednoznacno odreden. 

13. (<::о, V,..L)- 1 (Ф, &, T)-ALGEBRE SUDOVA КАО BOOLEOVI 
PRSTENI S JEDINICOM 

13.1 Neka је S= {Т ,..L}. Operacije. i ' пеЬ su definirane kao konjunkcija 
& odnosno identitet а + neka је definirano kao ekskluzivna disjunkcija tj. 
Т +..1. = Т, ..1.+ Т = Т, т + Т ""..L, ..1. +..1. =..1.. Lako se vidi da је 
(S; +, .,') Booleovprsten s jedinicom. 

13.2. Neka је kao u 13.1. S = {Т ,..L}. Operacija + neka је definirana 
kao ekvivalencija, operacija . kao (inkluzivna) disjunkcija· а operacija ' kao 
identitet, Lako se vidi da је (S; +, ,,') ВооЈеоу prsten s јеdiпiсош', dualan 
Booleovom prstenu s jedinicom iz 13.1. . 

. .:-; 

13.3. Neka је - kao u 10.3. - Т skup koji sadrzava simbole Т ,..1. i 
prebrojivo beskonacno mnogo (оо Т i ..1. i medusobno ra21icitih) simbola za 
vari.iable х/; Т = {Т ,..1., Х1 ' ха, .•. }. Z neka је neki da.ni (konacni јlј beskonaeni) 
podskup оо Т, takav da је ..1. Е Z .. 
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Neka је dalje ~ skup svih (kona~nih) izraza koji se mogu sagraditi 
povezivanjem elemenata оо Z simbolima za Ыпаспе оресасјје <=>, V. U !z 
uvedimo relaciju ekvivalencije R time da za ZI' Z. Е ~ stavimo ZI R Z. onda i 
sзто onda. ako su ZI' z •• shvaeeni Ьо formule аlгеЬсе sudova, semanti~ki јednаЮ. 
Sa R је odredena particija оо !Z па disjunktne klase. Kvocijentna struktura 
~/Я је skup tih klasa; оznа~јто taj skup sa 8z . U 8z definirat сето ореrз
сјје +,' ovako: Ako su х,у Е 8z • odaЬесето и tim klasama (elementima od 
~/Я) ро jedan element !Z kao predstavnikay klase. Neka је ух=Х. уу=у'. 
х+у definiramo sada kao klasu koja saddi х'<=>у' а х· у definiramo Ьо 
klasu ko,Ja sadr!i х V у'. Odatle Ыо smo konstruirali ~/Я lako uvic!amo da 
su te definicije dobre, tj. da је njihov rezultat jednozna~no odrec!en (neovisan 
о izboru predstavnika klasa х, у). 

Prema konstrukciji !ZIR i definiciji +.' u 8z lako se. provjerava, da 
је (8; + •. ) Booleov prsten s једјпјсот {1 = .L. 0= 1 + 1 = Т). 

Ako Z saddi konacno тпого elemenata bit се i 8z kona~. ТаСпјје. 
buduci da Z ро pretpostavci ьаdrli .1.., а {<=>.V • .1..}={~7' ~a. ~18} је prema 
II 8.7.3. baza algebre sudova. stoga - ako Z saddi п (n:>О) simbola х, -
saddavat се 8z 2'11' el~menata. јес u аlгеЬсј sudova јта upravo toliko razli
citih funkcija od п danih varijabla. Ako је Z (prebrojivo) beskona~. bit се 
i 8z prebrojivo beskonacan. 

Prednja izvodenja pokazuju u kom se smisJu skup formula alгеЬсе su
dova огсапјсепе па operacije <=>, V,.1.. то!е shvatiti Ьо Booleov prsten s 
jedinicom. (Konstantu .L шо!ето shvatiti i kao odredenu operaciju nad -
iIi funkciju od - nula varijabla.) 

Analogno bismo uz operacije ф (ekskluzivna disjunkcija). &. Т do1?iIi 
upravo razmotrenim dualne Booleove prstene s jedinicom, 

13.4. Neka је 8 skup svih funkcija algebre sudova nad varijablama iz 
nekog danog najvise prebrojivo beskonacnog skupa varijabta. 
• 1%) Za Х. у Е S neka је Х + У jednako funkciji OOredenoj sa Х<=>У. Х· У 
jednako funkciji OOredenoj sa Х V у. Lako то!ето provjeriti da је (S; + , . ) 
Booleov prsten s jedinicom (uz 1 = .L, О = Т), izomorfan s OOgovarajucim 
Booleovim prstenom iz 13.3. 

~) za Х, У Е S neka је Х + У jednako funkciji odredenoj ьа Х Ф У. Х· У 
jednako funkciji odredenoj за х & у. (8; +, .) је Booleov prsten s jedinicom 
dualan odgovarajucem 800lеоуот .prstenu iz 13.4. 1%). 

Primjeri 1%) i ~) pokazuju u kom se smislu skup funkcija algebre sudova 
mofe shvatiti Booleovim prstenom s jedinicom. . 

13.5. Vjeiba. Provjeri da је Booleov prsten s jedinicom(Sz; + •. ) iz 
13.3. uz Z = {.L, Х1} iz;omorfan s Booleovim prstenom s jedinicom (8; + •. ) 
iz 11.2.4. (uz pridruzenje: klasa оо 1.. <=> 1.. f-+ О, klasa od Х1 f-+ а, klasa оо 
x1"'=> 1.. f-+ Ь, klasa оо .1- 1.) 

14. BOOLEOVE 3-SТRUК'ЛЈRЕ 1 (&, V • <=> • ., )-ALGEВRE SUDOV А 

14.Ј. Dejinicija 9. Algebarsku slrukluru (S; Л, V ,+) zvat сето В о о I е-
01' о т 3-s t '" k t и r о т, ako је istovremeno 
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1 о (S; л . V) Booleova algebra, 
20 (S; + ,Л) Воо/еоу ,prsten s jedinicom. 

Npr. ako је (S; Л, V) dana Booleova algebra а (S; +,.) пјој ро Т 13. 
pridruzen Вооlеоу prsten s jedinicom, bit се (S; Л, V ,+ ) Booleova 3-struktura. 
~okazat сето da је ovo ujedno najopcenitiji slucaj, tj. da vrijedi 

14.2. Teorem 16. Ako је (S; Л, V, +) Booleova 3-struktura, оnаа su 
Воо/еоуа a/gebra (S; Л, V) i Booleov prsten s jedinicom (S; +, Л) medusobno 
pridruzeni (и smislu Т 14.). 

Dokaz. Treba dokazati da је хvу=х+у+хЛу. Oznacimo najprije 
maksimalni element od (S; Л, V) sa l а , а minimalni sa Оа. Nada1je oznacimo 
jedinicu od (S; +, Л) sa lр , а пиlи sa Ор. 

Tada је хЛlа =х ра је zbog 11.3.5. lр =l а • Takoder је (zbog (28» 
Оа = Оа Л Ор = Ор. Oznacimo dakle ubuduce l а , lр sa 1, а Оа, Ор sa О. 

Pokaiimo sada da х + 1 zadovoljava relacije (х + 1) Л х = О, (х + 1) V х = 1. 
Zaista, . 

(х+ I)Л(-,х)=[хЛ(,х)]+ 1 Л(iХ)=О+(,х)= јх 
ра је 

[(х + l)Л(iХ)] V х=(,х) V Х= 1, [(х + OV х] Л[(iХ) V х] = 1 

dakle stvarno (х + 1) V х = 1; u drugu ruku је 

(х+ I)Лх=хЛх+ 1 Лх=х+х=О. 

Prema т 4. mora dakle biti х + 1 = ,х, ра је ро Т 5. 

xVy=, [(iХ)Л(iУ)]=[(Х+ l)Л(у+ 1)]+ 1 = 

хЛу+х+у+l+1=Х+Ј+ХЛУ 
8to је trebalo dokazati. 

14.3. т 16. moze se dokazati i оујт razmatranjem: 
Ро (6а) mozemo danoj A-mrezi pridrHzenu S-mrezu odrediti poznava

јисј samo operaciju Л, а ocJatle ро (5Ь) mozemo odrediti operaciju \/ dobi
уепој S-mrezi pridruzene ishodne A-mreze (usp. Т 3.Ь». Odatle izlazi da је 
zadavanjem Л -оресасјје dane mreze jednoznacno odredena i пјепа V -opera
сјја. Posebno оуо vrijedi i za Вооlеоуе algebre. Prema tome, ako је· 
(8; л , 'ј , t-) Booleova 3-struktura, тога se Booleova algebra (S; Л , v) pokla
pati s Вооlеоуот algebrom pridruienom prstenu (S; +, Л). 

14.4. Neka је S = {Т, 1-}, Л disjunkcija, V konjunkcija i + ekvivalen
сјја. Tada је (S; Л , V ,+) Вооlеоуа 3-struktura а ,х је komplement od 
х u (S; Л, V). . . 

Dualno analogno uz Л = &, V = (inkluzi'v'na) disjunkcija, + "= ekskluzivna 
disjunkcija. 

14.5. VjeZba. Pokazi, analogno razmatralJjima u 10.3. ; В.,Ј, u kom se 
smislu skup formula algebre sudova., О?Пll1iсспе па opuacije 'у, &, ;С), -"1, 

moze sIlvatiti Booleovom 3-stгukturоП1. 

14.6. VјеЊа. Pokazi, anatogno rUlmatranjima u 10.4. i 13.4, u kom se 
smislu skup funkcija algebre sudova moze shvatiti Вооlеоуоm 3-strukturom. 

и Matematifka logika 



GLA VA IV 

LOGIКA SUDOV А 



1. LOGIКA SUDOVA J1ERSUS ALGEВRA SUDOVA 

u stvari се tek оуа Glava biti "matematicka logika" u иzeт smislu. 
U drugoj i trecoj Оlауј ispitivali smo dodulle sudove, ali metodama klasicne 
matematike, poglavito apstraktne algebre. Zato smo matematicku teoriju izgra
divanu u Glavi 11 i zva]i algebrom sudova. 

U o~oj се Glavi biti formaIizirani tj; (и principu), ·liSeni znaCenja. пе 
samo objekti teorije уес i dedukcija unutar teorije. Dakako, kOO rasudivanja 
о teo~iji slufit ,*mo\se i nadalje sadrzajn01f' dedukcijom ali се опа biti. strog~ 
оgrашсепа па fOцtne~J>ostupke. Ukratko receno, оуа се se Glava razlJkovatl 
~d druge prvenstveno '\1 tome, IIto сето ovdje zahtijevati bitno vecu striktnost, 
rlgoroznost i skrupuloznost nego Ji. 5tO j~ {о u Оlауј II Ыlо potrebno i то
guee. Naprimjer, ovdj~. si песето тоеј dozvoJiti izreke poput "izvod meto
daша иоЫј::ајепјт u aJgebri". Teorija о toj strogo formaIiziranojmatematicko
logickoj teoriji koju сешо zvati logikoin sиdova bit 6е dakIe doduse opet 
ne-formalizirana, aIi strogo fiпitпа u ~mislu zahtjeva koje је НiJbert postavio 
па metamatematiku i time па daleko ујзет stepenu "pouzdana" i "egzaktna" 
nego lј su to opcenito metode kJasicne rttatematike. (U problematiku formali
zacije i same metamatematike i njenog ispitivanja pomoeu jedne mеta-щеta
mateml}tike ovdje пе mofemo ulaziti.) 

U skladu s оујт zahtjevima ,,(Нзс~пја" formalizirane teorije оо еЈете
nata koji Ы u пји mogli роsrцiпо unijeti nesto 5tO sami nismo јтаН 
namjeru da svijesno u пји stavim<t. bit сето konsekventni ako ovdje same 
simbole smatramo objektima teorije а nе oznakama za objekte teorije. U Оlауј 
11, npr., Т је Ыlа ozn~ka јlј јте za istiniti sud. Ovdje се sam 2nak Т biti 
"istiniti Slld". \' 

105 192.1 Нilbert је napisao: 

" ... ap~'traktno ореriЈЋпје ope:m sadrfajima i opsezima ројтеуа poka
zalo зе nedovoljnim i nesigurnim. Као prcduvjet za primjenu logickih zaklju
caka i provodenje 10gickih operacija шота naprotiv nesto уес biti dano и 
predodfbi: odredeni izvanlogicki diskretni objekti, koji su prije 1>vakog тјз
lјепја zorno tu kao neposredan dofivljaj. Treba li logicko zakljucivanje da 
bude sigurno. mora da se ti objekti potpuno u svim dijelovima mogu рсе
gledati а пјЉоуо navodenje, пјЉоуо razJikovanje. пјЉоу slijed za nas' је 
istodobno s objektima neposiedno {и kao ne5to. sto se пе mofe reducirati 
па jos neSto drugo. Кад zauzimam оуо staja,liste, шепi s\J - u tacnoJ supro
tnosti prt;ma F'regell i Dedekindu - predmeti teorije Ьтојеуа znakovi sami, 
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kojih oblik mofemo opcenito i sigurno роnоуnо prepoznati neoviSllO о 
mjestu i vremenu i о posebnim uvjetima izrade znakova kao i od 11cznatne 
razlika u izvedbi. (U оуоm smislu zovem znakove istog оЬНkз kratko "isti 
znak"). U tome lezi cvrst filozofski stav, za koji smatram da ga treba zahti
jevati kod zasnivanja ciste matematike kao uopce za sve nаисnо misljenje, 
razumijevanje i saopeavanje: па pocetku - tako to ovdje vrijedi - је znak". 

Puni ~misao i doseg svega ovog osjetit се se tek proradivanjem teksta 
koji slijedi. Iako се па niv.ou algcbre odnosno logike sudova razlike biti 
uoeljive znatno yj~ u koncepciji i melodama izgradnje teorije nego li u njenim 
rezul1atlma, ipak сето уес u оуој knjizi па о>nоуи tih razlika тосј prosu
diti i осјјеnјН dubinu i dalekoselnost Нilbertova zahvata kojim је matematiku 
odijelio od metamatematike. (Naime, па nјуои sudova пс Ы bilo tesko ргесј
zirati formiranje formula algebre sudova i manipulacije s jednakostima medu 
nјјта tako da оnа postanc islo lako rigorozna ka.o 5t.o се biti l.ogika sudova 
koju сет.о iznijeti u .ovojGlavi. MedHtim u dalj.oj izgradnji matematicke 
logike i njene ргјтјеnе па npr. aksiomatsko fundiranje teorije skupova razli
kuje se izgradnja teorije рош.оси finitne metamatematike .od njene klasicne 
izgradnje znatno radikalnije neg.o li kod sud.ova i па takv.om nјуои nije vise 
m.oguce klasicne P.ostupke precizirati u toj тјесј da Ы za tak.o "proeisCenu" 
klasicnu te.oriju finitna metamatematika P.ostala izliSna ada sama pr.ociscena 
teorija zadrzi preda5nji .oPseg i d.oseg. Razlog оуе razlike је u tome 5to је 
klasjcna algebra sudova i sama u .osn.ovi finitna d.ok t.o npr. klasicl1a te.orija 
skuP.ova nјје. Stoga је._ b.olje da odmah - od P.ocetka, .od niv.oa sudova, l1а 
striktn.oj finitn.osti inzistiram.o jedin.o kod izgradllje striktno jormalizirane 
te.orije.) 

Оуа је dakle Glava "nadgradnja" u razvoju matematicke logike l1ad 
Шау.от 11. N.o i druga Glava bila је potrebna, jer se bez nјс nс Ы pravilno 
moga.o ocijeniti znacaj i smisao оуе. Коnасn.о, takav је Ыо i historijski put: 
najprije se је - па nју.ои sud.ova - matematicka I.ogika razvijala щеtоdаша 
kla,icne matcmatike, kao sto smo' (.о prikalali u Glavi Н, а tek kаsпiје for
maliziran.om dedukcij.om kao sto сето to .opisati .ovdje. Sama аlауа П Ilе 
dajc sliku modernijih k.onccpcija u matcmatick.oj l.ogici па nјуои sudova, dok 
sama Glava IУ nс Ы u potpun.osti .opravdala i rastumacila svoje P.ostojanje. 

2. SIMBOLI I,OGIKE SUDOV А 

2.1. Dejinicija 1. S;mboli !ogike su~lova jesu ЈО slova log;ke sudova, 
20 о Р е r а 1 о r ј logike sudova i Г z а.ч r а d е log;ke sudova. 

ЈО S(ova logike sudova jesu: 

(1) { а) KOlJstante logike sudova Т, 1.; 
Ь) v а r ij а ЬЈ е lо.чikе sшЈоvа а, Ь, с, d, е, ј, g.. '" 

20 Operafori logike sшlQ}'а jesll: 

(2) 1, &, У, о;"~ 

prvi oll IIjih је 1l1lии",; operator а osfali su Ыnагnј. 
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ЗQ Zagrade logike 'sudoVQ јеЈU: 

(3) (,); 

prVQ od nјјћ је lij е V а, а druga d е s п а. 

Umjesto "simboli logike sudova" ссеј сето cesto samo "simboli" ; 
analogno za sIova, konstante, уасјјаЫе, operatore i zagrade. 

2.2. Pretpostavljamo, da јтато па raspolaganju potencijalno prebroj;"o 
beskonacno mnogo уасјјаblа. Kad to Ыето, misIimo time ссеј оуо: 

Kako god veliki Ыо neki odabrani prirodni Ьгој п, u nizu а, Ь, с, d, е,Ј, g, ..• 
mozemo јсј tako daleko da su mu сlапоуј do ukJjucivo n-tog sve medusobno 
(ј od т, Ј...) razlicita slova. Kod toga dakako nije bitno 8tO abeceda saddi 
samo tridesc1ak razlicitih slova, јег је Jako mozemo ро уоlјј daleko па siste
matski nacin nastaviti nekim daljnjim znakovima. Uostalom, mogH smo umjesto 
а, Ь, с, d, е, Ј, g, ... uvesti niz а1 , а2' аз, а4 , а6 , ... u kojem clanove !'. raz
Jicitim indeksom smatramo raz!icitim. 

Najcisce (пајте bez potrebe da unaprijed рщпајеmо аЬесоои Ш znakove 
za oznacavanje prirodnih Ьсојеуа) mogli bismo kao potencijalno рсеЬсојјуо bes
konacan niz уагјјаblа uvesti оуај: 

1, 11, 111, 1111, 11111,··· 
Ocito је medutim, da Ы ovakvo oznacavanje - iak6 u nacelu najbolje - prakti
cki Ыlо nespretno. Ostat сето stoga kod niza iz D 1, 10 Ь; vjdjet сето da се 
nam za nasc potrebe fakticki dostajati nekoIiko рсуЉ slova abecede. 

2.3. Intuitivllo се dakako slovima algebre sudova odgovarati sudovi. Kon
stanti Т odgovarat се istiniti а konstanti Ј... neis6niti sl1d. УасјјаЫата Jogike 
sudova odgovarat се varijabJe algebre sudova, tj. па "njihovo mjesto" тоеј се 
"doei" Ьјlо neki istiniti, Ыlо neki neistiniti sud: 

Operatorima logike sudova odgovarat се орссасјје aIgebre sudova, i 10 
svakome jednako oznacena: operatoru ---, negacija, ореrаtщu & konjunkcija itd. 

(8to se tice samih simbola tih operatora, опј u Jiteraturi nisu jedinstveni. 
Postojc aJternativni istog oblika kao 8to је u 11 1.4.9. ЫЈо navedeno za ш
gebru sudova.) 

Zзgгаdе се, kao i јпасс u matcmatici, imati ulogu da omoguce i osiguraju 
jednoznacnu rekonstrukciju sastava slozcnih izraza. Pokazat се se, da је u tu 
svellu u ргiпсiрlI dovoljal1 jedan рас (jedna .·rsta) zagrada. (А bilo Ы moguce 
i pisanje bez zagrada иорсс, kao 5to се biti pokazano u 5. do 5.4.) 

2.4. U dаlјеш tekstu striktno сето se drzati D 1. (Usporedi пре. vje~bu 
~.З.], narocilo 20,50, 100 i 110.) 

3. RIJECI LOGIКE SUDOV А 

3.1. Dcjinicija 2. SI'aki (neprazni) konacni sJog (niz) simbola logike 
sudm'{[ zOI'e Је r јј е с logike slldova. 

(Ubllduce сето cesto ссеј samo "сјјеС".) 
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Rijeci dakle доЫуаmо аКо nanizemo једan iza drugog simbole logike 
sudova. Svaki роједјпј simbol takoder је rijec. Dakako da u дапој rijecl isti 
simbol moze nastupiti i vise puta. Tako su npr. l.. Т Т, а), ааЬТ, "', 
) ( itd. rijeci logike sudova. 

3.2. Broj 8 (8:> 1) simbola neke rijeci zove se диlјјпа te rijeci; 
pritum se svaki simbol broji' onoliko puta kоЩо puta u дапој rijeci dolazi. 
Npr. rijec а јта duljinu 8 = 1, а rijec а=> (--,а => Ь) јта duljinu 8 = 8. 

Duljina neke rijeci nije objekt forma1izirane matema.tick<>-logicke teorije 
koju izgradujemo, пајmе logike sudova. Ona pripada metamatematici роmосu koje 
izgradujemo logiku sudova i ukazuje па odredeno svojstvo -,- пајте duljinu.-
nekih objekala logike sudova ...,... nai11le rijeci. '1 '. 

Simboli logike sudova su једјпе rijeci duljine .1. 
3.3. Vjezbe. 
3.3.1. Којј од navedenih izraza su rijeci logike sudova: .., 

10 »); 20 а<:::Ь; 30 а; 40 ,&V; 50 =>,<:::>; 60 d'; 70 Ь,; 

80 anЫ; 90 (a&b)+(aVb); 100 (а)&(Ь); 110 о; 120 -17 

(Odgovor: 10, 40, 80 su rijeci; ostali i~razi nisu. Npr. u 20 dol~zi znak "с" 
koji nije simbol logike sudova (=> Jest);· u 50 dolazi zarez "," koji пјје 
simbol logike sudova; u 60 i 70 slova dolaze kao eksponenti odnosno indeksi 
8to nismo predvidjeli u D 2.; .u 100 slova "а" i "Ь" nisu u kurzivu (Ьо u 
D 1, 10 Ь»; u 110 i 120 simbol а odnosno Т (Ш l..) пјје u poloZaju ргед
videnom s 3.1., 

3.3.2. Koliko' u nasem sistemu јmа rijeci odredene duljine 8 koje su 
takve da пе sadrze nijedno slovo'? (Odgovor: Koliko i varij~cija s ponavljanjem 
od 5 + 2 = 7 elemenata - operatora i zagrada' - 8-tog razreda, dakle 78.) 

3.3.3. Оа li је izraz ааа ... а гјјес'? (Nije; izraz ааа .•• а moZe even
tualno biti kraca oznaka za ncku, rijec Ш oznaka tlekih rijeci odredenog tipa 
(прг. takvil\ koje sadrzc' samo .slova а) по оп, sam ро sebi, пјје rijec jer 
sadrzi znakovc "." koji nisu simboli logike stidova.) 

3.3.4. Koliko јmа гјјесј7 (Rjesenje: Sve simbole logike sџdоvа mozemo 
numcrirati prirodnim brojevima npr. tako da Т аитегјгаmо sa 1, ..L sa 2, 
opcrator & sa З, V sa 4, => sa 5, <-> sa 6, ' sa 7, zagradu (sa 8,) sa 9 
а zatim varijablc logike sudova brojevima од 10 redom па vise. Тјте се i 
svakoj гјјссј logike sudova uzajamno jednoznacno odgovarati neki (neprazni 
konacni) slog pozitivnih prirodDlh brojcva. Ove slogove родјјеНmо sada пај
ргјјс u klasc tako da u klasu (Ј udu опј i samo опј slogovi za koje је zrroj 
svil\ . Ьгојсуа koji ih sacinjavaju - svaki uzet onoliko p1Jta koliko dolazi u 
slogu - jcdnak (ј. Dobivcnc klasc mozcmo poredati u prebrojivi niz ро 
rastuc<:n1 (1, а tlП\ltаг svakc k1asc pOl'cdajmo slogovc koje опа sadrzi lcksiko
grafski. Buduci да svaka klasa 5adrzi samo konacno mnogo slogova, poredani 
su til11c svi slogovi u ргсЬгојју niz, ра znaci da ih јmа prcbrojivo bcskonacno 
mnogo. 1 гјјссј logikc sudova јта dak1c prebrojivo bcskonacno mno!\o. 

3.4. Ukoliko ројсдјпе гјјссј logikc sudova пе navodimo dircktno (ckspli
citno) oznacavat сет о ih redovno vclikim latinskim slovima (evcntualno s 
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indeksima). lznimno сето simbole ЫпаrnјЬ operatora kojiput oznacavati 
kruzicem о, а varijable logike sudova malim latinskim slovima х, у, ... Takve 
oznake zvat сето i р о k r а t а..т а za odgovarajuce лје~ј, bez obzira da li 
sama rije~ sadrzi viJe od jednog simbola ili пе. Npr. А moze biti pokrata za 
а ili za «а» ili za Т ...L => а & ЬЬЬ itd. Razumije se medutim da i оре! takve 
pokrate same nisu objekti forma1iziranog matematicko-logi~kog sistema koji 
izgradujemo (пајте logike sudova), vec oznake ili јтепа takvih оЬјеКаШ. 
Опе dakle nе pripadaju matemati~koj teoriji koju izgradujemo, vec metama
tematici роmосu koje ispitujemo nasu matematicku teoriju. 

3.5. Kod pisanja i oznacavanja slozenih izraza logike sudova sluzit сето 
se ovim principom jиkstapozicije iIi nadovezivanja: Ако su А i В oznake za 
rijeci logike sudova, oznacavat се АВ rijec logike sudova koju dobijemo ako 
ispisemo najprije redom simbole rijeci А а zatim па пјЉ nadovezemo redom 
simbole rijeci В. Npr. ако (aV Ь) oznacimo sa А, а &с sa В, bit се АВ 
oznaka za (а V Ь) & с. Analogno сето slagati oznake za vise od dvije rijeci. 

Upotrebljavat сето i "mijesano" oznacavanje rijeci logike sudova, 
time da dopustimo slaganje i rijeci i oznaka za rijeci. "Npr. ако h oznacimo 
sa А а aV -,а sa В, bit се А=>(В) oznaRa za b=>(aV -,а). Razumije se da 
takvi "mijesani" izrazi poput А =>(В) i opet nisu objekti logike sudova vee 
пјепе metamatematike. Копаспо, slaganjem samih rijeci logike sudova dobi
vamo opet rijeci logike sudova. Npr. ako па rijec -,(а nadovezemo rijec 
& -, а), dobivamo rijec -,(а & -,а). 

3.6. Mogu se uvoditi i oznake za oznake za rijeci itd. Neka је npr. А 
oznaka za rijec а& -,а а В oznaka za (oznaku) А=>Ь. Tada је npr. А=>{В) 
oznaka za А =>(А =>Ь), а ovo је oznaka rijeci а & ,а=>{а & ~а=>Ь). А =>(В) 
је dakle oznaka oznake rijeci а & -,а => (а & ~а=>Ь). Slicno Ы mogli govoriti 
о oznakama za oznake oznakO rijeci itd. Sve ovakve tvorevine opet su objekti 
metamatematike logike stldova а ое same logike sudova. Radi jedoostavnosti izra
zavanja govorit сето јрак cesto - ако пе bude opasnosti zзЬипе - naprosto о 
"oznakama za rijeCi". 

Cesto сето росј i когак dalje, ра cemo-umjesto da kazemo da је А 
oznaka пеке rijecj - reci kt:aee da је А rijec. Ovakvo izrazavanje zapravo 
пјје korektno аlј је иоЬјсајепо u matematici i uz potrebni oprez пе dovodi 
do zabune пј nesporazuma. Npr. ако logaritamsku funkciju varijable х ozna
сјто sa /og х, reei сето оЫспо da је log х Љпксјја od х, јако је to u stvari 
oznaka za funkciju а пе funkcija. Postoje dakako jaki razJozi zbog kojih se 
odlucujemo da prihvatimo ovakvo u ргјпсјри nekorektno izrazavanje: ti 511, 

8to Ы јпасе izrazavanje ubrzo postalo dugacko, nespretno i nepregkdno. 
3.7. Ако А oznacuje прг. rijec aV -,Ь, pisat сето A=aV -,Ь (,,=" 

citaj "identicki jednako"); analogno za druge rijeci. Ne treba da nas smeta 
naziv "identicki jednako" medu objektima којј nisu identicki jednaki u иоЫ
сајепот (nematematickom) znacenju tog naziva. Izraz poput А=а\1 ,Ь dakako 
opet, kao cjelina, пјје objekt loglke slldo,,"a, vec пјепе metamatematike. Ako 

. su А i В oznake (ili oznakeza oznake itd.) za istu гјјес, pisat сето (ako 
пета moguenosti zabune) А-==В. (и prvom sJucaju: A-==аV -ЈЬ simbol -== је 
dakle Ыо oznaka relacije izmedu objekta metamatematike i objekta m~tematike; 
u drugom: А-==В оп је oznaka relacije medu objektima metamatematike.) 
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3.8. Pomoeu terminologije i simbo1ike uvedene u 3.4. i 3.5. то!ето 
rijeci 10gike sudova definirati i ovom induktivnom definicijom: 

Dejinicija 2а. 10 Svaki simbol logike sudova је rijee logike sudova. 
20 Ako је А 'јјее а В simbol logike sudova, onda је АВ rijee logike 

sudova. 
30 Роmосu 10 i 20 moze se konstruirati svaka rijee, tj. пета drugih rijeei 

osim onih, koje se dobivaju (eventualno visestrukom ali konaeno mnogo puta 
upotrebUenom) primjenom 10, 20. 

Npr. ау -,Ь је rijec ро D 2. Ро D 2а. to је takoder rijec jer: а је 
simbol ра је to ро 10 i rijec; по V је simbol ра је ау ро 20 rijec. Isto 
tako -, је simbol ра је - оре' ро 20 - а V -, rijec. Konacno j Ь је simbol ра 
је ро 20 а 'Ј -, Ь rijec. 

EkvivaJentnost D 28. sa D 2. neposredno је oeita. 

3.9. Ako је А oznaka neke rijeci, oznacit сето duljinu 3 te rijeci sa 
3[А]. ("а[А]'" пјје ·dakle niti objekt logike sudova, niti svojstvo objekta logike 
sudova nego oznaka za svojstvo objekta logike sudova.) 

Ako је 1) [А] = 3А , 3 [В] = 3в , bit се 3 [АВ] = I)А + 3в ; analogno za rijeci 
dobivene jukstapozicijom od vise гјјеСј. 

3.10. VjeZbe. 

3.10.1. Ako је А=:=а:::>Ь, В=Ь, 8tO oznaeuje 10 АА; 20 АВ; 30 ВА; 
4" (А):::> В; 50 а:::> В? (Odgovor: 10 а:::>Ьа:::>Ь; 20 а:::>ЬЬ; 30 Ьа:::>Ь; 40 (а:::>Ь):::>Ь; 
50 а:::>Ь. 

3.10.2. а) Na koje se пасјпе rijec -, -, (а) moze sastaviti nadovezivanjem 
dviju rijeci? Ь) Na koliko nacina se dana rijec duJjine 3 (3:> 2) то!е sastavi
ti nadovezivanjem dviju rijeci? с) Na koJiko пасјпа se dana rije15 duljine 
1) (о:> 3) moze sastaviti nadovezivanjem triju reci? (Odgovor: 

а) АВ=:=,-,(а) щ. 10 А=:=-" В=-,(а); 20 А=:=-,-" В=(а); 

30 А==-,-, (, В=а); .40 А=:=-'-' (а, В=:=). 

Ь) Na 3-1 nacin. с) Prema Ь) moze se дanа rijec dobiti sastavljanjem 
triju od kojih prva јma duljinu 1 па 3-2 nacina; ako prva јта duJjinu 2 
па 8-3 nacina; opCenito ako prva јта duJjinu k па 3-(k+ 1) naeina. k је 
barem 1 а najvise 0-2, ра је traZeni Ьгој jednak 

(3-2)+(8-3)+ ... + 1 = ~ (3-1)(3-2). 

Qva foП:Шllа vrijedi' - kao 5tO vidimo direktno - i bez ograni15enja 8:> 3.) 

. 3.10.3 Neka је А =:= ааоо, В == оо. Којјт је sve oznakama, u koje ulazi 
В, oznaka А identi15ki jednaka? (Odgovor: А =:= Ваа::; аВа =ооВ = ВВ.) 

3.10.4. Neka је 

А=:=а:.:>с, В=:=Ь:::>с, С=аУЬ:::>с, Da(a:::>c):::>«b:::>c):::>(aVb:::>c». 

Sta oznacuju Х" У, Z, U ako је XkYBZCU=D? (Odgovor: 

Х;:::(, У=):::>«, Z=):::>(, И=:=».) 
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4. FORМULE LOGIКE SUDOVA 

4.1. Medu svim {јјесјта logike sudova istaknut сето neke koje сето 
zvati formulama Jogike sudova ili krace formuJama (Ш suvislim rijecima). 

Dejinicija 3.1 (Formiranje f о r т и 1 а logike sudova) 
10 Svako .slovo logike sudova је formula logike sudova. 
20 Ako је А formula, onda је i -,(А) јогтuШ. 
Nadalje, ako su А i В formuZe, onda su i ove rijeciformule: 30 (А) & (В), 

40 (А) V (В), 50 (А) :::> (В), 60 (А) <::> (В). 
70 Formule su samo оnе гјјесј koje se mogu konstruirati (eventualno 

vi!estrukom ali konacno mnogo puta upotreb1jenom) pr,imjenom 10 do 60. 
Buduci da formule сјпе podskup skupa rijeci logike sudova koje su 

objekti logike sudova, to su i formule logike sudova objekti logike sudova. 
Npr. da је (а):::> «Ь) v (-,(Ь») fOJ'mula. uvidэ.mо ovako: Ь је formula 

ро 10, ра је -,(Ь) formula ро 2° i stoga (b)V(,(b» formula ро 40. Kako 
је i а formula ро 1 о, to је dani izraz formula ро 50. 

О tome kako se za danu {јјес moze ispitati da li је formula ili пе, bit 
се govora nesto kasnije (usp. 4.6.). 

Intuitivno, ako slovima. odgovaraju sudovi, formиlата odgovaraju (suvisli) 
slozeni sudovi sastavljeni оо о~поупЉ (najvise) ротоси konjunkcije, disjunk
сјје, implikacije, ekvivalencije i negacije. 

4.2. za formule uvodimo induktivno i ројат r а п g а. Rang formule А 
oznacavat Сето sa р [А]: 

Dejinicija 4. Slova јтајu rang О. р[,(А)]=р[А]+ 1. 
. . 

р [(А) & (В)] = р [(А) V(B)] = р [(А):::> (В)]=р [(А) <::> (В)] =rnах {р [А], р [В]} + 1. 

Kod formiranja forrnule ро D 3. primjenom 20 raste dakle rang za 1, 
а рлтјепот 30 do 60 rang поуе forrnule је za 1 уесј od ranga опе kompo
nente koja јrnа уесј rang (odnosno, ako оЬје irnaju isti rang, za 1 veci od 
toga ranga). 

Kasnije сето (usp. 4.6.) vidjeti, da јё rang dane forrnule jednoznacno 
odreden broj. (А priori пајте пјје evidentno пе moze li se dana forrnula 
jzgraditi па vise паејпа ро kojima Ы dobila vise rangova.) 

Као ,,8 [А]", i "р [А]" је oznaka za OOredeno svojstvo nekog objekta 
logike sudova, naime formule oznacene sa А. No dok је 8 [А] definirano za 
svaku rijec, р [А] definirano је za опе i samo опе rijeci koje su forrnu]e. 

4.3. VjeZbe. 
4.3.1. Које od navedenih rijeci su formule: 

10 -,а; 20 (,а); 30 -, (а); 40 (, (а»; 50 aVb; 60 (aVb); 7° (а)у(Ь); 
80 ({а) V (Ь»; 9° -,-,а; 100 -,(-,а); 110 -,(-,(а»; 120 (-,-,)(а); 

130 (-, (-,а»; 14° -, (а:::> Ь); 15° (-,а) :::> (Ь); 16° (-, (а»:::> Ь; 
17° (-,(а»:::> (Ь); 180 (a&b)Vc; 190 «а)&(Ь»'/(с); 200 (а) & «Ь) V (с»; 

210 (a)&(b)V(c); 220 z? 
. (Odgovor: ЗО , 7°, il°, 17°, 190, 200, 22° su formule; ostale rijeci nisu.) 

1 Usporedi ovu induktivnu definiciju s induktivnom definicijom тјјесј u 3.8. 
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4.3.2. Које sve .formule sadrze 10 od slova samo jedamput а; 20 od slova 
samo dvaput а1 (Odgovor: 10 а, ,(а), ,(,(а», ,(, (, (а») itd; 20 «) sa 
& а bez ,: (а) & (а), ~) sa & i s jednim znakom ,: (а) & (, (а», (, (а» & (а). 
, «а) & (а», у) sa & i s dva znaka ,: (а) & ("/ (, (а»), (. (а» & ("/ (а». 
(, (, (а») & (а), ,«а) & (, (а»). ,«, (а» & (а», ,(, «а) & (а») i dalje 
formule sa & i tri i vi~e znakova -,; nadalje analogno gradeni izrazi s~ 
У, ::> iJi <::> umjesto &. 

4.3.3. Које su sve formule duljine 8, za 8.;. 1, 2. ... 101 (Odgovor: 
Jedine formule duljine 1 su slova - konstante i varijable - logike sudova. 
Formula duljine 2 i 3 nema, jer su. nakon slova, najkrace formule oblika 
,(А) gdje је А neko slovo. То su ujedno sve formule duljine 4. Formula 
duljine 5 i 6 opet пета. Formule duljine 7 su oblika ,(, (А», (А) & (В), 
(А) V (В), (А) =:> (В), (А) <=> (В). gdje su А i В slova. Formula duljine' 8 i 9 
пета. Formule duljine 10 su оЬЈјЬ ,(, (, (А»), zatim ,«А) & (В», 
(, (А» & (В), (А) & (, (В» gdje su А i В slova te analogno gradene formule 
s operatorom У, =:> i1i <=> umjesto &. 

4.3.4. Koliko јта formula1 (Rjesenje: U jednu ruku, buduci da је svako 
slovo formula, formula јта barem prebrojivo beskona~no mnogo. U drugu 
ruku, buduci da је svaka' foЈ mula гjj~" formula ро 3.3.4. јта najvi~e рге
brojivo beskonacno mnogo. Odatle formula јта ta~no prebrojivo beskona~no 
mnogo.) 

4.4. Уес vjezba 4.3.3. pokazala је da za neke 8 ne postoji nijedna 
formula quljine 8. Pokazat Сето da opeenito vrijedi: 

Postoje samo formule duljine 8.,. 3 у-2 (gdje је у pozitivni prirodni 
Ьгој). (Za svaki у postoje formule duljine 3 У-2; по dakako nјје svaka гjje~ 
te duljine i formula.) 

Tvrdnju сет о dokazati indukcijom ро 8'= [ 3~1 ], gdje је 8 duljina [jje~j 
logike sudova а [ ] oznaka za "najvece cijeio оо". 

Baza indukcije. Tvrdnja је -sigurno ispravna za 3'=0 tj. za 8 <: 3· 1 = 3. 
јег (usp. 4.3.3.) formula duljine 2 i 3 nema, а 1 = 3 . 1-2. 

Korak indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za 8' <: џ.-l (џ.:;;. 1) tj. 
za 8 <: 3 . џ. i pokazimo da опа tada vrijedi i za 8'<: џ. tj. za 8", 3 (џ. + 1). Zaista, 

'ako је 3џ.< 8[А]<:3(џ.+l), formulaA је ргета °D3. oblika А=,(В), 
А=(В)&(С), А=(В)У(С), А=(В)::>(С) ili А' (В)<=>(С), gdje је u prvom 
slucaju 8[В]<.3(џ.+ 1)-3=3 џ., а u ostalim 8[В] i 8[С] тапје od 3(џ.+l)-
5 < 3 џ.. Ро pretpostavci indukcije је stoga u prvom slucaju 8 [В] = 3 У-2, 
dakle 8[А]", (3 У-2)+ 3 ='3 (У+ 1)-2, а u озшlјт 8[В]= 3yJ -2, 8[q= 3У2-2, 
ра је 1u 1) [А] = (3 УЈ-2)+ (3 Уz-2) + 5=3 (УЈ +Уz + 1)-2. Ako је pak 8 [А] <: 3 џ. 
tvrdnja је ispravna vec ро pretpostavci indukcije. 

Тјmе је dokazano da svaka formula јmа duljinu 8 = 3 У-2. Nadalje, 
гјјесј Т, ,(Т), -;(,(Т», '('('(Т») itd. pokazuju da za' svaki v ро
stojc fогпшlе duljine 3 у- 2 .а гјјесј ). »», »)))) itd. da nisu sve гјјесј tih 
d\lljina fOrm\lle. 
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Inа~, da vec znamo da је rang formule jednoznacno odreden broj, mogli 
Ы tvrdnju nesto jednostavnije dokazati indukcijom ро rangu р [А] formule А: 

Вaza indukeije. Tvrdnja је ispravna za р [А] = О, jer је tada . 

3 [А] = 1 = З ·1-2. 

Korak indukeije. Ako је tvrdnja ispravna za р [A],~, bit се za р [А] = ~ + 1 
bilo А = ,(В) sa р [В] <; ~ Ыlо А = (В)о(С) gdje је о oznaka za &, V, => 
ili <::::> sa р[В], p[C]<;~. U prvom је slucaju 3[А]=(Зv-2)+З~З(v+1)-2 
.а u ostalim 3 [А] = (З Vl-~)+(З Уа-2) + 5 = З (v1 +Уа+ 1)-2. 

4.5. Shematski prikaz jormiranja jormula. Formiranje formula тоито 
zgodno predociti shematski u obliku "drveta": svakoj primjeni D 3, 20 odgo
varat се jedna "grana" drveta а svakoj primjeni ЗА do 60 jedne ."raslje". 
Копаспо foтmјтапа formula bit се "korijen" drveta. Npr. sheme 

а Ь ,,/ 
160 

е 

а 

12· 
,(а) 

12· (а) ~ (Ь) ,,/ ,(,(а» а 
140 

«а) ~ (Ь» v (е) yr 
(,(,(а») =:> (а) 

predoCuju shematski foгmјгапје formula «а) ~ (Ь» v (е), ('('(0») => (а). Iz 
i>vakve sheme mozemo odmah ocitati i rang dobivene formule: оп је za 1 
тапјј od Ьтоја "slojeva" u drvetu; prva formula јmа rang 2 а druga З. 

Vjeiba. Predoci shematski foгтјгапје formule 

«а)=:>« ,(а»=>(Ь») =:>(((а) & (,(а»)=:>(Ь». 

(Rjesenje је drvo sa 5 sIojeva ра је rang dobivene formule 4. Radi pregled
nosti zgodno је pojedine komponente pisati taсџо jednu ispod druge, tзkо da 
svaki simbol u citavom drvetu - od krajnje grane do korijena - dolazi u istom 
vertikalnom sttlPCU: 

а а 

120 120 
, (а) Ь а ,(а) 

,,/ ,,/ 
: 5· I ЗО 

а (, (а» =:> (Ь) (а) & (, (а» Ь ,,/ ,,/ 
150 . 150 . 

(а) =:> «, (а» =:> (Ь» «а) & (, (а») =:> (Ь) 

". / 
"./ 

15· 
«а) ~ «, (а» ~ (Ь») => «(а) & (, (а») =:> (Ь». 
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4.6. U4.S. razmotreni primjeri upucuju da се rastav dane formule (,,~јШ. 
nje" sh~me odozdo prema gore) danom formulom biti jednozna~no odreden'. Time 
Ьј, specijalno, i rang dane formule ооо jednoznacno odreden. No razumije se 
da ovakvo naslueivanje ne moze nadomjestiti dokaz. (Slicno npr. u elementar
пој aritmetici naslucujemo jednoznacnost rastava prirodnog broja veceg оо 
1 па primfaktore jer kod manjih brojeva gdje јтато neposredan pregled 
mogucih faktorizacija odmah uocavamo jednoznaenost - do poretka faktora 
- rastava па primfaktore. No da Ы izrekli teorem о jednoznacnosti rastava 
moramo ga onda i dokazati.) U nizu slicnih okolnosti navelo bi nas analogno 
"naslucivanje" па pogresan rezultat. 

Drugo pitanje koje јо!! nismo тјје8Ш патеее se uz D 3: Кako Сето za 
danu т·јјеС doci do odIше da 1i је ona formula logike sudova· ili ne? za 
лјесј male duljine to dakako пеее biti ртоblет (usp. npr. vjezbu 4.3.1.). 
Medutim, ako је duljina rijeci veci broj, nije trivijalno kзkо da ispitam.o da 
li је to formula ili ne. Npr. vee za rije~ duljine ~ = 43 

-, « -, «(а) v (..1..» => ( -, (с»» v « -, (а» => ( -, (-, (Ь»») 

пјје neposredno na prvi pogled vidljivo da li.је to formula. 

Da Ы odgovorili па pitanje odlucivosti рrоblеП1а da 1i је dana тјјее 
formula i da Ы rigor<ni1O dokazali јеdЈюzпаепоst formiranja dane formule. 
drugim тјјесјта jednozna~nost postupne razgradnje dane foттиlе па sve паее 
komponente, do. kona~no, slova logike sudova, potrebno је d~ najprije detaljnije 
analiziramo ulogu zagrada u komtrukciji slozenih izraza kзkо smo је definira1i 
pravilima formiranja formula logike sudova (D 3.). 

Pretpostavimo da neka rijec sadrzi paran broj zagrada i da su one na 
neki nacin podijeljene u parove od ро dvije zagrade. za zagrade pojedinog 
para reci сето da su medusobno pridruzene. Mel1u'>obno pridruZenje mozemo 
oznaciti istim indeksom ispod zagrada. Npr. u rijeci ) (а &») Ь =» moZemo 
pridruziti prvu zagradu petoj (prvi par), drugu trecoj (drugi рат) i cetvrtu 
sestoj (treci par), 8tO Сето oznaeiti ovako: 

) ( а & ) ) ) Ь => ). 
12 231 3 

Razdiobu zagrada neke тјјееј 10gike sudova u parove medusobno pri
druzenih zvat сето regularnom ako опа јта svojstva: 

1 о Svaki рат medusobno pridruZenih zagrada sadrzi jednu 1ijevu i jednu 
desnu zagradu, i to tako, da lijeva dolazi u тјјесј lijevo оо njoj pridrufene desne. 

20 ВИо koja dv& рата џ.. v mel1usobno pridruknih zagrada (ako rijee 
uopee sadrzi vise оо dvije zagrade) dolaze u rijeei - ne gledajuci па njene 
preostale simbole - bilo u porel1aju 

( ) ( ) 
.: 

t.t t.t v v 
bilo u poredaju 

( ( ) ). 
t.t v v t.t 

ali nik.ad ое dolaze u porel1aju 
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( ( ) ), 
IL V IL V 

tj. пе mogu se razdvajati. (Drugim rijecima, parovi medusobno pridrиzenih 
zagrada ili su posve jedan izvan drugog iIi posve jedan unutа, drugog аН ne 
mogu "zasijecati" jedan u drugi.) 

Iz dane definicije regularne razdiobe zagrada lako se uvida da опа јша 
i ova daljnja svojstva: 

30 Ako iz rijeci duljine 8 s regularnom razdiobom zagrada uklonimo 
Ыlо koji par medusobno pridruzenih zagrada, а za (eventualno) preostale 
os1avimo isto -pridruzenje u parove, dobivamo u novo nastaloj rijeci duljine 
8-2 opet regularnu razdiobu zagrada (ukoliko su jos uopce preostale neke 
zagrade). 

40 Ako u rijeci koju сјпе simboli unutar nekog para medusobno pri
druzenih zagrada (eventualne) zagrade pridruzimo u parove kao 8tO su bile 
pridruzene u danoj rijeci, dobivamo u novoj rijeci opet regularnu razdiobu 
zagrada (ako ih опа jos uopee sadrzi). 

50 U danoj rijeci s regularnom razdiobom zagrada (koja sadrzi zagrade) 
dolazi Ьас jedan takav par medusobno pridruzenih zagrada, da unutar njega 
пеша drugih zagrada (јес su сјјесј konacne duljine). 

Npr. sa (') ( (& (а) )::::>( )cc)v 
1123443552 

dana је regulama razdioba zagrada rijeci А == ( ) ( ( & (а» ::::> () cc)v, jer su 
zadovoljeni uvjeti 1 о i 20. 

za ilustraciju svojstva ЗО izostavimo u А par zagrada з. Tada preostaje 

( ) (& (а)::::>(. )cc)V, 
11244552 

~jme је opet dana regularna razdioba zagrada rijeci В::.:. ( ) (& (а)::::> () се) V . 
za ilustraciju svojstva 40 razmotrimo u А izraz unutar раса zagrada 2, tj. 

( & (а') )::::> ( ) се; 
3 4 43 5 5 

пјјmе је dana regularna razdioba zagrada сјјесј С == (& (а» =>.0 се. 
za ilustraciju svojstva 50 uocimo, da npr. unutar рат 5 u А пета 

nikakvih drugih zagrada. . 

Za rijeci koje su formule logike sudova i иорее sadrze zagrade uvijek 
postoji regulama razdioba zagrada. Qvo moiemo uvidjeti ako pratimo for
щirапје neke dane formule ро D 3. oznacavanjem zagrada indeksima (istim 
za Inedusobno pridruzene zagrade)., Kadgod upotrebimo D 3, 20 pridruzimo 
medusobno рас novo pridoslih zagrada. Kadgod upotrebimo D 3, ЗА do 60 
pridruiimo medusobno zagrade novo pridoslog para zagt'ada lijevo od ПОУО 
pridoslog binarnog operatora i takoder pridruzimo medusobno zagrade novo 
prido$log para zagrada desno оо novo pridoslog binarnog operatora. Tada се па 
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kraju dobivena formula o<Sito imati regularnu razdiobu zagrada jer se tokom 
njenog formiran;ja <Suvaju svojstva regulamosti 1 О i 20. Npr. 

а т 

"-.../ 
13° 

(о) & (Т) d 
11 I 2 2 I 2° 2-

• ( (а) & (Т) ) • (d) 
3 I I 2 2 3"-... / 4 4 

"-.../ 
16° 

(. ( (а) & (Т) » <::> (. (d) ); 
5 311 2235 6 446 

dobivena formula јта regularnu razdiobu zagrada. 
U drugu ruku dakako ima i rije<Si koje nиu formule а da za пјјЬ postoji 

regularna razdioba zagrada (npr. rije<S (». 
Dokazat Ce~o sada ovu osnovnu lemu: 

ита 1. Za danu rijec postoji najvise jedna regu/arna ;azd;oba zagrada, 
tj. ako se zagrade neke rijeCi uорсе mogu rastaviti naратоуе теdшоЬnо pridru
zenih zagrada tako da su ispunjeni uvjeti ]0 i ~O, onda је za svaku zagradu 
jednoznacno odreden nјеn par. 

Dokaz. Tvrdnja leme оејт је za rije<Sj koje sadrze 2 = 2· 1 zagrade. 
Pretpostavimo da ona vrijedi za rijeci koje sadr!e 2у (У. prirodni broj :> 1) 
zagrada. Neka је А sada пеЬ rijec sa 2 (У + 1) zagrada. Ako za te zagrade 
postoje regu1arne razdiobe П1 i П. na parove medusobno pridrufenih zagrada, 
postoji prema svojstvu 50 neki par Р ро П1 medusobno pridruzenih zagrada, 
izmcdu kojih пета drugih zagraOO. Zagrade рат Р moraju onda biti medu
sobno pridru!ene i ро П, jer Ы јnaсе za П: zbog 10· Ыо povrijeden uvjet 
20. Ako pak u А izostavimo Р, јтато u novo nastaloj rijeei ро ЗО opet 
regularnu razdiobu zagraOO koja је ро pretpostavci indukcije jednozna<Sno 
odredena, ра se П1 i "2 ne mogu razlikovati ni u razdiobi preostalih zagra
da. u parove medusobno pridruzenih. - Тјте је proveden korak indukcije i 
lета је dokazana. 

Ranije smo vidjeli оо· za svaku rije<S koja је formula i sadrzi zagrade 
pos1oji regu!arna razdioba zagrada. U vezi s L 1. odatleizlazi: 

Lema 2. Za svaku formulu log;ke sudova (ko}a se nе sastoji samo od 
jednog s/ova) postoji jedna i samo jedпa r~gularna razdioba zagrada. 

Sada moZemo pristupiti razmatranju· pitanja о tome kako сет о odrediti 
da lј је danа rijec formula i kako сето rekonstruirati. izgradnju dane formule, 
te da li је ona uvijek jednoznacno odredena. 

Prvo, lako је uvidjeti оо L 2. PQvlaei jednoznacnost formiranja OOne 
formule. Naime, ako је posljednji korak u njenoj izgradnji Ыо primjena D 3, 
20 ona се biti oblika • (А) ј, prvi korak razgradnje је prelaz na formulu А. 
Ako је pak posljednji korak u izgradnji·formule Ыо primjena D 3, ЗО do 60, 
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оna се biti ОЫјЬ (А) о (В) gdje је о neki od binarnih operatora &, V, ::::>,' 
<::>. N о zbog L 2. taj obIik је danom formulom odreden jednoznacno, jer је 
druga ро redu zagrada u pokrati (А) о (В) опа koja је regularnom razdiobom 
utime oznacenoj formu1i pridruzena prvoj. Postupno se tako dana formula 
moze do kraja, jednoznacno razgraditi i пјепо formiranje time је jednoznacno 
rekonstruirano. Specijalno odat1e izlazi da је rang dane formule jednoznacno 
odreden broj. 

Radi se· dakle jos о tome da za danu rijec Iogike 5udova ispitamo pos-
.. toji Ii za пји regularna 'razdioba zagrada i ako postoji, da је odredimo. Ako 

se pokaze da nе postoji, onda ta rijec sigurno nуе formula logike sudova. 
Ako postoji i naSli smo је, mozemo prema иртауо opjЫUloт postupku poste
репо razgradivati danu сјјес; ako razgradnja konacno dovede do samih slova, 
rijec је formula, а ako nе, опа to nije. 

Ispitivanje . о postojanju i iznalaznje regularne razdiobe zagrada moze 
se provesti ovako: 

Najprije pridruzimo medusobno zagrade onih расоуа zagrada od kojih 
је prva lijeva, druga desna i unutar kojih пета daljnjih zagrada. Zatim 
provedemo to isto u сјјесј koja preostaje ako se ukIone parovi уее medusob
по pridruzenih zagrada itd. A,ko se taj postupak moze provesti skroz, tj. sve 
dok sve zagrade dane rijeci nisu rastavljene u parove medusobno pridruunih, 
dobivena је time i regularna razdioba zagrada dane rijeCi. Ako to пјје sIueaj, 
za danu сјјес пе postoji regularna razdioba zagrada. '. 

Ргјmјег 1. Razmotrimo пјес navedenu пе pocetku 4.6. Vidimo da dobi
уато ovu regularnu razdiobu пјепјЬ zagrada: 

, ( (. ( ( (а) V (1..) ) ::::> ( • (е) ) ) ) V ( ~. (а) ) ::::> ~ , ( • (Ь) ) ) ) ). 

I '~11 2 2~ ~ 33+III~ 44~ 1 Ј 55~11 
10 10 11 11 

. 12 12 13 13 
14 14 
Kako је опа provediva do kraja, mozemo рсесј па ispitivanje da Iј је 

dana сјјес forml1la i kako је formirana: 

.( (,( «a)V(J.J )::::>(.(е») )V( (,(а) )::>(,(.(Ь»») 
120 , 

( , ( ( (а) V (1..) )::::> ( • (е) ) ) ) V ( (. (а) ) ::::> ( , ( • (Ь) ) ) ) 
/40 

,( ( (а) \1 иЈ ) ::::> ( • (е) ) ) /"- ( • (а) ) ::::> ( , ( ,(Ь) ) ) 

~ I~ 
( (a)V(1..) )::::> (. (е) ) 

150 

(a)V(1..) /"- ,(е) 
140 1 Q 

/"- 2 
а 1.. е 

9 Matemati~ka logika 

• (а) /"- , ( • (Ь) ) 

120 120 
а , (Ь) 

120 
Ь 
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Razgradnja је do kraja provediva u sk1adu s D 3. i vodi do samih slova 10gike 
sudova, ра је dana rijee formula 10gike sudova. 

Primjer 2. U rijeei ««.(а» & (Ь»)).::> (с»У«Ь)<::> (а» то!е se 
provesti regularna razdioba zagrada prema 

( ( ( (. (а) ) & (Ь) ) ) => (С) ) У ( (Ь) <=> (а) ). 

11
1111 221133 \44551 
6 6 I 7 7 

8 8 
9 9 

10 10 

Medutim, ako је pokusamo razgraditi Ьо formulu logike sudova vidimo 
da postupak razgradnje u skladu s D 3. nije do krnja provediv: 

( ( ( (. (а) ) & (Ь) ) ) => (С) ) У ( (Ь) <=> (а) ) 

14° 
( ( (. (а) ) & (Ь) ) ) => (С) /" (Ь) <=> (а) 

15° 16° 
( (. (а) ) & (Ь) ) /"с ь/"а 
... ------' 
nе mole se razgraditi и sk/adu 

sa D3. 

Dana rijec dakle nije formula 10gike sudova. 

ћјmјег 3. U тјјесј (. (а) ) & (Ь) ) => ( (а) & ( • (с» ne то!е se do kraja 
provesti rcgularna razdioba zagrada kao 8to vidimo prema 

( • (а) } & (Ь) ) => ( (а) & ( • (с) ) 

5 5 6 6 
1 111 221, 133 I 441 

-.........--
ne ffiOи se pri
dru!iti zbog 1° 

ра dana rijec sigurno nijc formula, 

Nakon provedenog razmatranja vidimo, za8to smo se kod D 1. mogli ograniciti 
па jedllll vrst zagrada: опа је dovoUlla, da se па jednoznacan nacin moze rekon
struirati izgradnja neke Гormule. 

4.7. Уе{; smo гапјје па nekoliko mјсsщ govori1i о "komponenti" neke 
formulc; iz konteksta је uvijek Ыlо jasno 5to smo pod tim razumijeva1i. Sada 
сето taj ројат uvesti opCcnito i cksplicitno. 

АЈсn u shcmatskom prikazu formiranja dane formule F. negdje dolazi 
formula А. mozcmo - silazeci. \'crtikalno niz shemu do njenog korijena F
tamo na~j {ај isti primjerak od А. Svaka takva formula А, uz podatak па 
kojcm mjcst\l u F dolazi, ZO\'C sc k о 111 Р о 11 е 111 а od F. 
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Npr. iz sheme 
а Т " / ',/ 

I 
(а) & (,) 

I 
,«а) & (Т» а 

".,'-,,// 

(, «а) 
I . 

& (Т») ::> (а) 

vidimo da formula Р=(, «а) & (Т») => (а) јта оуе (ј samo оуе) komponente: 
а (peti ро redu simbol и rijeci р), Т, (а) & (Т), ! «а), &(,Т», а (pretposljednji 
simbol и rijeci F), Р. (Pritom smo podatak о mjestu ројаУlјјуапја u F izo
stavili kod опјЬ formula А koje u F dolaze па samQ jednom mjestu ра. је 
taj podatak sa А vec jednoznacno odreden.) 

Prema nasoj definiCiji ~matramo za identicki iste formule koje se javljaju 
па vise mjesta u F da Би kao komponente od F medusobno гаzЩitе. Npr. а 
u gornjem primjeru formule F koji је peti· simbol и rijeci F razlikuje se kao 
komponenta od F od а koji је pretposljednji simbol rijcci Р. 

Iz razmatranja и 4.6. izlazi: Ako Sll А, 1Jkomponente од Е, onda је 
ili 10 А komponenta od В,.Ш 20 В komponenta od А, јН 30 rijcCi А i В su 
disjunktne u rijeci Р, tj. пета пј jednog simbola od F koji Ы (па istom 
mjestu ројаУlјјуапја) Ыо simbol i od А i od В. U оуот posljednjem slucaju 
reci сето kratko da su А i В d i s ј u п k t п е komponente od Е. 

Lako uvidamo da vrijedi: Ako и дапој formuli F medusobno disjunk1ne 
komponente А, В, С, .. : l"edom zamijeliimo formu!ama К, L, fvf, •• , Ы! се 
поуо dobivcna rijec opet formu]a. 

Strogi dokaz оуе tvrdnje izvest сето indukcijom ро rangu р [F] od Р. 

Baza imlukcije. Uz р [F] = О F se reducira па neko slovo logikc sudova. 
Ako ga zamijenimo danom formulom dobili &'D1O kao поун гјјес tu formulu 
ра tvrdnja vrijedi trivijalno .. 

Korak illdukcije. Pretpostavimo da tVI'dnja vrijedi za formulc ranga 
р < k а F neka је neka formula sa р [р] .= k + 1. Ako је neka od kompol1cnata 
А, В, С, .. . =F, onda је to jedina kоmропспtа koja se zamjenjujc formulom 
ра od F opet trivijalno nastaje fогmulа. Razmotrimo dakle sanlO jos slucaj 
kad medu komponentama А, В, С, ... lIijedna не iscrpljllje Р. Тада lЋz1iku
јето dva slucaja: 10 Е=.,(а), 20 Е=.(а)о(н) gdje је Q ncki оЈ binarnil1 
operatora &, '/, =>, <О>. (и оЬа sltlcaja је р [а], r [Н] .;;; k.) -

Zamjena kоmропспаtа А, В, С, ... od F sa К, J~, М, ... VJ'si se tI slu
сајl1 10 и а, а u sluсајп 20 raspodjeljllje se па G i Н (jer su G i Н disjunk
tne kompol1ente od F ра пiјеdпаkоmропепtn od F пс nlOze zasijccati i t1 G 
i u Н). Ро pretpostavci indtlkcije rijeci koje tiщ zащјепаща паsйtјu od G 
odnosl1o od G i Н opet su formule ра је i rijcc koja nastaje od F opct 
forшulа sto је trebalo dokazati. 

9* 
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5. NEКI ALIERNAТIVNI SISTEМI ZA SIMBOLE 1 IZGRADNJU 
ШЈЕСI 1 FORМULA LOGIКE SUDOV А 

5.1. Pored sistema koji smo uveli u 2, 3. i 4. postoje u literaturi i 
drugaclji. Jedan od najvaznijih medu пјјта - koji је i sam 1>0 sebi od 
interesa - је sistem ро koje!11 za formiranje formula uoрсе nisu potrebne 
nikakve zagrade, ра ih se u пјет stoga ni пе uvodi kao simbole logike sudova. 
Ovim su se slstemom narocito mnogo sluzili poljski matematicari-logical ј, ра 
сето ga ubuduce kratko zvati poljskim sistemom ili notacijom. 

Inace, materijal ovog poglavlja песе biti iskoristavan \Ј preostalomdijelu 
knjige, ра ga citalac koji za пј пјје zainteresiran moZe preskociti bez stete 
za razumijevanje daljeg teksta. 

Najprije valja uociti da se zagrada. пе mozemo rijesiti naprosto tako 
da ih izo:;tavimo uz јпаее ista pravila formiranja formula kao ranije. U tom 
naime slucaju opcenito ne Ы1\mо mogli jednoznacno rekonstruirati izgradnju 
dane formule. Npr. u formulama (a)&«b)V(c», «a)&(b»V(c) пе Бmјјето 
naprosto izostaviti zagrade jer Ы onda оЬје dovele do iste тјјееј а & Ь V с 
iako su ishodne formule sagradene na bitno razlicit nacin. 

5.2. D'efinirat сето poljski sistem notacije za logiku sudova ovako: 

5.2.1. Dejinic.ija lа. Siпiboli logike sudova jesu ]0 slova logike sudova 
i2° operatori logike sшtоvа. 

Pritom su slova i operatori logike sudova опј isti simboli koji su to 
bili ро D 1. 

5.2.2. Dejinicija 2а. Svaki (neprazni) konacni slog simbola logike sиdova 
zove se rijec logike sudova. 

D 2а. i~ta је kao i D 2, по zbog razlike u D i'a. prema D 1, u poljskom 
sistemu rijeci logike suqova ne sadrze nikakve zagrade. 

5.2.3. Dejinicija За. 

]0 Svako slovo logike sudova је јогmuю logike sudova. 
20 Ako је А formula logike sudova onda је i -, А formula [ogike sиdova. 
Nadalje, ako su А i В formule logike sudovo" onda su i ove rijeci formule: 

30 & АВ, 40 VAB, јО :::::>АВ, 60 <;::;>АВ. 

70 Formule su samo оnе rijeCi koje se mogu konstruirati (eventualno viSe
strukom) ргјmјеnоm ]0 do 60. 

5.3. Уес smo u nasem ranijem sistemu uvedenom u 2. do 4. uvidjeli 
potrebu strogog dokaza da је uz D 3. rekonstrukcija izgradnje dane formule 
jednoznacno odredena. То је pogotovo neophodno kod poljskbg sistema koji 
razmatramo sada, jer tu eak пета neposredno nametljivih razloga za naslu
Civanje takve jednoznacnosti. Ovo tim vise ako se sjetimo da se u nasem 
ranijem sistemu - kao 5to smo spomenuli potkraj 5.1. - izostavljanjem za
grada jednoznacnost rekonstrukcije дапе formule-opcenito fakticki gubi. 

Prije nego li predemo па razmatranje jednoznacnosti rekonstrukcije дапе 
formule u poljskom sistemu spomenimo neke njegove prednosti i nedostatke 
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relativno ргета hазеm ranijem sistemu: Poljski sistem sadrzi kao simbole 
samo jedan pravi podskup simbola пазеg ranijeg sistema а dana formula u 
poljskoj notaciji opcenito је krace duljine nego li odgovarajuca formula u 
пазеm ranijem sistemu. Sto se toga tice poljski је dakle sistem nesumnjivo 
ekonomicniji i e/egantniji. U drugu ruku, u naeem sis1;.emu 'za danu formulu 
srednje duljine redovno је /akse перопеdпо uociti пјепи izgradnju nego li 
је to slueaj kod odgovarajuce forrnule napisane u poljskoj notaciji. Оуо је 
јоз pojaeano cinjenicom da !irno u maternatici uopce navikli па pisanje sloze
nih izraza uz u principu onakvu upotrebu zagrada kao 8tO srno је иуеlј i 
definicijom formiranja formula u пазеm ranijem !iistemu. Za ilustraciju, izraz 
(2 + х) . 7t napisan u poljskoj notaciji glasio Ы . + 2 х 7t. 

Npr. forrnula na8eg ranijeg sisterna 

«а) у (Ь» ~ (1 (~ (с») 

odmah sugerira razgradnju ргета sherni 

«а) у (Ь» ~ (1 (1 (с») 
! 

/". 
(о) v (Ь) 1 (1 (с» 

I ! 
/". I 
а Ь 1 (с) 

I 
с 

OdatIe је lako napi!iati odgovarajucu fOJ mulu u poljskoj notaC1Jl: formuli 
(а)У(Ь) odgovara u poljskom sistemu formula уаЬ, а formuli 1 (1 (с» [ог
rnиlа 11 с. Jshodnoj formuli naseg sistema odgovara dakle u poljskoj nota
сјјј ро D 3а, 50 forrnula ~ уаЬ'IС. Ne moze se reci da је iz оуе posljednje 
njena izgradnja isto tako lako иосlјјуа kao kod prvotne formule пазеg ranijeg 
sistema (Ьаг za onog koji пјје navikao па poljsku r.otaciju); medutim опа 
јта duljinu 7, dok паза formula јта duljinu 19. 

U оуој knjizi odlueili ~тo sena паз sistem а пе па poljski jer је паз 
ipak u literaturi znatno rasireniji а i zbog toga sto је blizi u matematici јпасе 
ustaljenim konvencijama oznacavanja. Nedostatak naseg sistema prema poljskom, 
пајте уеса duljina formule, Ы! се - bar za prakticke svrhe - u znatnoj mjeri 
ublazen dogovorom о skracenom пасјпи pj~anja formuJe koji сето uvesti 
u iducem pogJavlju. 

5.4. Pokazat сето fada kako је 1lZ poljsku notaciju :za danu rijec logike 
sudova odlucivo da lј је formula ili пе i coka:;ati da је, u slucajl1 da гјјес 
jest formula, rekons1rukcija пјепе i:zgradnje jednoznacno оdгеdепз. 

5.4.1. Uvedimo u tu svrhu najprije јоз jedan роmоспј рој!Ј.т, па те 
tezinu у[А] rljeci А. 

DefinicUa. S/ova logike sudOI'Q. irr.aju tezinu О (nи!а) .. Unitarni operator 
ima tezinu 1, а binami operatori &, V , ~,<=> јmаји tezinu 2. 
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Tezilla у [А] rijefi А jednaka је zbroju tezina svi/J simbola koji је аасјnја" 
уаји (uzetim svaki onoliko puta, kolika puta dolazi и А). 

Npr. cjj~ => V а Ь -, -, с јта te~inu 2 + 2 + О + О + 1 + 1 + О = 6. 

5.4.2. Lema 1. Ako је rijef А furmula logike sudova (и poljskoj notaciji), 
оnа јmа оуа svojslva 

(duljina formule је dakle uvijek za 1 уеса od lIјеnе tezine); 

20 Za svaki pravi pocetni segment В od А Ш. za svaku ,иес В koja је 
takva da postoji neka rijec С tako da је А=ВС) vrijedi 

8 [В] <:у[В] 

(du/jilla pravog pocetnog segmenta formule dak/e nikad nije уеса оЈ njegove teZifle). 

Lemu еето dokazati indukcijom ро duljini 8 formule А. 
Doka~imo najprije svojstvo 10. 
Baza indukcije. za 8 [А] = 1, А тоса biti neko зlоуо (konstanta ili уасј

јаЬш) logike sudova ра је tada у [А] = О, i svојзtvо 10 је ispurijeno. 

Korak indukcije. Pretpostavimo da је svojstvo 1" ispunjel10 za СостиЈе duljine 
3<:k(k> 1), а А neka је neka formula duljine 3[A]=k+ 1. Razlikujemo dva 
slucaja: ot) А је ОЫјЬ -, А1 gdje је А1 lleka fol0тиlа зе 3 [А1] = k; ~) А је 
obIika о А1 А. gdje је о neki binarni operator а А1 ,А. su Состиlе sa 3 [А1 Ј, 
8[А.] <k. (Рсета D 3а. OOito је da озјт ot) i ~) ne moze l1astupiti 11ikakav 
drugaciji stUcajo) 

, Slucaj ot). Sada је 8 [А] = 1 + 8[A1], у [А] = 1 + У [А1]. No ро pretpostavci 
indukcije је 3 [А!] = у[А1] + 1 ра је dakle 3 [А] = 1 + 3 [АЈ = 1 + У [А1] + 1 = у [А] + 1. 

Slucaj ~). Sada је 3 [А] = 1 + 8 [А1] + 3[А.]. у [А] = 2 + у[А1] + У [А2]. No 
ро pretpQstavci indukcije је 3 [А1] = У [А1] + 1, 8 [А2] = У [А2] + 1 ра је dakle opet 
13 [А]= 1 +(у[А1]+ 1)+(у[А2]+ l)ii"y[A] + 1. 

Рсес.:>зtаје jos dokaz svojstva 20. 

Baza inciukcije. za 3 [А] = 1 пета ргаУil1 pocetllih segl11enata' od А ра је 
svojstvo 20 trivijalno је1' za taj slucaj 11ista ni llе tVlodi. 

Korak illdukcije. Pretpostavimo da је svoj,tvo 20 ispunjeno za formule 
duljine 8<:k(k> 1), а А nekaje neka formule duljine I3[A]=k+ 1. Razlikujemo 
opet dva slucaja : ot) А је oblika -, А1 gdje је А 1 neka f01'mula sa 8 [А 1] = k; 
~) А је oblika о А 1 А2 gdje је о l1eki Ыl1аrпi operator а A1 , А2 зи forn1Ule sa 
а [А1]. 3 [А2] < k. 

Slucaj ot). Ako Ьо pravi pocetlli segment formule А uzmemo сјјес В=. --, 
svojstvo 20 је ispunjel10 јес је tada 3 [В] = у (В] = 1. Ako pak В zadire u А1 
bit се В=. -, Bi gdje је сјјес В1 neki рсауј pocetni segmellt formule А1 ра је 
ро pretpo.tavci indukcije 3[В1]<: у[В}]. No 3[В]= 1 + 13 [В1] , "'([8]= 1+y[B1] ра 
је о [В] < у[В] i svojstvo 20 је opet ispunjeno. 

Slucaj Ю. za В=о 20 је ispunjeno jer је tada о [В] = 1, у [В] = 2. Ako 
В:=ОВ1 zadire u А1 tako da је BC=.oBi С==оА1 bit се ро pretpostavci induk-
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сјје 3 [В1] <: у [ВЈ. No 3 [в] = 1 + 3 [В1], у [В] = 2 + у [В1] ра је 3 [в] < у [в] 
dakle pogotovo 3 [В] <: у [в] i svojstvo 2° је opet ispunjeno. Ako је ВЕ оА1 
bit се zbog svojstva 1° 3[АЈ=у[АЈ+ 1. No 3[В]= 1 +3[А1], у[В]=2+у[АЈ 
ра је 3 [В]";" 1 + (у [А1] + 1) = у [в] dakle pogotovo 3 [в] <: у [в] i 2° је opet 
ispunjeno. Коnaспо, ako В zadire u Аз tako da је ВЕ оА1 В1 i А == ВС, bit 
се ро pretpostavci indukcije 3[ВЈ<:у[В1] а zbog svojstva 1° је 3IA1]=y[A1]+ 1. 
No 3 [В] = 1 + 3 [АЈ + 3 [В1], у [в] = 2 + у [АЈ + у [В1] ра је 3 [ВЈ <: 1 + (у [А1] + 
1)+y[B1]=y[R] i opet vrijedi 2°. Lema је dokazana. 

5.4.3. DokaZimo sada da vrijedi i obrat L 1. u smislu: 

Lema 2. Ako rijec А logike sudova (и poljskoj nо/асјј;) ima sl'ojstva 10 
ј 20 iz L 1, оnа је /ormula. 

Drugim rijecima, medu rijecima logike sudova jedino formule imaju 
svojstva da јт је duljina za 1 уееа od te~ine а da duljina nijednog njihovog 
рсауо! pocetnog segmente пјје veea od njegove te~ine. 

L 1. i 2. zajedno karakterizfraju formule logike sudova u poJj!ikom sis
temu. Da Ы dakle za danu rijec odlucili da Ji је formula ili ne, dovoljno 
је provjeriti јта li ona!.vojstva 1° i 2° ili ne. 

Dokazat сето L 2. opet indukcijom ро duljini 3 [А] dane сјјесј sa svoj
stvima 10, 20. 

Baza ;ndukcije. za 3 [А] = 1 rijec А inoze biti samo neko slovo (kon
stanta ili varijabJa) logike sudova јес za unitarni operator , vrijedi 

3 [,] = 1 = у [,], 

а za dani binarni operator о је 3[0]= 1 < 1'[0]=2 ра za сјјесј А=, i АЕО 
пе moze biti ispunjeno svojstvo 1°. No slova logike sudova su formule, ра 
dakle za 3 [А] = 1 L 2. vrijedi. 

Korak јnаuКсјје. Pretpostavimo da је L 2. ispravna za rije6i logike 
sudova duljine 3 <: k (k > 1). Neka је А dana rijec logike sudova sa 8 [А] = k + 1 . 
i neka А јта svojstva 10 ј 2°. ТсеЬа pokazati da је А onda (uz pretpostavku 
indukcije) takoder formula. 

Buduci da је 3 [А] ро pretpostavci indukcije barem 2, postoji pravi 
pocetni segment В od А duljine 3 [В] = 1. Тај simbol В пе тo~e biti slovo 
logike sudova, jer Ы tada bilo 3 [В] = 1 = 0+ 1 = у [В] + 1 >у [в] ра А не Ьј 
imao svojstvo 20. Preme tome prvi simbol В rijeci А је neki operator. Raz
likovat сето 2 slueaja: «) В=,; ~) в је jedan od binarnih operatora &, 

C:V, :::>, <:>. . 

Slucaj «). Sada је А а, А1 • Buduci da А ро pretpo!.tavci јта svojstva 
1 О, 20 imat се ih i А1 : Naime, ртуо iz 3 [А] = У [А] + 1 izlazi zbog 3 [А] = 

1+3[А1]. у[А]= I+y[A1] da јеј 8[A1]=3[A]-1=у[А]=у[АЈ+l; drugo, 
da za neki ртауј pocetni segment В1 od А1 vrijedi 3[ВЈ>у[ВЈ Ыо Ы ··lB1 

pravi pocetni segment od А za koji Ы vrijediio 3[,В1]= 1 +3[ВЈ>1 +у[В1]= 
у[,В1]. А 1 је dakle ро pretpostavci indukcije formula. No tada је i A=-:lА1 
ро D 3а, 20 formula. 
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Slucaj ~). Sada је А=оА1 gdje је о jedan оо binarnih operatora &. 
V. =>, <:::>. 

Neka је В=ОВ1 neki pravi pocetni segment od А. Кako.A ро pretpo
stavci јта svojstva 10 i 20. bit се 1+8[А1]=8[А]=у[А]+С=2+у[А1]+1 
dakle 
(4) 8 [А1] = У [А1] + 2 

ј, 1+8[ВЈ=8[В]<у[В]=2+у[ВЈ dakle 

(5) 8 [ВЈ <у[В1]+1. 

Pokazat сето sada najprije da u (5) za .bar jedan pravi poeetni segment 
В1 od А1 vrijedi striktna jednakost. 

Zais~a, pretpostavirno li suprotno. vrijedilo Ы za sve prave pocetne seg
rnente В1 od А1 da је 8 [ВЈ <у[ВЈ+ 1 tj. 8[В1]<у[ВЈ. Specijalno, ako Ы 
Ьо В1 odabrali pravi pocetni segment D ~~ А1 koji sadrfi sve sirnbole rijeci 
А 1 osini posljednjeg (а takav segment postoji, tj. 8 [АЈ > 2 zbog (4». Ыl0 ы 

(6) 8 [D] <y[D]. 

No odatle izlazi 8[A1]=8[DJ+l<y[D]+1<y[AJ+l, u suprotnosti !;а (4). 
Znaci, postoji pocetni segrnent В1 =D od А. 1 takav da и (5) vrijedi jed

nakost. Neka је D1 .najkraci takav segrnent, tj. . 

(7) 

(8) 

8 [D1]=y [DJ+ 1, 

8 [В1Ј...: у [В1Ј za D1=B] с. 

D1 је tada ро pretpostavci indukcije forшиlа а А1 irna oblik A1=D1Dz• 
Pokazat ·Сето da i Dz јта svojstva 1 о i 20: 
Prvo, zbog (7) i (4) - izlazi 

y[DJ+ 1 + 8[DJ=8[D1J+8 !DJ= 8[А 1Ј=у[АЈ·+ 2=у [DJ+y[DJ+ 2, 

dakle 8 [D2J = у [DzJ + 1. 
Drugo, zbog (7) i (5). bit се za svaki pravi pocetni segrnent Bz od D2: 

y[DJ + 1 +8[ВЈ= 8 [DJ+ 8 [ВЈ = 8 [D1BzJ <у [D1BJ+ l=y[DJ+y [ВЈ + 1 

dakle 8 [В2Ј < у [ВЈ. 
Ро pretpostavci indukcije је dakle i Dz forrnula. No. tada је ро D 3а, 

30 do 60 i A=OD1D2 forrnula. 

L 2. је time dokazana. 
Napomenimo da је и poljskorn sistemu kriterij za OOluku da li је dana 

rijec А formula ili ne jednostavniji i elegantniji nego li и nasem ranijern 
sisternu. Ovdje sarno treba za sve prave pocetne segmente В ·dane rijeci А 
provjeriti da li је 8 [ВЈ < У [В] а za sarnu тјјес А da li је 8 [АЈ = у [А]+ 1. U 
nasem ranijem sistemu trebalo је najprije pro\'jeriti da li dana тјјес posjeduje 
rcgularnu razdiobu zagrada u medusobno pridruzene ратоуе, а zatim јо!; da li se 
uz nju moze do kraja razgraditi ртеmа D з. (usporedi primjeie 1. i 2. и 4.6.). 
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Primjer 1. Ispitajmo da li је rijec u poljskoj notaciji 

А==, V,::::> V a.l ,с ::::>,а,-,Ь 

formula logike ·sudova. za bamu rijec А је 8 [А] = 15, у [А] = 14 dakle 

8[А]=у[А]+ 1. 

za prave pocetne segmente В od А dobivamo redom 

8 [ВЈ 111 121 3 141 s 1 б I 7181911011111211з114 
У [ВЈ li 1 I 3 I 4 1 б I 8 I 8 I 8 I 9 I 9 111112112113114 

dakIe uvijek 8 [ВЈ <; у [ВЈ. Znaci, А је formula. (Vjeiba: PoWi da formula А 
odgovara u nasoj ranijoj notaciji formuli iz primjera 1. u 4.6.) 

Primjer 2. Ispitajmo da Н је rijec А ==, V а-, -,с & => Ь => Ьс formula. 
8 [А] = 12 = 11 + 1 = у [А] + 1.' za prave poeetne segmente iz1azi 

8 [ВЈ 111 I 2 I з I 4 1 5 1 6 1 7 1 8 I 9 110 111 

У [ВЈ 111 1 З 1 з 1 4 I s 1 s 1 

Vidimo da za 8 [В] = 6 imamo у [ВЈ = 5 < 6 ра А ne тои biti formula. 

5.4.4. РоЫјто jos jednoznacnost i saшо provodenje rekonstrukcije "for
miranja dane fOrmule u poljskoj notaciji. Cinjenicu da se formiranje danе 
formule А u poljskoj notaciji тои rekonstrtJirati na jednoznacan nacin dokazat 
сето opet indukcijom ро duljini 8 [А] . 

Baza indukcije. Ako је 8 [А]= 1 i А је formula, опа se reducira па slovo 
(konstantu iIi varijablu) logike sudova, ра је tvrdnja о jednoznacnoj rekon
strukciji formiranja trivijalna. 

Korak indиkcije. Pretpostavimo da је tvrdnja уес dokazana za formule 
duljin~ 8<.k (k> 1) а А пеЬ је пеЬ dana formula duljine 8[A]=k+l. 

Zbog D 3а. А је iIi 9bIika -,А! ili ОЫјЬ оА! gdje је о neki binarni 
operator а 8 [АЈ = k. 

U prvom slueaju је А morao nastati primjenom D 3а, 20 iz А1 а Ыо 
је ро pretpoc;tavci indukcije formiranje od А! jednoznacno odredeno. чiјеdi 
isto i za А. 

U drugom sIueaju А је morao nastati primjenom D 3а, 30 dQ 60 iz 
nekih formula А2 i Аа , А = о А2 Аа . Ako Ы postojale i formule Ва, Вз tako 
da је А == о Ва Ва uz Ва;!; А2 , ЫО Ы ili А2 pravi poeetni segment od Ва i1i Ва 
pravi pocetni segment оо Аа • No оуо је iskljuceno jer formule ро L 1. imaju 
svojstva 1 о i 20. Znaci da је nuwo ВаЕ Аа dakle i Ва == Аз tj. komponente 
Аа , Аа u А= оА2 Аа odredene su jednoznacno. Kako је pak 8 [Аа] , 8[Аз]<k 
to је formiranje od Аа i Аз ро pretpostavci indukcije jednoznacno odredeno 
ра isto opet vrijedi i za danu formulu А. 
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Postupak dokaza u koraku indukcije ujedno роkзzuје kako сето postu
рпо razgraditi danu formulu u poljskoj notaciji: za prvi slueaj (А== ,А1) 
ovo је ocito, а u drugom (А=оАЈ иеЬа роtrшti pravi poCetni segment оо 
А 1 koji је formula; to се onda biti komponenta Аэ , 

Razmotrimo ртјтјет 1. iz 5.4.3. 
Prvi korak razgradnje daje 

А 
120 

V А1 == V ,=> V а1- ,С::> ,а" Ь. 

za тјјес А 1 iza V u posljednjem izrazu (tj. za ,=> V а 1- ,С=> ,а, ,Ь) 
nalazimo Ьо pravi poCetni segment А• koji је formuJa Тјјес ,=> V а1- ,с 
(пјој је duljina za 1 veca od tezine), ра је. Аа rijec => ,а, ,Ь. Odatle dobiva
то drugi korak razgradnje 

Slicno је dalje 
А• 
120 
=> Va1- ,с 

)Z 
Va1- ,с 

140 I о 
/""-.. 2 
а 1- с 

..43 
150 

/""-.. 
,а "Ь 

120 I~o 
а ,Ь 

120 
Ь 

(usporedi i razgradnju odgovarajuce foттиlе u nasem тапјјет sistemu u ртј
тјети 1. u 4.6.). 

5.4.5. Postoji jos jedan postupak koji, do Ыаја promisJjen, takoder vodi 
do dokaza о jednoznacnoj odredenosti formiranja dane formuJe и. poljskoj 
notaciji i do kriterija о tom da li је dana rijec formuJa ili пе. llustrirat сето 
ga па istom primjeru kојiщ smo zavrsili 5.4.4. Osnovna ideja postupka је u 
"citanju" dane rijei5i zdesna na lijevo i zakljucivanju odatJe na пјепо formiranje 
prema D 30а, 20 do 60. 

Rijec 
А== -, V, => V а1- ,С=> ,а-, ,Ь 

zavrsava sa ,Ь odakle u пјој nalazimo komponentu kojoj odgovarajuca u 
nasoj тапјјој notaciji gJasi ,(Ь). Ispred ,Ь u А doJazi , ра u А nalazimo 
(и naSој ranijoj notaciji) komponentu ,(,(Ь». Ispred "Ь u А dolazi ,а 
а ispred toga. =>. ра time_ u А nalazimo (и nuoj notaciji) komponentu 
('(а»::>(,(,(Ь»). Dalje prema lijevo u А dolazi ,С, tj. nasa komponenta 
,(с) а opet dalje Va-.l tj. пм (a)V(1-). Ispred toga је => ра u А nalazimo 
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пазu komponentu «а) v (...L»=> (,(с». D31je slijeva је , ра iшaто kompo
nentu ,«(a)v(...L»=>('(c»). Opet dalje slijeva је V 8to u vezi s ranijim 
vodi па (,«(а) v (l.»=>('(c»» v «,(а»=>(,(,(Ь»». Konacno, пајviSe 
slijeva u А је znak , зtо vodi па rijec А kako је dana u 4.6. 

Buduci da је postupak rekonstrukcije Ыо do kraja provediv, vidimo 
ujedno da је А fonnula. 

Uocava se da је ovaj postupak odnosno па ovakvom postupku zasnovan 
dokaz јеdпоzпаспоsti forrniranja dane forrnule i kriterij odluke о tom da li је 
dana rijec formula srodniji odgovarajucim rasudivanjima u 4.6. nego 1i u 
5.4.2. до 5.4.4. Posljednji postupak је spretan za prakticki rad ali su razma
tranja u 5.4.2. do5.4.4. elegantnija. 

5.4.6. VjeZbe. 

1 о Nарiзi u poljskoj notaciji formule koje u па80ј ranijoj notaciji od-
govaraju formulапia . 

(Rjesenje: 

а) «а)&(Ь»=>(с), Ь) (а)&«Ь)=>(с», с) (а)&(,(Ь», 

d) (,(а»&(Ь), е) ,«а) & (Ь» , f) (,(,(a»)v(a), 

g) (,(a»V(,(a», ћ) (а)\/(,(,(а»), ј) ,«а) v (,(а»), 

ј) ,«,(а» v (а», k) ,(,«a)v(a»). 

а) =>& аЬс, Ь) & а=>Ьс, с) & а,Ь, d) & ,аЬ, е), & аЬ, 

f) V, ,аа, g) V,a,a, ћ) V а, ,а, ј), Va,a, 

ј) 'v ,аа, k)" V аа.) 

20 Napisi u nasoj ranijoj Iiotaciji formule koje u poljskoj notaciji odgo
varaju forrnulama: 

(Rjesenje: 

а) &&&abcd, Ь) &&a&bcd, с) &&ab&cd, 

d) &a&&bcd, е) &a&b&cd. 

а) «(а) & (Ь» & (с» & (d), Ь) «а) & «Ь) & (с») & (d), 

с) «a)&(b»&«c)&(d», d) (a)&«(b)&(c»&(d», 

е) (a)&«b)&«c)&(d»).) 

30 Које od navedenih rijeci u poljskoj notaciji su formule: 

а) &&&аааа, Ь) &&а&ооо, с) &&аа&аа, d) &&ааа&а, 

е) &&ооаа&, f) &а&&оаа, g) &а&а&аа, ћ) &а&аа&а, 

ј) &а&ааа&, ј) &аа&&аа, k) &оа&а&о, 1) &аа&оа&, 

т) &аао&&а, п) &аао&о&, о) &аааа&& 

(usp. vjezbu 20 )? Rjesenje: Rijeci а), Ь), с), О, g) su formule; ostale rijeCi ni~u.) 
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40 РОЫј: Ako је u danoj formuli u poljskoj пошјјј slovo А ispred slova 
В, onda је i u odgovarajueoj formuli u nasoj ranijoj notacijiodgovarajuei 
primjerak od А ispred Qdgovarajueeg primjerka od В i obrnuto. (Odgovor: 
Tvrdnja izlazi odatle -8to se uz formiranje Солnша ро .D 3. i D 3а •. medusobni 
poredak slova logike sudova пе razlikuje.) 

50 Da li Ы se u poljskoj пошсјјј Ьо niz varijabJa logike sudova mogao 
uvesti ovaj: 1, 11, 111, 1111, .. , (usp. 2.2.)1 (Odgovor: Вez dаЏпјеga se to пе Ы 
moglo provesti jer tada npr. пе Ы znali da li & 111 u naSој ranijoj пошјјј 
odgovara (1) & (11) ili (11) & (1). Medutim, ovaj' Ы se nedostatak lako uklo
пјо time da uvedemo neki znak razdvajanja, recimo '. Tada Ы npr. fonnuli 
(1) & (,,) u poljskoj пошсјјј odgovarala formula & 1''', а formuli (11) & (1) 
fonnula & 11·1. . '. 

60 Napisi u obliku obrnutog drveta shemu razgradnje fOrmule 

<;::> о у о о а&Ьс о о о => т Ь. 

(RjeSenje: Postupkom Ьо u 5.4.4. i1i 5.4.5. dobivamo: 

о 

<;::>0 У оо a&bco-:lо=>ТЬ 
16· 

/""-
/ ""-

оуооо&Ьс ООО=>ТЬ 

12· 12" 
V 000 & Ьс ОО.=> ТЬ 

14· 12. 
/""-

&Ьс о=>тЬ 

I~ \r 
/""-
Ь с =>ТЬ 

1 S· 

/""
т ь 

5.4.7. U literaturi koja se slu!i poljskim sistemom notacije upotrebljavaju 
se cesto drugacije oznake za operatore. ОЫспо N znaci negaciju, С јтрНосјјй, 
К konjunkciju, А disjunkciju, D Shefferovu operaciju i Е ekvivalenciju. 

5.5. Navedimo jos јedan sistem пошсјје formula sa jednom vrsti zagrada 
koji је srodan nasem ranijem sistemu, аН је оо njega ekonomicniji jer, орее
nito uzevsi, za odgovarajueu fonnulu u njemu treba тапје zagrada nego 1i u 
пшm sistemu. (U drugu ruku, izgradnja formula u пщm sistemu Ыјfз је 
uobieajenom nacinu sastavJjanja slo!enih izraza u matematici јnaее.) 

Radi razlikovanja zvat Сето ovaj novi, dosad treei sistem, sistemom ili 
notacijom s vonjskim iogrodomo. 

D 1. i 1. (definicije simbola i rijeci) ovdje su iste Ьо u nasem ranijem 
sistemu. 'Umjesto D 3. dolazi sada 
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пеЛnјеуа 3Ь. 

1 о Svako s/ovo /ogike sud ova је f огmu/а /ogike sudova. 
20 Ako је А јогmu/а, onda је i (-... .., А) јогmu/а. 
Nadalje, ako su А i В formule, onda $и i ove гуесј formule: 

30 (А & В), 40 (А "у В), 50 (А о:;> В), 60(A~B). 

70 Formule su samo оnе гуесј koje se mogu konstruirati (eventualno v;se ... 
strukom) ргјmјеnоm 10 do 60. 

Lako se vidi da се i fonпиlе formirane ро D 3Ь. imati regularnu raz ... 
diobu zagrada (usp. 4.6.) ра za sistem s vanjskim zagradama u pogledu једпо
znacnosti rekonstrukcije i same razgradnje dane formule vrijedi isto 5to i и 
nasem ranijem sistemu. 

Ргјmјег. Primjeru 1. iz 4.6. odgovara u notaciji s vanjskim' zagra
daша formula' 

( , « 1 «а v Ј..) о:;> ( , с») v «, а) 0:;>(1 (, Ь»»). 
Njena duljina је za 8 тапја оо duljine tamoSnjeg primjera. Ova usteda ostva
rena је saшо па zagradama јес su slova i operatori ovdje dakako isti kao ranije. 

Navedimo radi usporedbe duljine ovoj odgovarajucih forшиlа u sva 
tri sistema: 

I raniji sistem vanjske zagrade роljзЬ notacija 

8 [А] 

11 

43 зs IS 
od toga zagrada 28 20 О 

5.6. УјеЊе. 

5.6.1. Napisi u sistemu s vanjskim zagradama foстиlи kojoj u nasem 
тanјјет sistemu OOgovara formula: 

а) «а) & (Ь» о:;> (е), Ь) (а) & «Ь) о:;> (е», с) (, (1 (а») & (а), 

d)(1 (а» & (, (а», е) (а) & (, (, (а»), f) 1 «а) & (--, (а»), 

g) ,«, (а» & (а», Ь), (1 «а) & (а»). 

(Rjesenje: 
а) «а&Ь) о:;> е), Ь) (а&(Ьо:;>е», с) «'(1 а» & а), 

d) .«, (l)&(1 а», е) (а&(1 (1 а»), f) (1 (а&(1 а»), 

g) (,(с:'а)&а», Ь) (1 (,(а&а»).) 

5.6.2. Napisi u nasem сапјјет sistemu formule koje odgovaraju ovim 
formulama u notaciji s vanjskim zagradama: 

а) «a&T)v(e~a», Ь) «,а)&(,Ь», с) «(aVb)Ve),Vd) . 

. (Rjesenje: 

а) «a)&(T»V«c)~(a», Ь) (1 (а»&(, (Ь», 

с) «(а) V (Ь» V (е» V (d).) 
I 
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5.6.3. Napisi u poJjskoj notaciji formule koje odgovaraju ovim formu
lama u notaciji s vanjskim zagradama: 

а) «а&Ь)::>С.с», Ь) Са&(Ь::>(.с»), с) «(--,а)&Ь)::>с), 

d) «.а)&(Ь::>с», е) «a&(-lb»::>c). 
CRjesenje: 

а) ::> &аЬ • с, Ь) & а=> Ь --, с, с)::> & • аЬс, 

d) &. а::> Ьс, е)::> & а -, Ьс.) 

5.6.4. NарШ u notaciji s vanjskim zagradama formule koje odgovaraju 
ovim formulama u poljskom sistemu: 

а) &а::> • Ьс, Ь)::> --, &аЬс, . с) &а. ::> Ьс, 

. d) •. ::>&аЬс, е) .&а::>Ьс. 

(Rjesenje: 
а) (а&«. Ь)::> с», Ь) «. (а&Ь»::> с), с) (а&(--, (Ь::> с»), 

d) (. «а&Ь)::> с», е) (.(а&(Ь::> с»).) 

5.6.5. Napisi u obliku "obrnutog drveta" shemu razgradnje formule u 
notaciji s vanjskim zagrad~ 

(Rjesenje: 
«. (. (Т ~ а») ::> «Ь &а) V (. (. с»». 

«. (. СТ ~a») ::> «b&a)V(' (. с»» 
150 

/'" (. (--, (Т ~ а») «Ь & а) V (. (. с») 

I ~ I~ 
/'" (. СТ ~a» СЬ& а) С. С. с» 

120. )( \20 
СТ ~a) Ь а (. с) 

160 \20 
/'" 
Т а с 

Ubuduce se u ovoj knjizi necemo slшiti ni poljskom notacijom ni 
notacijom s vanjskim zagradama. 

6. SKRACENO PISANJE FORМULA 

6.1. U ovom poglavlju uvest сето neke konvencije о pojednostavnjenom 
pisanju formula kojima сето u znatnoj mjeriublaziti nedostatak koji nas 
sistem јта prema polj!.koj .notaciji а pogotovo се prakticki biti uklonjen ne
dostatak koji оп, јта prema notaciji s vanjskim zagradama. 

Izraze koji се u skracenom obliku predoeivati formule zvat еето tako
der i oznakama јН pokratama formula. 
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Razmotrimo npr. formulu' (а) & (Ь). Ako је oznacimo sa а & Ь песе biti 
mogucnosti zabune о tome, koju jormulu а & Ь па prirodni nacin oznacuje. 
Dakako, u nasem sistemu rijec а & Ь sama nјје formula, аН se mozemo dogo
voriti da пат оna slиzi kao oznaka formule (а) & (Ь). Slicno, rijec ---" а 
moze oznaeavati formulu ---, (, (а». Vidimo dakle, da u pojedinim formulama 
mozemo izostaviti neke zagrade, ра da time dobijemo oznaku za danu for
mulu, iz koje се se опа lako i bez opasnosti zabune тосј rekonstruirati. 

Jos znatno уј8е zagrada тосј сето u8tedjeti ako dogovorno uvedemo 
OOredenu hijerarhiju operatora logike sudova: Uzet сете da u nizu 

---',&, V, =>,<::> 

svaki operator јта sam ро sebi уеси тос razdvajanja оо bilo kojeg drugog 
lјјеуо od njega. Ako to usvojimo, onda је jasno da npr. а & Ь V е oznacuje 
formulu «а) & (Ь» V (е) а пе mozda formulu (а) & «Ь) V (е». (SIicno npr. i u 
elementarnoj aIgebri znak + јта уеси тос razdvajanja od . ра је jasno da 
npr. а·Ь+е znaci (а·Ь)+е а ne mozda а.(Ь+е).) Pokrata za (a)&«b)V(e» 
bit се dakako а & (Ь V е). ' 

U drugu ruku uz ovakvo uvodenje pokrata песето uvijek јсј na krajnje 
moguce, tj. песето pod svaku сјјепи broj zagrada u pokrati svesti па gor
пјјт konvencijama omoguceni тјпјтит: Ako Ы time bilo t~ze uoeljivo koju 
formulu pokrata oznaeuje, ostavit сето radije u pokrati ро koji par пе-пеор
hodnih zagrada. Iako npr. ро DaSem dogovoru pokrata а & Ь V е <::> d => , , е 
sigurno oznacuje formulu 

«(а) & (Ь» V (е» <=> «d) => (---, (---, (е»» , 

oznacit сето tu formulu тоМа radije s (а & Ь V е) <=> (d => "е). 
Npr. formulu iz primjera 1. u 4.6. mgzemo ро па8јт konvencijama 

oznaciti pokratom 
,«, «aV-..l) => ---, e»V( ---, а=>---, ,Ь» 

сјте smo ustedjeli 18 zagrada, а 8tO se {јее Iakoce rekonstrukcije formiranja 
[оrшиЈе izraz је jos znatno dobio. 

Pokrata neke formule - kao pokrata - dakako nјје objekt logike sudova 
nego пјепе metamatematike i ~mo oznacuje objekt matematickog sistema Jogike 
sudova.Kao objekt Iogike sudova pokrata се uvijek biti rijee аН пе formula. 
Medutim, radi kraceg izraZavanja mozemo u ovakvom slueaju - uz potrebni oprez 
- росј korak dalje i dogovoriti se, da пе govorimo uvijek eksplicitpo о pokrati iIi 
oznaci formule, nego naprosto ojormuli. Strogo uzevsi оуо dakako пјје korektno,jer 
time nazivamo formulom nesto 8tO nјје formuJa. Ali, ako stalno budemo imali па 
ити da se tu radi samo о kracem паејпи izraZavanja, пеее biti opasnosti zabu
пе. Npr. kad kazemo "rijec---,a&b" jasno је da tiпiе mislimo upravo па tu 
rijee -:-Ј а& Ь. Ako pak 'kazemo "formula ---, а & Ь" onda Сето to shvatiti kao 
kra~i пасјп izraZavanja za "formula, koja је ро па8еm dogovoru skraceno 
oznacena sa ---, а &Ь", ра u tom sIucaju mislimo па rijee (---, (а» & (Ь), 'koja 
је formula. 

Razlog da uvodimo ovakvo izrazavanje i ovdje је - kao 8tO је to Ыо 
slucaj i u 3.6. - taj, 8tO Ьј јпаее izrшvапје Cesto Ыl0 dugacko, nespretno 
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i1i nepregledno. Sli~nih ptimjera јта dakako i drugdje u matematici dovoljno 
(ipreviSe!). Npr. ako u izrazu 

D= '~ ~' =3·4-5·2=2 

felimo ozna~iti "redak 2 4" reci сето da је to "drugi redak determinante 
D" iako Ьј Ыlо korektnije dakafemo "drugi redak u shemi elemenata, kojom 
је odredena determinanta D". 

6.2. Sve dogovore, koje smo gore uveli za skraeeno pi€anje formula, 
primjenjivat сето i kod pisanja oznaka za formule. Ako npr. (А) & (В) ozna~uje 
neku formulu, pisat сето umjesto te oznake маСе А & В; ako је 

«А) V (,(В» => (е) 

oznaka neke formule pisat еето umj~to toga А V';'" В => е itd. Тјте se dakako 
mofe dogoditi da kod prelaza оо neke oznake dane formule na njenu pokratu 
moramo uvesti i1eke nove zagrade. Npr. ako је А=а=>Ь formula (t~nije: ako 
А oznacuje formulu (а) =>(Ь» а В=е te ako је А &В oznaka neke formule е, 
onda је pokrata za е dana sa (а => Ь) & е (tj. е=( (а) => (Ь» & (е) ) а ne тоЫа 
sa а=> Ь&е (sto Ы ро na.Sјт konvencijama moglo ozna~vati jedino formulu 
s pokratom а=> (Ь'&е), tj. formulu (а) => «Ь)&(е»). 

6.3. Vjezbe. 

6.3.1. Oznaci skraCeno formulu 

(RjeSenje: 

10 (а)&(,(,(а»), 20 (,(а»&(,(а», 30 (,(, (а») & (а), 

40 -,«а)&(,(а»), 50 -,«-,(а})&(а», 60 '(,«а)&(а»). 

10 а&, ,а, 20 ,а&-,а, 30 "а&а, 40 ,(а&,а), 
50 ,(, а&а), 60 ., (а & а). ) 

6.3.2. Napisi u neskraeenom оЬНш 

(Rjes~nje: 

10 а=>, Ь&е, 20 ,а<::> т &, -, Ь, 30 ...., (. bV а&с), 

40 (а => Ь) => «а => е) => (а => Ь&е». 

10(а) => «, (Ь» & (е», 20 С-, (а» <:> «(т)&(, (. (Ь»», 
30 ,( ( , (Ь» V «а) & Се»), 

40 «а)=> (Ь» =>«(а) => (е» => «а) => «Ь) & (е»».) 

6.4. Spomenut еето ukratko jos neke konvencije О skracivanju' notacije 
fo.rmuIa koje se kadsto upotrebljavaju iako se mi u ovoj knjizi njima kasnije 
viSc neeemo sluuti. 

6.4.1. za odjeljivanje komponenata formu1e upotrebljavaju se kadsto i ~ke i 
to jedna ili vise njih vec prema j~ini razdvajanja. Npr.pokrata u zadatku 40 iz 
6.3.2. gore тои se time pisati u kraeem ob1iku а => Ь •• => .. а=> е. => .а => Ь & с. 
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Кadsto se tacke za razdvajanje pisu samo s једпе stral1e operatora. То 
је dakako dovoljno а "citkost" tako napisane formule samo је neznatno sma
njena ра је takva konvencija ekonomicnija. Gore сЈапј primjer glasio Ы 

а ~ Ь ~ .. а ~ с ~.a ~ Ь&с. 

6.4.2. Ako zagradama ili hijerarhijolU operatora пјје odredel1o drugacije, 
smatra se da se izraz gradi zdesna па Нјеуо. Npr. umjesto pokrate с1 => (Ь ~ с) 
pise se samo а ~ Ь ~ с а umjesto а ~ (Ь&с ~ d) pisc se а ~ Ь&с ~ d. 

6.4.2. za op~ratore ::> i ~ uvode sc znaci razlicitc duJjille, time da 
dulji znaci јасе razQvajanje. Tada se прг. umjesto (а ~ Ь) => с moze pisati; 

а => Ь:.=.::::> с. 

7. AKSIOMI LOGIKE SUDOVA 

7.1. Као sto smo и 4.1. mcdu rijeCima logike sudova istakli l1cke koje 
smo nazvali formuZama, tako сето sada medu ЈогmuZаmа istakl1uti l1eke koje 
Сето zvati aksiomiтa logike sudova, а u 8. neke koje сето zvati teoremima 
logike sudova (јlј krace aksiomima odnosl1o teoremima). 

Definicija 5. Neka su А, В, Ckojegod daneforтule. Tada su ovefomlllle 
---, а k s i о т i logike sudova: 

Grupa Ј. Aksioтi iтplikacije (~-aksioтi) 

10A~(B~A) 

20 «А ~ В) ~ А) ~ А 

30 (А ~ В) :...,. «В ~ С) => (А ~ С» 

Grupa П. Aksiomi konjunkcije (&-aksiomi) 
40 А&В ~ А 
50 А&В ~ В 
60 (А ~ В) ~ «А ~ С) ~ (А => В & С» 

Grupa ЈП. Aksiomi _ disjunkcije (v :.aksiomi) 
7°A~AvB 

80 B~AVB 
90 (A'=>C)~«B::::>C)::::>(AVB~C» 

Grupa IV. Aksioтi ekvivaZencije (~-aksiomi) 
100 (А ~ В) ::::> (А => В) 
II о (А ~ В) ~ (В ~ А) 
120 (А::::> В)::::> «В ~ А)::::> (А <.-->В» 

Grupa V. Aksiomi negacije (-,-aksiomi) 
130 А=> (-~A :-::>В) 

140 (А => В) => «А =;.' -;В) ~ -:А) 

15° (А => В) ,С> «,А => В) => В) 

10 Matematicka logika 
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Grupa УЈ. Aksiomi konstanata (Т - i 1. -aksiom) 

160 .А=>Т 

170 l.=>А. 

7.1,. Razumije se. da navedenih 6 grupa шјота uz unaprijed nefiksirane 
.А, В, С jo~ ~ predoroju pojedine formule logilce sџdоva' vec su 9ni tada 
sheme formuJa. Svaka. takva shema aksioma postaje aksiomom ~jт u njoj А, 
В, С oz~uju odre4ene formule (usp. 4.7.). 

Svakom od 17 definiranih shema аЬјота odredeno је dakle beskonacno 
mnogo аЬјота. Shema 10 daje npr. аЬјоте Т => (Т => Т), 1. => (1. => .1), 

а => (а => а), Ь => (Ь => Ь), •.• Т=> (.1 => Т), 1. => (Т => .1), 

а=>(Т=>а), .•• -,а=>(а=>-,а), .•. а&Ь=>(с=>а&Ь), ... 

О shemama aksioma ili opCenito f ormula govorit сето ubuduce ionda, . 
ako u odgovarajuCem izrazu neki (ali nе svi) od znakova А, В,; С, •.. (od 
kojih је, pored simbo1a logike sudova, izraz sagra<ten) o~uju odre4ene 
formu1e' а osta1i nе. 

Ipak Сето kad§to, ako ne bude opasnosti zabune, umjesto о shemi шј
ота (formuJa) gоvоrЩ kraCe о aksi01'nu (formu1i). О nekorektnosti ovakvog 
izrШvanја vrijedi analogno Ьо ~to је ЬП0 govora u 6.1. 

Ako pak !еНто naro(!ito istaCi da neka formula nјје shema formu1a, 
govorit Сето kad~to о individualnoj formuJi. 

Ako u neku od gornjih shema аЬјота za znakove А, В, С uvrьtimо 
odredene sheme formu1a, dobit Сето dakako opet sheme Шјота. Tako npr. 
za В Ьо "..4" i -,..4 => В Ьо "В" 70 daje shemu aksioma 

В=> (BV (-,А => В», 

kojom naravno nisu zadani svi oni aksiomi koje obuhvata 70 vec samo oni 
od tih, koji se mogu pisati u takvom obliku (7'0). 

Takoder, ako za ne~e (tj. bar jedan) od znakova formula ushemi aksioma 
uvrstimo sheme formula, а za ostale formu1e, dobit Сето opet sheme аЬјота. 
Analogno vrijedi za sukcesivno. uvrstavanje. 

Ako navedene sheme аЬјота (Ш same aksiome koji su njima odredeni) 
interpretiramo kao odgovarajuCe sheme algebre sudova lako vidimo da su sve 
to identicki istinite formule algebre sudova. 

7.3. Svaka od prvih pet grupa shema aksioma sadrzi od operatora eksplicitno 
samo implikaciju i onaj od operatora ро kojem grupa јта јте. U Sestoj grupi 
shema sadrzi eksplicitno pored operatora imp1ikacije i ро jednu konstantu. (Da
kako da А, В, С u odgovarajucim' aksiomima mogu oznaeavati formule koje 
sadrZe kojegod оре ratore.) 

7.4. VjeZbe. 

7.4.1. ћ(ои li se za dani aksiom uvijek jednoznaeno rekonstruirati prim
jenom k<,je sheme aksioma је nastao? (Odgovor: Ne. Npr. uzmemo 1i А =а, 
В=,-',а, daje shema 10 aksiom а:::>(-,а:::>а). Stavimo li pak А=В=а, 
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даје shema 130 isti aksiom a~ (, а =:> а). ·Takoder npr. 160 za A=..l даје 
isti akзјош kao 170 za А == Т, naјте ..1. =:> Т. za А == ..1., B'i!iS'..l даје shema 
10 isti akзјош ..l =:> (, ..1. =:> ..l) Ьо i shema 130 za A==B="..l i Ьо shema 
170 za А == ' . ..1. =:> ..l.) 

7.4.2. KoIiko јша aksioma? (Rje§enje: Ako је А bilo koje slovo bit t.e 
npr. ро 10 svakd СоrшШа А =:> (А =:> А) аkзјош, ра aksioma ima ·barem preb
roji'lo beskonacno mnogo. No svaki aksiom је formula, ра aksioma ро 4.3.4. 
ima najvise prebrojivo beskonacno mnogo. Postoji dakle prebrojivo beskonacno 
mnogo aksioma.) 

7.4.3. а) Којј је najmanji rang aksioma? Ь) Која јеnaјшапја duljina 
aksioma? (Rjesenje: а) 1 - прт. 160 uz А== Т . Ь) 7 - npr. 160 uz А== Т 
даје aksiom (Т) =:> (Т).) 

7.4.4. Која је пајшапја duJjina 8 aksioma koji izJaze primjenom shema 
10 do 170? (Rjesenje: za 160 i 170 8mfn =7, za 10,·40,50,70 i 80 8min =13; 
za lЗО 8mfn = 16; za 20, 100 i 110 8min = 19; za 150 8min = 28; za ЗО,120 i 140 
8min = Зl; za 60 i 90 8min = 37.) . 

7.4.5. Рошоси rezultata iz 4.4. dokaii: DuJjina 8.ksioma koji izlaze ро 
shemama ЗА, 100 i 11 О uvijek је neparan broj, dok duljina аkзјота koji izlaze 
ро ostaIim shemama тои biti Ыlо paran Ыlо neparan broj. 

8. TEOREMI LOGlKE SUDOV А 

8.1. Da Ы razmatranja koja slijede bila preglednija, uvest Сешо оуај 
naсјп oznaeavanja: Ako u shemu formula Р, sagradenu (najvise) od simbola 
logike sudova i znakova za f()rmule А, В, С, ... za znak А uvrstimo formulu 
ili shemu forшиlа К, za znak В uvrstimo formulu ili shemu formula L, za 
znak С uvrstimo fOrшиlи iIi shemu formula М, ... oznacit сешо time dobivenu .. 
formulu ШзЬеши formula (usp. 4.7.) sa Р( К! А, L! в, М! с, ... ) (citaj: F sa К 
umjesto А, L· umjesto В, М umjesto С, .. . ). Analogno za zamjenu varijabla 
formuJama ili shemama formula. Лkо је pritom, specijalno, F пеЬ odshema 

. akзјоша D 5, па (п = 1, 2; ... 17), pisat сешо umjesto slova F oznaku по. Ako 
posebno na mjesto znaka Х uvrstavamo taj isti znak, izostavit Сешо u F ( ... ) dio 
XIX. 

8.2. Sada сешо dati dvije definicije, jednu kojom uvodimo ројаш "teorema 
logike sudova" i drugu kojom uvodimo ројшоуе "teorema logike sudova" i 
"sheme teorema logike sudove" i pokazat сето da su ројтоуј teorema logike 
sudova ро оЬје definicije medusobno ekvivalentni. (Umjesto о teoremu logike 
sudova odnosno shemi teorema logike sudova govorit сет о krace i о tёоrетu 
odnosno shemi teorema.) 

Dejinicija 6. 
1 о Svaki (individualni) aksiom /ogike sudova је t е о r е m logike sudova. 
20 (Modus ponens) Ako su (individua/ne) formule А i А =:> В teoremi, 

onda је i јогтu/а в teorem. 
ЗО Теогеm; su samo оnе formule koje se mogu konstruirati (eventualnQ 

visesl~rиkom) primjenom 10 i 20. 

10· 
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Defillicija ба. 

1 Q SMki illdividllalni aksiom је teorem i svaka shema aksioma је shema 
teorema. (Pritolll - prema 7.2. - роа slIemama aksioma razumijevamo nе 
sall10 s~'e slIeme 1 о ао 170 ;z D 5, lIego i SI'e slleme koje ;z njiН izlaze ul'rJta
l'm1јеm slIema /ormula jfj illdividualnih /or111l1/a lIа mjesto oznakaza /ormu/e kuje 
do/aze и D 5, 1 о ао 170 - ukoliko је (јmе dobivelli izraz IlOpce sIlell1a /ormllla, 
а l1е if1(IM(llIallla /ormll/a.) 

20 (Mo(lus ponells) Ako su А i А ::::> В teoremi iIi sheme teorema, оnаа 
је i В teorem iIi shema teorema. 

30 Teoremi i sl1l!me teorema su samo аllе /ormule odnosno slteme /ormula 
које se mogll kощfruirаti (еvеЩIUЉIO l'isestrukom) primjenom 10 i 20. 

Ргјје nego lј ргеdепlO l1а dokaz ekvivalentnosti ројта teorema ро D 6. 
i D 6а, 11арот~пјто оуо: 

MoZe se dogoditi да А i А ::::> В budu slteme teorema u smislu D 6а, 
а В da budc ;mJi1'it1lюlпi teorem u smisltl D 6а. Npr. А::::> т је shema tcorema 
ро 06а. )" i D5. Iб" а i (А::::> Т)::::> т је sllema teorcma poD6a.l° iDS. 
]6'- (uz А ,':;' Т kao "А"). M~dutil11, u smislu D 6а. 20, т је individualni 
tеог..;П1. U dl'Ug\l ruku, ako је А individuall1i teorem а 'А ::::> В sllema teorema, 
bit 6; dakako i В sam s11ema teorema (sve u smislu D 6а.). Копаспо, slucaj da А 
budc shcma tcorcma а А::::>В il1dividualni teorem ocito пе moze 11astupiti. 

Prctlil110 sada па dokaz da su ројl110уј ,,(iпdividuall1i) teorem logike 
sudova" kako izlaz: РГСП1а D·6. i D 6а. l11edusobno ckvivalentni. 

Ргуо, svaki individualni teoren1 u smislu D 6. bit се - uz isti izvod, 
tj. јсdпаkо ргiтјепјivапје slucajeva l' i 2' definicije - oeito teorem i ро D 6а. 

Obrat пiје trivijalan, jer је moguce da u izvodunekog individualnog 
teorcl11a ро D 6а. interveniraju i slIeme teorema (tlSp. napomcntl ји D 6а !). 
Dokalal ссто m~dutim da оЬга! ipak vrijcdi, tj. da је svaki individualni 
tcorem u smislu D 6а. takoder teorem u smislu 06. 

Neka јс dakle Т individualni teorem u smislu D 6а. Neka u izvodu od 
Т ро О 6а. upotrebom 1" i 20 kao oznake za foгтиlе koje dolaze u shemama' 
Уеогеl11а kojc sc pritoll1 upotrebIjavaju (ako Љ ima) l1astupaju А, В, С, ... (skup 
tih oznaka bit се prazan, ako је Т ро D 6а. izvedeno uz upotrebu samo 
individuall1ill teorctna u smislu D 6а.). Zamijenill10 lј u citavom ,tom izvodu 
(tj. kod svill ргјтјспа D 6а. 1 о i 2') svagdje t:f, В, с, ... npr. sa Т, dobit 
се111О (јl11е -- kao ;;10 se lako uvida - izvod od Т ро D 6. Т је dakle tcorem 
i u sl11islLI Ј) 6. 

8.3. Лkо је 11cka sl1cma rOfll1ula F sllel11a teorcma u smislu D 6а, bit 
се svaka illdividLщll1а t'ormula koju 'dobival11o iz F uvrstavanjem (individualnil1 
foгmLlla 11<1 mjcslo OJ,l1aka 7а foгтиlс) takoder (il1dividuall1i) teorem ро D 6а. 
IJа se оуо Llујдј, dоvоlјlЮ јс uociti да ССllЮ Lll prov;;:dbu istih zamjena ozna
ka ,а ГОГl1шlе il1div:dLlalnim formulama skюz 11 citavom izvodu od F ро D 6а. 
dob:ti i/vod trazcl1c individuall1c forl11ule kao 'сorета ро D 6а. (а veC smo 
pOlkrilj 8.2. v;djeli да ol1da lu individualnLl j'ornНllu mozcmo izvcsti kao teo
гст i )10 D 6.). 
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Medutim, mofe se postaviti ОУО pitanje: Ako iz neke sheme formula 
uvrstavanjem individualnih foгmиlа па mjesto оzпаkа za formule dobivamo 
uvijek individualne teoreme, da li је onda dana shema formula nuzno Ыlа 
shema teorema? Pokazat сето da to stoji, iako nije trivijalno: Moglo Ы se 
пајте тоМа dogoditi da је svaka pojedina individualna formula koja nastaje 
od F uvrstavanjem iпdividuа\лi teorem (ро D 6а. Ш, 8to је ро 8.2. isto, ро 
D 6.) а da sama shema formula F пјје ·shema teorema u smislu D 6а. (лрг. 
ako Ы se dvije razJicite iлdividuа\пе formule koje nastaju od F uvrstavanjem 
тогаlе kao iпdividuа\лi teorcmi izvoditi па razlicite паСјпе). Ovakve okolnosti 
mеdutiщ ipak пе nastupaju, пајте, ako F јта svojstvo da је svaka individu
аlпа formuJa koju od пје dobivamo uvrstavanjem teorem, onda је i F shema 
teorema u smis!u D 6а. Оуо uvidamo ovako: 

Supstituirajmo u F za mеdusоЬло raz\icile оzлаkе 7а formu\e леkе odre
депе уагјјаЫе sudova х, у, =, ... koje Ыl sve med\ISobno razJicite, а pored 
toga razliCite S\1 i od svih varijabJa koje еksрЈiсitло \llaze u danH shem\1 

. formuJa F (ako takviJ1 јmа). Dobivena individualna foгm\IЈа neka је G. Ро 
.pretpostavci о Р, G је individualni teorem. No ako \1 nekom izvodll od G ро 
. D 6. skroz zamijenin10 уагјјаЫе х, у, Z, ••• redom олim 07лаkаmа za formule 
па шјеstо kojiJ1 smo ih i'Зlliје uvrstiJi (da Ы iz F dobiJi G), dobit сето time 
- ka~ 8to se lako нујда - izvod od F kao sheme {еогета ро D 6а. 

8.4. Neka је F indiv.idualni teorem iJi shema teorema. U F леkа doJaze 
(najvise) simboli Jogike sudova (od varijabIa: х, у, Z, ••• ) i zлаkоvi za foгтиlе 
А, В, С, ... Ako S\I 1f;da Х, У. Z, ... ; К, L, М, .,. koje god dале јпдј
viduall1c foГll1иЈе ili sheme formu]a ы. Се i 

F(Xlx, Уј}', Z!=, ... ; К!А, LIB, MIC, ... ) 

teorem јlј sllema {еогета logikc sudova. 

Da оуо иујдјто, доуоlј110 је uociti da сето izvod od 

Р(ХЈх, У\у. Z:=, ... : К!А, LIB, MIC, ... ) 

dobi1i iz izvoda оо F (оЬоје ро D 6а.) ako u оуоm Р010лјеm skroz od ро
cetka do kraja provedemo zamjclНl од х s<l Х, )' sa У, z sa Z, ... ; А sa 
К, В sa L, С sa М, ... (Pritom ле smeta ako уес 10kom izvoda od F u 
pojedil1im sl1ешаma formtlJa dolaze леki od znakova ili shema Х, У, Z, ... ; 
К, L, М, ... ). 7..а forma\l1o strogi dokaz ovoga usp. па ргјmјег s\icni dokaz 
ОЈ 11.5; uz specijaJizacijtl ~ .. о dobivamo odanJe kao роsеЬап sl\lcaj ovdje 
гаzшаlrdl1i. 

Gomja гаzmаtГЗl1ја II 8.2. do 8.4. оршvdаvајu da k'lds10, ako је to 
zgodnije radi kraceg i jedl1ostavl1ijeg izгаzаvалја а пета opasnos1i zаЬuле, 
umjeslo о silemi lеогеmа goyol'i11lo krace о 'еогеmu. 

8.5. Ako је l1eka il1divid\lпll1а foгшulа јlј shema formula А 1еогет, pisat 
сеп1О r-A; znak ,,)-" citat сеl1lO "tcorern". 

Znak 1- dakle lIije шаtС111аtiсki znak (simbol Jogike sudova), уес mеlаl/шlе
malicki simbol: r- А simbolicki, krace oznacava izrek\l "А је {еогст", а 10· је 
metamatcmaticka izrcka јег govori о logici sudova. 
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8.6. Ovdje se prirodno nameee pitanje: Кako Сето u орСет slu<:!aju za 
danu formulu (shemu formula) odlu~iti da Н је ona teorem (зћета teoreтa)? 
Da Ы na ovo pitanje mogli odgovoriti trebat се nam ne!lto opsefnija priprema, 
ра' ееmо ~e па taj problem vratiti kasnije. i u potpunosti ga rije!liti u 18. 
poglavlju ove G1ave. 

8.7. Iz posljednjeg odl:>mka 7.2; i iz D 6. i D 6а. mofemo zbog 11 3. Т 3. 
1 о zaklju~iti da се svaki tc:or~m (зћета teoreтa) logikesudova, interpretiran 
kao formula algebre sudova, biti identi~ki istinita formula. Кasnije сето (u 
18.) vidjeti da vrijedi i obrat, tj. ako је пеЬ formul~ 10gike sudova, interpre
tirana kao formu1a algebre sudova identi~ki istinita, .<>па је teorem logike su
dova. Тјmе се ujedno biti rije!len probJem iz 8.6. jer za formule algebre sudova 
znamo konstatirati da li su id~nticki istinite ili пе. 

8.8. sa D 6. i 6а. u stvari је forтalizirana dedukcija u logici sudova. 
Kod izvodenja novih teorema iz poznatih пе mои viile biti govora о "meto
daтa uobi<:!ajenim u тateтatici" vec зе jedino зтјјето pozivati па D 6. i 6а. 
i па iz пјјћ izvedena pravila. Upravo па ovome mjestu do1azi dakle do izra
faja osnovna razlika u koncepciji izgradnje. algebre sudova i logike sudova 
(iako, kao ~to SП}О veC i .ranije napomenuli, па nivou sudova ova razlika nе
се јоз dovesti do тaterijalno razlicitih teorija - usp. gore 8.7.). Da. опа vodi 
do znatne razlike u metOOama izvodenja.. (koje, opcenito uzevsi, postaju sloze
пјје аН i ,,~isce") vidjet ееmо uskoro. 

8.9. Primjer 1. Neka је А koja god дana individualna formula ili зћета 
formula. Tada su formule 40 (, А I В), 50 (, А I В) (tj. formu]e А & ,А:::> А, 
А & ,А:::> ,А) aksiQmi dakle ро D 6а. 10 i teoremi 10gike sudova. Dalje је 
i formula 140 (А &,А I А, А I В) (tj. formula 

(А & ,А:::>А):::>«А & ,А:::> ,А):::> ,(А & ,А» ) 

aksiom dakle i teorem logike sudova. Kako smo ranije nasli da је А & ,А:::> А 
teorem, dobivamo ро D6a. 20 да је i (А&,А:::>,А):::>,(А&,А) teorem. 
No ranije smo tak~der nas!i да је А &,А:::>А teorem. Primijenimo Н opet 
D 6а. 20 nalazimo konacno da је ,(А &,А) teorem logike sudova. (Ро 
njegovom obliku vidiino da оп niје aksiom ni za kojeznaeenje од А, jer пета 
зћете aksioтa оЬНЬ ,( .. ,).) , 

Primjer 2. Neka је opet А koja god dana individualna formula ili shema 
formula. Slicnim postupkom kao u proslom primjeru nalazimo da је: 

1- А:::> А V ,А ро D 5. 70; 

I-,A:::>AV,A ро D 5. 80; 

I-(A:::>AV "А):::>«,А:::>А V ,А):::> А V ,А) ро D 5. 150, 

Primijenimo li dvaput D 6а. 20 doblvamo да је А V ,А teorem logike 
sudova. (Ni taj teorem пј za koje znacenje оо А пјје aksi.om.) 

Primjer 3. Prema D 5. 1 о vrijedi 

(9) I-А::>("А=>А). 
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Prema D 5. 130 је 130 (-,А I А, А I В) teorem tj. 

(10) I--,A=>(-,-,A=>A) , 

а prema D 5. 150 је 150 (-, -,А=>А I В) teorem tj. 

(11) I-(A=>(-, -,А=>А»=>«-,А=>(-, -,А=>А»=>(-, -,А=>А». 

Zbog (9) i (11) је ро D ба. 20 

(12) I-(-,A=>(-, -,А=>А»=>(-, -,А:::>А) , 

а odatle је zbog (10) - opet ро 1) 6а. 20 - konacno 

(13) f- -, -,А :::>А. 

(Ni ovaj teorem -,-,А=>А ocito nije aksiom ni za koje znacenje od А.) 
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8.10. Izvodi teorema i shema teorema ро D б. i ба. mogu se zorno 
predociti shemom u obliku drveta; svakoj primjeni D 6. ili 6а. 1 о odgovarat 
се poeetak jedne grane drveta, а svakoj primjeni D 6. ili ба. 20 odgovarat се 
jedne raSlje drveta .. D~kazani teorem bit се korijen drveta. 

_~. i,'. 

8.10.1. Primjel'~ za primjer 3. iz 8.9. dobili Ы, ио radi kraceg pisanja 
formulu -, -,А=>А о~naсјйl.O sa D i radi jasnoee kraj svakog aksioma sa ПО: 
oznacimo рrimјепощ Јсоје sheme aksioma по iz D 5. је nastao: 

10: А:::> D 150: (А => п) => «-,А => п) => п) 

~/ 
130: -,А => D (-,А :::> п) => D 

~/ 
D 

OpCenito ovakav shematski prikaz izvoda nekog teorema njimsamim ne . 
се biti jednoznacno odreden (usp. прт. veC 7.4.1.), Ьо 5to se vidi прт. iz 10.4. 

8.10.2. VjeZba. Napisi shemu izvoda teorema А &B~ В&А. (Rjesenje: 
Oznacimo li radi kraCeg pisanja А & В sa п, В & А sa Е, bit се trafeni she
matski prikaz dan npr. sa 

50 (В I А, А I В) 60 (Е I А, А I в, В I С) 
Е=;, А (Е=;, А) => «Е=;,В) =;, (Е=;, D» 

----------~ 40 (В I А, А I В) I 
Е=;, В (E=;,B)=;,(E=;,D) 
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9. NEKI V AZNIJI ТEOREMI IМРЫКАСIЈЕ 

Ovdje сето izvesti nekoliko teorema о implikaciji, koji се пат trebati 
т, kasnija razmatranja. Вш'uсi da се i u пјјт8 А, В, С. D тосј oznaeavati 
koje god individualne formule ili sheme formula, radit се se u stvari о sl!emama 
teorerna. Ove sheme teorema sadrfat се od operatora eksplicitno samo =>, а 
kod dokaza da predstavljaju teoreme upotrebljavat Сето od sherna аЬјота 
S81110 опе iz grupe => -aksioma, ра сето stoga te teore.me zvati t е о r е т i т а 
i 111 Р 1 i k а с i је. 

9.1. Oznacimo najprije sa F1 formulu (А => (А => В» => (А ~ В) i doka-
zimo да је F1 teorem tj. . 
(14) I-(A => (А => В» => (А ~ В). 

(15) 

Ispisivanjem odgovarajucih formula тоито provjeriti da је 

{ 
30 (А => (А => В) 1 А, «А ;. В) => В) => (А => В) 1 В, А => В 1 С) = 
30 (А => ВI В, В' С) => (20 (А => В 1 А) => Р1); 

пајте, оЬа gornja izraza predoeuju formulu 

«А => (А => В» => «(А => В) => В) => (А => В») => 

««(А => В) => В) => (А => В» => (А => В» => «А => (А => В» => (А => В»). 

Та formula ј: dakle zbog (15) аЬјот (individualni ili shema) ро D 5. 
30 а i njena antecedenta (А => (А => В»=> «(А => В) => В) => (А => В» је aksiom 
(indivi4ualni ili shema) ро D S. 30. OdaHe је ро D 6а. 20 пјеna konsekventa 

®А=>m=>m=>~=>~=>~=>~=>~=>~=>~=>~=>~ 

teorem (individualni ili shema). 
N о ро (15) i antecedenta ove formule је ak~iom ро D 5. 20 ра primje

пот D 6а. 20 izlazi (14). 
Specijalno, za B:=:;Aizlazi 'iz (14) 

I-(A ::> (А ::> А» => (А => А). 

Antccedel1ta ove formule је aksion\ jer је to formula 10 (А I В). Dakle је i 
konsekvel1ta gornje forшulе, tj. А => А, teorem: 

(16) 

(17) 

~A' => А. 
9.2. Оznaсiпю sa Р. forl\\ulu «А => В) => А) => «А => В) => В). 
Ispisivanjem odgovarajuci-h formula то!ешо opet provjeriti da је 

{ 
30 «А => В) => А I А, (А => В) => ((А => В) => В) I В, (А => В) => В I С)а 
30 (А => В' А, А 1 В, В' С) => (Р1 (А => В' А) => РЈ; 

пајте, оЬа izraza l'redocuju formulu 

«(А => В) => А) =>«А => В) => «А => В) => В») => 

««А :;;.В) => «А =>В) =>В» => «А => В) =>В» => «(А :;;.В) =>А)=> «А =>В) => В»). 
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Та formula sama i пјепа antecedenta zbog (17) su шјоmј, ра је ро 
D 6а. 20 пјеna konsekventa 

«(А ~ В) => «А => В) => В» => «А => В) => В» => «(А => В) => А) => «А => В) => В» 

teorem. No prema shemi teorema (14) iz 9.1. i antecedenta ove' formule ро 
(17) је teorem, ра ј:: i пјепа konsekventa F" teorem: 

(18) f-«A => В) => А) => «А => В) => В). 

9.3. Oznacimo sa Fз formulu А => «А => В) => В) . 
Ispisivanjem odgovarajucih formula mozemo provjeriti da је 

(19) 30 «A=>B)=>AIB, (A=>B)=>BIC)= 10 (А=>.вIВ)=>(Fа~,Fз); 

naјmе, оЬа izraza predocuju formulu 

(А => «А ~ В) => А» => ««А => В) ~ А) => «А => В) => В» => (А => «А => В) => В»). 

Та formula Shma i njena antecedenta ро (19) su aksiomi, ра је njena 
konsekventa 

~=>Щ=>~=>~=>Щ=>~=>~=>~=>Щ=>~ 

teorem. No prema 9.2. (18) i antecedenta ove formule је teorem, ра је i njena 
konsekventa teorem, tj. 
(20) f-A => «А => В) => В). 

9.4. Oznaeimo sa Ff. formulu 

«(В => С) => С) => (А => С» => (В => (А => С». 
Vrijcdi 

(21) 30 (В! А, {В => С) => С!В, А=> СI C)=(Fa(B I А, С! 8) => Ff.), 

jer оЬа izraza predocuju formulu 

(8 => «В => С) => С» => ««8 => С) => С) => (А => С» => (В => (А => С»). 

Оna је aksiom ра zbog (21) i (20) primjenom D 6а. 20 iz1azi 

(22) 

(23) 

1- «(В => С) => С) => (А => С» => (В => (А => С». 

9.5. Oznaeimo sa Fs formu1u (А => (В => С» => (В => (А => С» . 
Vrijedi 

{ 
30 (А => (В => С) I А, «В => С) => С) => (А => С) I В, .В => (А => С) I С)= 
30 (В => CI В) => (F. => F5), 

јес оЬа izraza predoeuju formulu 

«А =? (В => С» => «(8 => С) => С) => (А => С») => ««(8 => С) => С) => 

(А => С» => (В => (А => С») => «А => (В => С» => (В => (А => С»» . 

Опа је aksiom ра zbog (23) i (22) dvostrukom primjenom. D 6а. 20 izlazi 

(24) f- (А => (В => С» => (В => (:4 =:> С) . 
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(25) 

Logika sudova 

9.6. Oznacimo sa Fs formulu (В => е) => «А => В) => (А => С» . 
Vrije-di 

jer оЬа izraza predocuju formulu 

«А => В) => «В => е) => (А => е») => «В => е) => «А => В) => (А => С») . 
Ona је teorem ра је zbog (25) 

(26) 1- (В => е) => «А => В) => (А => С» . 

(27) 

9.7. Oznacimo sa Р7 formulu 

(D => В) :::> ({А :::> (В :::> е» :::> (А => (D :::> е»). 
Vrijedi 

{ 
30 (D => В I А, (В => е) => (D => е) I В, (А => (В => е» => (А => 

(D => е» I е)= 30 (D I А) => (Рв (В => е I В, D => е I е) => Р7) , 
jer оЬа. izraza predocuju formulu 

«D => В) => «В => е) => (D => е») => 

««В => е) => (D => е» :::> «А => (В => е» => (А => (D => С»» => 

«D => В) => «А => (В => С» => (А => (D => С»») . 
Ona је aksiom ра је zbog (27) i (26) konsekventa njene konsekvente 

teorem, tj. 
(28) 1- (D => В) => «А => (В => е» => (А => (D => е») . 

9.8. Oznacimo sa Рв formulu 

(А => (В => е» => «D => В) => (А => (D => е») • 
Tada је (usp. 9.5. i 9.7.) 

(29) Р .. (D => В I А, А => (В => е) I В, А => (D => е)! е)=Р7 => Рв , 

jer оЬа izraza predocuju formulu 

«D => В) => «А => (В :::>е» => (А => (D => е»» => 

«А => (В => С» => «D => В) => (А => (D => С»». 

Оnа је zbog (24) teorem ра је zbog (28) i njena konsekventa teorem, tj. 

(30) I-(А => (В => е» => «D => В) => (А => (D => е»). 

9.9. Oznacimo sa F9 formulu. 

(е => D) => «А =>(В => е» ~> (А => (В => D»). 

Tada је (usp. 9.6.) 

{ 
30 (е =l' D! А, (В::> е) => (В => D)! В, (А => (В => е) => (А => 

(31) (В => D» 1 e)=Fs (В! А, е! В, DI е) ::>(F6 (В=> е!в, В=> D! е)=> рв), 
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jer оЬа izraza predocuju for.mulu 

«е => п) => «В => е) =>(В => п»)) => 

««В => е) => (В => D» => «А => (В => е» => (А => (В => п»» => 
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«е => п) => «А => (В => е» => (А => (В => D»»). 

Опа је aksiom ра је zbog (26) konsekventa пјепе konsekvente teorem, tj. 

(32) f- (е => п) -=> «А => (В => е» => (А => (В => п»). 

9.10. Oznacimo sa F10 formulu (А => (В => е» => «А => В) => (А => С». 
Tada је (usp. 9.9, 9.1. ј 9.8.) 

(33) { F9 (А => (В => е) ј А, А => В I В, А => (А => е) I С, А => е I п) = 
F1 (е IE) => (Fs (А I п) => F10 ) , 

јес оЬа izraza predocuju formulu 

(А => (А => е»=> (А => е» => «(А -=> (В => е» => «А => В) => (А => (А => С»» 

=> «А => (В => е» => ({А => В) => (А => е»». 

Оna је zbog (32) teorem ра је zbog (14) i (30) i konsekventa пјепе 
konsekvente teorem, tj. 

(34) f- (А => (В => е» => (СА => В) => (А => е». 

9.11. Oznacimo sa F1i formulu СА => В) => «А => (В => е» => (А => е». 

Tada је (usp. 9.5.) 

(35) F5 (А => (В => е) I А, А => В I В, А => е I е) == F10 =>. F1i, 

јег оЬа izraza predocuju formulu 

({А => (В => е» => ({А => В) => (А => е») => ({А => В) => «А => (В => С» => (А => е») . 

. Опа)е zbog (24) teorem ра је zbog (34) i пјепа konsekventa teorem, tj. 

(36) f- СА => В) => «А => (В => е» => (А => е». 

Оуај teorem trebat се пат kasnije kod izvoda teorema dedukcije и 13.4. 

10. DEMONSTRACIJE TEOREMA 

10.1. D~finicija 7. (Коnасnј) niz formula (individualnih i ;ћеmа) А, В, ... , 
Z zvat сето demonstracijom ili dokazom od S ako је S element danog 
niza i ako taj niz јта ovo svojstvo: Za svaki clan'-N niza vrijedi (Ьагеm) jedna 
od ovih mogucnosti: 

1 о N је aksiom (individualni ili shema), 

20 и nizu postoje ispred N Clanovi К i L, takvi da је L==K=:>N. 
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Istaknimo, da је ро nasoj. D 7. dani niz. formula (koji је demonstracija) 
demonstracija svakog (bllo kojeg) svojeg clana (а ne тоЫа samo posljednjeg). 
Ovakva definicija - iako se razlikuje od uobieajenije - spretnija је za dalja 
izvodenja. ' 

10.2. Uz svaku danu demonstraciju ne"e formule S pripada i odgovarajuci 
k о m е п t а r, kojim је za svaku formulu danog niza opisano, па koji nacin 
је za nju ispunjen jedan od uvjeta 10, 20 gornje definicije. 

Ovakav komentar opeenito затјт danim nizom (demonstracijom od s) 
пјје jednoznacno odreden: moguee је npr. da za neki clan niza vrijede оЬа 
uvjeta 1 о, 20. Navedimo za ilustraciju оуај primjer: 

1. т ~ т је aksiom 160 (Т IA); 2. (Т ~ T)~ Т jeaksiom 160(Т ::> т 'А); 
3. т jer ranije u nizu. dolaZe clanovi 1. i 2; 4. Т ~(T ~ Т) је aksiom 
]О(Т 'А, Т 'В); 5. T~T jer ranije u nizu dolaze сlanоуј 3. i 4. ili jer је 
to aksiom 160 (Т I А). 

10.3. Indukcijom ро brojuclanova niza lako se uvic!a da vrijedi: 

Formula (individualna ili shema) S j~ teorem (individualni ili shema) logike 
sudova onda ј. зamо опда, ako postoji (bar једna) demonstracija od S. Pored 
toga, ako ро D 6а. znamo dokazati da је S teorem, mofemo odatle efektivno 
пасј i jednu demonstraciju od S i obrnuto: Elemente sheme izvoda od S u 
obliku drveta тоито naјте uvijek poredati u 1inearni niz tako da budu ispu
пјепј zahtjevi D 7; obmuto, iz сlanоуа niza koji zadovoljava uvjete D 7. 
mofemo uvijek konstruirati odgovarajucu shemu izvoda od S u obliku drveta. 

Umjesto о demonstraciji od S pisat сето takoder о demonstraciji f-- S. 
(Korektnije - аlј manje kratko - Ыlо Ы pisati о demonstraciji koja ро
kazuje da је f-- S.) 

10.3.1. Primjer. Prema rjeSenju .vjefbe 8.10.2. тоито konstruirati ovu 
demonstraciju teorema A&B~B&A (pokrate D i Е imaju isto znaeenje по 
u 8.10.2, tj. Ds=A&B, Е=В&А): 

1. D~B 
2. (D ~ В) ~ «D ~ А) ~ (D ~ Е» 
3. (D ~ А) ~ (D ~ Е) 
4. D~A 
5. D~E 
6. (D ~ Е) ~ «Е ~ D) ~ (D~E» 
7. (Е ~ D):::> (D~E) 
8. E~A 
9. (Е ~ А) ~ «Е ~ В) ~ (Е ~ D» 

10. (Е => В) ~ (Е ~ D) 
11. Е:::> В 

12. E~D 
13. D~E 

Kornentar: 

Aksiom 50 
Aksiom 60 (D I А, А ј С) 

Iz 1, 2. ро D 7. 20 
Aksiom 40 
Iz 4, з. ро D 7. 20 
Aksiom 120 (D I А, Е I В) 
Iz 5, 6. ро D 7. 20 
Ak$iom 50 (В I А, А I В) 
Aksiom 60 (Е ј А, А I В, В I С) . 
Iz 8, 9. ро D 7. 20 
Aksiorn 40 (В I А, А I В) 
Iz 1], 10. ро D 7. 20 
Iz 12, 7. ро)) 7. 20. 



10. DеП>ОDstrасiје teorema 157 

Ovaj niz 1. - 13. ostao Ы demonstracijom i uz neke permutacije njegovih 
clanova (ш odgovarajucu prenumeraciju u komentaru): Mogli blsmo јЬ npr. 
uzeti i redom 8, 9, 10, 11, 12, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 13 ili redom 1, 2, 8, 9, 
3, 10, 4, 11, 5, 12, 6, 7, 13. itd. . 

10.4. ia dani teorem тои postojati vise razIicitih demonstracija, cak i 
onda ako па demonstraciju postavimo dodatni zahtjev 30, da пе saddi suvisnih 
c!anova (tj. da prestaje biti dепiопstrасiјоm, аЈс6 se iz niza izbaci bllo koji 
сlап ili grupa clanova) te ako pored toga. demonstracije koje se razlikuju samo 
u porooaju clanova u nizu јоз пе smatramo razlicitim. 

Navedimo jedan primjer gdje ovo nastupa: dat сешо dvije (ј u takvom 
uzem smislu) razlicite demonstracije teorema «А =:> А) => А) =:> (А => А). 

Demonstracija 1 

1 .. А => (А => А) Aksiom 1 0 (А I В) 
2. (А =>(А => А» => «( А => А)=> )=:>(А =:> А» Aksiom 30 (А ~A I В, А I С) 
3. «А => А) ~ А)=:> (А => А) Iz 1, 2. ро D 7. 20. 

Demonstracija 11 

1. (A=:>(A=:>A»=>«(A=:>A)=>A)=>(A=>A»Aksiom 30 (А=:>АIВ, АIС) 
2. «(А => А)=>А)=:>(А=>А» =:> (А=>А) Aksiom 20 (А=>А 'А, А 'В) 
3. «А =>(А =:> А»=:>«(А => А)=> А)=> }{AkSiOm 30 (А =:>(А => А) I А, 

(А => А»)=>««(А => А)=> А)=> (А => А» «А => А)=:> А)=> (А => А) I В, 
=>(А => А»::>«А =:>(А => А»=>(А => А») А => А I С) 

4. ««А => А)=> А)=>(А => А»=> } 
(A=>A»=>«A~(A=>A»=:>(A=>A» Iz 1, 3. ро D 7. 20 

5. (А =>(А =:> А»=>(А =:> А) Jz 2, 4. ро D 7. 20 
6. А =>(А => А) Aksiom 10 (А I В) 
7. А=>А Iz 6, 5. ро D7. 20 
8. (А => А)=>«(А =:> А)=> А)=>(А => А» Aksiom 1°(A=>A!A,(A=>A)=>AIB) 
9. «А=:>А)=>А)=>(А=>А) Iz 7, 8. ро D 7. 20. 

Јпасе, i za ovaj primjer lako је uvidjeti da taj teorem sigurno пјје aksiom 
пј za koje znacenje od А. Kad Ы оп naјmе Ыо aksiom za neko znacenje od 
А, Ыо Ы to neki aksiom impIikacije. No odmah vidimo da nijedan od aksioma 
10,20,30 пе dolazi za to u obzir. 

10.5. УјеЊе. 

10.5.1. Napisi demonstraciju teorema а) -; (А & i А), Ь) А \/ -~ А, 
с) -ј --ј А => А. (Uputa: usporedi рфnјеrе iz 8.9.) 

10.5.2. Napisi komentar demonstracije 

1. А=> В\;А 
2.B=>B·VA 
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З. (A=>BV А) => «В => BVA)=>(A V В=> BV А» 
4. (B=>BvA)=>(AV B=>BvA) 
5. AVB=> BVA 
6. В=> AVB 
7. А=> AV В 
8. (В=>А V В)=>«А=>А V B)=>(BV А=>А V В» 
9. (A=>AV B)=>(BVA=>AV В) 

10. BVA=>AV В 
11. (AV B=>BVA)=>«BVA=>AV B)=>(AV B<;::>BVA» 
12. (BVA=>AV В) => (А \ј B<;::>BVA) 
13. А V B<;::>BV А. 

(Rjesenje: 1. Aks. 80 (В I А, А I В); 2. Aks. 7
ђ 

(В I А, А I В); з. Aks. 90 (В V А I С); 
4. Iz 1, З; 5. Iz 2, 4; 6. Aks. 80; 7. Aks. 70; 8. Aks. 90 (В I А, А I В, А V В С); 
9. lz 6, 8; 10. Iz 7, 9; 11. Лks. 120 (А V В I А, BV А I В); 12. lz 5, 11; 13. 
Iz 10, 12.) 

10.5.3. Definirajmo demonstraciju и sirem smislu Ьо niz 
formula kod kojeg za svaki clan vrijedi bilo mogucnost 10 ili 20 iz D 7, bilo 
је to ЗО neki vec ranije izvedeni teorem (individualni ili shema). 

Doka.fi: а) Svaki clan niza demonstracije и sirem smislu је teorem (indi ... 
vidualni ili shema). Ь) Neka и demonstraciji u sirem smislu А1 , А2 , ••• , Ak 
od clanova koji su teoremi dolaze samo formule А/., А/., ..• , А/т i neka ц
пјјћ vec јтато demonstracije (и оЫспот smislu) respektivne duljine od ро 
n/., n/., ... , ntт formula u nizu. Тада postoji demonstracija оо Ak (и оЫспот 

т 

smislu) sa ~ niј + (k-m) clanova (formula) и nizu. 
ј=1 

11. DEDUKCIJE FORМULA 

11.1. Dejin}cija 8. Neka је /). neki (najvise konacni) skup formula (indivi
dualllih i sllema). (Коnасnј) niz formula (individualnih i shema) А, В, ... , Z 
ZMt (:ето d е d и k с i ј о т od S iz /)., ako j~- S element danog nаа i ako taj 
niz ima ovo svojstvo: Za svaki clan niza vrijedi (Ьагеm) jedna od ovih mogucnosti: 

1 С_ N је aksiom (individualni ili shema), 
20 N је jedna od formula (individualna ili shema) od /)., 
30 и nizu postoje isргеdЧ4 tlanovi К i L, takvi da је [-=К => Н. 
Ako postoji dedukcija od S iz /). pisat сето /). f- S; znak "f-" citat сето 

"vodi do". Umjesto о dedukciji od S iz' /). pisat сето takoder о dedukciji 
/). i -S. Iovdje Ы (usporedi analognu паротепи па kraju 10.3.) bilo korektnije 
govoriti о dedukciji koja pokazuje da је /). f- s. 

SV:lkoj dedukciji -takoder pripada komentar kao i svakoj demonstraciji. 
1 ovdje vrijedi analogna napomena kao uz definiciju demon!?tracije: Dani 

niz (koji је dedukcija) је dedukcija svakog (bilo kojeg) svojeg clana (а- пс 
mozda samo posljednjeg). NaSa definicija zgodnija пат је od uobicajenije (gdjc 
se dani niz smatra dedukcijom samo posljednje formule u nizu) radi kasnijih 
razmatranja (usp. npr. poglavlje 12. јlј dokaz u 14.7.). 
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11.2. Istaknimo da ро D 8. 20 пјје dozvoljeno da S bude neka formula 
koja nastaje uvrstavanjem formuia (individua1nih i shema) u neku od shema 
formula iz Ll, veC S smije biti jedino formula (individua1na ili shema) koja је 
ааmа elemen~ od Ll. (Za razliku od toga ро D 8. 1 о S smije biti koja god 
formula koja nastaje uvrstavanjem formula - individualnih i shema - u neku 
аћеmu aksioma, Ьо i u D7. 10; usp. napomenu u zagradama iza D6a. 10.) 
Razlog za ovu· restrikciju bit се jasan kasnije. Uosta1om, Jako је uvidjeti da Ы 
bez ikakve restrikcijena D 8. 20 (tj. ako Ы se njome dozvoljavale i formule 
koje iz elemenata od Ll nastaju uvrstavanjem) sama D 8. posta1a iluzorna: Neka 
је Ll=A, tj. Ll se sastoji od jedne sheme formula А. Тада Ы 

1. В Zamjenom В za А u elementu 
od Ll (ро D 8. 20 nedozvoljeno!) 

bila "pedukcija" Af-B, tj. iz sheme А kojom је dana Ы/о koja (svaka) formula, 
mogla Ы se ,.deducirati" shema formula В, kojom је opet dana Ы/о koja druga 
(svaka) formula! 

U pogledu рјшпја о jednoznacnosti komentara dane dedukcije i jednozna
cnosti rekonstrukcije dedukcije za dane Ll, S vrijedi analogno опоте, sto је о 
tim pitanjima гесепо za demonstraciju. 

11.3. Moze se postaviti pitanje kada uz дапе Ll, S vrijedi Ll f- S, tj. koji 
је kriterij odluke da ]ј za danu formulu postoji dedukcija iz danog skupa for
mula. Teoremom dedukcije· (usp. 13.) ovaj се problem biti sveden па pitanje 
kada је дапа formula logike sudova teorem logike sudova (usp. i 8.6.). 

11.4. D 7. тоито smatrati posebnim slucajem D 8: Ako је u posljednjoj skup 
Ll prazan, dedukcija se specijalizira nademonstraciju. Takoder је jasno da, ио 
vrijedi f- S, vrijedi i Ll f- S za koji god skup formula (individualnih i shema) Ll. 

11.5. za dedukciju formula (individualnih i shema) iz skupa formula 
(individualnih i shema) vrijedi sJicna napomena kao 8to smo је u 8.4. naveli 
za izvode teorema (individualnlh i shema): 

Pretpostavimo da smo ротоси D 8. dokazali Ll f- S. U Ll, S neka dolaze 
(najvi8e) simboli logike sudova (od varijabla х, у, ... ) i znakovi za formule 
А, В, ... Ako su tada Х, У, ... ; К, L, .,. kojegod formule (individualne i 
sheme) bit се i 
(37) Ll (Х' х, Уlу, ... ; КIА, L 'В, ... )f-S(XI х, Уlу, ... ; 

КIА, LIB, ... ), 
gdje је Ll (Х 1 х, У 1 у, ... ; К 1 А, L I в, ... ) oznaka za skup foгтulа (indivi
dualnih i shema) koje dobivamo ako и svakom elementu od Ll provedemo 
navedene zаnЧепе. 

Da ovo uvidimo opet је dovoJjno uociti da сето dedukciju od 
S(Xlx, Уlу, ... ; КIА, LIB, ... ) iz Ll(Xlx, Уlу, ... ; КIА, LIB, ... ) 
dobiti iz dedukcije od S iz ~ ako и ovoj posljednjoj skroz od pocetka do kraja 
(tj. и svakom сlапи niza formula - individualnih i shema - koji је odreduje) 
provedemb zamjenu od х sa Х, у sa У. . .. ; А sa К, В sa L, ... (Pritom nе 
smeta ako vec u pojedinim clanovima niza koji daje dedukciju Ll f- S dolaze 
neke ·od formula Х, У, ... ; К, L, ... ). 

Strogi dokaz provest сето indukcijom ро Ьгоји п сlапоуа niia foгmulа 
koji daje pretpostavljenu dedukciju Llf-S. 
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Baza indukcije. za п = 1. S тои biti aksiom (individualni јН shema) i1i 
neki element od А. Tada је i S(X\x. У\у • ... ; К!А. L\B • ... ) aksiom 
(individualni ili shema) (u smislu 7.2.) ili element od A(Xlx. Yly •.•.. ; 
KIA. LIB • ... ). ра (37) vrijedi za sve AI-S sa n= 1. 

Korak indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi· za sve dedukcije dane 
nizovima koji sadne ne vise od k c1anova. а AI-S пеЬ је neka dedukcija 
dana nizom od k + 1 clanova. Ako S nije posljcdnji с1ап te dedukcije. onda 
(37) vrijedi veC ро pretpostavci indukcije. jer tada postoji i dedukcija od S 
iz А sa пе- viSe od k clanova. МоfeПlо dakle prctpostaviti da је S posljcdnji 
clan u danoj dedukciji od п + 1. clanova. S је sada ili аЬјот. ili element od 
f). ili pak u nizu postoje ispred пјер. clanovi Т i R == Т => S. U prva dva slu
еаја (37) vrijedi iz razloga Ьо u Вazi indukcije. U preostalom treeem slueaju 
ро pretpostavci indukcije postoje dedukcije .. 

A(Xlx. Yly • ... ; KIA.LIB •... )I-Т(Х\х. Yly • ... ; K\A.LIB, ..• ), 

A(Xlx. У\у • •.. ; К\А. L\B •••. )I-R(Хlх. Yly • ... ; KIA. L\B • ... ). 

Ako nadoveumo jedan па drugi nizove koji daju оуе dvije dedukcije dobit 
сето оре! jednu dedukciju u kojoj се me4u cianovima пјепо! пizз formu1a 
dolaziti . 

Т(Х!х. Ују • .•. ; Кј.А. LIB •. ... ) i R(Xlx. Уlу • ... ; KIA, L\B • .•. ). 

А kako је zbog R == Т => S tak04er i 

R(X:x. YlY • .... ; KIA. L\B • .•. )= T(Xlx. Yly • .•. ; KIA. LIB, ... )~ 

S(Xlx. YI, .... ; К/А, L/B, .•• ) 

mozemo ovu posljednju dedukciju ро D 8. 30 nastaViti. јо§ jednim с1аnoт 
S(X/x. УIУ, ... ; КIА, LjB, ... ) ра (37) оре! vrijedi i u tom slueaju. -
Tvrdnja је dokaza~. 

11.6. Primjer;. 

11.6.1. Neka је А;аА => В, В => С (u simbolici teorije skupova pisali Ы 
А={А=>В, В=>С}). Tadaje 

1. А::::) В 

2. (А ~ В) => «В=> С)::::) (А => С» 
3. (В::::) С) => (А => С) 
4. В::::) С 

5. А::> С 

dedukcija А => В. В => С 1- А => С. 

. Еlетеп! od А 
АЬјот 30 
Iz 1. 2. ро D S. 30 
Element od А 
Iz 4. 3. ро D 8. 30 

11.6.1. Neka је А=А ~ В, А => С. Tada је 
1. А => В Element od А 
2. (..4 => В) => «.4 => С) => (А ::::) В & С» Aksiom 60 
3. (А => С) => (.4 => В&С) Iz 1. 2. 
4. А => С Element odA 
5. А => В & С Iz 4, 3. 

dedukcija А =-> В •. А => С ~- А => В & С. 
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11.6.3. Neka је Ll=A => С, В => С. Tada је 

1. А => С 

2. (А => С) => «В => С) => (А V В => С» 
з. (В => С) => (AV В=> С) 

4. В => С 

5. AV В => С 
dedukcije А=> q, В => С I-A V В=> С. 

11.6.4. Neka је Ll=A => В, В =>А. Tada је 

1. А => В 

2. (А => В) => «В => A~ => (А <::> В» 

з. (В => А) => (А <::> В) . 

4. В => А 
5. А <::>В 

dedukcija А => В, В => А I-A <::> В. 

11.6.5. Neka је Ll=A, ,А. Tada је 

1 ... А 
2. А => (. А => В) 
З .• А => В 
4. ,А 

5. В 
dedukcija А, • А i- В. 

Element od Ll 

Aksiom 90 

Iz 1, 2. 

Element od Ll 

Iz 4, З. 

Element od Ll 

Aksiom 120 

Iz 1, 2. 
Element od Ll 

Iz 4, З. 

Element od Ll 

Aksiom 130 

Iz 1, 2. 

Еlетеп! od Ll 

Iz 4, З. 

11.6.6. Neka је Ll=A => В, А=>. В. Tada је 

1. А => В 
2. (А => В) => «А => • В) => -, А) 

З. (А => • В) => • А 
4. А => ,В 
5 • ......,А 

dedukcUa А => В, А => .В 1- • А. 

Element od Ll 

Aksiom 140 

Iz 1, 2. 

Element od Ll 

Iz 4, З. 

11.6.7. Neka је Ll=A => В, -, А => В. Tada је 

1. А => В Element od Ll 

2. (А => В) => «-, А => В) => В) Aksiom 150 

з. (, А => В) => В 

4 . ......, А => В 

5. В 
dedukcija А => В, ......, А => В 1- в. 

11 Matcmaticka Jogika 

Iz 1, 2. 

Elemellt оо а 

Iz 4, 3. 

161 
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11.7. Vjezbe. 
11.7.1. PokaZi' da је А ::::> .Ј А !- --: А. (Rjesenje: Zbog 9.1. (16) postoji 

demonstracija f- А ::::> А. Odatle Је 

1. ... } 
2 ... , 
k. А::::>А 
(k + 1) (А ::::> А) ::::> «А ::::> Ј А) =;> Ј А) 

(k + 2) (А ::::> Ј А) ::::> Ј А 
(k + 3) А::::> -, А . 
(k+4) Ј А 

dedukcija А::::> Ј А 1-Ј А.) 

Demonstracija f- А ::::> А 

Aksiom 14° (А I В) 
Iz k, (k+ 1) 
Element odA 
Iz (k"+ 3), (k+ 2) 

11.7.2. Ako је А f- F mora postojati (bar jedan) najkraci niz formula 
(niZ s пајтапјјт bro~~m ~la.nova? koj! је ~edukcij~. o.d F iz ·А. Ako је п una
prijed zadani (ро v?IJ1 vel1kl) I?!IГodш v~roJ, postOJl 11 formula F, za koju naj
kraci niz, koji је n.JCna dedukclJa, sadrzl bar п clanova? (Odgovor: Da; uzmimo 
npr. formulu . 

F == « ... «aV b)Vc)V ... )Vy)V z 

koja sadr1i п razlicitih varijab~ sudova а, ~,c, '" ,у, z. Lako se uvida da 
dedukcija а f-F јта bar 211-1 сЈап. Naprotlv, za z f-F postoji vec dedukcija. 
sa samo 3 Сlапа.) 

12. NEKA SVOJSTV А DEDUKCIJE 

12.1. Uzmimo da је AI-A, AI-.B, : .. , Af-M tj. da se iz skupa formu1a 
(individualnih i shema) А moZe deduclratl

v 
(~опаСап) skup .formu1a (individualnih 

i shema) ф= {А, В, .. , ,М}. U t0..m slu~Ju ~o1eтo .oc1tO konstruirati i takvu 
dedukciju iz А u kojoj се medu clanovlma nJenog n1Za formu1a biti sve for
mule А, В, ... ,М (npr. nadovezivanjem nizova koji daju respektivno deduk
сјје Af-A, .AI-B, .,. , AI-M). Тада сето krace pisati Аi-Ф. (Ova konvencija 
пјје opcenito prihvacena, jer oznaka АI-ф kadsto znaci да se iz konjunkcije 
elemenata од А moze izv~sti disfunkcija elemenata od Ф.) Ovakvu oznaku upo
trebIjavat сето i u slucaju kad Је skup А prazan, dakle kad је Ф skup teorerna 
(individualnih i shema) . 

• 2.2. Uz notaciju uvedenu u 12.1. dedukcija јта i ova svojstva: 
1 о Ako је А:> Ф, onda је АI-ф. 
2' Ako је АI-Ф i 6.1-'1', onda је i Аf-ф u'Y. 

30 Ako је Аf-Ф i фf-'У, опда је i Af-'Y (specijalno: ako је 1-'11 i 
ФI- 'У, onda је 1-' 'У; usp. 10.5.3.): 

4? Ako је А\-Ф iФ:>'У, опда је i AI-'Y. 
50 Ako је ФI-'У i А:>Ф, опда је i Ai-'Y. 
6~ Ako је А\-Ф i ff-'Y, onda је АИГi-Фu'У. 

7" Ako је Аi-Ф i A"-.fl-f, опда је i А"-.ГI-Ф (specijalno: ako је 1-1" 
i .l>.-ф, onda је А"-.ГI-Ф). 
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80 Ako је dl-Ф i Г/-'У, опда је dU(Г,,"Ф)I-'У. 

90 Ako је dl-d1, d1I-da, ... ,d"_ll-d" опда је i dl-d". 

Svojstvo 90 omogucuje da umjesto df-d1, d1f-d., ... , d"_ll-d. p~тo 
krace df--d1I-dlll- ... l-d"_ll-d". Ako· pritom di (1<: i <п) sadai viSe od 
jednog elementa, bit се korisno - da пе Ы d0810 do zabune - pisati clanove 
od d, npr. unutar viticastih zagrada. (Inace Ы npr. А I-B, сгп mogIi shvatiti 
i Ьо oznake dviju dedukcija АI-В i CI-D, а пе samo kao sk.raceno pisanje 
dedukcija AI-B, С i В, CI-D.) 

Dokaz svojstava 10 do 90. 10 i 20 sIijedi neposredno iz D 8. 30 uvidamo 
ovako: Копаспu dedukciju м-'У dobivamo ako па dedukciju dl-ф nadoveZem.o 
dedukciju ФI-'У, s time da u ovoj posljednjoj uz clanove пш koji imaju 
komentar "Element od d" ovaj komentar zamijenimo komentarom koji ista 
formula ima u dedukciji АI-Ф. Slicno vrijedi i za ostala, svojstva, по moZe јћ 
se i svesti па 10 do 30 ovako: . 

Ad 40; Zbog svojstva 10 j~ ФI- 'у ра zbogsvojstva 30 vrijedi i svojstvo 40 
Ad 50. Zbog 10 је df-Ф ра zbog 30 vrijedi 50. Posebno za Ф=0 odatle 

izlazi da se svaki skup teorema (individualnih i shema) moze deducirati iz Ьilо 
kojeg skupa formula - 8tO је, uostalom, i direktno oeigledno. 

Ad 60. Prema 50 је d U Г f-- Ф i А U Г f-- 'у odakle zbog 20 vrijedi 60. 
Ad 70. Zbog 10 је A'\.rf-A,,"r, ра је ро 20 А,""ГI- (A-Г)UГ:::>А. 

Odatle zbog 40 i 30 vrijedi 70. 

Ad 80. Prema 50 је АU(Г,,"Ф)I-Ф, а prema 10 је dU(Г,""Ф)I-Г,,"Ф. 
Odatle је ро 20 i 40 АU(Г,,"Ф)I-Г, ра zbog .ЗО vrijedi 80. 

Ad 90. za Ыlо koji dani п 90 izlazi ako п - 1 puta primijenimo 30. Da 90 
vrijedi za svaki п izJazi indukcijom. 

12.3. Istaknimo ј08 ovu vaznu okolnost: Svojstva dedukcije 10 do 90 su 
takva da пе samo omogucuju da se iz postojanja jednih dedukcija zakljuci па 
postojanje drugih, vec - u 8to se је Iako uvjeriti - iz danih dedukcija тои se 
uvijek - Ьаг u principu - i ejektivno konstruirati trauna dedukcija. 

13. TEOREM DEDUKCIJE 

13.1. U 9. smo јтаli prilike vidjetida direktno dokazivanje teorema па 
osnovu D ба. пе mora uvijek biti sasvim Jako. Уе6 pracenje gotovog izvoda 
moze biti donekIe tegobno, а pogotovo to vrijedi za njegovo izпаlaZeпје. 
Те о r е т d е d u k с јј е1 koji сето izvesti u ovom poglavlju i р r а v i 1 а 
d е d u k с ij е koja сето izvesti u idueem omogucit се mnogo jednosmvnije i 
prirodn~ie (tj. blize sadrZajnom, ne-fomializiranom zakljucivanju oko odgovara
juceg teorema о sudovima) izvodenje teorema (individualnih i shema) logike 
sudova. Pomocu praviJa dedukcije bit се moguce posredno zakljuciti da posto-

1 Ovdje rijec .. teorem" dakako пе uLimamo u smislu D 6. ili 6а, уес u пјепоm u 
matematici јnaсе uobicajenom smislu. Теогеm dedukcije za паз ovdje пјје teorem jorma/ne 
matematicke teorije koju izgradujemo (tj. logike !udova), уес metamatematilki teorem (sadrZajne) 
teorije роmосu koje izgradujemo i ispitujemo logiku sudova. Kгac~ receno, teorem dedukcije 
nјје teorem logike slIdol'a nego је (о teorem о Jogici sudova. 

11* 
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јј demonstdcija nekog teorema ili dedukcija neke formule iz drugih, i to tako 
da Ы је - bar u principu - mogli i efektivno konstruirati, а da песе biti 
potrebno da tu demonstraciju odnosno dedukciju zaista u potpunosti ј fakticki 
provedemo (5to Ы eesto bilo vrlo tego~no). 

Teorem dedukcije, koji је i principij::lno od osnovne vaznosti, glasi: 

Neka su А i В dane forтule (individualne ili sheтe) а А neka је neki 
dani skup forтula (individualnih ; .vheтa). Тааа vrijedi: 

Ako је А, AI-B, ома је AI-A::::>B. 

RijeCiтa: Ako postoji dedukcija оа В iz АЈ{А}, onda postoji i dedиk
cija od А::::>В ;z А. 

13.2. Na оуот mjestu vrlo је уипо posebno istaknuti оуо: Ako bismo 
pokuSali " sadrfujno interpretirati" tvrdnju teorema dedukcije, mogli bismo 
mozda pomisliti da је ona u ovome: Ako А i А zajedno povlaee В, onda А 
sam povlaci da А povlaci В. Ovo se cini "trivijaJno". Medutim, kod toga smo 
sutke intendirani smisao od ::::> i od f-. poistovj~tili resp::ktivno sa onim koji 
је za te simbole imp1icitno karakteriziran nasim definicijama 5, 7. i 8. Rши
mјје se da tako nesto nije dopustivo, pogotovo dok jos ne ZI1amo koja svojstva 
implikacije stvarno jesu obuhvacena s D 5. 10_30. Ako ovo јтато па uпiu 
bitce пат jasno da tvrdnja teorema' dedukcije niposto пјје trivijalna. 

13.3. Dokaz teorema d~dukcije koji Сето dati bit се пе samo egzistenci
jalan уес i konstruktivan, tj: Сјшу dokaz teorema d~dukcij~ bit се voden tako 
da се пјјте biti omoguCeno пе samo da iz А, А f- В zakljucimo па А f- А => В, 
уее, pored toga, ako је dedukcija А, А f- В dana (fakticki ili bar u principu), 
na5 dokaz teorema dedukcije omogucuje (bar i principu) i konkretnu konstruk
сјји dedukcijc А f-А ::::> В. Pri tom~ ne smatramo Ыtпiщ 5to Ы kod pokusaja 
prakticke provedb~ skroz оуе konstt:Ukcije cesto naisli па velik~ i1i eak jedva 
savladive poteskoce (naime, vrlo Ы brzo d05li do dugih izraza i dedukcija s 
ogromnim Ьтојст clanova u nizu, koje УеС zbog ogranicene kolicine papira i 
vremena koje јтато naraspolaganju mozda пе bismo mogli sve ni ispisati). 
Osnovno је, kao 5tO smo rekli, da takva mogucnost konstrukcije u nacelu 
postoji -- оуо је za Ilas osnovno stoga jer logiku sudova zelimo izgradivati 
strogo finitno. Као primitivnu ilustraciju okolnosti о kojima s~ ovdje radi 
Бротепјто da прт. - stojcci na strogo finitnom stajali5tu1 - песето pri
govoriti tvrdnji, da sc u principu efektivnim iteriranim pribrajanjem jedinice 
moze doscci kako god veliki unaprij:d odred'eni Ьтој 11, iako vjerojatnu nikom 
sa zdl'avim razumom ne Ы palo па pam::t da [о provj~ri i stvarno provede 
npr. za 101010. 

Istaknimo takoder da celno u dokazu teorema dedukcije (bilo direktno 
bilo indirektno) оо ak<;ioma upotrebiti samo Оl1е j~ grupc =-> -aksioma, tj. 
D 5. 1~ do·3". 

I Ovdjc пе moi~m) ul.lziti u di5ku;iju klk) Ы ov.) рiL.ЈПјс izglcdllo p:)SmILr.ln'J sa 
!zv. ultгаintuici<,лistiсkоg st"j"lista k'lkvo је Zluzcto u nckim novijim radovim I прг. 
profe .• or.l Јс~епј јпа-Volpinll. 
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Prelazimo па dokaz teorema dedukcije. Provest сепlО ga indukcijom ро 
broju сlапоуа niza koji сјпј pretpostavljenu dedukciju 6., А 1- В. 

Baza indukcije. Treba pokazati da teorem dedukcije vrijedi ako па pret
postavJj~ne dedukcije 6., А f- в јта samo jedan СЈап. Buduci da ovdje slucaj 
D 8. 30 пе dolazi u obzir, dovoljno" је provjeriti slucaj~ve D 8. 10 i 20. 

Ot) Nastupa slucaj 1 О, tj. pretpostavljena dedukcija 6., А}- В ima obIik 
1. В Aksiom по. 

Tada trazenu 'dedukciju 6.I-A ~ В mozemo konstruirati ovako: 
1. В Aksiom по 
2. В ~ (А ~ В) Aksiom 1 о (В I А, А I В) 
3. А ~ В Iz 1, 2. 

~) Nastupa slucaj 20, tj. pretpostavljena dedukcija 6., А 1-В јmа oblik 
1. В EJement od 6. u {А}. 

Ovdje razlikujemo dvije mogl!6110sti: 1) В Е 6., 2) В == А. U ргуот slu
еаји traZena dedukcija dobiva se analogno kao gore pod Ot) s jedinom razlikom 
sto се sada kощепtar uz prvi сЈап niza biti "Element od 6." umjesto "Aksiom по". 
U drugom slucaju posljednji сЈап niza trazene dedukcije treba biti А ~ А. Ро 
9.1. (16) to је teorem ра ро 10.3. postoji demonstracija 1- А => А dakle ро 
11.4. pogotovo postoji i .trazena dedukcija М-А ~ А. . 

Korak indukcije. Pretpostavimo da је teorem dedllkcije ispravall ako 
pretpostavJjena dedukcija јmа najvise k(k;;. 1) Сlапоуа. Neka је sada 6., А f-;; В 
pretpostavljena dedukcija koju сјпј neki niz od k + 1 clanova1. 

Oznacimo opcenito r-ti сЈап niza.pretpostavljene dedukcije sa B,(Bk+l==B). 
Опа dakle јmа oblik 

(38) 

1. В1 
2. В2 

k. Bk 

(k + I)В 
s odgovarajucim komentarom. Ро pretpostavci indukcije .postoji dedukcija 
6.1-А => Bk obIika 

1. 

(39) 

1 Mozemo pretpostaviti da је В njen posljednji сlпп (.u~p. 11.5.). 



166 Logika sudova 

s odgovarajucim komentarom. Pokazat еето da зе. оуа тo~ produljiti do 
dedukcije А r А =:> В. . 

Ovdje Сето razlikovati 4 slueaja: «) В је aksiom, ~) В Е А, у) В;6А, 
8) u (38) postoje clanovi В" В, takvi da је В,;6 В, =:> В. 

U slueajevima «) do у) moremo zakljucivati analogno Ьо u bazi indukcije. 
(Ili, mozemo zaktjucivati ovako: ako ne nasшра slueaj 3), postoji i jednoelana 
pretpostavljena dedukcija А, А r В ра ро pretpostavci indukcije postoji i dedukcija 
AI-A =:> В а to је ~na dedukcija.) 

Preostaje slueaj 8). Prema 9.11. (36) vrijedi 

(40) I-F11(B, I В, В I С), 
ра se ро 10.3. niz (39) тo~ produljiti demonstracijom (40). Time dobivamo 
dedukciju iz А оЬНЬ 

1 •. ,. 

(41) 

т. (А =:> В,) =:> «А =:>(В, =:> В» =:> (А =:> В» 

s odgovarajucim komentarom. 
No ро pretpostavci u (38) dolaze Clanovi· В, i В.;6 В, =:> В. Znaei u 

(39) - ра stoga pogotovo u produljenju (41) od (39) - dolaze clanovi 
А =:> В, i А =:> Bs ;6 А =:> (В, =:> В); пеЬрсуа od tih formula dolazi npr. Ьо 
mr-ti, а druga ЬО m,-ti clan niza (41). 

Dedukciju (41) iz А тo~o dakle jos produtjiti sa 

(т + 1) (А =:> (В, =:> В» =:> (А =:> В) Iz т" т. 

(m + 2) А =:> В h: m" (т+ 1). 

i tako dobivamo tra!enu dedukciju А 1-А =:> В. 

Citaocu зе preporuCa,. da оуај postupak provede т neke jednostavne 
konkretne dedukcije А, А F-B (izuzev moZda dio u (41) od {mk + 1)-tog do 
(т - l)-tog retka, jer Ы to bito vrlo tegobno); time се mu metoda i smisao 
provedenih razmatranja postati bliZi i prozirniji. 

14. PRAVILA DEDUKClJE 

14.1. U ovom poglavlju izvest еето nekoliko pravila о dedukciji teorema 
(individualnih i shema) iz skupa teorema (individualnih i shema). 

Оna od пјЉ koja се biti оЬНЬ "Vrijedi AI-A" zvatcemo direktnim 
pravilima dedukcije, а опе ob\ika ,.Ako је Af-A, onda је r I-В" zvat еето 
р о m о с п i m ргаvШmа' dedukcije. (U ргоПоm poglavlju dokazani teorem 
dedukcije је npr. jedno od ротосnilr pravila dedukcije.) Pomocnim pravilima 
dedukcije zvat сеmо i опа s dvije premise, ОЫјЬ "Ako је А 1-А i r 1- В, 
onda је ЛI С". 
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Pored klasifikacije na direktna i pomocna podijelit сето pravila dedukcije 
inapravila introdukcije (uvodenja) i pravila eliminacije (isklju
с е nj а) operatora. Od direktnih bit се pravila introdukcije ona, koja zdesna od znaka 
1- ekspIicitQo sadde neki operator, а pravila eliminacije ona, koja taj operator 
sadrze s/ijeva od f-. Od pomocnih bit се pravila introdukcije опа koja u те
zu/tirajucoj dedukciji zdesna od f- sadrze eksp1icitno neki operator ili ga 
sadrze u pretpostav/jenoj dedukciji slijeva od f-, а - obrnuto - pravila еН
тјпасјје bit се опа koja takav operator sadde slije\'a od f- u rezultirajucoj 
dedukciji ili zdesna od f- u pretpostavljenoj dedukciji. 

Istaknimo da сето u dokazima pojedinih pravila introdukcije i elimina'cije 
bilo posredno bilo neposredno od aksioma pored =:>-aksioma upotrebiti samo 
ak.siome iz grupe onog operatora па koji se introdukcija ј!ј eliminacija odnosi. 
Takoder се - kao 5to smo vec istakli u 13.1. - i ovdje razmatranja biti 
takva da u principu omogucuju konstrukciju traZene dedukcije (bilo direktno 
bilo iz pretpostavljenje vec prema tome radi Јј se о direktnom ili роmоспоm 
pravilu dedukcije). 

14.2. Pravilo =:>-introdukcije је ротоспо i glasi 

Ako је А, А f- В, onda је А f-A =:>В. 

Ovo је u proslom pog1avJju dokazani teorem dedukcije. 

14.3. Pravilo :::::.-e/iminacije је direktno i glasi 

А; А:::::. В f-B. 

Dokaz ovog pravila izlazi iz D 8. 20 i 30: 

1. А Elementod А,А:::::.В 

2. А:::::. В EJement od А,А:::::. В 

3. В Iz 1, 2. 

14.4. Pravi/o &-introdukcije је direktno i glasi 

А, В f- А & В. 

TraZena dedukcija dana је sa 

1. А 

2. В 
3. А =:>(В=:>А) 

4. В :::::. (В=:> В) 

5. В =:> А 

6. В => В 

7. (В => А) :::::. «В =:> В)=> (В:::::. А & В) 

8. (В =:> В) =:> (В :::::. А & В) 

9. В:::::.А&В 

10. А&В 

Element od А, В 

Element od А, В 
Aksiom 10 

Aksiom 1'° (В\ А) 

Iz 1, 3. 

Iz 2, 4. 

Aksiom 60 (В!А, А!В, В!С) 

Iz 5, 7. 

lz 6, 8. 

lz 2, 9. 
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14.5. Pravi1a &-eliтinacije su direktna i glase 

А & В 1- А, А & В 1- В. 

Trdene dedukcije dane su sa 

Prva dedukcija: 1. А&В Element А&В 

Aksiom 40 2. А&В=>А 

3. А Iz 1, 2. 

Druga dedukcija: Analogno, uz aksiom 50 umjesto aksioma 40. 

14.6. Pravi1a V -introdukcije su direktna i glase 

А 1- А V В, . В 1- А V В. 

Traiene dedukcije dane su sa 

Prva dedukcija: 1. А 

2. А=> AV В 

3. AVB 

Element А 

Aksiom 70 

Iz 1, 2. 

Druga dedukcija: Analogno, uz aksiom 80 umjesto аЬјота 70. 

14.7. Pravilo \ј -eliтinacije је pomocno i glasi 

Ako је Г, AI-C i Г, BI-C, ondaje Г, AVBI-C. 

Trdenu dedukciju dobivamo ovako: Najprije ро teoremu dedukcije nala
zimo dedukciju r 1- А => С i dedukciju Г 1- В => С, а ako ove nadove!emo 
jednu па drugu, dobivamo dedukciju Г 1- А => С, В => С dakle pogotovo de
dukciju Г, А V В 1- А => С, В=> С. Uzmimo dau ovoj posljednjoj А => С 
dolaz.i npr. kao r-ti а В => С kao s-ti сlan njenog niza formula. Tada posljednju 
dedukciju mozemo nastaviti sa (t је тах(г, s»: 

(t+ 1) (А => С) => «В => С) => (AV В => С» 

(t+ 2) (В => С) => (А V В =>С) 

(t + 3) А V В => С 

(t+4) А\;'8 

(t+ 5) С 

14.8. Pravilo ~:>-ilttrodr1kcije је ротоспо i glasi 

Aksiom 90 

Iz r, (t+ 1) 

Iz s, (t+ 2) 

Element оо ГU {А V В} 

Iz (t + 4), (t + 3). 

Ako је Г, А 1- В i Г, В 1- А, onda је Г 1- А <=> В. 

Trazenu dedukciju dobivamo ovako: Najprije ро teoremu dedukcije паЈа
zimo dedukcije 

г 1- А => В i Г 1-- В => А, 

ра ako ove nadovezemo jednu па drugu, dobivamo dedukciju Г 1- А => В. 
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В:::> А. U drugu ruku, u 11.6.4. озSН smo dedukciju А. :::> В. В :::> А 1-- А <::> В_ 
Ро 12.2.30 oda.tle izlazi Г 1-- А <::> В. 

14.9. Pravila <::>-eliminacije su direktna i glase 

А, А <=:>В /- В, В, А <=:>В 1-- А. 

ТIШепе dedukcije dobivamo ovako: 

Prva dedukcija: 1. А El$ent od А, А <=:> В 

2. А <=:> В Еlеmепt оо А, А <=:> В 

З. (А <=:> В) :::> (А :::> В) Aksiom 100 

4. А :::> В Iz 2, З. 

5. В Iz 1, 4. 

Druga dedukcija: Analogno, uz aksiom 11° umjesto aksioma 100. 

14.10. Pravila -,-introdukcije su ротоеna i gIase 

Ako је Г, А 1-- В ј Г, А 1-- • В, oпda је Г 1-- • А; 

Ako је Г, А 1-- В i Г, • А 1-- В • .onda је Г 1-- В. 

(prvo od tih praviIa moglo Ы se ро пзSој kODvenciji klasificirati i kao pravil0 
• -еНтјnaсјје.) 

Radi razJikovanja zvat сето prvo оо navedenih pravila pravilom s 1 а Ь е -
.-introdukcije, а drugo pravi10m ј а k е .-introdukcije. (Mo~e se pokazati 
da-uz odgovarajucu interpretaciju-prvo pravilo vrijedi i intuicionisticki, dok 
drugo vrijedi klasicDo аН intuicionisticki пе.) 

Trdene dedukcije dobivamo ovako: 
Slaba .-introdukcija. Najprije ро teoremu dedukcije nalazimo dedukcije 

r.l-- А:::> В i Г 1-- А:::> • В, ра ako оуе nadove~emo jednu па drugu, dobiva
то dedukciju Г 1-- А :::> В, А:::> • В. U drugu ruku, u 11.6~6. пшН smo de
dukciju А :::> В, А => --, в 1-- .А. Ро 12.2.30 odatIe izlazi Г 1-- • А. 

Jaka .-introdukcija. Najprije opet ро teoremu dedukcije nalazimo deduk
сјје Г 1-- А :::> В i Г 1-- • А :::> В, ра ako оуе nadovezemo jednu па drugu, dobi
уато dedukciju r 1-- А :::> В, • А :::> В. U drugu ruku, u 11.6.7. nasli smo 
dedukciju А :::> В, • А :::> В 1-- В. Ро 12.2.30 odatle izlazi r 1-- В. 

14.11. Pravila .-еПm;nасие su direktna i glase 

А, .А I--B, •• А I--A. 

Radi razlikovanja zvat сет о opet prvo od navedenih pravila prnvilom 
s 1 а Ь е .-еliтјпасјје, а drugo praviJom ј ak е .-еlјтјпасјје. (1 tu se moze 
pokazati da - uz odgovarajucu interpretaciju -:- prvo pravilo vrijedi i intui
cionisticki, dok drugo vrijedi klasicno аЈј intuicionisticki пе.) 

Тшепе dedukcije dobivamo ovako: 
Slaba ,-elim;nacija dokazana је u 11.6.5. 
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Jaka -,-eliminacija. lzvedimo najprije оуе dedukcije: 

А г,о А::::> А, оА г оо А::::> А. 

Prva dedukcija: 

1. А 

2. А => (оо А::::> А) 

З. оо А => А 

Druga dedukcija: 

1. -1 А 

2. о А => (оо А => А) 

З. ,о А => А 

Element А 

Aksiom 10 (о о А I В) 
Iz 1, 2. 

Element о А 

Aksiom 130 (оА I А, А I В) 
Iz Ј, 2. 

Iz dobivenih dedukcija zakljucuj~mo ро pravilu jake o-introdukcije па deduk
ciju г о -1 А => А dakle pogotovo na dedukciju о", А г о о А => А. Ovu 
posljednju (uzmimo da јта k clanova u nizu formula i da је о -; А => А пјеп 
npr. s-ti" clan) nastavimo ovako: 

(k+ 1) оо А Element оо А 

{k+ 2) А Iz (k+ 1), s. 

15. NEKI VAZNIJI TEOREMI LOGIKE SUDOV А 

15.1. U ovom poglavJju skupit Сето niz (shema) teorema logike sudova. 
od kojih се neki biti aksiomi. neki ranije dokazani teoremi а preostale Сето 
dokazati ovdje. Pored teorema bit се u ovom poglavlju skupljene i neke va!nije 
dedukcije oblika !!1 г А; to dakako nisu teoremi u smislu D 6а. (to nisu eak 
ni rij:ci logike sudova jet: sadrZe znak г) vec su to metamatematicki teoremi. 
Analogno dakako vrijedi i za teoreme napisane u obliku гА; sama formula А 
ovdje oznacuje teorem logike suaova, dok је izraz гА metamatematicki "teorem", 
пајте krace napisana izreka "А је teorem logike sudova". 

Pojedini teoremi i dedukcije koje dolaze Ы! се razvrstani u grupe prema 
operatorima koji se eksplicitno pojavljuju u odgovarajucim shemama. U poslj:d
пјет odj;:ljku bit се skupljeni teoremi i dedukcije koje eksplicitno sadrZe kon
stante logike sudova. Citalac neka narocito obrati paznju па to, da сето kod 
dokazivanja tih teorema - bilo posredno bilo neposredno - upotrebljavati od 
aksioma samo aksiome imp1ikacije i опе grupe (odnosno onih grupa) aksioma 
koji se odnose па te operatore koji se u doticnim shemama eksplicitno javljaju 
(te aksiome konstanata ako se ј опе јаУlјаји). Npr. kod dokaza ,,=> &-deduk
сјје" А => В г A.8i С => В & С bit се upotrebIjavani samo aksiomi јтрНЬсјје 
i konjunkcije, а kod dokaza ,,&v<=:>-teorema" rAVB&C<=:>(AVB)&(AVC) 
11еСе Iligdje. biti upotrebljeni aksiomi negacije niti aksiomi konstanata. 

Pojedine izvode redovno песето provoditi detaljno vec сето dati samo 
konciznu skicu 'bdgovarajuce demonstracije iJi dedukcij:: u obliku njenog skra
ccnog komcntaia,- аli се to biti uCinjeno па takav nacin da citava rekonstruk
сјја izvoda citaocu ne Ы smjela ciniti poteskoca. Upotrebljavat сето јо:; i ovu 
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kraticu: Ako l1а dedukcUu /1 f- Ф zakljucujemo па ОЗllОуи ргауНа, teorema iIi 
aks.ioma Р, pisat сето kratko /1 f- fР]Ф. Specijalno, ako је P=:F(K! А, L! В, ... ) 
а zamjene od А sa К, В sa L, '" su takve da зе moze pretpostaviti da se 
tako ocito naтееи da се ih citalac lako зат pogoditi, pisat сепlО kadsto 
umjesto Р samo F. Рсауilа 12.2. 1° do 9~ redovno сето upotrebljavati sutke. 

15.2. =:;,-teoremi i dedukcije 

10- AI-B=:>A 

2° A=:;,BI-(B=:>C)=:>(A=:>C) 

3° А =:;, В, B=:>Cf-А=:;,С 

40 А =:;,(В=:;, C)I-B=:;,(A =:;, С) 

50 А=:;, Bf-(C=:;, А) =:> (С=:;, В) 

60 I-A=:;,A 

7° I-A =:;,(В=:;, А) 

80 I-«A=:;,D)=:;,A)=:;,A 

90 f-(A =:;,В)=:>«В=:;, С) =:> (А =:;, С» 

100 I-(A=:;,(A=:;,B»=:;,(A=:>B) 

11° f-«A=:;,B)=:;,A)=:;,«A=:>B)=:;,B) 

12° f-A=:;,«A=:>B)=:>B) 

130 I-(A=:;,(B=:;,C»=:>(B=:;,(A=:;,C» 

14° I-(А =:;,(В=:;,С»=:;,«А =:>В)=:;,(А =:;,С» 

15° I-(A =:;,В) =:;, «А =:;,(В=:> С»=:;,(А =:>С» 

16° f-(A =:;,В) =:;, «А =:;,С)=:>(А =:;,(В=:>С))). 

Dokaz. 1°: Aks. 1°, =:>-elim; 2°: Aks. 3°, =:;,-еliт; 30: 2°, :::.'>-elim; 4й : 
9.5. (24), =:> -еliт; 5°: 9.6. (26), =:>-еНт; 6°: 9.1. (16); 7°: Aks. 1 О; 8°: Aks. 2°; 
9°: Aks. 3°; 10°: 9.1. (14); 110: 9.2. (18); 12°: 9.3. (20); 13°: 9.5. (24); 14°: 
9.10. (34); 15°: 9.11. (36); 16°: А=:>В, A=:>CI-(I°] В=:> (А =:> C)I-[4°] А =:;, (В:=> С), 
=:>-intr. 

15.3. &-dedukcije 

10 AI-A&A 

2° А &АI-А 

30 ·А & Bt-A 

4° А & Bf-::-B 

50 А, Bf-A &В 

6° A&BI-B&A 

7° (А & В)& CI-A &(В&С) 

8" A&(B&C)I-(A&B)&C. 

Dokaz. 1": &-intr: 2°: &-еliт; 3°: &-elim; 4°: &-elim; 50: &-intr; 6"': 
А&В f- В,А, &-intr; 7°: (А&В)&С 1- {А&В, С} f- {А, В, С} 1- [&-intr.] 
{А, (В&(;')} 1- А&(В&С); 8°: analogno. . 

• 
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15.4. У -dedиkcije 

1° АгАуА 

2° АуАгА 

3° АгА У В 

4° ВгАу В 

Logika sudova 

SO Ау вгвуА 

6° (Ау В)у СгАУ(ВУС) 

70 Ау(вуС)г(Ау В)уС. 

Dokaz.l°: y-intr;2°:Аf-А,Аf-А, y-elim;3°,4°: y-intr;sо:Вf-АуВ; 
Af-АуQ; у-еliт; 6°: АгАУ(ВУС);ВгВУСгАУ(ВУС); у-еliпl: Аувг 
Ay(BVC); сгвуСгАУ(ВУС); y-elim; ђ analogno. 

15.5. <:;:>-teorem i dedukcije 

1° гА<:;:>А 

2° А<:;:>ВгВ<:;:>А 

3° А<:;:>В, B~CГA~C 

4° А <:;:> В, А f-Л 

SO A~B, ВгА 

6° A~BГ(A~C)~(B<::>C) 

7° ·..4<::>Bг(c.~A)<::>(C~B). 

Dokaz. 10: ..4ГА; АгА; <::>-intr; 2°: A~B, ВгА; A~B, АгВ; ~-intr; 
3°: А<::>В, В<::>С, Аг{В, B~C} гС; А<::>В, В<::>С, Сг{В, А<::>В} ГА.; 
~-intr; 40, 5°: ~-elim; 6°: A~B, А<::>Сг (15.5.20] {В<::>А, А<::>С} f
(15.5.30] В<::>С; ..4<::>В, В<::>СГ(15.5.30]А<::>С; <::>-intr; 10: analogno. 

15.6. .-dedukcije 

Dokaz. 10: Јш .-еНт; 20: siaba .-elim; 30: А,.АГА; А,.АГ.А; 
slaba .-intr: ..4г.·(.А). 

15.7. :::::>&-dedukcije 

10 А:::::>(В:::::>С)гА&В:::::>С 

2° А &В:::>СгА :::::>(В:::>С) 

3° А:::>ВгА & С:::>В & С 

Dokaz. 1°: А:::> (В:::> С), А & Вг{А:::> (В:::> С), А, В}гС; :::::>-intr; 2°: А& 
В:::::>С, А, Вг{А&В, А&В=>С}гС; :::>-intr; :::::>-intr; 3°: А:::::> В, А&Сг 
{А:::::>В, А, С}Г{В, С}гВ&С; :::::>-intr;4°; А:::> В, С&Аг{А:::>В, С, А} f
{С, В} гС & В; :::::>-intr. 

15.8. :::::> V -dedukci}e 

1° А:::::>С, В:::>СгАу В:::::> С 20 А:::::>ВгА у с:::::>ву С 

30 А:::::>ВгСУА:::>Су В. 

Dokaz. 1°: I Aks. 90, :::::>-еlim; :::>-еlim; 20: А :::::> В, А гВ гВ У С; А :::::>В, 

С f- В У С; \'-еНm: А :::>В, А у С гВ У С; :::>-intr; 30: analogno . 
• 
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15.9. :::>~-dedиkcije 

10 А:::> В, В:::>А I--A ~B 

20 А ~ В I-A :::> В 

30 A~BI-B:::>A 

40 А ~ В 1-- (А :::> С) ~ (Ј! :::> С) 

50 А ~ В 1-- (С :::> A)~ (С:::> В) 

60 А 1-- (А:::> B)~B 

70 В 1-- (А :::> В) ~ В . 

Dokaz. 10: Aks. 120, :::>-elim; :::>-еНт; 20: Лkз. 100, :::>-еНт; 30: Aks. 110, 
=:>-elim; 40: А ~ В, А :::>С I-{B :::>А, А :::> С} 1-- В ;:>'С; А ~ В, В:::> С I--{A :::> 
В, В:::> С} I-A·:::> С; ~-inи; 50: ащLIоgnо; 60: А, А :::> В 1- В; 'А, В 1-[15.2. 
10 (В I А, А I В)Ј А :::> В; ~-inи; 70: В, А :::> В 1-- В; В, В I-A :::> В; ~-intr. 

15.10. :::> -,-teoremi i dedukcije 

30 I-A:::> -,-,А 

40 1-- -, -,А :::>А 

50 А :::> В 1- -, В :::> -,А 

60 -,А:::> В 1-- -, В =>А 

70 А :::> -, В 1-- В => -,А 

80 -,А:::>-, В 1- В:::>А. 

Dokaz. 10: Slaba -,-elim; :::>-inи; 20: slaba -,-clim; :::>-intr; 30: 15.6. 
30, :::>-intr; 40: 15.6.1°, :::>-intr; 50: А => В, -, В, А 1-- В, -, В; slaba -,-intr: 
А =>В, -, В 1- -,А; :::>-intr; 60: -,А:::> В 1-[15.10.50 (-,АI А)Ј -, В:::> -, -,А; 
15.10.40; 7°: А:::> -, В, В, А 1- В, -,В; slaba -,-intr: А :::> -,В, BI-- -,А; :::>-intr; 
80: -,А:::> -, В 1--[15.10.70 (-,А I А)] В=>-, -,А; 15.10.4°. 

15.11. & V -dedиkcije 

10 A&(BVC)I--(A&B)V(A&C) 

2° (A&B)V(A&C)I-A&(B\./C) 

3° А V(B& С) 1- (А V B)&(AV С) 

40 (А VB)&(AVC)I--AV(B&C) 

5° А V(A &В) I-A 

6° А I-AV(A &В) 

7° A&(AVB)I-A 

8° А I-A&(AVB). 

Dokaz. 1°: А, В I-A&B 1-- (А &B)V(A & С); А, С I-A &С 1- (A&B)V 
(А & С); v-elim: А, BV С 1-- (А &B)V(A &С); А &(BVC) I-A, В V С; 2°: 
А &В I--{A, В} 1- {А, BV С} I--A &(BV С);А & С 1-- {А, С} !- {А, BV С} 1- А & 
(BV С); V-elirn; 3°: А 1- {А V В, А V С} 1- (А V В)&(А V С); В& С 1-- {В, C}I
{А V В, А VC} 1- (А V В)&(А VC); v-elim; 40: А, С ~-A V(B& С); В, С 1-
B&CI--AV(B&C); v-elim: А V В, CI--AV(B&C); А 'Ј В, A~AI--AV(B&C); 
v-еЈirn: А V В, AVC I-AV(B&C);(A VB)&(A V С) I-A v В, А '.ј С; 50: А I-A; 
A&BI-A; \ј-еlim; 60: v-intr; 70: &-еlim; 80:·AI-{A,AVB}I-A&(AVB). 
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15.12. & ~-teoremi i dedukcije 

10 f-A~A'&A 

20 f- (А &B)~{B&A) 

30 f- (А&В)& C~A &(В&С) 

40 А <:> В f-(A & C)~(B&C) 

50 А <:> В f- (С &А) <:>(С&В) 

60 А f-А & В <:> В . 

Dokaz. 1 О: 15.3.1 о i 20, ::>-intr; 20: 15.3.60 i 60 (В I А, А I В), <:>-intr; 
30: 15.3. 7° ~ i 80, <:.>-intr; 40: А <:::> В, А & С f- {А <;:> В, А, С} 1- [15.5.4°]{ В, 
С} f- В & С; А <,~B, В & C.f- {А ~ В, В, С} f- [15.5.5°] {А, С} f-A & С; <;:>-intr; 
50: analogno; 6°: А, А & В f- В; А, В f- А & В; <:::>-intr. 

15.13. & -:-teorem 

1° f-., (А & -, А). 

Dokaz. 10:~A& -. А f- А, -, А; slaba ,-intr. 

15.14. у <:::>-teoremi i dedukcije 

10 f-А<:>Ау А 4:> А <..:> В f- (АУС)<=>(ВуС) 

20 f-АуВ<=->ВуА 5О А'~Вf-(СуА),:.>(СуВ) 

30 f-(AYB)YC<.-;-AY(BYC). 6' Af-AVB<.->A. 

Dokaz. 10: 15.4.10 i 20, ~.>-intr; 20: 15.4.5°. i 50 (В I А, А I В), <:>-intr; 
30: 15.4.6° i 70, <"...;>-intr; 40; А?> В, А f- [15.5.4°] В 1- В V С; А <:> В, С f
Вус; y-еНт:' А.-;:;,В, AYCf-ВУС; analogno Ае:>В, BVCf-АуС; 

.-::>-intr; 50: analogno; 60: А, А У В f- А; А, А f- А У В; <>-intr. 

Нароmеnа. Zbog .15.12.3°, 15.14.30 i 15.5. mofemo ubuduce i u logici 
sudova izostavljati zagra)Je kod visestrukih konjunkcija i disjunkcija, а 2.bog 
15.12.2° i 15.14.2° mofemo u takvim izrazima takoder ро volji permutirati 
clanove - ukoJiko пат .'1јје stalo da skracenom notacijom jednoznacno odee
dimo konstrukciju formule u pitanju, уес sзто da (kakvu god rekonstrukciju 
formiranja te formule odabrali) vrijcdi odgovarajuci teorem јlј dedukcija. Zbog 
teorema tta"nsformacije logike sudova (usp. 16.) vrijedi i8to i za slofene izraze 
u kojima kao komponente dolazc viSestruke konjunkcije Ш disјiшkсiје. 

, 
15.15. V-~J-teorem i dedukcija 

1° I-'-A '/-,А 

Dokaz. 10: Af-Ay -~A; -lАf-Ау,А; јаkз ,-intr; 20: -..,В, Af-A; 

-,В, Br-J15.6.2C1
] А; V ~Нт. - I 

15.16. ~~,-teorem ј dedukcije 
-

30 А< ;,-,Bf-B<:.;,-,A. 



I S. Neki уашјјј teoremi logike sudova 17S 

Dokaz. 10: 15.6.10 i 30, <:>-јпп; 20: А<:>В/-[15.9.20 i 30]{А=>В, В=> 

А} /-[15.10.50 i 50 (BIA, А IB)] {-,В=> -,А, -,А=> -,В} f- [15.9.1°] -,А<:>-,В; 
3°: А <:.")-,В·/- {А=> -,В, -,В=>А} /-[15.10.7° ј БО]{В => -,А, -,А :::>В} f- В<:> -,А. 

15.17. => & <:!:>-teorem 

10 /-(A<:->B)<:c>(A;=>B)&(B~A). 

Dokaz. 1°: 15.9.2° i 30; &-intr: А<:;,;>В/-(А=>В)&(В=>А); (А=>В)& 
(В=>А)/-{А=>В, В=>А}/-[15.9.10]А<:>В; '~.:>-intr. 

15.18. =><:->',-dedukcije 

)0 ,А/- (А::>В) <:>,А 

Dokaz. 10: 15.10.10; ,А, А=>В/--,А; ~-intr; 2~: -,в,-А=>В,А /-В, -,В; 

slaba -,-intr: -,В,А:::>В/--,А; -,В,-,А/- [15.10.1 0]А=>В; <:.>-intr. 

15.19. &<:.>,-lеогеm i dedukcija 

1° -,В/-А&В<:>В 20 /-А&В&-,В<:>В&-,В. 

Dokaz. 1 О: ,В, А & В /- В; -,В, В /- [15.6.20 (В IA, А 8i В I В)] А & В; 

~,-intr; 20: А&В&,ЈЈ/-В&-,В; В&-,В/-{В,-,В}/-А&В&-,В; <..:>-intr. 

15.20. V <;:>-,-teorem ј dedukcija 

10 ,В/-А V В<:>А 

Dokaz. 10: -'B,A/-AVB; -,В, AVBI-[15.15.2°]A;<=>-il1tr; 20 BV-,B 
,-' 

/-А V В V ,В; В V ,в /-В V -,В; А 1- [15.]5.1 о (В I А)] В V -,В; V -еЈјт; <=>-intr. 

15.21. => & <:!:>-,-teoremi 

Dokaz. 1°: А=>В, А &-lВ/-А, В"В; sJaba --:-intr: A::>Bf-"',(А &-В); 

-,{А&-,В),А,-,В/-{А&,В, -,(А&-,В)}; sIaba ,·intr: -;(А&-.Е), А/-

-"ВI-В; =>-intr; <.::>-intr; 20: А&В, A=>-,B~-A, В, ,В; sJaba -J-il1tr: А& 

В/-, (А:::> -,В); -,(А=> ,В), -,В /- [15.2.1' (-;В IA, А I В)] {Ао:;, -,В,, (А=>-; 
В)}; slaba ,-intr:-,(A=>--B)I-B; -,(А=>-.в), -,АI-Џ5.10.10(-'ВIВ)Ј{А::.;

- В, -:(А=>-IВ)}; s)aba ,-intr: -.(А=>--,В)/-А; &-intr, 

15.22. => V <-~-1-teoremi 

'2~ ;'-А V В<:.:>,А :>8 
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Dokaz. 1°: А:::>В, АI-ВI-,Ау В; А:::>В, ,АI-,АI-,А V В; у-сliт: 

А=>В, А V -.А I-,А V В; 15.15.1°; ,АI- [15.10.1°] А:::>В; ВI- [15.2.1° (В 'А, 

AIB)]A:::>B; v-c1im; ~intr; 2°; AI-[15.-tО.2°],А:::>В; ВI-[15.2.10(В/А" 

.AIB)],A:::>B; V-elim; ,А:::>В, АI-АУ В; ,А:::>В, ,АI-ВI-Ау В; V-elim; 

15.15.1 О; <:>-intr. 

15.23. & V <:>,-teoremi 

1° I-А&(Ву,В)<:>А 

2° I-А V (В &,В) <:>А 

3° I-А V В <:>, (,А &,В) 

4° I-А & В <:>, (,А у,в) 

5° 1-, (А & В) <:>,А V ,в 

6° I-,(АУВ)<:>,А&,В. 

Dokaz. 1°: А &(BV ,В) I-А; А 1- [15.15.1 0]{А, BV ,В} 1- А &(ву ,В); 

<=>-intr; 2°: АI-А; В &'ВI- {В, ,В} 1-[15.6.2°] А; V -elim; AI-AV (В &,В); 

<:>-intr; 3°: А V В, ,А &,В 1- {А V В, ,А, ,В} 1- [15.15.2°] А, ,А; slaba , 

-intr: Ау В I-,(,А&,В); ,(,А&,В) 1- [15.21.1° (,AIA)] ,А:::>ВI

[15.22.1 О (,А 1 А)] "А V В; "А 1-А 1-А V В; В 1- А. V В; V -еНт: "А 

\/ ВI-АУ В; <:>-intr; 4°: А &В, ,АУ 'ВI- {А, В, ,А V ,В} 1- {А, "В, 

,АУ,В} 1- [15.15.2° (,AIA, ,BIB)] А, ,А; slaba ,-intr: А&ВI-' 

(,Ау,в); 15.22.2°(,AI.A, ,ВIВ), 15.9.ЗО (,АV'ВIА, "A:::>,BIB), 

=>-intr: 1- ("A=>,~):::>,A.V,B; 15.10.5°: I-,(,Ау,в) =>---,(" 

А=> ...,В); =>-еliт: ,(,А V ,В) 1-, (, ,А:::> ~B) 1- [15.21.2° (, ,А 'А), 

15.9.3° (, ,А. &BIA, ,(, ---,А=> ,B)IB)], ,А &ВI-{' ---,А, В} I-{А, В} I-А 

&В; <~-intr;5°: 15.23.4°, 15:16.2°:I-,(A&B)<:>,,(,AV,B);15.16.1° 

(,А V ,ВI А); 15.5.2°, 3°; 6°: analogno iz 15.23.3°. 

15.24. Teoremi о konstantaтa 

1° I-А=> Т 5° 1-Т <? , 1. 9° I-AVT<:>T 

2° 1-1.:::> А 6° 1- 1. <:> ,т 1 ОО 1- А V -..L <:> А 

3° I-Т 7° 1- А & Т с::> А 11° I-AV-,A<:>T 

4° 1-,1- 8° 1- А & 1. с::> 1. 12° 1- А & ,А <:> 1.. 

Dokaz. 1°: Aks. 16°; 2°: Aks. 17°; 3°:- Aks. 16° (Т => т I А): 
1- (Т => ТЈ => Т; 15.2.6° (Т 1 А): 1-т => Т; :::>-elim: 1- Т; 4°: Aks. 17° 

i 17° (,А 'А): 1-1. => А, 1-1. => ,А; slaba ,-intr: 1-' 1.; 5°: 15.24. 

3°, 4°; <~-intr; 6°: 15.16.3°,15.24.5°; 7°: A&TI-A;-AI:-{A, Т}I-А&Т; 
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<:::>-intr; 80: .11-[Aks. 170] А, .1; А&.1I-.1; <:::>-intr; 90: TI-AVT; 

А VTI-T;.<:::>-intr; 100: AI-A; .1f-A; v-elim; AI-AV 1.; <:::>-intr; 110: 

А V -, А 1- [15.24.3°] Т; Т 1-[15.15.1°] А V -,А; ~-intr; 120:11- [Aks. 17ј 
А & -, А; А & -, AI-{A, ~А}I-[sЈаЬа -, -elim.].1; <:::>-intr. 

16. ТEOREМ TRANSFORМACIJE LOGIКE SLТDOVA 

16.1. пејјnјсјја 9. Neka је А neka dana jormula (individualna ј/ј shema) 
logike sudova, koja па nekom odredenom mjestu а kao komponentu sadrzi 
jormulu (individualnu ili shemu) В; oznacimo to sa А =А (-В-). Тгаnsјог
тјгато li А tako, da и njој па tom mjestu а komponentu В zamijenimo јог
тиЈот (individualnom ili shemom) С, ргесј се А и A'=sA(-С-). 

16.2. Теогет transjormacije. Vrijedi 

В<:::> С 1- А (-В-) <:::>А (-С-). 

(1 ovo је, ооЫо, metamatematicki teorem - изр.l uz 13.1. ВНо Ы stoga 
korektnije zvati ga "teoremom transformacije о logici sudova".) 

Dokaz teorema transformacije provest сето indukcijom ро сиliсј d р = 
р [А (-В-)]-р[В] rangova formula А(-В-) i В. (4.2. D4; pod rangom 
зћете formuJa razumijevat сето rang individualne formule koja паstaје iz 
danе зћете "о u njoj oznake za formule zamijenimo npr. varijablama). Рсј
tom се В i С blti kako god odabrane formule, fiksne tokom indukcije. 

Baza indukcije. za. dp=O пшпо је А (-В-)ЕВ, dakle А(-С-)==С 
ра se teorem transformacije reducira па trivijalno svojstvo od 1-, naime па 
B<:::>CI- В<:::>С. 

Korak indиkсјје. Pretpostavimo da teorem transformacije vrijedi za d р <. k 
i neka је А(--В-) neka formu1a ranga p[A(-В-)]=р[В]+k+ 1. А sada 
тоса imati јedan od ОЫјЬ 

10 А (-в-)=п(-в-) =:- Е 

20 А (-В-)==.Е=:- п(-в-) 

30 А (-В-)Еп(-'-В-)&Е 

40 A(-В-)аЕ&ЈЈ(-В-) 

50 A(-B-)=D(-B-)VE 

60 A(-B-)=EVD(-B-) 

70 А (-в-)=п (-В-) <:::>Д 

80 А (-В-)=Е-:о- D(-B-) 

90 A(-B-)=s-,D(-B-), 

gdje је р(п(-в-)]-р (Вј <.k. 

ТсеЬа dokazati da u svakom od tih slucajeva vrijedi teorem transformacije. 

Ро pretpostavci indukcije svakako је 

B~ CI-D(-B-) -:..:;, п(-с-). 

12 Matemalie!<a logika 
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Odatle tra!ena tvrdnja izlazi 

u s1Ueaju 10 ро 15.9.40 (D(-B-)IA, D(-C~)IB, Е/С), 

u slueaju' 20 ро 15.9.50 (ista zamjena), 

u slueaju 30 ро 15.12.4° (ista zamj:na), 

u slueaju 4° ро 15.12:5° (ista zamjena), 

u slueaju 5° ро 15.14.4° (ista zamjena), 

u slueaju 60 ро 15.14.5° (ista zamjena), 

u slueaju 7° ро 15.5.6° (ista zamjena) , 

u slueaju 80 ро 15.5.70 (ista zamjena), 

u slueaju 90 ро 15.16.2° (D(-B-)IA, D(-C-)IB). 

16.3. Korolar 1. Vrijedi 

В<::>С, А(-В-)\--А(-С-). 

К 1. izlazi iz teorema tra.nsformacije uz 15.9.2° nakon ~ -eliminacije. 

16.4. Korolar 2. Vrijedi 

Ako је 1- B~C, Оndа је 1- А(-В.....:)<:>А(-С-). 

К 2. izlazi iz teorema transformacije zbog svojstava od Г-. 

16.5. Vi~estrukom primjenom teorema transformacij~ vidimo da analogno 
vrijedi opcenitiji teorem simultane transformacije ро kojem se iz ekvivalencije 
В <.~ С moze deducirati ekvivalencija А <=> А' dane formule А koja В sadr!i 
kao komponentu па jednom ili vise mjesta s formulom А' koja nastaje iz А 
ako В па kojim god mjestima od onih gdje dolazi u А zamijenimo sa С. 

I1ustrirajmo ovo za slucaj simultane zamjene od В sa С па 2 mjesta: 
Neka је А == А ( - В - В -). Tada је ро teoremu transformacije i 15.5.3С> 

В: >С I-{А(-В-В-)-:-;:>А (-С-В-), А (-С-В-) <::>А (-С-С-)} 

1- А (-В-В-)·:>А (-С-С-). 

17. DUALIТET U LOGICI SUDOVA 

17.1. Neka је F neka formula (individualna i1i shema) logike sudova 
$agradena najvise od slova logike sudova, oznaka za formule logike sudova, 
operatora &, V ,--' i zagrada logike sudova. Neka је G formula (individualna 
ili shema) koja пзstзје ako u F izvrsimo ove izmjene: 1 о zamijenimo konstantu 
т (ako ulazi u F) sa 1. i obrnuto i 20 zamijenimo operator & svagdje gdje 
dolazi u F sa V i V svagdje gdje dolazi sa &. Formulu G zvat сето dualnom 
formuli F i pisati G== F* (а, Ь, с, ... ; А, В, С, . .. ) gdje su medu а, Ь, с, ... sadr!ane 
sve varijabIc sudova koje ulaze u F а medu А, В, С, ... sve oznake za formule 
logike sudova koje ulaze u F. Tada vrijedi 
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Lema. 1- Ј F <=> F* (Ј а, Ј Ь, Ј С, • •• ; Ј А, Ј В, Ј С, ... ). 

Dokaz сешо provesti indukcijom ро rangu р [р) forшше F (za rang аћете 
usp. 16.2.). . 

Вша indukcije. Ako је р [Е) - О formula F ima једап od obHka: 1 о Fa Т, 
2° F=.l, 3° Р= а, 40 F== А. Tada је respektivno 1 о F* == .l Ј 2° F* == Т. 
30 F* == а, 40 F* == А ра lema tvrdi da је respektivno 10 1- Ј Т <=> .l. 
20 1- Ј .l <=> Т, 3° 1- Ј а <=> Ј а, 40 1- Ј А <:::> ЈА. 

10 је ispravno ро '15.24.60, 20 ро 15.24.50, 30 i 40 ро 15.5.1°. иша 
dakIe vrijedi za р [FJ = О. 

Korak indukcije. Pretpostavimo da lema vrijedi za formule ranga р < k(k:> О) 
а F пеЬ је neka formu1a raoga р [р) = k + 1. Tada F јша једап od ОЫјЬ: 
1 о F==G & Н, 20 F==G V Н, 30 F== ЈН gdje је р [G), р [Н] < k, ра је respek
tivoo 10 F*==G*VH*, 20 F*=G*&H*, 30 F*==JH*. Ро pretpostavci induk
cije је 

1-Ј G <=> G* (Ј а, ,Ь, ... ; ,А, ' В, ... ), 

1-, Н <=>Н* (, а, ,Ь, ... ;, А, ,В, .. . ). 

Prema 15.23.50 i 60 izIazi da је respektivno 

1°I-JF<=>,GV-,H, 2°I-,F<=>JG&,H, 

30 1-, F <=>" Н. 

Prema К 1. teorema transformacije izJazi odatle zbog pretpostavke 
indukcije da је respektivno 

1 о 1-, F <=> G* (Ј а, , Ь, ... ; , А, ,В, ... ) v Н* (,а, ,Ь, ... ; ,4, ,В, ... ), 

20 1-, F <=> G* (, а, ,Ь, ... ; ., А, ,В, ... ) & Н* (,а, ,Ь, ... ; ,А, ЈВ, ... ),' 

30 1-, F <=>, Н* (, а, Ј Ь, ... ;, А, ,В, .. . ). 

Prema сапјјет је dakIe u sva tri slueaja 

1-, F<=>F* (, а,' Ь, ... ; Ј А, ,В, ... ) 

ра lema vrijedi i za F sa р [р) = k + 1. 

17.2. Теогет duаШеtа /ogike sudova. Neka аu F1 , F'l, јогтu/е (individu
alne ili Ућете) kao и [етј, а F1*, F'l,* odgovarajuce dualneformule. тааа vrijedi 

Ako Је 1- F1 <=> F2 , оnаа је 1-F1 * <=> F'l, * . 
Napomena. Као u 13.1. i 16.2. "teorem" ovdje znaci metamatematicki 

teorem; korektnije Ы bilo reci "Teorem dualiteta о logici sudova". SvakakoJ 

oaslov uz 17.2. treba shvatiti kao "Teorem (dualiteta logike sudova)" а ое 
ЬО ,,(Teorem dualiteta) (logike sudova)". 

Dokaz teorema. Prema Iemi је 

(42) {
I- ,Fl <=>Е1* (,а, ,Ь, ... ; 

1- ',F2 <=> F2* (-,а, ЈЬ, ... ; 

12* 

,А, 'ВЈ" .), 
,АЈ ,В, " .). 
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Ро pretpostavci I-F1 <=> F. је zbog 15.16.20 1- ,F1 <=> ,Fs. Odatle i iz 
(42) izlazi ро 15.5.20 i 30 da је 

1-F1 * (,а, ,Ь, ... ; ,А" В, ... ) <=> Fs* (,а, ib. . .. ; ,А. ,в. . .. ) 
а odatle zbog 8.4. uz ,а I а, ,Ь I Ь, ... ; ,А I А, ,в I В, ... da је 

(43) ,1- F1* (-, ,а. ,-, Ь • ... ; "А. "В, ... ) ~ 

F.*(-"a. -"Ь, ... ; "А. "в . ... ). 
Zbog 15.16.1 о simultanom transformQ.Cijom (zamjenom "а 'sa а. '1, Ь 
sa Ь, ... ; "А sa А" -, В sa В, ... ) izlazi tvrdnja teorerna. 

18. TEOREMI LOGIKE SUDOV А 1 ЮЕNТIСКI ISТINIТE FORMULE 
ALGEBRE SUDOVA 

18.1. Уее smo u 8.7. vidjeli da је svaki teorem logike sudova. interpre
tiran kao formula algebre sudova. identiCki istinita formula. Тато smo nago
vijestili da vrijedi i obrat, tj. oko је neka formula algebre sudova identicki 
istinito, оnао је опа, interpretirana kao formula logike sudova. teorem logike 
sudova. Dosad razvijena sredstva omogucuju da taj obrat sada i dokazemo. 
Iz оЫји tvrdnji izlazi rezultat da је neka foгmиlа logike sudova teorem logike 
sudova onda i samo onda, ako је ta formula. interpretirana kao formula alge
bre sudova, identicki istinita. Ovaj rezultat u odredenom smislu znaci upravo to, 
да smo aksiomima logike sudova 1 о do 170 i sa D 6. i 6а. ,uspjesno i u pot
punosti formalizirali algebru sudova u obliku logike sudova. ProbIem strogo 
finitne, rigorozne fundacije tog podrucja matematike time је dakle u principu 
rijesen. 

18.2. Predimo па dokaz gore l1avedenog obrata. 

18.3. Lako uvidamo ovo: Ako и sintaktickim jednakostima iz 11 10.1. 
D 12.1 v -·12° znak ,,'"'" zamijenimo sa .. <с:>" i interpretiramo nastale formule 
kao foгтиlе 10gike sudova, опе su sve. teoremi logike sudova; i to: 

11 10.1.1 о а zbog 15.12.2' 
11 10.1.1°Ь zbog 15.14.2' 
II 10.1.2" а zbog 15.12.3' 
11 ЈО.l.20 Ь zbog 15.14.30 
П 10.1.3" а zbog 15.11. Р, 20; ~ >-intr. 
11 10.1.30 Ь zbog 15.11.3",40; : ;.-intr. 
II 10.1.40 а zbog 15.12.1~ 
11 10.1.4" Ь zbog 15.14.1' 
11 10.1.5" а zbog 15.11.7-,8';: ;·-intr. 
1110.1.5" Ь zbog 15.11.5",60; ,;,>-intr. 
Il 10.1.6" а zbog 15.24.7" 

II 10.1.60 Ь zbog 15.24.80 
11 10.1.60 с zbog 15.24.90 
11 10.1.6° d zbog 15.24.1 ОО 
П 10.1.70 а zbog 15.24.120 
1I 10.1.70 Ь zbog 15.24.110 
П 10.1.80 а· zbog 15.24.60 
II 10.1.80 Ь zbog 15.24.50 
П 10.1.9" zbog 15.16.1" 
I110.1.100azbog 15.23.50 
П 10.1.10" bzbog 15.23.60 
11 10.1.11 '> zbog 15.22.1" 

Il 10.1.12' zbog 15.17.1". 
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18.2.2. Neka је sada F neka dana identicki istinita formula. Tada је р= Т 
semanticka jednakost. (11 2.4. Т 1.). U 11 10.3. Т 12. vidjeli зто da је onda 
F = Т i sintakticka jednakost. Pokazat сето da је tada F ~ Т, interpreti
rana kao forrnula logike sudova, teorem logike sudova. 

18.2.3. Da Ызпiо se u to uvjerili dovoljno је detaljno preei izvodenja 
u 11 10. kojima је pokazano kako se neka dana semanticka jednakost mofe 
izvesti kao sintakticka iz II 10. D 12. Citav postupak sveo se па izvodenje 
niza sintaktickih jednakosti koje su konacno dale traunu jednakost. Vidjet сето 
da se расаЈеlпо u logjci sudova moze izvesti odgovarajuci niz teorema koji 
nastaju jz gornjih jednakosti ako u njјта svagdje ,,=" zamijenimo sa ,,<:>" 
i dobivene formule interpretiramo. kao formule logike sudova. 

18.2.4. za "polazne" jednakosti, tj. jednakosti iz П 10. D 12. уее smo 
u 18.2.1. vidjeli da zamjenom ,,=" sa ,,~" prelaze u teoreme Iogike sudova. 
Treba jos pokazati da analogno vrijedi za sve u 11 10. upotrebIjene тапјриlа
сјје s jednakostima. То su оуа· svojstva jednakosti: 

1 о А = А. 20 ako је А = В, onda је В = А, 30 ako је А = В i В = С onda 
је А= С. Odgovarajuca svojstva јmа i operator ~ u logjci sudova jer је 10 
ро 15.5.10 I-A~A, 20 ро 15.5.20 A~вt-B~A, 30 ро 15.5.30 А<:>В, 
B~CI-A~C. 

40 J~dnakost ostaje sacuvana ako neku varijabIu koja u пјој dolazi (па 
svakom mjestu gdje dolazi) nadomjestimo istim izrazom; analogno za vise 
varijabIa. Odgovarajuce svojstvo јтаји ро 8.4. i teoremi logike sudova. 

50 Ako u nekom danom izrazu neku njegovu komponentu zamijenimo 
пјој jednakom, dobivamo danom izrazu jednaki izraz. Odgovarajuce svojstvo . 
јта i operator <:> u logici sudova; to је upravo sadrfaj teorema transforma
сјје iz 16.2. 

18.2.5. Dakle је zaista I-F <=> Т. Stoga је ро 15.9.30 takoder 1-т =>р. 
No ро 15.24.30 vrijedi 1- т ра =>-еНmјпасјја konacno daje I-F sto је tre
Ьаlо dokazati. 

18.3. Vratimo se јо!! па pitanje postavljeno u 11.3. Neka је 

~={A, В, ... ,М} 

dani skup formula logike sudova. Pita se, da Ji је ~I-S Ш пе? 
Ako је AI-S, bit се (eventualno viSestrukom) primjenom teorema deduk

сјје I-A::;> (В => ( ... (М::;> S) . .. » ра је formula А => (В => ( ... (М =>S) ... », 
interpretirana kao formula algebre sudova, identicki istinita. Obrnuto, ako је 
опа identicki istinita. dobivamo (eventuaJno visestrukom) =>-еlimјпасјјоm da је 
L\I-S. Ргета tome S se iz А, В, ... ,М moze deducirati onda i samo onda, 
ako је formuJa А::>(В=>( ... (M=>S) .. . » idcnticki istinita. 

19. NEKE ALТERNATIVNE AKSIOMATIZACIJE LOGIKE SUDOVA 

19.1. U literaturi postoji citav niz sistema aksioma za logiku sudova. 
опј se od naseg sistema (usp. 7.) (а i medusobno) razlikuju pogJavito u aksi
отјта impJikacije i negacije. Dakako, ako зе pojfdinim sistemom formalizira 
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logika sudova koja пе saddi sve опе simbole kao naSa, otpast се neke grupe 
Ilksioma. Npr. konstante se ~sto пе ukljucuju u simbole logike sudova ра u 
takvom slueaju пета пј aksioma konstanata. Slicno, ako se <::> пе ukljuci u 
operatore, пе се ni sistem aksioma za takvu logiku sudova saddavati aksiome 
ekvivalencije. (Ako se' u takvom sistemu kasnije uvodi znak <::> onda је to 
samo pokrata u pisanju formula, dakle metamatematicki simbol а пе simbol 
logike sudova). Slicno vrijedi i opcenito za sisteme. koji пе sadrze sve simbole 
Ьо nas. Medutim, gotovo uvijek prihvacaju se kod izgradi1je logike sudova 
Ьо operatori neke' funkcije koje cine sistem izvodnica (usp. 11 8.2.) algebre 
sudova, tj. operatori obuhvacaju (kaо pravi ili nepravi podskup) neku bazu 
algebre sudova. 

Svi sistemi aksioma koje Сето navesti ekvivalentni su s naSiпt (i medu
sobno) u ovom smislu: Ako ае роmоеи simbola koji ulaze и dva od danih 
sistema moze for.mirati neka formula, ома је ta formula teorem и jednom ај
stemu Оndа i ааmо оnоо ako је teorem ји drugom. Pritom Сето za izvodenje 
teorema uvijek (osim ako је izricito istaknuto drugacije) prihvatiti samo modus 
роnеnа (usp. 8.2. D 6. i D 6а.). Dodwe, u literaturi је uobieajenija drugacija 
konvencija izvodenja teoreтa ро kojoj Ьо. ishodne ne prihvaeamo sheme 
аkзјота veC samo individua1ne aksiome (tada dakle formule koje definiraju 
aksiome пе mogu sadrZavati oznake za formule veC samo simbole logike su
dova). U takvim formalizacijama definiraju se Ьо teoremi пе saшо aksiomi i 
formule koje iz aksioтa i veC izvedenih teoreme izlaze uz modus ponens, nego 
i formule koje iz aksioma i veC dokazanih teorema izlaze zamjenom varijaыa 
(пе oznaka za formule Ьо kod nas 1) formulama. Uz naSu konvenciju (koju је 
prvi upotrebio von Neumann) supstitucija је ograni~na па sheme aksioma dok 
u pojedinacnim teoreri1ima nije dopustena kao izravno definicijom dano pravilo 
za izvodenje teorema. Ipak, lako se vidi da оЬје konvencije (ukoliko se u 
drugoj individualni aksiomi interpretiraju по sheme) vode па isti rezultat -
пајте, ako је пеЬ formula teorem uz jednu konvenciju izvodenja teorema bit 
се to опа i ·uz drugu i obrnuto. Medutim, sama tehnika izvodenja ро von 
Neumannovoj konvenciji prikladnija је u toliko sto је formulacija 'pravila de
dukcije u пјој jednostavnija. 

Sve sisteme aksioma koje Сето navesti notirat Сето nasiЦl oznakaтa za 
,peratore (tj. ~ za implikaciju, & za konjunkciju itd.). Naziv pojedinog siste
Ј:а odabrat сето redovno prema autoru koji ga је upotrebio u nekom novi
јет djelu, а ne опот koji ga је prvi postavio. 

19.2. Hilbert-Bernaysov sistem aksioma za ~ & V <::> о -logiku sudova 
bez konstanata 

Grupa Ј Aksiomi iinplikacije 
10 ј' 30 kao kod nаа 
20 (А ~ (А ~ В» ~ (А ~B). 

Grupa Il, ЈП i IV kao kod nаа. 
Grupa V Aksiomi negacije 

10 (А => В) ~ (. В ~oA) 
20 А => оо А 
30 оо А ~ А. 
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19.2.1. PokaZimo kojim putem se uvida da је ovaj sistem ekvivalentari 
s na.Sim (и 19.1. navedenom smislu). 

Lako se provjerava da su svi aksiomi Hilbert-Вегпауsоvа sistema, inter
pretirani kao formule algebre sudova, identicki istinite formule. Iz prethOOnog 
poglavlja 18. odavle zakljucujemo da su aksiomi Hilbert-Bernaysa teoremi 
naseg sistema. No onda i teoremi Hilbert-Bemaysa moraju biti teorerni i 
naseg sistema, tj. skup teorema logike sudova kako је definiran Hilbert-Вer
naysovirn sistemom aksioma saddan је u skupu teorema definiranom na.Siш 
sistemom aksioma logike sudova. ћеЬа jos dokazati da vrijedi i obrnuto (цkо 
se u nasem sistemu ogranicimo па grupe aksioma 1 do V koji пе sadrze 
konstante). 

. 19.2.2. Iz izvodenja u poglavlju 9. vidimo da је tamo nas aksiom 20 
upotreЫj:,:n jedino za izvOO (naseg) teorema F1 iz 9.1, а to је upravo Hilbert
Bernaysov aksiom јmрНЬсјје 20. Odatle izlazi да su nasi teoremi 9.1.(16) i 
9.11.(36) takoder· teoremi i u sistemu Hilbert-Bernaysa. (Dakako da tarno 
А, В пе mogu sadrzavati konstante jer to nisu simboli u sistemu Hilbert
Bernaysa. Analogno vrijedi, i kasnije.) No pored nasih aksioma 10 i 30 (koji 
su aksiomi i kod Нilbert-Bernaysa) jedino su ta дуа teorema upotrebIjena 
kod dokaza teorema dedukcije u 13. Znaci, teorern dedukcije vrijedi i u siste
ти Hilbert-Bernaysa. 

Uz upotrebu teorema dedukcije u Hilbert-Bernaysovu sisternu izvest 
сето u пјеmи kзо teorerne nase sheme aksioma negacije i nasu drugu shemu 
aksioma implikacije (koje su jedine u kojima se nas sistem razlikuje оо 

Hilbert-Bernaysova - osim 8to pored toga tamo пета aksioma о konstantama). 

а) Neka је Ll = А. Tada је 

1. А 

2. А=>(,В=>А) 

3. ,Н=>А 

4. (--,В=>А)=>(,А:::."В) 

5. ,А:::."В 

6. "В:::.В 
7. (,А => -, ,В)=>«, ,В=>В) 

=>(,А=>В»' 

8. (, ,В=>В)=>(,А=>В) 

9. ,А=>В 

Element od Ll 

Aks. impl. 10(, В I В) 
Iz 1, 2. 

Aks. neg. 10 (,В I А, А I В) 
Iz 3, 4. 

Aks. neg. 30 (В I А) 

} 
Aks. impl. 
30(,А IА" ,ВIВ, ВI С) 

Iz 5, 7. 

Iz 6, 8. 

Dakle је Af-,- ,А=>В ра је ро teoremu dedukcije f-,-A=>(,A=>B); па;; aksiom 
130 је dakle teorem u sistemu Hilbert-Bernaysa. 

~) Pokazimo najprije da u Нilbert-B;:rnaysovu sistemu vrijedi 
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Zaista, zbog - «) је tamo nu aksiom 130 (В I А, -'(В::> В) I В) teorem, ра za 
А = В & -,В dobivamo 

1. . ... 

k. В::>(-,В::> -,(В::>В» 

(k+ 1) В&-,В 

(k+ 2) В &-,В::> В 

(k+3) В& -,В=>-,В 

(k+4) В 
(k+ 5) -,В 

(k+6) -,В::>-,(В::>В) 

(k + 7) -,(В::>В) 

} Deшonstraciia prema о) 
Element od А 

Aks. konjunkcije 

Aks. konjunkcije 

lz (k+ 1), (k+2). 

Iz (k+ 1), (k+ 3). 

Iz (k+4), k. 

Iz (k + 5), (k + 6). 

Znaci В &-,BI--,(B::>B) ра је РО teoremu dedukcije 

I-B &-,В=!> -, (В::> В). 

Odatle то!ето konstruirati ovu dedukciju iz А ... А::>В,А::>-,В: 

1. . ... 

ј. В&-,В=::;. ,(В=::;.В) 

(ј + 1) А::>В 

(ј + 2) А=>-,В 

(ј+3) (А=>В)=::;.«А=::;..в)=> 

(А=::;.В&-,В» 

0+4) (А::>,В)=::;.(.4::>В&-,В) 

0+5) А=::;.В&-,В 

(ј+6) (А::>В&-,В)=::;. 

(, (b&.B)::>-,.4) 

(ј+7) -,(В&,В)=>-,А 

(ј+ 8) (B&,B~-,(B::>B» => 

( •• (В=::;.В) ::>-,(в&.В» 

(ј + 9) -, --о! (В=> В) =::;.. (В &.В) 

(ј + 10) Во::> (B~B) 

} Demonstracija prcma ~J 
Element od А 

- Element -od А 

} 
Aks. konjunkcije -
(ьо nd aks. 60 (-,В I С» 
Iz (ј + 1), (ј + 3). 

Iz (ј+2), (ј+4). 

} 
АЬ. negacije 
1 0 (В&-,ВI В) 

Iz (ј+5), (ј+6). 

} 
Aks. negacije 
10 (B&-,BIA, -'(8=> В) 1 В) 

Iz ј, (ј+8). 

Aks. impl. 1 о (В I А) 
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(ј + 11) (В=:> (В=:> В» => (В=>В) 

(ј + 12) В=:>В 

Aks. iшрl. 2° (В / А) 

Iz (ј+l0), 0+11). 
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(ј+ 13) (В=>В) =>-,-,(В=>В) 

0+ 14) -,-,(B~B) 

Aks. персјје 2° (В=>В I А) 
Iz (ј + 12), (ј + 13). 

(ј+ 15) -,(В&-,В) Iz (ј+14), (ј+9). 

(ј+ 16) -,А Iz (ј+ 15), (ј+7). 

Znaci А=>В, A=>-,Bf--,A ра dvostrukom primjenom teorema deduk<:ije 
izlazi f- (А=>В) => «А.=> -,В) => -,А); D.aз aksiom 14° је dakle takoder teorem 
u sistemu Hilbert-Вemaysa. 

у) Neka је tl=A=>B, -,А=:>В. Tada u sistemu Нilbert-Bernaysa mozemo' 
konstruirati оуи dedukciju: 

1. А=>В 

2. -,А=:>В 

3. (А=:>В) => (-,В=:>-,А) 

4. (-,А=:>В) =:> (-,В=:>-,-,А) 

5. -,В=>-,А 

6. -,В=:> -,-,А 

7. 

k. (-,В=:> -,А)=:> 
«-,В=:> -, -,А)=> -, -,В) 

(k+ 1) (--,B=>-'-lA) =:>-,-,В 

(k+ 2) -,-,В 

(k + 3) -1-'В =:>В 

(k +4) В 

EJement od tl 

EJem:nt od tl 

Aks. negacije 1 о 

Aks. negacije l°(-,А/А) 

Iz 1, 3. 

Iz 2, 4. 

} 

Demonstracija ргета ~) uz 
-,BIA, -'А/В 

Iz 5, k. 

Iz 6, (k + 1) 

Aks. neg. 30 (В 'А) 

Iz (k + 2), (k + 3). 

Znaci А =:> В, ~ А =:> В f-В ра dvostrukom primjenom teorema dedukcije izlazi 
f-(A=:>B)=:>«-IA=:>B)=:>B); ј па!! aksiom ]5" је dakJe takoder teorem и sistemu 
Hilbert-Bernaysa. 

~) Neka је tl= (А=:>В) =:>А. Iz razloga kao u 19.2.2. u Нilbert-Bernaysovu 
sistemu vrijedi zbog 9.5.(24) f-(A=:>(B=:>C»::> (B~ (А =-> С», ра tamo mozemo 
konstruirati dedukciju . 

1. .... } 
. Demonstracija 
: 9.5. (24)(-,AIB, В/С) 
k. (А:'> (-,А:::>В» =:> (-'А::>(А=:>В» 

• 
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(k ј, 1) 

1. А::> <-o~A:>B) 

0+ 1) --,А:-:",>(А:::-В) 

(Н- 2) (k~ В) ::> А 

Logikз sudo\':\ 

(Ј + 3) «А :'>В) -> А) о:> (-. .., А => (А ::;.В» 

(l 4) --, А О,> " .- (А. ~ В) 

Р ,. 5) 

111. (·-јА:-;·(А::>В»=> } 

(( - . Ао;''', (А =:-В» =-> -1 --IA) 

(111 1) (, А::;.>' ,(A=>B»=;.--.-IA 

(т 2) , јА 

(т 3) ,"iA;A 

1111 4) А 

} Demonst.ac;ja р .... а .Ј 
Iz k, 1. 

Еlеmеп! od ti 

Aks. neg. 1 0 (А:::>ВјА, AIB) 

Iz (1+2), (1+3). 

I DCnlOnstracija ргета ~) r uz . ,AiA, А.-:>ВIВ 
) 

Iz (1+ 1), m. 

Iz (1 !-4), (m+ 1). 

Aks. negacije 3~ 

Iz (m+ 2), (т+ 3). 

'l.1\flCi (.'1 . IJ) . > А; А ра ргјmјспоm tcorcma dcdukcije izlazi 

!-·(А :> В) :0> А) => А; 

1 lIa~ '1"--.iom imrlikзсiј~ 2 је daklc 1согсm u sistcn1U Hilbcrt-Bcrnaysa. 

11. 1.) Јо ,» il.lal.i Ја ~и nasi ak!iiomi (koji пс sadrze konstantc) grupa I 
{lо \/ 1~\)I'~l11i \1 si ... tcmu Hilbcrt-B~rllaysa. То pak роУlаёј da su foгmиlс Нјl
hсгt-В~'I'llауsоvа sistcma kojc sc u nasem sistemu mogu izvcsti kao {еогсmј 
tlР()\I~'I)(\1J1 aksiOlna (ће! kOI1~tal1ala) grupa I do У, ujcdl10 i tcorcmi u sistcmu 
lIill''':ГI-Во:Гl1ау,а. Оуо sunlO ро scbi јо;; пс РОУlаёј da su \1 Hilbert-Bernaysovu 
,1~1<:111l1 IСOl'Сl11ј ... \'С ОI1С fo,rmuk kojc "с mogu formirati u tom sistcm\1 (tj. 
11С ... atlri.~ kOI1,t:1I1Ic) а {согстј :'>\1 \1 11зScffi sistcmu. Moglo Ы se naimc 11 prin
l:iplI 1110јЈа dogodili da "с za dokaz nckog takvog {согста тога primijcniti 
11,'кј оЈ Iщ.:;il1 ak.,ioma kOl1stal1at'1 јlј J1cki aksiom ј!. gПlра 1 do У koji sadrzi 
kOI1,lal1l<:. Mcdlllll11. 11 slvari takav "lll~aj ipak пе пзstLlра. U dokaz оус ёјпјс
l1ј(;с ,,\(1;, 111: tllаl.iП1l1. УСС ссто ~аIПО ~r()П1еПtlti "ојјm pLltcm sc takav dokaz 
I1Itli .. .' IH"\C~li. Za 10 рљtојi yj~c mogLlcnosti: Jcdna јс da !>с za Hilbert-Bcr-
11a~ ~(I" ,i ... tcm dircktllO pokazc da је tI 11јСЈ11L1 i/.vcdiva kao (еогст svaka idсп-
1 ј':')... i ј,,1 i 11:1а СОГlnLllа u koju пс lIla/e k()Ј1~lаПlС. DrLlga је, da sc пајргјје raz-
111 "1I' ј lo,!!ika .,IIЈоуа koja izlazi јl. l1a~kg sisl~ma ako 11С pril1vatimo kопslаПlс 
)...а" "il11hok logikc ~Lldova i оdl)асiП10 ak"iomc УЈ grupc. Ako tada \1 Ьјlо 
).... 'јеl11 I~()f~'m 11 l1a;cg ргуо. nog (11СГl'~1 гј I1gi rallOg) sistcma kOl1St3111c Т, .1_ (ako 
lаl110 11 О Р':.' tlola/l:) zamijcnjnlO rc'pckl јУl10 11РГ. ГогтLllаmа 11 '-/ 11, (/ & '(1 
;,;1 ~c. )...ао ~Io је 1;;':0 poka/:lti. Јоllј\'СI1а I'ОГП1Lllа (согсm \1 гс~tгiI1giгarюП1 
,j"lcmtl. (t.:ol; Ја ~U ~11cmc fОГП1l1lа "ојс i/la/c јl l1asc УЈ gfLlpc прг. l<Lщјспо1П 
П , 11, 11 & /Ј:! tcor(;mi гс,II'јl1gјlЋllОg sistcm:I!) Odatlc i/lazi Ф јс 
,Уа k I Il'OfCI11 11a~C!,! ,j,tCI11:1 "ојј kao СОГl1l111а вс sadrzi kопsl:\l1tс 1Iјсdпо tеогсП1 . 
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naSeg restringiranog sistema, ра је skup teorema Hilbcrt-Bernaysova sistema 
identiean s опјт naseg restringiranog. 

19.3. Ајјег-оу sistem za => & V ';.,;- -'-logiku SLttJova bez kOllStanata 
Grupe Ј do fV o}'dje ји Ше kllO kod nај а gГltpa V ist(l је kao kod 

Н i!Ьегt-ВеГflауsа. 

Svi aksiomi - dakle i teoremi - Asserova sistema su dakl(. (usp. 19.2.1.) 
teoremi naseg sistema. Obrnuto, ako nas sistem r\:stringiramo па ~ & V < -;, --; 
-Iogiku sudova bcz konstanata bit се svi nasi teoremi ujedno tcoremi Asserova 
sistепш. (Оа se оуо uvidi dovoljno је uociti da u Asscro\ u ,;istemu vrijedi 
teorem dedukcije ра se па~ј aksiomi negacije mogu u пјети iivC5ti kao teo
гетј isto onako kao sto је to u 19.2.2. bilo uсiпјеlЮ za Hilbert-Bernaysov 
sistem, s time sto је Нilbert-Bernaysov aksiom implikacije 2' u Asserovu 
sistemu teol'em kao i ko(1 'nas.) 

19.4. Novikovljev sistem za => & '/ --, -Iogiku sudova bez konsttUlata 

Grupa f Aksiom; imp/ikacije 

ЈО kao kot/ nш 

20 (А => (В => С» => «А => В) => (А => С» 

Grupe 11 i 111 kao kod nОј 
Aksiomi negacije kao kod Hilbert-Bernaysa i Ајјега. 
1 za оуај sistem moze se pokazati da је. ekvivalentan s nasim restringi

тпјт па => & V -, -Iogiku sudova bez konstanata u 8tO medutim пе ulazimo. 

19.5. К/ееnеер sistem za => & V -, -logiku sudova bez konstanata 

Grupa 1 Aksiomi imp/ikacije 

ЈО kao ko,/ nш 

20 (А => В) => «А => (В => С» => (А => С» 

Grupa 11 Aksiom; konjunkcije 

ЈО ; 20 kao nаЛ aksiomi 40 i 5' 
ЗО А=>( в => А & В) 

Grupa 1I! kao ko{l "ај 
Aksiom; llegacije 

l' kao па! }40 

2" -., А=> А. 

оуај sistem ekvivalentan је s nasim restringiranim па => & V ,-Iogiku 
sudova bez konstanata. 

19.6. Rosserov sislem ZlL => & --; -logiku sшlоvа bez kOllJtallota 
Aksiomi ,\'L/ ор; 

ГА>А&А 

2' А&Н:;>А 
З) (А => В) =-> (- ( в & с) - (С&А), 
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Sistem је ekvivalentan s odgovarajuCe restringiranim пШiш. 

19.7. Frege-Lиkasiewiczev sisteт za =:> -,-logiku sudора bez konstanata 

Grupa 1.. kao kod Novikova 

АЬјот raegacije: (-,А =:> -,В) =:> (В =:> А). 

Sistem је ekviva1entan s odgovarajuCe restringiranim naSim. 

19.8. White/:lead-Russellov sisteт za у -, -/ogiku sшlоуа bez' konstaпata 
Uz =:> Ьо metamatemati~ki simbol sa ZlиЮeпjcm da је А =:> В pokrata 

za -, А У В, aksiomi su ovi . 
10 АуА=:>А 

. 20 А =:>Ау В 

30 (А =:> В) =:> «с =:> А) =:> (с =:> В». 

Uz odgovarajucu interpretaciju za modus ponens (gdje је sada =:> рош
ta) sistem је ekvivalentan s nasim, restringiranim па у -,-logiku sudova bez 
konstanata. 

19.9. Waysbergov sisteт za =:> -Iogikи аudора s konstaпtoт ..L. 
Aksiomi su ovi: 

Grupa 1 kao kod Frege-Lиkasiewicza 

1. -aksioт:' «А =:> 1.) =:> 1.) =:> А . 

19.10. Nicodov sisteт za t -logiku аudоуа bez konstanata 
Aksioт: 

(А t (Bt C»t«Dt(Dt D» t «Et B)t«A t ЕН(А t Е»». 
za izvodenje teorema umjesto pravila modus ponens dolazi ovo: Ako su 

А i А t(Bt с) teoremi, onda је i С teorem. 
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1. NEKA ОРСА SVOJSТVA SJSТEMA AKSJOMA LOGIKE SUDOVA 
UZ MODUS PONENS КАО PRAVILO IZVODENJA 

Ј.Ј. U poglavljiina оуе Glave ispitivat сето opCcnito ncka s\oj:-.iva 
sistema aksioma ,,7) logikc sudova poput naseg. U tim poglavljima Ы! се .', 
opeenito kakav god skup individualnih formula logike sudova kojc 5\1 (ре 
definiciji) prihvacene kao aksiomi. Takav si!>tcm aksioma с'7 mozc biti zadan 
npr. direktno listom elemenata koje saddi, iIi (kao kod nas u ЈУ 7.) sl1сшэmа 
aksioma, јlј kombinirano - neki jndividualni aksiomi direktno, а ncki skllpovi 
takvih aksioma shcmama. . 

za nek11 formulu F logikc sudova тесј сето da је ј z v е d i v а iz (~I 
јlј da је t с о r е т па osnovll СУ ј pisa:ti 1- F (ako пета opasnosti zаЬuпе па 
koji сУ sc znak 1- odn05i), ako se F mozc dobiti iz /7 рrсше JV 8.2. D 6. 
!i {јmс da umjesto naseg sistema aksioma iz ЈУ 7. kao sistem aksioma ргЉуа
timo //'. Dakako da onda opeenito 11 {јm poglavljima "Iogika sudova" пс
се oznaeavati nas sistem уе{;; опај odreden sa :;'. (ТтеЬа takoder uociti da za 
ovakav opccnitiji slucaj zadavanja aksioma gdjc шоgu direktno biti zаdапi 
i ncki individualni aksiomi а ле samo sheme aksioma, песе vrjjcdi1i sve опо 
sto је vrijedilo za izvodenje teorcma iz nascg sistema aksioma koji је sadr·· 
Zзуао samo sheme aksioma. Ocito је naprimjer, da u Р11Л0ј opcenllosti sfHJa 
песс biti primjenjiva razmatranja iz ЈУ 8.4.) 

1.2. Ako је !>kup /7' neki sistem aksioma logike SlIdova, oznaca"'at ссlПО 
skup svih опјћ formula kojc su izvedive iz сЈ' sa ,,'ј', 

Za prcslikavanje "Ј' - ('7' vrijcdc оуа svojstva: 
Ј' А t о т а r п о s t: Ako //' sadrzi samo jcdan сЈстеп! (tj, samo јсдап 

individualni ak!iiom, а лс mozda samo jednu S11Cm\1 aksioma. јст Ы {а ргјдо
пјјсlа bcskonacr о mnogo clcmcnata od .У'), onda је -:9'~, _ 'ј". 

2 Р о r а s t: /ј' С ~'l, 
3 м о 11 () t (1 п i ј а: ~~ је ~Yl С '<;'2' опdа је :-<;;1 с ;!Л, ' 
4 Z а I v () r с п о s t: ~y ~~ ('У, 
Ј)а "I'ijcdc ртуа trj svojstva uvida sc лероsгеdпо. Posljcdnjc, сеl vrto. 

Hi.i~'tli stoga, ~to је svaka foгтнlа koja se moze izvesti iz iz //' i7vcdivil1 
fNl1ll1la ј sama izvediva iz ,..1', 

1.3. Vrijcdi оуај gotovo triviјаlпi. :1lј zbog posljedil:a уајnј teorcm: 
Ало /lek(/ /OГlllllla F "ие ;zl'edil'o ј= I/~iedllog kОllоћlOg pOllskllpa sisle1ll/l 

IIЛ.l"iОIl/{/ • '/. OI/{/ "ije ;zl'e(lil'(1 11; iz /1', 
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Ili, ро kontrapoziciji: 
Ako је neka formu1a izvediva iz :1', оna је izvediva уес i iz nekog 

konacnog podskupa od :1'. 
Ispravnost ovih tvrdnji izlazi odatle sto uopce demonstracija ооl0 koje 

individualne formule F то!е upotrebljavati saшо ko~no mnogo individu-
alnih aksioma. . 

2. NEKONTRADIKTORNOST SISТEМA AКSIOMA LOGIКE SUDOVA 

2.1. U ovom poglavlju dat сето nekoliko definicija nekontradiktomosti 
(konsistencije) sistema aksioma 10gike sudova poput naSе! i za svaku od пјЉ 
ispitati па!; sistem па odgovarajuce svojstvo. 

2.2. Definicija 1. Za sistem :1' Oksioma logike sudova ,есј сеmo Ја је 
nekontradiktoran i/i kons;stentan и sm;slu egzistencije 
т о d е 1 а, ako postoji struktura CAl = (М: &, V, =>, <=>, -,) (тodеl оа :1'), 
dakle skup М и kojem su definirane blnarne operacije &, V, =>, ~ i unitarna 
operacija -, tako аа 

10 М::> {Т, 1.}, 
20 Ako и bilo kojem teoremu F izvedivom ;z :Ј' па mjesto varijabla sudova 

па bilo koji nасјn supstituiramo elemente оа М ра izraeunamo vrijedпost аоы
venog izraza и М, оnа је uvijek jednaka Т. 

Pokazat сето da је па8 sistem nekontradiktoran u smislu D 1. 
Neka је М = {Т, 1.} а орегасјје &, '1 , =>, <=>, -, u М пеЬ su definirane 

kao 5to se definiraju u algebri sudova. Buduci da је, оо 8to smo ranije 
vidjeli, svaki teorem naseg sistema logike sudova interpretiran kao formula 
algebre sudova identicki istinita formula, nas је sistem aksioma 10 do 170 
nekontradiktoran u smislu D 1. 

2.3. Dejinicija 2.· Za sistem aksioma ,у logike sudova ,ес; сето аа је 
11 е k о п t r а d i k t о ,а п il i k о п s i s t е п t а п и k I а s iC п о т (HilЬertovu) 
S J/l i s 1 и, ako nј za koju formulu F па osnovu // nije istodobno I-F i I--,F 
(и. ako пета formule F takve, аа ы i F i -,F bili teoremi sa // odredene 
logike sudova). 

Iz 1.3. izlazi da је // nekontradiktoran u klasicnom smislu onda (ј samo 
опда) ako је svaki konacni podskup od // nekontradiktoran u klasicnom smislu. 

Nas sistem је nekontradiktoran u klasicnom smislu, јег, ako је F teorem 
u nasem sistemu logike sudova. onda је F, interpretiran kao formula algebre 
slIdova, identicki istinita formula. Tada medutim -,F пјје identicki istinita 
Гогтиlа ра ве moze biti 1- :lF. 

2.4. -DеIilliсiја 3. Za sistem aksioma ~'7 [ogike sudol'a ,ееј (:ето Ја је 
lIekolltu/(/ikroran i/i konsiHentan и semantickom smislu 
ako је sl'aka ј= ~7 izvediva Jormula (tj. sl'aki teorem sa /7 odredene [ogike 
s/({/ova), illlerpretirana kao formula algebre suc/ova, idenlit.~ki istinita .formula. 

Оа па;; sistem јта оуо svojstvo vidjcli smo u ЈУ 8.7. 
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2.5. Dejinicija 4. Za sistem aksioma ~ logike sиdova rec; сето da је 
nekontradiktoran ili konsistentan и sintakt;ckom smislu 
ako postoji Ьат jedna formula koja nije izvediva iz с'/. ' 

Iz 1.3. izlazi da је с'/ sintakti<!ki nekontradiktoran onda i saшо onda, 
ako postoji bar jedna formиlа koja пјје izvediva пј iz kojeg kona<!nog pod
skupa od с.7. 

Nas sistem јта оуо svojstvo jer npr. -L sigurl10 nije teorem, buduci da 
to nije identicki istjnita formula. 

2.6. Iz D 2, 3, 4. neposredno se uvida da semanticka konsistentnost uvijek 
povlaci kIasi<!nu а оуа sintakti<!ku. Obmuto medutini пе vrijedi, jer јта sistema 
aksioma koji su klasicno konsistentni aIi semanti<!ki пе, kao i sistema koji su 
sintakticki konsistentni alј klasicno пе (dakle pogotovo пе s(:manticki). То 
pokazuju ovi jednostavni primjeri: 

2.6.1. Neka se с'/ sastoji od saтo ovog jednog aksioma: 1.. Tada se 
iz ~ пе moze izvesti nikakav daljnji teorem ра је с'/ klasicno konsistentan. 
Medutim, :? пјје semanticki konsistentan jer -L пјје identicki istinita formиlа. 

2.6.2. Neka se :7 sastoji od samo ova dva aksioma: Т, -, Т. Tada' se 
iz ~ пе moze izvesti nikakav daljnji teorem. Npr. formula Т&Т пјје izve
diva iz :? ра је с'/ sintakticki nekontradiktoran. No оп пјје klasicno nekon- . 
tradiktoran jer za F=s т vrijedi I-F, 1- -,F. ' 

Medutim, ako ~ sadrzi aksiome definirane shemom aksioma IY 7. D 5. 
130, tj. shemom А=> (-,А=>В) - iIi ako su formule odredene tom shemom 
teoremi od с'/ - onda sintakticka nekontradiktornost od ,;? povlaci klasicnu. 
Ako takav' sistem пајте пјје klasicno nekontradiktoran, mozemo iz I-F, 1- -,F, 
I-A=>(-,A=>B) sa F kao "А" izvesti I-B za svaku formulu В, ра tada СУ 
пјје пј sintakticki nekontradiktoran. 

2.7. Takoder se lako uvida da semanticka konsistentnost РОУlа<!ј konsi
stentnost u smislu egzistencije modela. Ako је пајте sistem :7 semanticki 
konsistentan mozemo kao model od :7 uzeti strukturu c!1l sa М = {Т, 1.} u 
kojem su operacije &, V, =>, <=>, -, definirane kao u algebri sudova. Obrnuto 
medutim пе vrijedi, tj. postoje sistemi 'aksioma koji su nekontradiktorni u 
smislu egzistencije modela ali пе i semantick,i. Npr. sistem СУ od samo jednog 
aksioma -, т јmа model c!1l sa skupom М = { Т, 1.} u kojem је &, V , =>, <=> 
definirano kako goda -, npr. sa -, т = -, 1. = Т, по :7 пјје semanticki 
konsistentan sistem. 

Zbog 2.6. i 7. mozemo reci da је od svih cetiri definicija konsistencije 
koje smo пауеН semanticka najostrija (tj. zahtjev semanticke konsistencije је 
пајјасј, odnosno najteze ga је zadovoljiti). . 

2.8. Iz D 1. do 4. lako) se vidi (usp. 1.2.30) da vrijedi: Ako је sistem 
aksioma q podskup sistema aksioma :7, onda konsistentnost od :? u smislu 
egi~istencije modela odn05no klasicna оdпо:що semanticka odnosno sintakticka 
povlaci konsistentnost od q u istom smislu. 

13 Matematicka logika 
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3. POTPUNOST SISTEMA AКSIOMA LOGlКE SUDOVA 

3.1. U ovom poglavlju dat сето nekoliko definicija potpunosti sistema 
aksioma logike sudova poput naseg i ispitati nas sistem па odgovarajuCe svoj
stvo. (Neke od ovih definicija пе 'mogu se direktno prenijeti i па neke druge 
formalizirane matematicko-logicke sisteme, npr. logiku predikata. - Isto uosta-
lот vrijedi i za 2,4. i 5.) , 

3.2. Dejinicija 5. Za sistem аЬјота ,// logike sшlоvа ,ес; сето Ја је 
р о t Р и п и s т i s I и d е d и k t i v п е k а r а k t е r i z а с ij е т о d е 1 а, ako imtl 
ovo svojstvo: 

Ako је F Мо koja formula koja vrijedi и svakom modelu c!ll оЈ rff (tj. 
ako za svaku mogucu supstituciju elemenata od М па mjesto varijabIa sudора 
оЈ F dobiveni izraz и М popriпia vrijednost Т), оnЈа ае F moze izvesti iz r:or. 

Uz ovu definiciju svaki u smislu egzistencije modela kontradiktorni (пе
konsistentni) sistem aksioma :1' potpun је u smislu deduktivne karakterizacije 
modela (trivijalno) onda i Бато onda, ako је svaka formula izvediva iz :1'. 
(Jer, buduci da u takvom slucaju пета modela od :/" svaka formula F trivi
јаlпо јта svojstvo da је zadovoljena u svakom modelu.) 

Pokatimo да је nas sistem potpun u smislu 'D 5. М = {Т, .l} s орет
сјјата &, У, ~, <=>, -. kao u algebri sudova daje model c!ll od ;f, ра ako 
је F neka formula sa svojstvom iz D 5, опа је identicki istinita formu)a algebre 
suфvа. U lY 18.2. bilo је pokazano da se takva formula тои izvesti iz nakg 
sistema aksioma 10 do 170 ра је taj dakle potpun u smislu deduktivne karak
terizacije modela. 

3.3. Dejinicija 6. Za sistem aksioma :1' logike auJova ,есј сето Ја је 
р о t Р и п и k 1 а s i с 11 О т s т i s 1 и, ako јmа ovo svojstvo: 

Ako је F bilo koja formula koja nе sadrzi nijednu varijaЬJu sudova (dakle 
ako је sagradena najvise оЈ konstanata, operatora i zQgrada) оnЈа је iz:l' 
izvediva Ьа, јеЈnа оЈ formula F, -. F. 

'Nas sistem јта ovo svojstvo; пајте, ро pretpostavci о F vrijedit се za 
tu formulu, intcrpretiran'u kao formulu algebre sudova, jedna od (sen1antickih) 
jednako\ti F -'0 Т, F = .1. U prvom slueaju bit се Е, а u drugom -. F iden
ticki istinita formula, dakl,e ро lY 18.2. izvediva iz :1'. 

З.4. D(jinicija 7. Za aistem aksioma:/ logike sudova ,ес; сето Ја је 
р о t Р и п и .Н т а п t i с k о т а т i s I и, ako је svaka identicki istinita f ormula 
algehre .\'udol'a, inlerpretirana kao formula log;ke sudova, izved;va ја (/. 

Оа I\а~ sistem јта оуо svojstvo pokazali Бто u lY 18.2. 
3.5. Dl~f'i"icija 8. Za аЫет aks;oma ,..7 logike sudova ,е(!; сето Ја је 

f1 () t Р и" и .~; 11 t а k I i ё k о т .~ т ; а 1 и, ako јта ovo S~'ojaIVo: 

Pr;(/oda Ii ае aksiomima СОУ bilo koja shema formula (koja' eksplicitno nе 
. SI,tlr:i l'ilrijah!e) F koja "јје izvediva ;z,y (tj. ,akva Ја Ьа, jednaindividualna 

jl}/"/Ilula o(lre(/ena sa ,F nјје izv(!{/jva iz r:07), on{la је iz :/,u F izvediva svaka 
j'ormula. 

Uz ovu definiciju svaki sintakti~ki kontradiktorni sistem је (trivijalno) 
sintakti~ki potpun. (Jer se u takvom slueaju od /7 definicijom 8. nista пе 
7ahtijeva, buduci da tada пета formule F koja пе Ы bila izvediva iz //.) 
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Poka!imo da па! sistem јта i svojstvo sintakticke potpunosti. Neka је 
dakle F пеЬ shema fonnula koja пјје teorem u nasem sistemu logike sudova. 
Onda formuIa р, interpretirana kao fonnula algebre sudova, пјје identicki isti
nita ра р=; т пјје semanticka dakle пј sintakticka jednakost; Iz П 10.6.3. 
izlazi da је tada iz аkзјота u II 10.1. D 12. 10 do 120 prosirenog S<t р- т 
izvediva svaka jednakost, dakle i jednakost G = Т gdje је G bilo kojadana 
formula. U drugu ruku, ako F pridodaтo naSem sistemu;?, mоzещо izvesti 
т f-F, Ff- Т odakle <::>-introdukcijom dobivamo teorem f-F<::> Т. Argu
mentacijom апаlоgnот 'опој iz ЈУ 18.2. odatle mozemo zakljuciti da зе u 
na5ет sistemu ,iJ' pro5irenom novim aksiomom F тои izvesti te()rem f- G <::> т 
dakle ро ЈУ 15.9.30 i f- Т ~ G i odatle ро ЈУ 15.24.30 ~ -еIiтјпасјјот f- G, 
5to је trebalo dokazati. 

3.6. Iz D 6. do 8. lцо mozemo uvidjeti da је semanticki potpun sistem 
aksioma ,iJ' ujedno potpun u smislu D 6. i 8. U tu svrhu dоvоЏпо је pra
titi готје dokaze u 3.3. i 3.5. za nas sistem ра сето vidjeti da ih sve 
mozemo provesti ako za r:? saтo pretpostavimo da је semantiCki· potpun. (Za 
3.3. ovo је trivijalno, а za 3.5. izlazi odatle 5to svaki semanticki potpun 
sistem aksioma 10gike sudova sadrzi kao teoregte sve teoreme na5eg sistema -
uz eventualno ј05 neke daJjnje koji to kod nas nisu.) 

3.7. Svakisintakticki kontradiktorni sistem trivijalno је potpun u smi
slu karakterizacije modeJa, u klasicnom i u semantickom smislu (а veC је u 3.5. 
Ыlо receno za5to је takav sis1em trivijaJno potpun i u sintaktickom smislu). 

3.8. Iz D 6. do 8. Iako зе vidi (usp. 1.2.30) da vrijedi: Ako је sistem 
aksioma r:? podskup sistema aksioma :2, onda potpunost od с'7 u kJasicnom 
odnosno semantickom odnosno sintaktickom smislu povlaci potpunost od Q:. u 
istom smislu. 

4. NEKATEGORICNOST SJSTEMA АКSЮМА LOGIKE SUDOVA 

4.1. Opcenito govoreci, za neki sistem aksioma neke matematicke struk
ture q kazemo da је k а t е g о r i t а п ako је пјјте struktura qodredena 
jednoznacno do izomorfizma. tj. ako za Ы]о koji par modela gl' q2 koji 
'zadovoljavaju dani sistem aksioma postoji uzajamno jednoznacno preslikavanje 
q> skupa elemenata od ql па skup elemenata od qa koje cuva sve operacije i 
relacije strukture. (Таспјје u definiciju kategoricnog sistema aksioma ovdje· пе-
сето ulaziti.) . 

4.2. Lako se vidi da nasim sistemom aksioma Jogike sudova modeli koji 
taj sistem zadovoljavaju nisu odredeni jednoznacno do izomorfizma. Уес u 2.2. 
vidjeli smo da М = {Т, 1-} uz operacije &, \ј, ~, <=>, ....., definirane kao u 
aJgebri sudova daje model CJ!l koji 'zadovoljava naS sistem u smislu da svaki 
aksiom i teorem poprima u М vrijednost т kako god za varijable u пјети 
supstituirali elemente od М. . 

Konstruirat сето sada jos једап modeJ cJ!l' naseg sistema koji sigurno 
пјје izomorfan sa CJ!l jer njegov skup elemenata М' sadrzi drugaciji broj ele
menata nego Ii skup elemenata М modela cJf{. 

13" 
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Neka је М"= {Т, .1, V, А} а operacije &, У, =>,~, -, neka su dane 
шЫјсата 

х&у хуу 

~"~II т I ..L I v I А ~"~" т I ..L I v I А 
т Т ..L V А Т Т Т Т Т 

'--- --1- -- ------1----
..L ..L ..L ..L o..L ..L Т ..L V А 

---------- --------__ о 

v v ..L V ..L V т V V т 

---------- ----------
А А ..L '..L А А т А т А 

х=>у х<:>у 

~"~" т I ..L I v I А ~"~II т I ..L I v I А 
I о. ' , 

т т ..L V А т т ..L V А 

---------- ----------
..L Т Т Т Т ..L ..L Т А V 

---------- -- --------
: 

V т А т А v v А т ..L 

-- ------- ----------
А т V V т А А V ..L Т 

ох 

x·11 т I ..L V А 

..L I т А V 

Lako se ргоУјегауа da М' daje modelc/ll' naSeg sistema aksioma logike 
sudova u smislu da svaki aksiom poprima u М' vrijednost т kako god za 
varijabJc u njcmu supstituirali elemente od М' i da se оуо prenosi ј па teore
те koji se iz aksioma o i уес dokazanih teorema mogu izvoditi uz modus ponens 
(оуо posljednjc stoga, 5tO u ргуот retku gore dane шЬЈјсе za.:::> znak т do
lazi samo u ргуот stupcu). 
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4.3. 1 svi alternativni sistemi logike sudova iz ЈУ 19. su nekategoricni. 
za njih neizomorfni par modela CJfl, с/ГС dobivamo iz рша CJfl, cJfl' iz 4.2, 
ako se saшо kod operacija definiraDlh u М, М' ogranicimo па опе koje ulaz~ 
u odgovarajucu logiku sudova. 

5. NEZA VlSNOST MEBU FORMULAМA LOGIКE SUDOVA 

5.1. Dejinicija 9. Za individuaZnu formulu F !ogike sudova гесј сето da 
је п е z а v i s п а и s т i s 1 и т о d е 1 а od sistema aksioma;jO, ako postoji 
model CJfl od со7 (usp. 2.2.) и kojem nе vrijedi F, tj. takav model da је za Ьаг 
jednu supstituciju elemenata od мо па mjesto varijabla sudova od F pripadiza 
vrijednost od F и М raz!iCita od Т. 

5.2. Dejinicija 10. Za individualnu formulu F logike sudova гесј сето da 
је nezavisna и klasicnom smislu odsistema aksioma;jO, ako su оЬа 
sistema aksioma :7u {F}, :7u {-, F} k/asicno nekontradiktorni. 

5.3. Dejinicija 11. Za individualnu formulu F logike sudova гесј сето da 
је s јn t ak t i с k i п е zav i sna od sistema aksioma;jO, ako se оnа nе тоје 
izvesti iz:7. 

5.4. пеЛnјсјја 12. Za shemu formula F logike sudova геСј сето da је 
п е z а v i s п а и s т i s 1 и т о d е 1 а, о d п о s п о k 1 а s i с п о, о d п о s п о s i n
t а k t i с k i od sistema aksioma ;јО, ako medu f ormulama definiranim sa F јma 
Ьаг jedna koja је nezavisna (и istom smislu) od;jO. 

(Ako је sistem aksioma :7 sintakticki potpun, onda nijedna зћеша for
mula F koja eksplicitno ne sadrzi varijabIe пета svojstvo da su :Ј' u F i 
;jOu -,F klasicno nekontradiktorni: Naime, Jlko је takva зћета F teorem od 
;јО, Ы! се sistem :7 U -, F klasicno kontradiktoran, а ako F nije teorem od 
:7 bit се sistem :7 U F sintakticki dakle pogotovo klasicno kontradiktoran.) 

U sistemu aksioma :7 logike sudova koji је (poput naseg) zadan skupom 1: 
shema aksioma u koje eksplicitno ne ulaze varijabIe sudova (nego samo -
najvise - konstante, operatori, oznake za formule i zagrade) bit се (zbog 
napomene u ЈУ 8.3.) dana shema formula F sintakticki nezavisna od ;јО опда 
i samo onda ako F пјје shema teorema u sistemu odredenom sa 1:. 

Medutim, u istom sistemu aksioma ;? shema F moze biti u klasicnom 
smislu nezavisna od ;јО, ра da nisu оЬа sistema aksioma definirana skupovima 
shema aksioma 1: U {F}, 1: U {-,F} klasicno nekontradiktorni; Neka se npr. 1: 
sastoji od 5ато jedne sheme aksioma А => А, а 5ћета F пеЬ је dana sa 
F==, В(В је oznaka kojegod formule). Tada је F klasicno nezavisno od 1:, jer 
su npr. оЬа sistema aksioma ;jOu {Т}, ;jOu {-, Т} klasicno nekontradiktorni 
(u prvom su, kao 5to se lako uvida, izvedive kao teoremi samo formule т i 
опе obIika А => А, а u drugom samo -, т i опе obIika А => А). Medutim уес 
shema F sama za sebe, dakle pogotovo :7uF cine sistem aksioma koji је 
klasicno kontradiktoran, jer је npr. vec Т, -, т Е F. 

5.5. Za sistem aksioma :7 logike sudova zadan (рорu! naJeg) skupom 1: 
shema aksioma и koje eksplicitno nе иlше varijabIe sudova геСј сето Ја)е 
п е z а v i s а п u s т i s 1 u т о d е 1 а о d п о s п о k 1 а s i с п о о d п о s п о s i п t а k-
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t i с k i. ako za svaku shemu aksioma А od 1: vrijedi da је shema А nezavima 
(и istom smislu) od sistema aksioma odredenog skupom 1:" {А} shema Dksioma. 

OOito, ako је takav sistem nezavisan, опсЈа је i !ovakim podskupom оо 
1: OOredeni sistem aksioma nezavisan (и istom smislu). 

5.6. Ako је formula (individualna ili shema) F nezavisna u smislu mOOela 
odnosno klasi~no odnosno sintakticki оо sistema aksioma 8', ona је (pogo
tovo) (шр.· 1.2.30) u istom smislu nezavisna i od svakog sisteina aksioma r;z 
koji је podskupod r!jP. 

5.7. Ako је formula (individualna ili shema) F nezavisna u smislu mOOela 
оо sistema шјота r!jP, ona је (pogotovo) sintakti~ki nezavisna оо r!jP. (Jer 
da је sintakticki zavisna, ne Ы mogla biti nezavisna u smislu modela.) 

Ako је formula (individualna ili ьћета) F klasi~no nezavisna оо sistema 
aksioma r!jP, ona је i sintakticki nezavisna. (Jer da је sintakticki zavisna, bila 
Ы F~odnosno svaka sa F odredena individualna formula F,-izvediva iz r!jP, ра 
Ы iz r!jPu{-,F} - OOnosno r!jPu{-,Fj} - bilo izvedivo Fi -,F - odno!.no 
F, i -,F, - i sistem r!jPU{-,F} - odnosno r!jPu{-,Fj} - Ыо Ы klasicno 
kontradiktoran, dakle p.~ odnosno Fj - пе Ы bila formula klasicno neza
visna od r!jP.) 

Odatle takoder izlazi da се svaki sistem aksioma // logike sudova zadan 
(poput na!eg) shemama aksioma u koje eksplicitno пе ulaze varijable sudova 
biti sintakticki nezavisan сјт је nezavisan Ыlо u smislu modela bilo klasicno. 

6. NEКE NEZAVISNOSTI U LOGICI SUDOVA 

6.1. za nezavisno!>t nekog Бћеmama аЬјоma zadanog sistema aksioma 
// (и smislu 5.5.) moglo Ы Бе recj da је op6enito vise od estetske i prakHcke 
vrijednosti nego Ii od principijelnog znaeenja. za naS sistem песето је 
ispitivati, по za ilustraciju takvih. ispitivanja pokazat сето kasnije da su neki 
od . alternativnih sistema iz IY 19. sintakticki nezavisni. 

Cesto је interesantnije pitanje nezavisnosti nekog danog teorema (indi
vidualnQg i\i sheme) logike sudova (odredene nekim sistemom аЬјоmа r!jP 
poput naseg) od odredenog podskupa od r!jP, ра сето dalje u ovom poglavlju 
razmotriti nekoliko takvih primjera. 

6.2. Oznacimo Ба r;z sistem aksioma koji рrеозtаје ako u nasem sistemu 
aksioma izostavimo shemu 130 • 

. Neka је М = {Т, 1..} i neka su u М definirane operacije &, V, :::>, <:::> 
kao u algebri sudova, а operacija -, пеЬ је. u М definirana sa -, т = -, ...L 
= Т. Lako se provjerava da је time odreden model CJll od r;z (шр. 2.2.), 
jer svaki aksiom А od r;z vrijedi u CJll (tj. ako se za varijable od А kako 
god supstituiraju elementi od М i izracuna vrijedn05t dobivenog izraza u М, 
опа је uvijek jednaka Т) i jer svaka primjena pravila modus ропеПБ na 
formule koje vrijede и c4l dзје opet neku formulu koja vrijedi u CJll (usp. 
11 3.1 О). 

Neka su А i В takve formule logike sudova, da za neku supstituciju 
elemenata od М za varijable sudova .iz А i В izraz dobiven iz А u М poprima 
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vrijednost Т а izraz dobiven iz В u М poprima vrijednost 1.. (Takvih parova 
formula dakako јта; прс. А = Т, В 21. ili А =щ В == Ь uz supstituciju Т za 
о, 1. za Ь.) Tada izraz dobiven ui tu istu supstituciju iz foстиlе A~(-,A=>B) 
Ьо i iz (-,B~A)~(-,A=>B) и М poprima vrijednost 1.. ра su Шkуе for
mule A=>(-,A~B), (-,В=>А) =>(-,А:=>В) nezavisne оо r;z и smislu modela 
dakle i sintakticki. 

Prema definiciji и 5.4. su dakle i sheme formula 

A=>(,A~B), (,B~A)~(-,A~B) 

и smislu mOOela i sintakticki nezavisne оо sistema aksioma r;z. 
Takoder, ako је А neka individualna forшиlа logike sudova koja, inter

pretirana kao forшиlа algebre s.udova, пјје identicki istinita, onda formula 
"А:=>А пе vrijedi и cЛl, ра је ta formula и smisIu mOOeIa i sintakticki 
nezavisna оо r;z. Dakle i shema formula -, ,А ~A nezavisna је od r;z и smi
slu modela i sintakticki. 

Nadalje, neka su А i В takve individualne formule da forшиlа В=>А, 
interpretirana Ьо forшиlа a1gebre sudova, пјје identicki istinita. Tada foстиIа 
(-'A~,B)=>(B=>A) пе vrijedi и cЛl, раје i опа u smisIu modela i sintak
ticki nezavisna od r;z te isto vrijedi za .shemu formula (,A:=>,B):=>(B~A). 

U drugu ruku, sve formuIe definirane shemama AV ,А, ,(А &,А), 
А=>,-,А, (A~B)=>(-,B:=>-,A), (A~,B)~(B=>-,A) vrijede и cЛl. То pak 
znaci da su sheme formuIa А=>(,А=>В), "А=>А, (,А=>-lВ):=>(В=>А), 
(-,B=>A)~(,A=>B) nezavisne u smislu modela i sintakticki eak od sistema 
сш koji nastaje pro~irenjem od r;z ak!>iomirna definiranim shem.ama А V -,А, 
,(А&,А), A~-"A, (A:=>B)~(--,B~,A) i (A~,B)~(B~-,A). Dapace, 
navedene sheme formula ostaju nezavisne и istom smisJu i и sistemu dobivenom 
daJjim prosirenjem od 9Ј). аkзјотјrna definiranim shemom ,А koja u па~ет 
sistemu aksioma 1 0_17° пјје sherna teorema, аlј vrijedi u сд. 

6.3. Оznaсiшо sa Q:' sistem aksioma koji preostaje ako и nasem sistemu 
aksioma izostavimo sheme aksiorna 140 i 15°. 

Neka је М' ~ {Т, 1.} i neka su u М' definirane operacije &, V, => i :-;
Ьо u algebri $udo:va а operacija , neka је u М' definirana sa 'т = -, 1. = 1.. 
'Zakljueivanjem slicnim Ьо u 6.2. lako se provjerava da је time dobiven model 
cЛl' оо fZ' i da pored toga и cЛl' vrijede npr. sve formиIe definirane shemama 
-"A~A, (A=>B)~(-,B=>-,A), (-,А=>В)=> (-,В=>А), аlј da пе vrijede neke 
od formula definiranih shemama 

А=>"А, (,А=>,В)=>(В:=>А), (А:=> ,В) => (В=> ,А), AV,A, ,(А&,А), 

te па5јт shemarna аЬјоrna 14° i 15°. Znaci da su sve ove posljednje sheme 
formula и smislu modeIa i sintakticki nezavisne od !.istema aksioma '2', cak 
ako ga pro~irimo shernarna аkзјота 

--, ,А ~A, (А ~B) => (-,В=> -'А), (--,А =>В) => (-,В=>А). 

Оараее, опе Ы ostaIe nezavisne u istom smisJu i ako Ы taj sistem jos dalje 
prosirili shemom aksioma -,А => В koja пјје shema teorema и пшт sistemu 
jer и cЛl' vrijede i sve tom shemom definirane formule. 
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6.4. Neka је !Z sistem aksioma koji preostaje ako se iz naseg sistema 
izostavi shema aksioma 160. 

Pretpostavimo ·da shema 160 nije sintakticki nezavisna od r;z. Tada Ы 
uz r;z postojala demonstracija С::О npr. formule а=> Т. Kad Ы u svini formulama 
koje ulaze u С::О svagdje т zamijeni1i sa Ь, dobili Ы opet neki niz formula 
koji Ы Ыо demonstracija formule а=>Ь jer u shemama шјота od r;z nigdje 
eksplicitno ne dolazi simbol Т. No formula а=>Ь, interpretirana Ьо formula 
algebre sudova, nije identicki istinita ра ona ne. mои biti izvediva ni iz 
citavog naseg sistema aksioma а pogotovo ne iz r;z. Dobiveno protivrjecje. 
pokazuje da а=> т ne mои biti izvedivo iz r;z, ра је dakle shema aksioma 
160 sintakticki nezavisna оо r;z. 

Analogno se uvida da је nasa shema aksioma 170 sintakticki nezavisna 
od sistema шјота definiranog preostalim shemama 1 о _160. 

7. SINTAКТICKA NEZAVISNOST ШLВERТ-ВERNАУSОVА SISTEМA 
A,КSIOМA LOGIКE SUDOV А 

Pokazat сето da se nijedna shema aksioma Hilbert-Вernaysova sistema 
aksioma (IV 19.2.) ne mои izvesti iz preostalih .. 

7.1. Neka је M={T,_L,V,~} i operacije &, V,=>,<::>,I definirane sa 

х&у хуу 

~II т 1 ~ 1 v 1 А >;11 т 1 ~ 1 v 1 А 
т ~I-=-- v А 

-- ----
т т т т т 

-- --------
~ ~ ~ ~ ~ ~ т ~ V А 

-- -------- ----------
v v .L V А v т v v v 
-- -------- ------~ --
А А ~ А А .А т А V "А 

'~II т I ~ I v I А 
т I~ ~ ~ ~ 

~II т I ~ I v I ~ I 
т т ~ ~ ~ 

----------
~ т т т т ~ ..L Т ~ ~ 

-- -------- ----------
v т ~ т ~ v ..L ~ Т ~ 

-- --L.------- ----------
А т ~ т т А ~ ~ ..L Т I 

I -
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ох 

Moze se provjeriti da је CJfl = {М; &, V , =:;., ~, ,} model Hilbert-Вern
aysova sistema iz kojeg је uklonjena prva shema aksioma implikacije. (Svi pre
ostali aksiomi vrijede u cЛl, tj. poprimaju u М vrijednost т za svaku sup
stituciju elemenata od М na mjesto varijabla sudova, а modus ponens сиvа 
ovo svojstvo tj. ako ga imaju formule А i A~B, ima ga i formula В.) Medu
tim aksiom а=:>(Ь=:>а) prve sheme u CJfl nе vrijedi, jer је npr. 

~::; (Т ~ ~)=~ ~ l.. = l... 

Prva shema Hilbert-Bernaysova sistema аЬјота је· dakle u smislu modela
а onda pogotovo i sintakticki - nezavisna od preostalih. 

Nadalje, lako је provjeriti da u CJ!l пе vrijedi nijedan od aksioma 

а=:> (, а=:> Ь), aV, а, ,(а&, а), а=:> (Ь ~ а&Ь), 

(jer је npr. ~ =:> (, ~::::> 1..)= l.., ~ V, ~= V, ,(~ & \7)= V, ~=:> (V=:> ~&V)= 1. 
а da vrijede svi aksiomi definirani shemama aksioma 

А =:>А, В ~ (А =:>А). 

Prema tome nijedna od shema formula 

А =:> (,А =:> В), А V .А, ,(А &. ,А), А =:> (В =:> А & В) 

пјје izvediva iz Нilbert-Bernaysova sistema aksioma iz kojeg је uklonjena njegova 
prva shema шјота implikacije, cak ako se ovaj preostali sistem jos prosiri 
dodavanjem shema aksioma А =:>А, В =:> (А =:>А). 

7.2. Neka је М = {Т, 1., ~} i operacije &, V, =:>, ~, -. definirane sa 

х&у xVy х=>у 

~,,~\\ т I ~ I А ~"~II т I ~ 
I А I 

т т ~ А т т т т 

-------- --------
~ ~ ~ ~ ~ т ~ А т т т 

--- ------ ---------
А А Ј. А А т А А т 
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х<=>у -,х 

~'ZII т I .1. 
1 

А х 11 т 1.1. А 
Т Т .1. А -, х 11 .1. 1 т А 

--------
.1. .1. Т А 

------1-

А А А Т 

Мои se provjeriti da је 

c/fl= {М; &, V, =>, ~, -,} 

model Hilbert-Bernaysova sistema iz kojeg је uklonjena druga shema akзјота 
implikacije. Medutim aksiom 

(а => (а => Ь» => (а => Ь) 
druge sheme u c/fl пе vrijedi, jer је npr. 

(А => (А => 1..» => (А => 1..) = А . 
Takoder u CJ1l пе vrijedi npr. nijedan оо aksioma 

aV -, а, -, (а&, а), (а =>-, а) =>-, а, (а => (о => Ь» => (а&а => Ь). 

То zDaei da је druga shema аЬјота impiikacije Hilbert-Bernaysova sistema 
aksioma sintakticki nezavisna od preostalih i da se iz tih preostalih пе mogu 
izvesti пј sheme 

А V ,А, -, (А & -,А), (А => <А) => ,А, (А => (А => В» => (А & А => В); 

zbog ovog posljednjeg dakle pogotovo пе niti shema 

(А => (В => С» => (А & В => с) . 

7.3. Neka је М = { Т, .L, V, А} i operacije &, V, =>, <:::>, -, definirane sa 

х&у xVy 

':'~~II I I 
I I 

Т .1. V I li ~~~II т I .1. I v I А 
Т ~1_.1. V А 

.1. .1. I .1. .1. .1. 

Т Т Т Т Т 

----------
.1. Т .1. V А 

------ -"- ----------
v v· .1. V .1. v т v v т 

I 

-А ј-А -------
.1. .1. li 

----------
li Т А "Т А 
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х=:>у х<:::>у 

~,,~\\ т I .L I v I d '~"~II т I .L I v I d 

т т V V d 

----------
т т V I Vl d 

--------
.L Т Т Т Т .L V Т d V 

----------- ----------
v т d т d 

----------
v v ~I_T .1 

d т V V т d d V I .1 
I , 

v 

,Х 11 .L т v 

Moze se provjeriti da је C!Il = {М; &, V, =>, <=>, --,} model Нilbert-Bernay
sova sistema iz kojeg је uklonjena treea shema aksioma implikacije. Medutim 
aksiom (а => Ь) => «Ь => с) => (а => с» trece sheme u C!Il пе vrijedi, jer је npr. 
(Т => ЈЈ => «.1. => А) => (Т => А») = А. Dakle је i treca shema aksioma јmрН
касјје Hilbert-Bernaysova sistema aksioma sintalcticki nezavisna od preostalih. 

7.4. za dokaz sintakticke nezavisnosti preostalih 'shema aksioma Hilbert
Bernaysova sistema (grupe 11 do У) mogu se konstruirati modeli C!Il = {М; &, 
V, =>, <=>, -,} sa М = {Т, .1.} prema ovoj tabeli: 

Shema aksioma F koje nezavisnost 
zelimo dokazati 

11 

А&В=:> А 

А&В:о:> В 

(А ~ В) =:> «А =:> С) =:> (А "> В & С» 

111 

А :-, AV В 

I 
-- Supstitucija elemenata 

Definicija operacija u od М za oznake formula 
М, koje se raz/ikuju od u F u:t. koju dobiveni 

I 
опе u algebri sudova izraz u М nе роргјта 

vrijednost т (nego .L). 

х&у-у 

x&y~x 

x&Y=.L 

xVy=y 

,_ za А, Т za В 

г za А, ..l za В 

-т za А, В, С 

,- La А, .1 za В 
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Sbema aksioma F koje nezavisnost 
fe1imo dokazati 

B~..4VB 

Definicija ориасјја u 
М, koje ас razlikиju od 
one u aJgebri sudova 

xVy-х 

Supstitucija elcmcnata 
od М za omake fоrпiula 

u F uz koju doЫ~cnј 
izraz u М nе poprima 

vrijednost т (nego 1.). 

1. za ..4, Т za В 

(..4 ~ с) ~ «В ~ с) ~ (..4 V В ~ С» xVy-т 1.za ..4, В, С 

ЈУ 

(..4 <::>В) ~ (..4 ~ В) x<::>y-y~x т za ..4, 1. za В 

(..4 <::> в) ~ (В ~ ..4) x<::>y-x~y .L za ..4, Т za В 

(..4 => В) ~ «В ~ ..4) ~ (..4 <::> В» Х<::>У- .L т za ..4, В 

V 

(А ~ в) ~ (о В ~ 0..4) о х-х .Lza..4,TzaB 

..4~ оо А о х-Ј. Т za..4 

oo..4~A ох-т 1. za ..4 

7.5. PoWimo јо§ da se nua druga shema aksioma implikacije 

«А ~ В) ~ А) ~' А 

пе, тои izvesti iz Hilbert~Bernaysova sistema iz kojeg је uk)onjena njegova 
treca shema aksioma negacije. (Da se ona moze izvesti iz punog Hilbert-Ber
naysova sistema pokazali smo u IV 19.2.2.).) 

U tu svrhu ne moze пат poslu!iti posljednji mode) iz tablice u 7.4. 
(koji pokazuje nezavisnost Hilbert-Bernaysove treee sheme aksioma negacije 
od preostalih shema aksioma) jer је tamo implikacija definirana kao u algebri 
sudova ра се u cЛl vrijediti svaka formu)a definirana shemom «A~B)~A)~A 
jer su sve te formu)e identicki istinite - ра nam dakle о izvedivosti te sheme 
пе kazuje niita. 

Neka је М={Т, .l,A} i operacije &, V, ~,<=>,"'" definirane sa 

х&у XVy 

~,,~\\ т I .L I 11 I~"~II т I 1. I 11 

Т Т 1. 11 Т Т Т Т 

-------- --------
.1.. 1. .L 1. .L Т 1. 11 

-- ------ ----------
'1 11 11 .L 11 11 Т 11 11 
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х=>у х<=>у ,Х 

~~~II т I ~ I А Х 11 
т ~ А ~"~II т I ~ I А 

I 

Т Т ~ А -lХ 

11 
~ т 

, 
-'-Т Т ~ А 

-------- --------
~ т т Т ~ ~ т ~ 

-------- --------
А Т ~ Т А А ~ Т 

Мо!е se provjeriti da је cJIl= {М; &, V, ~, ~, -i} model Hilbert
Вernaysova sistema iz kojeg је uklonjena treca shema aksioma negacije. (U nјети 
nе vrijedi -, -, а ~ а jer је I -, А ~ А = А, ра i оуај model moze pos)uziti 
za dokaz sintakticke nezavisnosti HiIbert-Вегnаysоvе sheme aksioma V 30 od 
preostalih.) U c!ll mec1utim nе vrijedi «а ~ Ь) ~ а) ~ а jer је npr. «А ~ јЈ ~ 
А) ~ А= А, ра је n~a shema aksioma 1 20 sintakticki nezavisna od Hilbert
Bernaysova sistema iz kojeg је uklonjena njegova shema aksioma V 30. 

Нароmеnа. ~sserov (dakle i na8) sistem nета оуај .. estetski nedostatak"; 
тои se dokazati (и 8to ovdje nе ulazimo) da је оnјето svaka formuJa koja 
od operatora sadrzi за!nо implikaciju а interpretirana kao formula algebre su
dova је identicki istinita, izvediva veC iz samih aksioma implikacije. 

8. PSEUDOMODELI 

8.1. Dejinicija 13. Neka је М neki skup takav da је М :)'{Т, .l.}, N 
neki podskup od М, takav da је Т·Е Н, ..1. ЕЕ N (za elemente od N геСј сето 
da su i s t а k п u t i u М), neka su u М definirane Ыnаrnе орегасие &, V, ~, 
~ i unitarna орегасиа -, i neka је F neka joгтиla logike sudova. 

Za ј ormulu F гесј сето tada da је i s t а k п u t а u strukturi CJIl = (М, N; 
&, V, ~, ~, -,) ako, kako god za varijabIe sudova od F supstituirali elemente 
od М, dobiveni izraz u М роргјта kao vrijednost neki element od Н, tj. neki 
istaknuti е/етеn! od М (nе nuzno isti za svak.u supstitucijuJ. 

8.2. Definicija 14. Za strukturu CJ!l = (М, N,· &, V, ~, ~, -,) гесј сето 
da је р s е и d о 11'1 О d е / sistema aksioma ~ !ogike sudova ako је svaka ј ormula 
koja је i izvediva iz r::? (tj. svaki teorem па osnovu ('УЈ istaknuta u cJIl. 

Struktura c!ll bit се dakle sigurno pseudomodel sistema aksioma ~ ako 
vrijedi: 

1 о Svaki aksiom od r::? istaknut је u CJIl i 
20 Ako su forшоlе А, А ~ В istaknute u d/l, onda је i formula В 

istaknuta u CJ!l (tj. ako modus ponens соуа istaknutost formuJa u ~J/[). 
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8.3. Definicija 15. Za jormulu F logike sudova ,ес; сето da је neza
v i s п а и s т i s 1 и р s е и d о т о d е 1 а оо sistema aksioma с7' ako postoji 
pseudomodel cЛl od ~ и kojem jormula F nуе istaknuta. . 

Buduci da је svaki model ujedno i pseudomodel (ш М = {Т • .1}). bit 
се svaka formula nezavisna od с7' u smislu modela pogotovo nezavisna u smislu 
pseudomodela. 

8.4. Definicija nezavisnosti sheme formula i sistema aksioma zadanog 
(poput nakg) shemama aksioma u koje eksplicitno пе ulaze varijable sudova 
prenose se i па nezavisnost u smislu pfseudomodela рсета definicijama u 5.4. i 5.5. 

Iz 8.2. i 8.3. izlazi оо vrijedi ovaj teorem: 

Ako је neki sistem aksioma logike sudova zadan" (рорut naleg) shemama 
aksioma и koje eksplicitno ne ulaze varijable sudova nezavisan и атиlu pseudo
modela, оп је i sintakticki nezavisan. 

9. SINTAКТICKA NEZAVISNOST ASSEROVA SISТEМA 
AКSIOMA LOGIКE SUDOVA 

Pokazat сето saOO da se nijedna shema aksioma A!>serova sistema aksi
ота logike sudova (IV 19.3.) пе то!е izvesti iz preostalih. Buduci da se taj 
sistem razlikuje od Hilbert-Bernaysova jedino u drugoj shemi aksioma impli
kacije i buduci da је kod svih modela iz "1.4. implikacija bila definirana Ьо 
u logici sudova ра su опј i modeli za odgovarajuCe osla~ljen Asserov sistem, 
bit се dovoljno da pokafemo sintakticku nezavisnost Asserovih shema aksioma 
implikacije od preostalih shema aksioma tog sistema. 

9.1. Neka је М={Т • .1. V • .1.}. N={T. V,.1.} i neka su operacije & 
V, =>. <=>, -, definirane sa 

х&у xVy 

""у 11 т 

1 

-L I v I !! 

х "1 ~"~II т I Ј. I v I !! 
т т -L Т Т Т Т Т V !! 

---------- ----------
Ј.. -L -L -L -L -L Т -L V А 

--- -------- -- --"-------
v т -L V V v v v v !! 

---1----
!! т 1. I v !! 

-- --------
!! !! !! !! !! 

-
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х=>у х<::>у 

)(11 т 1 .L 
1 

v 1 t:. )(11 т 1 .L 1 V I t:. 

т т Ј.. Т Т т т Ј.. .L Ј.. 

---------- ~ --__ О ----
.L Т Т Т Т .L Ј.. Т .L Ј.. 

---------- ----------
v Ј.. Ј.. Т Т v Ј.. .L Т Ј.. 

---------- -- --------
t:. Ј.. .L Ј.. Т t:. .L Ј.. .L Т 

оХ 

Ј.. v 

ох 11 v т .L 

Moze se provjeriti da је CJll = {M,N; &, V , ~,<=:>, -,} pseudomodel 
Asserova sistema iz kojeg је uldonjena njegova prva shema aksioma implikacije. 
i da u tom pseudomodelu modus ponens cuva istaknutost formula. U drugu 
ruku, forшиlа а =>(b~a) nije istaknuta u CJfl, jer је npr. V~(V~V)= 1.. 
Prva shema aksioma Asserova sistema је dakle u smislu psudomodela, а prema 
tome i sintakticki nezavisna od preostalih. 

9.2. U modelu CIll iz 7.2. пе vrijedi aksiom «а ~ Ь) ~ а) ~ а druge 
sheme Asserova sistema (jer је npr. « t:. ~ 1.) ~ А) ~ Ll = Ll) dok ostale vrijede, 
ра је i druga shema sintakticki nezavisna od preostalih. 

9.3. Neka је М = { Т, 1., v, Ll} i neka su operacije &, у, =>, <=:>, -
definirane sa 

х&у xVy 

)(11 
I 

1 1 т I Ј.. V t:. 1)(11 т I Ј.. I v I t:. 

т т I Ј.. Ј.. Ј.. т 11 т т т т 

-- -------- -- ._-------
Ј.. .L Ј.. Ј.. .L Ј.. Т .L Ј.. Ј.. 

-- ._-------
v Ј.. Ј.. .L .L 

---------, 
v т Ј.. .L .L I , 

------
~-I-J.. t:. .L .L 

I I -1------1 
.l ,1 т .L Ј.. .L, 

\ ј! I 
.. 
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Х=>1 х<;!>у 

~II т I i I v I А. ~II т I i I v I А. 

Т Т i V А. т т i i i 

1---------- ---.-------
I i Т Т Т Т i i Т Т Т 

-- -------- ------г-----,. --
v т т т А. v i Т Т i 

-- -------- --1---1-

А. т Т v т А. i Т i Т 

оХ 

х т i 

оХ i т т т 

Moze se provjeriti da је CIll = {М; &, V, ::>,~, -,} model Asserova 
sistema iz kojeg је uklonjena njegova treea shema aksioma implikacije. U 
drugu ruku, formula (а::>Ь)::> «Ь::> с) ::> (а::> с» ne vrijedi u CIll jer је npr. 
(Ll::> 1..)::> «l..::>V)::> (Ll::>V»= V. Тша shema aksioma implikacije Asserova 
sistema је dakle takoder sintakticki nezavisna od preostalih. 

10. NADOMJESтAVANJE NEКIН SНЕМЛ AКSIOMA 
SHEMAМA DEMONSТRACIJE· 

Dosad smo pod "izvodenjem" teorema iz aksioma razumijevali njihovo 
izvodenje па temelju 06. iz Оlауе IV, tj. uz modus ponens kao jedinu shemu 
demonstracije: Ako su formule (individualne ili sheme) А, А::>В ЫН teoremi 
iIi aksiomi, onda је i В Ыо teorem. Shematski modus ponens тоито pisati 
u obliku 

А 

А::>В 

В. 

U logici sudova тои se izvodenje definirati i drugaeije, sa drugim shc-
шаmа demonstracije. . 

10.1. Izostavimo 1i u Asserovu iIi u па5еm sistemu aksioma shemu aksioma 
90 i uvedemoli Ьо sheme demonstracije modus ponens i shemu 

А::> С 

В::> С 

AVB::>C 
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(posljednja shema znaci: ako su А::>С, В:::>С teoremi i1i aks.iomi, onda је _ 
ро definiciji - i А V В:::> С teorem) оо! се u поуот sistemu teoremi one ј
samo опе formule koje su to bile u prvotnom sistemu. 

Dokaz. DokaZimo· najprije da је skup teorema novog sistema sadrfan u 
skupu teorema prvotnog. Оуо izlazi odmah odatle 5tO u prvotnom sistemu 
vrijedi shema aksioma 90, tj. 

(А:::>С)::> «В:::> С)::> (А V В:::> С», 

ра ako su А::>С, В:::>С teoremi bit се i А \ј В::> С teorem. 
Obrnuto, skup teorema prvotnog sistema sadrzan је u skupu teorema 

novog. Naime, ро поуој shemi demonstracije је 

А:::> «А::> С) ::> «В::> С) ::>С» 

В:::> «А::>С)::> «В::> С) ::>С» 

AV В:::> «А::> С)::> «В:::> С) ::>С». 

Medutim, prve dvije od оујћ formula su sheme teorema u поуот sistemu, 
8tO uvidamo ovako: Buduci da је teorem dedukcije u prvotnom sistemu Ыо 
izveden samo ротоси shema aksioma implik4cije, оп vrijedi i u поуот sistemu, 
ра је u novom sistemu za Ll=A, А:::>С, В:::>С 

1. А 
2. А::>С 
3. С 

Element od Ll 
Element od Ll 
Iz 1, 2. 

dedukcija А, А::>С, B:::>CI-C te је stoga u novom sistemu 

А, A::>CI-(B:::>C)::>C 
i dalje 

te konacno 
А 1- (А ::> С) :::> «В :::>С) :::> С) 

I-A:::> «А :::>С) ::> «В:::> С)::> С». 

Analogno је u поуот sistemu 

1-0:::> «А ::>С)=> «В::> С) => С». 

Ро поуој shemi demonstracije j~ dakle sh~ma formula 

А V В:::> «А ::>С) => «В:::> С):::> С» 

shema teorema u поуот sistemu. 
Zbog (24) iz IV 9.5. (1Ito је takoder u prvotnom sistemu bilo izvedeno 

samo ротоси aksioma implikacije ра vrijedi i u novom) bit се dakle u поуот 
sistemu i 
(1) I-(A::>C) => (А V В::> «В:::> С) ::>С». 

Zbog (24) iz IV 9.5. је u поуот sistemu takoder i 

(2) I-(A V B:::>«B:::>C)=>C»:::>«B::>C)::>(AV В:::> С». 
14 Matemati&a logika 
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Dalje је Ч поу,?т. sistemu zbog (!) i (26) jz IY 9.6. 

(З) f-«A~C) ~ (AV B~ «B~C) ~C») ~ «A~C)=> «B~C) ~ (АУ В=> С))), 

i zbog (1), (3) konacno 

(4) f-(A'=> С) ~ «В=> С) ~ (А \ј В=>С». 

Prvotna shema 90 је dakle sheтa teorema u novom sistemu ра оп zaista 
sadrzi kao teorem~ i sve teoreme prvotnog, §to је trebal0 dokazati. 

Nasa shema aksioma 90 mofe se dakle nadomjestiti shemom demonstracije 

А=>С 

В=>С 
, ------
AyB~C. 

Таспјје, nasa prvotna shema aksioma 90 izvediva је vec iz shema aksioma 
implikacije (koje Stl jednake и Asserovu i u naSет prvotnom i novom sistemu) 
ротоси оЫЬ shema demonstracije novog sistema, а nova shema demonstracije 
moze se izvesti kao pravilo za dokazivanje teorema уес iz shema aksioma 
implikacije uz samo modus ponel1s kao shemu demonstracije. ' 

'1-0.2. Buduci da (vidi IV 9.2.) и Hilbert-Bernaysovu sistemu vrijedi 
teorem dedukcije te. (24) iz ЈУ 9.5. i (26) iz IY 9.6. sve Ьо posljedica (uz 
modus ponens) samo aksioma implikacije, mogu se razmatranja iz 10.1. рте
nijeti ј па taj sistem. Prema tome i и Hilbert-Bernaysovu sistemu moze se 
ротоси samih aksioma implikacije uz modus ponens i 

(D) 
А=>С 

В=>С 

АуВ=>С 

kao sheme demonstracije izvesti kao shema teorerna sherna (и prvotnom sistemu 
aksioma) disjunkcije (А => С) => «В => С) => (А У В ~ С» .. 

u "aJ1alog~ii" s time moglo Ы se obzirom па nacin kзkо su sagradene 
sl1emc aksioma disjunkcije i konjunkcije и prvi таЬ pomisliti da се se и НН
bert-Bcrriaysovu sistemu iz samih aksioma implikacije uz modus ponens i 

(К) 

А =-> В 
A:~ С 

~--_.----.. - -
А ::> В&С 

kao shcme dcmoJ1stracija тосј izvcs1i kao shema tcorema shema (и РГУО1Ј10т 
sistcmu aksioma) kOJ1juJ1kcijc (А;,В):.> «А:с> С)=> (А=->В&С)). Pokazat ссто 
mt:Jutim da to Ј1јјс slucaj. DubIji razlog ovoga mozcmo traziti и tomc. sto 
Нilht:rt- Bcrnaysovc s!1cmc aksioma implikacijc ncmaju takvu "simctriju" koja 
hi ol11ogucav:ila da uz nlOdus ропсп!; i (К) rzvcdcmo nasu s!1cmu aksioma 6" 
kao SIlCI11U tcorema .. pura\clJ1o" post11pku kojim smo u 10.1. и7. modu'> РОЈ1СШ; 
i (/» izvl:li kao tCOI'CIU J1asu sllcmu aksiol11a 9 '. (ОЬГПlltо medutil11 11 Hilbcrt
Bcrl1aysovu sistСI1Н1 uz l110dus PUI1CllS iz posljcdl1jc sIlcmc aksiol11a kOl1jul1kcijc 
шlrl1аll il!:l./i (К) kao pravilo za dokazival1jc tcorCIl1<L.) 
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Konstrukcijom prikladnog modela dokazat сето cak da se nasa shema 
aksioma 60 u Hilbert-Bernaysovu sistemu uz modus ропеПБ i (к) kao sheme 
demonstracija пе moze izvesti kao shem.a tеогепш пј jz sviju (njegovih) sћеmа 
aksioma imptikacije i disjunkcije te prvih dviju shema aksioma kопјuпkсiје. 
(Medutim 6°se tako moie izvesti ako se оуiш shemama jos рпdоdајu 
Hilbert-Bernaysove sheme aksioma negacije; по u dokaz ovog posljednjeg пе
сето ulaziti.) 

Neka је М = { Т, 1., V,6.} i neka su operacije &, V,::::> definirane sa 

х&:у xVy 

у 

т .L V I!! 
х ~II ~II I I v I 6 т I .L 

т т .L V I!! Т Т Т Т Т 

-- -----'--- ----------
.L .L .L .L .L .L Т .L V I!! 

--- -------- -- --------- __ о 

v v Ј. V .L V т 'v V т 

-- --------
I!! I!! .L '..l I!! 

х=:>у 

Moze se provjeriti da u сЛL = {М; &, V , =>} vrijt:de аksiощi dсfiпiГ<l.пi НН
bel"t-Bel"l1ay~ovim slH;mama aksioma implikat:ijc i (lisjlll1kcijc te рсујт dvјеш[1. 
sllепшпщ аksiоща kOlljtlkcije. Nadaljc, ako f'ol"lНtllc А, А ==>'В 11 c!I{ llvijek 
роргiпшјll пiјеd/1оst Т, l'll(I~1 isto "Tijc(li za В, tj, 11l0dLIS ропеl1S СLlуа svojstvo 
forJ1l1.lla (Ia \'l"ijCl1c LI сА!.. 

Poka,at С(П:О (Ia i ,~h(ша (!(п~ощtIасјјс (К) ceva s\'ojstvo fопltulа da 
vrijcde 11 сд. 
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Neka su dakle А, В, С takve form.ule da formule А => В, А => С vrijede 
и cЛl. Treba provjeriti da tada i formula А => В & С vrijedi и cЛl. U tu svrhu 
razlikovat Сето cetiri slueaja, veC prema toте koju vrijednost т А и CJ1l ро
prima А (т neku dinu supstituciju elemenata od М na mjesto varijabla od А). 

10 -r А= Т. Tada zbog т(А => B)=-r(А => С)= т щот biti i тВ=тС= Т 
ра је т (А => В & С) = Т => Т & Т = Т. .~ 

20 тА=.1. Tada је odmah opet т(А => В&С)= Т. 

30 ~А=V. Tada је ,"В, ,"С= т ili V ра је i ,"(В&С)= т ili V i odatle 
opet ,"(А =>.В&С)= Т. 

40 ,"А=А. Tada је тВ, ~С= т ili Ара је i ~(В&С):;: т i1i А i odatle 
opet т(А => В&С)= Т. 

Medutim, posljednja shema aksioma konjunkcije пе vrijedi и cЛl, jer је 
npr. (V => V) => «V => А) => (V => V & А»= т => (А => (V => .1»= .1. 

10.3. Pokazat сето sada jo~ da se kako и Hilbert-Bernaysovu tako i и 
. nasem sistemu i Asserovu sistemu posljednja shema aksioma konjunkcije то!е .1 

izvesti kao shema teorema iz затш aksioma implikacije uz тodш ропепз 
i shemu demonstracije 

. А => (В => А) 

А=>(В=>В) 

А => (В => А & В) . 

Zaista, u sva ta tri sistema logike sudova А => (В => А) је shema aksioma 
mplikacije. Nadalje, u tim sistemima vrijedi shema aksioma implikacije 

(В => В) => (А => (В => В» 

koja izlazi iz prve sheme aksioma implikacije uz В => В I А, А I В. А kako је 
В => В u tim sistemima shema teorema implikacije, to је uz modus ponens 
i А => (В => В) shema teorema implikacije. Prema tome је uz shemu demon
stracije (K1) i А => (В => А & В) shema teorema, izvedena iz samih shema aksi
ота implikacije uz modus ponens i(K1). 

U Hilbert-Bernaysovu, Asserovu i naSem sistemu teorem dedukcije то!е 
se uz modus ponens dokazati iz samih shema aksioma implikacije (usp. ЈУ 13. 
i 19.2.). Nadalje, kako је - kao sto smo upravo -vidje1i - u tim sistemima 
А => (В => А & В) shema teorema izvediva uz modus ponens iz shema aksioma 
implikacije, to је (uz В\А, С\В) i В=>(С=>В&С) зћета teorema izvediva iz 
shema aksioma implikacije. 

OdaHe је А => В, А => С, А 1- {В, С} 1-В & С dak1e uz teorem dedukcjje 
А::::>В, А=>СI-А=>В&С idalje А=>ВI-(А=>С)=>(А=>В&С) te konacno 

1- (А=>В) => «А =>С) => (А=> В& С» 

sto је i trebalo dokazati. 
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10.4. Ako u Hi1bert-Bernaysovu sistemu izostavimo зamо prvu shemu 
akзјоmа implikacije, ~e moze se оУа uz modus ponens i 

А 

B~A 

kao sheme demonstracije izvesti ni iz svih preostalih shema aksioma. (Obrnuto 
ta shema odmah izlazi iz prve sheme aksioma implikacije uz modus ponens.) 

Ovo lako uvidamo ako зamо иосјто da modeJ iz 7.1. Пnа svojstvo da 
мо u пјепш vrijedi А onda u njemu vrijedi i B~A - а vidjeli smo оо u 
njem ne vrijedi aksiom a~ (Ь::>а). 
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