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UvoD

Izvesne kategorije apstrakinih prostora predstavljaju danas neizbeZnu potku
u mnogim matemati¢kim istrazivanjima. Posebno vaZnu ulogu pri tome igraju
odredene invarijante u odnosu na njihova obostrano jednoznaéna i obostrano
neprekidna preslikavanja. U ovome radu analiziraju se prvenstveno invarijante
koneksnosti (povezanosti, suvislosti) u kategorijama okolinskih, topoloskih, uni-
formnih, infinitezimalnih (Efremovi¢—Smirnov) ili 8-prostora, sintopogenih i
semitopogenih prostora (A. Csészar). Evo ukratko sadriaja:

U § 1.1. analizirana je koneksnost u kategoriji okolinskih prostora. Ako
je (E,~) jedan prostor iz te kategorije, gde E znadi nosilac tog prostora, a =
(uopstenu) topolodku strukturu, opravdano je uobilajenu koneksnost u toj ka-
tegoriji oznadavati i sa t-koneksnost, s obzirom na docnije uvedenu </-koneks-
nost u kategoriji uniformnih, 8-koneksnost u kategoriji 8-prostora i S-koneks-
nost u kategoriji sintopogenih odnosno S -koneksnost semitopogenih prostora.
U § 1.2. karakterisani su topolodki prostori binarnom relacijom svezanosti (tj.
t-svezanosti), odnosno dualnom relacijom odvajanja (separacije) A. D. Wallace-a.
U § 1.3. izloZena je definicija s-koneksnih skupova u smislu definicije A. D.
Wallace-a i dato nekoliko svojstava takvih skupova. U § 1.4, razmatrani su uslovi
pod kojima ée biti v-koneksan okolinski proizvod -koneksnih okolinskih pro-
stora. U § 1.5. analizirano je svojstvo lokalne koneksnosti okolinskih prostora i
razmatrani su uslovi pod kojima ¢e biti lokalno koneksni okolinski proizvod
prostori 1 okolinski koli¢nik prostori. Paragraf 2. je posveéen definiciji i svoj-
stvima 9/-koneksnih uniformnih i 3-konesnih &-prostora Efremovi¢-Smirnova,
saobrazno rezultatima koje su izlozili S. G. Mrovka i W. J. Pervin u njihovom
radu {1} iz 1964. godine. %/-koneksnost (8-koneksnost) proizvoda uniformnih
(3-prostora) razmatrana je u § 3.2.

Za analizu pojma $-koneksnosti semitopogenih i 8-koneksnosti sintopoge-
nih prostora potrebno je poznavanje semitopogenih i sintopogenih struktura (A.
Csdszdr, [1], [2]). Kako su te strukture u najnovije vreme prodrle u svetsku ma-
emati¢ku literaturu, smatrao sam za potrebno ne samo da se pozivam na
rezultate A. Csdszér-a, nego da u § 3.1. lapidarno izloZim osnovne definicije i
neke stavove koji se odnose na sintopogene strukture. Mislim da dée to biti
posebno korisno za domaleg d&itaoca koji Zeli da na naSem jeziku ima jedan
brzi uvid u te rezultate. Paragraf 3.2. posvefen je S-koneksnim sintopogenim
prostorima u smislu rezultata koje su izloZili J. L. Sieber i W. J. Pervin u
radu [1}. Tu je pokazano da je S-koneksan proizvod proizvoline kolekcije 8-ko-
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neksnih sintopogenih prostora odakle je, specijalno, izveden odgovarajuéi rezul-
tat za proizvod uniformnih i 3-prostora. U § 3.3. izlofeno je uopitenje S-ko-
neksnosti na semitopogene prostore i dati izvesni kriterijumi i svojstva $-ko-
neksnih skupova, saobrazno rezultatima mojih radova [2] i [6]. Naposletku,
§ 3.3.1. posveéen je jednom prilazu definiciji koneksnosti za topogene prostore,
drukéijem od prethodnih, koji je dao C. Amih3esei u radu [1].

Dodatu jo§ da su § 1.4. i § 1.5. obradeni saobrazno rezultatima mojih
radova [5] i [7].

Napominjem da je za uspe$no &itanje ove monografije dovoljno poznavanje
teorije skupova, sistema realnih brojeva i osnovnih pojmova opste topologije
kako je to, na primer, izloZeno u mojoj knjizi [1].

U odnosu na vrlo obiman materijal o koneksnim prostorima, rasut po
raznim Casopisima i, manje ili viSe, obradivan sistematski u raznim standardnim
delima, iz navedenog sadrZaja vidi se da je svrha ovog rada strogo ogranitena.
Zato zainteresovanog Citaoca za jedan $iri i detaljniji zahvat u ovo podrudje
opste topologije upuéujem na standardnu literatury, specijalno na monumentalno
delo [1] K. Kuratowskog. No podesno je da na ovom mestu naznaim neke
oblasti, veoma bogate invarijantama koneksnosti, koje bi mogle biti predmet
posebnih studija.

To je na prvom mestu teorija krivih. Po definiciji, lukovi su homeomor-
fizmi, a krive su neprekidne slike segmenta [0, 1] numeritke prave. Uobi¢ajena
je ova topolo3ka karakterizacija luka: Topolo$ki prostor E je luk, ako i samo
ako je E kompaktan, koneksan i metrizabilan prostor, sa tatno dve nepresetne
tatke (tacka x koneksnog prostora E je njegova presena tacka, ako se odstra-
njivanjem te tatke dobije nekoneksni skup E\ x). (Videti, na primer, H. F.
Cullen, {1}, ili D. W. Hall i G. L. Spencer {1], ili ¢lanak [1] M. Vencelj).
Medutim, postoji i ova topolo§ka karakterizacija luka koju je dao H. J. Kowalsky
u [1}: Topolo§ki prostor E je luk, ako i samo ako je ispunjeno sledeée: 1) E
je separabilni T-prostor sa bar dve tatke; 2) E je koneksan i lokalno koneksan,
i 3) postoje dve talke a, b u E tako da je E jedini koneksni podskup od E
koji sadrZi te dve talke (tj. E je ireducibilno koneksan oko te dve tacke). Za
veoma blisku problematiku linearnog uredivanja topolodkih prostora, H. Herrlich
je u [1] za koneksne Ty-prostore E na3ao da mogu biti linearno uredeni, ako i
samo ako su lokalno koneksni i ako svi njihovi koneksni delovi M imaju tu
osobinu da sadrZe najvile dve tafke x, y tako da su skupovi M\ x i M\ y
jo§ uvek koneksni. Zanimljive rezultate dobio je takode Poljakov u radu {1].

Da koneksnost i lokalna koneksnost igraju vaznu ulogu u linearno uredenim
prostorima, primeéeno je i ranije (vid., na primer, radove [1] — [4] D. Ku-
repe). Posebno bi bilo zanimljivo detaljno opisati do danas uofenu njihovu
ulogu u re$avanju Suslinova problema kojemu je P. Kurepa posvetio znatan deo
istrazivanja §to se moZe videti, na primer, iz navedenih njegovih radova.

Pitanje topoloske karakterizacije krive takode je reSeno i reSenje je sa-
drzina ova dva stava koji se mogu naéi u standardnim udZbenicima topologije
(videti, na primer, H. F. Cullen, [1]):

1. Ako je prostor E neprekidna slika segmenta {0, 1] numeri¢ke prave u
Hausdorff-ovom prostoru, onda je E kompaktan, koneksan, lokalno koneksan
metriCki prostor,
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2. (Hahn-Mazurkiewicz-ev teorem). Svaki neprazni, kompaktni, koneksni,
lokalno koneksni metri¢ki prostor je neprekidna slika segmenta [0, 1] numeritke
prave,

U okvir ove problematike svakako ulaze i rezultati koje je S. Mardegié
publikovao u radu [1], gde je efektivnom konstrukcijom primera pokazao da se
navedena dva stava, uz izvesne modifikacije, ne mogu proiriti na nemetrizabilne
prostore,

Predmet jedne posebne studije mogli bi biti rezultati i problemi pokrenuti
jos od P. S. Urysohn-a u njegovom radu [1]. ReSavajuéi naime problem kardi~
nalnih brojeva koneksnih skupova, Urysohn je u tome radu konstruisao prebrojiv
koneksni Hausdorff-ov prostor. Potom je E. Hewitt u radu {1} konstruisao pre-
brojiv koneksni Urysohn-ov prostor (to su topolo$ki prostori kod kojih proizvolj-

no uzete dve razlidite ratke a, b imaju disjuktne adherencije Ua i Ub bar jednog
para Ua i Ub njihovih okolina). Zatim je sledio ¢itav niz interesantnih rezultata
raznih autora: R. H. Bing je u radu [1] dao primer prebrojivog koneksnog Haus-
dorff-ovog prostora, jednostavniji od Urysohn-ovog; J. Martin je u radu [1] kons-
truisao Hausdorff-ov prebrojiv prostor koji je koneksan i poseduje jednu taku
rasprienja ili dispersije (tatka x koneksnog prostora E je njegova tacka disper-
sije, ako je skup E\ x totalno nekoneksan, tj. nijedan viSetlani deo skupa E™\ x
nije koneksan); P. Roy je u [1] konstruisao prebrojiv koneksni Urysohn-ov prostor
sa jednom tatkom dispersije; A. M. Kirch je u [1] konstruisao ‘prebrojiv konek-
sni i lokalno koneksni Hausdorff~ov prostor; F. B. Jones i A. H. Stone su u radu
[1] konstruisali prebrojiv koneksni i lokalno koneksni Urysohn-ov prostor, itd.
Postoje u literaturi i drugi radovi sa interesentnim rezultatima koji se odnose
na tu problematiku.

U poslednje vreme sve znacajniju ulogu igraju ekstremalno nekoneksni
prostori (to su prostori kod kojih su adherencije O otvorenih skupova O takode
otvoreni skupovi). Ti su prostori ocrtali jedno novo poglavije opste topologije
koje takode moZe biti predmet posebne studije. O tome postoje radovi raznih
autora po raznim Casopisima, pa se ovde ogranitavam da pomenem rad [1] od
D. P. Strauss i radove [1] i [2] A. Arhangelskoga. Posebno bi bilo od interesa
detaljniju paZnju posvetiti totalno nekoneksnim prostorima medu kojima se nalazi
jedna od klasa R-prostora koje su bile predmet izutavanja P. Kurepe i P. Pa-
pi¢a (vid. na pr. moju knjgu [1] gde je navedena dalja literatura u vezi sa
R-prostorima). Takode bi bilo zanimljivo opisati koneksnost i lokalnu koneksnost
u terminima metrika, realnih i apstraktnih (vid. na pr. moju knjgu [1]). Spe-
cijalno bi bilo od interesa videti kako se one opisuju u terminima metrika nad
topoloskim polupoljima koje su uveli M. Ja. Antonovski, V. G. Boltjanski i
T. A. Sarimsakov, na primer, u [1] i {2].

Napomenimo jo3 da u ovoj knjiZici nije posmatran sludaj viSeznatnih pre-
slikavanja jednog prostora u drugi. O tome d{italac moZe detaljnije videti, na
primer, u radu [1] V. I. Ponomareva.

Sigurno je da to nisu jedine oblasti topologije i njenih primena koje bi
se mogle izu¢avati sa gledista uloge svojstava koneksnosti i lokalne koneksnosti.

Dodaéu jo§ da je sadrZaj ove monografije bio predmet mojih izlaganja
u Matemati¢kom institutu u Beogradu i to ili u ranijem Odseku za topologiju,
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ii v Odeljenju za matematitku analizu, ili pak u okviru seminara koji sam
vodio 1971/72. godine. Ona je namenjena prvenstveno matematiarima i moZe
biti od koristi veé i studentima vi§ih semestara, posebno poslediplomcima.
PriloZenim spiskom literature, svakako nepotpunim, pruZen je zainteresovanom
Citaocu dalji prilaz ovoj problematici.

Recenzenti rukopisa ovog rada bili su Puro Kupera i Milosav
Marjanovié, profesori Univerziteta u Beogradu. Smatram svojom duZno$éu da
im zahvalim za trud koji su uloZili, $to je imalo za posiedicu izvesna stilska
poboljdanja i preciziranja nekih definicija i dokaza. Naravno, autor je odgovo-
ran za svaki propust ili oma$ku i unapred zahvaljuje ¢&itaocu koji mu na iste
ukaZe.

U Beogradu, aprila 1973. godine
Z. P. Mamuzié



1. KONEKNOST U OKOLINSKIM PROSTORIMA
1.1. Koneksni okolinski prostori

Sa (E, ) bi¢e oznaden apstrakni prostor, pri ¢emu  znadi jednoznacno pre-
slikavanje partitivna skupa P(E) skupa E u skup P(E). Prostor (E, *) je oko-
linski (vidi Z. Mamuzi¢, [1]) ako su ispunjena prva tri od sledeéih pet uslova:

19 v (A)=A, (A=prazan skup).

2% ActA, za svaki skup AeP(E).

3° Iz BcA4 sledi tBctA, za A, Be P(E).

4° v(AuB) ctAutB, za A,Be P(E) (aksiom distributivnosti).

59 v(rA)ct A, za svako A€ P(E) (aksiom tranzitivnosti).

Ako ~ ispunjava svih 5 navedenih uslova, (E,t) je topoloiki prostor.

DEFINICIJA 1.1.1. Za skupove A,B okolinskog prostora (E,<) kazademo
da su uzajamno svezani ili v-svezani ako je ispunjen uslov

(1.1.1) (AnTB)UBN TA)s#A,

Kazaéemo da su skupovi A,B uzajamno odeljeni ili separisans ili ~-separisani,
ako omi nisu prazmi i ako fe ispuwjen uslov (tzv. Lennes—Hausdorff-ov uslov)

(1.1.2) (AntB)U(BNTA)=A.

Iz prethodne definicije neposredno izlazi da uzajamno odeljeni skupovi
nemaju zajedni¢kih tataka. Medutim, obratno ne mora vaZiti. Na primer, sku-
povi 4 i B definisani poluintervalom (—1,0] i intervalom (0,1) numeri¢ke
prave R! su disjunktni, ali su uzajamno svezani. No ako su oba skupa 4 i B
zatvorena, njihova disjunktnost povla¢i sobom i njihovu uzajamnu odeljenost.
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Neposredna posledica gornje definicije su i ove &injenice: ako je A;c 4,
B,cB i ako su uzajamno svezani skupovi 4, i B,, uzajamno su svezani i
skupovi A4 i B; ako je A;c A4, B,cB iako su skupovi 4 i B uzajamno
separisani, uzajamno su separisani i skupovi 4, i B,.

STAV 1.1.1. Ako su skupovi A,B okolinskog prostora (E,<) uzajamno ode-
ljeni i AUB=E, tada su oba skupa A i B i otvorena i zatvorena.

Dokaz. Neka skupovi A4 i B ispunjavaju Lennes—Hausdorff-ov uslov
(1.1.2). Ako se tatka x nalazi u skupu 4, ona tada ne moZe biti u skupu v B
pa postoji neka njena okolina Vx koja je potpuno sadrZana u skupu 4. To zna-
¢i da je skup A4 otvoren. Na isti nafin pokazuje se da je i skup B otvoren.
Kako skupovi 4 i B sigurno nemaju zajednitkih tadaka, oni su u prostoru
(E,~) uzajamni komplementi pa otuda moraju biti i zatvoreni, q. e. d.

Posmatrajmo sada diskretan prostor {0,1) koji se sastoji iz dve tatke 01i 1.
Postoje samo dva preslikavanja okolinskog prostora (F,t) u prostor {0,1): jedno
preslikava (E,*) u# 0, a drugo » 1. Ta su preslikavanja konstante i, oéevidno,
neprekidna su.

DEFINICIJA 1.1.2. Okolinski prostor (E,<), koji se sastoji bar iz dve
tacke, jeste komeksan, ako i samo ako nijedno presitkavanje prostora (E,t) na
diskretan prostor {0,1) nije neprekidno. Jednollani okolinski prostori su koneksni
po konvenciji,

Podvucimo dinjenicu da se medu preslikavanjima, koja se pominju u pret-
hodnoj definiciji, ne nalaze konstante.

Podesno je neprekidna preslikavanja okolinskog prostora (E, <) zvati v-funk-
cije, 2 koneksne prostore u smislu definicije 1.1.2, zvati t-koneksnim. Uvodenje
takvih naziva opravdava najpre cCinjenica da ovde posmatrani pojmovi nepre-
kidnosti i koneksnosti neposredno zavise od topolo¥ke strukture odredene sa t,
a, sem toga, docnije femo videti kako se upravo ti nazivi dalje modifikuju
prema uniformnim strukturama, d-strukturama i uredajnim strukturama. Medu-
tim, u ovom paragrafu upotrebljavaéemo veé uobi¢ajene klasi¢ne nazive nepre-
kidnosti i koneksnosti.

STAV 1.1.2. Okolinski prostor (E, ) je koneksan, ako i samo ako prostor
(E, ©) nije mogucno rastaviti na dva uzajamno odeljena skupa.

Dokaz. Neka se okolinski prostor (E, ) sastoji bar iz dve tatke., Uzmimo
najpre da postoje skupovi 4, BC E, AuB=E koji su uzajamno odeljeni. Defi-
niimo preslikavanje f: E — (0,1} ovako:

0, ako je x€ 4,

f(x)=[1, » » XEB.
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Funkcija f je oligledno neprekidna, a nije konstanta. Zato prostor (E,+) nije
koneksan, Obratno, uzmimo da prostor (E,t) nije mogucno rastaviti na dva
uzajamno odeljena skupa, a da ipak postoji neko neprekidno preslikavanje
g : E—~{0,1) koji nije konstanta, Stavimo

g1 (0)=4, g ()=B.

Skupovi A i B nisu prazni, disjunktni su i njihova unija daje skup E. Skupovi
A i B su otvoreni. Na primer, ako je x € E, g(x)=0, zbog neprekidnosti funk-
cije g postoji okolina Vx tatke x koja se potpuno preslikava u 0, $to znali da
mora biti VxCg*(0)=A4. Zato su oba skupa 4 i B i zatvorena, odakle sledi
da ti skupovi moraju biti i uzajamno odeljeni, suprotno pretpostavci, q. e. d.

Evo nekoliko primera.

Primer 1.1.1. Svaki okolinski prostor (E,r) indiskretne topologije
(ti.*A=AixA=E za svako A # A, ACE) je koneksan.

Primer 1.1.2. Nijedan okolinski prostor (E, ), koji se sastoji bar iz dve
tatke, diskretne topologije (tj. v A=A za svako A C E) nije koneksan.

Primer 1.1.3. Neka se skup E sastoji iz dve tatke ¢ i b, tj. E=|a, b}
pa definifemo okolinski prostor pomocu sledeteg preslikavanja t:

tA = A, t|a)=({a}, ©|b}=|a,b), v {a,b)=1a,b).

Prostor (E,<) je koneksan (tzv. koneksna dvotatka). Naime, iako je bé¢={al,
imamo aex(b), pa su jedina dva neprazna prava dela (a} i {b} skupa {a,b)
uzajamno svezana.

Primer 1.1.4. Neito kasnije dokazademo da je numeri¢ka prava R! kone-
ksan topolodki prostor. Stavide, svi euklidski prostori R® su koneksni topolodki
prostori.

Gotovo otigledan je sledeéi kriterijum koneksnosti koji se Cesto koristi.

STAV. 1.1.3. Okolinski prostor (E,t) je koneksan, ako i samo ako, sem
praznog skupa A i skupa E, u prostoru (E,<) nema drugih skupova koji su isto-
Uremeno i orvoreni i zatvoreni.

Dokaz. Ako bi postojao pravi deo 4 skupa E koji bi bio i otvoren i
zatvoren, takav bi bio i njegov komplement E™\ A= B pa bi se prostor (E,*)
mogao rastaviti na dva uzajamno odeljena skupa A4 i B. Obratno, ako takav
skup A ne postoji, prostor (E,+) nije moguéno rastaviti na dva uzajamno ode-
liena skupa.
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DEFINICIJA 1.1.3. Neprazan skup S CE okolinskog prostora (E,t) je
koneksan, ako i samo ako je koncksan okolinski prostor (S, o) kao potprostor pro-
stora (B,x) (y. A = Sn~A, za svako ACE). Prazan skup A je koneksan po
konvenciji .

STAV 1.1.4. Okolinski prostor (E,x) je koneksan, ako i samo ako svaki
par rafaka a,b € E lefi u nekom koneksnom skupu prostora (E, t).

Dokaz. To je otigledno ako je prostor (E,v) koneksan. Obratno, pretpo-
stavimo da je uslov stava 1.1.4. ispunjen a da prostor (E, ©) nije koneksan. Tada
postoje dva neprazna skupa A,B, AuB=E sa osobinom AntBuBnvA4=A.
Videli smo da su skupovi A i B i otvoreni i zatvoreni. Zato je sigurno v 4 =4
i *B=B. Uzmimo neku tatku a€ A4 i neku tatku b€ B pa pretpostavimo da
postoji neki koneksni skup S koji sadrzi te tatke. Posmatrajmo okolinski pro-
stor (S,0) kao potprostor prostora (E,t). Ako stavimo

P=8Snd, Q=8SnB bile ocP=8Snt(SnA), ¢Q=Snz(SnB)
i zato
PnosQuPneP=SnAnSnt(SnB)USNBNnSNt(Snd)=
=SNANT(SNB)USNBN=(SNA).

Medutim jeTr(SNnB)ctB=B i t(SnAd)crtA=A. Kako je sem toga
SnAcAd i SnBcB, a skupovi 4 i B su uzajamno odeljeni u prostoru (E, <),
vidimo da skupovi SNnA i SN B moraju biti uzajamno odeljeni u prostoru
(S,0). Kako je dakle SN AuSNB=S, prostor (S,c) bio bi tako rastavljen
na dva uzajamno odeljena skupa, suprotno pretpostavci da je (S, o) koneksan.

A to znadi da se prostor (E,t) ne moZe rastaviti na dva uzajamno odeljena
skupa, pa mora biti koneksan, q. e. d.

STAV 1.1.5. Neka je okolinski prostor (S, o) potprostor okolinskog prostora
(E, ). Skupovi A,BC S su uzajammo odeljeni u prostoru (S,c), ako i samo ako
su oni uzajammo odeljeni u prostoru (E, ).

Dokaz. To sledi iz &injenice da je

AneBUBNncA=An(Sn*B)UBN(SNnt4)
=4AntrBuBn+A4.

Neposredna posledica prethodnog stava je slededi.

STAV 1.1.6. Neka je (S,c) potprostor okolinskog prostora (E,z). Skup
ACS je koneksan u prostoru (S, a), ako i samo ako je koneksan u prostoru (E,z).
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Nekoliko znacajnih primera, koji se odnose na numeri¢ku pravu R!, biée
izloZeno u obliku sledeca Cetiri stava,

STAV 1.1.7. Skup Q svih racionalnih talaka numeritke prave R' nije
koneksan. Skup R\ Q svih iracionalnih talaka numeritke prave nije koneksan.

Dokaz. Uzmimo interval (—}/2, ¥2) numerike prave pa stavimo
A=00n (-V2,)2), B=0n (R, \ (-V2, V2)). Neka je (Q, ) potprostor nu-
mericke prave. Tada je 6 A=A i s B=B, AnB=A, AuB=0. Kako su u pro-
storu (Q, o) skupovi 4 i B uzajamno odeljeni taj prostor nije koneksan. Na
isti nadin pokazuje se da ni skup svih iracionalnih tataka nije koneksan,

STAV 1.1.8. Svaki segment numeriéke prave je koneksan.

Dokaz. Uzmimo segment [a, b}, a < b, numeriCke prave R! i pretposta-
vimo da nije koneksan. Tada postoje dva neprazna uzajamno odeljena skupa
A,B, AuB=[a,b] na koje je moguéno rastaviti prostor [a,b] kao potprostor
numeritke prave. U potprostoru [a,b] skupovi 4 i B su i otvoreni i zatvoreni.
Pretpostavimo da se tatka a nalazi u skupu 4. Postoji [interval (a,B), « <a,
a < B <b, numeritke prave takav da je («,8)N[a,b]=[a,B)C A. Prema tome,
postoji tatka x sa osobinom a <x <« i [a,x] ¢ 4. Stavimo sada

X=|x:[a,x}c 4),

pa posmatrajmo gornju medu sup X=s skupa X. Tatka s mora se nalaziti ili
u skupu 4 ili u skupu B. Ako je s€ 4, tada mora biti A=[a,s] i B=(s, b}.
Medutim, skup B je zatvoren u potprostoru [a,b] pa bi moralo biti i s€ B
suprotno Cinjenici da skupovi 4 i B nemaju zajedniCkih tataka. Uzmimo sada
da se tatka s nalazi u skupu B. Tada bi moralo biti A=[a,s) i B=[s, b]. No
kako je skup A zatvoren u [a, b], nuino bi moralo biti A=[a,s} tj. s€ 4,
suprotno pretpostavci. Zato je segment [a,b] koneksan, q. e. d.

STAV 1.1.9. Ako su talke a,b, a <<b, numeriéke prave R! sadriane u
nekom koneksnom skupu S C R, onda je u skupu S sadrfan ¢ &itav segment [a,b).

Dokaz. Pretpostsvimo da postoji tatka p, a <p < b, koja ne leZi u sku-
pu S pa stavimo

A={s:s€ S, s<p}, B=[s:se S, p<s).
Otigledno je AuB=3S i skupovi 4, B su uzajamno odeljeni u potprostoru

(S,0) pa skup S ne bi bio koneksan, suprotno pretpostavci. Zato je Citav
segment [a, b] sadrZan u skupu S, q. e. d.
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STAV 1.1.10. Numeritka prava R je koneksam topoloski prostor. Pored
praznog i jednoblanih skupova, jedini komeksni skupovi numericke prave su jo§
intervali (a,b), (a,0), (—c0,a), poluintervali (a,b], (— 0, a), segmenti [a,b] i
polusegmenti [a,b) i [a,00).

Dokaz. Numeri¢ka prava R! je koneksna jer iz a,b€R! g << b, sledi da
je &itav segment [a,d] sadrZan u R* (stav 1.1.8. i stav 1.1.4). Iz istog razloga
koneksni su i ostali skupovi nabrojani u stavu 1.1.10.

Obratno, neka je S koneksan skup numeritke prave R, koji nije ni pra-
zan ni jednoclan. Postoje dakle dve tatke a,be S. Neka je a << b. Posto je
skup S koneksan, prema stavu 1.1.9. u skupu § je sadrZan &itav segment [a, b].
Zalo postoji tatka p sa osobinom a << p << b. Stavimo sada

X=[s:s€ S, s<p),
Y={[s:5€8, s=p)].

Ako je skup S ograniden i sleva i zdesna, postoji donja meda infX skupa X
i postoji gornja meda supY skupa'! Y. Primenom prethodna dva stava pokazuje
se da skup S nuino mora biti jednog od sledeéih oblika: (infX, sup¥),
[infX, supY), (infX, supY], [infX, supY]. Ako je skup S neograniten sleva,
S je nuZno oblika (—~oo0, supY) ili (~c0, sup¥Y]. Ako je skup S neograniten
zdesna on je nuZno oblika (infX, o0) ili [infX, c0). Ako je skup S neograni¢en
na obe strane, on je nuZno oblika (— o, ©)=R1, q.ed.

Pre no §to izloZimo jo§ nekoliko opstih stavova, pokazaéemo da je svoj-
stvo koneksnosti jedno topolo$ko svojstvo (topoloika invarijanta).

STAV 1.1.11. Neka je f neprekidno preslikavanje koneksnog okolinskog
prostora (S, o) na okolinski prostor (T,7). Tada je i prostor (T,x) koneksan.

Dokaz. Pretpostavimo da prostor (7,<) nije koneksan. Skup T bi se tada
mogao rastaviti na dva uzajamno odeljena skupa 4 i B, tj. AUB=T,
AntB=A i BntA=A. No tada bi skupovi f-1(4) i f2(B) bili takode uza-
jamno odeljeni i njihova unija davala bi skup S, pa prostor (S,c) ne bi bio
koneksan, suprotno pretpostavci. Zaista, ako bi, na primer, postojala tatka
x€6f1(B), xef1(A4) bilo bi tada

f@)efF(B)cTB

i f(x)e A, pa skupovi A i B ne bi bili uzajamno odeljeni u prosioru (T,=),
suprotno polaznoj pretpostavci, q. e. d.

Ako je f neprekidno preslikavanje prostora (S,¢) u prostor (7,t), onda
je f neprekidno preslikavanje prostora (S,c) na potprostor (f(S), vy prostora
(T, <). Zato uop$te moZemo redi:

1 Qtigledno je infX= infS i supY = sup S.
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STAV 1.1.12. Neprekidne slike koneksmih skupova su koncksni skupovi.
Iz prethodna dva, neposredno sledi:

STAV 1.1.13. Swvojstvo koneksnosti je topoloSka invarijanta.

Dokaz. Zaista, ako je jedan od dva homeomorfna okolinska prostora
koneksan, na osnovi stava 1.1.11. koneksan je i drugi, q. e. d.

Koliko je svojstvo koneksnosti znaéajno, pokazuju vet sledeéa dva stava.

STAV 1.1.14. Neka je f neprekidno preslikavanje segmenta [a,b) numeritke
prave R* u R' i neka su inff domja, a supf gornja meda funkcije £ na tome
segmentu. Ako je y bilo koja talka sa osobinom inff < y < supf, postoi tatka
X, a<x<Db tako da je f(X)=y. Specijalno, ako postoje talke x;,%x, tako da je
f(x,) <0, f(x,) >0, tada postoji tatka x, tako da je f(%,)=0.

Dokaz. Poznato je (vidi Z. P. Mamuzi¢, B. P. Derasimovi¢ [1], str. 98)
da neprekidna funkcija f: [a, b] > R! efektivno dostiZze svoju donju medu inff
i svoju gornju medu supf, pa je, prema stavu 1.1.12, f([a,b]) = [inff, supf],
tj. neprekidna slika segmenta {a, b] je takode segment [inff,supfl, q. e. d.

STAV 1.1.15. Neka je f neprekidno preslikavanje segmenta [a,b] numeriéke
prave R! u sebe samog. Tada postoji bar jedna talka x,€ [a,b] sa svojstvom
f(x0) =%o. (Drugim relima: segment [a,b] numericke prave poseduje svojstvo nepo-
kretne tacke). :

Dokaz. Ako je f(a)=a ili f(b)=", to je oligledno. Uzmimo dakle da je
f@>a i f(b)<b. Neka je I [a,b) —[a,b] identino preslikavanje, ftj.
I(x)=x, za svako x€ [a, b]. Obe funkcije f i I su neprekidne, pa je neprekidna
i njihova razlika f—I. Medutim je

fl@-I(@=f@)—a>0, f(B)-I(d)=F(b)—-b<0.

Prema staau 1.1.14. postoji dakle tacka x, sa osobinom f(xg) — I (o) =1 (o) — % =0,
Y. flxp)=xp» Q. e d.
Evo sada jo¥ nekoliko opstih stavova.

STAV 1.1.16. Neka je skup S koneksan u okolinskom prostoru (E,~) i
neka je SCc TctS. Tada je ¢ skup T koneksan. Specijalno, adherencija konek-
snog sknpa je komeksan skup.

Dokaz. Pretpostavimo da skup T nije koneksan. Tada postoje dva uza-
jamno odeljena skupa A4, BC.T sa osobinom A uB=T. Uzmimo najpre da je i
AnS#A i BnS#A. Unija ta dva preseka jednaka je skupu S. Medutim,

2 Koneksni prostori
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ti su preseci i uza;amno odeljeni jer su delovi uzajamno odeljenih skupova
A i B. Prema 'tome, skup S ne bi bio koneksan, suprotno pretpostavc1
Uzmimo sada da je BNnS=A. Tada je ScA odakle tSct4 i zato iz
BcTc+S sledilo bi da mora biti i BctA4, tj. skupovi 4 i B ne bi bili
uzajamno odeljeni, suprotno pretpostavci. Na isti nadin dolazi se do kontra-
dikcije ako se uzme da je AnS=A, q. e. d.}

STAV 1.1.17. Neka je S neprazan skup u okolinskom prostoru (E, ). Ako

tnterior i eksterior skupa S nisu prazni, onda su oni uzajamno odeljeni.

Dokaz. Interior (unutradnjost) #(S) i eksterior (spolja§nost) s(S) skupa
S su skupovi definisani ovako:

" 4(8)=Ct(CS), 5(S)=C(CCS),

gde se C oznaka za operaciju komplementiranja u prostoru (E, 7). Dokazatemo
da su skupovi s(S)N7u(S) i u(S)N+s(S) prazni. Ako prvi od ta dva preseka
ne bi biofprazan, postojala bi tatka x€s(S) i xevu(S). Zato bi bilo x¢*S
pa bi postojala okolina Vx tatke x sa osobinom Vxc CSct(CS) te okolina Vx
ne bi sekla skup Ct(CS), tj. ne bi bilo xerCr(CS)=7u(S), suprotno pret-
postavci. Ako! drug1 od posmatranih preseka ne bi bio prazan, postojala bi
tatka x€ u(S) i x€vs(S). To zna&i da bi bilo x¢ 7(CS) pa bi postojala neka
okolina Vx tacke x sa svojstvom Vx N CS=A i zato Vx c Sc tS=1(CCS)
pa Vx ne bi imala zajednitkih taaka sa skupom C<t(CCS), tj. bilo bi
x¢rCr(CCS)=75(S), suprotno pretpostavc1 Drugim retima, skupovi #(S)
i s(S) su uzajamno odeljeni?, q. e. d.

STAV 1.1.18. Ako koneksni skup A sele i skup S i njegov komplement
CS u okolinskom prostoru (E, <), onda’ skup A sele © rub skupa S.

Dokaz. Rub skupa S je r(S)=r,(S)ur,(S), gde je r,(S)= S\u(S)
unutradnji rub skupa S, a 7,(S)=7(S)\\S spoljadnji rub skupa S. Stav je
trivijalan ako koneksni skup A ima bar jednu tatku zajednitku sa rubom skupa
S. Uzmimo dakle da skup 4 nema talaka zajedni¢kih sa rubom r(S) skupa S,
a da skup A4 seCe i interior u(S) i eksterior s(S) skupa S. Preseci Anu(S) i
Ans(S) tada nisu prazni i sadrZani su u uzajamno odeljemm skupovima u(S),
s(S) (stav 1.1.17). Ti su presec1 dakle takode uzajamno odeljeni pa® kako
njihova unija daje”skup A, ovaj skup ne bi bio koneksan, suprotno pret-
postavci, q. e. d.

# Neposredniji dokaz tog stava je (M. Marjanovi¢):
Tu(S)NsO=ru(SHNCT(SHCT(S) NCT(S)=A
2SN Ts(S)=CTECHNTCTOECH=CT(COHNTu(CS)=A.
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STAV 1.1.19. Okolinski prostor (E,x) je konecksan, ako i samo ako svaki
njegov pravi deo tma neprazan bar jedan od svojih rubova: unutradni ili spoljasnji.

Dokaz. Uslov je potreban prema prethodnom stavu. Ako je uslov stava
ispunjen, nijedan pravi deo prostora (E,t) ne moZe biti istovremeno i otvoren
i zatvoren, pa je prostor koneksan, q. e. d.

STAV 1.1.20. Neka su skupovi S i T koneksni i uzajamno svezani u
okolinskom prostoru (E,<). Tada je i unija tih skupova koneksan skup.

Dokaz. Pretpostavimo da unija SuT nije koneksan skup u prostoru
(E,~). Postoji dakle par uzasjamno odeljenih skupova A4 i B sa osobinom
AuB=8SUT. Uzmimo najpre da je i AnS#A i BNnS#A. Kako je skup
S koneksan i ANSUBNS=S, ta dva presecka moraju biti uzajamno svezana,
pa uzajamno svezani moraju biti i skupovi A i B koji, respektivno, te preseke
sadrZe. Uzmimo sadadajei AN T#A i Bn T+#A. Kako je skup T koneksan,
pokazuje se i na isti nadin kao i u prethodnom slufaju da ti preseci moraju
biti uzajamno svezani skupovi odakle sledi da bi i skupovi 4 i B morali
biti uzajamno svezani, suprotno pretpostavci. Od ostalih slu¢ajeva moguéna su
jo§ dva: ili je ANS=A1i BNnT=A,ili je BnS=A1 AnT=A. Nouprvom
od ta dva slu¢aja mora biti A=T, B=3S, a u drugom 4=S, B=T. U oba
slu¢aja bi skupovi 4 i B morali biti tada svezani prema uslovima samog stava
1.1.20, suprotno pretpostavci, q. e. d.

Nije te$ko proveriti i slede¢u Einjenicu:

STAV 1.1.20°. Ako su skupovi S i T wuzajammo odeljeni u okolinskom
prostoru (B, <), ako je A komeksan skup sadrfan u uwniji SU'T, nugno mora bitd
ili AcS ili AcT.

Dokaz. U protivnom sluéaju skupovi AnS i AnT bili bi takode
v-odeljeni pa skup A ne bi bio koneksan, suprotno pretpostavci, q. €. d.

STAV 1.1.21. Neka je Sy, «€ (&), proizvoljna familija koneksnih skupova
okolinskog prostora (E,<) i neka su za svaki par indeksa o,B€ (&) skupovi Sy ¢
Sp uzajamno svezani. Tada je i unija S= U(Sy:a€ («)) svih skupova Sy ko-
neksan skup.

Dokaz. Neka je a,be S proizvoljan par tataka. Ako obe talke a, b leZe
u nekom skupu Sy, one se vel nalaze u jednom koneksnom skupu. Neka je
dakle a = B i a€ Sy, be Sg. Prema stavu 1.1.20. unija S, LS je koneksan
skup, pa te tatke opet leZze u jednom koneksnom skupu. Zato je i skup S
koneksan prema stavu 1.1.4, q. e. d.

Neposredna posledica prethodnog je:

2%
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STAV 1.1.21'. Neka je Sy, «€(a) proizvolina familija koncksnih skupova
okolinskog prostora (E,t) i neka postofi indeks oy € (o) takav da je za svako
a€ () par skupova Sy,, S« uzajammo svezan. Tada je i unifa {Sy:a€(a))
kondksan skup.

Kao jednu od znalajnijih posledica stava 1.1.21, istaknimo i sledeéi stav:

STAV 1.1.22. Neka je Sy, a€(a), proizvolina familija koneksnih skupova
okolinskog prostora (E,=) i neka presek svih élanova te familije nije prazan skup.
Tada je unija S= U(Sy:a€ («)) svih skupova S, koneksan skup.

1.2. Karakterisanje topolo$kih prostora
binarnom relacijom t-svezanosti

Neka je (E,v) Ty-prostor, tj. topoloski prostor u kome je svaka tacka
zatvoren skup. Drugim refima, preslikavanje t:P(E)— P(E) ispunjava svih
5 ranije pobrojanih uslova 1°—5° i sem toga je ta=a, za svako ac E. Na
kombiniranom proizvodu P(F) XP(E) defini§imo jedan podskup & na sledeéi
nadin:

DEFINICIJA 1.2.1. Ureden par (A, B) skupova A,Be P (E) je u binarnogy
relaciji 8, ako i samo ako su skupovi A i B t-svezani, tj. (A,B)€ 8 ako i samo
ako (An*B)u(BnTA)# A,

MozZemo odmah uvesti i ovu terminologiju: ako je (A4,B)€3, kazaéemo
da je skup A4 blizu skupu B, a ako je (A, B)¢3, kazaemo da je skup 4 da-
leko od skupa B. Tu je terminologiju uveo V. A. Efremovi¢ kod infinitezi-
malnih ili 3-prostora, o kojima ¢emo govoriti docnije.

Lako je proveriti da binarna relacija 8 u Ty-prostoru (E,t) ispunjava
sledeée uslove:

I (4,A)¢38, za svako ACE.
II (4,B)ed = (B,A4) € 3, za svako a A,BCE.
III AnB# A = (4,B)ed, A,BCE.
IV 4,cA4,B,cB i (4;, By) € 8 povlate sobom (4,B)e3, 4,BcE.
V (4,u4d;, B)ed = bar jedan od parova (A, B) i (4;, B) je u 3.

VI (a,74)€d = (a,A)E S, ac E, ACE (umesto {a), za a€ E, piSemo
jednostavno a).

VII (a,b)€d, = a=b, a,beE.

VIII'Ako je (4,B) €3 tada postoji bar jedna tatka ae A sa osobinom
(a,B)ed ili bar jedna tatka be B sa osobinom (b,A4)€S, A,BCcE.

AR A R
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Obratno, neka je na skupu E definisana binarna relacija 3 koja ispunjava
svih 8 uslova I—VIII. Ako stavimo

(1.2.1) td=la:(a,A)es), ACE,

pokazademo da preslikavanje +:P(E) — P(E) ispunjava svih 5 uslova 1°—5¢
topologkih prostora (§ 1.1.) i, sem toga je ta=a, a€ E.
Zaista:

1° A ={a:(a,A)ed] = A, jer (a,A)¢3, acE, zbog uslova I.

2 Kako je an 4 # A za svako a€ 4, to je, zbog 11, (a, A) €3 za svako
acdizato ActA.

3% Neka je BcAi (b,B)e 8. Zbog Il je (B,b)€ 3 a zbog IV mora biti i
(4,b)€ 3, tj. (b,A)ed i zato berA. Drugim refima, tBcr 4.

4° Neka je (AuB,x)€3, gde je x neka talka iz E. Prema aksiomu V
je ili (4,x)ed :ili (B,x)e3d, tj. sbog II, ili (x,A)e8 ili (x,B)e d, i zato je
ili xerA ili xe1B.Prema tome: t(AUuB)ctAurtB.

5% Neka je acttd, tj. (a,7A)€d; prema aksiomu VI mora biti i
(a, A)€ 3, tj. ae 4, odakle trAcA.

Time smo dokazali da uredena trojka (F,d,7), gde je E dati skup,
3 binarna relacija na E koja ispunjava aksiome I—VI, a r definisano sa (1.2.1)
predstavlja topoloski prostor. Stavide, to je jedan Tj-prostor kad je ispunjen
aksiom VII, jer tada iz ae b sledi a=b, tj. ta=a, za svako a€ E. Dalje,
aksiom VIII tvrdi: ako je (4, B)e 3, tada je a€ v B bar za jednu tatku a€ 4,
ili et A bar za jednu tatku be B, tj. ako su skupovi 4 i B blizu jedan
drugom, oni su t-svezani i to ba§ u topologiji ~ koja je binarnom relacijom 3
definisana na skupu E nadinom (1.2.1).

Binarna relacija 8 dualna je ovoj:

(1.2.2) (A|B) <> (4,B)¢3, 4, BCE.

Nije telko iskazati aksiome I—VIII posredstvom binarne relacije (4 |B) koju
je zapravo i uveo A. D. Wallace u radu {1} i pomocu te relacije sa odgovara-
juéih 8 aksioma dokazao gornji karakterizacioni teorem Ty-prostora, u kojima
je (4| B), ako i samo ako skupovi A i B ispunjavaju uslov Lennes—Hausdorff-a
(1.1.2). Prostore definisane na skupu E posredstvom binarnih relacija (1.2.2)
A. D. Wallace naziva separacioni prostori (separation— spaces). W. J. Pervin
je u radu [1] takode proulavao te prostore (i to upravo posredstvom binarne
relacije &) i uporedio sa 3-prostorima, uniformnim prostorima i sintopogenim
prostorima, o kojima ¢emo govoriti docnije.

Neka je sada (E,r) topolodki prostor i uvedimo binarnu relaciju & onako
kako je to wulinjeno u definiciji 1.2.1. Ako je prostor (E,t) koneksan,
tada za svaki par skupova A, BCE sa osobinom AuB=E mora biti
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(AntByuBnd)# A, tj. (4,B)ed. Obratno, ako ne postoji ni jedan par
skupova 4, BC E sa osobinom 4AuB=E i (4,B)¢3, prostor (E,) je koneksan,
Primetimo da su tada 4 i B uzajomni komplementi u prostoru (E,t) pa
moZemo iskazati ovaj kriterijum t-koneksnosti topolodkih prostora:

STAV 1.2.1. Topoloski prostor (E, <) je t-komeksan, ako i samo ako je
(A,ENA)ES za svako ACE, A% A, ACE, . ako i samo ako je svaki
pravi deo skupa E blizu svome komplementu.

Videcemo da se kod 3-prostora na isti na¢in iskazuje jedan kriterijum
3-koneksnosti, ali koji kod tih prostora nije ekvivalentan t-koneksnosti.

1.3. Skupovi s-koneksni u smislu definicije A. D. Wallace-a

A. D. Wallace je u pomenutom radu [1] nazvao s-prostorima klasu
separacionih prostora koji ispunjavaju aksiome I—V. U stvari, kad se adhe-
rencija © definife na natin (1.2.1), kao $to se iz gornjeg dokaza moZe videti,
klasa s-prostora je klasa okolinskih prostora koji ispunjavaju aksiom distribu-
tivnosti. Evo sada definicije A. D. Wallace-a:

DEFINICIJA 1.3.1. Neka je (E,8,1) s-prostor. Skup S CE je s-koneksan,
ako 1 samo ako se ne mofe rastaviti na dva neprazna daleka skupa. Specijalno,
prostor (E,d,t) je s-koneksan, ako i samo ako se ne mofe rastaviti na dva
daleka neprazna skupa, tj. ako i samo ako je svaki pravi deo A skupa E blizu
svome komplementu, tj. (A,E\\A)E€3, za svako ACE, A# A, A#E.

Primetimo da bismo umesto ,s-koneksan® veé i ovde mogli reéi ,,3-ko-
neksan®, kao §to ¢emo to udiniti kod d-prostora V. A. Efremoviéa.

Prethodna definicija ima opravdanja, jer ima s-koneksnih prostora Kkoji
nisu t-koneksni.

Primer (A. D. Wallace). Neka je E=[0,1] pa za X,YCE stavimo
(X,Y)ed < XnY #A (X iY su adherenciie skupova X i ¥ u segmentu
[0,1] kao potprostoru numeriCke prave). Nije tedko proveriti da je (E, 3, ),
gde je © definisano na nadin (1.2.1), jedan s-prostor (ovde & ispunjava i
aksiome VI i VII). Stavide, za svako ACE ovde je tA=A. Neka je sada S
skup svih racionalnih brojeva na segentu E. Skup S je svuda gust na E tj.
S=vS=E. Skup S je s-koneksan u prostoru (E,3,t), ali nije ~-koneksan.
A. D. Wallace je u pomenutom radu definisao i s-neprekidna preslikavanja
s-prostora;

DEFINICIJA 1.3.2. Preslikavange f s-prostora (E, 3, 7) u s-prostor (E', 8, 7")
Je s-neprekidno ili d-neprekidno, ako i samo ako iz A',B'CE' i (A, B)¢?d
sledi (f-1(A"), £1(B)) ¢ 8.
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Napomenimo sada da je diskretan prostor (0,1} jedan s-prostor u kome
su dva podskupa blizu, ako i samo ako njihov presek nije prazan. Jedina pre-
slikavanja s-prostora (E,3,t) u prostor {0,1} jesu konstante i one su, ofevidno
s-nepredidne.

STAV 1.3.1. s-prostor (E,3,<) je s-koneksan, ako © samo ako nema s-ne-
prekidnih preslikavanja prostora (E, 3, <) na diskretan prostor (0,1},

Dokaz. Neka je s-prostor (E, 3, <) s-koneksan. Kad:bi postojala s-nepre-
kidna funkcija f: E — (0,1} koja nije konstanta, skupovi f~1(0) i f~2(1) ne bi
bili prazni i, sem toga, bili bi uzajamno daleki jer su i skupovi {0} i {1}
uzajamno daleki, pa (E,3,7) ne bi bio s-koneksan prostor. Obratno, neka sem
konstanata nema drugih s-neprekidnih preslikavanja prostora (E,3,t) na prostor
{0,1}. Kad (E,|3,7) ne bi bio s-koneksan, postojali bi pravi delovi 4, BCE sa
osobinom (A4, B)¢3. defini§imo sada funkciju f ovako:

0, xe A,

(x)=
1@ 1, x € B.

Otigledno je f jedna s-neprekidna funkcija koja nije konstanta, suprotno
pretpostavci, q. e. d.

Nave$éemo sada nekoliko stavova:

STAV 1.3.2. Neka su u s-prostoru (E,3,7) skupovi S i T daleki jedan od
drugog, neka je skup A s-koneksan i sadrian u uniji SU'T. Tada je ili ACS
i AcCT.

Dokaz. Ako bi bilo i AnS#Ai"AnT #A, onda biita dva pre-
seka bila daleka jedan od drugog, pa kako njihova unija daje skup A, taj skup
ne bi bio s-koneksan, suprotno pretpostavci, q. e. d.

STAV 1.3.3. Neka su skupovi P i Q s-koneksni i blizu jedan drugom wu
s-prostoru (E, 8,t). Tada je i njihova unija Pu Q s-koneksan skup.
Dokaz je analogan dokazu stava 1.1.20.

STAV 1.3.4. Neka je u s-prostoru (E, 3, x) data familija s-koneksnih sku-
pova Sy, ae€(a), i neka postoji indeks og€ («) takav da je (Sy,, Sx)EI za
svako o€ (x). Tada je i unija U|Sy:a€ («)) s-koneksan skup.

Dosaz, Pretpostavimo da postoje skupovi P,QC E tako da je (P, Q)¢3 i
PuQ=u (Sy:ac(x)}. Kako je S, s-koneksan skup, prema stavu 1.3.2. ili
je Suy CP ili je Sg,C Q. Uzmimo da je Sy, CP. Dalje, postoji neko «€ («) sa
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svojstvom On S, # A, pa zato S,C Q, opet prema stavu 1.3.2. Kako su sku-
povi P i Q daleki jedan od drugog, daleki bi bili jedan od drugog i skupovi
Sxs 1 Su» suprotno pretpostavci. Zato unija skupova Sy, «€(«), mora biti
s-koneksan skup, q. e. d.

STAV 1.3.5. Neka je skup S wu s-prostoru (E,d,7) s-koneksan i neka je
ScTcxS. Tada je ¢ skup T s-koneksan.

Dokaz. Vodedi ra¢una o definiciji 1.3.1. skupovi koji se sastoje samo iz
jedne talke jesu s-koneksni. Skup =S\ S sastoji se iz svih onih taaka koje nisu
u S ali su blizu skupa S. Prema tome, moZemo staviti Sq,=S 1 sa Sg,
a € («), oznaCiti one jedno¢lane skupove iz S\ S koji u uniji sa S,, daju upravo
skup T, tj. moZemo tada pisati T= U {Sg:a€(a) ). Kako je dakle (Sy,,Sx) € 3
za svako « € («), prema prethodnom stavu skup 7T je s-koneksan, q. e. d.

STAV 1.3.6. Neka je S neprazan s-koneksni skup s-prostora (E,8,7t). Po-
stoji maksimaini skup Kz (SYCE u kome je sadrzan skup S.

Dokaz. Stavimo Sy,=S 1 sa {Sy, «€(«)), ozna¢imo familiju svih s-ko-
neksnih skupova koji su blizu skupa Sy, Tada je skup K;(S)= U[Sy:a € (a))
s-koneksan prema stavu 1.3.4. i, ofevidno, to je maksimalni s-koneksni skup
koji u s-prostoru (E,3,t) sadrzi skup S¢,=S, q. €. d.

Za neka dalja razmatranja s-koneksnih skupova ¢&italac se upuéuje na veé
pomenutu raspravu [1] A. D. Wallace-a.

Osim toga, P. C. Hammer je u radu [1] uveo i neke druge definicije
koneksnosti u vezi sa tzv. ,profirenim topologijama® (,,extended topology*)
no o ¢emu ovom prilikom neéemo govoriti. Zainteresovan Citalac moZe o tome
detaljnije naéi u naznadenoj raspravi.

1.4 Koneksni okolinski proizvod-prostori

Analiziratemo sada pod kojim ¢e uslovima svojstvo t-koneksnosti posedo-
vati okolinski i, specijalno, topolodki proizvod-prostori, kada to svojstvo po-
seduju prostori - faktori, i obratno. U tu svrhu bi¢e nam potrebna definicija
okolinskog proizvoda okolinskih prostora koji ispunjavaju aksiom distributivno-
sti i, sem toga, nekoliko pomo¢nih stavova.

STAV 1.4.1. Neka su f i g neprekidne funkcije definisane na okolinskom
prostoru (S,V) koji ispunjava aksiom distributivnosti sa vrednostima u okolinskom
prostoru (T, W) koji ispunjava Hausdorff-ov aksiom odeljivanjia Ty. Neka je A
skup svuda gust u prostoru (S,V) i neka su restrikcije funkcija f i g na skup A
jednake. Tada su jednake i same funkcije £ 1 g.
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Dokaz. Zbog neprekidnosti funkcija f i g bice (vidi moju knjigu [1])

lim f(£)=f(x), . imx g()=g(x),

t—x

za svako x& S. To znadi da su za svaku okolinu Wf(x) tatke f(x) i svaku
okolinu Wg(x) tatke g(x) u prostoru (T, W) postoje okoline V; i V, tatke x
u prostoru (S, V) sa svojstvom

(1.4.1) Vic fFA (W (x)), Vacg t(Wg(x)).

Zbog gustole skupa A4 je AnVi# A i AnV,# A pa su tatke f(x) i g(x)
limesi funkcija f i ¢ kad ¢ teZi ka x ostajuéi u skupu A, ftj.

lim f(¢)=f(x), lim g(¢)=g(x).

tox,t€ A t—x,1 €

Ako bi bilo f(x) # g(x), postojale bi u prostoru (T, W) dve disjunktne oko-
line tataka f(x) i g(x). Neka su to okoline Wf(x) i Wg(x). Neka su dalje V,
i V, upravo one okoline tatke x u prostoru (S,V) sa koje vaZe inkluzije
(1.4.1). Zbog aksioma distributivnosti presek V,nV,=V; takode je okolina
tatke x pa je
A#AnV,cAn Py n{dnly)
i zato je 4
fAnVycWf(x), gldn Vyc Wg ().

Odatle sledi da okoline Wf(x) i Wg(x) ne bi bile bez zajednikih tacaka,
suprotno pretpostavci. Zato mora biti f(x)=g(x) za svako x¢€ S, q. e. d.

Primenom stava 3. iz § 6. moje knjige [I] moguéno je dokazati stav
1.4.1. i bez upotrebe limesa (M. Marjanovi¢). Uzmimo naime da postoji tacka
xeS=A sa svojstvom f(x) # g(x). Zbog aksioma separacije T,, postoje dis-
junktne okoline Wf(x) i Wg(x) tataka f(x) i g(x) u prostoru (T, W). Kako su
funkcije f i g neprekidne, postoje okoline V; i ¥V, tacke x tako da je

FV) W) i g(Vy)c We ).

Kako prostor (S, V) ispunjava aksiom distributivnosti, postoji okolina V talke
x tako da je VcVinV, i zato

fF)cWf(x) i g(V)c Wg ()

No tada je i AnV # A pa postoji tatka s€ ANV sa svojstvom

fG)eWf(x) i g(s) e Wg(x),

a to je nembguéno, jer je f(s)=g(s) za svako s€ 4, q. e. d.
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STAV 1.4.2. Neka je S neprazan skup i neka je (Ty, %) data familija
okolinskih prostora koji ispunjavaju aksiom distributivnosti, gde indeks « prolazi
konadnim 1li beskonalnim skupom (o) indeksa. Neka je za svako o definisana
funkcija

fx:S—>T,
pa na skupu S definiSimo okolinsku bazu
D= u{?,  ac S|

na slededi nalin: za dato a€S, skup VacC S stavidemo u lokalnu okolinsku bazu
Y, tatke a, ako i samo ako postoji konalan skup («)* indeksa « sa svojstvom

(1.4.2) N i (Wiy (2) ) : 2 € (@)*) C Va.

Pod navedenim uslovima vasi sledede:

1. Okolinski prostor (S, D) ispunjava aksiom distributivnosti. 2. Familija
Je najopseénija okolinska baza prostora (S, ). 3. Za svako « € («), funkcija fy
je neprekidna na (S, ). 4. Okolinski prostor (S, %) je grublii od svih okolinskih
prostora  koji ispunjavaju aksiom distributivnosti i koje je na skupu S moguéno
definisati tako da sve funkcije fy, a € («) budu jo§ uvek neprekidne.

Dokaz. 1. Neka su V;a i V,a dve okoline tatke ae S. Uzmimo najpre
da postoje dva konadna skupa (a)*, i («)*, indeksa tako da je

O {f(Wfe (@) : e (@*}cV,a,
N{fa (Wfx(a)):a€ ()] CV,a.
Ako stavimo (a)*; U ()%, =(a)*; bice
N {fat (Wfa (@) : 2 € (@)*3l CVianV,a,

jer se presek na levoj strani te inkluzije sadrZi u presecima levih strana pret-
hodne dve inkluzije. Zato je i presek VyanV,a okolina tatke a. Ako se u
definiciji (1.4.2) skup («)* sastoji samo od jednog indeksa «, tada postoje oko-
line Wify(a) i W,fy(a) tacke fy (a) tako da je

fat(Wifu(a)) cVia,

) fat(Wefe(@))c Vaa,
1 zato

faH (Wife (@) 0 fa ! (Wefo (@) ) =fa 2 (Wife (@) 0 Wefe (@) ) C VianV,a,
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pa kako je
W, fa (@) Wy fe (a)

takode jedna okolina tacke fy(a), vidimo da i presek V,enV,a mora biti
neka okolina tatke a. Prostor (S, 9¥) ispunjava zato aksiom distributivnosti.

2. Ako je B proizvoljan skup sadrfan u skupu S i ako je b unutradnja
tatka skupa B, onda postoji okolina Vb tatke b sa osobinom V& cC B. Prema
definiciji (1.4.2) to zna¢i da postoji presek konaéno mnogo skupova oblika
Ja (W, (B)) koji je sadrZan u skupu B, pa je Be %, tj. ¥, je najopseZnija
Iokalna okolinska baza tatke .

3. Uzmimo bilo koju tatku a€ S i bilo koju okolinu Wf, (a) tatke f, (a)
u prostoru (T, 9% pa stavimo f, "1 (Wi, (a))=Va. Tada je f, (Va)c Wf,(a)
pa je funkcija f, neprekidna. To vaZi za svako « € (x) pa su sve funkcije fg
neprekidne na prostoru (S, 2%).

4, Neka je (S,%) bilo koji okolinski prostor na S koji ispunjava aksiom
distributivnosti, gde je &= u{Z,:ac S} njegova najopseZnija okolinska baza.
Treba dokazati da je Yc Y. Neka je a bilo koja tatka u S i Va bilo koja
njena okolina u prostoru (S, Z8). To znali da postoji konalan skup («)* indeksa
sa osobinom

A {foat (Wfa (@) 1€ (¥} C Va.
Po pretpostavei su na prostoru (S, F) sve funkcije f, neprekidne pa za svako
a € («)* postoji okolina I*a tatke a sa svojstvom
I%a C fo=t (Wfe (@)
Zato je
N{I%: e (@*c Va.
No prostor (S, &) ispunjava aksiom distributivnosti pa je presek na levoj

strani te inkluzije takode okolina tatke a. No to znadi da i skup Va mora biti
¢lan najopseznije lokalne okolinske baze ¢, talke a, tj. mora biti 2,c%,, q. e. d.

Sada ¢emo postupak topologiziranja skupova izloZen u prethodnom stavu
primeniti na kombinirani proizvod skupova, naime, imamo ovu njegovu posledicu:

STAV 1.4.3. Neka je data familija (Ty, %), a € («), okolinskih prostora
koj? ispunjavaju aksiom distributivnosti 1 neka je

S‘~=H [Ta:uE(oL) }=HT¢
kombinirani proizvod skupova T. Neka su

fr:8 > Ty
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projekeije skupa S na Ty za svako «€(x), tj. za g€ S je fy (g) = g(@), «€ («),
pa na skupu S definifimo okolinsku bazu onako kako je to utinjeno u (1.2.4):
2a svako g€ S 1 svaki podskup Vg C S stavicemo Vg u lokalnu okolinsku bazu
U, talke g, ako i samo ako postoji konalan skup («)* indeksa o sa osobinom da je

(1.4.2) N (£ (Wg () :a€ (6)* ) c V.

Tada vai sledece: 1. Okolinski prostor (S, ) ispunjava aksiom distributivnosti
2. Familija Y= U (Y,:g€ S} je najopsesnija okolinska weza prostora (S, ).
3. Sve prockcije f, su neprekidne funkcije. 4. Okolinski prostor (S, ) je grublji
od svih okolinskih prostora koje je moguéno definisati na skupu S tako da sve
funkeige £, budu jo§ uvek neprekidne,

DEFINICIJA 1.4.1. Okolinski prostor (S, ) definisan na proizvodu
S=IIT, okolinskih prostora (Ty, U*) kako je to izlofeno u prethodnom stavu
zove se okolinski proizvod-prostor (vidi rakode moj rad [4]).

Za dalje izlaganje bife podesno da u okolinski proizvod-prostor (S, Z)
umesto 2! uvedemo drugu okolinsku bazu.

STAV 1.4.4. Neka je (S, ) okolinski proizvod okolinskih prostora
(Toa»> W%, ac(w), kojii ispunjavaju aksiom distributivnosti, neka je (a)* € («)
konaéan skup indeksa, pa sa

(1.4.3) I Wg(a),

@*
"gde su Wg(a) okoline tabaka g(x) u prostoru (T, %), oznatimo skup svik
orih tadaka p€ S za koje je p(«) € Wg(x), ako je ac(w)* ¢ ple)e Ty, ako je

0.€ (@) \ ()*. Tada je familija svih skupova oblika (1.4.3) takode jedna oko-
linska baza okolinskog proizvod-prostora (S, Z0).

Dokaz. Kako su skupovi oblika onih na levoj strani inkluzije (1.4.2")
takode ¢&lanovi okolinske baze %! okolinskog proizvod-prostora (S, ), stav
1.4.4. bi¢e dokazan ako pokaZemo da je

(1.4.4) T Wg ()= 0 {fx? (Wg()):ae @*).
Uzmimo neko p koje je sadriano u levoj strani te jednakosti. Tada je

p@)eWg(e), za «c€(a)*

P(@ETy, za a€(x)\ (*
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No kako je p(a)=fy(p), odmah vidimo da p mora biti sadrZano i u drugoj
strani te jednakosti. Da vaZi i obratno, takode je oligledno, q. e. d.

STAV 1.4.5. Neka je h:S->{0,1] neprekidno preslikavanje okolinskog
proizvod-prostora (S, ) na diskretan prostor (0,1} i neka je a€ S jedna odre-
dena tatka. Tada je za svako o€ («) neprekidno i parcijalno preslikavanje

hy 1 Ty — {0,1)
okolinskog prostora (Ty, 9U*) na prostor (0,1} definisano ovako:
ha(x) = h(y), XeTa,

gde je yE S ona talka za koju va%i

y@=x i y@)=a(@) za f#«

Dokaz. Zbog neprekidnosti funkcije %z postoji okolina Vy tatke y u pro-
storu (S, 2!) sa osobinom

R(Vy) c (A(»)],

gde je A(y) ili 0 ili 1. Kako je y(«)=x, a projekcija fo : S — T, neprekidna,
postoji okolina Wx talke xe& T, tako da je fu~' (Wx)cVy, tj.

I WxcVy
o
prema (1.4.4), ako II Wx znali skup svih onih tataka p iz S za koje je

p)e Wxip(p)e %"g za B#«. Zato

(1.4.5) r(Il Wx) c h(Vy) c {h(y) ).

Uzmimo sada bilo koju tatku b€ Wx. Bide tada

f2(B) C fot (Wx) = IT Wx.

No u skupu f,~*(d) nalazi se i ona tatka z iz skupa S za koju je fo(2)=
=z()=b1i 2(B)=a(B) za p#«. Prema (1.4.5) to znaci da mora biti A(z)=h(y)
pa je zato hy(b)=h(2), tj. by (b)=h(y) 1 zato ke (Wx) C { h(y)). Prema tome,
funkcija s, je neprekidna, q. e. d.
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STAV 1.4.6. Neka u okolinskom proizvodu (S=I1Ty, 2), svi okolinski
prostori (To,, U*), a€(x), ispunjavaju aksiom distributivnosti i neka su svi omi
koneksni. Neka je h:S —{0,1} neprekidno preslikavanje prostora (S, ) na
diskretan prostor {0,1} i neka je a€S jedna po volji fiksirana tafka. Tada je
h(p)=h(a) za sve one tatke p iz skupa S za koje je p(a)=a(ax) izuzev za
najvife Ronaéno mnogo indeksa iz skupa (o) © skup svih talaka p iz S sa tom
osobinom je svuda gust u prostoru (S, ).

Dokaz. Definidimo parcijalno preslikavanje hy: Ty — (0,1} kao i u pret-
hodnom stavu: ako je ye€ S i ako je y(«)=x, y(B)=a(B) za P« stavidemo
Ay (x)=h(y). Prema stavu 1.4.5. funkcija %, je neprekidna pa kako je prostor
(Ty, U*) koneksan, funkcija 4, svodi se na konstantu. Ali je hy (a(«))=h(y)
ibhy (a(e))=h(a) pa zato mora biti k(y)=h(a). Uzmimo sada neki drugi
indeks v+« pa na sli¢an nadin definiS§imo parcijalno preslikavanje Ay : Ty — (0,1}
sa iy (§)=h(y;) gde je y,€8 ona tacka za koju vail y,(v)=£ i 3 (B)=y (@)
za B#v. Funkcija hy je neprekidna a prostor (Ty, 2JY) koneksan pa se funk-
cija hy svodi na konstantu. Ali je iy (y(v)) = h(y) i by(y(Y)) = k() i zato
h(y) = h(y) pa zbog A(y) = h(a) vidimo da mora biti i A(y,) = k(a). Pri-
metimo sada da za talku y, € S vai#i y, (B) = a(B) izuzev za najvile dva in-
deksa « i y. Matematickom indukcijom taj se postupak moZe produZiti povolji
i pokazati da je h(p) = h(a) za sve one tatke p € S za koje je p(x) = a(x)
izuzev za najviSe konano mmnogo indeksa iz skupa (a). Neka je sa 4 oznafen
skup svih tataka p iz S sa tom osobinom. Pokazatemo da je adherencija A
skupa A jednaka skupu S u prostoru (S, 20, tj. da je skup A svuda gust
u tom prostoru. Neka je g € S povolji uzeta tacka i neka je I Wg(x) proiz-

o)k

voljna okolina tatke g u prostoru (S, ). To znali da je Wg(x) = Ty za
o € (@) \_{(«)*, gde je (@)* C («) konatan skup. No medu tatkama koje leZe u
okolini Il Wg(x) nalaze se tatke p za koje vaZi p(x) € Wg(e) za a € (a)* i

(ay*
P(®) € Te za « € (&) \\(x)*. Kako svaka okolina oblika Vg sadrZi neku oko-
linu oblika IT Wg(x), to znadi da je g € 4 i zato S=4, q. e. d.
(>

STAV 1.4.7. Okolinski proizvod-prostor koneksnih okolinskih prostora koji
ispunjavaju aksiom distributivnosti je koneksan.

Dokaz. Neka je (S = Ty, ) okolinski proizvod-prostor koneksnih

(o)

okolinskih prostora (T, W?%), a € («), koji ispunjavaju aksiom distributiv-
nosti. Neka je £:S ~ (0,1} neprekidno preslikavanje prostora (S, 2!) na diskre-
tan prostor {0,1}. Ako je @ € S jedna fiksirana tacka, prema prethodnom
stavu postoji svuda gust skup A u prostoru (S, 2! sa osobinom da je
h(p) = h(a), za svako p € A. Definidimo sada fumkciju f:85—{0,1} ovako:
f(g) = h(a) za svako g € §. Funkcija f je oCigledno neprekidna pri éemu je
f(x) = h{a) = h(x) za svaku talku x € 4. Prema stavu 1.4.1. to znadi da je
F(x) = h(x) = h{(a) za sve tatke x € S, odakle sledi da je funkcija f konstanta,
pa je prostor (S, ) koneksan, q. e. d.
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Obratno, ako je okolinski proizvod-prostor koneksan, imamo stav:

STAV 1.4.8. Neka je (S, ) okolinski proizvod-prostor okolinskih prostora
(Ta> U, « € (2), koji ispunjavaju aksiom distributivnosti. Ako je prostor (S, )
koneksan, tada su i svi prostori faktori Ty, U*) koneksni.

Dokaz. To je neposredna posledica <injenice da su sve projekcije
fu:S— T, neprekidne funkcije koje skup S preslikavaju na skup T, . Zato
prema stavu 1.1.12. svi prostori (T, %) moraju biti koneksni, q. e. d.

Ako u stavu (1.4.2.) uvedemo samo uslov

(1.4.2") 1 (Wf. (@) C Va

onda tim nadinom definisana okolinska baza 9 u prostoru (S, 2 neée, u
opstem sludaju, ispunjavati aksiom distributivnosti. Zato i odgovarajuéi okolin-
ski proizvod-prostor (S = Il T, 9%), u kome je umesto (1.4.2") stavljeno samo

(1.4.2'") ft (Wg(a)) C Vg,

ne mora ispunjavati aksiom distributivnosti. No, s obzirom na stav 1.1.12,
stav 1.4.8. moZe biti nesto uopsten:

STAV 1.49. Neka je (S = 1 Ty, ) okolinski proizvod-prostor okolinskih
prostora (Su, U*), pri lemu je okolinska baza IR definisana sa (1.4.2'").
Ako je prostor (S, ) koneksan, onda su i svi prostori faktori (To, DU*) koneksni.

Dokaza¢emo sada sledeéi stav:

STAV 1.4.10. Ako svaki prostor (To, U*), a € (x), ispunjava aksiom
tranzitivnosti tada i okolinski prostor (S, 4), definisan u stavu 1.4.2. ispunjava
isti aksiom, pa bilo da je okolinska baza I definisana na natin 1.4.2. ili 1.4.2".

Dokaz. Stav je dovolino dokazati za slutaj da je okolinska baza 2 de-
finisana na nadin 1.4.2. Neka je a € S bilo koja tatka i Va bilo koja njena
okolina. Prema tome, postoji konatan skup ()* = (: ¢ = 1,2,...,n] indeksa
tako da je

O fut (W, (@) i = 1,2,...,m) C Va.

Po pretpostavci, za svaku okolinu Wfy . (a), 1 = 1,2,...,n, postoji neka okolina
Wif, (@) C Wiy, (a) sa osobinom da za svako b € W'fy, (a) postoji neka oko-
lina Wb tatke b tako da je W'b C Wiy (a) (svojstvo ekvivalentno aksiomu
tranzitivnosti).
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Tada je
Via= 0 {fo (Wi (@) i = 1,2,...,n) C 0 {fo 2 (Win,(@)) i = 1,2,...,n)

i zato
Via c Va.

Uzmimo sada neku tatku y € V*a. Bice:
J;(0) € Wifg(a)yi = 1,2,...,m.
Zato postoji neka okolina
W fa, ()
tatke fo,(y) sa svojstvom
Wify;(3) C Wiy (a),

za svako 7 = 1,2,...,n. Odatle sledi

Joi (W'fa,(y)) C fo 7 (Wfe; (@)

i zato
N {a‘.‘l(W"(y)):i = 1,2,...,n) CN{f P (Wfe,(a)):ii=1,2,...,n].

No presek skupova na levoj strani te inkluzije je neka okolina tatke y, koju
éemo oznaCiti sa Vy. Tako vidimo da je Vy c Va za svaku tatku y € Vla,
$to znadi da prostor (S, 2 ispunjava aksiom tranzitivnosti, q. e. d.

Kao neposrednu posledicu prethodnog, imamo specijalno:

STAV 1.4.11. Neka je (S = 11 Ty, ) okolinski proizvod-prostor okolin-
skih prostora (To, %), « € (o), koji ispunjavaju aksiom tranzitivnosti i aksiom
distributivnosti. Tada i prostor (S, ) ispunjava te aksiome. Drugim refima,
prostor (S, ) je topoloski proizvod topoloskih prostora (T, U*), « € (x).

STobzirom na stavove 1.4.7, 1.4.8.1i 1.4.11. moZemo stilizovati ovaj stav:

STAV 1.4.12. Topoloski proizvod ma koliko topoloskih prostora je komeksan,
ako t samo ako su svi prostori-faktori Roneksni.
Kao primer, navedimo ovde euklidske prostore R" koji nisu nifta drugo

do topolodki proizvodi numeri¢ke prave R! uzete n-puta kao faktor. Kako je
numeri¢ka prava R! koneksna, moZemo redi:

STAV 1.4.13. Svi euklidski prostori su koncksni.
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Ukaza¢emo ovde jo§ na neke stavove. Neka su r, adherencije okolinskih
prostora (Ty, 9%, « € («), i neka je v adherencija okolinskog prostora (S, )
pri Cemu je 9 okolinska baza definisana na S posredstvom preslikavanja
Jo:S= Ty i okolina Va definisanih na natin (1.4.2""). Prostori (T% %) pa
ni prostor (S, ), ne moraju verifikovati aksiom distributivnosti. Tada vaZi
(vidi takode moj rad [8]):

(1.4.6) A= N (flrafs A ac@), AC S

Dokaz. Uzmimo najpre da je g € 74. Kako su sve funkcije f, nepre-
kidne, mora biti (vidi, na primer, moju knjigu [1]) fx (&) € TafxA4 i zato

g€ fultyfu A za svako o € (a).
Defini§imo sada na skupu S okolinski prostor (S, o) stavljajuéi
6 A =M{fylvgfeAd :a€ ()}, ACS.

Zaista, lako je proveriti da operator ¢ : P(S)— P(S) ispunjava aksiome 19, 29i
30 okolinskih prostora. Prema tome, iz prvog dela ovog dokaza sledi da je
14 C 6 A za sve delove A skupa §. No lako je pokazati da bi to znalilo da
bi okolinski prostor (S,s) bio grublji od okolinskog prostora (S,+). S druge
strane, sva preslikavanja

J2: (S5 6) = (Ta, W), & € (@),

neprekidna su, jer iz g€ 64 sledi fu(g) € tufad za sve indekse « € («).
Medutim, prema osobinama prostora (S,t) (vidi takode moj rad [4]), prostor
(S,7) je grubljii od svih okolinskih prostora na S za koje su sve funkcije fy
jo§ uvek neprekidne. Zato mora biti ¢ 4 C A4 za sve delove 4 skupa S. Iz
te i gore dokazane relacije sledi da mora biti 6 A =74, AC S, q. e. d.

Lako je proveriti da stav (1.4.6) vaZi i za sludaj kada svi okolinski
prostori (Ty, 90*) verifikuju aksiom distributivnosti, pa ga u tom sludaju
verifikuje i okolinski prostor (S, 2) definisan u stavu 1.4.2.

Specijalno, relacija (1.4.6) vazi i kada je reé o okolinskim proizvod-
~prostorima (S, ?!) okolinskih prostora (Ty, %%), « € (a), gde ée fy znaliti
projekcije prostora (S, 2!) na prostore (Ty, %¥*). To u stvari zna¢i da se oko-
linski proizvod-prostori mogu upravo i definisati neposredno pomocu relacije
(1.4.6). Tako je Don A. Mattson u [1] zapravo i definisao proizvod-prostore
razmatrajuéi prosirene topologije (extended topology) P. C. Hammer-a. Speci~
jalno je Don A. Mattson-u uspelo da u pomenutom radu dokaZe da je koneksan
okolinski proizvod prebrojivo mnogo koneksnih okolinskih prostora koji ne ve-
rifikuju aksiom distributivnosti.

3 Koncksni prostori
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STAV 1.4.14. Neka je (S = 0Ty, 9, 7) okolinski proizvod-prostor oko-
linskih prostora (Tg, U*, ), « € (&), kofi zadovoljavaju aksiom distributivnosts,
Neka fe za svako o € («) dat neprazan skup Ay C Ty. Tada je

(1.47) T [1Ay = Il 74 Ay,

(C3] (¢}
gde © 1 vy 2nale adherencije. S druge strane, imamo

(1.4.8) int IT Ay = I int A,

(% (o0*

gde je (a)* konalan skup indeksa iz skupa (@), Ay = Ty 2a « € (&) \ (2)* { gde
int X oznaluje interior skupa X u odnosu na prostor u kome skup X lesi,

Dokaz. Neka se tactka g iz S nalazi u levoj strani relacije (1.4.7). Zbog
neprekidnosti projekcija fo:S — Ty, bi¢e (vidi moju knjgu [1], §6, stav 3)
fulg) =g(a) € 1 Ax 2za svako « € (x). Zato se tatka g nalazi i u desnoj
strani te relacije. Obratno, neka se tatka g nalazi u desnoj strani relacije
(1.4.7). Tada je fu(g) = g(a) € 74 Ay za svako a € («). Prema tome, za svaku
okolinn Wg(x) tatke g(x) & Ty postoji talka b(a) € A, sa osobinom b(a) € We(x).
Specijalno, izuzev za neki kona¢an skup («)* indeksa o, moZemo uzeti Wg(x) = T,
Tada je b(a) € Wg(e) za a € (0)* i b(x) € Ty za « € (&) \ («)*. To znadi
da tatka b € S, koja ima osobinu da je fy(b) = b(a) € Ay, & € (&), lezi u
skupu (I§ Wg(a) i zato b € 'r(H Ay

o)* o)

DokaZimo sada relacnu (1.4.8). Neka se tatka g nalazi u levoj strani te

relacije. Postoji dakle njena okolina II Wg (o) koja je sadrZana u skupu I 4,.
(*

Kako je zato Wg(«) C 4o i fu (&) e Wg (), vidimo da je g(«) € intd, za

svako « i zato g € 1T int A4,. Obratno, neka tatka g leZi u desnoj strani

(o
(1.4.8). Za svako « € (w)* postoji dakle okolina Wg («) tatke g(a) € A, s2
osobinom Wg (o) C Ay ; 2ko je a € («)\ ()%, stavicemo Wg (x) = T . Vidimo
tako da tatka g lezi u skupu I Wg(a) c Il 4y 1 zato g € int 11 4y, &ime
(a* @)* (a*
se zavriava dokaz stava.

Za uslove pod kojima ¢e okolinski koli€nik prostor biti koneksan, Citalac
moZe konsultovati moj rad [3].

1.5. Lokalno koneksni okolinski prostori

DEFINICIJA 1.5.1. Unija svih Eoneksnih skupova u okolinskom prostoru
(E, 1) koji sadrfe tatku a iz E, zove se koneksna komponenta te tathe. Koneksnu
komponentu ratke a oznalidemo sa E (a).

|
\
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<

DEFINICIJA 1.5.2. Neka je (A, o) potproyg;' okoiinskbg prostora (E, 7).
Koneksne komponente A(a) talaka a € A u prostory (A, o) zvacemo jednostavno
koneksne komponente skupa A.

STAV 1.5.1. Koneksne komponen-e E (a) talaka a € E okolinskog prostora
(E, ) su koneksni skupovi u tome prostory.

Dokaz. To je neposredna posledica stava 1.1.22, q. e. d.

STAV 1.5.2. Koneksne komponente E(a) i E(b) dve talke a,b € E oko-
linskog prostora (E, 1) ili su jednake ili nemaju wijedne ratke zajednilke.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je svaka komponenta E(q), a € E u isti
mah komponenta E(b) i svake tatke b € E(a). Zaista, kad bi postojala tatka
x € E(a), x¢ E(b), prema definiciji 1.5.1. tacka x ne bi leZala ni u jednom
koneksnom skupu koji sadrZzi tatku b, tj. tatka x ne bi mogla leZati ni u
skupu E(a), suprotno pretpostavci. Na isti naCin pokazuje se da ne moZe
nastupiti¥ni slutaj x € E(b), x¢ E(a) pa mora biti E(a) =E(®), q. e. d.

STAV 1.5.3. Koneksne komponente rafaka u okolinskom prostoru (E, 1) su
gatvoreni skupovi u tome prostoru.

Dokaz. Zaista, neka je a € E bilo koja tatka i E(a) njena koneksna
komponenta u prostoru (E,r). Prema stavu 1.1.16, adherencija = E(a) skupa
E(a) je koneksan skup pa, s obzirom na definiciju 1.5.1, mora biti = E(a)c E(a),
$to znali da je E(a) zatvoren skup, q. e. d.

StaviSe, vaZi stav opdtiji od prethodnog:

STAV 1.5.4. Neka je A zatvoren skup u okolinskom prostoru (E,t). Tada
je i svaka koneksna komponenta skupa A zatvoren skup u prostoru (E, ).

Dokaz. Neka je (4,q) potprostor prostora (E, v) i neka je A(a) koneksna
komponenta tatke a e A u prostoru (4,s). Prema prethodnom stavu je
o A(a) = A(a). Pretpostavimo da skup A (a) nije zatvoren u prostoru (E, 1).
Tada bi postojala jedna tatka x € v.4(a) sa osobinom x¢ A4 (a). Medutim je
xe€tA(@ ctA=A1 zato x € 4 odakle

xedntA@) =ocd(a) = Aa)

suprotno pretpostavci. Zato je tA(a) = A(a), q. e. d.

U stvari, taj dokaz pokazuje da vaZi ova opSta Cinjenica u bilo kojem
okolinskom prostoru (E,~). Neka je F zatvoren skup u tome prostoru. Tada

3x
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je u tome prostoru zatvoren i svaki onaj podskup iz F koji je zatvoren u
skupu F kao potprostoru prostora (B, t).

S druge strane, za otvorene skupove vaZi analogon prethodnog stava (vidi
stav 1.5.7), ali pod novim -uslovima.

STAV 1.5.5. Neka okolinski prostor (E, ) ispunjava aksiom distributivnosti
i neka je G C E owwvoren skup u tome prostoru. Tada je u tome prostoru ortvoren
t svaki podskup A C G koji je otvoren u porprostoru (G, o) prostora (E, 7).

Dokaz. Neka je skup A ¢ G otvoren u prostoru (G, o). Tada je (videti

moju knjigu [1])
int,A=Gnintz[4Au(ENG]=4
gde int znadi interior ili unutra$njost skupa, a indeks uz int oznaCuje prostor
na koji se odnosi. Kako prostor (E, ) ispunjava aksiom distributivnosti i kako
je int , G = G, bice
Gnint, [A U(E\Q@]=intz[Gn [4 U (ENG)]]
=int,(GnN A)=GCGnintz A4

Zato je

int,4A=Gnint A4
Ali iz A ¢ G sledi int;Adcint,G=aG
i zato
pa je

intgd =intg 4.
No iz intg A4 = A4 sledi dalje
intgA =4,

§to znadi da je skup A otvoren i u prostoru (E,t), q. e. d.

STAV 1.5.6. Neka su A i B dva -odeljena skupa u okolinskom prostoru
(B, 7). Tada je svaka koneksna komponenta unije A U B sadriana ili u skupu
A ili u skupu B.

Dokaz. To je neposredna posledica stava 1.1.20', q. e. d.

DEFINICIJA 1.5.3. Okolinski prostor (E,r) je lokalno koneksan, ako i
samo ako svaka tatka x €'E ima lokalnu okolinsku bazu koja se sastofi iz +-ko-
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neksnih skupova. Podskup A C E je lokalno koneksan u prostoru (E, ), ako i
samo ako je lokalno komeksan potprostor (A, s) prostora (E, 7).

Primer 1.5.1. Numeritka prava R! je koneksni, lokalno koneksni prostor.
Svi euklidski prostori R” su koneksni i lokalno koneksni.

Primer 1.5.2. Prostor Q svih racionalnih taaka kao potprostor numeritke
prave R! nije lokalno koneksan.

Primer 1.5.3. Svaki diskretan prostor je lokalno koneksan (kod takvih
prostora svaka tatka predstavlja jednu njenu okolinsku bazu, a svaki jedno-
tlani skup je koneksan).

Primer 1.54. Graf I' = (x, sini]:x>0}ul(0,y): -1y < +1}
X

je koneksan ali nije lokalno koneksan u dvodimenzionom euklidskom prostoru R2.
Da 1i je koneksna dvotatka (vidi primer 1.1.3.) lokalno koneksna?

STAV 1.5.7. Koneksne komponente otvorenih skupova u okolinskim lokaino
koneksnim prostorima su otvoreni skupovi u tim prostorima. (Vidi takode bez
dokaza u D. Kurepa, {31, str. 467).

Dokaz. Neka je G neprazan otvoren skup okolinskog prostora (E,t) i sa
int ; G oznadimo njegov interior u tome prostoru. Tada je int ; G = G. Neka je
x€ G bilo koja tatka i neka je G (x) njena koneksna komponenta u odnosu na G
kao potprostor prostora (E,t). Za dokaz stava dovoljno je dokazati da je G(x)C
int ; G(x). Neka je y € G(x). Kako je G(x) ¢ G, postoji neka okolina Vy
taCke y sa svojstvom Vy ¢ G. Kako je (E,r) lokalno koneksan prostor, postoji
koneksna okolina V1y tatke y sa osobinom V'y C Vy i zato Viy C G. No
G (x) je koneksan skup u prostoru (E, ) pa kako je

y e Vyn Gx),

unija V'y U G(x) takode je koneksna u tome prostoru (vidi stav 1.1.22). No
G(x) je koneksna komponenta talke x, odakle sledi da mora biti Py c G(x).
A to znadi da je y € int ; G(x), q. e. d.

Specijalno, vidimo da su u lokalno koneksnim prostorima koneksne kom-
ponente pojedinih tacaka otvoreni skupovi u tim prostorima.

Ako taj stav uporedimo sa stavom 1.5.3, onda vidimo da analogon stava
1.5.3 za otvorene skupove vazi tek u okolinskim lokalno koneksnim prostorima.
S druge strane. ako stav 1.5.7. uporedimo sa stavom 1.5.5, onda vidimo da
svojstvo lokalne koneksnosti, za koneksne komponente otvorenih skupova, moZe
zameniti svojstvo distributivnosti okolinskog prostora.

STAV 1.5.8. Neka je (E, =) okolinski prostor koji vertifikuje aksiom tran-
zitivnosti. Ako su koneksne komponente otvorenth skupova u prostoru (E, ) otvo-
rene, taj je prostor lokalno koneksan.
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Dokaz. Pod uslovom stava su u prostoru (E, t) interirori (unutra$njosti)
njegovih podskupova otvoreni i taj se prostor moZe rekonstruisati bazom otvo-
renih okolina. Zato je dovoljno pokazati da za svaku talku x € E i svaki skup
Vx sa osobinom x € int Vx postoji koneksni otvoreni skup V?x sa osobinom
V% c intVx. Neka je k(x) koneksna komponenta tatke x u skupu int Vx kao
potprostoru prostora (E, ). Po pretpostavci, k(x) je otvoren skup u prostoru
(E,«). Zato mozemo staviti &(x) = V% pa je Vo C intVx, q. e. d.

Neposredna posledica prethodna dva stava je

STAV 1.5.9. Okolinski prostor (E, <) koji verifikuje aksiom tranzitivnosti
je lokalno koneksan, ako i samo ako su koneksne komponente orvorenih skupova
otvoreni skupovi u tome prostoru.

Zaitopoloske prostore imamo slede¢i kriterijum koji se odnosi na topo-
losku bazu.

STAV 1.5.10. Topoloski prostor je lokalno komeksan, ako i samo ako
poseduje topolosku bazu koja se sastoji od koneksnih skupova.

Dokaz. Neka je (E, 1) lokalno koneksni topoloski prostor i neka je o bilo
koji njegov neprazni otvoreni skup. Za svako x € o postoji koneksna otvorena oko-
lina Vx talke x sa osobinom Vx C o. Prema tome, skup o moZe da se napife u
obliku U [Vx:x € o} takvih skupova Vx. To znali da familija svih otvorenih
koneksnih okolina Vx talaka x € E predstavlja jednu topolo$ku bazu prostora
(E, 7). Obratno, neka je B topolodka baza prostora (E,t) koja se sastoji od
koneksnih skupova u tome prostoru. Neka je x € E bilo koja tatka i Ox bilo
koja njena otvorena okolina. Postoji koneksna okolina 0'x € B tatke x sa oso-
binom 0*x c 0Ox. To znali da tatka x ima lokalnu okolinsku bazu koja se
sastoji od koneksnih skupova, g. e. d.

Medutim, sledeéi kriterijum vaZi za sve okolinske prostore.

STAV L1.5.11. Okalinski prostor (E, ) je lokalno koneksan, ako i samo ako
za svaku talku a € E i svaku okolinsku bazu 7, te talke, njenu okolinsku bazu
saéinjavaju 1 koneksne komponente iste tatke u odnosu na njene okoline Va € 9, .

Dokaz. Taj stav je posledica definicije 1.5.3. i stava 1.1.6.

IzloZiéemo jo§ jedan kriterijum lokalne koneksnosti okolinskih prostora
uvodeéi prethodno ovu definiciju (vidi moj rad [7]).

DEFINICIJA 1.5.3'. Okolinski prostor (E, ) je koneksan u malom u talki
a, ako i samo ako za svaku okolinu Vatalke a postoji njena okolina Wa, sadr-
ana u Va, sa svojstvom da za svaku talku b € Wa postoi neki koneksni skup
u kom su sadriane obe talke a,b i koji je sadran u skupu Va.
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To je uopitenje jedne definicije St. Mazurkievicz-a i H. Hahn-a (vidi H.
Hahn [1]) u kojoj se umesto okolinama operise sa otvorenim skupovima (,,Zusam-
menhang im Kleinen®). H. Hahn je pokazao u stvari da je kod metrizabilnih
prostora svojstvo ,Zusammenhang im Kleinen“ u svakoj tacki, ekvivalentno
lokalnoj koneksnosti posmatranog prostora.

J. G. Hocking i G. S. Young su u [1] tu ekvivalentnost dokazali kod
topolodkih prostora. Sa definicijom 1.5.3', ovde demo pokazati da analogna
ekvivalentnost vaZi i kod okolinskih prostora.

Pre svega, oligledno je da su lokalno koneksni okolinski prostori koneksni
u malom u svakoj tacki. PokaZimo da vaZi i obratno:

STAV 1.5.11". Ako je okolinski prostor (B, ) koneksan u malom u svakos
tacki, on je lokalno koneksan. )

Dokaz. Uzmimo proizvoljnu tatku a € E i proizvoljnu njenu okolinu Va.
Neka je Komp (a) koneksna komponenta tatke a u odnosu na Va. Postoji
okolina Wa C Va iste tacke sa osobinom da za svaku tatku & € Wa postoji
koneksni skup H(a,d) koji sadrzi skup {a, b} i koji je sadrZan u okolini Va.
Zato je unija

U {H(a,b):b € Wal

koneksan skup sadrZan u Va i, prema tome, sadrZan u koneksnoj komponenti
Komp (a). Prema tome,

Wac u{H(ab):b € Wa) c Komp (a).

Drugim redima, tatka e mora leZati u unutrainjosti (interioru) komponente
Komp (a¢). A to znali da koneksne komponente tacke a u odnosu na njene
okoline Va takode obrazuju jednu njenu okolinsku bazu. Prema stavu 1.5.11
to znati da je prostor (F, ) lokalno koneksan, 3to je trebalo dokazati.

Neprekidna slika lokalno koneksnog prostora ne mora biti lokalno koneksan
skup. U primeru 1.5.2. konstatovali smo da skup Q svih racionalnih tataka
kao potprostor numeri¢ke prave RY, nije lokalno koneksan. Ako na istom skupu
O kao nosiocu definidemo diskretan prostor, oznalimo ga sa Q,,onda Q,; je
lokalno koneksan prostor. Identi¢no preslikavanje I:Q; — Q prostora Q; na
prostor Q je neprekidno, prostor Q; je lokalno koneksan, a njegova slika
I(Qy)) = Q nije lokalno koneksna. Ali imamo ovaj stav:

STAV 1.5.12. Neka je f:S — T neprekidno preslikavanje okolinskog prostora
(S, o) na okolinski prostor (T, ) i neka ono ispunjava usiov

(1.5.1) f(int A) = int (f(A))

za svaki skup A C S. Ako je prostor (S, o) lokalno koncksan, onda je lokalno
koneksan i prostor (T, x).
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(U stvari, kako je f neprekidno, uslov f(intA) O intf(A) je veé ispunjen,
(vidi stav 3,§ 6, moje knjige [1]) pa za jednakost (1.5.1.) bilo bi dovoljno pret-
- postaviti jof uslov f(intA) C intf(A)).

Dokaz. Uzmimo bilo koju tatku s € S i bilo koju okolinu Wf(s) tacke
f() u prostoru (T, ). Kako je f neprekidna funkcija, a prostor (S, o) lokalno
koneksan, postoji koneksna okolina Vs tatke s sa osobinom

F(Vs) c Wf(s).
Medutim je s € int Vs pa je zato

F(® € fnt Vs) = int (f(Vs)) C int Wf(s) ¢ Wf(s).

Kako je dalje V, koneksan skup u prostoru (S, s), njegova neprekidna slika
F(Vs) je koneksan skup u prostoru (7,7) i zato sadrzan u koneksnoj kompo-
nenti Kf(s) tacke f(s) u odnosu na okolinu Wf(s) tatke f(s). Zato je

£(s) € intf(Vs) C int Kf(s) € WF(s),

tj. koneksne komponente Kf(s) tatke f(s) u odnosu na njene okoline Wf(s)
obrazuju jednu okolinsku bazu iste talke, pa je prema stavu 1.5.11 prostor
(T, ) lokalno koneksan, ime se zavrSava dokaz.

Primetimo da ako je skup A € S otvoren, uslov (1.5.1) zna¢i da je tada
njegova slika f(4) ¢ T otvoren skup (tj. f je otwvoreno preslzkavan]e)

Kao posledicu prethodnog imamo

STAV 1.5.12". Svojstvo lokalne koneksnosti je topoloska invarijanta.

Dokaz. Neka je f: S — T obostrano jednoznacno preslikavanje okolinskog
prostora (S, ¢) na okolinski prostor (7, ) i neka ono ispunjava uslov (1.5.1.).
Tada je f homeomorfizan (vidi stav §,§6, moje knjige [1]) i prema stavu
1.5.12 ili su oba prostora lokalno koneksna ili nijedan, $to je trebalo dokazati.

STAV 1.5.13. Neka je (S = N1 Ty, D) okolinski proizvod-prostor okolin-
skih prostora (Tq, U*), a € («), koji zadovoljavaju aksiomu distributivnosti. Ako
je g €S bilo koja tatka i K(g () koneksna komponemta talke g() e Ty u
prostoru (Tq , %), « € (o), tada je

K= (g Kg (=)

koneksna komponenta talke g u prostoru (S, 2.
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Dokaz. Kako su skupovi K(g(«)) koneksni u prostorima (T, U™,
« € («), prema stavu 1.4.7, skup K(g) je koneksan u prostoru (S, 2. Pret-
postavimo da postoji koneksan skup H c S sa osobinom da je K(g) c H.
Tada je projekcija fy(H) = Hy C Ty koneksan skup u prostoru (Ty, 2*) i
pri tome je fo (K(g)) C fo(H) = Hy koneksan skup u istom prostoru. No kako
je fa(K(g)) =K(g(«)), a K(g(x)) je koneksna komponenta tatke g (=) € Ty,
mora biti Hy = K(g(«)). Zato je

H=THy =T K(g(x) = K(g).
@ @

Time je dokaz zavrien.

STAV 1.5.14, Neka je data beskonatna familija lokalno koneksnih okolin-
skih prostora (Ty, W™, o € (v), ko zadovoljavaju aksiomu distributivnosti i
Roji su, izuzev za neki komaan skup (o)** indeksa, koneksni. Tada je i njihov
okolinski proizvod-prostor (S = 1Ty, ) lokaino koneksan.
(@)

Dokaz, Neka je ¢ € S bilo koja tatka pa uzmimo bilo koju njenu oko-
linu oblika (vidi stav 1.4.4) II Wg(«) gde je (a)* C («) konalan skup. Neka
(o*

je K(g(x)) koneksna komponenta tatke fy{g) = g(«) € Wg(e) u odnosu na
okolinu Wg(«) iste tatke, pri Cemu je Wg(a) = Ty za « € (&) \ («)*. Kako
je po pretpostavcei g(x) € int K(g(a)) za « € (w)* U ()** a K(g(a)) = int
Klg(@)) =Ty za « € @)\ ((&* v (@)**) (jer, za te indekse « svi prostori
(To» 2*) su koneksni!), vidimo da je

g € M int Kg ().

@)* U (o)**
Prema relaciji (1.4.8) vidimo tako da mora biti i

ge intll K(g(x)).

)% U (o**

S druge strane, prema stavu 1.5.13 je

K(g) = I R(g(x))

(ay* U (>
i zato
geintK(g)=intll K(g(a)) c NK{(g(x)) ¢ II Wg (),
( (a)*

ayx U (eow* (e)* U (o)*x

gde je K(g) koneksna komponenta tatke g u odnosu na njenu okolinu IT Wg (o).

&,
Vidimo da za svaku talku g € S i svaku njenu okolinu, talka g leZi u inte-
rioru koneksne komponente iste talke u odnosu na tu okolinu, pa je prema
stavu 1.5.11, (S, 2) lokalno koneksan, ¢ime se zavr3ava dokaz.



42 Zlatko P. Mamuzié

VaZi i obrat prethodnog stava:

STAV 1.5.15. Neka je data beskonaina familija okolinskih prostora
(To s W%, o € (w), koji zadovoljavaju aksiomu distributivnosti © neka je okolinski
proizvod-prostor (S = U Ty, ) th prostora lokaimo komeksan. Tada su svi
prostori faktori (Ty, U*), o € (o), lokalno koneksni i, izuzev za neki konafan
skup indeksa o, svi ti prostori su koneksn:.

Dokaz. Neka je 4 ¢ S bilo koji neprazni podskup u prostoru (S, %) i
neka je

geEint4
u tome prostoru. Postoji dakle okolina
Vg = 11 Wg(a)
(o>

sadrZzana u skupu 4. Medutim je

fa(Vg) = Weg (o) C fu(4)

pa je zato g(«) € intfy (A). Drugim refima, dokazali smo da je

fa(int 4) C intfy(4),

pa kako su sve projekcije f,,a € («), neprekidne, prema stavu 1.5.12 svi
prostori (T, 7U0%) su lokalno koneksni. Dokaza¢emo sada da medu prostorima
(Ty, W), o € (), moZe biti najvife konalno mnogo prostora koji nisu konek-
sni. Pretpostavimo naime suprotno: postoji beskonadan skup («); C («) indeksa
o tako da za a € (w), prostori (T, %) nisu koneksni. Uzmimo jednu tacku
g € S i formirajmo sve koneksne komponente Kg (a) tataka g («) € Ty, o € (o).
Tada je prema stavu 1.5.13,

K(g)=(gK(g(«))

koneksna komponenta tagke g u prostoru (S, 24). Medutim, kako je K (g (a))# Ty
za beskona¢no mnogo indeksa « € («),, ne postoji nijedna okolina

I We («)

(oy*

talke g koja bi bila sadrzana u skupu K(g), jer je (2)* C («) konalan skup i
Wg(x) = Ty za a € (&) \ («0)*. Zato koneksna komponenta K(g) ne bi bila
otvorena u lokalno koneksnom prostoru (S, 2, a to je nemoguéno prema stavu
1.5.7. Drugim redima, najviSe konadno mnogo prostora-faktora u prostoru
(S, 20 nisu koneksni, q. e. d.
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Specijalno vaZe prethodna dva stava u slucaju topoloSkog proizvoda topo-
lodkih prostora pa ¢emo tu &injenicu stilizovati u obliku ovog jednog stava:

STAV 1.5.16. Topoloski proizvod topoloskih prostora je lokalno koneksan,
ako 1 samo ako su svi prostori-faktori lokalno Roneksni i ako najvife konalan
broj tih prostora nije koneksan.

Razmotri¢emo sada pitanje da 1i se svojstvo lokalne koneknosti sa datih
Iokalno koneksnih prostora prenosi na njihove okolinske koliénik-prostore. Neka
je (S, o) dati lokalno koneksni okolinski prostor, neka je T dati neprazni skup
i f: 8 = T preslikavanje prostora (S, ¢) na skup 7. Tada na skupu T moZemo
definisati (vidi moj rad [4]) okolinski prostor (7, t) na sledeéi nalin. Ako je
x € § proizvoljna tatka i f(x) € T njena slika u skupu T, podskup Wf(x)c T,
koji jsadrzi tatku f(x), staviéemo u okolinsku bazu %% prostora (T, <), ako i
samo ako skup

Wi csS

pripada okolinskoj bazi prostora (S, ). Pokazuje se tada da je f neprekidna
funkcija i da je za svako x € S, maksimalna okolinska baza talke f(x) opse-
Znija od maksimalne okolinske baze iste tatke bilo kog okolinskog prostora na
T za koji je f jo§ uvek neprekidna funkcija. Okolinski prostor (T, t) moZemo
zvati indukovan okolinski prostor, ili okolinski koliénik-prostor prostora (S, o),
mada se, u skladu sa ve uobitajenom terminologijom u op§toj topologiji, tim
imenom naziva onaj specijalan sludaj u kome se za T wuzima skup-koli¢nik
Sles gde je p jedna data relacija ekvivalencije na skupu S, a za funkciju f
funkcija f(x) = klp [x], x € S, gde klp[x] znali klasu ekvivalencije tatke x € S
u odnosu na relaciju ekvivalencije .

STAV 1.5.17. Neka je okolinski prostor (S, c) lokalno koneksan. Tada je
lokalno koneksan i njegov okolinski kolilnik-prostor (T, 7).

Dokaz. Uzmimo bilo koju tatku x € S i proizvoljnu okolinu Wf(x)
tatke f(x) u prostoru (T, r). Oznatimo sa Vf(x) koneksnu komponentu tatke
f(x) u odnosu na skup Wf(x). Tada je

fAVF@) ¢ fA(Wf(x).

Kako je skup f-1(Wf(x)) jedna okolina tatke x u prostoru (S,c), a taj je
prostor lokalno koneksan, neka je Vx koneksna komponenta tatke x u odnosu
na f~1(Wf(x)), tj. jedna koneksna okolina iste tatke sadrZana u tome skupu.
Kako je funkcija f neprekidna, slika f(Vx) je koneksna u (T, ) i zato sadrZa-
na u koneksnoj komponenti Vf(x). Zato je Vx C f1(Vf(x)), pa je Vi(x)
takode neka okolina tatke f(x) jer je f~*(Vf(x)) neka okolina tatke x. Zato
je prostor (T, +) lokalno koneksan, §to je trebalo dokazati.
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Naravno, dokazani stav vaZi specijalno i kada je T = Sfp, f(x)=Klp [x],
x € S, (vidi takode moj rad [7]).

Lako je proveriti da okolinski koli¢nik prostori (T, t) verifikuju aksiom
distributivnosti ako isti verifikuje i prostor (S, s). Medutim, aksiom tranzitiv-
nosti ne prenosi se sa datih okolinskih prostora pa njihove koliénik prostore,
ako se ovi definiSu na gore izloZeni nadin, tj. ako se za primitivni pojam uzme
pojam okoline. Na tu mi je Cinjenicu ukazao M. HuSek (Prag) navodedi sledeéi
primer E. Ceha [2]. Za skupove S, T, adherencije o, v i funkciju f uzima se ovo:

S=|ab,¥b"c);
ca=|ab}, cb ={b'}, ob” =(b",c}, oc = {c};
cX=uUlfex:xeX}, XCS.
T = {a B, };
o= {uf), Tf={B7), vy ={v}

tY=uUlty:ye¥),YcT.
fl@) =« f) =f@") =8, f(©) = ¥.

Prostor (S, o) verifikuje aksiom tranzitivnosti, a prostor (T, <) ne verifikuje
1aj aksiom. Medutim, funkcija f je neprekidna i inverzne slike okolina tafaka
u (7T, t) obrazuju jednu okolinsku bazu prostora (S, o).

Zato ¢emo u kategoriji okolinskih prostora koji verifikuju aksiom trazi-
tivnosti, koli¢nik-prostore definisati posredstvom pojma otvorenog skupa kao
primitivnog.

Ako okolinski prostor (S, o) verifikuje aksiom tranzitivnosti, on se moZe
rekonstruisati familijom € otvorenih skupova koja ispunjava ova dva aksioma
(vidi moju knjigu [1]): 1° Prazan skup A i skup S su &lanovi familije O..
2%, Unija proizvoljno mnogo &lanova familije @ je &lan iste familije.

Uzmimo sada neprazan skup 7 i preslikavanje f: S— T skupa S na skup
T pa na T definidimo familiju # skupova B C T na vel uobifajeni nadin u
topologiji, stavljajudi

Be &
ako i samo ako je

(B e0.

Lako je proveriti da familija & takode verifikuje navedena dva aksioma pa
posredstvom te familije na skupu 7T definisani okolinski prostor (7, +) takode
verifikuje aksiom 'tranzitivnosti. Pokazuje se da je f neprekidna funkcija i da
je familija # finija od svake familije %, otvorenih skupova na T za koju je
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f jo8 uvek neprekidna funkcija. Tako definisani prostor (T,+) u kategoriji
okolinskih prostora koji verifikuju aksiom tranzitivnosti moZemo zvati koli¢ni-
kom prostora (S, c) mada je uobitajeno da se taj naziv zadrZava za sludaj kada
je T = Slp, gde je p jedna relacija ekvivalencije na S, i f(x) =klp[x],x € S.

STAV 1.5.18. U kategoriji okolinskih prostora koji verifikuju aksiom tranzi-
tivnosti, svojstvo lokalne koneksnosti premosi se sa datog prostora ma njegov
koliénik-prostor.

Dokaz. Stav ¢emo dokazati na taj nalin §to ¢emo pokazati da su u ko-
li¢nik prostoru (T, t) prostora (S, ¢) koneksne komponente otvorenih skupova
otvorene. Neka je B proizvoljan otvoreni skup u prostoru (T,+) i neka je
b € B jedna proizvoljna tatka tog skupa. Sa B (b) oznadiéemo koneksnu kompo-
nentu tatke b u odnosu na B. Tada je skup f*(B) otvoren skup u prostoru
(S, 6). Za trenutak ¢emo sa f~'(b) oznaliti jednu odredenu talku skupa f-*(B),
a sa S(f1(b)) oznatiCemo koneksnu komponentu tacke f(b) u odnosu na
—1(B). Kako je prostor (S, ¢) lokalno koneksan, skup S(f-1(b)) je otvoren u
prostoru (S, ¢). Njegova neprekidna slika

FSF®))
je koneksna i, sem toga je

bef(S(/®))cB

No, po pretpostavci je B(d) koneksna komponenta tatke b u odnosu na B,
pa zato mora biti

F(S(F®))) c B@®)
odakle sledi
S(f(®) c [ (B®):

§to znadi da skup B (b) mora biti otvoren u prostoru (T, 7), jer je otvoren u
prostoru (S, 6) i skup S(f2(b)).

Zaista, kako je koneksna komponenta B(b) tatke b ujedno koneksna
komponenta svake tatke x € B(b), mora biti S(f1(x) C f~*(B(®)) za svako
x € B(b)), odakle

U S(f) c FBE))
eB®

x
1 zato

B(b) c f(U S(f(x)) c B®).
xe B

Prema tome je

U S(f) = BO)),

x € B(h)
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jer su svi skupovi S(f~*(x)) otvoreni u prostoru (S,s) pa je i njihova unija
otvoren skup u tom prostoru. A to znadi da skup B(b) mora biti otvoren u
prostoru (T, 7). Time je dokaz stava zavrien.

Specijalno stav vaZi kada je T = Slp, f(x) = klp[x),x € S. Stavide, u
sluéaju topolokih prostora, dobija se odatle poznat stav:

STAV 1.5.19. Ako je topoloski prostor lokalno koneksan, takav je i mjegov
koliénik.




2. 9 -KONEKSNOST UNIFORMNIH PROSTORA I 3- KONEKSNOST
8- PROSTORA EFREMOVICA — JU. M. SMIRNOVA

Koneksnost okolinskih i, uop$te, topoloskih prostora oznadavali smo i
kao t-koneksnost, gde v oznatuje topolodku ili uopdtenu topolotku strukturu
okolinskih prostora. U radu [1] su 8. G. Mrovka i W. J. Pervin uveli pojam
uniformne koneksnosti uniformnih prostora i pojam ekvikoneksnosti kod 8-pro-
stora V. V. Efremovi¢ — Ju. M. Smirnova (za definiciju tih prostora vidi na
pr. moju knjigu [1}). Uniformnu koneksnost oznadavatemo sa 9/ -koneksnost
a ekvikoneksnost sa 3-koneksnost. Pre no $to predemo na definicije tih pojmova,
istaknimo sledeée Cinjenice koje ¢e biti korisne u daljem izlaganju.

Neka su dati d-prostori
(Bys 815 T, (Bas 82, 7o)y (Eys 33, 79)
i neka je f: E, — E, preslikavanje prvog prostora u drugi. Kao $to je poznato,
f ie d-funkcija, ako i samo ako iz (M, N) ¢38, sledi (f~*(M), f1(N))¢3;.
Neka je f 3-funkcija i neka je g: E, — E; takode 3-funkcija. Tada je sloZena

funkcija gof d-funkcija. Zaista, neka je (P, Q) ¢3;. Tada je (g~21(P), g 1(Q)) ¢35,
pa je zato i .

(f (e (P)) 7 (87(Q))) = (=) (P (g°f )1 (Q)) ¢35

tj. gof je 8-funkcija.
Sli¢no tome, neka su dati uniformni prostori

(Ey» Uy s %) (Eqg» Us s T2)s (Es» Us > T3)

i neka je f: E; —» E, preslikavanje prvog prostora u drugi. Kao to je poznato,
S je < -funkcija, ako i samo ako za svako V, € 9, vaii f1(V,) € 9y, gde je

AV = [(%3): %y € By i (f(x),f(9) € V3)

Ako je f jedna <Y -funkcija i ako je g: E, —» E; takode 9!/ -funkcija, kao i ma-
lotas pokazuje se da je tada sloZena funkcija gof takode jedna 9 -funkcija.
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Napomenimo jo$ da diskretan prostor {0,1), koji se sastoji od dve tacke,
postaje 3-prostor kad se bliskim proglase oni njegovi podskupovi ¢iji presek
nije prazan (vidi takode napomenu posle definicije 1.3.2). Jedina preslikavanja
d-prostora (E, 8, ©) u prostor {0,1} jesu konstante i one su, ofevidno, 3-neprekidne.

Evo sada definicije &-koneksnosti 3-prostora (vidi takode stav 1.3.1):

DEFINICIJA 2.1. 3-prostor (E,3,<) je 3-koneksan, ako i samo ako nema
d-preslikavanja prostora (E, 3, <) na diskretan prostor {0,1).

Uvedenu definiciju opravdava injenica da d-koneksnost nije ekvivalentna
v-koneknosti. Na primer, skup Q svih racionalnih brojeva, kao potprostor
numeri¢ke prave R!, nije t-koneksan. Medutim, prostor Q je ekvikoneksan
kao 3-prostor definisan na sledeéi natin. Neka je na partitivhom skupu P(RY)
definisana binarna relacija 3 ovako: za M, N ¢ R! je (M, N) € § ako i samo
ako je D(M,N) =0, gde D(M,N) znali rastojanje skupova M, N u odnosu
na uobiéajenu metriku d(x,y) =|x —y|, %y € R, numeritke prave. Tada
R' postaje d-prostor pa Q postaje njegovim &-potprostorom ako skupove
A, B c Q budemo smatrali blizu jedan drugom, ako i samo ako su oni blizu
jedan drugom u R. S druge strane, smatrajuéi diskretan prostor {0,1} takode
metri¢kim prostorom stavljajuéi d(0,0) = d(1,1) =0 i 4(0,1) =1, moZemo i u
njega uvesti delta-strukturu na isti nadin i pri tome izlazi da u prostoru (0,1}
skupovi {0} i {1} nisu blizu jedan drugom. Uzmimo sada bilo koju 3-funkciju
f definisanu na Q sa vrednostima u prostoru {0,1). Kako su {0} i {1} dva
uzajamno daleka skupa u {0,1}, to f~1((0}) 1 f~*({1)) moraju biti uzajamno
daleki skupovi u prostoru Q. No nije teSko videti da jedan od skupova
FA{0)) i fF({1)) mora biti prazan. U protivhom sluéaju bili bi to pravi
delovi skupa Q dija unija daje upravo skup Q. Kako su oni uzajamno daleki
u Q, moraju oni biti uzajamno daleki i u R! odakle bi sledilo D(f-({0}),
FE({1})))=n>0. To znadi da bi na R® postajao interval {(«,B) C R* sa 0so-
binom da je d(a,B) = >0 u kome ne bi bilo tataka iz Q, a to je nemo-
¢no, jer je Q svuda gust na RL. Prema tome, ili je f~1({0}) prazno ili je
f1({1}) prazno, pa f mora biti konstanta.

Videéemo da isti primer opravdava i definiciju %/ -koneksnosti. Medutim,
pre no $to je izloZimo, dobro ¢e biti da podsetimo na uzajamnu vezu koja
postoji izmedu uniformnih i 3-prostora. Neka je (E,8,<) d-prostor pri ¢emu 3
oznauje njegovu 8-strukturu, a v oznacuje topologiju definisanu na E tom
strukturom. Ako su skupovi A4, B € P(E) uzajamno daleki, tj. ako je (4,B)¢3,
formirac¢emo podskup

U(A,B)=C[(AXB)UBXAICEXE
kombinovanog proizvoeda E X E. Otigledno da taj skup sadrzi dijagonalu
A ={(xx):x € E}.

Kada 4, B prolaze familijom svih uzajamno dalekih skupova u &§-prostoru
(E,3,7) i kada formiramo familiju # svih konadnih preseka odgovarajuéih
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skupova U (4, B), pokazuje se da je # jedna baza neke uniformne strukture
9% na skupu E, saglasne sa topologijom t 3-prostora (E, 3, t). Drugim redima,
taj je prostor ujedno uniformni prostor uniformne strukture %/. Obratno, neka
je (E, %, ) uniformni prostor (A. Weil-a), pri ¢emu % znaéi njegovu uni-
formnu strukturu, a 7 topologiju na E definisanu tom strukturom. Na skupu
P(E) definisa¢emo binarnu relaciju 8 na sledeéi nadin : za A4, B € P(E) sta-
videmo (A4, B) € 3, ako i samo ako za svako V € 9/ postoje tatke x € 4 i
y € B tako da je (x,y) € V. Pokazuje se tada da je 3 jedna 8-struktura na
skupu*E saglasna sa topologijom = uniformnog prostora (E, %, ). Drugim
reima, taj je prostor ujedno jedan 3-prostor 3-strukture 8. Kale se takode da
je 3 jedna 3-struktura ne E indukovana uniformnom strukturom <.

Evo sada definicije %/ -koneksnosti:

DEFINICIJA 2.2. Uniformni prostor (E, U, ) je U ~koneksan, ako i samo
ako nema G -presiikavanja prostora (E, U, <) na diskretan prostor (0,1} shvaden
kao uniformni prostor diskretne uniformne strukrure.

Napomenimo da su jedina preslikavanja prostora (E, %, +v) u prostor
{0,1) koustante koja su, odevidno, 9/ -neprekidna.

Pokazacemo sada da je svaka 9/ -funkcija u isti mah i neka &-funkcija.
Neka je. ‘

f:8-T
bilo koja 9/ -funkcija koja preslikava uniformni prostor (S, %, ¢) u uniformni
prostor (T, 94, <), gde 9 i %} znace uniformne strukture, a ¢ i * odgovara-
juée topologije definisane tim strukturama. Na P(S) odnosno P (7T) definifimo
binarnu relaciju 3, odnosno 3, stavljajuéi (4, B) € 8; odnosno (P, Q) € 3,, ako

i samo ako za svako V € 9 odnosno W € U postoje tatke x € 4, y € B
odnosno z € P, w € Q tako da je

(x,y) € V odnosno (z,w) € W.
Kao 3to smo veé pokazali, tako definisane binarne relacije 8, i 3, su 3-struk-

ture saglasne respektivno sa uniformnim strukturama %/ odnosno Z. Uzmimo
sada da je (P, Q)¢38;. Pokazacemo da tada mora biti i

(2.1 (f(P), fH(D)) ¢3,.

Iz prve pretpostavke sledi naime da postoji bar jedno W° € 9J sa osobinom
PXONnWi=A,

Ako relacija (2.1) ne Ei bila tadna, za svako V € 9 postojale bi talke

x € f1(P), y € f1(Q) sa svojstvom (x,y) € V. Kako je f < -funkcija, za
svako W € 9 postoji V € 9 tako da iz (@, b) € V sledi (f(a), f(b)) &€ W.

4 Roneksni prostori
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Specijalno, za W° e 9 postoji neko V° € 9 tako da iz (a,b) € VO sledi
(f(a); F(B)) € W".
No kako postoje tacke

€SP 3 €O
sa svojstvom (xg, ¥5) € V° to mora biti i (f(xy), f(3)) € W?° i zato bi bilo
PXQOnW A,

jer je f(xy) € P i f(y) € Q. Tako smo dosli do protivuretnosti. Prema tome,
9 -funkcija f mora biti i d-funkcija.

QOdatle neposredno sledi da je prostor Q racionalnih brojeva kao uni-
formni potprostor numeri¢ke prave R!, shvaéene kao uniformni prostor (vidi
moju knjigu [1], str. 108), %/ -koneksan. Vidimo tako da ima prostora Koji
nisu t-koneksni, ali su 9/ -koneksni i 8-koneksni. Obratno, t-koneksni 3-pros-
tori 1 uniformni prostori su ujedno i d-koneksni i %/ -koneksni. To sledi iz
¢injenice da su %/ -funkcije i 8-funkcije neprekidne, a ako je uniformni prostor
(3-prostor) t-koneksan on je ujedno i %/ -koneksan (8-koneksan) jer su tada
“L- preslikavanja (8-preslikavanja) posmatranog prostora na diskretan prostor
{0,1) neprekidna pa moraju biti konstante.

Sledeéim stavom iskazuje se ekvivalentnost pojmova % -koneksnosti i
d-koneksnosti, a u isti mah izlaZu se i izvesni kriterijumi.

STAV 2.1. (8. G. MROVKA i W. J. PERVIN). Neka je (E, 9, )
uniforman prostor 1 neka je 8 C P(E) X P(E) d-struktura definisana na skupu E
uniformmom scrukturom Y. Tada su sledeéa svojstva medusobno ekvivalentna:

1) 3-prostor (E, 3, t) je 3-koneksan.
2) Za svaku d-funkciju £: E — R! skup £(E) je svuda gust na nekom inter-
valu numeritke prave R!.

3) Za svaki pravi deo A C E vadi
(A: E\A) = (A: CA) €3,

tj. svaki pravi deo A skupa E blizu je svome komplementu E™\ A = CA.

4) Apsolutno d-profirenje (E*, 8%, v*) (kompaktifikacija Ju. M. Smirnova)
Je v*~koneksno.

5) Uniformni prostor (E.%U,~) je 9l -koneksan.

6) Za svaku G -funkciju £ : (E, %9 ©) >R skup f(E) je svuda gust na
intervalu (inff(E), sup f(E)) numericke prave R (1. adherencija f(E) skupa

f(E) je segment [inff(E), sup f(E)), polumterval (-0, supf(E)], pqusegmem
[inff (E), o) ili interval (— 0, ) = RY).




Koneksni prostori 51

7. Uniformni prostor (E, 9L, <) je lanlasto koneksan, $to zna&: za svaki
ureden par (p, Q) € E X E talaka p,q € E ¢ svako U € 9 postoji prirodan broj
n takav da je

Pelr=Ue Us . . . oU,

n puta

. (0,q) se nalazi u kompozicii U® skupa U "komponovanog sa samim™ sobom
n-puta.

Dokaz. IzloZi¢emo dokaz tog stava koji su dali njegovi autori u radu [1].
1) = 2) Pretpostavimo da skup f(E) nije svuda gust na intervalu (inf
f(E), sup f(E)), ukljutujuéi tu i moguénosti inf f(E)= —co i sup f(E)= + 0.
To znali da bi postojala tacka x u tom intervalu koja ne lezi u adherencijii
f(E) skupa f(E), odakle bi sledila egzistencija® nekog"‘konaénog intervala
(a, b) C (inff (E), sup f(E)) oko talke x koji ne bi imao talaka za)edméklh sa

skupom f(E),“tj. bilo bi
(a, b) n f(E) = A

Na skupu (-0, a] n [b, ©) definiS§imo sada funkciju g sa vrednostima u dis-
kretnom prostoru (0,1} ovako:

_]0,x € (~ o0, dl],
£() {1 x € [b, ).

Funkcija g je olevidno jedna B3-funkcija. Prema tome, sloZena funkcija
gof:E—|0,1) bila bi jedna 3-funkcija koja nije konstanta, pa prostor (E, 3, <)
ne bi bio 3-koneksan, suprotno pretpostavci.

2) = 6). Videli smo da je svaka 9/ -funkcija u isti mah i neka 3-funkcija.
Prema tome, ako uslov 2) vaZi za 3-funkciju f, vaZi on i za <9 -funkciju
f: (E, %’T) = R

6) = 5), ‘Diskretan prostor (0,1}, koji se sastoji od dve talke 0 i 1,
smatrajmo kao podskup numeritke prave R!. Pretpostavimo sada da je
f:(E,U,7)— (0,1} neka %/ -funkcija. To zna&i da bi skup f(E) morao biti
svuda gust na nekom intervalu numeric¢ke prave R, tj. adherencija f(E) tog
skupa numerike prave morala bi biti neki segment numeritke prave koji
sadrzi tatke 0 i 1, 3to je nemoguéno. Zato mora biti ili f(x) = 0 za svako
x € E, ili f(x) =1 za svako x € E, tj. f mora biti konstanta pa je uniformni
prostor $(E, %, ) “l-koneksan.

5) = 7). Pretpostavimo da uniformni prostor (E, %, 7) ‘nije landasto
koneksan. Tada postoji ureden par (p,¢9) € EX E i skup U € 9 takav da je
(P, g)¢ U" za svaki prirodni broj n. Kako 1e (p,p) € U, skup svih onih tacaka
x iz E za koje je (p,x) € U za neko n, nije prazan. Defunsacemo sada jednu
funkciju f: E—~ R! ovako:

_ [0, ako postoji neko n tako da’je (p,x) € U™,
f(x)
1, u ostalim slu¢ajevima.

4*

-

11512 Tyo
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Ocevidno je f(p)=0 i f(q9)=1. Dokazatemo sada da je f jedna
9L -funkcija. Primetimo da diskretan prostor {0,1} ima za bazu njegove uni-
formne strukture skup {(0,0), (1,1]) = A. Dokazaéemo da je U c f~1(A) i,
prema tome, da je f~1(A) € % odakle sledi da f mora biti jedna %/ -funkcija,
Zaista, !neka je (x,y) € U. Ako je f(x) = 0 tada je (p,x) € U™ za neko n pa
je (p,y) € UoU" = U™, tj. mora biti i f(y) =0. S druge strane, ako sada
uzmemo da je f(y) =1 mora biti i f(x) = 1. Zaista, kad bi bilo f(x) = 0,
bilo bi (p,x) € U* za neko n odakle (p,y) € UsU" = U™, ¢j. bilo bi i
f(») = 0, suprotno pretpostavci. Prema tome je U C f~1(A), tj. f1(A) € U
Imamo dakle 9/ -funkciju f: E— (0,1} koja nije konstanta, pa (E, <%, <) ne bi
bio %/ -koneksan, suprotno pretpostavci.

7 = 3), Pretpostavimo da je prostor (E, %, ) lan¢asto koneksan i neka
je ACE pravi deo skupa E. Uzmimo neku tatku p € 4 i neku talku
g € E\ A. Za svako U € % postoji prirodni broj n takav da je (p,g) € U=
=UoUec. . .oU. Prema tome, postoji niz taaka p, %y, ..., %—3,Xps...5 % =4
sa osobinom da je (x,-1, %) € U, k=1,2,...,n. Kako je ¢ € EN\ A, postoji
u tom nizu prva tacka x, za koju je x;, € EN\ 4 i zato x;,_, € A. Vidimo tako
da za svako U € % postoji neki uredeni par (x;—,,x;) tatka x,,, x, iz skupa
E sa osobinom (x;-y, x;) € U. Zato mora biti (4, E\ A4) € & za binarnu rela-
ciju & definisanu na P(E) X P(E) uniformnom strukturom % posmatranog
prostora (E, 9, ©)-

3) = 4), Neka je (E*, 8%, 1*) apsolutno proirenje (vidi Smirnov [1])
3-prostora (E, 8, ). Prostor (E*, 3, t*) je bikompaktan, skup E je svuda gust
u prostoru (E*,d*,1*), tj. ©*E=FE* i, za P,QC E, vaii (P,Q) €8 ako i
samo ako (P, Q) € ¥*, tj. ako i samo ako je

*P) n (+*Q) # A.

Neka je ispunjen uslov 3) pa pretpostavimo da prostor (E*, 8*, t*) nije konek-
san. Postoje dakle u tome prostoru dva istovremeno otvorena i zatvorena skupa
A4, B ¢ E* sa osobinom

AuB=E* An B=A.
Zato je i
AnNEYU(BNE)=E, (AnE)n(BnE)=A.
Medutim je
*(ANE)=A4, *(BnkE)=B
Zaista, imamo
™A =A, v*B=B8.
Ako je x € t* (A4 n E) oligledno mora biti x € 74 = A. Obratno, neka je

x € A pa uzmimo da je x¢1t*(4 n E). Tada bi u prostoru (E*, 8*, v*) posto-
jala okolina Vx talke x sa osobinom

Vxn(AnE)=A,
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$to je nemoguéno, jer je E svuda gust u E* (oligledno je AN E#A; u
protivnom slutaju bilo bi E C B pa kako je A4 otvoren i neprazan fskup u
(E*, 8%, %), bilo bi A n E = A, §to je nemoguéno, jer je E svuda gust u E¥*).
Na isti natin dokazuje se da je i **(B n E) = B. Prema tome, imacemo

*AnE)nE@*BnE)=A
i zato
(A nE, Bn E)¢3,
tj.
(AnE, EN(ANE))¢s,

pa prostor (E, 3, 1) ne bi bio 3-koneksan, suprotno pretpostavci.

4) = 1). Diskretan prostor {0,1}, smatran kao potprostor numeritke prave
R, jeste zatvoren i bikompaktan pa je zato, posmatran kao 3-prostor, apsolutno
zatvoren. Neka je sada (E*, 3%, 1*) apsolutno 3-proSirenje prostora (E, 3,7) i
neka je f:E — (0,1} bilo koja 3-funkcija. Prema jednom stavu Ju. M. Smirnova
(vidi [1]), postoji jednoznalno odredena neprekidna ekstenzija f*:E*— (0,1}
funkcije f na &itav prostor (E*, 8%, t*). Kako je taj prostor koneksan (tj.
<*-koneksan), funkcija f* nuZno mora biti konstanta. Zato je i njena restrikcija
f na prostor (E, 3, ) takode konstanta, tj. prostor (E, §, v) je 3-koneksan, §to je
trebalo dokazati.

Prema autorima prethodnog stava (vidi [1]), ako je neki uniformizabilni
prostor (E, ©) <-koneksan (3-koneksan) u odnosu na svaku </ -strukturu
(8-strukturu) saglasnu sa njegovom topologijom <, tada je taj prostor i v-konek-
san. Dalje, za 8-prostore (E,3) koji poseduju svojstvo Lindeléf-a, ako svaka
realna d-funkcija f: (E,3) » R* ima osobinu da je skup f(E) neki interval (tj.
funkcija f poseduje svojstvo Darboux-a), tada je prostor (E,3) <-koneksan.

Ovde nisu posmatrani problemi koneksnosti za sludaj prostora (tzv. pro-
stranstva smeZnosti) koje su definisali i analizirali V. M. Ivanova i A. A.
Ivanov u radu [1]. Izvesne interesantne rezultate koji se odnose na koneksnost
u toj kategoriji prostora, dobila je A. A. Ivanova u radu [1]. Kako ti prostori
u jzvesnom smislu uop$tavaju 3-prostore, bilo bi zanimljivo videti kako bi se
na njih mogla prodiriti 3-koneksnost tako da je, verujem, ova problematika jo$
uvek otvorena.






3. SINTOPOGENA KONEKSNOST ILI s-KONEKSNOST

Razvijaju¢i dalje razmatranja izloZena u prethodnom paragrafu, J. L.
Sieber i W. J. Pervin definisali su u radu [1], sintopogenu koneksnost ili
S-koneksnost sintopogenih prostora A. Csaszdra. Evo najpre nekoliko definicija
i stavova iz teorije A. Csdszara [1], [2].

3.1, Sintopogeni prostori
Semitopogeni uredaj. Neka je E neprazan skup i P(E) partitivan skup

skupa E. Binarna relacija < na skupu P(E) je semitopogena, ako su ispunjeni
ovi uslovi:

(0,) A<AiE<E
(0g) A<B = AcCB.
(05) AdAc A<B'c B = A<B.

Iz prva dva od tih uslova neposredno sledi da je semitopogena relacija < ure-
dajna. Jer, ako je A<B i B<C tada je

AcB<CcC = A<,
pa je relacija < tranzitivna. Zato ¢emo semitopogenu relaciju < zvati [jo3
i semitopogeni uredaj.
Polazeéi od proizvoline familije ¢ delovi skupa E, koja sadrzi i skup E

i prazan skup A, moguéno je definisati semitopogeni uredaj << na P(E) ovako:
za A, B € P(E) stavi¢cemo A < B ako postoji skup S € o takav da je

AcScB.

Familija ¢ zove se generator semitopogenog uredaja <. Otligledno je ¢ gene-
rator semitopogenog uredaja <<, ako i samo ako je S<S za svako S € a.
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S druge strane, polazeéi od datog semitopogenog uredaja <<, moguéno
je definisati novi semitopogeni uredaj <°, koji se sove komplementarni uredaj
uredaja <<, na sledeéi nadin: za A4, B € P(E) stavi¢emo

A <°B,
ako i samo ako je
ENB<EN\A.

Ako je o generator semitopogenog uredaja <<, onda je familija o* svih skupova
E\S; S € o, generator komplementarnog uredaja <°. Ako je

<=<c,

semitopogeni uredaj < je simetriCan. Semitopogeni uredaj < je simetrifan,
ako i samo ako iz S € ¢ sledi EN\ S € 0.

Topogeniuredaj. Topogenim zove se semitopogeni uredaj na skupu
P (E) koji ispunjava sledeéi uslov:

(Q Iz A4,B,A,B'€ P(E) i A<B, A' < B! sledi
AnAA<BnB' i AuAd'<BuB.

Za simetri¢ne semitopogene uredaje, uslov (Q) i bilo koji od sledeta dva
uslova (QY) i (Q') su medusobno ekvivalentni.

Q) Iz A<B i A'<B' sledi An A'<Bn B,

QW) Iz A<B i A'<B' sledi AU A*<Bu B.

Neka je o generator semitopogenog uredaja <<. Taj je uredaj topogen,
ako i samo ako je ¢ mreZa u odnosu na inkluziju C, tj. ako i samo ako iz
S, S'eosledi SNS'eciSuSte o Komplementarni semitopogeni ure-
daj <° topogenog uredaja << je topogen. Semitopogeni uredaj <<, proizveden
generatorom ¢, je topogen, ako i samo ako je ¢ Boole-ova algebra u odnosu
na relaciju inkluzije C, tj. ako iz S, S* € o sledi SUS'ec i ENS € o.

_ Perfektni semitopogeni uredaj. Semitopogeni uredaj < je perfektan
ako ispunjava uslov:

® Iz "4,,B,e P(E) i A, <B;,icl, sledi
uidi:iel}< u{B:ii e 1),

gde je I proizvoljan skup indeksa.
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Uslov (P) ekvivalentan je ovom:
®H Iz A, BeP(E) i Ai<B,iel sledi
uldi:ie)<B,

gde je I proizvoljan skup indeksa.

Vazi stav:

Semitopogeni uredaj < je perfektan, ako i samo ako je A < B kad je
x < B za svako x € A (jednostavnosti radi, pisano je x umesto {x)).

Neka je o generator semitopogenog uredaja <C. Semitopogeni uredaj <
je perfektan, ako i samo ako iz S; €6, i € I, sledi U {S;:1 € I} € o, gde je
I proizvoljan skup indeksa.

Qtigledno je da ée topogeni uredaj << biti perfektan ako se druga polo-
vina uslova (Q) zameni uslovom (P).

Biperfektni semitopogeni uredaj. Semitopogeni uredaj < je biperfektan
ako je ispunjen uslov

(B) Iz A,,BieP(E) i A;<B;,i€l,
sledi
uldisie Il < ulBy:i el

Ald:iel)< n(Bi:iel),

gde je I proizvoljan skup indeksa.

Uslov (B) je otigledno uopitenje uslova (Q). Prema tome, biperfektni
semitopogeni uredaji su topogeni.

Semitopogeni uredaj < je biperfektan, ako i samo ako su i uredaj < i
njegov komplementarni uredaj <° perfektni. Prema tome, kako je (<) =
iz prethodnog stava sledi: ako je semitopogeni uredaj << biperfektan, blperfek-
tan je i njegov komplementarni uredaj <°.

Semitopogeni uredaj koji je perfektan i simetrian, jeste biperfektan.

Neka je o generator semitopogenog uredaja <. Uredaj < je biperfektan,
ako i samo ako iz §; € o, ¢ € I, sledi

U(Si:ielleci n(S:iel€a,

gde je I proizvoljan skup indeksa.
Primetimo da za proizvoljne skupove 4, B € P(E) vaii

A=ullx):ixe d) i B=n{E\|y}:y € EN B}
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Tada se pokazuje da vaZi sledeéi stav: Semitopogeni uredaj << je biperfektan,
ako i samo ako iz A <<B sledi da je x<<E\y za svako x € 4 i svako
y € EN_B, i obratno (jednostavnosti radi stavljeno je x umesto {x} i y ume-
sto {y)).

Posredstvom biperfektnih topogenih uredaja na P(E) moguéno je defini-
sati refleksivne binarne relacije na skupu E (tj. podskupove U c E X E koji
sadrzi dijagonalu A c E X E) i, obratno, posredstvom refleksivnih binarnih
relacija na E moguéno je definisati biperfektne topogene uredaje na P(E). O
tome govori sledeéi stav:

Neka je < biperfektni topogeni uredaj na P(E) pa stavimo (x,y) € U
ako nije tatno da je x < E\ y, gde su x i y tatke iz skupa E. Tada je U
jedna refleksivna binarna relacija na E. I upravo dati biperfektni uredaj <<
moZemo dobiti posredstvom malo¢as definisanog skupa U C EX E ako za
A,BeP(E) stavimo A<B pod uslovom da iz x4 i (x,y) € U sledi yeB.

Obratno, kad je data refleksivna binarna relacija U na E, upravo na po-
kazani nadin moguéno je definisati topogeni, biperfektni uredaj < na P(E).
A polazeéi od tog uredaja, moguéno je gore naznalenim postupkom dobiti
upravo refleksiviu binarnu relaciju U. Ako je tim putem uspostavljena veza
izmedu biperfektnog topogenog uredaja << i refleksivne binarne relacije U,
tada se < i U zovu zdruZenim (asociranim).

Biperfektni topogeni uredaj < na P(E) je simetri¢an, ako i samo ako
je simetri¢na asocirana binarna relacija U na skupu E, tj. ako je Ut = U.

Sintopogeni prostori. Familija § = {<} topogenih uredaja < na P(E)
zove se sintopogena struktura na skupu E ako su ispunjena ova dva uslova:

(8,) Familija 8 je usmerena s obzirom na relaciju inkluzije, tj. za svaki par
topogenih uredaja <<’, << € S postoji topogeni uredaj < € 8§ takav da je i
<'c < i <”cC <, tj. postoji uredaj < finiji od data dva <’ i <",

(85) Za svaki topogeni uredaj << € S postoji topogeni uredaj <'s takav da
ako je A < B tada postoji skup C sa svojstvom 4 <'C <'B.

Skup E na kome je definisana sintopogena struktura 8 zove se sintopogeni
prostor i oznafuje sa [F, 8]. Elementi skupa E zovu se tatkama tog prostora.

Sintopogeni prostor [E, 8] je simetrian, ako je sintopogena struktura S
simetri¢na, tj. ako su svi topogeni uredaji << familije 8 simetri¢ni.

Sintopogeni prostor [E, 8] je sintopolo$ki, ako je sintopogena struktura
S perfektna, (ona se tada zove i sintopologija), tj. ako su svi topogeni uredaji
< familije 8 perfektni.

Sintopogeni prostor [E, 8] je biperfektan ili biperfektni sintopoloski pro-
stor, ako je sintopolo§ka struktura S biperfektna, tj. ako su svi topogeni ure-
daji familije 8 biperfektni.

Simetri¢ni sintopoloski prostor [E, 8] je biperfektan.

Sintopogeni prostor [E, J] zove se topogeni prostor, ako se sintopogena
struktura J sastoji samo iz jednog topogenog uredaja < (ona se tada zove
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prosta sintopogena struktura). Kako je uslov (8,) tada oligledno ispunjen,
vidimo da topogeni uredaj < definide topogenu strukturu, ako i samo ako je
ispunjen uslov (8,), tj. ako i samo ako iz 4 < B sledi egzistencija skupa C
tako da je 4 < C <B.

Topolodki prostor je topogeni prostor [E, 7] koji je u isti mah sintopo-
loski. Topogena sintopologija J zove se topologija ili topolodka struktura.

Uzmimo sada topoloski prostor [E, 7] u smislu prethodne definicije, gde
se J sastoji samo iz jednog topogenog uredaja <. Sa ¥ oznalimo familiju
svih delova G ¢ E koji ispunjavaju uslov G < G. Ocigledno su tada ispunjeni
uslovi:

(G) A €%, Ec4.

(G Iz Ge¥ icl, sledi U{G:telle ¥,

gde je I proizvoljna familija indeksa.

(Gy) Iz Ge¥% i=1,2,...,n sledi n(G:i=12,...,n) €%,
gde je n bilo koji prirodni broj.

Prema tome, [E, 7] je topolodki prostor u smislu klasi¢ne definicije, pri
¢emu familiju njegovih otvorenih skupova predstavlja upravo familija 4. U
okviru teorije sintopogenih prostora. taj se prostor zove klasi¢an topoloski
prostor.

Obratno, podimo od klasi¢nog topoloskog prostora (E, %), gde je sa ¢
oznaCena familija njegovih otvorenih skupova, pa familiju ¥ uzmimo za gene-
rator jednog uredaja < na P(E) stavljajuéi 4 < B, ako i samo ako postoji
skup G € ¢ sa osobinom 4 C G C B. Tako definisani uredaj < je topogen i
perfektan pa je struktura J, koju salinjava <, topogena i sintopogena tj.
topologka. Oznalimo sada sa ¥’ familiju svih skupova G c E sa osobinom
G<G. Akoje Ge ¥, tadaje Gc GCc GpajeG<Gizao Ge ¥, tj.
imamo ¥ C ¥’. Obratno, ako je G € ¥, tada je G < G §to znadi da postoji
skup He % sa osobinom da je GCHCG, tj. H=G i zato G € %, tj.
imamo i ¥’ C 4. Zato je ¥4’ = 4.

Tako vidimo da klasi¢na topologija jednoznatno odreduje topologiju u
smislu prethodnih definicija.

No i obratno, topologija 7 u smislu prethodnih definicija jednoznano
odreduje klasi¢nu topologiju na skupu E. Neka je naime ¢ familija svih sku-
pova G C E sa osobinom G < G. Familijom % jednozna¢no je odredena fami-
lija otvorenih skupova na E. Jer, ako je GG i ACGCB, tadaje AcG<GcCB
i zato A<<B. Obratno, neka je A< B pa stavimo G= u (H : H< B).
Otigledno je G < B jer je < perfektna topogena relacija na P(E). Kako je
< topogena struktura na E, postoji skup C C E takav da je

G<C<B

odakle GC B. No iz C< B sledi Cc G i zato C=G. Prema tome je G < G.
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Za klasi¢nu topologiju ¢ i topologiiu 7, koje se jedna iz druge izvode
na pokazani nain, kaZe se da su zdruZene (asocirane) i za odgovarajuée pro-
store kaZe se da su zdruZeni (asocirani).

Neka je sada [E,J] topogeni prostor ¢&ija je topogena struktura Z si-
metri¢na, tj. J se sastoji samo iz jednog topogenog uredaja < sa osobinom
<°= <. Za 4, B € P(E) stavi¢emo sada

(4, B)¢3

ako i samo ako 4 < E\ B. Kazaemo jo§ da su tada skupovi 4 i B daleko
;edan od drugog, odnosno, da su skupow P, O € P(E) blizu jedan drugom i
pisati (P, Q) € 3, ako i samo ako nije taéno da je P < E\_B.

Pokazuje se da tako definisana binarna relacija & na skupu P(E) ispunjava
sve aksiome (8y), (3,), (33), (8,) i (35) uopstenih 3-prostora Efremovié—Smirnova
(vidi na primer, moju knjigu [1]). Prema tome, (E,8) ‘je jedan uopsteni
3-prostor.

Obratno, neka je dat uopsteni 3-prostor (E, d) pa na skupu P(E) def1m—
$imo binarnu relaciju < ovako: za A4, B € P(E) staviemo

A < B,

ako i samo ako je (4, E\ B)¢3. Pokazuje se da je < jedan topogeni uredaj
koji je simetri¢an i, §tavide, obrazuje topogenu strukturu J na E, pa je [E, 7]
jedan topogeni prostor. Pode li se sada od tog prostora pa na gore opisani
naCin defini§e novi 3-prostor na skupu E, proizilazi da se time dobije upravo
3-prostor (E,8) od koga se i poslo.

Za topogene strukture J i uopitene 3-strukture definisane na istom skupu
P(E), koje proizilaze jedna iz druge na pokazani nalin, kaZe se da su zdruZene
ili asocirane, a za odgovarajuée prostore [E,Z] i (E,3d) da su zdruZeni ili
asocirani.

Neka je sada data sintopogena biperfektna struktura (ili, biperfektna sin-
topologija) 8 na skupu E, pa defini§imo uniformizirajuéu familiju 9/ delova
U<c EX E, <€ 8, na skupu E ovako: za dato <& S stavicemo U.e%,
ako i samo ako je U. skup svih uredenih parova (x,y) € E X E za koje nije
tatno da je x < E\ y. Pokazuje se tada da familija 9/ ispunjava sledece uslove:
(U). A c U, za svako U € 9, gde je A dijagonala kombiniranog proizvoda
E X E. (Uy,). Za svaki par skupova V, W € 9 postoji skup U € 9/ sa osobinom

UcVnW.

(Us). Za svaki skup U € 9 postoji skup W € 9 takav da je WoW c U,
gde je kruZi¢ o oznaka za kompoziciju podskupova proizvoda E X E.

Uredeni par (E, %), A. Csiszir naziva kvaziuniforman prostor (to nije
isto $to i kvaziuniforman prostor u smislu definicije A. Appert-a, vidi na pri-
mer, moju knjigu [1]).
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Obratno, neka je (E, 9) kvaziuniforman prostor kvaziuniformne strukture
Q4 pa definidimo familiju 8 uredajnih relacija <<, na P(E), U € %, na sledeéi
nadin : za dato U e U i A, B € P(E) staviéemo

A <y B,

ako i samo ako iz x € A4 i (x,%) € U sledi y € B. Pokazuje se da je tako
definisana familija S biperfektna sintopologija na E pa je [E, s] !biperfektni
sintopoloski prostor. S druge strane, ako se pode od familije S pa se gornjim
natinom definidu binarne relacije U<, dobiée se upravo kvaziuniformna struk-
tura 9. KaZe se da su strukture 8 i %/, koje se pokazanim nadinom dobijaju
jedna iz druge, zdruZene ili asocirane, a za odgovarajule prostore [E, 8] i
(E, %) da su zdruZeni ili asocirani.

Uzmimo sada da je S simetri¢na sintopologija na E. Kako su perfektni
i simetri¢ni topogeni uredaji biperfektni, to zna¢i da su simetri¢ne sintopolo-
gije biperfekine. No asocirana kvaziuniformna struktura % poseduje tada i
osobinu da su svi njeni elementi simetri¢ni, tj. pored (U,), (Uy) i (U,) ona
ispunjava i uslov: (Uy). Za svako U e U je Ut € U

To znati da je tada 9 uniformna struktura u smislu definicija N.
Bourbaki-2 i (E, %) je uniformni prostor.

Obratno, ako se pode od jednog uniformnog prostora (E, %) u smislu
definicija N. Bourbaki-a, gde 9/ predstavlja jedan fundamentalan sistem sime-
tritnih okruZenja U dijagonale A c E X E, pokazuje se da sa strukturom %/
asocirana struktura S semitopogenih uredaja < predstavlja upravo simetriénu
sintopologiju na skupu E. Za simetri¢nu sintopologiju 8 i uniformnu strukturu
4L, koje se jedna iz druge dobijaju izloZenim postupcima, kaZe se da su zdru-
Zene ili asocirane, a za odgovarajuée prostore [E, 8] i (E,%) da su zdruZeni
ili asocirani.

Evo sada nekoliko primera.

Primer 3.1.1. IzloZi¢emo nekoliko sintopogenih struktura definisanih na
skupu svih realnih brojeva (u ovom primeru oznacenim sa E), a koje ¢e redom
biti oznafene ovako:

g, gt’ gtp, gc, gctp, gsg ng = %, %ta %tp-
Neka je ¢ dati pozitivan realan broj. Za A4, B c E staviéemo
(<e) A <¢Bessup A4 + e < inf(E\ B).

Ako se jo¥ stavi sup A = — o0, infA = o0, nije te§ko proveriti da je binarna
relacija <¢ topogeni uredaj na E. Taj uredaj nema generatora.
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Polazeéi od topogenog uredaja < mogucno je definisati komplementarni
uredaj <¢° na E stavijajuéi

A<SSB«E\ B<.E\ 4,
tj.
(<) A<gBeinfd — ¢ > sup(E\ B).

Polazeéi ponovo od topogenog uredaja <. moguéno je definisati simetri-
¢ni topogeni uredaj <¢* na E ovako:

(<€S) A <es B <>
postoji konacan rastav skupa A, tj.

A=u(d;:i=12,...,n,)
tako da je
(m, ~e, M, +€) C B,
gde je
m, = infA,, M, = sup 4,, i= ,2,...,m A, # A

Stavimo sada
¢9)) I ={<c:e>0}.

Pokazuje se da je J biperfektna sintopologija na E pa je [E,J] biperfektni
sintopogeni prostor. Kvaziuniformna struktura 9 = (U.:e>0), asocirana
strukturi 7, dobi¢e se na slede¢i nalin: staviéemo U, € 9, ako i samo ako
(x,y) € U znadi isto §to i xnon <cE\y tj. isto §to i supx + enon < infy,
tj. x+enon <y, tj. ako je y — x <e.

Polazeéi od strukture J, definisaéemo sada topogenu strukturu < na E
ovako: za A, B ¢ E stavicemo A < B, ako i samo ako postoji ¢> 0 tako da
je A <¢B. Drugim recima, stavlja se

< =U[<e:e>0)=ud.

Tim nadinom definisana struktura oznaCuje se sa J? i sastoji se dakle samo
od jednog topogenog uredaja < na E. Drugim retima,

an A< B<supA <inf(EN\_B), 4,B c E.
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Polazeéi od strukturn J*, moguéno je definisati perfektnu topogenu struk-
turu na E stavljajuéi

($4)) A <?B<ex < B za svako x € A.
Ta se struktura oznaluje sa 7%, Drugim retima
A < ?Be-x < inf(E\ B) za svako x € 4.

Prema tome, [E, 7] je topolodki prostor. Klasi¢na topologija asocirana strukturi
J' je topologija &iju familiju % otvorenih skupova &ine svi intervali oblika
(—o0,x), —0 < x <o §to se moe izvesti iz J? ili posredstvom kvaziunifor-
mne strukture 7.

Stavimo sada

Je={<:e>0].

To je takode biperfektna sintopologija na E i ako sa %/ oznalimo kvaziuni-
formnu strukturu asociranu strukturi J°, tj. U°=(U:¢ > 0}, bi¢e U € 9,
ako i samo ako je (x,¥) € U, tj. ako i samo ako je infx—<¢ non = supy za
svako € > 0, tj. ako i samo ako je x—y <e.

Dalje, struktura J%, koja se sastoji samo od jednog elementa <°, defi-
nisana je ovako

49 <= U{<Fie>0}=uUT"

Drugim re¢ima, A <®B znadi isto §to i Cinjenicu da postoji € > 0 sa svojstvom
A<B,tj. dajeinfA—e > sup(E\ B). No to znali da je A <*B<winfA>
> sup (E\_B). Struktura J je topogena.
Posredstvom strukture J° moZemo definisati topogenu sintopolodku struk-
turu J? stavljajuéi
A <‘“?B<>x <°B za svako x € 4.
Drugim retima,

() A < ?B< x> sup (E\_B), za svako x € A.

Prema tome, [E, J“?] je topolodki prostor ija se klasi¢na topologija sastoji iz
familije ¥° otvorenih skupova koju ¢ine intervali (x, ©0), — 0 < x < 0, §to se
pokazuje ili polazeéi od (F°?) ili od 9. KaZe se da je topologija %° asocirana
strukturi J2,

Stavimo sada
@) T ={<:e>0),

pa defini§imo novu familiju 7% biperfektih topogenih uredaja <., tj.
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FP={<?:e> 0},
na sledeéi natin: za A4, B C E stavi¢emo
A < B, ako i samo ako je
x<SE\y za svako x € 4

isvako y € E\ B. S obzirom na definiciju uredaja <¢', mora biti (x—c¢,
x+€) C EN\y, $to znali da je |y —x| > e. Drugim retima, biperfektni uredaj
<¢® moZe biti definisan ovako:

(4! A<?Bs|y—x|>¢
za svako x € A i svako y € EN_B.
Biperfektni topogeni uredaj <. moguéno je Kkarakterisati i preciznije.

Za X,Y c E stavimo

o (X,Y) =inf(|y—x|:x € X,y € Y)].
Prema tome,
A<PtA<o(A,ENB)>c=.

Biperfektna, simetri¢na sintopologija 7% oznaluje se sa %, tj. stavlja se
% — g:b.
Sa 9 oznaliéemo uniformnu strukturu asociranu strukturi &6, tj. staviéemo
D = {Vs e 0) >
gde je V. definisano na ve¢ poznati nacin:
(%,9) € Ve xnon <JEN\y<|x—y|<e.
Dalje, polazeéi od simetritne, biperfektne sintopologije Y6 mogucno je
definisati simetriénu topogenu strukturu &6° koja se sastoji samo od jednog

elementa < definisanog ovako: za 4, B c E je 4 < B, ako i samo ako postoji
€ > 0 tako da je

A <*B,

1j. ako i samo ako je p (4, EN\ B) > e¢.
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Drugim retima
<=UF=u|<H?:e>0].

Struktura &6* izvedena je iz strukture %6 i, otigledno vaZi
) A< Besp(4, E\ B)> 0.

Ppsredstvom strukture 6t definisaéemo jo$ topogenu strukturu F6*? koja
se sastoji iz jednog elementa <? definisanog ovako:

A<?B<x<B, zasvako x € 4,
tj.
A<?B<p(x,ENB)>0, zasvako x € 4.

Prema tome, F6* je topologija na E.
Definidimo sada $-strukturu asociranu strukturi &6’ (i zato izvedenu iz

uniformne rtrukture ). Za 4, B C E treba staviti (4, B) € 8, ako i samo ako
nije tatno da je 4 < E\_B, 1.
(4, B) € 3<> nije tatno da je p (4, EN(E\ B)) = ¢ (4, B)> 0,
1.
®) (4, B) € 3> (4, B) = 0.

Sli¢no tome, definidimo klasi¢nu topologiju % asociranu strukturi Y6
(i zato izvedenu iz uniformne strukture 2). Za G C E treba staviti G € %,
ako i samo ako je G <?G, tj. ako i samo ako je p(x, EN\ G)>0 za svako
x € G, tj. ako i samo ako

inf{{x—y|:y € EN\G]>0.
Drugim retima, G <? G, ako i samo ako postoji £ > 0 tako da je
inf{|x—y|:y € E\ G} > ¢, za svako x € G,
tj. ako i samo ako je
(x—-e, x+¢) C G, za svako x € G.

Vidimo dakle da je klasi¢na topologija, asocirana topologiji Y6, upravo uobi-

¢ajena topologija numeritke prave. Gore izvedene strukture 2, 3 i ¥, zovu se
prirodnim strukturama numeritke prave.

5 Koneksni prostori
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Primer 3.1.2. Neka je ¢ mreZa podskupova (ne obavezno svih) skupa E
i neka je A € ¢ i E € 6. Uzmimo o za generator topogenog uredaja < na E,
tj. stavimo: A <<B<> postoji S €c sa svojstvom A4 c S c B. Kako je
AcScScB toje A<S<B, §to zna¥i da je i uslov (8, ispunjen, pa
je J ={<) topogena struktura na E. Ta je struktura simetri¢na ako je o
Boole-ova algebra, perfektna ako je o zatvorena u odnosu na operaciju
unije U 1 biperfektna ako je ¢ zatvorena u odnosu i na operaciju unije U i
na operaciju preseka N.

Primer 3.1.3. Uzmimo sada da je familija s, posmatrana u prethodnom
primeru, jednaka P(E), tj. familija svih delova skupa E. Ako su A, B bilo
koja dva dela skupa E i ako je 4 C B, tada je Ac A c B i zato 4 <B.
Drugim relima, sada je

A< B« A C B.

S obzirom na prethodni primer, lako je proveriti da je familija { <<} koja se
sastoji samo iz jednog elementa <, biperfektna i simetri¢na topologija na E.

Fundamentalni sistem % okruZenja dijagonale A ¢ E X E uniformne
strukture 9/ asocirane strukturi { <] sastoji se samo iz A:jer, U € &, ako
i samo ako iz (x,y) € U sledi x non C E\ ¥, a to je moguéno samo kada
je x =y, tj. mora biti U = A. Uniformna struktura 9/ je dakle diskretna.
3-strutura, asocirana strukturi | <}, dobiée se ovako: (4, B) € 3<>A4 non
C E\B, t. (4,B) € 3<>An B#A. Ona se moZe dobiti i iz uniformne
strukture %/ baze A: (4, B) € 8« postoji (x,x) € A tako da je x € 4, x € B
i zato A n B# A. Kako je dalje G ¢ G za svako G C E, familija svih delova
skupa E je klasitna topologija asocirana strukturi { <<} (diskretna topologija
na E).

Natin, na koji je 3-struktura formirana iz uniformne strukture u ovom
primeru, jeste specijalan slufaj jednog opSteg postupka koji se sastoji u slede-
éem. Neka je 8 simetri¢na sintopologija na E i neka je 9/ uniformna struktura
asocirana strukturi §. Simetriéni topogeni uredaj <<, definisan sa < = U 8,
bi¢e jedini element simetri¢ne topogene strukture 8¢ izvedene iz 8. Tada je
3-strukturu 3, asociranu strukturi 8°, moguéno izvesti iz strukture %/ ovako:
staviti (4, B) € 8, ako i samo ako za svako U € 9/ postoji (x,y) € U tako da
jexe AdiyeB.

Pojam okoline, adherencije i interiora (unutra¥njosti) u sintopogenim
prostorima, Neka je [E, 8] sintopogeni prostor sintopogene strukture S. Skup
Vx C E je okolina tatke x € E ako i samo ako postoji neki uredaj < € 8 sa
svojstvom x < Vx. Familija svih okolina svih talaka iz E obrazuje jednu
okolinsku bazu na E (u smislu definicije M. Fréchet-a) pa se na taj nacin
strukturom S moZe na E definisati neki okolinski prostor. Ako je A C E, sa

A se na uobiajen natin oznatuje adherencija skupa 4, pa je x € 4, ako i
samo ako za svaku okolinu Vx tatke x vazi Vx n A # A. Sli¢no tome, skup

A je svuda gust na E, ako je A=E Tatka x € E je unutra$nja tatka skupa
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A, ako i samo ako postoji uredaj < € 8 tako da je x << 4. Skup svih unu-
tradnjih taCaka skupa A zove se interior (unutradnjost) skupa 4. Skup A4 je
otvoren, ako i samo ako je jednak svom interioru. Skup A je zatvoren, ako i
samo ako je jednak svojoj adherenciji, itd.

Inverzna slika semitopogenog uredaja. Neka je f: E - E’ jednoznatno
preslikavanje neprazna skupa E u skup E' na kome je definisan semitopogeni
uredaj <’. Za A, B c E staviéemo sada

A<Bef(A)<'E'\f(E\ B) = Cf(CB)

(gde C znali operator prelazi na komplement skupa). Tako definisana binarna
relacija < je semitopogeni uredaj na skupu E i oznaluje se sa f~1(<'), tj.
stavlja se

< =FU<Y,

i zove se inverzna slika semitopogenog uredaja <C’, odredena funkcijom f. Ako
je <’ topogeni uredaj na E’, topogena je i mjegova inverzna slika na E.
Svojstva simetriénosti, perfektnosti i biperfektnosti uredaja <<’ prenose se i na
uredaj f~1(<’). Specijalno, neka je f: E, — E identitno (kanonsko) preslikavanje
podskupa E, ¢ E u skup E na kom je definisan semitopogeni uredaj <. Nije-
gova inverzna slika

<o= ()

zove se restrikcija semitopogenog uredaja < na podskup E, i oznaluje sa
< | Ey, tj. stavija se

<o= < l Eo .
S obzirom na gornju definiciju, lako se vidi da za 4, B C E, C E vaii
A <QB<7A <B_U (E\Eo)-

Naravno, simetri¢nost, topogenost i biperfektnost uredaja << prenosi se i na
uredaj <,.

Za inverznu sliku < = f-!(<’) semitopogenog uredaja <<’ vaZi uopite
ovaj kriterijum: 4 < B <> postoje skupovi A’, B’ sa osobinom A4’ <’ B’ i, sem
toga, 4 C f1(4") i f1(B) c B. Pokazuje se odatle da iz A' <'B' sledi
{4 <f1(B).

Slika semitopogenog uredaja.” Posmatrajmo opet preslikavanje f: E — E’
skupa E u skup E’ pri ¢emu je na E definisan semitopogeni uredaj <. Za
A's B’ ¢ E' staviéemo A’ <’ B’, ako i samo ako je f1(A) <f(B). Tada je
binarna relacija <’ takode semitopogeni uredaj na E i oznaluje se sa f(<),

s
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tj. stavlja se f(<) = <’. Opet, topogenost, simetri¢nost, perfektnost i biper-
fektnost relacije << prenosi se na sliku f(<) = <'. Vaii f(f (<) =<' za
bilo koji semitopogeni uredaj <<’ definisan na E'.

Inverzna slika sintopogene strukture. Neka je f— [F’, 8'] jednoznatno
preslikavanje neprazna skupa E y u sintopogeni prostor [E’, 8'] sintopogene struk-
ture 8°. Stavimo sada

s =f1(8)={f1(<): < € 8’}

Nije te$ko proveriti da je S sintopogena struktura na skupu E. Ona se zove
inverznom slikom sintopogene strukture 8’ posredstvom funkcije f. Inverzna
slika topogene strukture je topogena. Ako je sintopogena struktura 8 simetricna,
perfektna ili biperfektna, takva je i njena inverzna slika.

Potprostor sintopogenog prostora. Neka je [E, 8] sintopogeni prostor
sintopogene strukture S i neka je E, neprazan dep skupa E.
Staviemo

S|E ={<|E:< € 8).

Sintopogena struktura S IE(, zove se restrikcija sintopogene strukture S na
podskup E,, a smtopogem prostor [Ey, S | E;] zove se potprostor prostora
[E, 8]. Naravno, ako je struktura 8 topogena, Simetri¢na, perfektna ili biper-
fektna, takva je i struktura s |E,. Opet, odatle se kao specijalni slutajevi
dobijaju potprostori topolo$kih prostora, 3-prostora i uniformnih prostora.

Neprekidna preslikavanja sintopogenih prostora. Neka je
f{E, 8] —[E, 8]

jednoznaéno preslikavanje sintopogenog prostora [E, 8] sintopogene strukture
S u sintopogeni prostor [E', 8') strukture 8’. Za funkciju f kaZe se da je
(8, 8’) -neprekidna, ako je struktura 8 finija od inverzne slike f~'(8°) strukture
8’. Drugim reéima: za svaki topogeni uredaj <’ € S’ postoji topogeni uredaj
< €8 takavdaiz 4,BC Eif(A)< E' \Sf(E\ B) sledi 4 < B.

VaZzi kriterijum: funkcija f je (8, 8')-neprekidna, ako i samo ako iz
AB Cc E' i A <'B sledi f-1(4) <f(B).

VAZI STAV: Neka je f: [E, s] »[E', 8] funkcz]a (S, 8')-neprekidna i neka
je S8, smzopogena struktura na B fzm]a od S, a S, sintopogena struktura na E’
grublia od S’. Tada je funkcifa f i (S,, S1')-neprekidna.

Neka je funkcija f obostrano jednoznaino preslikavanje sintopogenog
prostora [E, 8] na sintopogeni prostor [E’, 8']. Ako je funkcija f (8, 8")-nepre-
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kidna, a njena inverzna funkcija f-! je (8’, 8)-neprekidna, kaZe se tada da je
f izomorfizam tih prostora.

Primer 3.1.4. Neka je f jednozna¢no preslikavanje sintopogenog prostora
{E, 8] u skup svih realnih brojeva koji ¢emo ovde oznaditi sa E’. Tada vaZe
stavovi:

Funkcija f je (8,?/) neprekidna, ako i samo ako za svako A, postoji
uredaj << € S takav da je

(=0, ) <fl(-o,x+¢), —0 < x < 00.

Funkcija f je (8, J°)-negrekidna, ako i samo ako za svako > 0 postoji
uredaj € s takav da je f~1([x, ©)) <f1((x —e, ©)), — 0 K x K oo.

Neka je f realna funkcija (tako nazivamo svaku funkciju &iji je kodomen
skup E’ realnih brojeva) definisana na biperfektnom sintopogenom prostoru
[E, 8] i neka je 9/ kvaziuniformna struktura asocirana strukturi 8. Funkcija f
je (8, J)-neprekidna [(8,J°)-neprekidna], ako i samo ako za svako € > 0 postoji
relacija U € 9 tako da iz (x,y) € U sledi f(y) — f(x) <e[f(x) —f(y) <el.

Neka je f realna funkcija definisana na topoloskom prostoru [E, 7] i
neka je ¢ familija otvorenih skupova klasi¢ne topologije asocirane strukturi 7.
Funkcija f je (7, J?)-neprekidna (semineprekidna odozgo) [(F, 7°*?)-neprekidna
(semineprekidna odozdo)], ako i samo ako je f~1((~ 0, x)) € % [f}((x, ®0)) € ).

Neka je f realna funkcija definisana na biperfektnom sintopogenom pro-
storu [E, 8] i neka je 9/ kvaziuniformna struktura asocirana strukturi 8. Fun-
kcija f je (8, Y6)-reprekidna, ako i samo ako za svako &> 0 postoji relacija
U € 9 tako da iz (x,y) € U sledi [f(3) — (®)]| <.

Neka je f realna funkcija definisana na simetri¢nom topogenom prostoru
[E, 7] i neka je § 8-struktura asocirana strukturi 4. Funkcija f je (7, 96%)-
-neprekidna, ako i samo ako za (4, B) € 8 sledi p (f(4), f(B)) = 0.

Neka je f realna funkcija definisana na topoloskom prostoru [E, 7).
Funkcija f je (7, %6'?)-neprekidna, ako i samo ako iz

e (f(,F(ENB)>0 sledi x<B.

Proizvod sintopogenih prostora. Evo najpre jo§ nekoliko definicija koje
¢e nam trebati. Neka je < semitopogeni uredaj na E. Tada je na E moguéno
definisati topogeni uredaj <¢ ovako: 4 <9 B<> postoje prirodni brojevi m,n
iskupovi 4,, B,, i=1,2,...,m;j=1,2,...,n, tako da je

A=vuld,:i=1,2,...,m, B=n (B;:j=1,2,...,n),

A4, < B;

za svako £ = 1,2,...,m i svako j = 1,2,...,n.
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Pokazuje se da je <<¢ topogeni uredaj_finiji od < i grublji od svih to-
pogenih uredaja na E koji su finiji od <.

Neka su dalje s, i 8, dve sintopogene strukture na E. KaZe se da je
struktura 8, finija od strukture 8, i pide se 8, <€ 8,, ako za svaki topogeni
uredaj <; € 8, postoji topogeni uredaj <, € 8, finiji od <,, tj. takav da je
<; C <,. Strukture 8, i 8, su eckvivalentne ako je istovremeno 8,< 8, i
8,< 8;, §to se oznatuje krade sa S, ~ S,.

Neka je sada data familija sintopogenih struktura na jednom istom skupu E:
sh={<N:iyeD) re @),

gde su I'y i (1) dati skupovi indeksa vy odnosno ). Tada je moguéno definisati
sintopogenu strukturu koja se oznaluje sa

Vg
AW

¢iji su elementi topogeni uredaji

< =(u'<tyy
Q)*

gde (\)* znadi proizvoljan konadni skup indeksa A, tj. (A)* C ().

Sintopogena struktura Vs8> finija je od svake strukture s*,x e () i
grublja od svake strukture k)c\)jzo‘i)e finija od svih struktura s

Uzmimo sada datu familiju sintopogenih prostora [E, ,8%], » € (A) i neka je

E= H(E*:Aeo\)}=(rlI)El

kombinirani proizvod svih skupova E* A € (A). Oznatimo sa f, projekciju skupa
E na EM tj. za x € E je f, (x) = x(2) € E*. Funkcijama f; odredene su isto-
vremeno inverzne slike

At (sH

struktura S*, a one su sintopogene strukture na E. Defini§imo sada na skupu
E sintopogenu strukturu

s = X8
Ae

stavljajuéi

X 8* = Vf1(sh.
Ae  Aed
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Time smo na E = II E* definisali sintopogeni prostor
AEW

[E = N E\ 8]
QD

koji se zove proizvod sintopogenih prostora [E*, 8*], » € ().

Moguéno je pokazati da se sintopogena struktura S sastoji iz sledeéih
topogenih uredaja <. Neka je

s*=({<M:ivyeD), e @), 4,BCE,

i neka (A\)* c (A) prolazi svim konaénim podskupovima skupa (2). Za odredeni
kona¢ni skup (A\)* stavlja se da je

A4 < B,

ako i samo ako postoji prirodan broj m takav da je
i=m f=m
Ac U4, u B, C B,
f=1 i=1

pri ¢emu je

A =04>), B, =IB* i=1,2,...,m,
(o8] Q)
gde je
A<, B} za i=1,2,...,m i heW*X e,
A =B}=E* za i=1,2,...,m i xe @)\ MO*
Dalje vaZi ovaj stav:

Neka je [I1E,, 8] proizvod sintopogenih prostora [Ey, 8%, A € (),
oY)

neka su E*, c E* podskupovi skupova E* i stavimo:
sl =s*| BN, 2e ),

E¥=HE)‘*, B¥=X81¥.
(o) AEW
Tada je

Sy =8| Ey.
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Uzmimo, specijalno, jedno fiksirano p € (1) pa stavimo

E.y. =EU'
i, za A #p

tj. za A # y, uzmimo samo po jednu tatku x* iz E Neka je fu projekcija
proizvoda

E=10E*
(V]
na skup EM i stavimo
n

pri &emu je, dakle, na desnoj strani Ex = {x}) za ) # p i E4#* = E¥,

Posmatrajmo sada restrikciju fy. | Ep funkcije fu na skup Ep i sintopoge-
nu strukturu

Sp=28 | Eu.
Pokazuje se tada da je sintopogeni prostor
[EEL: SP-]

izomorfan sa prostorom [EY, g¥].
Neka je opet [E = I EM 8] proizvod sintopogenih prostora [E*, s,
A € (A). Prema definiciji topogenih uredaja < € 8, ako uzmemo bilo koju
tatku x = Ilx,, i skup B C E takav da je
w
x<B

postojaée skup B; i konatan skup (A)* c (A) indeksa A takav da je

B,=1B>c B,
(V]

o <M, B} za re(*

pri emu je
B*=EY ) € )\ (W~

S obzirom na definiciju okolina talaka u sintopogenim prostorima, to
znadi da je skup B jedna okolina tatke x i, prema tome, svaka okolina Vx
taCke x sadrZi neki skup oblika B,.
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3.2. g-koneksni prostori

IzloZiéemo sada definiciju s-koneksnih sintopogenih prostora sa nekoliko
rezultata koje su Sieber i Pervin dali u radu [1].

DEFINICIJA 3.2.1. Sintopogeni prostor [E, 8] je S-koneksan, akoi samo
ako nema (S,D)-neprekidnih preslikavanja prostora [E, 8] na diskretan sinto-
pogent prostor [D, D], gde je D = (0,1}, a @ diskretna sintopogena struktura na
skupu D.

Napomenimo da jedina preslikavanja sintopogenog prostora [FE, 8] u
prostor [D, 2] jesu konstante koje su, olevidno, (8, 2)-neprekidne.

DEFINICIJA 3.2.2. Neprazni skupovi A,B C E sintopogenog prostora
[E; 8] su uzajamno S-separisani ili S-odeljent, ako i samo ako postoji topogent
uredaj << u sintopogenoj strukturi S takav da je

A<E\B i B<E\ A

Skupovi A, B su uzajamno S-svezani, ako i samo ako nisu uzajamno S-odeljeni.

STAV 3.2.1. Sintopogeni prostor [E, 8] je S-koneksan, ako i samo ako se
ne moge razlofiti u dva uzajamno S -odeljena skupa.

Dokaz. Neka je sintopogeni prostor [E, 8] S-koneksan pa pretpostavimo
da se moZe razloZiti u dva S-odeljena skupa A4 i B. Defini§imo preslikavanje
f:E—-{0,1) ovako:

0, ako je x € 4,
f(x) - 1’ » » x E B'

Kako je {0} c {0} pa zato {0} << {0} i {1} c {1} pa zato {1} < {1}, postoji topo-
geni uredaj <<’ 8 takav da je

faoh <" (o)

<y

Tako imamo jednu (8, 2)-neprekidnu funkciju f koja nije konstanta pa prostor
[E, 8] ne moZe biti s-koneksan, suprotno pretpostavci.
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Obratno, uzmimo da se prostor [E, 8] ne moZe razloZiti u dva neprazna
i uzajamno S-odeljena skupa, a da ipak postoji (8, Z)-neprekidno preslikavanje
f:E—>[D, 2] koje nije konstanta, Stavimo

A=f2(0) i B=f1(1).
Kako je {0} < {0} i {1} <{1) postoji <" € 8 tako da je A<'A4 i B<'B, tj.
A<'EN\B i B<'E\ 4,

jerje AUB=E i An B=A. Tako smo na$li dva uzajamno S-odeljena
skupa koji razlazu skup E, suprotno pretpostavci. Time je stav dokazan,

STAV 3.2.2. Sintopogeni prostor [E, 8] je S-koneksan, ako 1 samo ako ne
postoji pravi deo A skupa E 1 topogeni uredaj < € S takav da je

A< Ai E\ A<E\ 4.

Dokaz, Uzmimo da je prostor [E, 8] S-koneksan i da ipak postoji
njegov pravi deo A sa osobinama navedenim u stavu. Stavimo E\ 4 = B.
Biée tada

A<EN\Bi B<E\ 4,

pa se skup E moZe razloZiti na dva uzajamno S-odeljena skupa. Prema pret-
hodnom stavu to znadi da prostor [E, 8] ne bi bio g-koneksan suprotno
pretpostavci.

Obratno, ako prostor [E, 8] nije 8-koneksan, on se moZe razloZiti na dva
uzajamno S-odeljena skupa A i B tako da je

AUB=E AnB=A
A<EN\B, B<E\ 4.

Kako je EN\B= 4, bite A<A i E\A<E\ 4, pa je ispunjen uslov
stava 3.3.2. Time je taj stav dokazan,

Kada je sintopogena struktura S simetrina, uslov EN\ A<E\ 4 u
prethodnom stavu moZe izostati jer je automatski ispunjen &im je A < A.

STAV 3.2.3. Neka je [A, 8 |A] potprostor sintopogenog prostora [E, 8).
Podskupovi P, Q C A skupa A sa uzajamno S | A-odeljeni, ako i samo ako su
uzajamno S-odeljeni.
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Dokaz. Stavimo
SQ=SIA i <o=<lA za < € 8.

Tada je za X,Y C 4,

X<, YeX<YU(E\ 4).
Prema tome

P<, AN\ Q#P<(A\ QU (E\4) =E\Q

Q< gA\PeQ<(A\P)u(EN\4)=E\P
Odatle odmah sledi da je

P<gANQ i 0<,4A\P
ako i samo ako je

P<EN\Q i Q<E\P.

Time je dokaz stava zavrien.

DEFINICIJA 3.2.3. Skup A C E u sintopogenom prostoru [E, 8] je S-ko-
neksan, ako i samo ako je 8 |A-komeksan porprostor [A, S |Al]

STAV. 3.2.4, Podskup A sintopogenog prostora {E, 8] je S-koneksan, ako
i samo ako se ne mofe razlo¥iti na dva uzajamna S-odeljena skupa.

Dokaz. To neposredno sledi iz stava 3.2.3.

STAV 3.2.5. Neka je f (8, 8')-neprekidno preslikavanje S -konecksnog
sintopogenog prostora [E, 8] na sintopogeni prostor [E’, 8']. Tada je i prostor
[E’; 8] 8'-koneksan.

Dokaz. Pretpostavimo da prostor [E’, 8°] nije 8’'-koneksan. Tada postoji
pravi deo 4’ C E’ takav da je

A/<IAI i EI\AI<IEI\AI

za neko <’ € 8’, prema stavu 3.2.2. Zbog [8 8’]-neprekidnosti funkcije f,
tada postoji sintopogeni uredaj << € s takav da je

) <f4)
ENfHA) <ENSHA).
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Kako je f*(A4") pravi deo skupa E, prostor [E, 8] ne bi bio S-koneksan,
suprotno pretpostavci. Time je stav dokazan.

Evo sada jo3 nekoliko stavova analognih stavovima koji se odnose na
v-koneksnost (vidi § 1.1.).

STAV 3.2.6. Neka je skup A s-koneksan u sintopogenom prostoru [E, S)
i neka je A C M UN, gde su M, N dva uzajamnn S-odeljena skupa u [E, S).
Tada je ili A c M ili Ac N,

Dokaz. Pretpostavimo da jei AN M#A i An N# A Tada je

AnNMCM<EN\NCEN\ANN

ANnNCN<EN\McENAnM,

za neko < € S. Zato je .
AnM<EN\AnN

AnNN<ENANM,
pa kako je v
AnNYyuAdnM=A,

to znadi da bi se skup 4 mogao prikazati kao unija dva uzajamno S-separi-
sana skupa, suprotno pretpostavci da je skup 4 S-koneksan. Tako je stav dokazan.

STAV 3.2.7. Ako su neprazni skupovi A i B sintopogenog prostora [E, S]
S-koneksni i uzajamno S-svezani, tada je i njihova unija S-komeksni skup.

Dokaz. Pretpostavimo da unija 4 U B nije S-koneksna Tada bi postojala
dva uzajamno $-odeljena neprazna skupa M i N sa osobinom M U N = AuB.
Prema prethodnom stavu je ili A c M ili A c N. Neka je 4 ¢ M. Sli¢no
tome, ili je B ¢ Milije B C N. Akobibiloi B C M onda bi bilo 4 u B=M
suprotno pretpostavci da skupovi M i N predstavljaju jedno S-odvajanje unije
A v B. Zato bi moralo ajiti B ¢ N, a to je takode nemoguéno jer tada skupovi
:140 i B ne bi bili uzajamno s-svezani, suprotno pretpostavci. Time je stav

kazan.

STAV 3.2.8 Neka je Ay, » € (M), proizvolina familija nepraznih skupova
u sintopogenom prostoru [E, 8] takva da su, za prizvolino 2, p € (), skupovi
A, i Ay S-koneksni i uzajamno S-svezani. Tada je i njihova unija U (Ay : 2 e(}))
S-koneksni skup.
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Dokaz. Ako pretpostavimo suprotno, postojao bi par uzajamno 8 -odelje~
nih skupova M i N sa osobinom

MUN=ul{d4):2€ )

To znali da za proizvoljna dva indeksa A i p skupovi A4 i Ap ne bi u isti
mah mogli biti ni u M ni u N, a ne bi se moglo desiti ni to da jedan bude
sadrzan u M a drugi u N. Naravno, to je apsurd ¢ime se zavriava i dokaz.

STAV 3.2.9 Neka je A, , ) € (), proizvolina familija S-koneksnih skupova
&ji presek nije prazan,
Nn{Ay:re (W)) # A

Tada je i unija tih skupova S-koneksna.

Dokaz. Neposredna posledica prethodnog stava.

STAV 3.2.10 Neka je A neprazni S-koneksni skup sintopogenog prostora

[E,8) i B CE sa osobinom da je A C B cC A, gde je A adherencija skupa A,
tzvedena iz strukture 8. Tada je i skup B S-komeksan. Specijalno, adheroncija

A 8-koncksnog skupa A je S-koneksan skup.

Dokaz. Ako skup B ne bi bio S-koneksan, postojala bi dva uzajamno
S-odeljena skupa M i N sa osobinom M U N = B. Kako je S-koneksni skup
A sadrZan u skupu B, prema stavu 3.2.6. ili je 4 ¢ M je A c N. Neka je
A ¢ N. Uzmimo neku tatku x € M. Postoji neki topogeni uredaj < € 8
tako da je x e M<BN\ N C B\ A4 i zato x <B\ 4. To znati da je skup
B\ A neka okolina tatke x u prostoru [E, 8]. No kako je takode x € A4,
to zna¢i »da presek 4 n (B\ 4) ne bi mogao- biti prazan, to u stvari jeste
jer je A ¢ B. Tako smo dodli do kontradikcije, pa je stav dokazan.

Posmatrajmo sada proizvod sintopogenih prostora.

STAV 3.2.11. Proizvod [E, 8] sintopogenih prostora [EX, 83, ) € (0), je
S -koneksan, ako 1 samo ako je svaki sintopogeni prestor [E*, 8% 8*-koneksan,
A€ @)

Dokaz. Neka je [E, 8] S-koneksan i neka je fy : E - E* projekcija proiz-
voda E na E*\% e (). Kako su funkcije fy [8, 8*]-neprekidne, prema stavu
3.2.5. svaki prostor [E*, 83] je 8Mkoneksan. Obratno, neka su svi prostori-
faktori [E, 5], 8*-koneksni. Fiksirajmo jednu odredenu taéku a € E, a=|a,),
pri &emu je dakle, f(a) = a; € E*, » € (A). Fiksirajmo sada i jedan odredeni
indeks w, € (A) pa formirajmo potprostor

[Ex s Sl
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gde je
E51'1=(1-)10E¥)\: Syu=S8 l Ep,,

pri &emu je EyM1 = E¥, Er=a,, za A#y, tj. za A # y skupovi E}
sastoje se od po jedne tatke a,. Kako je prostor [Ey,, Sy,] izomorfan sa pro-
storom [E¥1, gt1], a ovaj je po pretpostavci S¥i-koneksan, to je i prostor
[Eu,s Su,] Sp,-koneksan. Zato je skup Ey, S-koneksan.

Neka je sada p'= {1, pas...»Ha) proizvoljan konatan skup indeksa p,,
t=1,2,...,n, pa formirajmo potprostor

[Ew, Swl
gde je
Ey =01§E*l’ Sy =8| Ey,

pri ¢emu je
E¥p'1 = EFI’ v ey E*pﬂ = Ei"'n

E‘V-)‘:a)u Za AF Uyslhgs. sty

tj. za te indekse A skupovi E,* sastoje se od po jedne tatke ay. Polazeéi od
ve¢ formiranog Sp,-koneksnog prostora [Ey,, Sy,l, matematitkom indukcijom
pokazuje se da je potprostor [Eps, Sp] Sy -koneksan. Zato je skup Ey S-ko-
neksan i, sem toga, sadrZi tatku a.

Posmatrajmo sada uniju 4 = U Ep kada ' prolazi svim konatnim sku-
povima {p4, ttes ... 1,) indeksa iz (A). Skup A sadrZi tatku @ i, prema stavu
3.2.9, on je S-koneksan. Dokazatemo sada da je A = E, tj. da je skup 4
svuda gust u E. Uzmimo bilo koju tatku x = {x;) € E i bilo koju okolinu Vx
tatke x u prostoru [E, 8]. Odmah moZemo pretpostaviti da je Vx oblika

11 B,
w

pri &emu je
’ Xy < )‘Y;\ B* za e Q)%
1
B*=E* za e )\ (V)%

gde (A\)* znadi konalan skup indeksa iz skupa (). Stavimo sada (A\)* = p’ pa
uzmimo jednu tatku b iz Vx koja ima tu osobinu da je f,(b) = a) € E* za
MNW* . za re )\ v, a inade je fo(b) =b, € B\Nb #ay, za
Ae (M)* = p'. Otigledno je be 4 i zato AnVx # A, tj. x€ A. Zato je A=E.
Prema stavu 3.2.10. to znali da je prostor [E, 8] S-koneksan, $to je trebalo
dokazati.
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Posmatratemo sada proizvode 3-prostora i </-prostora i pokazati da su
oni &-koneksni odnosno %/-koneksni, ako su takvi faktori. No prethodno
¢emo definisati S* strukturu i jedan stav u vezi sa tom strukturom. Neka je
dat sintopogeni prostor [E, 8], pa polazeéi od sintopogene strukture g stavicemo

< = U S,
tj. za skupove A, B ¢ E bide

A< B,
ako i samo ako postoji topogeni uredaj <, € 8 takav da je
A <, B.

Struktura, koja se dakle sastoji samo iz jednog topogenog uredaja <<,
takode je sintopogena i oznaluje se sa St Tako moZemo definisati novi sinto-
pogeni prostor [E, $°] pa je oligledno da vaZi stav:

STAV 3.2.12. Sintopogeni prostor [E, 8¢] je S’-koneksan, ako i samo ako
Jje sintopogeni prostor [E, 8) s-koneksan.

Uzmimo sada proizvoljnu familiju simetri¢nih topogenih prostora
(EATY, x e )

kojima su asogirani odgovarajuéi 8*-prostori

(BN, 3N,
Ako stavimo '
E=1E,
w
g = X 17- )" g_ = St)
AeQ
onda ¢e se definisati proizvod
[E, 7]

koji je takode simetri¢ni topogeni prostor sa odgovarajuom asociranom 3§-struk-
turom 3§, tj. 3-prostorom (E, 3). Taj 3-prostor je, prema definicijama A. Csdszdra,
proizvod 8-prostora (E* 8), A € (A). Vodeéi ratuna o definicijama iz teorije
sintopogenih prostora, prostor (FE,3) moguéno je detaljnije definisati ovako:
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Neka je data familija 8*-prostora (E?,8%), A € (A). Polaze¢i od struktura
3 definisaéemo strukturu & na sledeéi nadin: za

A,Bc E=TNE
o)

staviéemo
(4, B) € 3,

ako i samo ako za proizvoljne dve kona¢ne dekompozicije
A= U (4,:i=12,..., m,
B=u{Bj:j=12,...,n},
skupova 4 i B postoje dva indeksa 7, j takva da je
(K (A) ((B)) €

za svako A € (A), gde f, znali projekciju skupa E na koordinatni skup EX.
Tako dobiveni 8-prostor (E,8) je proizvod 3*-prostora (E, &), A € ().

Otevidno je 8*-prostor (E,3) 8-koneksan, ako i samo ako je asocirani
simetri¢ni topogeni prostor [E}, 7] I -koneksan.

Pretpostavimo sada da je svaki -prostor (E 8%) 3*-koneksan, tj. da je
svaki topogeni prostor [E*, 77 JA-koneksan. Prema stavu 3.2.11. tada je
s-koneksan i sintopogeni proizvod-prostor

(E, 8]
gde je
E=TE i 8=XJM\
(e} AED

No kako je po stava 3.2.12. s*-koneksan i prostor [E, §t], to znati da Ce
tada biti 8-koneksan i 3-prostor (E,3), jer je 8f =9, a § je 8-struktura aso-
cirana strukturi 7.

Drugim re¢ima, dokazali smo stav:

STAV 3.2.13. Proizvod proizvolne familije 8-koneksnih 3-prostova je 3-ko-
neksni 3-prostor.

Neka je sada data proizvoljna familija %/*-koneksnih uniformnih prostora
(EX 9™, » € (n), gde je

U = (U1 €Ty
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uniformna struktura na E*. Sa 8* oznadimo simetri¢nu sintopologiju (koja je,
dakle, biperfektna) zdruZenu sa uniformnom strukturom %/* i neka je [E?, 8]
odgovarajuéi simetri¢ni sintopogeni prostor.
Ako stavimo
8= X S)‘,
AE

moZemo definisati biperfektnu sintopogenu strukturu
8t =|<t: < e 8},
pri &emu, za dato < € 8, P<®(Q znati da postoje skupovi indeksa (), (;)

tako da je
P=u(P:ie ()},

Q=n0(Q0;:je()iP<Q;ie@)je()
Kada jo§ stavimo
E =1E
W
mozemo definisati biperfektni sintopologki prostor
(5, 8”]

i istom asocirani uniformni prostor

(E, ),
gde je % uniformna struktura asocirana strukturi $°. Po definiciji, uniformni

prostor (E, /) zove se proizvod uniformnih prostora (E*, %), A € (A). Saobra-
zno definicijama A. Csdszdra, to znadi da za (x,) e EX Ei U e 9 vaii

(x, y) € U
ako i samo ako postoji konadan skup (A\)* c (A) indeksa A tako da je
(9 € Ul;)\ za A e W%

gde je
U)"m € GZZ)" ) € I

Za dokaz da je uniformni prostor (E, %) %l-koneksan, pokazuje se najpre
da je skup 4, definisan u stavu 3.2.11, svuda gust i u prostoru [E,8]i u
prostoru [E, 85]. S druge strane, videli smo da su prostori

[Eu,sp] 1 [EY, 8¥]

6 Konekini prostori
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izomorfni. Ako uzmemo strukturu

s’ =(s | Ep)

pokazuje se da je tada i prostor

[y, 8%l
izomorfan sa prostorom [E¥, 8¥]. Medutim, pokazuje se da je
(8 | By = 8° | Eq.

Zato je skup A s®-koneksan pa je zato i skup A = E 8-koneksan. To znadi
da prelazom na asociranu uniformnu strukturu </, proizvod (E, %) mora biti
“{-koneksan. Drugim re¢ima dokazali smo stav:

STAV 3.2.14. Proizvod proizvoline familije <l-koneksnih uniformnih pro-
stora je U-komeksni uniformni prostor.

Nave$éemo ovde jo$ nekoliko zaklju¢aka u vezi sa §-koneksnoiéu sinto-
pogenih prostora (vidi J. L. Sieber i W. J. Pervin, [1]).
Primetimo da je kompaktni uniformni prostor (E, %) “/-koneksan, ako i

samo ako je on v-koneksan, gde je t topologija asocirana sa uniformnom struk-
turom %L Sledeéi stav daje uopstenje tog svojstva:

STAV 3.2.15. Ako je sintopogeni prostor 1E, 8] S-komeksan i kompaktan
poda je on i S'-koneksan.

S druge strane, videli smo da su 9/-koneksni i 3-koneksni oni skupovi
numeri¢ke prave koji su svuda gusti na nekom intervalu. Uopstenje tog svoj-
stva daje sledeéi stav:

STAV 3.2.16. Dati skup A numeritke prave je J*~komeksan, ako i samo
ako je svuda gust na nekom intervalu.

Evo sada karakterizacije S-koneksnih sintopogenih prostora posredstvom
realnih funkcija.

STAV 3.2.17. Neka je f:[E, 8] = R! proizvolino (S, 8')-neprekidno pre-
slikavanje sintopogenog prostora [E, S| u skup svih realnih arojeva R!, gde 8’
znali bilo koju od ovih struktura na R, : T, F6, F6t i F6'. Sintopogeni prostor
[E, 8] je S-koncksan, ako i samo ako je shka f(E) C R 8'-koneksan skup.
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Dokaz. Ako je prostor [E, 8] 5-koneksan, a f (8, 8')-ne i ;
f(E) je s’-koneksan skup. Obratno, ako prostor [E, é ]( nije 92 -kogiilzgnol,)oiloka
dva skupa 4,B C E i topogeni uredaj < € 8 takav da je 4 < }’3\ Bi
B < E\ A. Definilimo sada preslikavanje f: E - R! stavljajuéi f(x) = 0, ako
jexe Aif(x)=1 ako je x € B. Tada slika f(E) = {0,1} nije s’-koneksan
skup, mada je (8, 8')-neprekidno. Time je stav dokazan.

Taj stav uopstava izvesne ve¢ poznate stavove. Na primer, kada je struk-
tura S sintopogenog prostora [E, 8] prosta i perfektna, ona je asocirana sa
klasinom topologijom na skupu E, pa se tako dobija klasi¢an rezultat da je
prostor (E,t) +-koneksan ako i samo ako svaka realna funkcija na skupu E
poseduje svojstvo Darboux-a (kada se stavi 8’ = Y62, gde je J6!? prosta i
perfektna sintopogena struktura asocirana sa uobilajenom sintopologijom nume-
ricke prave). Sli¢no tome, gornji stav kao specijalne slucajeve obuhvata izvesne
stavove S. G. Mrowke i W. J. Pervina koji se odnose na %/-koneksnost uni-
formnih odnosno na 8-koneksnost 3-prostora.

Neka je (E, ) potpuno regularan prostor i 8E Stone-Cehova kompakti-
fikacija tog prostora. Ako sa 3g oznalimo 3-strukturu asociranu sa prostorom
B E, onda se joi lako pokazuje da vaZi stav: Potpuno regularan prostor (E, 1)
je t-koneksan, ako i samo ako je 3dg-koneksan kao potprostor u prostoru; B E.

3.3. ¥-koneksni semitopogeni prostori

Evo sada definicije semitopogenih prostora, a zatim i uop$tenja definicije
S-koneksnosti na te prostore (vidi moj rad [2].

DEFINICIJA 3.3.1. Skup E na kome je definisana familija & semito-
pogenih uredagja (vidi §3.1) zvademo semitopogeni prostor Rkoji demo ozmaliti sa
(E, ).

DEFINICIJA 3.3.2. Neka je (E,2) okolinski prostor gde je sa U ozna-
fena njegova najopseinija okolinska baza. Za familiju & semitopogenih wuredaja
na skupu E kazacemo da je saglasna sa bazom G ako je ispunjen ovaj uslov:
podskup V skupa E je u najopseinijoj lokalngj okolinskoj bazi ), ralke x, ako i
samo ako postoji semitopogeni uredaj << u familiji & tako da je x < V. Tada
nije tesko dokazati ova dva stava (vidi moj rad [2]).

STAV 3.3.1. Za svaku familiju & semitopogenih wredaja na skupu E po-
stoji jedan i samo jedan okolinski prosior (B, ) na E &ja je najopsesnija oko-
linska baza U saglasna sa &.

STAV 3.3.2. Za svaki okolinski prostor (E, %) na E postoji bar jedna
familija & semitopogenih uredaja na skupu B saglasna sa njegovom najopseinijom
okolinskom bazom.

6*

n
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Neka je (R, o) neki potprostor okolinskog prostora (E, 2, <), gde o i =
znale odgovarajuée operatore adherencije. Oznalimo sa ig i iz odgovarajuée
operatore uzimanja interiora. Prema gornjim stavovima, moZemo na E defini-
sati familiju & koja se sastoji samo iz jednog semitopogenog uredaja << na E,
stavljajuéi 4 < B, ako i samo ako A C i; B. Na sli¢an na&in moZfemo na
skupu R definisati familiju &, koja se sastoji samo od jednog semitopogenog
uredaja <<, ako stavimo P <, Q, ako i samo ako je P C is Q. No, u mojoj
knjizi [1] dokazao sam da je

icX =Rn i (XU (E\ R)

za svako X C R. Prema tome, bi¢e P <, Q, ako i samo ako je P < QU (E\ R).
Ta &injenica opravdava sledetu definiciju koja se u sludaju sintopogenih pro-
stora poklapa sa A. Csdszdr-ovom:

DEFINICIJA 3.3.3. Neka je R podskup semitopogenog prostora (E,S) pa
definifimo na R semitopogeni prostor (R,%,) ovako: za P,Q C R stavidemo
P<,Q, 4. <y € %y, akoi samo ako postoji < € & tako da je P < Q U(E\R).
Tako definisani prostor (R,%,) je potprostor prostora (E, ).

Kada je re¢ o preslikavanjima semitopogenih prostora, analogno definiciji
(s, 8')-neprekidnosti preslikavanja sintopogenih prostora definisaéemo (&, %’)
-neprekidnost preslikavanja sintopogenih prostora: preslikavanje f:(E,¥)—
~—>(E"\ ") je (¥, )-neprekidno, ako i samo ako iz A, B'Cc E'i A'<'B’
za neko <’ € &', sledi f1(4') <f1(B) za neko < € &.

Evo sada uopStenja definicije S-koneksnosti na semitopogene prostore:

DEFINICIJA 3.3.4. Semitopogeni prostor (E,S) je F-koneksan, ako i
samo ako mnema (¥, D)-neprekidnih preslikavanja prostora (E, ) na prostor
D, 2] (2a definiciju prostora [D, 2] vidi §3.1.).

Napomenimo da jedina preslikavanja™ semitopogenog prostora (E,¥)u
prostor [D,2] jesu konstante, koja su, ofevidno, (¥, 2)-neprekidna.
Evo odmah i uop$tenja pojma S-odeljenosti:

DEFINICIJA 3.3.5. Dva podskupa A, B semitopogenog prostora (E, &) su
& -odeljena ako u & postoje semitopogeni uredaji <<, <' tako da je
A<EN\BiB<'EN\A

Neposredno se moZe dokazati stav:

STAV 3.3.3. Neka je familija & semitopogenih uredaja prostora (E, <)
usmerena (ij. za <, <'€ & postofi <''€ & tako da je < Cc <" i <' ¢ <").
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Tada su dva skupa A,B iz E uzajammno & -odeljena, ako i samo ako postoji
semitopogent uredaj << € & sa osobinom da je A<E\ B i B<E\ A

DokaZimo sada najpre sledeta dva kriterijuma &-koneksnosti semitopo-
genih prostora:

STAV 3.3.4. Neka je (E,¥) semitopogeni prostor. Tada su sledeca svojstva
medusobom ekvivalentna:

1. Prostor (E,%) je S-koneksan.
2. Ne postoji podela skupa E na dva uzajamno S -odeljena skupa.

3. Ne postoji neprazan pravi deo A skupa E takav da je A<<A i
EN A <'E\ A za neki par semitopogenih uredaja <, <' € &.

Dokaz. 1 <> 2 Pretpostavimo da je prostor (E,¥) &-koneksan i da po-
stoji podela skupa E na dva &-odeljena podskupa A i B. Postojali bi dakle
semitopogeni uredaji <, <’ € & tako da je A <<E\ B i B<'E\ 4. Sta-
vie, mora biti A = E\ B i B=LE\ 4,jer su 4 i B neprazni delovi skupa
E. No funkcija
0, x e A,

1, x € B,

ﬂ@={

oligledno je (&, 2)-neprekidna i nije konstanta. Zaista, imamo 0 <<, 0 i 1 <, 1.
S druge strane je f1(0)=4, f*(1)=B, f1(0)=E\ f* (i f()=E\ f(0).
Bice dakle f~1(0) <f1(0) i f2(1)<'f*(1) §to znati da je funkcija f(&, 9D)-
neprekidna. Obratno, pretpostavimo da ne postoji podela skupa E na dva &-
-odeljena podskupa i da prostor (E, %) nije &-koneksan. Postoji dakle nekon-
stantno preslikavanje f, (¥, 2)-neprekidno, prostora (E,¥) na prostor [D, 9].
Kako je 0 <<,0 i 1<, 1, postoje dva semitopogena uredaja <, <' € & takva
da je f1(0) <f1(0) i f~1(1) <'f1(1). Odatle sledi podela skupa E na dva &-
-odeljena podskupa f~1(0) i f~(1), suprotno pretpostavci.

2 <> 3. Pretpostavimo da prostor (E,%) poseduje svojstvo 2, a da ne
poseduje svojstvo 3 stava 3.3.4. Tada postoji pravi, neprazni deo 4 skupa E
tako da je A< A4 i EN\ 4d<'E\ 4 za neka dva semitopogena <, <’ ure-
daja iz &. Ako stavimo E\ 4 = B, tj. A = E\ B, odmah dolazimo do kon-
tradikcije. Obratno, ako prostor (E,¥) poseduje svojstvo 3, a ne poseduje
svojstvo 2, tj. A<A, EN A< E\ 4, stavljgjuéi B=E\ 4 bilo bi
A<EN\BiB<'E\ 4, itako bi se opet dodlo do kontradikcije. Time se
zavrava dokaz.

STAV 3.3.5. Dva skupa P, Q semitopogenog potprostora (R,F,) semitopo-
genog prostora (E,S) su Py-odeljena, ako i samo ako su oni F-odeljeni.
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Dokaz. Prema definiciji 3.3.3. imatemo P <R\ Q ako i samo ako je
P<(R\ Q) U(EN\ R)=E\_Q; na isti natin bi¢e Q <¢R\ P ako i samo
ako je Q<" (R\ P) u (E\ R) = EN\_P. Odatle neposredno sledi tvrdenje u
stavu.

Za podskup R semitopogenog prostora (E,S) kaZe se da je & -koneksan
ako je potprostor (R,¥,)¥ -koneksan.

Iz stava 3.3.5. odmah se vidi da je podskup R semitopogenog prostora
(E, &) S-koneksan, ako i samo ako R nije unija dva neprazna $-odeljena
svoja dela.

STAV 3.3.6. Neka je { (¥, )-neprekidno preslikavanj & -koneksnog: semi-
topogenog prostora (B,&) na semitopogeni prostor (E',&'). Tada je prostor
E',F") S'-koneksan.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: postoji podskup A’ ¢ E’ koji nije pra-
zan i nije jednak skupu E’, tako da je A' <z 4" i B\ 4A'<'p E'\ 4’ za
dva semitopogena uredaja <, <'pr € ¥’. Kako je funkcija f (¥, )-nepre-
kidna, postoje dva semitopogena uredaja <z, <'p € & tako da je f1(4") <
<FUA) i fAENA)<FUENA), 5. ENFHA) <2ENfHA),

$to dovodi do kontradikcije.

DEFINICIJA 3.3.6. Unutrainji &-rub skupa R semitopogenog prostora
(E, %) je skup tafaka % € R sa osobinom da ne postoji nijedan semitopogeni
uredaj < u & sa osobinom X <R. Spoljadnji F-rub skupa R je unutras$nji rub
njegovog komplementa E\ R. &-rub skupa R je unija njegovog unutrasnjeg i
spoljainjeg S -ruba.

STAV 3.3.7. Semitopogeni prostor (E,¥) je S -koneksan ako svaki njegov
pravi dec ima neprazni F-rub.

Dokaz tog stava je neposredan kad se uzmu u obzir prethodna definicija
i stav 3.3.4.

Evo sada jo$ nekoliko svojstava &-koneksnosnih prostora i skupova, koje
nije telko dokazati (vidi moj rad [6]).

STAV 3.3.8. Sumitopogeni prostor (E, ) je & -koneksan, ako i samo ako
svaki par talaka skupa E le#i u nekon njegovom F-koneksnom podskupu.

STAV 3.3.9. Neka su skupovi P i Q P-koneksni u semitopogenom prostoru
(E, %) 1 neka su oni S-svezani. Tada je unija P U Q P-koneksan skup u tome
prostoru.

Napomenimo da se &-svezanim skupovima nazivaju takva dva skupa koja
nisu ¥-odeljena.
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STAV 3.3.10. Ako presek dva P-koneksna skupa u semitopogenom prostoru
nije prazan, njthova unija je S -koneksan skup.

STAV 3.3.11. Neka je Ay, € (o), proizvolina familija S -koneksnih sku-
pova semitopogenog prostora (E,S) i neka su za svaki par indeksa o, p € (a),
skupovi Ay © Ag F~-svezani. Tada je i njithova unija

A=uU{A :a€e (@)
F-koneksan skup.

STAV 3.3.12. Ako presek makoliko F-koncksnih skupova u semitopogenom
prostoru (B, &) nije prazan, unija tih skupova je & -koneksan skup.

STAV 3.3.13. Neka je Ay, o € (o), proizvoljna familija -koneksnih sku-
pova semitopogenog prostora (B,S) i neka za svaki par indeksa o, p € («) po-
stoji indeks Y € («) tako da su parovi Ay, Ay i Ag, Ay uzajamno P-svezani.
Tada je i unjja A tih skupova S -koneksan skup.

Neka je (E, %) semitopogeni prostor. Tada na E moZemo definisati oko-
linsku bazu 9 ovako : za x € E stavitemo podskup Vx u lokalnu okolinsku
bazu Y, tatke x, ako i samo ako postoji semitopogeni uredaj << € & takav
da je x << Vx. Kaza¢emo da je tako definisani okolinski prostor (E, ) asociran
semitopogenom prostoru (F,¥). Ako je dat skup A C E, tada se adherencija
vA = A tog skupa defini§e na uobi¢ajen nadin (vidi moju knjigu [1]), pa se i
ostali pojmovi kao $to su zatvorenost, otvorenost itd. skupova definiu na
uobilajeni nalin. Kada dakle govorimo o tim pojmovima u semitopogenom
prostoru, tada mislimo upravo na asocirani okolinski prostor.

STAV 3.3.15. Neka je skup A C E S -koneksan u semitopogenom prostoru
(B, %) i ncka je A C B Cc A. Tada je i skup B P-koneksan.

Neposredna posledica tog stava je

STAV 3.3.16. Adherencija A P-koneksnog skupa A u semitopogenom pro-
storu (E, &) je P-koneksan skup.

Predimo sada na definiciju $-koneksnih komponenti u semitopogenim
prostorima. U stvari, za sintopogene prostore, 8-koneksne komponente defini-
sali su J. L. Sieber i W. J. Pervin u njihovom radu [l] pa ovde uvodimo
analognu definiciju za slucaj semitopogenih prostora.

DEFINICIJA 3.3.7. Unijja svih S-koneksnih skupova koji sadrfe datu
tacku a u semitopogenom prostoru (E, ), zove se F-koneksna komponenta te tacke.
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S-koneksne komponente skupa A C E su Py-koneksne komponente tacaka a € A
u semitopogenom prostoru (A,F,) kao potprostoru prostora (E, ).

Neposredno se dokazuju stavovi (vidi moj rad [6]).

STAV 3.3.17. SP-koneksne komponente talaka a i skupova A C E u semi-
topogenom prostoru (E,F) su F-koneksni skupovi u tome prostoru.

STAV 3.3.18. S-koneksne komponente duveju talaka a,b u semitopogenom
prostoru (B, %) ili se poklapaju ili su disjunkine.

Prema tome, skup $-komponenti svih tadaka u semitopogenom prostoru
(E,%) daje jednu particiju skupa E na disjunktne skupove.

STAV 3.3.19. &-koneksne komponente tacaka semitopogenog prostora (E, %)
su zatvoremi skupovi u tom prostoru.

Vazi stav opstiji od toga:

STAV 3.3.20. P-koneksne komponente zatvorenih skupova u semitopogenom
prostoru (B, &) su zatvoreni skupovi u tom prostoru.

STAV 3.3.21. Neka su A i B dva ¥-odeljena skupa u semitopogenom pro-
storu (B, ). Svaka -koneksna komponenta unije A O B tih skupova sadriana
je ili u skupu A ili u skupu B.

Analogno svojstvu lokalne koneksnosti kod okolinskih prostora (vidi moj
rad [7]) moguéno je kod semitopogenih prostora definisati pojam lokalne
& -koneksnosti:

DEFINICIJA 3.3.8. Semitopogeni prostor (E,¥) je lokalno -koneksan,
ako i samo ako svaka talka a € E ima lokalnu okolinsku bazu koja se sastoji
iz &-koneksnih skupova. Skup A C E je lokalno F-koneksan, ako i samo ako je
semitopogeni prostor (A, ) lokalno ¥ y-koneksan kao potprostor prostora (E, ).

Tada i u semitopogenim prostorima vaZi sledeéi stav:

STAV 3.3.22. Neka je G otvoren skup u semitopogenom lokalno S -koneks-
nom prostoru (E,%). Tada su &-konecksne komponente skupa G otvoreni skupovi
u tome prostory.

Koliko je autoru ovog rada poznato, kako pojam tako i svojstva lokalno
& -koneksnih semitopogenih i sintopogenih prostora nisu do sada detaljnije
istrazivani. Zato bi bilo od interesa nastaviti ispitivanja u tome pravcu.
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3.3.1. Koneksni topogeni prostori u smislu definicije C. Amihdesei-a

Prilaz definiciji koneksnosti, za sluCaj topogenih prostora, drukéiji od
prethodnog, dao je C. Amih3esei u radu [1]. Podsetimo da je okolinski pro-
stor (E, t) t-koneksan, ako i samo ako svaki njegov pravi deo A ima neprazan
bar jedan od njegovih rubova: unutradnji ili spolja¥nji. To drugim recima znagi
da je okolinski prostor (F,+) <-koneksan, ako i samo ako za svaki pravi deo
A skupa E postoji bar jedna tatka x u E koja nije unutra3nja tatka ni skupa
A ni njegovog komplementa E\ 4. To naravno va¥i i za topolodke prostore.
Upravo ta &injenica leZi u osnovi uopstenja definicije koneksnosti C. Amihdesei-a
na topogene strukture koja glasi:

DEFINICIJA 3.3.1.1. Neka je dar topogeni prostor [E,F], gde F znaéi
topogenu strukturu na E. Topogena struktura &, &ji jedint topogeni uredaj oznaimo
sa <<, jeste koneksna, ako i samo ako postaji bar jedna tatka x € E tako da
nije ni x <A ni x <E\ A. Topogeni prostor [E,F] je komeksan, ako i samo
ako je topogena struktura F koneksna.

S obzirom na definiciju 3.3.5, to znad da je topogeni prostor [E,#]
koneksan, ako i samo ako svaki njegov pravi deo ima neprazan &-rub.

Postoji topogeni prostor Cija topogena struktura niti je perfektna niti je
simetri¢na (i, prema tome, kojem se ne moZe asocirati niti topolo$ki prostor
niti 3-prostor), a koji je koneksan u smistu prethodne definicije. To je naime
topogeni prostor [E,J%), gde je E skup svih realnih brojeva, a J* ranije uve-
dena topogena struktura na E definisana na sledeéi nacin:

A < B ako i samo ako sup 4 < inf(E\ B).

Primetimo da kod topogene strukture J¢ familija N_. svih skupova ACE
sa svojstvom da je A << A, jeste prazna (N se zove jezgra strukture J?).
Stavife, C. Amihiesei je naveo i primer simetriéne topogene strukture &ija je
jezgra prazna. Topogene strukture praznih jezgara nisu perfektne.

Neka je sada [E,#] topolodki prostor, tj. & jer perfektna topogena
struktura’ koja se sastoji samo iz jednog elementa <. Primetimo da je tacka
x iz E u rubu skupa 4 C E, ako i samo ako nije ni x <A ni x <E\ 4.
Tada oligledno vaZi ovaj stav:

STAV 3.3.1.1. Topoloski prostor [E,F] je koneksan, ako i samo ako svaki
njegov pravi deo ima neprazan rub.

Vidimo tako da je topogeni sintopolodki prostor [E, #] koneksan u smislu
definicije 3.3.1.1. C. Amihfesei-a, ako i samo ako je t-koneksan njemu asoci-
rani topolodki prostor (E, t). S druge strane, pokazuje se da nijedan simetri¢ni
prostor [E, #] nije koneksan.
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Neka je [E, #] topoloski prostor i A C E bilo koji njegov neprazan deo.
Kaze se da je skup A koneksan, ako je on koneksan kao topoloski potprostor
prostora [E,#]. Pokazuje se tada da u simetri¢nim topolo§kim prostorima ne
postoje koneksni skupovi.

Za topogene simetri¢ne prostore je oligledan sledeéi stav:

STAV 3.3.1.2. Ako topogeni simetriéni prostor [E,F) ima nepraznu jezgru
N, onda on nije koneksan.

S druge strane, postoji ova karakterizacija koneksnih topogenih simetrié-
nih prostora:

STAV 3.3.1.3. Simetriéni topogeni prostor [E,F)] je koneksan, ako i samo
ako je koncksan topoloski prostor [E,F?].

(#? = savriena topogena struktura na E, u opStem sludaju, nesimetri¢na,
izvedena iz strukture & stavljajuéi A <?B, ako i samo ako postoji dekompo-
zicija

A=vul{d,:iel

skupa A tako da je A, < A za svako i € I, gde je < jedini elemenat iz &).

Stav sledi iz Cinjenice da je x <? 4, ako i samo ako je x < 4.

Neka je 3 3-struktura asocirana simetri¢noj topogenoj strukturi & topo-
genog prostora [E,&]. Tada je za A,B C E,(4,B) € 3, ako i samo ako nije
tatno da je 4 < E\ B. Zato postoji i ovaj kriterijum:

STAV 3.3.1.4. Simetriéni topogeni prostor [E,F) je koneksan, ako i samo
ako u asociranoj S-strukruri 8 za svaki pravi deo A skupa E postoji bar jedna
tatka x iz E koja je blizu i skupu A i njegovom komplementu E\ A, 1.
xA)edi xE\A) €.

C. Amihdesei definide tada koneksnost u d-prostorima ovako:

DEFINICIJA 3.3.1.2. 3-prostor (E,3) je komeksan, ako i samo ako je
koneksan asocirani topogeni simetricni prostor [E,F].

Otuda i ovakav kriterijum koneksnosti d-prostora:

STAV 3.3.1.5. 3-prostor (E,d) je koneksan, ako i samo ako je asocirani
klasicni topoloski prostor (E, ~) t-koneksan.



SPISAK OZNAKA

Oznake €, c, U, N imaju uobicajeno znalenje pripadanja kao element,
inkluzije, unije i preseka; x ¢ E zna¢i da x kao element ne pripada skupu
E. Oznaka EN\_A znaéi skup svih onih elemenata skupa E koji ne leze
u skupu A4; ako je sem roga AC E, ta razlika znad¢i komplement skupa
A u odnosu na skup E i oznaluje se takode sa CA.

A = prazan skup.

q.e.d.=quod erat demontsrandum =3to je trebalo dokazati.
inf =infimum

sup =supremum

r(x) =rub skupa X.

r, (X) = unutra$nji rub skupa X.

r.(X) =spoljasnji rub skupa X.

u(X) =int (X)=unutra$njost ili interior skupa X.
5(X) =spoljasnost skupa X.

=  =2znak implikacije.

<  =znak implikacije u oba pravca.

(4| B) znati dé su skupovi 4 i B +— odeljeni.
X  =adherencija skupa X.

Ako su A i B skupovi, A=B znadli da su oni jednaki; A% B zna¢i da skup
A nije jednak skupu B.

() =dati skup indeksa a.
lim =limes.
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I (Xy:a € («)] = IX, kombinirani ili kartezijev proizvod skupova X, kad
indeks « prolazi skupom indeksa («).

f: A-> B zna¢i funkciju f &iji je domen skup A, a kodomen f(A4) sadrian u
skupu B. Za funkciju f kazademo da je preslikavanje u skup B ako postoji
bar jedna tatka y € B za koju ne postoji nijedna tatka x € A4 sa osobi-
nom f(x) =y. Za funkciju f kazaemo da je preslikavanje na skup B
ako za svaku tatku y € B postoji bar jedna tatka x& A sa osobinom
fx)=y.

Xfp =kolitnik skupa X u odnosu na binarnu relaciju ekvivalencije p definisanu
na skupu X,

kl, [x] =Kklasa ekvivalencije tatke x u odnosu na binarnu relaciju ekvivalen-
cije p.
A X B=kombinirani proizvod skupova 4 i B.

Ako je f: X—>Y i BCY, f* (B) znaéi skup svih onih elemenata ¢ iz X za
koje je f(a)€ B.

Ako su A i B podskupovi kombiniranog proizvoda X XY, 4. B znaéi njihovu
kompoziciju.

A-l=skup svih uredenih parova (x,y) za koje je (y,x)€ A.

0, — o =uobifajene oznake za neprave realne brojeve ,,plus beskonaéno® i
,»sminus beskonaéno®.

Ako su f i g funkcije, gof i fog znale njihove kompozicije.

Ako su posebne oznake uvedene u sludaju sintopogenih i semitopogenih prostora,
onda su one objainjene u samom tekstu.
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Apstraktni prostor 11 Hocking 39, 94

Arhangelski 99, 93
Inverzna slika

Binarna relacija semitogopenog uredaja 67
T-svezanosti 7, 11, 20 sintopogene strukture 68
Bing 9, 93 Ireducibilno koneksan 8
Biperfektni uredaj 57 Ivanova 54, 94
Boltjanski 9, 93 Ivanov 54, 94
Bourbaki 61, 93
Jones 9, 95
Csdszér 7, 55, 60, 84, 81, 94
Cullen 8, 94 Kelley 95
Kirch 9, 95
Knaster 95
Cech 44, 94 Renston
. . dvotagka 13
Disperzija komponenta 34
. taffka .9 lonéasto 51, 52
D1stnl:tut1vnost Jokalno 34, 36
aksiom 11 okolinski proizvod 24, 28, 30, 33
prostor 12
Efremovi¢ 5, 7, 20, 22, 47 skup 14
Ekstremalno s- 22
nekoneksan 9 8- 73
- 83

Fréchet 66 9U- 47
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u malom 38 Preslikavanje
-, 8- prostor 48 s-neprekidno 22
8- prostor 90 (S, 8')-neprekidno 68
T- 12 (&, P — 84
Kowalsky 8, 95 7-neprekidno 12,
Kriva 8 Proizvod
Kuratowski 8, 95 okolinski 24, 28, 30, 33, 42, 43
Kurepa 3, 8, 9, 10, 37, 95 sintopogenih prostora 69
Kvaziuniforman prostor 60 topologki 32, 43
struktura 61 “l-prostora 81, 82
Ky-Fan 93 3-prostora 79, 80
Prostor
Lennes-Hausdorff-ov uslov 11 apstraktan 11
Lokalno koneksan biperfektan 58
okolinski koli¢nik 43, 45 kvaziuniforman 60
proizvod 42, 43 okolinski 11
prostor 34, 36 koli¢nik 43, 45
topolodki koli¢nik 46 lokalno koneksan 34, 36
proizvod 43 proizvod 24, 28, 30, 33, 42, 43
prostor 38 s-koneksan 22
Luk 8 t-koneksan 12
semitopogeni 83
Mamuzi¢ 8, 9, 11, 25, 33, 36, 38, 43, 44, sintopogeni 58
60, 83, 84, 86, 88, 95, 96 sintopolotki 58
Mardegi¢ 9, 96 topogeni 58
Marjanovi¢ 10, 18, 25 koneksan 89
Martin 9, 96 topoloski 11

s-koneksan 22

S -koneksan 73
&-koneksan 83
4/-koneksan 47
3-, koneksan 90

Mattson 33, 96
Mazurkiewicz 9, 39
Mréwka 7, 47, 50, 83, 96

Nelz:;:rk:;nalno 9 o 3-, 8-koneksan 48
totalno 9
Rekstrikcija semitopogenog uredaja 67
Odeljen Roy 9, 96
S-73
&- 84 Sarimsakov 9, 93
T 12 Separisani (vid, odeljeni)
Okolinski Semitopogeni prostor 83
koli¢nik 43, 45 uredaj 55
proizvod, 24, 28, 30, 33, 42, 43 slika 67
prostor 11 Sieber 7, 73, 87, 96
Sierpinski 96
Papié 9 Sintopogeni prostor 58
Pervin 7, 21, 47, 50, 73, 83, 87, 96 struktura 58

Ponomarev 9, 96 Sintopoloski prostor 58
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Skup Uredaj
s-koneksan 22 biperfektan 57
S -koneksan 75 perfektan 56
& -koneksan 86 semitopogeni 55
T-koneksan 74 generator 55
Smirnov 5, 7, 47, 50, 52, 97 komplementaran 56
Struktura simetri¢an 56
biperfektna 58 topogeni 56
kvaziuniformna 60 Urysohn 9, 97
perfektna 58 prostor 9
sintopogena 58 Uzajamno
sintopologka 58 S-odeljeni 73
tipogena 59, 89 F-odeljeni 84

~v-odeljeni 11
Tagka disperzije 9
Topogeni prstor 59, 89
struktura 59, 89
Topoloski koli¢nik 46

Vencelj 8, 97

proizvod 32, 43 Wallace 5, 7, 21, 22, 24, 97
Totalno nekoneksan 9 ace o 1> 2%, 24, 2%,
Tranzitivnost

aksiom 11 Young 39, 94







