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Predgovor

Aritmetika koju nalazimo u Euklidovim FElementima nastala je izmedu Sestog
i cetvrtog veka stare ere i u njenom stvaranju, sudeéi prema saCuvanim zapisima,
ucestvovalo je samo nekoliko autora. U kontekstu aritmetickih otkri¢a drevni izvori
pominju samo Pitagoru i njegove sledbenike: Hipasa, Teodora, Teeteta i Arhitu.
Stoga je prikladno njihovu aritmetiku zvati Pitagorejskom.

Od tvoraca aritmetike, samo je Hipas bio Pitagorin neposredni ucenik i slusalac.
Teodor pripada slede¢oj generaciji pitagorejaca, Teetet je bio njegov ucenik, dok je
Arhita bio Teetetov savremenik. U periodu koji deli Arhitu od Euklida moralo je
biti napredaka u razvoju aritmetike i oni su se, pod okriljem Platonove Akademije
i Aristotelovog Liceja, najverovatnije kretali u smeru njenog logickog utemeljenja.
Sa Euklidom rana aritmetika dobija formu koju nalazimo u aritmetickim knjigama
Elemenata.

I u Kanonskom preseku u kojem je ukratko izloZzena pitagorejska harmonijska
doktrina, Euklid dokazuje aritmeticke stavove. Medu njima ima i onih za koje
se sa pouzdanjem moze utvrditi ko su njihovi autori. Ima ih i u Elementima. U
Kanonskom preseku to su stavovi SC.1-5, a u Elementima, stavovi VII1.8 i VIII.14—
17. T vreme njihovog nastanka moze se utvrditi sa pouzdanjem. Prema Platonovom
svedocenju, stavove VIII.14 i VIII.15 dokazao je mladi Teetet. Njemu pripadaju
i stavovi SC.1 i SC.2 buduéi da je njihova konjunkcija ekvivalent stava VIII.14.
Pripada mu i stav VIII.16 koji je ekvivalent stava VIII.14, i stavovi SC.4 i SC.5
¢ija konjunkcija je ekvivalentna stavu VIII.16. Stav SC.3 Boetije pripisuje Arhiti,
a kako dokaz ovog stava u celosti zavisi od VIIL.8, i stav VIIL.8 je Arhitin.

Neke aritmeticke tvrdnje koje su bile dokazane u vremenima pre Euklida, naiz-
gled nisu nasle mesto u Elementima. Dobar primer je Teodorovo otkri¢e da kvadra-
tni korenovi brojeva 3, 5, sve do 17, nisu racionalni. Ni iracionalnost kvadratnog
korena broja 2 nije izdvojena i eksplicitno dokazana u Elementima. Razlog ovome
treba traziti u prikrivenoj ¢injenici da su dokazi iracionalnosti ovih brojeva sadrzani
u dokazu opsteg stava VIII.14.

U knjizi pred vama reC je pre svega o Teodorovim, Teetetovim i Arhitinim
aritmetickim otkri¢ima. Medutim, njihova otkri¢a ne bi bila moguca da nije bilo
aritmetickih znanja koja dolaze iz ranijeg perioda. Zato se ova knjiga odnosi i
na aritmetiku koja je razvijena u krugu prvih Pitagorinih sledbenika i na moguéa
Pitagorina dostignucéa. Veéina iznesenih zakljucaka utemeljena je na analizi ma-
terijalnih ostataka pitagorejske aritmetike u Euklidovom delu. Dobar primer su
stavovi VIII.14, SC.1 i SC.2. Zato nije neumesno primetiti da se knjiga pre odnosi
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na arheologiju nego na istoriju aritmetike.

-500 -450 -400 -350 -300
VII. def. 1,2,5-7,15-19,21 VII def. 12,14 VII. def. 4,8-10,20,22
VII.2,3,5,13,14,16-20,33 VII1.21-28,34-36 VIIL1
VIII.4,5,11,12,18,19 VIII.1-3,6,7,14-17,20,21,26,27
1X.18,19,21-29,34 | 1X.15,16,30-33
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V2 je iraconalan /3 /5 ub 4o IT| VIL def. 3,11,13
. su iracionalni
Pitagora VIL15,29-32,37-39  VI1.4,6-12
— VIII.8-10,13,22-25
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SC.3,4,9
Teodor
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Arhita
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Platon
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Euklid
-500 -450 -400 -350 -300

Hronoloski redosled ranih autora i Euklidovih
aritmetickih definicija i stavova

Buduéi da su neopitagorejci nasledili tradiciju pitagorejstva, u knjizi ¢e biti
re¢i i o njihovoj aritmetici. Medutim, za razliku od aritmetike koju nalazimo arit-
metickim knjigama FElemenata u kojima je broj shva¢en apstraktno — kao mnozina
sastavljena od jedinica, neopitagorejska aritmetika je bila utemeljena na geometri-
jskom predstavljanju brojeva. Ovaj nacin predstavljanja brojeva geometrijskim
likovima — krugovima ili kvadratima, ili jo§ konkretnije, predmetima — morao je
biti uobic¢ajen s pocetka razvoja aritmetike, ali je morao biti odbacen posle Teete-
tovih otkri¢a. Buduéi da su obluci jedini likovi koriséeni u predstavljanju brojeva
koje pominju najraniji izvori, ova aritmetika moze se nazvati aritmetikom oblutaka.
U poredenju sa Euklidovom, neopitagorejska aritmetika ostavlja utisak naivnosti.
Kako je i rana aritmetika morala biti utemeljena na geometrijskom predstavlja-
nju brojeva, sva je prilika da su neopitagorejci odustali od Euklidovog pristupa
aritmetici i prigrlili ranopitagorejsku tradiciju aritmetike oblutaka.

Prvo poglavlje knjige posveceno je neopitagorejskoj aritmetici, a sledeéa cetiri
odnose se na ranopitagorejsku aritmetiku oblutaka. Razlozi zbog kojih su rani
pitagorejci brojeve predstavljali slikama objasnjeni su u drugom poglavlju. Trece
poglavlje odnosi se na njihovo razumevanje parnih i neparnih brojeva, cetvrto na
osnovne aritmeticke operacije na skupu prirodnih brojeva, dok je peto poglavlje
posveceno ranopitagorejskoj teoriji proporcija. Svi stavovi u ovim poglavljima
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dokazani su upotrebom geometrijskog predstavljanja brojeva na na¢in o kojem nas
obaveStavaju ne samo neopitagorejci ve¢ i neki rani autori. Medutim, argumenti
u dokazima nekih od ovih stavova ne razlikuju se od argumenata koje mozemo
naé¢i u Euklida. Njegovi argumenti u dokazima nekih aritmetickih stavova dolaze
iz aritmetike oblutaka, a iskazani su jezikom nove aritmetike koja je nasledila ra-
nopitagorejske metode u dokazivanju aritmetickih stavova. Razume se, mnogi od
njegovih stavova imaju dokaze koji se razlikuju od ranopitagorejskih buduéi da su
stavljeni u kontekst nove aritmetike.

Poglavlja 6, 7, 9, 10 i 11 sadrze analizu aritmetickih knjiga FElemenata i u
njima je nacinjen pregled Euklidovih dokaza stavova sedme, osme i devete knjige.
Dokazi su propraéeni njihovim deduktivnim strukturama koje mogu dati odgov-
ore na pitanja o hronoloskom redosledu Euklidovih stavova. Razume se, raspored
Euklidovih aritmetickih stavova razlikuje se od njihovog hronoloskog redosleda. U
analizi Euklidovih aritmetickih knjiga bic¢e re¢i o ovim razlikama.

Sesto poglavlje odnosi se na stavove o parnim i neparnim brojevima iz Eu-
klidove devete knjige. Sva je prilika da vetina ovih stavova dopire iz najranijeg
perioda pitagorejstva ali i medu njima ima stavova koji nisu mogli biti dokazani
u najranijem periodu ve¢ znatno kasnije, najverovatnije u kasnom ¢etvrtom veku
stare ere. Njihov autor je mogao biti neko od Euklidovih neposrednih prethodnika
ako ne i sam Euklid.

Euklidovi stavovi koji se odnose na osnovne aritmeticke operacije na skupu
prirodnih brojeva analizirani su u sedmom poglavlju. Aritmetika je nezamisliva
bez dokaza komutativnosti sabiranja i distributivnosti sabiranja brojeva u odnosu
na njihov proizvod. lako su formalni, Euklidovi dokazi ovih stavova u sebi su
sacuvali elemente dokaza koji dopiru iz aritmetike oblutaka.

Deveto i deseto poglavlje odnose se na Euklidovu teoriju proporcija. Njegova
definicija proporcionalnosti brojeva razlikuje se od antifaireticke definicije koja je
bila u upotrebi u ranom periodu pitagorejstva. Potreba da se stara definicija zameni
novom nastala je nakon Eudoksovog uvodenja definicije proporcionalnosti velic¢ina
koju nalazimo u petoj knjizi Flemenata. Pre njega nije bilo potrebe za definicijom
proporcionalnosti koja se razlikuje od univerzalne antifaireticke definicije. To je
razlog zbog kojeg je osmo poglavlje koje se odnosi na pre-Eudoksovsku teoriju
proporcija, smesteno izmedu poglavlja koja se odnose na Euklidovu aritmetiku.

Teetetova aritmeticka otkri¢a analizirana su u jedanaestom poglavlju. Euklid
ih je smestio u osmu knjigu Elemenata. To su stavovi VIII.14-17. Stav VIII.14
odnosi se na racionalnost i iracionalnost kvadratnih korenova prirodnih brojeva.
Stav VIII.15 od njega se dobija kontrapozicijom. Oni su ekvivalentni. Iz istog
razloga su ekvivalentni stavovi VIII.15 i VIII.17 koji se odnose na kubne korenove.
Da bi ih dokazao, Teetet je morao da odustane of geometrijskog predstavljanja
brojeva. Sredstva koja su bila u upotrebi u resavanju aritmetickih problema u ra-
nom periodu, nisu bila delotvorna u dubljoj analizi iracionalnosti i nesamerljivosti.
Dokazujuéi stavove VIII.14-17, Teetet je inicirao novi pristup aritmetici, razli¢it od
onog koji su imali njegov ucitelj Teodor i pitagorejci pre njega. Euklid je prihvatio
ovaj novi pristup.
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Odnosu pitagorejske aritmetike i njihove muzicke teorije posveceno je dvanaesto
poglavlje koje sadrzi kratku analizu Euklidovog Kanonskog preseka. Potreba za
upotrebom aritmetike u objasnjenju muzickih fenomena nastala je kao posledica
otkriée ranih pitagorejaca da se neki harmoni¢ni muzicki intervali mogu ,,objasniti*
odnosima malih prirodnih brojeva. Zato je rana teorija proporcija smatrana delom
muzicke teorije. Zaista, Platon je bio konzervativnog misljenja da se aritmetika
odnosi samo na parne i neparne brojeve te da joj teorija proporcija ne pripada.
Medutim, veé sa Teetetom i Arhitom doglo je do ujedinjavanja ovih dveju disciplina.

U poglavljima 13 i 14 izdvojeni su primeri iracionalnih veli¢ina koji su bili
poznati u periodu koji prethodi Teetetu. U trinaestom poglavlju re¢ je o ranim
dokazima postojanja nesamerljivih veli¢ina, a u ¢etrnaestom o Pitagorinom otkri¢u
iracionalnosti kvadratnog korena broja dva, i o Teodorom dokazu da kvadratni ko-
renovi brojeva 3, 5, sve do 17 nisu racionalni. Svi ovi dokazi ostvareni su upotrebom
geometrijskih likova u predstavljanju brojeva.

Beograd,
Jul, 2024. Zoran Lucic¢



POGLAVLJE 1

Poligonski brojevi

Za Euklida, broj je mnozina sastavljena od jedinica ( Elementi, VII. def. 2). Tako
ne kazuje Sta je brojanje, Euklid ¢esto u Elementima prebrojava jedinice ispitujuci
koliko ih je u nekom broju, u nameri da utvrdi koji je to broj. Zato su za njega
brojanje i jedinica pojmovi pomocéu kojih se objasnjava pojam broja. Oni mu
logicki prethode.

Za razliku od brojanja, Euklid definiSe jedinicu kazujuéi da je jedinica ono
pomocu ¢ega se svaki predmet koji postoji naziva jedan (VII. def. 1). Medutim, ako
se za svaki predmet moze rec¢i da je jedan, onda se svakim iskustvenim predmetom
moze predstaviti jedinica. Mnostvom predmeta moze biti predstavljen bilo koji
broj. Njihovim prebrojavanjem moze se utvrditi koji je to broj. Na ovakav nacin
shvacen pojam broja sadrzi u sebi primese konkretnog i iskustvenog. Pre Euklida,
pojam broja nije mogao biti shvacen apstraktnije nego kod Euklida. Naprotiv,
morao je biti konkretniji. Brojevi su, s pocetka, morali biti sasvim konkretni —
bili su brojevi stvari.

1.1. Epiharm i Eurit

Iz jedne od Epiharmovih komedija sa¢uvan je odlomak koji sadrzi dijalog dvo-
jice protagonista u kojem se obluci (grcki dijgor — psephoi) pominju kao sredstvo
koje se upotrebljava za predstavljanje parnih i neparnih brojeva.! Ovaj odlomak je
najstarije saCuvano svedocenje o nekoj aritmetickoj osobini parnih i neparnih bro-
jeva. U njemu jedan od ucesnika u dijalogu primecuje da ¢e se dodavanjem jednog
oblutka nekoj skupini oblutaka ili njegovim oduzimanjem, parnost broja oblutaka
promeniti.?

Gledaoci su mogli razumeti Epiharmove re¢i samo ako je problematika koja
se odnosi na parne i neparne brojeve kojom su se u vreme kada je komedija

1 Epiharm sa Sicilije je najpoznatiji pesnik dorske komedije. Aktivan je na prelazu iz Sestog
u peti vek stare ere. O njegovom znacaju moze se suditi prema re¢ima iz Teeteta, 152e, iz kojih
se vidi da je Platon Epiharma smatrao najveéim komediografom. Videti [15, str. 338-339)].
2y Epiharmovom odlomku nalazimo sledeéi dijalog:
A: Pretpostavimo da na jednoj gomili oblutaka koja sadrzi paran ili neparan
broj dodamo jedan oblutak, ili da oduzmemo jedan od postojec¢ih oblutaka:
mislis da ée parnost broja oblutaka ostati ista?
B: Boze sacuvaj.
Diogen Laertije, III1.11.



6 Pitagorejska aritmetika

napisana bavili rani pitagorejci,® veé uveliko izagla iz kruga Pitagorinih sledbenika
i postala opstepoznata.* Znajuéi da je Epiharm bio Pitagorin mladi savremenik,’
sa pouzdano$éu mozemo tvrditi da predstavljanje brojeva oblucima u nameri da se
odgonetne razlika izmedu parnih i neparnih brojeva, pripada samim pitagorejskim
pocecima — ako ne drugoj polovini Sestog veka, onda svakako prvim decenijama
petog veka stare ere.5

O predstavljanju brojeva kamenci¢ima, vek i po kasnije, obavestava nas i Aris-
totel. On tvrdi da je pitagorejac Eurit” rasporedivao kamenici¢e u obliku zivih
bi¢a u nameri da utvrdi koji im se brojevi mogu pridruziti. Tako je, prema Aris-
totelovim re¢ima, nasao brojeve za Goveka i konja.® Aristotel ne kazuje koji su to
brojevi® ali objasnjava da se Euritov postupak moze uporediti sa predstavljanjem
brojeva pomoc¢u kamencic¢a rasporedenih u obliku geometrijskih likova — trouglova
i kvadrata, stavljajuéi nam na znanje da je upotreba oblutaka u predstavljanju
trougaonih i kvadratnih brojeva u Euritovo vreme, u drugoj polovini petog veka
stare ere, bila veé dobro poznata.'°

o
oo o o o o
000 00000 000000
0000 00000 000000

00000 00000 000000

SLIKA 1.1.1. Trougaoni, kvadratni i duguljasti (pravougaoni)
brojevi

3Ovaj naziv — rani pitagorejci, uobicajeno se odnosi na Pitagorine sledbenike koji su bili
aktivni do sredine petog veka stare ere.

4Videti [9, str. 434].

5 Jamblih kazuje da je Epiharm bio slusalac ali ne i ¢lan pitagorejske zajednice (Diels, 23.A4),
a Diogen tvrdi da je ¢ak bio i Pitagorin ucenik (VIII.78).

60 ovome raspravlja i Knor [29, str. 135-137].

7 Eurit je bio Filolajev ucenik. Roden je sredinom petog veka, a bio je aktivan i s
pocetka Cetvrtog veka. Prema Aristoksenovim rec¢ima, poslednji pitagorejci bili su njegovi ucenici
(frag. 18). Nije poznato da li je pisao. Videti [57, str. 129].

8 Prema Aristotelovim re¢ima:

Eurit je utvrdio na Sta se koji broj odnosi, nalazeéi tako izvestan broj za
¢oveka, a drugi za konja i prikazujuéi sklop (Zivih biéa, Zivotinja i) biljaka
pomocu kamencicéa, na isti nacin kao Sto se brojevi svode na likove trougla
i kvadrata.

Aristotel, Metafizika, 1092 b.

9 Pseudo-Aleksandar dopunjuje Aristotela kazujuéi da je 250 broj coveka, a broj biljke —
360. Diels, 45A3.

10 Ako su pitagorejci najpre razvili teoriju poligonskih brojeva i zahvaljujuéi njoj dosli do
vaznih istina o pozitivnim celim brojevima, da bi Eurit kasnije ziva bi¢a predstavljao oblucima i
tako nalazio brojeve koji im odgovaraju, onda se ¢ini da je sa njime aritmeticka teorija nazadovala
i primakla se magiji brojeva. Zanimljivo, Arhita je zbog ovog otkri¢a Eurita smatrao savrsenim i
mudrim ¢ovekom. Videti [12, 45.2].
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Pored trougaonih i kvadratnih, Aristotel na drugom mestu pominje i brojeve
koji, za razliku od kvadratnih, nisu istostrani.'* Oni se mogu nazvati pravougaonim
brojevima bududi da, kada su predstavljeni oblucima, dobijaju oblik pravougaonika.
I Platon, u Teetetu, pominje brojeve koji uzimaju kvadratni ili duguljasti (pra-
vougaoni) oblik.'? Kvadratni brojevi se dobijaju mnozenjem jednakih faktora, a
duguljasti nejednakih. Medutim, za razliku od Eurita, Platonov Teetet u predsta-
vljanju brojeva ne upotrebljava kamenci¢e. Njihovu ulogu preuzeli su jedini¢ni
kvadrati iz kojih se sastoje geometrijski kvadrati i pravougaonici kojima su ivice
celeobrojne.

SLIKA 1.1.2. Kvadratni broj 55 = 25 i duguljasti broj 6 -5 = 30

Trougaone brojeve Teetet ne pominje jer njihovo predstavljanje jedini¢nim
kvadratima naizgled nema znacaja. Naprotiv, kod predstavljanja prostih brojeva
on takode upotrebljava jedini¢ne kvadrate. Tako su brojevi tri i pet koje pominje

0 I I I

SLIKA 1.1.3. Duguljasti brojevi tri i pet

Teetet, svrstani u duguljaste brojeve buduéi da se i oni dobijaju mnozenjem dvaju
nejednakih strana. Razume se, jedna od njih je jedini¢na. Prvi se sastoji iz triju, a
drugi iz pet jedini¢nih kvadrata.

Isti na¢in geometrijskog predstavljanja kvadratnih brojeva mozemo nadi i u
Platonovom Menonu. U ¢uvenom dijalogu Sokrata i mladog Menonovog roba, u
potrazi za kvadratom celobrojne ivice koji je dvostruko veéi od kvadrata kojem je
ivica duzine dve stope, pored tog kvadrata iskrsavaju i kvadrati kojima su ivice
tri ili Getiri stope.'® U razgovoru ée se utvrditi da od kvadrata kojem je ivica dve

11 Aristotel kazuje da pored parnosti i neparnosti, prostosti i slozenosti, brojevima pri-
padaju i osobine istostranosti (kvadratnosti) i raznostranosti (pravougaonosti). Druga analitika,
73 a39-40.

12 Teetet objasnjava da je brojeve podelio na dve vrste — kvadratne i pravougaone:

Oni brojevi koji mogu da nastanu od mnozenja dvaju jednakih faktora, a
prikazali smo ih likom kvadrata, nazvali smo kvadratnim i istostrani¢nim.
A one brojeve izmedu njih, u koje pripadaju i tri i pet, i svaki broj koji
ne moze postati od mnozenja dvaju jednakih faktora, nego nastaje ili od
veceg broja pomnozenog sa manjim, ili od manjeg pomnozenog sa vecim, i ti
brojevi odredeni su (kao likovi) uvek jednom veéom i jednom manjom stra-
nom, a prikazali smo ih opet duguljastim ¢etvorouglom, tj. pravougaonikom,
nazvali smo duguljastim (pravougaonim) brojevima.

Platon, Teetet, 147 e-148 a.
l?’Platon7 Menon, 82b—85b. O ovome ¢e biti vise re¢i u poglavlju 14.
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6

SLIKA 1.1.4. Platon, Menon, 82b—84 a

stope, nece biti dvostruko veéi ni kvadrat kojem je ivica tri stope, ni kvadrat ivice
Cetiri stope, a zbog toga i nijedan drugi kvadrat celobrojne ivice.

Buduéi da su Eurit i Teetet savremenici i da je dogadanja opisana u Teetetu
Platon smestio u 399. godinu stare ere — godinu Sokratove smrti, sa sigurnos¢u
mozemo tvrditi da predstavljanje kvadratnih i pravougaonih brojeva jedini¢nim
kvadratima koji imaju istu funkciju kao i obluci, pripada najkasnije drugoj polovini
petog veka stare ere. To Platon potvrduje i u Menonu opisujuéi u njemu dogadaj
koji je smesten u drugu polovinu petog veka.

00
000
0000

SLIKA 1.1.5. Tetraktis
Ako je verovati Lukijanu,** za Pitagoru je broj deset bio savreni trougao —
tetraktis, pa bi se upotreba trougaonih brojeva mogla pripisati i Pitagori. U Luki-
janovoj satiri Prodaja Zivota, u kojoj je Pitagora jedan od likova, na sagovornikovo
brojanje — jedan, dva, tri, ¢etiri, Pitagora dodaje:*®

Vidis, ono Sto ti mislisS da je cetiri, zapravo je deset, savrSeni

trougao i ono u Sta se mi zaklinjemo.
Pored toga Sto se u svojoj satiri podsmeva Pitagori koji, prema njegovim recima,
smatra da je Cetiri zapravo broj deset, Lukijan nas uzgred obavestava da su se
Pitagora i njegovi sledbenici zaklinjali u tetraktis.!® Ako su se pitagorejci zai-
sta u nesto zaklinjali, onda je, ¢ini se, objekat njihove zakletve morao dolaziti od
rodonacelnika bratstva.

1.2. Neopitagorejci

I Teofrast, Aristotelov naslednik na mestu upravnika peripateticke skole, tvrdi
da je Burit rasporedivao neke kamencicée i od njih pravio likove,'” ali ni kod njega,
kao ni kod Aristotela, nema bilo kakvih daljih objasnjenja. Razume se, nema ih
ni kod Epiharma, a ni kod Lukijana. Tek u drugom veku nove ere, Lukijanovi

14 Lukijan je satiricar iz drugog veka nove ere, roden u Samosati (na gornjem Eufratu), u
sirijskoj pokrajini Komageni. Pod njegovim imenom sacuvana su 82 spisa. Videti [15, str. 743—
745].

15 Lukijan, Bion Prasis, 4. Ovaj Lukijanov dijalog preveden je na hrvatski jezik i nosi naslov
Svjetonazori na drazbi, Kruzak, Zagreb 2002.

16O ovome nas obavestava i Aetije, doksograf koji zivi na prelasku iz prvog u drugi vek.
Diels, 58.B15.

17 Diels, 45.2.



Poglavlje 1. Poligonski brojevi 9

savremenici, neopitagorejci Teon iz Smirne i Nikomah iz Gerase, pisate o tome
kako su od jedinica mogle biti pravljene geometrijske slike i kako su one mogle biti
temelj za dokazivanje stavova aritmetike. Medutim, brojevi sastavljeni iz jedinica,
kojima su se oni bavili, nisu bili samo trougaoni i kvadratni ili pravougaoni, ve¢ su
mogli biti i linearni,'® a neki su bili petougaoni ili sestougaoni itd.,' u zavisnosti
od rasporeda jedinica kojima su predstavljeni. Od njih saznajemo i to kako su ovi
poligonski brojevi postali pogodno sredstvo u dokazivanju nekih zanimljivih stavova
iz teorije brojeva. Doduse, u predstavljanju ovih brojeva oni, kao ni Teetet pre njih,
ne koriste oblutke. Oni ne upotrebljavaju ni jedini¢ne kvadrate kao §to je ¢inio
Teetet, ve¢ umesto oblutaka ili kvadrata upotrebljavaju jedinice koje obelezavaju
slovom .20

1.3. Trougaoni, kvadratni i heteromekicki brojevi

I Teon i Nikomah trougaone brojeve graficki predstavljaju rasporedujuéi jedi-
nice u redove, tako da u prvom redu bude jedna jedinica, u drugom dve, u treéem
tri, itd. Od trougaonog oblika koji uzimaju ovako rasporedene jedinice dolazi i ime
ovih brojeva. Kako kazuje Nikomah, trougaoni broj je onaj koji kada se razlozi
na jedinice dobija oblik trougla. Medutim, ni jedan ni drugi ne nalaze bolji nac¢in
da utvrde koliko jedinica ucestvuje u njihovoj izgradnji, do da trougaone brojeve
poredaju u niz:*!

1,3,6,10, 15,21, 28, 36,45, 55, . ..
i time daju odgovor na pitanje koji broj je suma prvih n (prirodnih) brojeva.
Funkcionalne veze broja n i sume prvih n brojeva, kod Teona i Nikomaha jedno-
stavno nema. Medutim, ova funkcionalna veza njima je mogla biti poznata jer

o
« [e e
e o ao o
« [e X6 ao o aooao
« o ao o axoao axoxoao

- a ax o axoxo acxcoao [eXeXeNe N Ne7

SLIKA 1.3.1. Trougaoni brojevi

Cetiristo godina ranije o njoj piSe Arhimed u raspravi O konoidima i sferoidima. U
lemi koja prethodi prvom stavu njegove rasprave, on nalazi da vazi formula prema
kojoj je:*?

n(n+1
Ovde Arhimed pretpostavlja da je k veli¢ina, a ne broj, tako da je njegova lema u
kojoj nalazi parcijalne sume aritmeticke progresije kojoj je k i prvi ¢lan i razlika,

187 ovome se neopitagorejci razlikuju od Teeteta koji, prema Platonovom svedocenju, i
linearne brojeve naziva duguljastim.

19 Nicomachus II, VII-XI, Theon I, XVIII-XXVII.

20 Kako kazuje Nikomah u Uvodu u aritmetiku 11, V1.2, Heleni su brojeve obelezavali slovima
alfabeta, u skladu sa obi¢ajima i dogovorom ljudi. Tako su jedinicu obelezavali prvim slovom
grékog alfabeta — a.

21 Theon I, XIX, Nicomachus II, VIIL.

22Videti [24, str. 105].



10 Pitagorejska aritmetika

opstija i izlazi iz okvira Teonove i Nikomahove aritmetike. U posebnom slucaju,
kada se pretpostavi da je k = 1, iz ove Arhimedove leme sledi da je suma prvih n
pozitivnih celih brojeva jednaka n(n + 1)/2. Ni Teon ni Nikomah ovu tvrdnju ne
dokazuju.

Arhimedov dokaz leme o parcijalnim sumama aritmeticke progresije

k,2k, 3k, ... nk,...

pociva na jednostavnoj ideji. Sabira se prvi i poslednji ¢lan konac¢nog niza k,
2k, ...,nk, zatim drugi i pretposlednji itd., i uvek se dobija isti zbir. Zato je
parcijalna suma aritmeticke progresije k - n(n + 1)/2.2

Medutim, iako kod Teona nema stava o sumi prvih n brojeva, kod njega na-
lazimo tvrdnju o sumi uzastopnih neparnih brojeva pocev od jedinice, prema ko-
joj se sabiranjem ovih brojeva dobija kvadratni broj. U nameri da dokaze ovu
tvrdnju, najpre postavlja prvu jedinicu. Umesto slovom a, mozemo je predstaviti
kruzi¢em.?* Prvoj jedinici Teon dodaje tri jedinice rasporedene u pravougloj shemi
koju su Greci nazivali gnomonom, da bi dobio kvadratni broj 4. Dodavanjem ovom
broju pet jedinica slede¢eg gnomona dobija kvadratni broj 9, zatim dodaje sedam
jedinica novog gnomona da bi dobio kvadratni broj 16, itd.?> Time je utvrdio da je

1434+ (2n—1)=n2%

Teon dokazuje i tvrdnju da je suma konac¢no mnogo uzastopnih parnih brojeva

Q0000 000000

0ooolo [XeXeXeXo][o]

(X eXo]lo][o) [eXeXeXe]le]lo]

o olojo|o 0 oololojo

o'ololo'o 00'o'o'olo
a b

SLIKA 1.3.2. Kvadratni i heteromekicki brojevi

pocev od broja dva, pravougaoni broj kojem su strane susedni brojevi.2¢ Ove
brojeve koji su oblika n(n + 1) Nikomah naziva heteromekickim.?” Na isti nacin
kao i u prethodnom dokazu, Teon izdvaja dve susedne jedinice, njima dodaje njima
susedne 4 jedinice rasporedene u pravougloj shemi i tako dobija heteromekicki broj
6 kojem su strane 2 i 3 (slika 1.3.2). Broju 6 dodaje 6 jedinica nove pravougle
sheme i dobija heteromekicki broj 12, kojem dodaje 8 jedinica sledeée pravougle
sheme, itd. Zato je 2+ 4+ -+ 4+ 2n = n(n + 1). Medutim, kako je

2444 +2n=nn+1)=2(1+2+---+n)

23 Istu ideju iskoristi¢e i Gaus koji je jo§ kao ucenik umeo da sabere prvih 100 pozitivnih
celih brojeva. Medutim, Gausov profesor matematike koji je svojim ucenicima dao zadatak da
saberu brojeve od 1 do 100, morao je znati za Arhimedovo, ili za resenje ovog problema upotrebom
oblutaka. Videti (8, str. 202].

24To ¢inimo sa jasnom namerom da time sugeriSemo upotrebu oblutaka u predstavljanju
brojeva (slika 1.3.2), znajuéi da su tako ¢inili Epiharm i Eurit Seststo godina pre Teona.

25 Theon I, XIX, XXV.

26 Theon I, XIX.

27 Nicomachus I, XVIL1 i XVIIL.2. Videti takode i [22, vol. ii, str. 289] i [29, str. 250, . 72].
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svaki pravougaoni broj kojem se jedna strana sastoji iz n, a druga iz i n + 1 je-
dinica, jednak je sumi dvaju medusobno jednakih trougaonih brojeva kojima se
svaka strana sastoje iz n jedinica. Ovo je, opet, sasvim jednostavno utvrditi na
osnovu rasporeda jedinica koje sacinjavaju taj heteromekicki broj (slika 1.3.3.a).
Zanimljivo je da ni Teon ni Nikomah ne dokazuju ovu osobinu.?® Za razliku od

000000 o ooo

O00000 0000

000000 0000

000000 ooooo

000000 00000
a b

SLIKA 1.3.3. Heteromekicki i kvadratni brojevi su sume
trougaonih brojeva

njih dvojice, Jamblih pominje da je proizvod n(n + 1) jednak sumi dvaju jednakih
trougaonih brojeva, ali ovu tvrdnju ni on ne dokazuje.?? Medutim, i Teon i Nikomah
nalaze da je kvadratni broj jednak zbiru dvaju uzastopnih trougaonih brojeva. Na
osnovu analize rasporeda jedinica poredanih u skladu sa kvadratnom shemom (slika
1.3.3.b), Teon jednostavno primecéuje da ¢e svaki kvadratni broj strane n biti jednak
zbiru dvaju uzastopnih trougaonih brojeva.’? Razume se, ivice jednog od tih dvaju
trouglova sastoje se iz n, a drugog iz n+ 1 jedinica. I Nikomah uzgred pominje ovu
osobinu,®! koja se moze jednostavno zapisati jezikom formula:
(n—1)n n n(n+1) 2
2 2

SLIKA 1.3.4. (2n)? = 4n?

Teon na drugom mestu dokazuje jos dve zanimljive osobine. Obe se odnose
na kvadratne brojeve. Prema prvoj, svaki parni kvadratni broj je deljiv sa cetiri,
a prema drugoj svaki neparni kvadratni broj koji je umanjen za jedan, takode je
deljiv sa éetiri.>> Prvu od ovih dveju osobina lako je ilustrovati slikom kvadratnog
broja predstavljenog oblucima, koji je osama refleksija njegovih strana razlozen na
getiri jednaka kvadratna broja (slika 1.3.4).3% T drugu osobinu lako je ilustrovati.

28 Videti [29, str. 150].

29 Tamblichus, In Nicomachi Arithm. Introd. L., 86.15.

30 Theon I, XXVIIIL.

31 Nicomachus II, XIL5.

32 Theon, Expositio Rerum Mathematicarum, 35.17.

33 Ovu osobinu Platon upotrebljava u Menonu (83 c) kada broj 16 razlaze na cetiri kvadratna
broja.
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SLIKA 1.3.5. 2n+1)2 —1=8n(n—1)/2

Zaista, ako se izdvoji jedinica u sredistu kvadratnog broja (2n + 1)? predstavljenog
oblucima, ostatak se moze razloziti na cetiri medusobno jednaka heteromekicka
broja (slika 1.3.5). Njihove strane su susedni brojevi n i n 4+ 1 pa je zbog toga
(2n +1)?2 = 1 = 4n(n + 1). Medutim, jedan od dvaju susednih brojeva n i n + 1
mora biti paran, pa je svaki neparni kvadratni broj koji je umanjen za jedan, deljiv
ne samo sa Cetiri, ve¢ i sa osam. Stavise, deljiv je na osam jednakih trougaonih
brojeva. Jamblih iskazuje obrat ovoga stava tvrdeéi da je osmostruki trougaoni
broj koji je uveéan za jedinicu, kvadratni broj. Kasnije ¢e Diofant obratni stav
upotrebljavati u svojoj Aritmetici.>* Njega ¢e pomenuti i Plutarh u raspravi o
obliku elemenata u Platonovom Timaju.>

Buduéi da je saim dogadaj koji je opisan u Menonu smesSten u drugu polovinu
petog veka, dokaz tvrdnje prema kojoj je svaki parni kvadratni broj deljiv sa ¢etiri,
prema Platonovoj hronologiji, pripada najkasnije tom vremenu. Kako se i osobina
prema kojoj je svaki neparni kvadratni broj koji je umanjen za jedan, deljiv je sa
Cetiri, odnosi na razlaganje kvadratnog broja, i ona najverovatnije dolazi iz istog
perioda.?® Kao $to smo veé¢ utvrdili, iz nje opet jednostavno sledi da je neparni
kvadratni broj koji je umanjen za jedan, deljiv i sa osam. Vide¢emo da ova osobina,
zajedno sa stavovima o parnim i neparnim brojevima koji su svakako bili poznati
ranim pitagorejcima, vodi ka dokazu tvrdnje da kvadratni korenovi brojeva, tri,
pet, pa sve do sedamnaest, nisu racionalni, kao §to je, prema Platonovim rec¢ima,
umeo da dokaze Teodor.?” Zato deluje uverljivo hronologija prema kojoj stavovi o
razlaganju kvadratnog broja prethode Teodoru, da bi ih on u drugoj polovini petog
veka upotrebio nalazeéi primere iracionalnih brojeva koje Platon pominje u Teetetu.
Stavise, buduéi da se do dokaza ovih stavova moze doé¢i upotrebom oblutaka, nije
nemoguce da i oni pripadaju vremenu ranog pitagorejstva — prvoj polovini petog
veka stare ere.8

34 Heath, Diophanus, str. 196. Videti [29, str. 152-153].

35 Plutarch, Platonicae Quoaestiones, Moralia, 1003F.

36 Videti [29, pp.152-154].

37 Platon, Teetet, 147 d.

38 Knor dokazuje da stavovi o neparnim kvadratnim brojevima svakako pripadaju
petovekovnoj teoriji parnih i neparnih brojeva. Videti [29, str. 152-153].
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Ne treba smetnuti s uma da Teon i Nikomah, koji nas obaveStavaju o zna-
njima koja se odnose na kvadratne i pravougaone brojeve, pripadaju periodu koji
je vremenski veoma udaljen od nastanka pitagorejstva. Njih dvojicu od Pitagore
deli sedam vekova. Budué¢i da nam oni stavljaju na znanje neke sasvim jednostavne
istine o brojevima, kojih nema u Euklidovim FElementima, lako mozemo pomisliti
da je njihova namera bila da nas obaveste o pitagorejskim znanjima koja je Euklid
iz nekog razloga izostavio. Razume se, razlog je mogao biti i to Sto se do ovih
znanja dolazi upotrebom oblutaka, a upotreba oblutaka u predstavljanju brojeva u
Euklidovo vreme bila je odavno prevazidena.

1.4. Gnomoni

U nameri da jedinice poreda u skladu sa kvadratnom shemom, Teon najpre
postavlja prvu jedinicu, zatim dodaje tri jedinice njenog gnomona i dobija kvadratni
broj strane 2, pa pet jedinica slede¢eg gnomona da bi dobio kvadratni broj strane
3, onda sedam jedinica novog gnomona itd. (slika 1.3.2).39 Ovakav, aritmeti¢i nacin
razumevanja gnomona moze se na¢i ve¢ kod Aristotela koji, tumaceci pitagorejsko
razumevanje beskona¢nog, gnomone pridodaje oko jedinice, dobijajuéi likove koji su
s jedne strane uvek razliciti (velicinom), a sa druge strane su uvek isti (oblikom).*°

Na slican na¢in moze se pojam gnomona uvesti i u geometriju, i upravo to ¢ini
Aristotel kazujuéi da gnomon kada se doda kvadratu, ¢uva njegov oblik tvoreci veci
kvadrat i dodaje da isto vaZi i za sve druge figure takve vrste.*! U skladu sa ovom
Aristotelovom napomenom, Euklid dopusta da se gnomon dodaje bilo kakvom par-
alelogramu tako da novodobijena figura opet bude paralelogram sli¢an polaznom.*?
Stoga mozemo govoriti o gnomonima kvadrata i paralelograma, ali i o njihovom
uopstenju — gnomonima p-touglova, u skladu sa Aristotelovom napomenom ko-
jom on dopusta i druge figure takve vrste.

Y

SLIKA 1.4.1. Gnomoni pravilnih poligona

Za razliku od Aristotela, Teon gnomon definiSe aritmeticki. Za njega se svi
uzastopni brojevi koji saCinjavaju trougaone, ¢etvorougaone itd., p-tougaone bro-
jeve, nazivaju gnomonima.*® On zapravo poligonske brojeve i definise koristeéi

39 Theon I, XIX, XXV.

40 Aristotel, Fizika, 203 a10-15.
41 Aristotel, Kategorije 14a 15.
42 Euklid, Elementi, 11, def. 2.
43 Theon 1, XXIIL
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pojam gnomona. Broj naziva trougaonim ako njegova izgradnja zapocinje jedini-
com, a zatim se dodaju gnomoni — uzastopni brojevi poc¢ev od broja 2. Naziva ga
kvadratnim ako su gnomoni dodati jedinici uzastopni neparni brojevi; duguljastim
tj. pravougaonim ili heteromekickim ako zapocinje dvojkom, a dodati gnomoni su
uzastopni parni brojevi pocev od broja 4; petougaonim ako zapocinje jedinicom,
a gnomoni su mu uzastopni brojevi koji su, kada se umanje za 1, deljivi sa 3;
Sestougaonim ako su, kada se umanje za 1, deljivi sa 4 itd.** Medutim, on ne oseéa
potrebu da dokaze ekvivalentnost dveju definicija poligonskih brojeva: prethodne,
koja podrazumeva dodavanje gnomona, i one koja ih razumeva kao jedinice ras-
poredene tako da ¢ine pravilne poligone.*®

SLIKA 1.4.2. Poligonski brojevi i njihovi gnomoni

Redosleded gnomona pojedinih poligonskih brojeva Teon prosto prikazuje kao
brojne nizove. Tako su gnomoni trougaonih brojeva poredani u niz prirodnih bro-
jeva, kvadratnih u niz neparnih brojeva, petougaonih u niz 1, 4, 7, 10, 13, 16, 19,...
Sestougaonih u niz 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25,... itd.*® Dakle, gnomoni p-tougaonog
broja kojem su strane duzine n (tj. sastoje se iz n jedinica) su, redom, brojevi
1,1+ (p—2),142(p—2),...,14+(n—1)(p—2). Oni su ¢lanovi aritmetickih progre-
sija kojima su prvi ¢lanovi uvek broj 1, a razlike su, redom, 1,2,3, ..., itd. Brojeve
jedinica u gnomonima nekog p-tougaonog broja Jamblih ¢e upotrebiti u nameri da
izra¢una broj jedinica iz kojih se taj p-tougaoni broj sastoji.

1.5. Aritmeticke progresije

U Uvodu u aritmetiku Nikomah objasnjava kako treba razumeti p-tougaone
brojeve ako nam je namera da sabiramo njihove gnomone ili, savremenim re¢nikom
reeno, parcijalne sume aritmetickih progresija:4”

Dva uzastopna trougaona broja kada se sastave sacini¢e kvadrat
i svaki kvadrat moguce je podeliti u dva trougla. Opet, ako
se trougao doda kvadratu dobice se petougao, ... Na isti nacin,
kada se petouglu doda odgovarajuci trougao dobice se Sestougao,
a trougao povezan sa njime dace sedmougao, zatim osmougao i
tako do u beskonacnost.

44 Theon I, XXIII-XXVII.

45 Ovaj nedostatak popravlja Knor rekonstrukcijom dokaza ekvivalentnosti ovih dveju defi-
nicija. Videti [29, str. 148-150].

46 Theon I, XXIII-XXVII.

47Videti [52, vol. I, str. 95-97] ili [43, str. 835].
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U nameri da istakne koji se brojevi dobijaju prethodnim postupkom sabiranja

gnomona, Nikomah sacinjava tabelu:

Trouglovi 1 3 6 10 15 21 28 36 45 55
Kvadrati 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
Petouglovi 1 5 12 22 35 51 70 92 117 145
Sestouglovi 1 6 15 28 45 66 91 120 153 190
Sedmouglovi 1 7 18 34 55 81 112 148 189 235

u kojoj su parcijalne sume aritmetickih progresija koje, redom, odgovaraju

trougaonim, kvadratnim, petougaonim, Sestougaonim i sedmougaonim brojevima.

48

Nije tesko primetiti pravilo po kojem su rasporedeni brojevi u prethodnoj tabeli.
Zaista, bilo koji broj u tabeli je suma broja koji je odmah iznad njega u istom
stupcu i trougaonog broja iz prethodnog stupca.

SLIKA 1.5.1. Razlaganje poligonskih brojeva na trougaone

Za razliku od Nikomaha koji poligonske brojeve svrstava u tabelu u nameri da
utvrdi koji su to brojevi, Jamblih pokusava da nade nacin ili, savremenim rec¢nikom
kazano, formulu kojom ¢e obuhvatiti sve p-tougaone brojeve, a time i sume svih
aritmetickih progresija.*® On dijagonalama koje izviru iz jednog temena razlaze
p-tougaoni broj na trougaone. Tako se kvadratni broj razlaze na dva trougaona
broja, petougaoni broj se razlaze na tri trougaona broja, itd., tako da, prema
njegovim re¢ima, jedan prelazi u trougao, dva u kvadrat, tri u petougao itd. Prema
Jamblihovoj racunici, prvi gnomon koji se dodaje jedinici iz koje izviru dijagonale,
sastojace se iz 1 + (p — 2) jedinica, slede¢i gnomon ¢e se sastojati iz 1 + 2(p — 2)
jedinica itd., tako da ¢e se, na posletku, dobiti gnomon sa 1+ (n—1)(p—2) jedinica.

48 Nicomachus II, XII.

49U komentarima Nikomahovog Uvoda u aritmetiku Jamblih objasnjava:

Sada, kada predstavimo poligone slikom, dve strane uvek ostaju na svom
mestu samo se produzavaju dok se strane koje su njima zahvacene menjaju
neprekidno kada im se okolo dodaju gnomoni, jedan prelazi u trougao, dva
u kvadrat, tri u petougao itd. do beskonacnosti, razlika oznaka poligona i

broja strana menja se za dva.
Videti [52, vol. I, str. 99].
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Zato ¢e, savremenim rec¢nikom formula iskazano, p-tougaoni broj kojem se svaka
strana sastoje iz n jedinica, biti:
o(pn) = 1+14+(p—2)+14+2(p—2) +-+1+(n—1)(p—2)
=n+1+2+---+(n-1))(p—2)

M(p,g).

n
=n-+
On ¢e biti i n-ta parcijalna suma aritmeticke progresije kojoj je prvi ¢lan je-

dinica, a razlika p — 2.



POGLAVLJE 2

Aritmetika oblutaka

Neopitagorejsko umeée manipulisanja jedinicama-oblucima u cilju reSavanja
aritmetickih problema, poc¢iva na sasvim jednostavnom nacinu predstavljanja bro-
jeva, a ipak je veoma domisljato. Sama jednostavnost ovog nacina upucuje na
mogucnost da dolazi iz najranijeg perioda pitagorejske matematike. Razume se, mi
ne mozemo znati kojem vremenu pripadaju dokazi aritmetickih stavova koje nala-
zimo u spisima neopitagorejaca jer prosto o tome nije sa¢uvano dovoljno pisanih
podataka. Medutim, imajuéi u vidu elementarnost metode kojom ih Teon, Nikomah
i Jamblih dokazuju i znajuéi da na ovu metodu utemeljenu na upotrebi oblutaka
upuéuju Epiharm u sa¢uvanom dijalogu i Aristotel u odlomku o Euritu, savim je
mogucée da, ako ne svi, onda bar neki od ovih dokaza, a pre svega oni najjed-
nostavniji, dolaze iz najranijeg pitagorejskog perioda. Nije isklju¢eno da je i sam
Pitagora mogao znati neke od njih.

2.1. Aritmetika je tacnija od geometrije

U nameri da dokuc¢imo kojim redosledom je napredovala rdna pitagorejska
aritmetika, putokaz nam mogu biti aritmeticke knjige Euklidovih Elemenata jer
moraju sadrzati i dostignuca koja pripadaju ranim pitagorejcima. Medutim, sudeci
prema sadrzaju Euklidovih knjiga VII-IX i prema nacinu na koji se u njima
dokazuju pojedini stavovi,! iskljuceno je da ih je Euklid, u celosti ili u delovima, u
izvornom obliku samo preuzeo od ranih pitagorejaca. Neki od Euklidovih dokaza
veoma su kompleksni i malo je verovatno da dopiru iz vremena mnogo pre Eukl-
ida.? Mnogi od njih su indirektni, a izgleda da je u najranijem periodu indirektna
metoda bila koriséena samo ako se do kontradikcije moglo do¢i u jednom jedinom
koraku.®? Medutim, svi stavovi aritmetickih knjiga, pa i oni najjednostavniji za
koje se sa pravom moze pretpostaviti da dolaze iz vremena kada je nastajala ari-
tmetika, u Elementima imaju dokaze koji ne samo da nisu ocigledni, ve¢ njihovo
razumevanje zahteva visok nivo apstrakcije. Zato se ¢ini nemogué¢im da Euklidovi
dokazi aritmetickih stavova dopiru iz perioda ranog pitagorejstva.

L Videti [48, str. 99-109].

2Proklo tvrdi da je Euklid sastavio Elemente neoborivo pokazujuéi stvari koje su njegovi
prethodnici samo labavo dokazali (Proclus, 68.11).

3 Dobar primer su dokazi stavova 1X.30 i IX.31 za koje se sa pravom pretpostavlja da pri-
padaju ranim pitagorejcima kao Sto dokazuje Beker [6]. Oni su u Elementima eksplicitno indi-
rektni, iako se do njih moglo dodéi i prostom analizom, bez upotrebe indirektne metode. Videti
odeljak 6.2.

17
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Izvorni dokazi pojedinih stavova koje nalazimo u aritmetickim knjigama Eleme-
nata morali su biti razlic¢iti od Euklidovih. Morali su da budu ocigledni, jer jedini
¢vrst oslonac na kojem su Grei s pocetka mogli graditi aritmetiku nije dolazio
od aksioma ili kakvih veé¢ utvrdenih nacela i dokazanih istina, ve¢ od uverljivosti
slike. Uostalom, i Euklidova geometrija koja pociva na postulatima i aksiomama
u mnogome zahteva i pozivanje na ociglednost, jer pretpostavke na kojima je iz-
gradena nisu dovoljne. Tako veé¢ u dokazu stava 1.1 u kojem konstruise pravilni
trougao ABC, Euklid uzima zdravo-za-gotovo da dva kruga k(A, AB) i I(B, BA)
koji imaju tacaka jedan unutar drugog, imaju i neprazan presek. Ovaj nedostatak
Euklidovog dokaza koji je uocen tek u devetnaestom veku,* nadomeséuje slika koja
jasno sugeriSe da se krugovi k i [ seku u tacki C (slika 2.1.1). U svom dokazu stava
1.1 Euklid pored slike ipak ima jo$ jedno uporiste — prvi i treé¢i postulat na koje
se poziva. U njegovoj aritmetici takvog uporista prosto nema.

k c l

A B
SLIKA 2.1.1. FElementi 1.1

Da nisu ilustrovani slikama, dokaze Euklidovih geometrijskih stavova bilo bi
tesko, ako ne i nemogude, pratiti. Pre Euklida uloga slika u dokazima geometri-
jskih stavova nije mogla biti manja nego u Euklida. Naprotiv, bila je veca, a s
pocetka razvoja geometrije slika je bila sam dokaz. Dokazivanje je tada moralo
biti samo sinonim za uo¢avanje. Slika je u tome imala kljuénu ulogu.® Kao &to
su u dokazima najstarijih geometrijskih teorema slike bile od presudnog znacaja
za njihovo razumevanje jer drugih argumenata i nije bilo, isto tako su i najstariji
aritmeticki dokazi morali pocivati na oc¢iglednosti slika kojima su bili ilustrovani.

Medutim, u aritmetickim knjigama Flemenata brojevi nisu predstavljeni
jedinicama-oblucima, ve¢ duzima. Nema sumnje da je ovaj nacin bio uobic¢ajen u
Euklidovo vreme. I kvadrati brojeva i njihovi proizvodi u Elementima su predsta-
vljeni duzima, a ne geometrijskim kvadratima ili pravougaonicima. Zato slike ko-
jima su ilustrovani stavovi aritmetickih knjiga ne stavljaju ocigledno na znanje da
su tvrdnje iskazane u njima istinite. Buduéi da se u pojedinim stavovima nije poz-
vao ni na jedan prethodni stav, i ni na jednu aksiomu ili postulat, ve¢ samo na
definicije,® Euklid je u njihovim dokazima mozda mogao da rauna na uverljivost
slika na isti nacin na koji je to ¢inio u dokazima pojedinih geometrijskih stavova.
Medutim, on nikada u dokazima aritmetickih stavova ne upotrebljava sugestivnu
snagu slike premda bi time njegovi dokazi dobili na uverljivosti.

4Videti [33, str. 12].

5 Uostalom, kao sto je Naber primetio, gréka re¢ theorema (Yedenua) vodi poreklo od glagola
theoreo (Yewpéw) — gledati, motriti [54, str. 31].

6 Primer tome je stav VIL5 o kojem ée biti viSe reci u odeljku 7.1.
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Da je svoje aritmeticke stavove ilustrovao slikama na kojima su brojevi predsta-
vljeni oblucima, mnogi njegovi dokazi postali bi oé¢igledno istiniti.” Ovako, oni to
nisu! Medutim, izgleda da je zbog toga aritmetika stekla nekakvu prednost nad
geometrijom. Prema Aristotelovom shvatanju, najopstija znanja ljudima je teze
steéi jer su ona najudaljenija od ¢ulnih zapazZanja. Stavise, buduéi da su najtacnija
znanja ona koja su najvise znanja o nacelima, prema njegovom misljenju

aritmetika je ... tac¢nija od geometrije.’

Tako geometrija polazi od sloZenijih nacela, prema Aristotelovom misljenju ona
je ipak manje tac¢na od aritmetike ¢ija su nacela apstraktnija zbog njihove vece
udaljenosti od ¢ulnih opazanja.

Razlozi za ovo Aristotelovo stanoviste vidljivi su u Euklidovim Elementima pre
svega kroz ulogu slika u dokazima aritmetickih i geometrijskih stavova. Bliskost Eu-
klidove geometrije sa ¢ulnim opazanjima dolazi upravo od upotrebe slika u dokaz-
ima geometrijskih stavova. Doduse, i u aritmetickim knjigama dokazi su ilustrovani
slikama. Na njima su duzi koje predstavljaju brojeve. Slike na kojima je nekoliko
paralelnih, razli¢ito obelezenih duzi ponavljaju se iz stava u stav, pa uverljivost
aritmetickih dokaza ne moze biti posledica njihovog sugestivnog dejstva, jer njega
prosto nema, ve¢ dolazi samo od argumenata koje Euklid upotrebljava. Medutim, i
ovi njegovi argumenti su manjkavi jer ne poc¢ivaju na aksiomama i postulatima kao
§to je slucaj sa geometrijskim stavovima. Da su i aritmeticki stavovi propracéeni
slikama koje imaju sugestivno dejstvo njihovi dokazi bi bili ubedljiviji. Doduse,
time bi se aritmeticka znanja priblizila ¢ulnim opazanjima pa bi, u skladu sa
Aristotelovim kriterijumom, aritmetika postala podjednako ta¢na kao i geometrija.
Ovako, ona je ,tacnija“.

U Aristotelovo vreme veé se bilo odustalo od predstavljanja brojeva oblucima.
Umesto oblucima, brojevi su u drugoj polovini ¢etvrtog veka predstavljani geometri-
jskim duzima, onako kako to ¢ini Euklid u Elementima. Time je predstava o broje-
vima koja je steCena upotrebom oblutaka ipak bila unapredena. Dokazi su izgubili
oc¢iglednost, ali se dobilo na opstosti. Primetimo da su ilustracije oblucima imale i
jedan ozbiljan nedostatak: oblucima se ne moze predstaviti bilo koji broj, ve¢ samo
neki konkretan broj. Naprotiv, ako se broj ilustruje geometrijskom duzi kraj koje
se stavi oznaka IV, dolazi se do viSeg stepena apstrakcije u predstavljanju broja, jer
ta duz predstavlja bilo koji broj N. Upotreba oblutaka ovakvu moguénost sputava.

Sudeéi prema Aristotelovoj opasci da su aritmeticka nacela apstraktnija od
geometrijskih, upotreba slika u aritmetickim dokazima veé je bila izgubila znacaj
u njegovo vreme. Ranopitagorejska aritmetika bila je veé¢ prekrojena u ruho koje
je u manjoj ili ve¢oj meri preuzeo Euklid u aritmetickim knjigama FElemenata.
Ovo prekrajanje bilo je neminovnost posle velikih matematickih otkri¢a petog i
cetvrtog veka koja su dosla sa Teetetom, Arhitom i Eudoksom.® Upotreba oblutaka

"Dobar primer ovome su dokazi stavova VIL1 i VIL.2 o kojima ée vise reéi biti u odeljcima,
4.419.2.

8 Aristotel, Metafizika, 982 a.

90 znacaju njihovih aritmetickih otkric¢a videti [57, str. 129,265]. O njihovoj mnogostranosti
videti [14, str. 44-45, 164-165].
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u dokazima aritmetickih stavova prosto je postala prevazidena i nepotrebna. Time
se aritmetika udaljila od ¢ulnih opazanja. Obluci su zaboravljeni, a aritmetika je
postala apstraktnija od geometrije.

2.2. Kako je mogla izgledati rana aritmetika?

Pre nego $to je aritmetika postala apstraktnija od geometrije, aritmeticka i
geometrijska znanja morala su biti podjednako bliska ¢ulnim opazanjima. I jedna
i druga disciplina morale su upotrebljavati oc¢igledna sredstva. U geometriji to su
bile slike. One su to i nastavile da budu. U aritmetici to su mogli biti obluci.
Razume se, to su mogli biti i neki njihovi surogati — jedinice obelezene slovom
«, kruzidi, jedini¢ni kvadrati ili nesto trece. Svejedno, prva aritmetika morala je
biti ocigledna, a kako su obluci jedino oc¢igledno sredstvo koje pominje najranija
literatura, ovu aritmetiku ranih pitagorejaca mozemo zvati aritmetikom oblutaka.
Ostaje pitanje Sta je mogao biti njen sadrzaj.

Ako su temeljni aritmeticki stavovi o parnim i neparnim brojevima iz de-
vete knjige Elemenata, zatim stavovi o komutativnosti mnozenja i distributivnosti
mnozenja u odnosu na sabiranje, a onda i stavovi o najvec¢oj zajedni¢koj meri i os-
novni stavovi koji se odnose na proporcije, bili poznati ranim pitagorejcima kao $to
se moze zakljuéiti iz sacuvanih izvora,'® onda se do njihovih prvih dokaza moralo
do¢i upotrebom nekog ociglednog sredstva kao $to su obluci, tako da je iz njihovog
rasporeda jasno slede njihovi dokazi. lako Euklidove aritmeticke knjige ne daju
sliku o nac¢inu na koji je ranopitagorejska teorija brojeva mogla biti utemeljena, u
njima se ipak mogu nadi tragovi koji dolaze iz najranijeg perioda razvoja aritme-
tike. Stavige, i geometrijske knjige sadrze tragove koji vode do stavova iz aritmetike
oblutaka, budué¢i da pojedini geometrijski stavovi, posebno iz druge i Seste knjige
Elemenata koji se odnose na duzi, mogu dobiti aritmeticki smisao ako su te duzi
celobrojne.!! Stoga ¢emo uputstvo za razumevanje kako se s pocetka razvijala ari-
tmetika potraziti u sedmoj, osmoj i devetoj knjizi Flemenata, ali i u geometrijskim
knjigama takode.

U nameri da odgonetnemo kako je mogla izgledati ranopitagorejska aritmetika
parnih i neparnih brojeva i teorija proporcija i neprekidnih proporcija, pokusa¢emo
najpre samo upotrebom oblutaka da definiSemo osnovne pojmove i izvedemo prve
stavove Euklidove aritmetike, da bismo posle toga potrazili dokaze da je aritmetika
oblutaka prirodni okvir iz kojeg je iznikla ova Euklidova teorija. Razume se, up-
utstvo za razumevanje kako su mogli izgledati najstariji dokazi pojedinih stavova
aritmetike uvek ¢emo pokusati da nademo najpre u Euklidovom delu, ali i u delima
drugih autora, pre svega iz petog i ¢etvrtog veka stare ere.

Zapocecemo sa definicijama.

10 Epiharm nas u sa¢uvanom fragmentu (Diogen, I11.11) obave§tava o par-nepar aritmetici
u najranijem periodu, Aristotel (Topika, 158 b) o definiciji proporcije koja je upotrebljavana pre
Eudoksove, a Nikomah (II, XXII.1) o proporcijama koje su bile poznate Pitagori.

H pobar primer su stavovi VI.14 i VI.23 o kojima ée biti reéi u odeljcima 5.3 i 5.4, ali i
stavovi I1.3, I1.4, IL5 i I1.6. Stavise, geometrijske stavove 11.3 i I1.4 Euklid u dokazu stava IX.15
upotrebljava kao da su aritmeticki. Videti odeljak 10.8.
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2.3. Definicije

Pojam jedinice Euklid u matematiku uvodi nejasnom definicijom VII. def. 1

prema kojoj

jedinica je ono pomocu ¢ega se svaki predmet koji postoji naziva

Jjedan.
Razume se, kao ni geometrijske definicije s pocetka prve knjige Flemenata, tako
ni prva definicija sedme knjige nije stroga definicija ve¢ samo kratko objasnjenje
koje u svesti ¢itaoca treba da stvori intuitivnu predstavu. Euklidov pojam jedinice
u sebi sadrzi relikt konkretnog buduéi da se, prema njegovom objasnjenju, svaki
pojedinacni iskustveni predmet moze nazvati jednim. Zbog toga je svaki predmet
mogao da predstavlja jedinicu. Imajuéi na umu Epiharmovu opasku, s pouzdanjem
mozemo tvrditi da je s pocetka to bio oblutak.

Prema drugoj definiciji sedme knjige,

broj je mnozina sastavljena od jedinica.
Zato je jedinica sasvim posebna. Ona nije broj. Brojevi su dva, tri, cetiri,. ..

Jedinica ni za pitagorejce nije bila broj. Prema Aristotelovom svedo¢enju, ona
je za njih bila ishodiste brojeva buduéi da se svaki broj sastoji iz jedinica.'? Moguée
ga je predstaviti mnostvom oblutaka u kojem je onoliko oblutaka koliko je jedinica
u tom broju.!® Ako uéinimo isto i sa m oblutaka predstavimo broj m, tada je
sasvim jednostavno definisati sabiranje i oduzimanje brojeva. Zaista, dodavanjem
oblutaka kojima je predstavljen broj n, oblucima kojima je predstavljen broj m,
dobija se nova skupina oblutaka. Broj oblutaka iz kojih se ona sastoji je zbir m+n
brojeva (sabiraka) m i n. Koji je to broj lako je saznati prebrojavanjem oblutaka.
Razume se, sasvim je nevazno koji od dveju skupina oblutaka dodajemo drugoj te je
m+n = n+m. Ako se iz skupine koja se sastoji iz m oblutaka iskljuci n oblutaka,'*
dobija se nova skupina koja se sastoji iz m — n oblutaka — razlike brojeva m i n.

Euklid ne definiSe ni zbir ni razliku brojeva jer oc¢igledno smatra da su ovi
pojmovi sami po sebi jasni. Iz istog razloga on ne osec¢a potrebu da dokaze da
je sabiranje brojeva komutativna operacija. Naprotiv, mnozenje brojeva Euklid
definiSe, i u stavu VII.16 dokazuje komutativnost mnozenja.

Pojam mnoZenja on uvodi definicijom VII. def. 16, kazujuéi da se jedan broj
mnozi drugim brojem kad se prvi broj uzima kao sabirak onoliko puta koliko je
jedinica u drugom broju. Dakle, u proizvodu mn brojeva m i n ¢inioci imaju
razli¢ite uloge. Prvi kazuje Sta se uzima, a drugi, koliko puta se uzima. I ova
definicija jasno pokazuje da Euklidovi brojevi u sebi jo§ uvek nose relikt konkretnog.
Ako oblucima predstavimo jedinice kojih je m u prvom broju i ako se taj broj uzme
n puta (koliko ima jedinica u drugom broju), onda se rasporedivanjem oblutaka duz

127a pitagorejce broj proistice iz pojma jedan. Aristotel, Metafizika, 986 a. Prema Boeti-
jevom pisanju ni za Arhitu jedinica nije bila broj. Diels, 47.A19.

13 Ovaj atavizam prebrojavanja jedinica u nekom broju sacuvan je i u Elementima. Euklid
prebrojava koliko ima jedinica u nekom broju najpre u definiciji VII. def. 16 kojom u aritmetiku
uvodi pojam proizvoda dvaju brojeva, a zatim i u stavovima VII.16, VII.17, VII.21, VII.30,
VIII.20, IX.7, IX.28, IX.29.

M Razume se, broj n mora biti manji od broja m.
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n paralelnih linija od kojih svaka sadrzi m oblutaka, dobija kvadratni ili pravougaoni
broj, u zavisnosti od toga da li su brojevi m i n jednaki, ili nisu. Jedna strana ovog
broja se sastoji iz m, a druga iz n oblutaka.

U skladu sa ovom slikom, Euklid definise pojam povrsinskog broja kazujuéi
da se on dobija kao rezultat mnozZenja dvaju brojeva koji se nazivaju stranama
(VIIL. def. 17). Razume se, i pojam strane dolazi iz vremena u kojem su brojevi
bili konkretni, predstavljeni oblucima. Ako su strane jednake, broj je kvadratni
(VII. def. 19). Ako nisu, onda je, u skladu sa Teetetovom definicijom koja razlikuje
pravougaone i kvadratne brojeve, pravougaoni.'> Euklid ne definise pravougaone
brojeve, veé jednim imenom — povrsinski broj — naziva i pravougaone i kvadratne
brojeve. U analogiji sa definicijama povrSinskih i kvadratnih brojeva, Euklid
definige i zapreminske i kubne brojeve (VII. def. 18 i VII. def. 20).
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SLiKA 2.3.1. Povrsinski broj mn

Pojmove prostog i slozenog broja Euklid uvodi definicijama VII.def.12 i
VII. def. 14. Bududi da je, prema Euklidovoj definiciji, broj sloZen ako je deljiv
nekim brojem, on ¢e biti jednak proizvodu dvaju brojeva pa je, stoga, svaki slozeni
broj — povrsinski. Medutim, nije svaki broj povrsinski jer se neki brojevi ne mogu
predstaviti kao proizvod dvaju brojeva. Oni su prosti i mogu biti predstavljeni
linearno rasporedenim oblucima.'® Upravo to primeéuje Timarida'” kada tvrdi da
prosti brojevi mogu biti samo linearni — predstavljeni oblucima koji su poredani
jedan pored drugog duz neke prave linije.'® Razume se, buduéi da se svaki broj
moze predstaviti oblucima poredanim duz neke prave linije, svaki broj moze biti
linearan. Medutim, ono po ¢emu se prosti brojevi razlikuju od ostalih brojeva je
ekskluzivnost njihovog linearnog predstavljanja.

(e]e) [eXeXe) 00000

SLIKA 2.3.2. Linearni brojevi — 2, 3, 5

Medusobno proste brojeve Euklid uvodi definicijom VII. def. 13 prema kojoj su
brojevi p i ¢ medusobno prosti ako ne postoji njihova zajedni¢ka mera — broj m
koji ih deli. Zato p i ¢ ne mogu biti dva povrSinska broja takva da je jedna strana

15 Platon, Teetet, 147 e-148 a.

16 Sudedi prema tome S§to u pravougaone broje svrstava i 3 i 5, Teetet ne izdvaja linearne
brojeve u posebnu kategoriju. Platon, Teetet, 148 a.

17 Za pitagorejca Timaridu se ne zna pouzdano kojem vremenu pripada. Jamblih ga u neko-
liko navrata pominje u Pitagorinom Zivotu, ali su njegovi izvestaji neuskladeni, ¢ak kontradiktorni.
Videti [57, str. 130-131].

18 Videti [52, vol. I, str. 87].
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jednog od njih jednaka bilo kojoj strani drugog. Ako, naprotiv, dva broja imaju
istu stranu m, ona Ce biti njihova zajednicka mera. Razume se, izmedu konacno
mnogo brojeva koji dele brojeve p i ¢ postoji jedan koji je najvec¢i. On je njihova na-
jveca zajednicka mera. Buduéi da su sasvim jednostavni za razumevanje, pojmove
zajedniCke mere i najvece zajednicke mere Euklid ne definise, ali dokazuje njihovo
postojanje u stavovima VII.1 i VII.2. Primetimo da svi pojmovi koji su uvedeni
prethodnim definicijama u sebi sadrze ostatke aritmetike koja je zadrzala primese
konkretnog i iskustvenog. Tako je ve¢ u cetvrtom veku aritmetika postala apstrak-
tnija od geometrije kao Sto primecuje Aristotel, Euklidove aritmeticke definicije u
sebi ipak sadrze ovakve primese. Razume se, njegova aritmetika je morala nastati
na temeljima starije aritmetike koja nije bila logicki sredena kao njegova. U ovoj,
starijoj aritmetici, do dokaza koji su morali da budu ocigledni, dolazilo se upo-
trebom oblutaka ili kakvih drugih iskustvenih predmeta kojima su predstavljani
brojevi. Zato se postavlja pitanje koje Euklidove aritmeticke tvrdnje je moguce
dokazati samo upotrebom oblutaka buduéi da takvi dokazi mogu pripadati ranom
periodu razvoja aritmetike.

U narednim trima poglavljima pokusa¢emo da odgovorimo na ovo pitanje, da
bismo posle toga, u poglavljima koja slede, nasli i potvrdu da su ovi dokazi do kojih
se dolazi samo upotrebom oblutaka, u Euklidovim FElementima preto¢eni u ruho
jedne nove, apstraktne aritmetike u kojoj je delom ipak sac¢uvana izvorna logicka
struktura dokaza koji dolaze iz najranijeg perioda razvoja gréke aritmetike.






POGLAVLIJE 3

Parni i neparni brojevi u aritmetici oblutaka

Najstarije sacuvane definicije parnih i neparnih brojeva u sebi sadrze relikt
konkretnog pa zbog toga sa pouzdano$éu mozemo tvrditi da pripadaju ranoj ari-
tmetici. Zaista, Aristotel objasnjava da pitagorejci jedinicu stavljaju kao sredinu u

neparnom,' i smatraju da broj 3 ima pocetak, sredinu i kraj.?

O+O

SLIKA 3.0.1. Broj 3

Ovo stanoviste potvrduje i Aristoksen.®> Kada u raspravi O aritmetici

objasnjava kakva je razlika izmedu parnih i neparnih brojeva, on primec¢uje da pode-
lom neparnog broja na jednake delove u sredini ostaje jedinica, a parnog — prazno
polje.* Ako je jedinica ostala u sredini, onda su ostale jedinice sa njenih dveju
strana, tako da se, prema njegovom shvatanju, svaki broj, bio paran ili neparan,
moze predstaviti kao linearno uredeni skup oblutaka.® Zato, ako (linearni) broj
ima srednji ¢lan — oblutak u sredini, on je neparan, a ako ga nema veé¢ u sredini
ostaje prazno polje, on je paran. Neparan broj na svojoj osi simetrije ima oblutak,

L Aristotel, Metafizika, 1083b.30.

2 Aristotel, O nebu, 268a.10.

3 Aristoksen iz Taranta je bio Aristotelov ucenik. Li¢no je poznavao poslednje pitagorejce,
Filolajeve i Euritove ucenike (Diogen Laertije, VIIL.46). Ostao je zapamden pre svega kao teo-
reticar muzike ali se bavio i filozofijom i istorijom, a pisao je i o zivotima pojedinih mislilaca i
time osnovao biografiju kao poseban knjizevni rod. Videti [16, str. 421-422].

4Prema Aristoksenovim reéima koje prenosi Stobej:

Parni brojevi su oni koji se dele na jednake delove, dok se neparni brojevi
dele na nejednake delove i imaju srednji ¢lan... (Aristoksen, O aritmetici
(frag. 81)).

Stobej zatim objasnjava:
Kada se neparno podeli na dva jednaka dela u sredini ostaje jedinica, ali
kada se parno tako podeli, ostaje prazno polje, bez gospodara i bez broja,
pokazujudi da je manjkavo i nepotpuno.

Videti [3, str. 339] i [56, str. 218-222].

50 mogudim nacinima predstavljanja parnih i neparnih brojeva pomocu oblutaka raspravlja
Knor [29, str. 137-142].

25



26 Pitagorejska aritmetika

a paran nema.% Zato je, prema Aristoksenovom nalazu, paran broj moguée podeliti
na dva jednaka dela, a neparan, nije. Razlog tome je srednji ¢lan.

OOO+OOO 000|000

SLIKA 3.0.2. Neparni i parni brojevi

Tako su sacuvale smisao koji dolazi iz ranog perioda, Euklidove definicije parnih
i neparnih brojeva su apstraktne i ne zahtevaju predstavljanje brojeva oblucima
ili kakvim drugim predmetima ili simbolima.” Za Euklida je broj paran ako je
deljiv na dva jednaka dela (VII. def. 6), a neparan, ako nije (VII. def. 7). Medutim,
Euklid dodaje da se neparan broj za jedinicu razlikuje od parnog i time jo$ jednom
definie neparne brojeve.® Da ovaj dodatak Euklidovoj definiciji dolazi od ranih
pitagorejaca mozemo sa sigurno¢u tvrditi buduéi da veé¢ Epiharm primecuje da
¢e se dodavanjem jednog oblutka nekom broju predstavljenom oblucima, parnost
broja oblutaka promeniti.

3.1. Sabiranje i oduzimanje parnih i neparnih
brojeva

Ako ¢e se, sudeéi prema Epiharmovoj opasci, dodavanjem jednog oblutka
skupini oblutaka kojima je predstavljen neki broj parnost tog broja promeniti,
onda Ce se dodavanjem jos jednog oblutka parnost ponovo promeniti. Dakle, ako se
nekom broju doda jedinica parnost ¢e se promeniti, a ako se doda broj dva parnost
se neé¢e promeniti. Dodavanjem novog kamenci¢a parnost ¢e se opet promeniti,
itd.” Odavde neposredno sledi da ée se sabiranjem dvaju parnih brojeva dobiti
opet paran broj, sabiranjem parnog i neparnog dobiCe se neparan broj, a sabi-
ranjem dvaju neparnih brojeva, paran broj. Time su, samo upotrebom oblutaka,
dokazane sledece tvrdnje koje se odnose na sabiranje parnih i neparnih brojeva:

TEOREMA 1 (IX.21). Zbir proizvoljno mnogo parnih brojeva je paran broj.
TEOREMA 2 (IX.22). Zbir parno mnogo neparnih brojeva je paran broj.

TEOREMA 3 (IX.23). Zbir neparno mnogo neparnih brojeva je neparan broj.

6 S1édeci pitagorejsku tradiciju, Aristoksen neparne i parne brojeve odreduje i vrednosno,
tvrdeéi da su parni brojevi manjkavi i nepotpuni jer im u sredini ostaje prazno polje, bez gospo-
dara. Ovo stanoviste je u skladu Aristotelovom tvrdnjom da su pitagorejci imali listu parova
suprotnosti u kojoj je par neparno-parno u analogiji sa parom dobro-zlo (Metafizika, 986 a). Dakle,
parno je zlo jer u sredini, kako kazuje Aristoksen, nema gospodara, koji je vrednosno odreden kao
dobro!

7 Euklid prihvata ranopitagorejske definicije iako Aristotel u Topici (142 b) kritikuje i jednu i
drugu zato §to smatra da se u njima pojmovi parnog i neparnog definiSu pomodéu istih tih pomova.

8 Buklid na dva naéina definise parne i neparne brojeve, ali ne ose¢a potrebu da ove dve
definicije uskladi jednu sa drugom dokazavsi da su ekvivalentne. Definiciju prema kojoj je broj
paran kada je deljiv na dva jednaka dela, on koristi samo u stavu IX.34, a definiciju prema kojoj
se neparan broj za jedinicu razlikuje od parnog, u stavovima IX.23 i IX.25-27.

9 Cini se nemoguéim da je neko mogao da primeti da se dodavanje jedinice nekom broju
menja parnost tog broja, a da nije postavio pitanje o tome Sta ¢e se desiti ako se doda jos jedna
jedinica.
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Razume se, Epiharm ih ne pominje, a Euklid ih dokazuje u stavovime 1X.21-23.10
Euklidovi dokazi su naizgled formalni, pa su zbog toga isti stavovi koji su dokazani
upotrebom oblutaka izdvojeni kao teoreme.

Dokazi ovih teorema su neposredne posledice Epiharmove opaske i morali su biti
poznati u Epiharmovo vreme jer bi, u protivnom, njegova opaska izgubila smisao.
Svaki od njih jednostavno je poduprti slikom na kojoj su brojevi predstavljeni
oblucima.!! Zaista, zbir parnih brojeva je paran jer, kada ih predstavimo oblucima
koji imaju istu osu simetrije na kojoj su prazna polja (slika 3.1.1), onda ¢e sa njenih
razli¢itih strana biti jednak broj oblutaka pa ¢e i suma tih brojeva imati istu osu
simetrije na kojoj je samo prazno polje. Dakle, i suma ¢e biti paran broj.
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SLIKA 3.1.1. Zbir parnih, zbir parnog i neparnog, zbir neparnih
brojeva

Ako jedan paran i jedan neparan broj imaju istu osu simetrije, paran broj na
njoj nec¢e imati ¢lanova, a neparan broj ¢e imati srednji ¢lan. Sa razli¢itih strana
ose bic¢e jednak broj oblutaka, a na osi ¢e ostati jedan oblutak. Dakle, suma parnog
i neparnog broja bi¢e neparan broj jer se za jedinicu razlikuje od parnog broja.
Euklid ovu tvrdnju ne dokazuje.

Ako neparni brojevi imaju istu osu simetrije, svaki od njih imace srednji ¢lan.
Sa razli¢itih strana ose bice jednak broj oblutaka, a na osi ¢e ostati onoliko oblutaka
koliko je neparnih brojeva. Ako ih je parno mnogo, obluci na osi se mogu podeliti
na dva jednaka dela koji se mogu rasporediti tako da budu sa razli¢itih strana ose.
Tada na osi simetrije neée biti oblutaka, a sa razlicitih strana ose bi¢e jednak broj
oblutaka, pa je zato suma parno mnogo neparnih brojeva, paran broj. Ako ih ih je
na osi neparno mnogo, oduzimanjem jednog oblutka dobiée se paran broj oblutaka
koji se mogu podeliti na dva jednaka dela. Posle rasporedivanja jednakih delova
sa razlicitih strana ose, na osi ¢e ostati oduzeti oblutak, pa je zato suma neparno
mnogo neparnih brojeva, neparan broj.

U fragmentu o parnim i neparnim brojevima Epiharm ne primeéuje samo to
da ¢e se dodavanjem jednog oblutka nekoj skupini oblutaka parnost broja oblutaka
promeniti, ve¢ dodaje da e se isto dogoditi i ako se jedan oblutak oduzme. Razume
se, ako se oduzme jos jedan oblutak parnost ¢e se opet promeniti itd. Odavde
neposredno slede dokazi tvrdnji o razlici parnih i neparnih brojeva na isti nacin na
koji iz Epiharmove opaske slede i dokazi tvrdnji o njihovom sabiranju.

TEOREMA 4 (IX.24). Razlika dvaju parnih brojeva je paran broj.

100 njima ¢e biti reci u odeljku 6.1.
11 Saznanje o dokazima ovih tvrdnji Epiharm je mogao ste¢i samo od ranih pitagorejaca sa
kojima je bio blizak.
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TEOREMA 5 (IX.25). Razlika parnog i neparnog broja je neparan broj.
TEOREMA 6 (IX.26). Razlika dvaju neparnih brojeva je paran broj.
TEOREMA 7 (IX.27). Razlika neparnog i parnog broja je neparan broj.

Kao teoreme 1-3 o zbiru parnih i neparnih brojeva, tako i teoreme 4-7 o nji-
hovoj razlici pripadaju aritmetici oblutaka buduéi da ih je podjednako jednostavno
ilustrovati oblucima i dokazati ih njihovom upotrebom. Stavise, argumenti koji se
upotrebljavaju u dokazima teorema 1-7, ne razlikuju se od argumenata koje Euklid
upotrebljava u dokazima stavova IX.21-27. Medutim, opet slike sa oblucima imaju
sugestivno dejstvo dok ga Euklidove nemaju.

3.2. Proizvod parnih i neparnih brojeva

Buduéi da je mnozenje brojeva m i n samo n puta ponovljeno sabiranje broja
m, najpre sa samim sobom, a potom redom sa dobijenim sumama (VIL. def.16),
upotrebom teorema 1-3 o sabiranju parnih i neparnih brojeva lako se moze dokazati
da vaze sledece tvrdnje koje se odnose na njihovo mnozenje:

TEOREMA 8 (IX.28). Proizvod dvaju parnih brojeva je paran broj.'?
TEOREMA 9 (IX.28). Proizvod parnog i neparnog broja je paran broj.
TEOREMA 10 (IX.29). Proizvod dvaju neparnih brojeva je neparan broj.

Bududéi da teoreme 1-3 pripadaju aritmetici oblutaka, pripadaju joj i teoreme 8-10.
I one su neposredna posledica Epiharmove opaske. Sve su morale biti poznate Epi-
harmovim savremenicima. Da nisu, Epiharmova opaska bi bila bezrazlozna i zbog
toga efemerna. Ovako, ona je otvorila moguénost rekonstrukcije ranopitagorejske
aritmetike oblutaka. Uputstvo za ovu rekonstruciju dolazi iz Fuklidovih dokaza
stavova IX.21-27. Medutim, tragovi aritmetike oblutaka mogu se naci i u ostalim
stavovima devete knjige Flemenata. Buduéi da se njihovi dokazi mogu rekonstrusati
samo upotrebom oblutka, i ovi stavovi su izdvojeni kao teoreme i stavljeni u kon-
tekst aritmetike oblutaka. Prvi primeri su teoreme 8-10.

Euklidovi dokazi stavova 1X.28 i IX.29 su jednostavni i on do njih dolazi deduk-
cijom, pozivajuéi se na stavove o sabiranju parnih i neparnih brojeva. Medutim,
lako je ispuniti zahtev da budu i oc¢igledni buduéi da ih je lako poduprti slikama
sa oblucima. Zaista, kako je proizvod dvaju brojeva povrsinski broj, ako je jedan
od ovih dvaju brojeva paran, onda Ce osa refleksije parne strane razloziti ovaj pra-
vougaoni broj na dva jednaka broja, pa ¢e proizvod biti paran broj (slika 3.2.1b).
Time je dokazana teorema 9 (IX.28). Medutim, u posebnom slucaju kada je i druga
strana takode parna, i njenom osom simetrije ¢e proizvod takode biti podeljen na
dva jednaka broja. Tada ¢e osama simetrije strana ovog pravougaonog broja on
biti razlozen na Cetiri jednaka broja pa ée biti deljiv sa éetiri (slika 3.2.1a).!3 Time
je dokazana teorema 8 (IX.28).

120vy tvrdnju Euklid ne formuliSe ali se njen dokaz sadrzi u dokazu stava 1X.28.

13Kao o ne dokazuje da je proizvod parnih brojeva takode paran (teorema 8 (IX.28)),
Euklid ne dokazuje ni tvrdnju da je proizvod dvaju parnih brojeva deljiv sa 4. U posebnom
slu¢aju, ovu osobinu pominje Platon u Menonu (83 b—c).
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SLIKA 3.2.1. Proizvod dvaju parnih, parnog i neparnog, dvaju
neparnih brojeva

Upotrebom oblutaka lako je dokazati i teoremu 10 (IX.29). Zaista, ako su obe
strane nekog povrsinskog broja neparne, tada osi refleksije jedne od njih pripada
neparno mnogo oblutaka. Ako ove oblutke izdvojimo, ostatak ée biti paran jer sa
razlicitih strana ose ostaje jednak broj oblutaka (slika 3.2.1c). Medutim, suma
parnog i neparnog broja je neparna pa je zato proizvod dvaju neparnih brojeva
takode neparan broj.

3.3. Polovljenje i udvostrucavanje

Posle elementarnih stavova o sabiranju, oduzimanju i mnozenju parnih i nepa-
rnih brojeva, upotrebom oblutaka moguce je dokazati jos nekoliko stavova koje
je Euklid svrstao u devetu knjigu Elemenata. Oni se odnose na polovljenje i
udvostrucavanje brojeva. Pokazace se da iz njih jednostavno sledi veoma vazna
¢injenica do koje su dosli rani pitagorejci, da kvadratni koren broja dva nije
racionalan broj. Stavise, njihovom upotrebom moze se dokazati da kvadratni ko-
renovi mnogih drugih brojeva nisu racionalni.'*

TEOREMA 11 (IX.30). Ako neparan broj deli neki paran broj, on ‘e deliti i
njegovu polovinu.
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SLika 3.3.1. IX.30, ¢ = kp

DoxkAz: Ako je p neparan broj koji deli parni broj ¢, tada postoji broj k takav
da je ¢ = kp (VIL.def.5). Kako je povrsinski broj ¢ = kp paran, njegova osa
simetrije ¢e biti i osa simetrije strane k, buduéi da strana p nema osu simetrije
na kojoj nema oblutaka (slika 3.3.1). Osa simetrije strane k ¢e razloziti povrsinski
broj ¢ na dva jednaka povrsinska broja. Kako su p i k/2 strane ovih povrsinskih
brojeva, broj p ¢e deliti i q/2. O

Dokaz prethodne teoreme je sasvim jednostavan. U osnovi, on se ne razlikuje
od Euklidovog dokaza stava I1X.30. Medutim, ilustrovan je oblucima i zbog toga
je i ocigledan. U njemu se prostom analizom slike (3.3.1) isklju¢uje moguénost da
broj k bude neparan. On nije eksplicitno indirektan, dok Euklidov dokaz jeste. U

14O Teodorovim primerima iracionalnih veli¢ina biée reci kasnije, u odeljku 14.6.
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njemu se pretpostavlja da je k neparan broj i ta moguénost se, upotrebom stava
1X.29, dovodi do kontradikcije. Doduse, do nje se dolazi ve¢ u prvom koraku, tako
da nema indirektnog dokaza koji je jednostavniji od ovog.

Sledeéoj teoremi naizgled i nije potreban dokaz jer se njome samo objasnjava
pojam neparne polovine. Ipak, i njen dokaz moze se ilustrovatiti oblucima.

TEOREMA 12 (IX.33). Ako broj ima neparnu polovinu, on je proizvod neparnog
broja i broja dva.

00000
OOOOO|OOOOO OO000O0
p/2 p/2 p/2

SLIKA 3.3.2. IX.33

DoxkAz: Osa simetrije parnog broja p razlaze taj broj na dva neparna broja iz
kojih se sastoji pravougaoni broj kojem su strane p/2 i 2 (slika 3.3.2). Zato je p
proizvod neparnog broja i broja dva. O

I sledeca teorema pripada aritmetici oblutaka.

TEOREMA 13 (IX.34). Svaki parni broj je ili stepen broja dva ili je proizvod
stepena broja dva i nekog neparnog broja koji nije jedinica.

Dokaz: Neka je p paran broj. Ako je njegova polovina neparan broj, p ¢e biti
proizvod broja dva i nekog neparnog broja. Stoga ¢e p biti pravougaoni broj kojem
su strane p/2 i 2. Ako p/2 nije neparan, postupak polovljenja moze se ponoviti da
bi se dobio pravougaoni broj kojem su strane p/4 i 22 = 4. Konaéno mnogo puta
ponavljajuéi postupak polovljenja, najpre broja p, zatim broja p/2, itd., dolazi se
do neparnog broja k (k # 1) koji se ne moze prepoloviti, ili do broja 2.
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SLIKA 3.3.3. IX.34

Dakle, svakim polovljenjem dolazi se do novog para medusobno jednakih pra-
vougaonih brojeva, najpre do brojeva koji su jednaki broju (p/2) - 2, zatim broju
(p/4) - 4 (slika 3.3.3), zatim (p/8) - 8 i, na posletku, nakon n polovljenja, broju
(p/2™) - 2™. Ako se postupak zavrSava brojem 2, tj. ako je p/2™ = 2, onda je
p =271 pa je p stepen broja dva. Ako se postupak polovljenja zavriava neparnim
brojem ¢ (¢ # 1), onda je p = ¢- 2™, te je p proizvod neparnog broja i stepena broja
dva (slika 3.3.3). O
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Argmenti koji su upotrebljeni u prethodnom dokazu ne razlikuju se od argu-
menata koje Euklid upotrebljava u dokazu stava 1X.34 tako da dokaz prethodne
teoreme i nije nista drugo do dokaz Euklidovog stava IX.34'° zapisan jezikom ari-
tmetike oblutaka.'® Sva je prilika da je Euklid ranopitagorejski dokaz samo pri-
lagodio zahtevima vremena u kojem su pisani Elements.

3.4. Iracionalnost kvadratnog korena broja 2

Postupak polovljenja koji se u upotrebljava u dokazu teoreme 13 (IX.34) ima
kljuénu ulogu u potrazi za dvama kvadratnim brojevima od kojih je jedan dvostruko
veéi od drugog. Pokazace se da takvih kvadratnih brojeva nema te da, stoga,
kvadratni koren broja dva nije racionalan broj.

Slédec¢i Sokratove ideje iz njegovog razgovora sa mladim robom, koji je Platon
opisao u Menonu,'” mozemo pokusati najpre da nademo kvadratni broj dvostruko
veéi od broja 22 = 4. Kako je 2 - 22 = 8, neée postojati kvadrat dvostruko veéi od
4 jer je 22 < 2-22 < 32, bas kao §to primeéuje rob u Platonovom dijalogu. Sli¢no,
mozemo primetiti da je 4> < 232 < 52, pa ne postoji kvadratni broj dvostruko
veéi od broja 32 = 9, a kako je 52 < 2-4? < 62 neée postojati ni kvadratni broj koji
je dvostruko veéi od 42 = 16 (slika 3.4.1) itd. Kojim god brojem pokusali, neé¢emo
uspeti njegovim udvostruc¢avanjem da dobijemo kvadratni broj. Stavise, svaki od
primera jednostavno je ilustrovati upotrebom oblutaka na isti nacin na koji to u
Menonu, upotrebom jedini¢nih kvadrata, ¢ini mladi Menonov rob uz Sokratovu
pomo¢ (slika 3.4.1).
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SLIKA 3.4.1. 22 <2.22 <32, 42<2-32 <52, 52<2-42 <62

Zato, da bi se nasao odgovor na pitanje da li ipak postoji neki kvadratni
broj dvostruko veéi od nekog drugog kvadratnog broja, neophodno je najpre anal-
izirati uslove koje moraju da zadovolje dva kvadratna broja da bi jedan od njih
bio dvostruko veéi od drugog. Analiza vodi do reSenja problema udvostruéenja
kvadrata celobrojnih ivica, koje zahteva samo upotrebu oblutaka.

Zaista, ako postoje brojevi p i ¢ takvi da je ¢ = 2p?, onda broj ¢ mora biti
paran jer je dvostruko veéi od broja p?, pa ni g ne moze biti neparan jer je proizvod

154 stavu IX.34 Euklid dokazuje da,

ako broj ne pripada ni brojevima koji se dobivaju od dvojke neprekidnim ud-
vostrucavanjem, ni brojevima koji imaju neparnu polovinu, on je ili parno-
paran ili parno-neparan.
Medutim, da bi utvrdio da je zaista tako, u dokazu ovog stava on najpre nalazi da je svaki parni
broj proizvod nekog neparnog broja i stepena broja 2.
16 O Euklidovom dokazu biée vise re¢i u odeljku 6.2.
17P1aton, Menon, 82b-85b. O Sokratovom razgovoru sa mladim Menonovim robom biée
viSe reci u odeljku 14.3.
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SLIKA 3.4.2. Ako je ¢® paran broj, i ¢, i p? (= ¢*/2) i p su parni
brojevi

neparnih brojeva neparan. Zato se kvadratni broj ¢ moze osama refleksija njegovih
strana razloziti na éetiri kvadratna broja (slika 3.4.2),'® pa je i njegova polovina
paran broj jer se sastoji iz dvaju kvadratnih brojeva ¢?/4.'° Zato i p?> mora biti
paran broj pa ni p ne moze biti neparan.
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SLIKA 3.4.3. Parovi brojeva (p,q), (p/2,q/2),...,(0' =p/2",¢ = q/2™)

Dakle, ako je ¢ = 2p?, onda su i p i ¢ parni brojevi pa se i jedan i drugi mogu
prepoloviti. Njihovim polovljenjem se dobija novi par brojeva p/2, q/2, takav da
je (¢/2)? = 2(p/2)?. Ako su i ovi brojevi oba parni, i oni se mogu prepoloviti.
Postupak uzastopnog polovljenja moguce je ponoviti kona¢no mnogo puta, sve dok
se njime dobijaju parni brojevi. Postupak ¢e se zavrsiti kada se njime dospe do
broja p’ = p/2™ koji je neparan (ali nije jedinica), ili do broja 2. Dakle, ovim
postupkom dobijaju se redom parovi brojeva:

(:a), (P/2,4/2), ..., (p/2" " q/2" ), (/2" q/2"),

sve dok su ovi brojevi oba parni (osim eventualno poslednjeg para). Razume se,
ove parove jednostavno je predstaviti oblucima (slika 3.4.3). Ocigledno, poslednji
od ovih parova postoji ako i samo ako postoje svi ostali, ukljucujuéi i prvi.
Medutim, ako je p’ (= p/2") neparan broj, broj 2p'? ne moze biti potpuni
kvadrat buduéi da brojevi p’ i ¢’ moraju biti parni ako je ¢'> = 2p'2. Ako je pak

18 Platon u Menonu (83 c) razlaze broj 16 na etiri kvadratna broja
9 Euklid nigde ne dokazuje da su polovine kvadrata parnih brojeva takode parni brojevi, ali
je Aleksandar koristi u dokazu stava X.117. Videti odeljak 13.4.
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p = 2, tada je 2p’> = 2-22, a broj 2- 22 = 8 ocigledno nije potpun kvadrat.?®

Dakle, nezavisno od toga da li se postupak polovljenja broja p zavrSava neparnim
ili parnim brojem, broj 2p® neée biti potpun kvadrat. Zbog toga:

TEOREMA 14. Ne postoji kvadratni broj koji je dvostruko veci od kvadratnog
broja.!

Dokaz ove tvrdnje bio bi neSto krac¢i od prethodnog da je dopusteno da se
postupak uzastopnog polovljenja zavrsi jedinicom. Tada bi se doslo do zakljucka da
je 2-2™ potpun kvadrat ako i samo ako je 2-1 potpun kvadrat, a on to nije. Medutim,
Euklidov stav IX.34 ne dopusta polovljenje broja dva jer jedinica u Elementima nije
definisana kao broj (VII. def. 1).

Kao i dokaz teoreme 11 (IX.30) i ovaj dokaz je naizgled direktan jer se u
njemu analizom slike (3.4.2) dolazi do zakljucka da p? i ¢ pa, stoga, i p i g,
moraju biti parni brojevi. Dokaz je mogao biti eksplicitno indirektan da se poslo
od pretpostavke da je p neparan broj, u nameri da se u daljem postupku dode
do kontradikcije. No ovde je veé prosta analiza bila dovoljna. Cini se da se za
upotrebom indirektne metode u ranom periodu moralo posegnuti tek kada je analiza
pojedinih problema postala isuvise slozena za razumevanje ili ¢ak nemoéna.??

Dokazom da ne postoji kvadratni broj dvostruko veéi od kvadratnog broja,
dokazana je tvrdnja da kvadratni koren broja dva nije racionalan broj. Njeno
mesto u Elementima bilo bi u devetoj knjizi, odmah posle stava 1X.34. Medutim,
Euklid ne oseéa potrebu da je dokaze. To je zbog toga sto je u stavu VIII.14 veé
dokazao mnogo opstiju tvrdnju — Teetetovu teoremu prema kojoj je, savremenim
recnikom receno, kvadratni koren nekog prirodnog broja racionalan broj ako i samo
ako je taj broj potpun kvadrat.?®> Ona je u Elementima formulisana kao teorema
aritmetike oblutaka ali njen dokaz izlazi iz okvira ove aritmetike. Medutim, u
posebnom slucaju kvadratnog korena broja 2, za dokaz Teetetove teoreme dovoljno
je upotrebiti oblutke. Bududéi da je teorema 14 formulisana arhai¢nim jezikom koji
je upotrebljen u Euklidovom stavu VIII.14, a njen dokaz ne izlazi iz okvira aritme-
tike oblutaka, sva je prilika da je morao biti poznat u periodu ranog pitagorejstva.

3.5. Kvadratni koren kvadratnog broja

Ako veé ne postoji kvadratni broj dvostruko veéi od kvadratnog broja, postavlja
se sledece pitanje: ako je k (prirodni) broj veéi od 2, da li onda postoje kvadratni
brojevi p? i ¢% takvi da je jedan od njih k puta veéi od drugog?

Razume se, ako je k kvadratni broj, onda takvi brojevi postoje. Zaista, ako je
k =m2, apiqsubrojevi takvi da je ¢ = mp, onda je ¢ = m?p? pa postoji broj k

takav da je

q2 _ kp2

20 Upravo ovu tvrdnju, uz Sokratovu pomoé, dokazuje mladi Menonov rob.

21 Beker (Becker, Das mathemtische Denken der Antike, 1957, str. 51) i Knor [29, str. 27,
str. 53 £.24] su bili misljenja da dokaz ovog stava nije mogué upotrebom oblutaka buduéi da, prema
njihovom misljenju, zahteva upotrebu procesa koji se ponavlja neograni¢eno mnogo puta.

22 Dobar primer je stav VIL.24. O njemu ée vise reéi biti u odeljku 9.7.

230 ovome ée biti vise re¢i u odeljku 11.1.
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SLIKA 3.5.1. Ako je ¢ = kp, onda je ¢> = k?p%, p=4,q=12, k=3

Stavise, dovoljno je rasporediti oblutke u obliku kvadratnog broja ¢2 koji se sastoji
iz m? puta ponovljenog broja p?, da bi ova tvrdnja postala vizuelno uverljiva (slika
3.5.1). Ako bismo je iskazali jezikom aritmetike oblutaka, ona bi glasila:

ako strana meri stranu, onda i kvadrat meri kvadrat.

Upravo ovu tvrdnju Euklid dokazuje u stavu VIIL.14,
Medutim, on u istom stavu dokazuje da vazi i obratno:

ako kvadrat meri kvadrat, onda i strana meri stranu.

Time je dokazao, ne samo to da vazi trivijalna tvrdnja da je kvadratni koren
kvadratnog broja k racionalan broj, ve¢ i njen obrat, pa kvadratni korenovi bro-
jeva koji nisu potpuni kvadrati nisu racionalni brojevi. Sudeéi prema Platonivim
re¢ima, do ovog zakljucka prvi je dogao Teetet.?*

Tako je formulacija stava VIII.14 sasvim jednostavna, ¢injenica da Euklid njime
dokazuje upravo ovu Teetetovu teoremu dugo je ostala neprimeéena.?® Za to pos-
toji dobar razlog. Tako je naizgled geometrijska, vidimo da je njena tvrdnja zapravo
iskazana arhai¢nim jezikom aritmetike oblutaka koji je u Euklidovo vreme bio pre-
vaziden. Ona je zbog toga ostala nejasna kasnijim Euklidovim ¢itaocima. Teetet ju
je dokazao upotrebom novih metoda u aritmetici, ali njena formulacija ne pripada
toj ,novoj aritmetici“. Jezik aritmetike oblutaka koji je upotrebljen u formulaciji
stava VIII.14 dolazi iz vremena koje prethodi Teetetu. Medutim, aritmeticke knjige
Euklidovih Elemenata ne slede tradiciju aritmetike oblutaka. Formulisu¢i Teeteovu
teoremu upotrebom stare terminologije, Euklid ju je nac¢inio nerazumljivom kasni-
jim ¢itaocima.

Kao sto je jednostavno oblucima ilustrovati dokaz tvrdnje da kvadratni ko-
ren broja dva nije racionalan broj, podjednako jednostavno se moze ilustrovati i
Teetetov problem (slika 3.5.2). Moze se ilustrovati problem ali se, izgleda, upotre-
bom oblutaka ne moze dokazati i teorema. Sudeéi prema Euklidovom dokazu stava
VIII.14, a nema razloga da sumnjamo da je to u osnovi bio i Teetetov dokaz, reSenje
ovog problema izlazi iz okvira aritmetike oblutaka. Medutim, sama upotreba jezika
aritmetike oblutaka u formulaciji Teetetove opste teoreme ukazuje na to da je pro-
blem koji se njome resava doSao iz predasnjih vremena. Ako je tako, onda se pre

24 Platon, Teetet, 148 a—b. O ovome e biti vie reci u odeljku 11.2.
25 Zbog toga je bilo nekoliko pokusaja rekonstrukcije Teetetovog dokaza. Videti [29, str. 228]
i[39].
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SLIKA 3.5.2. Teetetov problem: ¢? = kp? ako i samo ako je r = p?

Teetetovog otkri¢a do svih primera kvadratnih korenova koji nisu racionalni brojevi
pa, dakle, i do primera kvadratnog korena broja dva, doslo upotrebom oblutaka.?®
Da bi dokazao svoju teoremu Teetet je morao da iskoraci iz aritmetike oblutaka
ali je u formulaciji ove teoreme sa¢uvao terminologiju stare, prevazidene aritmetike.
Euklid je u Elementima ostao privrzen ovoj, izvornoj formulaciji. Time je, kako se
pokazalo, zamaglio ¢injenicu da je stav VIII.14 zapravo Teetetova teorema.

26 Ty su naravno ukljuceni i primeri Teetetovog ucitelja Teodora, o kojima nas obavestava
Platon u ¢uvenom fragmentu iz Teeteta. O ovome Ce biti viSe reci u odeljku 14.7.






POGLAVLIJE 4

Osnovne operacije sa brojevima u aritmetici
oblutaka

Od osnovnih aritmetickih operacija Euklid definiSe samo mnozenje, objasnivsi
u definiciji VII. def. 16 kada se kaze da se jedan broj mnozi nekim drugim brojem.
Smatrajuci da su sami po sebi jasni, on ne definise pojmove sabiranja i oduzimanja
brojeva. Ni deljenje ne definiSe, ali u definiciji VII. def. 3 kazuje da je neki broj deo
nekog drugog broja ako ga meri, tj. ako je njegov delilac. Merenje je sinionim za
deljenje.

4.1. Komutativnost mnozenja

Za Euklida mnozenje je ponavljanje sabiranja. Proizvod brojeva m i n je
broj koji se dobija tako $to se m uzima kao sabirak n puta (VIL def.16). Ako
ga predstavimo oblucima, on ¢e biti povrsinski broj. Ranopitagorejsko poimanje
mnozenja brojeva najverovatnije se nije razlikovalo od Euklidovog.

Buduéi da ¢inioci m i n u definiciji proizvoda imaju razli¢ite uloge, ostaje
potreba da se dokaze komutativnost njihovog proizvoda. Ovu osobinu Euklid
dokazuje u stavu VIL.16." Medutim, njegov dokaz pripada aritmetici koja je, prema
Aristotelovom misljenju, udaljenija od c¢ula od geometrije. IsuviSe je zamrSen da
bi pripadao ranim pitagorejcima,? a osobina komutativnosti proizvoda njima je
morala biti poznata. Najstariji dokaz ove osobine proizvoda brojeva morao je biti
vizuelno jasan da bi njima bio prihvatljiv. Morao je biti blizak ¢ulima koliko i
geometrija. Zato je aritmetika oblutaka prirodni okvir iz kojeg je najstariji dokaz
mogao iznié¢i. Sasvim ga je jednostavno rekonstruisati, a slika kojom je propraéen
moze se prihvatiti kao sam dokaz.
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SLIKA 4.1.1. rs = sr

L0 Euklidovom dokazu stava VIL.16 biée rei u odeljku 7.4.

2U dokazu Euklid koristi stav VIL.15 koji, iako se koristi i u dokazima stavova VII.37 i VII.38
u kojima se blize objasnjava sta je deo, izgleda da je dokazan samo da bi se dedukovao stav VII.16.
O ovome ¢e biti reci i u odeljcima 7.4 1 9.8.

37
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TEOREMA 15 (VIL.16). Ako su r i s brojevi, tada je rs = sr.

DokaAz: Proizvodi rs i sr su povrSinski brojevi koji imaju jednake odgo-
varajuce strane pa se slike na kojima su oni predstavljeni oblucima mogu poklopiti
— one su medusobno (geometrijski) podudarne. Medutim, prema Euklidovoj ak-
siomi I. Ax. 7, oni koji se mogu poklopiti, jednaki su medusobno, pa su i brojevi
rs i st medusobno jednaki. O

Sada je svejedno kojim ¢emo redosledom pisati ¢inioce kada obelezavamo
proizvod dvaju brojeva. Svejedno je i Sta ¢e biti osnovica, a Sta visina kada
povrsinski broj predstavljamo oblucima. Zbog toga u aritmetici nije neophodno
razlikovati mnozenik od mnozitelja.

4.2. Distributivnost mnozenja

I osobinu distributivnosti mnozenja u odnosu na sabiranje jednostavno je
dokazati upotrebom oblutaka.

TEOREMA 16 (VIL5). Ako su k, r i s brojevi, tada je k(r + s) = kr + ks.
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SLIKA 4.2.1. k(r+s)=kr+ks

Dokaz: Redanjem najpre r, a potom jo$ s oblutaka duz jedne iste prave,
predstavi¢emo oblucima ne samo brojeve r i s ve¢ i njihov zbir r + s, pa ¢e proizvod
nekog broja k i zbira r + s biti povrsinski broj k(r + s). Medutim, povrsinski
broj k(r + s) se ocigledno sastoji iz dvaju povrsinskih brojeva kr i ks,* pa je
k(r+s) =rk+ks. O

Tako se u dokazu prethodne teoreme upotrebljavaju obluci, do njega se ipak ne
dolazi induktivnim zaklju¢ivanjem. U njemu se koriste isti argumenti koje Euklid
upotrebljava u dokazu stava VIL5.5 On je zato podjednako utemeljen na deduk-
tivnoj metodi kao i Euklidov dokaz. On je i podjednako opsti. Sva je razlika u slici
kojom je Euklid propratio svoj stav na kojoj (prirodni) brojevi nisu poredstavljeni
oblucima, ve¢ duzima. To dokaz Euklidovog stava ne ¢ini opstijim. Isto se moze

30va tvrdnja, koju je Euklid smestio medu aksiome u prvoj knjizi Elemenata, obi¢no se
smatra geometrijskim kriterijumom podudarnosti. Euklid se nerado poziva na nju i upotrebljava
je samo u stavovima 1.4, 1.8 i IT1.24. Ne koristi je ¢ak ni u stavu 1.26 u kojem bi ga bilo prirodno
upotrebiti buduéi da se i on odnosi na podudarnost trouglova. Medutim, ova aksioma je morala
imati znacaj ne samo u geometriji, ve¢ i u aritmetici doklegod su aritmeticki dokazi bili oc¢igledni
zbog predstavljanja brojeva oblucima ili kakvim drugim objektima.

40vu ociglednu ¢injenicu podupire jedna od Euklidovih aksioma. To je aksioma I. Ax.2,
prema kojoj ako se jednakim (r) dodaju jednaki (s), celine (r + s) su jednake.

50 Euklidovom dokazu bide vise re¢i u odeljku 7.1.
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reéi i za dokaze ostalih Euklidovih stavova kojima dokazi slede logiku aritmetike
oblutaka.’

Da je ideja iz dokaza prethodne teoreme bila poznata Euklidu jasno se
vidi iz njegovog dokaza stava II.1. U ovom stavu Euklid dokazuje da ¢e
pravougaonik kojem je osnovica razlozena na proizvoljno mnogo duzi, biti jed-
nak zbiru pravougaonika iste visine kojima su osnovice te duzi. Za razumevanje
dokaza ovog stava od kljucne je vaznosti slika kojom je ilustrovan. Zaista, ako
je GHCB pravougaonik kojem je ivica GH tackama K i L razlozena na duzi
GK, KL i LH, tada je visinama KD i LFE pravougaonik GHCB razloZen na
pravougaonike GK DB, KLED i LHCE. Zato je, prema Euklidovom shvatanju,
GKDB+ KLED 4+ LHCE = GHCB (slika 4.2.2).

B D E C

G b K ¢ L dH

SLIKA 4.2.2. GKDB+ KLED + LHCE = GHCB, Elementi, 11.1

Euklid ne isti¢e da je zbir povrsina pravougaonikan GK DB, KLED i LHCFE
jednak povrsini pravougaonika GHC B, ve¢ dokazuje njihovu razlozivu jednakost.
Njemu pojmovi duzine i povrsine izmicu,” inace bi mogao da zakljuéi da je
alb+c+d) = ab+ ac+ ad ako su a, b, ¢ i d duzine duzi BG, GK, KL i LH.
Medutim, FEuklid ne meri duzinu proizvoljne duzi. Ne meri ni povrsine povrsi. U
nameri da izbegne upotrebu rekvizitarijuma ,geometrijske algebre“, on nigde ne
dokazuje da je povrSina pravougaonika jednaka proizvodu duzina njegovih ivica.
Tako je geometrija ve¢ svojim imenom ,nauka o merenju“, u Elementima merenja
zapravo nema. FEuklid nigde ne dokazuje niti ¢ak pominje ili nagovestava da se
svaka duz moze izmeriti nekom drugom duzi ne bi li se utvrdilo kolika je njena
duzina.® Razume se, ako je zadata jedini¢na duz onda se racionalnim operacijama
i korenovanjem mogu konstrusati duzi kojima se moze utvrditi koje su mere.® Neke
od njih Euklid konstruige,!® medutim, merenja duzine proizvoljno zadate duzi u
Euklida prosto nema. Nema pojma duzine.!! Posledi¢no, ne moze biti ni pojma
povrsine ni pojma zapremine. Razume se, kao $to je mogao konstruisati pojedine

6 Burkertova opaska da dokazi u aritmetici oblutaka moraju biti induktivni [9, str. 435],
prosto ne stoji. Iako rani pitagorejci nisu dosegli do ideje da aritmetiku treba utemeljiti kao
deduktivnu teoriju, to ne znaci da u dokazivanju aritmetickih stavova nisu upotrebljavali osobine
koje su veé dokazali.

70vi pojmovi su ostali van domasaja grcke matematike. O njihovim definicijama videti [34,
str. 167-172, 235-240], [7, str. 167-172] i [40, str. 153-175].

8Videti [34, str. 167-175].

9Videti [11, pp. 127-134].

101racionalne veli¢ine iz X knjige Elemenata su primeri takvih duzi.

Hideti [37].
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duzi i tako utvrditi koje su mere, tako je mogao utvrditi koje su povrsine pojedinih
povrsi i zapremine pojedinih tela. Ono sto nedostaje to je pojam mere.

Ako se u dokazu stava II.1 pretpostavi da su duzi BG, GK, KL i LH
medusobno samerljive onda se njihova zajednicka mera — duz e, sadrzi kona¢no
mnogo puta u svakoj od njih pa su tada ove duzi celobrojne. Ako se duz e u BG
sadrzi k puta, au GK, KL i LH, redom, r, s it puta, biée k(r+s+t) = kr+ks+kt
(slika 4.2.3). Zato je stav VIL.5 samo poseban slucaj stava I1.1. T dokaz teoreme
16 (VIL.5) u punoj je analogiji sa dokazom stava II.1. U njemu se sabiranjem
povrsinskih brojeva iste visine opet dobija povrsinskih broj, kao §to se u dokazu
stava II.1 sabiranjem pravougaonika iste visine ponovo dobija pravougaonik.

B D E C
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SLIKA 4.2.3. k(r+s+t)=kr+ks+kt

Znajuéi da su se pitagorejci najpre bavili brojevima,'? a da su komutativnost
proizvoda i distributivnost mnozenja u odnosu na sabiranje osnovne osobine bro-
jeva, one su morale su biti poznate ranim pitagorejcima. Oni su imali i o¢igledno
stredstvo kojim su mogli da ih dokazu — oblutke. Euklidov dokaz stava VIL.5 u
osnovi je isti kao i njihov, samo se u njemu ne pominju obluci.

Na isti na¢in, upotrebom oblutaka, rani pitagorejci su mogli su da dokazu i
osobinu distributivnosti mnozenja brojeva u odnosu na oduzimanje.

TEOREMA 17 (VILT). Ako su k, r i s brojevi, tada je k(r —s) = kr — ks.

I osobinu tranzitivnosti relacije deljivosti lako je dokazati upotrebom slike sa
oblucima koja je sli¢na slikama kojima su ilustrovani teorema 16 (VIL.5) i Euklidov
stav II.1. Zaista:

TEOREMA 18. Ako broj I deli broj k, a broj k deli broj p, onda broj I deli i
broj p.
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SLIKA 4.2.4. Ako [l deli k, a k deli p, onda [ deli p

12 Aristotel nas u raspravi o O pitagorejskoj filozofiji (frag. 186, 1510a) obavestava da se
Pitagora posvetio matematickim naukama i da se posebno bavio brojevima. Videti [3, str. 121,
fus. 66].
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Dokaz: Ako broj [ deli broj k, onda je [ ivica povrsinskog broja k, pa ¢e [ biti
i ivica povrsinskog broja p = nk koji se sastoji iz vise puta ponovljenog povrsinskog
broja k (slika 4.2.4). Zato [ o¢igledno deli i p. O

Ovu osobinu Euklid upotrebljava u dokazu stava VII.23.1 Medutim, iako je ko-
risti, on u Elementima ovu osobinu ne dokazuje smatrajudi je (vizuelno) ociglednom.
Zbog toga nije iskljuceno da je prethodni dokaz mogao biti poznat i u ranom peri-
odu pitagorejstva.

4.3. Uzastopno oduzimanje

Tako ne definise pojam oduzimanja, Euklid ve¢ na samom pocetku sedme knjige
Elemenata u stavovima VIL.1 i VII.2, postupkom uzastopnog oduzimanja nalazi
najveéu zajednicku meru dvaju brojeva.4

Njegovi dokazi ovih dvaju stavova propraceni su slikama na kojima su brojevi
predstavljeni duzima. Ovi dokazi nisu ocigledni, ali ne samo zbog toga §to slike
kojima su ilistrovani nisu od koristi za njihovo razumevanje, veé i zato Sto se u
njima upotrebljava indirektna metoda. Euklid u njima i ne ra¢una na uverljivost
svojih slika ve¢ na snagu dedukcije iako za to nema nikakvog uporista buduéi da
njegovi dokazi ovih dvaju stavova sa samog pocetka sedme knjige nisu utemeljeni na
aksiomama i postulatima ili kakvim veé¢ dokazanim tvrdnjama. Stoga stavovi VII.1
i VII.2 u Elementima imaju ulogu osnovnih stavova aritmetike. Njihovi dokazi su
samo intuitivna objasnjenja.

Medutim, ovi stavovi mogu se naciniti o¢iglednim buduéi da se do uverenja
da oni zaista vaze moze do¢i upotrebom oblutaka. Tako se do pojma najvece
zajednicke mere moze doé¢i bez upotrebe indirektne metode. Da je zaista tako
potvrduje resenje sledeceg zadatka, a zatim i dokaz teoreme 19 (VII.2). Postupkom
uzastopnog oduzimanja u zadatku se upotrebom oblutaka odreduje broj koji je
zajedniCka mera dvaju zadatih brojeva, a u teoremi se dokazuje da je taj broj i
njihova najveca zajednicka mera.

Zadatak 1 (VIL.2): Nadi zajednicku meru dvaju brojeva.

RESENJE: Redanjem oblutaka kojima su predstavljeni brojevi r i s duz jedne
prave, moze se predstaviti broj r + s. Tada se jednom vertikalnom linijom mogu
odvojiti obluci kojima je predstavljen broj r od oblutaka kojima je predstavljen
broj s.

000000I0OOOOO0OOOOOOOOOO
r S

Ako je r < s, moze se dodati nova vertikalna linija kojom Ce se iz skupa oblutaka
kojima je predstavljen broj s izvojiti  oblutaka. Time je predstavljeno oduzimanje
broja r od broja s.

130 ovom stavu u kojem Euklid dokazuje da je broj koji deli jedan od dvaju uzajamno
prostih brojeva, uzajamno prost sa drugim, biée reci u odeljku 9.7.

14 Razume se, Euklid ne definiSe ni postupak uzastopnog oduzimanja. O njemu e biti reci i
u odeljku 9.2.
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OOOOOO|OOOOOO|OOOOOOOOO
r r

Ako je ostatak i dalje veéi od 7, moze se dodati jos jedna linija kojom se odvaja
novih r oblutaka od linearnog broja s —r. Sa ovim postupkom oduzimanja stalnim
dodavanjem novih linija rasecanja, moze se nastaviti sve dok se ne dobije ostatak
r1 koji je manji ili jednak broju r. Ako je jednak broju r, onda izmedu svakih dveju
linija podele ima r oblutaka pa r deli s. On je tada njihova zajednicka mera. Ako
nije, onda ¢e paralelnim linijama podele broj s biti razlozen na brojeve jednake
broju r, i ostatak r;.'°

oooooo|oooooo|oooooo|ooo
r r r k

Postupak uzastopnog oduzimanja sada se moze primeniti na brojeve r i rq, da
bi se doslo do ostatatka 7o koji je manji od r1, zatim na brojeve ry i ry itd., sve
dok ima ostataka. Ovaj postupak koji éemo zvati rasecanjem,'® moze se ponoviti
najvise kona¢no mnogo puta jer poslednji ostatak ne moze biti manji od jedinice.

Kada vise nema ostatka, postupak rasecanja se zavrSava. Njime se dolazi do
poslednjeg ostatka r, = k koji se sadrzi konacno mnogo puta i u broju r i u broju
s. On je njihova zajednicka mera. (|

Razume se, ako je k povrsinski broj kojem su strane ky i k2, onda ée i brojevi
k11 ko delitiiris (teorema 18), pa ¢e svaki od njih biti zajednicka mera brojeva r
i s. Pored toga, brojevi k1 i ko bi¢e manji od k. Pokazace se da nema broja veceg
od k, koji je zajednicka mera brojeva r i s.

4.4. Najvecéa zajednicka mera

Postupak uzastopnog oduzimanja koji je upotrebljen u prethodnom zadatku ne
razlikuje se od postupka koji Euklid upotrebljava na pocetku dokaza stava VII.2.
On je samo zapisan jezikom aritmetike oblutaka.'” Njime se upotrebom ociglednih
sredstava dolazi do zajednicke mere k dvaju brojeva. Da je ova mera i najveéa, Eu-
klid u stavu VIL.2 dokazuje indirektnim postupkom. Medutim, upotreba oblutaka
u reSenju prethodnog zadatka omogucava da se do istog zakljucka dode direktno.

15 Ako se 71 sadrzi konaéno mnogo puta u broju r obelezicemo ga sa k, kao na slici.

16 Pojam rasecanja uskladen je sa pojmom antanairesis u Aristotelovoj definiciji proporcije
(Topika, 158 b). Videti odeljak 8.1.

17 Motivacija za ovu interpretaciju Euklidovog algoritma dolazi iz potrebe da se objasni Ari-
stotelova definicija proporcionalnosti (Topika, 158 b). Doduse, ova Aristotelova definicija odnosi
se na bilo kakve veli¢ine, a ne samo na brojeve, ali ako se primeni na brojeve, onda je prethodna
inerpretecija Euklidovog postupka prirodni okvir iz kojeg je ova definicija iznikla. O ovome ¢ée biti
vie re¢i u poglavlju 8.
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Da bismo to ucinili primetimo najpre da zajednicka mera k brojeva r i s deliir i
s te da, zbog toga, postoje brojevi pi g takvida jer =kpis==kq. Zatosuris
pravougaoni (ili kvadratni) brojevi iste visine k.

0,0,0,0,0,0,0
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SLIKA 4.4.1. Par kp, kq ima isti raspored linija rasecanja kao i
par p, q

Ako izmedu svakih dveju susednih linija rasecanja para r, s stavimo po jedan
oblutak, dobiéemo upravo brojeve p = r/k i ¢ = s/k. Oni ée imati isti raspored
linija podele kao i brojevi r i s. Prema Aristotelovim re¢ima, imace isti antanairezis.
18 Stoga ¢e se rezultat postupka dodavanja linija rasecanja primenjenog na par r, s,
razlikovati od onog koji je primenjen na par p, ¢ samo utoliko §to ¢e u prvom slucaju
na kraju postupka broj oblutaka izmedu linija rasecanja biti k, a u drugom, 1.

r s
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p q

SLIKA 4.4.2. Rasecanje para r,s; r = 6, s = 15, k = 3, p = 2,
q=5

Medutim, kolikogod oblutaka da stavimo izmedu svakih dveju linija rasecanja
brojeva r i s, uvek ¢emo dobiti par brojeva 7', s’ koji imaju isti raspored linija
rasecanja kao i zadati brojevi r i s. Buduéi da izmedu linija rasecanja ne moze biti
manje od jednog oblutka najmanji medu njima su brojevi p i ¢. Svi ostali parovi
brojeva sa istim linijama rasecanja bic¢e povrsinski brojevi np i ng, n = 2,3,....

4p 0000|0000 | 0000|0000 | 0000|0000 | 0000 4

3p 00O oo0o 00O 00O 000 000 000 3q
2p oo oo 00 0o 00 oo ()¢} 2q
p o o | o " o " o ' o T o q

SLIKA 4.4.3. Samo parovi np, ng imaju isto rasecanje kao i par p, q

TEOREMA 19 (VIL.2). Zajednicka mera k dvaju brojeva r i s, koja je nadena
upotrebom postupka rasecanja je najveéa.

18 videti odeljak 8.1.
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Dokaz: Ako su pi ¢ najmanji medu brojevima sa istim linijama rasecanja kao
iparr, s, tada je r = kp i s = kg, pa je k najveci broj koji deli i broj r i broj s.
On je zato najveca zajednicka mera tih dvaju brojeva. O

Sada je lako dokazati stav kojim Euklid zapocinje aritmeticke knjige Elemenata:

TEOREMA 20 (VIL1). Ako je jedinica poslednji ostatak u postupku rasecanja
brojeva p i q, onda su p i ¢ medusobno prosti brojevi.

DoOKAZ: Zaista, brojevi p i ¢ su medusobno prosti jer samo jedinica deliipiq
buduéi da izmedu svakih dveju susednih linija rasecanja para p, q ostaje samo po
jedan oblutak. O

Iskaz iz formulacije prethodne teoreme moze da posluzi i kao definicija
medusobno prostih brojeva. Sva je prilika da je ovaj pojam i usao u aritmetiku iz
potrebe da se karakterisu parovi brojeva koji su najmanji medu onima koji imaju
iste linije rasecanja. Arhita ove parove naziva pitmenima.'® Oni ée biti najmanji
medu parovima proporcionalnih brojeva.

19 Diels, 47 A17.



POGLAVLJE 5

Proporcije u aritmetici oblutaka

Postupak uzastopnog oduzimanja (ili rasecanja) nedvosmisleno vodi ka defini-
ciji proporcije. Zaista, ako ga primenimo ne samo na par r, s, ve¢ i na par r’, s’ i
u oba slu¢aja rasecanjem dodemo do istog para najmanjih brojeva p, ¢, onda ¢e i
brojevi v’ i s/ imati isto rasecanje kao i brojevi r, s tako da za parove brojeva r, s i
', s' tada mozemo reéi da su u istoj razmeri ili da su medusobno proporcionalni.t
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SLIKA 5.0.1. r:s=7":58,r=6,s=15,7" =4, s =10

Moze se redi i da se brojevi 1/, s’ odnose jedan prema drugom kao brojevi r, s,
tj. da je zadovoljena proporcija 2
s =r:s.

Brojevi 7/, s’ su tada u istoj razmeri kao i brojevi r, s.

5.1. Osobine proporcija

Iz dokaza teoreme 19 (VIIL.2) jasno je da je relacija proporcionalnosti parova
brojeva tranzitivna, te

eakojem:n=p:qip:gq=r:s,tadajeim:n=r:s.
Jasno je i to da

e iz pretpostavke dajep:g=r:ssledidajer:s=p:q,
a takode i da

eakojep:g=r:sondajeiqg:p=s:7.

L Ova, antifaireticka definicija proporcije parova brojeva, samo je poseban slucaj definicije
proporcionalnosti parova duzi i povrSina koju pominje Arisotel u Topici (158 b). O njoj ¢e biti
viSe reci u odeljcima 8.1 i 8.4.

20 Euklidovoj definiciji ovog pojma bice re¢i u odeljku 9.1, a o odnosu dveju definicija
proporcije, u odeljku 9.6.

45
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Smatrajuci ih oc¢iglednim, ove osobine proporcionalnih brojeva Euklid posebno ne
istice. Medutim, on dokazuje prvu od ovih osobina u stavu V.11, a drugu pominje
u posledici stava V.7. Razume se, ovi stavovi nisu aritmeti¢ki i odnose se na
proporcionalnost duzi, a ne brojeva. U njihovim dokazima Euklid upotrebljava
Eudoksovu definicija proporcionalnosti veli¢ina — V. def. 5.

Dokazi jos nekoliko osobina proporcionalnih brojeva neposredno slede iz resenja
zadatka 1 (VIL.2) i dokaza teoreme 19 (VII.2). Zapravo, dokazi ovih osobina u njima
su sadrzani. Zaista:

TEOREMA 21 (V.9). Ako sur, s it brojevi, tada je
r:s=r:t,
ako 1 samo ako je s =t.

DokAz: Buduéi da su parovi r, s i r, t proporcionalni, oni imaju iste linije
rasecanja. Izmedu susednih linija rasecanja svakog od ovih dvaju parova mora biti
jednak broj oblutaka pa kako su prvi brojevi (antecedensi) u ovim parovima isti,
isti ¢e biti i drugi (konsekvensi).

Razume se, vazi i obratno pa su antecendensi jednaki ako i samo ako su jednaki
konsekvensi. g

Ni ovu tvrdnju Euklid ne dokazuje u aritmetickim knjigama, ali u stavu V.9,
upotrebom definicije V.def.5 dokazuje odgovarajuéu tvrdnju koja se odnosi na
veli¢ine, a ne na brojeve.® Naprotiv, slede¢e teoreme dokazane su u aritmetickim
knjigama FElemenata. Razume se, u Euklidovim dokazima ne upotrebljavaju se
obluci.*

TEOREMA 22 (VIL.20). Ako su p i ¢ nagmangi brojevi koji su sa brojevima r i
s u istoj razmeri, onda postoji broj k takav da je r = kp i s = kq.

Dokaz: Bududi da su p i g najmanji od brojeva koji imaju iste linije rasecanja,
svi ostali brojevi koji su sa njima u istoj razmeri (slika 4.4.3) bié¢e pravougaoni (ili
kvadratni) brojevi np, ng (n = 2,3,...). Medutim, i brojevi r i s imaju isto
rasecanje kao i p, ¢ pa, ako je k£ njihova najveéa zajednicka mera, bie r = kp i
s = kq. Dakle, postoji broj k takav da jer = kpi s = kq. O

Zato, ako je

ris=r:s,

onda postoje brojevi k i [ takvi da je r = kp, s = kq, i ' = Ip, ' = lq. Stavise,
vazi i obratno, pa je postojanje takvih brojeva k i [ potreban i dovoljan uslov
proporcionalnosti parova r, s i r’, s'.

TEOREMA 23 (VIL.22). Ako su p i g najmangi medu brojevima koji su sa njima
u 1stoj razmeri, oni su medusobno prosti.

3Vidimo da je (antifaireticki) dokaz ovog stava upotrebom oblutaka direktan i trivijalan.
Naprotiv, Euklidov dokaz stava V.9, koji pociva na Eudoksovoj definiciji proporcionalnih veli¢ina,
je indirektan.

10 njima ¢e biti reci u odeljku 9.5.
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Dokaz: Buduéi da su p i ¢ najmanji, izmedu svakih dveju susednih linija
rasecanja para p, q osta¢e samo po jedan oblutak. Zato je jedinica najveéi broj koji
deliipi g, pa ¢e brojevi p i ¢ biti medusobno prosti. O

Prethodna teorema je zapravo neposredna posledica teoreme 20 (VIL.1). Zaista,
ako su p i ¢ najmanji medu brojevima koji su sa njima u istoj razmeri, onda je
jedinica poslednji ostatak u rasecanju brojeva p i ¢ pa su p i ¢, na osnovu teoreme
20 (VIIL.1), medusobno prosti brojevi. Vazi i obratno:

TEOREMA 24 (VIL.21). Ako sup i g medusobno prosti, oni su najmangji medu
brojevima koji su sa njima u istoj razmeri.

DoxkAz: Bududi da je jedinica najveci broj koji deli medusobno proste brojeve
p i q, medu svim brojevima koji su sa njima u istoj razmeri p i ¢ ¢e biti najmanji
jer je tada izmedu linija rasecanja brojeva p i ¢ po jedan oblutak, a ne moze ih biti
manje. g

Karakterizacija medusobno prostih brojeva koja je sadrzana u prethodnim
dvema teoremama najverovatnije je u pocetku bila definicija medusobno prostih
brojeva. Njihovo osnovno svojstvo prema kojem je jedinica njihova jedina za-
jednicka mera, Euklid je smestio u definiciju VII. def. 13.

Efektivni postupak za nalazenje najmanjih, pa zbog toga i medusobno prostih
brojeva, koji su proporcionalni zadatim brojevima, sada je sasvim jednostavan.
Zaista:

Zadatak 2 (VIL.33) Za zadate brojeve r i s naé¢i najmanje brojeve koji su sa njima
u istoj razmeri.’

DoxkAz: Neka je k najveta zajednicka mera brojeva r i s. Buduéi da nema
delioca brojeva r i s veéeg od k, brojevi p = r/k i ¢ = s/k su najmanji brojevi koji
su proporcionalni brojevima r i s. O

Iste argumente Euklid upotrebljava u dokazu stava VII.4.

5.2. Proporcionalnost povrsinskih brojeva

Sada je upotrebom oblutaka lako dokazati jos nekoliko osobina proporciona-
Inosti.%

TEOREMA 25 (VIL.17). Povrsinski brojevi kr i ks odnose se jedan prema dru-
gome kao njihove strane r i s.”

DokAz: Povrsinski brojevi kr i ks ocigledno imaju iste linije rasecanja kao i
brojevi r i s (slika 5.2.1), pa je r : s = kr : ks. Medutim, iako je izmedu svakih
dvaju oblutaka, kojima su predstavljeni brojevi r i s, po jedna linija rasecanja, to
ne zna¢i da su r i s najmanji brojevi koji sa brojevima kr i ks u istoj razmeri.

50vo je poseban slucaj Euklidovog stava VII.33.

60 Euklidovim dokazima ovih osobina biée reéi u odeljcima 9.4 1 9.5.

7Ovaj stav je diskretni analogon Euklidove teoreme VI.1 koja je od znacaja za razumevanje
Aristotelove definicije proporcije (Topika, 158 b).
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Ako su p i ¢ najmanji brojevi koji su u istoj razmeri sa brojevima r i s, tada
postoji broj [ takav da je r = Ip i s = lg. Sada je kr = klp i ks = klq. Dakle, kr
i ks ¢e sa brojevima p i ¢ biti u istoj razmeri, pa ¢e zato biti u istoj razmeri i sa

brojevima r i s, tj. r: s = kr : ks. O
|
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SLIKA 5.2.2. r:s=kr:ks,r=6,s=8k=5,(1=2p=3,
qg=4)

Na isti na¢in moze se dokazati i sledeé¢a teorema aritmetike oblutka:

TEOREMA 26 (VIL.18). Poursinski brojevi rk i sk odnose se jedan prema dru-
gome kao ngihove strane r 1 s.

Tako se Euklidov dokaz stava VII.17 idejno razlikuje od dokaza teoreme 25
(VIL.17), i on u sebi sadrzi relikte aritmetike oblutaka.® Ipak, medu ovim dvama
dokazima postoji i jedna vazna razlika. Euklidov dokaz zahteva upotrebu stava
VII.13, a teorema 25 (VIL.17) ovaj stav ima za svoju posledicu. Zato je i on teorema
aritmetike oblutaka. Zaista:

TEOREMA 27 (VIL.13). Akojer:s=1":5", ondajeir:r' =s:5.°

DokAz: Neka su p i ¢ najmanji medu brojevima koji koji imaju iste linije
rasecanja kao i par v, s. Tada jep: q=1:s =71": 5, pa postoje brojevi k il
takvi da je r = kp, s = kq, v’ = Ip i & = lq. Medutim, povrsinski brojevi kp i
Ip, a takode i kq i lq, odnose se kao njihove strane k i [. Dakle, k : l = kp : Ip i
k:l=kq:lg pajeikp:lp=kq:lg tj.r:r" =s:5". O

Osobina proporcije koja je upotrebom oblutaka dokazana u teoremi 27 (VIL.13),
nosi gréko ime enallaz (Evadhdg) ili latinsko alternando — obrtanje ili preokretanje.
Aristotel ju je morao smatrati znac¢ajnom buduéi da je dva puta pominje u Drugoj

80 ovome ée biti reéi u odeljku 9.5.

U Drugoj analitici, 74 a17-25, Aristotel istice da je ova osobina proporcije dokazana odvo-
jeno za brojeve, i linije, i tela, i vremena, mada je bilo mogucée dokazati je jednim jedinim —
opstim dokazom. To je dokaz Euklidovog stava V.16, koji pociva na Eudoksovoj definiciji pro-
porcionalnosti (V.def.5). S obzirom na to da nas Proklo obavestava da je Eudoks povecao broj
opstih teorema [46, str. 66], dokaz koji pominje Aristotel najverovatnije pripada Eudoksu bududéi
da njemu pripada i definicija proporcionalnih veli¢ina iz pete knjige Elemenata.
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SLIKA 5.2.3. VII.13

analitici (74a, 99a). Ona mu je bila pogodan primer osobine koja je najpre bila
dokazana odvojeno za brojeve, duzi, tela i vreme, da bi se kasnije, prema Aris-
totelovim rec¢ima, utvrdilo da njen dokaz moze biti opsti i da se odnosi na sve ove
velicine koje imaju isto svojstvo neophodno za zajednicki dokaz. Bez obzira na ovu
Aristotelovu opasku, Euklid ovu osobinu proporcije dokazuje dva puta, najpre za
bilo koje veli¢ine (tj. za duzi, poligonske povrsi i poliedre) u stavu V.16, a zatim
i za (prirodne) brojeve u stavu VII.13. Stav V.16 dokazuje upotrebom Eudoksove
definicije proporcionalnosti (Elementi, V.def.5), a stav VII.13 na osnovu definicije
VII. def. 21, upotrebom stava VIL.10.1° Zato ostaje nejasno na koji je opsti dokaz
mogao da misli Aristotel.!?

Sledeéa teorema je neposredna posledica teoreme 27 (VIL.13) pa stoga i ona
pripada aritmetici oblutaka.

TEOREMA 28 (VII.14). Akojer:s=1":5is:t=45":t,tadajer :t =1 :t.

DokAzZ: Akojer : s =7 : s'is:t =5 :t, biteir:r =s5:51i
s: 8" =t:t (enallax). Stoga je r : 7' =t : t/, a odavde je, na osnovu iste osobine,
rit=1r":t. O

Zahvaljujuéi prethodnoj teoremi umesto dveju relacijar : s =7 : s is:t =
s’ o t/, mozemo da piSemo samo jednu: r : s :t = 7' : s’ : t/. Opstije, umesto
riire =Ty :Th ro s =1L 10k . Ty Ty =7,_4 i 7, mozemo da piSemo
/
no

TLiTy . iTy =T irh

i da, kao i Euklid u stavu VII.14, tvrdimo da su u nekoj proporciji sa proizvoljno
mnogo ¢lanova podjednako udaljeni brojevi medusobno proporcionalni.t?

Bududi da smo u zadatku 2 (VIL.33) za zadati par brojeva, samo upotrebom

oblutaka nasli najmanje brojeve koji su sa njima proporcionalni sada, zahvaljujuéi

osobini koja je dokazana u prethodnoj teoremi, mozemo to uciniti na isti nacin sa

bilo kojom uredenom n-torkom brojeva. Zaista:

Zadatak 3 (VIL.33) Za zadate brojeve rq,rq, ..., r, naéi najmanje brojeve koji su
sa njima u istoj razmeri.

100 ovome ¢ée biti reci u odeljku 9.4.

11y Bekerovom pokusaju da rekonstruiSe opsti dokaz [5, str. 323], od vaznosti je upotreba
stava o jednakosti proizvoda unutrasnjih i spoljasnjih ¢lanova proporcije koji Aristotel nikada ne
pominje. Videti i [29, str. 265], [53, str. 177].

127ato se osobina iskazana ovim stavom obi¢no naziva ez aequali. Istu osobinu Euklid
dokazuje u stavu V.22 koji se odnosi na veli¢ine, a ne na brojeve.
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Dokaz: Ako je k najveca zajednicka mera brojeva r1,79,...,r,, onda ¢e bro-
jevi p1 = r1/k,pa = ro/k,...,pn = r,/k biti najmanji brojevi koji su propor-
cionalni brojevima rq,7s,...,7,. Svi ostali brojevi koji su im proporcionalni bice
povrsinski brojevi oblika kp1, kps, ..., kpy. O

Upotrebljavajuéi osobine proporcije koje su dokazane u teoremama 22 (VII.20),
4 (VIL21) i 25 (VIL.17), sada je, samo upotrebom oblutaka moguée dokazati jos
dve osobine proporcija.

TEOREMA 29 (VIL.11-12). Akojer:s=7r":s (r>1r',s>s"), tada je
(r—r):(s=s)=r:s i (r+7r):(s+s)=r:s.
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00000000000 00000000000
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SLIKA 5.2.4. (r+r'):(sts)=p:gq=r:s

Dokaz: Ako su pi g najmanji brojevi takvidajep:gq=r:s=17":5 tadasuris
povrsinski brojevi kp i kq kojima su strane p i ¢, a zajednicka visina k. Medutim,
i7" 1s’ su povrsinski brojevi Ip i lq kojima su strane p i g, a zajednicka visina [.
Sada sur—r'1is— s’ povrsinski brojevi (k—{)pi (k—1)q, ar+r'is+ s povrsinski
brojevi (k+ Dp i (k+1)q, te je

(r—r):(s=8)=r:s i (r+7):(s+s)=r:s. O

5.3. Jednakost proizvoda unutrasnjih i spoljasnjih
¢clanova proporcije

Upotrebom osobina proporcija koje su dokazane u teoremama 25 (VIL.17), 15
(VIL.16) i 21 (V.9) sada je jednostavno dokazati i aritmeticki stav o jednakosti
proizvoda unutragnjih i spoljagnjih ¢lanova proporcije.®

TEOREMA 30 (VIL.19). Ako sur, s, v’ i s brojevi, onda jer :s=1":s" ako i
samo ako jers’ = sr'.

Dokaz: Neka su

r'(r+s) i r(r+45)
povrsinski brojevi predstavljeni oblucima, takvi da obluci kojima je predstavljen
povrsinski broj rr’ pripadaju i jednom i drugom (slika 5.3.1). Tada se povrsinski
brojevi rr’ i sr’ odnose se jedan prema drugome kao njihove straneris,ar'ris'r
kao strane v’ i s’ (teorema 25 (VIL.17)). Medutim, r : s =7’ : &', pa je stoga,

! !
T,’I’ZST:T‘ S 7'?”,257".

130 Euklidovom dokazu ove tvrdnje biée reci i u odeljku 9.5.
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SLIKA 5.3.1. Ako jer:s=1":s" onda je rs’ = sr’

Medutim, rr’ = r'r (teorema 15 (VIL.16)), pa je i s'r = sr’ (teorema 21 (V.9)).
Tada je i rs’ = sr’ (teorema 15 (VIL.16)).
Jasno je da vazi i obratno. O

Pre nego $to ¢e u sedmoj knjizi Flemenata, u stavu VII.19, dokazati aritmeticki
stav o jednakosti proizvoda unutrasnjih i spoljasnjih ¢lanova proporcije, Euklid u
Sestoj knjizi, u stavu VI.16 dokazuje geometrijsku tvrdnju prema kojoj ¢ée Cetiri
duzi biti proporcionalne ako i samo ako je pravougaonik kojem su ivice dve krajnje
duzi, jednak pravougaoniku kojem su ivice dve srednje duzi u toj proporciji. Sva
razlika ovih dvaju stavova se sastoji u tome §to se stav VI.16 odnosi na duzi koje
su proizvoljnih duzina, a VII.19 na celobrojne duz. Medutim, stav VI.16 je samo
poseban slucaj stava VI.14 prema kojem su paralelogrami koji imaju podudarne
odgovarajuée uglove, geometrijski jednaki ako i samo ako su im ivice koje obrazuju
ove uglove obrnuto proporcionalne.

Ideja koja se upotrebljava u dokazu prethodne teoreme ne razlikuje se u osnovi
od ideje koju Euklid koristi u dokazu stava VI.14. Islika 5.3.1 kojom je ilustrovana u
punoj je analogiji sa slikom kojom Euklid ilustruje ovaj geometrijski stav. Stavise,
u dokazu teoreme 30 (VIL.19) upotrebljena je ista argumentacija kao i u dokazu
ovog stava Seste knjige Flemenata. Oni su u analogiji.

Zaista, u nameri da dokaze stav VI.14, Euklid pretpostavlja da paralelogrami
ADBF i BGCFE imaju podudarne (unakrsne) uglove kod zajednickog temena B, i
daje DB : BE = GB : BF (slika 5.3.2). Tada su, na osnovu stava V1.1, ivice DB i
BE proporcionalne povrsima ADBF i FBEN, a ivice GB i BF', povr§ima BGCE
i FBEN. Odavde sledi da su i povrsi ADBF i FBEN proporcionalne povrsima
BGCE i FBEN pa su, na osnovu stava V.9, povrsi ADBF i BGCE medusobno
jednake.' Lako je dokazati i obrat.

N E c N E s C
fEEmn)
F B G F B G
s
A D A1 D

SLIKA 5.3.2. Euklidov stav VI.14 i teorema 30 (VII.19)

147ako Euklid ne definige jednakost veli¢ina, moze se razumeti da, u sluceju kada su veli¢ine
poligonske povrsi jednakost moze biti razloziva ili dopunska.
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Tako je pogodan za upotrebu u dokazivanju stavova o proporciji, ovaj stav je
izgleda ostao na margini antifaireticke teorije. Aristotel ga nigde ne pominje.'®

5.4. Neprekidne proporcije u aritmetici oblutaka

Sléde¢i Euklidove ideje iz dokaza stava VI.23, sada je moguée samo upotre-
bom oblutaka dokazati jo§ dva vazna stava teorije proporcija.!® Oni se odnose na
neprekidne proporcije (V. def.8 i V. def.9).17

TEOREMA 31 (VIIL.11). Kakvigod da su brojevi r i s bice

SLIKA 5.4.1. r2:rs=rs:s

Dokaz: Neka su (r + s)r i (r + s)s povrsinski brojevi predstavljeni oblucima takvi
da povrsinski broj rs (= sr) pripada svakom od njih (slika 5.4.1). Tada ¢e odnos
povrsinskih brojeva r? i rs koji imaju istu visinu 7, biti jednak odnosu njihovih

strana 7 i s (teorema 25 (VIL.17)). Stavie, odnos visina 7 i s jednak je odnosu

povrsinskih brojeva sr i s2 koji imaju istu stranu s, te je stoga r : s = 72 : rs

rs: s2. O

Upotrebom iste ideje moze se dokazati opstija tvrdnja:

TEOREMA 32 (VIIL.18). Ako jer:s=1r':¢, tada jers:r's=r's:r's".

r r
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SLIKA 5.4.2. rs:r's=1r's:r's

Dokaz: Neka su (r + 1')s i (s + s')r’ povrsinski brojevi predstavljeni oblucima,
takvi da povrsinski broj r's (= sr’) pripada i jednom i drugom (slika 5.4.2). Tada

15 Zato je malo verovatno da je bio koriséen u (antifairetitkom) dokazu teoreme 27 (VII.13).
Videti [5, str. 323], [29, str. 265], [53, str. 177].

16 O Euklidovim dokazima ovih stavova biée re¢i u poglavlju 10.3.

17U skladu sa ovim dvema definicijama primenjenim na brojeve p, q i v, proporcija p : ¢ =
q : r se naziva neprekidnom. Njeni ¢lanovi p, ¢ i r pripadaju geometrijskoj progresiji. Zato se
proporcija p : ¢ = ¢ : r moze nazvati i geometrijskom kao $to to ¢ine Arhita (Diels, 47.B2) i
Aristotel (Nikomahova etika, 1131b).
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je odnos povrsinskih brojeva sr i sr’ koji imaju istu visinu s, jednak odnosu strana r
ir" (teorema 25 (VIL.17)), a odnos visina s i s’ jednak odnosu povrsinskih brojeva
r’sir's’. Medutim, ako je r : s = ' : ¢ tadajeir : 1’ = s: s (teorema 27
(VIL.13)). Zato je

rs:r's=r:r'=s:5 =r's:r's. O

Ideja na kojoj je zasnovan dokaz prethodne teoreme dolazi iz geometrije, iz
stava VI.23 u kojem Euklid dokazuje da su paralelogramske povrsi sa jednakim
uglovima u razmeri slozenoj od razmera strana. U dokazu on pretpostavlja da su
ABCD i CEFG dva paralelograma kojima su uglovi kod zajednickog temena C
unakrsni pa, stoga, i medusobno podudarni (slika 5.4.3). Posle toga, on primeéuje
da postoje duzi k, [ i m takve da je BC : CG =k :11DC:CE =1:m (VI1.12)
i zakljucuje (ex aequali — stav V.22)'® da je tada i k : m = BC : CE. Medutim,
ako je H cetvrto teme paralelograma kojem su tri temena tacke D, C' i G, odnos
BC : CG bicée jednak odnosu povrsi ABCD i DCGH (VI.1) pa je i odnos k : [
jednak odnosu tih dveju povrsi.!® Na isti nacin je odnos [ : m jednak odnosu povrsi
DCGH i CEFG. Zato je odnos k : m jednak odnosu povrsi ABCD i CEFQG.
Medutim, odnos k : m je slozen od odnosa k : [ il : m, pa je i odnos povrsi ABC D
i CEFG, koji je jednak odnosu BC' : CE, slozen od odnosa BC' : CG i DC : CE.

A D H A _r D H
S

B C G B C G

<

E F E. r F

SLIKA 5.4.3. VI.23 1 VIII.18

U posebnom slucaju kada su ABCD i CEFG pravougaonici kojima su ivice
BC, CD, CG i CFE celobrojnih duzina r, s, v’ i s/, onda je odnos povrsi ABCD i
DCGH jednak odnosu brojeva rs i 1's, a povrsi DCGH i CEFG odnosu brojeva
r'sir’s’. Akoje,uz to,ir:r’ =s:s biters:r's=1r's:r's’. Zato je aritmeticki
stav VIII.18 samo poseban slucaj geometrijskog stava VI.23.

Stavise, ako su ABCD i CEFG kvadrati, onda je r = s i 7 = s, pa je

r2:r'r =r'r . 2. Zato je i stav VIIL11 poseban slu¢aj stava VI1.23.

18 Prema ovom stavu jednako udaljene veli¢ine su u istoj razmeri. On je u analogiji sa
aritmetickim stavom VII.14.

19U nameri da izbegne upotrebu ,geometrijske algebre,“ kada raspravlja o proporcionalnosti
veli¢ina Euklid ne govori o jednakosti, veé¢ o istosti odnosa.






POGLAVLJE 6

Euklidova teorija parnih i neparnih brojeva

Dihotomija parnih i neparnih brojeva bila je u sredistu paznje pitagorejaca jos
od njihovih pocetaka. Vec je Filolaj, prvi medu pitagorejcima koji je sastavio spis
O prirodi,' istakao zna¢aj podele brojeva na parne i neparne.? Doduse, misleéi na
jedinicu, on istice da, pored parnih i neparnih brojeva, postoji i parno-neparni broj
koji je nastao mesanjem jednog i drugog.®

O vaznosti ove podele za pitagorejce obavestava nas i Aristotel. Prema nje-
govom svedocenju, za njih je parno-neparno bio jedan od osnovnih parova suprot-
nosti jos od vremena Alkmeona iz Krotona,* koji je imao najvise uspeha u doba
Pitagorine starosti.> Time je pitagorejsko bavljenje parnim i neparnim brojevima
stavljeno u najraniji period pitagorejstva, na sam pocetak petog veka stare ere.
Bududi da se ne moze iskljuciti ni moguénost da ono dolazi od samog Pitagore, nije
nemoguce da prva istrazivanja o parnim i neparnim brojevima pripadaju drugoj
polovini Sestog veka stare ere. Da je zaista tako potvrduje sacuvani Epiharmov
odlomak o upotrebi oblutaka u predstavljanju parnih i neparnih brojeva.

I Platon je drzao do vaznosti problematike koja se odnosi na parne i neparne
brojeve. Medutim, on je u tome otiSao isuviSe daleko buduéi da je bio misljenja
da je sva aritmetika znanje o parnom i neparnom. U razgovoru sa Gorgijom, kada
odgovara na pitanje na Sta se odnosi aritmetika, Platonov Sokrat kazuje da se
odnosi na parne i neparne brojeve, bez obzira na to koliko je jedinica u jednom i

drugom.® U Teetetu on dodaje da aritmetiku treba shvatiti kao lov na znanje o

1Diogen Laertije (VIIL.85) prenosi Demetrijeve re¢i kazujuéi da ovaj spis sadrzi zapravo
Pitagorine rasprave.

2Prema njegovim recima:

broj zaista ima dva vlastita lika, neparni i parni i tre¢i koji je nastao
mesanjem jednog i drugog, parno-neparni. Svaki od ta dva lika ima mnogo
oblika, koje svaka pojedina stvar sama od sebe otkriva.

Diels, 44.B5.

31 prema Aristotelovom svedo¢enju, za pitagorejce je jedinica bila i parna i neparna
(Metafizika, 986 a 20).

4 Aristotel, Metafizika, 986 a 28. Doduse, Aristotel je u nedoumici da li je Alkmeon svoje ideje
primio od pitagorejaca, ili oni od njega, ali njegova nedoumica se odnosi na ucenje o suprotnostima,
a ne na ucenje o parnim i neparnim brojevima koje izvesno pripada pitagorejcima.

5Nije isklju¢eno da je ova opaska o vremenu u kojem zivi Alkmeon kasniji dodatak Aris-
totelovom tekstu koji dolazi od peripateticara. Cak i ako se uzme sa rezervom, ona vreme Alkme-
onove zrelosti ne moze pomeriti mnogo blize nama od samog pocetka petog veka stare ere. Videti
[56, str. 156].

6 Platon, Gorgija, 451b. Videti i [29, str. 134f].
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svakom parnom i neparnom broju.” O tome koje bi to znanje moglo biti mozemo
saznati iz devete knjige Elemenata.

6.1. Sabiranje, oduzimanje i mnozenje
neparnih i parnih brojeva

Ako su parni i neparni brojevi predstavljeni oblucima, njihovo sabiranje lako
je razumljivo. Zaista, dokazi teoreme 1 (IX.21) o sumi parnih brojeva, i teorema 2
(IX.22) i 3 (IX.23) o sumi (parno ili neparno mnogo) neparnih brojeva, sasvim su
jednostavni i oslanjaju se samo na ociglednost slike. Logika ovih dokaza, koji dolaze
iz geometrije oblutaka, sacuvana je u Euklidovim stavovima IX.21 i IX.23-24.

U prvom od njih, stavu IX.21, Euklid pretpostavlja da je svaki od cetiriju
(parno mnogo) zadatih brojeva paran i zaklju¢uje da svaki od njih za svoj deo
ima polovinu buduéi da je deljiv na dva jednaka dela, te da stoga i njihova suma
ima za svoj deo polovinu.® Zato je ona paran broj. Ovaj dokaz je sasvim kratak
i u njemu se Euklid ne poziva ni na jednu aksiomu i ni na jedan od prethodnih
stavova Elemenata, ve¢ samo na definiciju parnog broja. Ostaje nejasno na ¢emu
je zasnovana tvrdnja da suma nekih brojeva za svoj deo ima polovinu ako svaki
od tih brojeva ima polovinu za svoj deo. Stoga Euklidov dokaz stava IX.21 i nije
pravi dokaz, te je njegova uverljivost mogla je pocivati samo na uverljivosti slike.
Medutim, ni Euklidova slika nije uverljiva. Na njoj su brojevi (njih parno mnogo,
a u Euklidovom dokazu samo 4) predstavljeni duzima AB, BC, CD, DE koje
pripadaju jednoj pravoj, i ni na koji na¢in nije sugerisano njihovo polovljenje koje
je od klju¢nog znacaja za razumevanje dokaza.

A B C D E

SLIKA 6.1.2. Euklidova slika uz dokaz stava IX.21, o zbiru parnih brojeva

Naprotiv, slika koja dolazi iz geometrije oblutaka ocigledno stavlja na znanje
da je tvrdnja istinita, te da je suma parnih brojeva paran broj. Iako je Euklidov
dokaz utemeljen na apstraktnom poimanju brojeva, njegov dokaz ove tvrdnje ne bi
morao biti promenjen ni za slovo da je ilustrovan slikom sa oblucima. Problem je
u tome §to bi u toj ilustraciji parni brojevi AB, BC, CD, DFE bili predstavljeni
sasvim konkretnim parnim brojevima oblutaka, i time bi slika izgubila na opstosti.’

Isto bi se moglo redi i za stavove IX.22 i IX.23, u kojima Euklid dokazuje da je
suma parno mnogo neparnih brojeva, paran broj, a suma neparno mnogo neparnih
brojeva, neparan. U svojim dokazima on od svakog od zadatih neparnih brojeva
oduzima jedinicu i tako dobija parne brojeve koje sabira i, u skladu sa stavom
IX.21, dobije paran broj. U zavisnosti od toga koliko je zadato neparnih brojeva,
parno ili neparno mnogo, i broj oduzetih jedinica ¢e biti paran ili neparan. U stavu

7 Platon, Teetet, 198 a.

8 Euklid délom nekog broja naziva broj koji ga deli jer, prema trec¢oj definiciji sedme knjige,
jedan broj ¢ini deo drugog broja, manji od veéeg, ako meri veéi. Ako ga ne deli, on taj broj, u
cetvrtoj definiciji, naziva delovima. O délu i delovima ¢e biti viSe reci u odeljku 9.1.

9 Na slici 6.1.3 brojevi AB, BC, CD, DE su, redom, 6, 4, 8, 6.
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SLIKA 6.1.3. Slika sa oblucima koja ilustruje dokaz stava IX.21

1X.22 on utvrduje da je broj oduzetih jedinica paran i zakljucuje da je i ukupni zbir
paran broj, a u stavu IX.23 da su i broj oduzetih jedinica i ukupni zbir neparni
brojevi. Tako ove stavove Euklid ilustruje duzima, a ne oblucima, argumenti u
njihovim dokazima ne razlikuju se od argumenata u dokazima tih stavova do kojih
ilustrovani oblucima.

U Elementima nema stava o sumi parnog i neparnog broja, a ima o njihovoj
razlici. U stavovima IX.25 i IX.27 Euklid dokazuje da je razlika parnog i neparnog
broja neparan broj, isto kao §to je neparna i razlika neparnog i parnog broja. Ova
dva stava kao i stavovi 1X.24 i IX.26 o razlici dvaju parnih i razlici dvaju neparnih
brojeva, mogu se komentarisati na slican nac¢in kao i stavovi o sabiranju parnih i
neparnih brojeva.

Stavovi 1X.28 i IX.29 odnose se na mnozenje. U prvom Euklid dokazuje da
je proizvod neparnog i parnog broja paran, a u drugom da je proizvod neparnih
brojeva neparan. U Elementima nema stava o proizvodu parnih brojeva veé je
dokaz da je proizvod dvaju parnih brojeva paran, sadrzan u dokazu stava 1X.28.

Euklid u svojim dokazima stavova o proizvodu parnih i neparnih brojeva ne
prati logiku dokaza teorema 9 (IX.28) i 10 (IX.29) iz odeljka 3.2, koje pripadaju
aritmetici oblutaka, ve¢ se u njima jednostavno poziva na veé¢ dokazane stavove
IX.21 i IX.23 o sabiranju parnih i neparnih brojeva. Medutim, i ovi stavovi dolaze
iz aritmetike oblutaka (slika 3.1.1) tako da Euklidovi dokazi svakako poCivaju na
tradiciji ranopitagorejske matematike.

6.2. Parno-parni i parno-neparni brojevi

Posle stavova 1X.21-29 u kojima daje odgovare na pitanja o sabiranju, oduzima-
nju i mnozenju parnih i neparnih brojeva, Euklid dokazuje pet stavova o polovljenju
i udvostrucavanju. Kao i stavovi koji im prethode, i stavovi IX.30-34 se odnose na
parne i neparne brojeve. Oni se od prethodnih ipak u ne¢emu razlikuju. U njihovim
dokazima, strogo govoreci, upotrebljava se i indirektna metoda. Medutim, njome
se uvek ve¢ u prvom koraku dolazi do kontradikcije, tako da se do dokaza svih
ovih stavova moze se doéi i prostom analizom, bez eksplicitne upotrebe indirektne
metode, kao §to je to ucinjeno u odeljku 3.3.

U stavu IX.30 Euklid dokazuje da neparni broj p koji deli neki parni broj q,
deli i njegovu polovinu, tako $to iz pretpostavki da je ¢ = kp i da je k neparan
broj, na osnovu stava IX.29 (ili IX.23) zaklju¢uje da bi tada i proizvod kp bi bio
neparan broj, a paran je po pretpostavci. Dakle, k je paran broj pa p deli g
paran broj puta. On stoga deli i ¢/2.'° Da ovaj stav ima i svoju interpretaciju

10 Drugim reéima, k je paran broj kao i q pa je q/2 = (k/2)p. Zato p deli i g/2.



58 Pitagorejska aritmetika

oblucima pokazali smo u dokazu teoreme 11 (IX.30). Stavise, dokaz ovog stava koji
je eksplicitno indirektan, lako se moze naciniti direktnim bas kao §to je i dokaz
teoreme 11 (IX.30).

Iz stava IX.30 (kontrapozicijom) neposredno sledi da neparni broj koji ne deli
neki drugi broj, nece deliti ni broj dvostruko veéi od njega. Euklid ovo ne istice, ali u
stavu IX.31 dokazuje tvrdenje prema kojem je neparni broj p koji je sa nekim brojem
q uzajamno prost, uzajamno prost i sa brojem 2q. Dokaz je sasvim jednostavan.
Ako brojevi p i 2¢ ne bi bili uzajamno prosti jer ih deli neki broj k, tada bi k£ bio
neparan jer je p neparan (na osnovu stavova 1X.28-29), pa posto deli 2¢q, delio bi i
g (na osnovu stava 1X.30), a ne deli ga. I ovaj dokaz u osnovi je indirektan ali se i
u njemu do kontradikcije dolazi u samo jednom koraku.

Naprotiv, Euklidov dokaz stava IX.32 je direktan. Prema ovom stavu, svaki od
brojeva koji se dobijaju od dvojke neprekidnim udvostrucavanjem, samo je parno-
paran broj. Buduéi da broj naziva parno-parnim ako se meri parnim brojem paran
broj puta (VIL.def. 8), pretpostavljajuéi da je neki broj samo parno-paran Euklid
zapravo pretpostavlja da taj broj nema neparnih delilaca. Razume se, svaki takav
broj je oblika 2™ n > 2. U nameri da dokaze da nijedan od brojeva 2" nema nepa-
rnih delilaca,*! Euklid se u dokazu stava IX.32 poziva na stav IX.13 koji pripada
teoriji neprekidno proporcionalnih brojeva utemeljenoj u osmoj, i s pocetke devete
knjige Elemenata.'? Time je naizgled opravdano svrstavanje teorije o parnim i
neparnim brojevima na sam kraj devete knjige ali, dokazujuéi stav 1X.32 upotre-
bom stava IX.13, Euklid je samo na ovom mestu narusio samodovoljnost aritmetike
parnih i neparnih brojeva izlozene u Elementima.

Medutim, ¢ini se neprikladnim da se jedan stav teorije proporcija koji ima dug
i slozen dokaz, upotrebljava u dokazu jednog sasvim jednostavnog stava o parnim i
neparnim brojevima. Tim pre §to je stav IX.32 jednostavna posledica stava 1X.30.
Zaista, na osnovu stava IX.30, ako neparni broj p ne deli neki drugi broj ¢, on ne
deli ni 2¢. Zato, buduéi da nijedan neparni broj ne deli broj 2,* ni jedan od njih
nece deliti ni brojeve 4, 8, 16, itd. Drugim re¢ima, nijedan od brojeva oblika 2"
nije deljiv ni sa jednim neparnim brojem pa je svaki od njih samo parno-paran.

Dokazujuéi u stavu IX.33 da je broj koji ima neparnu polovinu, samo parno-
neparan,'® Euklid najpre primeéuje da je broj p koji ima neparnu polovinu, parno-
neparan jer je proizvod broja 2 i neparnog broja. Ako bi p bio i parno-paran broj,
tada bi i njegova polovina bila paran broj, a neparna je po pretpostavci. Kako ne

H Razume se, jedinica je iskljucena jer ona za pitagorejce i nije bila broj. Stavise, prema
Aristotelovom svedoCenju, za pitagorejce je jedinica bila i parna i neparna. Aristotel, Metafizika,
986 a.

12 prema stavu 1X.13, ako postoji ma koliko neprekidno proporcionalnih brojeva sa jedinicom
na prvom mestu, i broj, prvi iza jedinice je prost, onda se najveci broj nece nikakvim drugim
brojevima meriti sem onih koji su medu proporcionalnim brojevima. Drugim re¢ima, ako je
1:p1 =p1:p2=...=DpPn—1:Dn iako je p1 prost broj, tada broj p, nije deljiv ni jednim drugim
brojem osim brojevima p1,p2,...,pn—1. Euklidov (indirektni) dokaz ovog stava je veoma dug.

13 Ovo je prvi primetio Beker [6, str. 536].

14 podsetimo se, jedinica za Grke nije bila broj.

15 prema Euklidovoj definiciji VII. def. 10, parno-neparan broj je onaj koji se meri neparnim
brojem paran broj puta.
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moze biti proizvod dvaju parnih ili dvaju neparnih brojeva, p je, prema Euklidovom
zakljucku, samo parno-neparan broj.

6.3. Stav IX.34

Pred kraj devete knjige Elemenata, u stavu 1X.34 kojim se zavrSava njegovo
razmatranje osobina parnih i neparnih brojeva, Euklid pretpostavlja da se broj p
ne dobija uzastopnim udvostru¢avanjem broja 2 (pa nije oblika 2) i da njegova
polovina nije neparan veé¢ paran broj (te da stoga nisu ispunjeni uslovi ni jednog od
prethodnih dvaju stavova), i dokazuje da je on tada i parno-paran i parno-neparan
broj. Zaista, kako je polovina broja p parna, na osnovu definicije VII.def.8 on
¢e biti parno-paran. U nameri da dokaze da je broj p i parno-neparan Euklid
ga polovi, a potom polovi tu polovinu, i zaklju¢uje se da posle kona¢no mnogo
ponavljanja postupka polovljenja moze doéi ili do nekog neparnog broja ili do broja
2. Ako se postupak polovljena zavrSava brojem 2, onda se broj p dobija uzastopnim
udvostrucavanjem broja 2, a to je iskljuceno. Dakle, postupkom polovljenja dolazi
se do neparnog broja, pa je p i parno-neparan broj.

U stavu 1X.34, Euklid zapravo dokazuje da je svaki parni broj p proizvod nekog
neparnog broja c i stepena broja 2, tj.

p=c-2", ¢=2m—1.

U stavu IX.32 on izdvaja slucaj kada je ¢ = 1, a u stavu IX.33 slucaj kada je
n =1,a ¢ > 1. Medutim, u dokazu stava IX.34 on ne upotrebljava ove stavove.
Stavise, u dokazu ovog stava on ne upotrebljava ni jednu od veé¢ dokazanih teorema,
a ovaj stav nece upotrebiti ni u jednom od stavova koji slede. Isto se moze reéi i
za stav 1X.33. Za razumevanje njihovih dokaza dovoljno je znati definicije parno-
parnih i parno-neparnih brojeva. Stoga je deduktivna struktura svakog od ovih
dvaju stavova trivijalna. Stavise, nijedan od njih nije ni u kakvoj kauzalnoj vezi
sa ostalim stavovima FElemenata. Zato se postavlja pitanje zasto je Euklid ove
stavove uopste svrstao u Elemente, ne samo zbog toga $to ih kasnije ne koristi,
veé stoga Sto ostaje nejasno zasto je faktorizacija parnih brojeva iz stava 1X.34
toliko znacajna da bi bila posebno istaknuta. Ispostaviée se da ovaj stav za svoju
jednostavnu posledicu ima tvrdnju prema kojoj ne postoji kvadratni broj dvostruko
vecéi od nekog drugog kvadratnog broja te da, stoga, kvadratni koren broja dva nije
racionalan broj.1®

16 O ovome bide redi i u odeljku 14.2.






POGLAVLJE 7

Euklidovi stavovi o sabiranju i mnozenju brojeva

Stavovi o parnim i neparnim brojevima iz devete knjige Elemenata veoma su
jednostavni i spadaju u najstarije aritmeticke stavove koje je Euklid uvrstio u svoju
raspravu. Medutim, bez obzira na to $to se njihovom upotrebom moze dokazati
da ne postoji kvadratni broj dvostruko veéi od nekog drugog kvadratnog broja te
da, stoga, postoje iracionalne veli¢ine, oni se ipak ne ¢ine presudnim za razvoj
aritmetike.! Od stavova o zbiru, razlici i proizvodu parnih i neparnih brojeva za
aritmetiku su znacajniji stavovi u kojima se dokazuju osnovne osobine operacija
sabiranja i mnozenja na skupu pozitivnih celih brojeva. To su, pre svega, osobine
komutativnosti proizvoda i distributivnosti mnozenja u odnosu na sabiranje.

7.1. Distributivnost

U stavu VIL.5 Euklid tvrdi da

ako jedan broj (r) ¢ini deo drugog broja (r') i neki drugi broj

(s) ¢ini isti deo nekog drugog broja (s'), onda i zbir (r + s) prvih

brojeva ¢ini isti deo zbira (r' + s') drugih brojeva, kao pojedini

broj pojedinog.
Ovim stavom on zapravo dokazuje osobinu distributivnosti mnozenja u odnosu na
sabiranje. U nameri da to u¢ini on najpre pretpostavlja da je broj r (k-ti) deo
nekog broja r’, tj. da postoji broj k takav da je ' = kr, i da je s isti deo nekog
broja s’, tj. da je s’ = ks.?2 Svaki od brojeva r’ i s’ on deli na k jednakih delova i
sabiranjem k-tog dela od 7/, tj. broja r, i k-tog dela od s, tj. broja s, dobija zbir
r + s. Na posletku, zaklju¢uje da u zbiru brojeva r’ i s’ ima k zbirova brojeva r i
s te da je, zbog toga,

k(r+s) = kr + ks.

Kao ni dokazi stavova 1X.21 i IX.23-24 o kojima je vel bilo reci,” ni ovaj
dokaz nije pravi dokaz jer se u njemu upotrebljavaju argumenti koji su ostali bez
dokaza. Zapravo, u njemu se Euklid ne poziva ni na jednu od teorema koju je
ve¢ dokazao i ne upotrebljava ni jednu aksiomu, ve¢ samo definiciju (k-tog) dela.
TIako je na samom pocetku druge knjige Elemenata, u stavu 11.1,* dokazao opstiju

3

I Razume se, aritmeticka istrazivanja su mogla biti pokrenuta i ne¢im Sto nije od presudne
vaznosti za utemeljenje aritmetike.

2Prema Euklidovoj definiciji VII. def. 3, jedan broj je deo drugog, ako ga deli. O ovoj definiciji
biée reci i u poglavlju 9.1.

30 njima je bilo re¢i u odeljku 6.1.

40 ovom stavu bilo je reci u odeljku 4.2.
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tvrdnju, Euklid u sedmoj knjizi to naizgled zaboravlja i stav VIL.5 dokazuje na
sasvim nov nacin. Uz neke stavove prve knjige, u dokazu stava II.1 on upotre-
bljava i o¢iglednu tvrdnju da je pravougaonik (GHCB) koji se sastoji iz drugih
pravougaonika (GK DB, KLED, LHCE) jednak njihovom zbiru (slika 7.1.1), dok
u njegovom dokazu stava VIL.5 nema upotrebe sredstava koji ga mogu uciniti
ociglednim.
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G b K c L d H r s
SLIKA 7.1.1. Elementi, stavovi 1.1 1 VIL.5

Dokaz stava VII.5 podrazumeva visok stepen apstrakcije budué¢i da, za raz-
liku od slike koja dolazi uz dokaz stava II.1, slika kojom je on ilustrovan nema
nikakvu uverljivost jer se sastoji samo iz nekoliko duzi koje predstavljaju brojeve
(slika 7.1.2). Doduse, Euklid je ipak pokusao da njome postigne izvesno sugestivno
dejstvo predstavljajuéi brojeve r’ i s’ duzima koje su dva puta duze od duzi kojima
su predstavljeni brojevi r i s.

r
S

r[ r SI S
SLIKA 7.1.2. Slika uz Euklidov stav VIL.5

Tako slike uz dokaze stavova II.1 i VIL.5 nisu u analogiji, njihovi dokazi ipak
jesu. Zaista, kada u svom dokazu pretpostavi da je r k-ti deo broja r’, a s k-ti
deo broja s’, Euklid zapravo pretpostavlja postojanje povrsinskih brojeva r’ = kr i
s' = ks (koji se predstavljaju oblucima rasporedenim u obliku dvaju pravougaonika
sa zajednickom stranom k, VII.def.17). Kada sabira k-ti deo broja 7’ i k-ti deo
broja s’ on sabira strane r i s povrsinskih brojeva kr i ks (slika 7.1.1). Njihovim
sabiranjem dobija stranu r + s povrsinskog broja k(r + s). Na posletku primecuje
da se zbir povrsinskih brojeva kr i ks sastoji k zbirova brojeva r i s i zakljucuje da
je povrsinski broj kr + ks jednak povrsinskom broju k(r + s) na isti nacin na koji u
stavu II.1 zakljuCuje da je suma pravougaonika GK DB, KLED, LHCE jednaka
pravougaoniku GHCB.

Stav VIL.5 Euklid upotrebljava neposredno samo u dokazima stavova VIL.6 i
VIL.7 koji se takode odnose na distributivnost, zatim u dokazima uvodnih stavova
(VIL.9 i VII.10) u teoriju proporcija i, na posletku, u dokazu stava VII.12 koji pri-
pada samoj teoriji proporcija. Medutim, posredno ga upotrebljava u skoro svim os-
talim stavovima sedme knjige Elemenata. U osmoj knjizi upotrebiée ga (posredno)
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u dokazima svih njenih stavova, bez izuzetka. Upotrebljavace ga i u devetoj knjizi.
Izuzetak su samo stavovi I1X.21-34 koji se odnose na osobine parnih i neparnih
brojeva.

| VIIL18 \AQ/‘I\I.w | [VIIL13] < VIL14]

| VIL22 |+1— VIL17] |
!

VIIL19 :/l/

VILY|
AN

'
~ %1-5

Deduktivna struktura Euklidovih stavova koji slede samo iz stava VIL.5

O znacaju stava VIL.5b mozemo suditi i na osnovu ¢injenice da mnogi stavovi
Euklidovih aritmetickih knjiga slede samo iz stava VIL.5 ili iz njegovih neposrednih
ili posrednih posledica. Deduktivna struktura isklju¢ivo njegovih posledica sastoji
se iz dvadeset pet stavova. Oni sac¢injavaju malu aritmeticku teoriju koja nije triv-
ijalna. Naprotiv, sloZzena je, a pored toga su i dokazi pojedinih stavova ove teorije
slozeni. Mnogi od ovih stavova su i veoma znacajni tako da je Euklidova aritme-
tika, a pre svega njegova teorija proporcija i teorija neprekidnih proporcija, bez njih
nezamisliva. Jednostavno, VIL5 je temeljni stav Euklidove aritmetike. Buduéi da
se u njegovom dokazu Euklid ne poziva na druge stavove, on u Elemenatima ima
funkciju osnovnog stava.

7.2. Prve posledice stava VII.5

Posle stava VII.5 Euklid dokazuje jos tri stava koji se odnose na distributivnost
mnozenja i deljenja brojeva u odnosu na sabiranje i oduzimanje. To su stavovi
VII.6-8. Svi oni slede samo iz stava VIL.5. Pretpostavljajué¢i da broj [ deliiri s,
u stavu VII.6, Euklid dokazuje da je

k(r/l) 4+ k(s/l) = k(r + s)/l.
U nameri da to uéini on najpre pretpostavlja da se broj r’ sastoji iz k I-tih delova
nekog broja r, tj. da je v’ = k(r/l), a da se s’ sastoji iz k I-tih delova nekog
broja s, tj. da je s’ = k(s/l).> Na osnovu teoreme VIL5, on dolazi do zakljucka
dajeir +s = k(r/l) + k(s/l) = k((r/l) + (s/l)). Na posletku, on primeéuje
(opet na osnovu stava VIL5) da je (r/l) + (s/l) = (r + s)/l, 1 zakljucuje da je
r 4+ =k(r+s)/l.

50 Euklidovoj definiciji delova bic¢e vise re¢i u poglavlju 9.1.
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| VIL.6 |~ VIL5]

Stav VIL.6 je jednostavna posledica stava VIL.5. Buduéi da se stav VIL.5 jedno-
stavno dokazuje upotrebom oblutaka (teorema 16 (VIL.5)) i stav VIL.6 mogude je
jednostavno ilustrovati oblucima. Zaista, svaki od brojeva r i s, kada se predstavi
oblucima, moze se vertikalnim linijama podele razloziti na [ jednakih delova pa se i
povrsinski brojevi kr i ks istim linijama podele mogu razloziti na [ jednakih delova
(slika 7.2.1). Na osnovu teoreme 16 (VIL.5) primenjene na brojeve k, v/l i s/l, bice
k(r/l) + k(s/l) = k(r + s)/1.

00000000000000 0000000

0000000000000 0 0000000

kOO O0O0O000000000 kooooooo

0000000000000 0 0000000

0000000000'0000 ooooo?o
r s r/l ]

SLIKA 7.2.1. k(r/l) + k(s/l) = k(r+s)/l;r =6,s=8,1=2

Prethodni stav moguée je ilustrovati slikom sa oblucima na jo$ jedan nacin.
Slika je ista kao i slika uz dokaz teoreme 16 (VIL5), samo su dodate vertikalne
linije koje oblutke kojima su predstavljeni brojevi r i s dele na jednake delove
takve da je u svakom po [ oblutaka. U ovom dokazu se brojevi r i s ne dele na [
jednakih delova, veé na delove koji se sastoje iz [ oblutaka.
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SLIKA 7.2.2. k(r/l)+k(s/l) = k(r+s)/l,k=5,r=6,s=8,1 =2
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Slika 7.2.1 na kojoj su brojevi predstavljeni oblucima, samo je (I-ti) deo slike
4.2.1 koja dolazi uz dokaz teoreme 16 (VIL.5). Njome se sasvim jednostavno i jasno
ilustruje Euklidov dokaz stava VIL.6. T u ovom slucaju uverenje da stav vazi moglo
bi doéi od slike sa oblucima kojom je mogao biti ilustrovan. Naprotiv, Euklidova
slika uz stav VIL.6 sastoji samo iz nekoliko paralelnih duzi, i zato nema nikakvu
uverljivost. Medutim, ovaj stav je ipak samo logicka posledica prethodnog stava
tako da je njegov dokaz sasvim uverljiv i bez ikakve ilustracije.

! - s/l s’

r/l s/l

SLIKA 7.2.3. Slika uz Euklidov stav VII.6
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Stavovi VII.7 i VIL.8 koji se takode ticu distributivnosti, u analogiji su sa
stavovima VIIL.5 i VIL.6 i odnose se na razlike umesto na zbirove. U njima Euklid
dokazuje da, ako je v’ = k(r/l) i ' = k(s/l), tada je i1’ — s = k(r — s)/l, tj. da je

k(r/l) — k(s/l) = k(r — s)/l.

U prvom od ovih stavova je I = 1, a u drugom [ # 1. U dokazu stava VII.7 Euklid
upotrebljava samo stav VIL5, a u dokazu stava VII.8, samo stav VIL.7, tako da i
ovi stavovi dolaze iskljucivo kao jednostavne posledice stava VIL.5. Stavove VIL.7 i
VII.8 Euklid é¢e upotrebiti samo u dokazu stava VII.11,% a ovaj stav upotrebiée samo
u dokazu stava 1X.35 koji daje odgovor na pitanje o sumi geometrijske progresije.
Zato ostaje utisak da je potreba da se dokaze stav I1X.35 jedini razlog zbog kojeg
su dokazani stav VII.11 i, pre njega, stavovi VIL.7 i VILS.

| VIL8 |~ VILT7 |~ VIL5 ]

Kao §to je stavove VIL.5 i VII.6 moguce dokazati upotrebom oblutaka, tako
se i dokazi stavova VIL.7 i VIL.8 mogu interpretirati oblucima. Zato i u ovim
sluc¢ajevima uverenje da ovi stavovi vaze moze doci od uverljivosti slika kojima se
oni mogu ilustrovati. Medutim, u FElementima se do dokaza ovih dvaju stavova
dolazi samo upotrebom dedukcija utemeljenih na stavu VIL.5. Slike kojima su ovi
stavovi ilustrovani nisu od koristi u razumevanju njihovih dokaza. Euklid se u njih
i ne uzda veé u logicki sled kojim se dolazi do dokaza. Kao i u sluc¢aju stava VII.6,
njegovi dokazi stavova VIL.7 i VIL.8 bili bi sasvim uverljivi i bez ilustracija buduéi
da su oni ipak samo jednostavne logicke posledice stava VIL.5. Jedino stavu VIIL.5
nedostaje uverljivost jer njegov dokaz ne zahteva ni jednu pretpostavku buduéi da
se dedukuje ni iz ¢ega. S obzirom na to da u Elementima nema pretpostavki na
kojima pociva njegov dokaz, od stavova koji se odnose na distributivnost jedino
stav VIL.5 zahteva neko uporiste koje dolazi izvan aritmetike. Obluci bi mogli biti
ocigledno sredstvo na kojem je dokaz mogao pocivati. Uostalom, anticka literatura
koja je do nas dospela u tom kontekstu pominje samo oblutke.

7.3. Euklidov uvod u teoriju proporcija

I stavovi VIL.9 i VII.10 dolaze kao posledice stava VII.5. U njihovim dokazima
Euklid se poziva jos samo na stav VIL.6 koji je, kao §to smo veé utvrdili, takode
posledica stava VIL.5.

U stavu VII.9 Euklid pretpostavlja da je jedan broj deo drugog broja, a treéi
broj isti deo ¢etvrog broja, tj. da su brojevi r, s, v/, s’ i k takvi da je r = ks i
1’ = ks’, a dokazuje da tada postoje brojevi m i n takvida je r = mr’ i s = ms’ ili
r=m(r'/n)is=m(s'/n). Upotrebiée ga neposredno samo u dokazu stava VII.10.

Zanimljivo je da Euklid u stavu VII.15 istice poseban slucaj stava VII.9, premda
ga u njegovom dokazu ne upotrebljava. Bez obzira na to, dokazi ovih dvaju stavova
se ne razlikuju. Ako se u formulaciji stava VII.9 broj s’ zameni jedinicom, dobiée

60 ovom stavu bide reéi u odeljku 9.4.
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se iskaz stava VII.15 prema kojem: ako su brojevi r, s, v’ i k takvi da je r = ks i
r’ = k-1, tada postoji broj m takav da je r = mr’ i s = m - 1.7 Jasno je da je tada
r" =k is=m pa stav VII.15 mozemo interpretirati na sledeéi nac¢in: Ako postoji
broj k takav da je r = ks tada postoji broj m takav da je r = mk. Razume se,
tada je m = s, pa je ks = sk. Ovu tvrdnju Euklid ¢e dokazati u stavu VII.16.

U stavu VII.10 on pretpostavlja da jedan broj ¢ini delove drugog broja, a treéi
broj ¢ini iste delove ¢etvrtog broja, tj. da su brojevi r, s, r’, ', k il takvi da
jer =k(s/l)ir" = k(s'/l), i dokazuje da tada postoje brojevi m i n takvi da je
r=mr'is=ms ilir =m(r'/n)is=m(s'/n). Ovu tvrdnju Euklid ée neposredno
upotrebiti samo u dokazu stava VII.13.

| VIL.10|~{ VIL9]

r

Deduktivna struktura dokaza Euklidovih stavova VII.9 i VII.10

Nakon stavova o distributivnosti, stavovi VII.9 i VII.10 izgledaju izvestaceno
ali oni u Elementima imaju svoju svrhu. Stav VIL.9 upotrebljava se samo u dokazu
stava VII.10, a stav VII.10 ima za posledicu vaznu osobinu proporcije koju Euklid
dokazuje u stavu VIL.13.® Kako su Euklidovi stavovi VIL.9 i VIL.10 posledica stava
VIL5, i stav VII.13 je posledice tog stava. Mozda bi se zbog toga dokazi stavova
VIIL.9 i VIL.10 mogli interpretirati oblucima, ali oni ne deluju kao da se do njih
stiglo prostom analizom slika sa oblucima, ve¢ kao kasnija nadgradnja koja je dosla
iz potrebe da se stav VII.13 dokaze bez upotrebe oblutaka.

Stavovi VII.5—10 ¢ine jednu celinu. U njima je razvijen onaj deo teorije brojeva
koji je neophodan za razumevanje teorije proporcija. Njih é¢e Euklid upotrebiti
dokazujudéi stavove VII.11-14, koji takode ¢ine jednu celinu. U njima su, samo iz
stavova VII.5-10, izvedena osnovna svojstva proporcija.’

7.4. Komutativnost proizvoda
U nameri da u stavu VII.16 dokaze da je
rs = sr,

Euklid pretpostavlja da je rs = m, a sr = n i primecéuje da se s sadrzi u m onoliko
puta koliko je jedinica u samom r, tj. r-puta. I jedinica se sadrzi r-puta u broju r
pa se, na osnovu stava VII.15, r sadrzi u m onoliko puta koliko puta jedinica meri s,
dakle s puta. Medutim, kako je sr = n, r se sadrzi u n onoliko puta koliko se puta
jedinica sadrzi u s, dakle s-puta. Kako se r sadrzi isti broj puta i u m i u n bicée

" Time je, u skladu sa pitagorejskim stanovistem, jedinica izdvojena iz skupa pozitivnih celih
brojeva i istaknut je njen status ishodista brojeva.

80 Euklidovom dokazu ovog stava prema kojem iz pretpostavke da je r: s =1’ : s’ sledi da
jeir:r’ =s:s, bice reci u odeljku 9.4.

90 ovim stavovima biée vise reci u odeljku 9.4.
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m =ntj. rs = sr. Deduktivna struktura Euklidovog dokaza je sasvim jednostavna.
Sve sto se u ovom dokazu upotrebljava dolazi kao posledica stava VIL.5. Svejedno,
Euklidov dokaz je suvise slozen da bi mogao pripadati ranoj aritmetici. U njemu
se na suptilan nacin upotrebljava stav VII.15, za koji bi se pre reklo da je nastao
iz potrebe da se na novi nac¢in dokaze jedan vazan stav aritmetike — stav VII.16,
nego da je tom stavu samo istorijski prethodio.

| VIL.16 | <{ VIL.15 |« VIL12 |« VIL6]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovih stavova VII.15 i VII.16

Buduéi da je teorija proporcija bila razvijena pre otkri¢a nesamerljivosti,'C i
osobina komutativnosti koja se u toj teoriji koristi, morala je biti poznata pre tog
otkri¢a. Stoga je nesumnjivo da dokaz ove osobine dolazi iz najranijeg pitagorejstva.
Dokazujuéi teoremu 15 (VII.16) mi smo je smestili u aritmetiku oblutaka. Medutim,
unekoliko i Euklidov dokaz sledi logiku aritmetike oblutaka.

r o————o
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meo )
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SLIKA 7.4.1. Slika uz Euklidov stav VII.16

Zaista, prebrojavanje r jedinica iz kojih se sastoji neki broj r sustinski se ne ra-
zlikuje od redanja r oblutaka u nameri da se predstavi linearni broj r.1* Ako se ovo
redanje r oblutaka (prebrojavanje r jedinica) ponovi s puta, dobiée se pravougaoni
broj rs = m koji se sastoji iz r redova od kojih se svaki sastoji iz s jedinica—
oblutaka. Medutim, pravougaoni broj m mozemo shvatiti i tako da se sastoji iz s
redova koji se svi sastoje iz r oblutaka.'? Stavige, kako je sr = n, r se sadrzi i u n
onoliko puta koliko je jedinica u samom s, pa se r sadrzi podjednak broj (s) puta
iumiun. Zato je m =n, tj. rs = sr.

Slika 4.1.1 koja dolazi iz aritmetike oblutaka na kojoj su dva podudarna pravo-
ugaona broja s i sr, besprekorno ilustruje i ovaj Euklidov dokaz. Stavise, i ovde
bi se za sliku moglo reéi da je sam dokaz. Naprotiv, Euklidova slika nije od pomodi
u razumevanju dokaza ovog stava.

100 ovome ¢ée biti vige redi u odeljku 8.4.

1 platonov Sokrat objasnjava da se aritmetika odnosi na parne i neparne brojeve i na to
koliko je jedinica u jednom i drugom. Platon, Gorgija, 451b. Prebrojavanje jedinica je apstraktna
zamena za prebrojavanje oblutaka.

12 Zbog ociglednosti slike 4.1.1 u ovom dokazu nije neohodna upotreba stava VII.15.






POGLAVLJE 8
Rana teorija proporcija

Nikomah nas obavestava da istrazivanja iz teorije proporcija zapocinju sa
Pitagorom. On tvrdi da su pojmovi aritmeticke, geometrijske i harmonijske pro-
porcije u matematiku usli Pitagorinom zaslugom, a da su ih kasnije prihvatili i
drugi, medu njima Platon i Aristotel.! Iako se ova Nikomahova opaska mora uzeti
sa rezervom jer je zakasnela,? ipak ne smemo iskljuciti moguénost da otkriée i prva
istrazivanja iz teorije proporcija zaista dolaze iz vremena najranijeg pitagorejstva.
To ne smemo uciniti tim pre §to smo utvrdili da su teoreme iz odeljka 5.1 koje
su dokazane upotrebom oblutaka dovoljna pretpostavka da se na njima utemelji
teorija proporcija.

8.1. Antanairezis

Euklid proporciju definise dva puta, najpre u petoj, a potom i u sedmoj knjizi
Elemenata. U petoj knjizi ovaj pojam uvodi ¢uvenom definicijom V.def.5 koja
se pripisuje Eudoksu,? a u sedmoj knjizi definicijom VII.def.21.# Prva od njih je
geometrijska i odnosi se na veli¢ine, a druga je aritmeticka i odnosi se na pozitivne
cele brojeve.

Medutim, najstarija definicija proporcije koja je do nas dospela ne dolazi iz
Euklidovog veé iz Aristotelovog dela. Prema Aristotelovim rec¢ima:

... prava koja seCe povrsinu paralelnu strani na slican nacin deli
liniju i povrsinu... Jer povrsine i linije imaju isti antanairezis, i
to je definicija iste proporcije.®

I Prema Nikomahovim re¢ima »postoje tri proporcije poznate starima — Pitagori, Platonu i
Aristotelu. To su aritmeticka, geometrijska i harmonijska... One do Platona i Aristotela dolaze
od Pitagore.“ Nicomachus, 11.22.1, 11.28.6.

2 Nikomaha od Pitagore razdvaja sedam vekova.

3 Prema ovoj definiciji ,,kaze se da su dve veli¢ine u istoj razmeri, prva prema drugoj kao treca
prema cetvrtoj, ako su bilo koji jednostruki multiplumi prve i trece u isto vreme ili veci, ili jednaki,
ili manji od bilo kojih multipluma druge Cetvrte, svaki prema svakom uzeti u odgovarajucem
poretku“. U sledeéoj definiciji Euklid dodaje da se ,veli¢ine zovu proporcionalne, ako su u istoj
razmeri*.

40 ovoj definiciji biée vige reéi u odeljku 9.1.

5Arist0tel, Topika, 158 b. U izdanju Topike na nasem jeziku, imenicu antanairezis Ksenije
Atanasijevi¢ je prevela sa bivaju secene i ovaj prevod ima jasno sugestivno dejstvo. U ovom
kontekstu povrsina je zapravo povrs, a ne mera povrsi.

69
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Na prvi pogled nije jasno da li Aristotel upotrebljava pojam antanairezis (rase-
canje) da bi definisao proporcionalnost povrsi i linija ili njihovih povrsina i duzina.
Sudeéi prema Euklidovom stavu VI.1 prema kojem:

trougli i paralelogrami iste visine se odnose jedan prema drugom
kao osnovice,

Aristotelova definicija odnosi se na veli¢ine, dakle na linije i povrsi, a ne na duzine
i povrsine. Ne odnosi se ni na brojeve.°

Kako, prema Aristotelovim re¢ima, prava koja se¢e povrsinu paralelnu strani
na slican nacin deli liniju i povrsinu, onda, kao $to to ¢ini Aleksandar [29, p. 258],
mozemo pretpostaviti da je povrs koju seCemo paralelogramska, a da je linija koja
sede ovu povr§, paralelna bo¢noj ivici te povrsi (slika 8.1.1). Tada, ako sa BDFE
obelezimo paralelogramsku povrs, a sa AC liniju koja je sete, onda se paralelo-
gramske povrsi BOAFE i CDF A koje imaju istu visinu, zaista odnose jedna prema
drugoj kao njihove osnovice BC' i C'D. Upravo ovu tvrdnju Euklid dokazuje u stavu
VI.1.” Razume se, u dokazu on upotrebljava Eudoksovu definiciju proporcionalnosti
i teoriju proporcija iz pete knjige Elemenata.

E A F

B C D

SLIKA 8.1.1. Elementi, VI.1

Stav VI.1 Euklid je smestio na prvo mesto Seste knjige koja je posvecena
slicnosti, da bi odmah s njenog pocetka, upotrebom nove definicije (V.def.5)
dokazao stav koji je pre toga bio deo stare (Aristotelove) definicije proporciona-
Inih veli¢ina. Tako je mogao da, bez mnogo izmena zbog upotrebe nove definicije
proporcionalnosti, upotrebi veé¢ poznate dokaze stavova iz teorije sli¢nosti zasno-
vane na staroj definiciji o kojoj nas obavestava Aristotel. Zato ¢ée stav VI.1 direktno
ili indirektno upotrebiti u dokazima svih ostalih stavova Seste knjige osim u dokaz-
ima dvadeset prvog i poslednjeg, trideset tre¢eg stava, koji su nezavisni i od ostalih
stavova Seste knjige.

6 Buklid ¢e jasno odvojiti teoriju proporcija koja se odnosi na bilo koje velicine, od one koja
se odnosi na brojeve. Petu knjigu Elemenata posvetio je proporcionalnosti veli¢ina, a sedmu
proporcionalnosti brojeva.

7 Beker [5] je prvi primetio kakav je odnos Euklidovog stava VI.1 i Aristotelove definicije
proporcionalnosti.

81U stavu VI.21 Euklid dokazuje da je relacija sli¢nosti poligona tranzitivna, a u stavu VI.33
da su lukovi kruga koji odgovaraju dvama (centralnim ili periferijskim) uglovima tog kruga, pro-
porcionalni tim uglovima. Ovim, poslednjim stavom Seste knjige koji se odnosi na proporciona-
Inost uglova i lukova krugova, on dopunjuje njen prvi stav koji se odnosi na proporcionalnost linija
1 povrsina.
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8.2. Proporcionalnost celobrojnih linija i povrsi

Kako se, prema Eulidovom shvatanju iskazanom u stavu VI.1, Aristotelova
definicija proporcije odnosi na linije i povrsi, onda je njegov pojam proporcije parova
duzi morao biti izveden iz pojma proporcije duzi i povrsi. Pre nego §to odgovorimo
na pitanje kako je to bilo moguce uéiniti, pokusacemo najpre da damo odgovor na
isto pitanje u posebnom slucaju kada su povrsi i linije celobrojne. Tada se Euklidov
stav VI.1 na sledeé¢i na¢in moze interpretirati jezikom aritmetike oblutaka:

pravougaoni brojevi kr i ks, koji imaju istu visinu k, odnose se

jedan prema drugom kao njihove strane r i s.
Euklid ovu tvrdnju dokazuje u stavovima VII.17 i VII.18, a mi smo je, samo upotre-
bom oblutaka, dokazali u teoremi 25 (VII.17). Ona i nije nista drugo do aritmeticki
analogon stava VI.1.
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SLIKA 8.2.1. Elementi, V1.1 i VIL.17-18

Medutim, teorema 25 (VII.17) samo je jedna od posledica teoreme 19 (VII.2) u
kojoj smo najpre nasli par najmanjih brojeva p i g koji imaju isti raspored paralelnih
linija rasecanja kao i zadati brojevi r i s, da bismo potom dokazali da su svi ostali
parovi brojeva, koji imaju isto rasecanje, oblika kp, kq. U skladu sa Aristotelovom
definicijom, svi ovakvi parovi bi¢e medusobno proporcionalni.? Antanairezis je
raspored paralelnih linija rasecanja ili, kratko, rasecanje, pojam koji smo upotrebili
u nameri da u aritmetici oblutaka dokazemo teoremu 19 (VII.2). Dakle, kada se
primeni na celobrojne linije i povrsine, Aristotelova definicija proporcije glasi:

parovi brojeva ¢e biti medusobno proporcionalni ako i samo ako

imaju iste linije rasecanja.'”
Ona se ne razlikuje od definicije proporcije iz odeljka 5.1, do koje se dolazi po-
stupkom rasecanja (ili uzastopnog oduzimanja) utemeljenog u dokazu teoreme 19
(VIL.2). Zato Aristotelova definicija, kada se odnosi na celobrojne linije i povrsine,
pripada aritmetici oblutaka.

Buduéi da su brojevi koji imaju isti raspored linija rasecanja najmanji ako i
samo ako su medusobno prosti (teoreme 24 (VI1.21) i 23 (VII.22)), parovi brojeva
r, sir', s’ ée imati isto rasecanje ako i samo ako postoje medusobno prosti brojevi
p i q koji sa njima imaju isto rasecanje. Tada postoje brojevi k il takvi da je r = kp
is=kqg ar =lIpis =Ilq. Razume se, i ako brojevi p i ¢ nisu medusobno prosti,
opet ¢e parovi r, s ir’, s’ imati iste linije rasecanja. Zato je Aristotelova definicija,
kada se odnosi na proporcionalnost parova brojeva, ekvivalentna slede¢em iskazu:

9Proporcionalni parovi brojeva r, s i r’, s’ ilustrovani su slikom 5.0.1.
107ako Aristotelova definicija proporcije koju nalazimo u Topici nije formulisana kao ekviva-
lencija, to se, ipak, po sebi prosto podrazumeva.
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Iskaz P:: brojevi v’ i s’ proporcionalni su brojevima r i s, ako i samo ako
postoje brojevi p i q, i brojevi k il takavi da jer = kp, s = kq, ar’ = Ip,
s’ =lq.
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SLIKA 8.2.2. r:s=kp:kq=Ilp:lg=1":¢

Razume se, ako su brojevi p i ¢ najmanji brojevi koji zadovoljavaju uslove
prethodnog iskaza, oni ¢e biti medusobno prosti.

8.3. Proporcionalnost parova duzi

Aristotelova definicija proporcije je geometrijska, a ne aritmeticka. Ona je
svakako opstija od aritmeticke jer se odnosi na bilo kakve veli¢ine (duzi i par-
alelogramske povrsi), a ne samo na prirodne brojeve (celobrojne duzi i povrsi).
Medutim, njome se samo utvrduje kada je par duzi proporcionalan paru paralel-
ogramskih povrsi, a ne daje se odgovor na pitanje kada ¢e par duzi biti propor-
cionalan nekom drugom paru duzi. Stoga je potrebno razumeti sadrzaj Aris-
totelovog pojma antanairezis i kada se on odnosi na parove duzi, a ne samo na
par duzi i par paralelogramskih povrsi.!! U tome ¢e nam biti od pomoéi Euklidov
stav V1.2 — Talesova teorema.

S
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SLIKA 8.3.1. Iz Aristotelove definicije sledi da jea:b=c:d

Prema ovom stavu prava paralelna ivici BD trougla SBD sece ivice SB i SD
u tackama A i C, ako i samo ako je

SA:AB=S5C:CD.

Razume se, u svom dokazu ovog stava Euklid upotrebljava stav VI.1. Drugim
reCima, osnovni stav slicnosti on dokazuje upotrebom Aristotelove definicije pro-
porcionalnosti duzi i paralelogramskih povrsi. Doduse, u stavu VI.1, pored tvrdnje

110 tome kako bi mogla izgledati definicija ovog pojma raspravlja i Fauler u svom radu [18].
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da se paralelogrami iste visine odnose jedan prema drugom kao njihove osnovice,
on dokazuje da istu osobinu imaju i trouglovi iste visine i ovu osobinu trouglova
upotrebljava u dokazu stava VI.2. Medutim, ovaj dokaz se na isti nac¢in moze izvesti
upotrebom paralelograma, tj. iz Aristotelove definicije proporcije. Stavise, time ée
Aristotelova definicija postati jasnija.

Zaista, ako su SACE, ABFC paralelogrami, oni imaju istu visinu A koja odgo-
vara osnovicama SA i AB. I paralelogrami SCAG, CDHA imaju istu visinu b’/
koja odgovara osnovicama SC i CD. Ako duzi SA, AB, SC i C'D oznatimo, re-
dom, sa a, b, ¢ id (slika 8.3.1), a paralelogramske povrsi SACE, ABFC, SCAG i
CDHA sa ha, hb, h'c i h'd, tada ¢e, prema Aristotelovoj definiciji, povrsi ha i hb
biti proporcionalne ivicama a i b, a povrsi h'c i h'd ivicama c i d. Medutim, paralel-
ogrami ha i h'c su razlozivo ili dopunski jednaki (Elementi, 1.35) jer paralelogrami
SACE i SCAG imaju istu osnovicu AC i odgovarajuéu visinu.'? Na isti nacin je i
hb = h'd, pa je

SA:AB=a:b=ha:hb=HKc:hWd=c:d=SC:CD.*3

Dakle, duzi SA i AB koje pripadaju jednoj pravoj bi¢e proporcionalne duzima
SC i CD koje pripadaju nekoj drugoj pravoj, ako su prave AC' i BD medusobno
paralelne. Jednostavno je dokazati da vazi i obratno tvrdenje.

Euklidov dokaz stava VI.2 ne razlikuje se od prethodnog dokaza, samo §to se u
njemu ne upotrebljavaju paralelogrami, ve¢ trouglovi — njihove polovine. Time je
zamagljena Cinjenica da se stav V1.2 lako dokazuje upotrebom Aristotelove definicije
proporcionalnih veli¢ina.

Sada Aristotelove re¢i — povrsine i linije imaju isti antanairezis, i to je definicija
iste proporcije — mozemo razumeti na slede¢i na¢in: linije a i b, i povrsi ha i hb
isto su secene kao i povrsi h'c i h'd, i linije ¢ i d — one imaju isti anatanairezis.
Linije secenja su prave paralelne ivici BD. U kojem god odnosu su duzi na koje
neka linija se¢enja razlaze duz SB, u istom odnosu ¢e biti i duzi na koje ta linija
razlaze duz SD i odgovarajuce paralelogramske povrsi. Drugim re¢ima, paralelnim
projektovanjem (duz prave BD) prave SB na pravu SD, duzi se preslikavaju na
njima proporcionalne duzi.'* Obratno, ako linije seGenja nisu paralelne ivici BD, ni
duzi ¢ i d nece biti u odnosu u kojem su duzi a i b, ni odgovarajuce paralelogramske
povrsi necée biti secene u istom odnosu.

Razume se, Aristotelova definicija moze se primeniti i kada su duzi SA 1 AB
medusobno samerljive i kada nisu, i kada su one samerljive sa duzima SC i SD, i
kada nisu. Ako su duzi SA i AB, i SC i SD celobrojne, opet se moze primeniti

12ideti [49, str. 358-359].

13Razume se, ista formula vaZi i ako su sa a, b, ¢ i d oznaéene mere duZi, a sa ha, hb, h'ci h'd
povrsine paralelograma, medutim, Euklid to nigde ne dokazuje. On prosto nikada ne meri duzi i
povrsi. Mera duzi [34, str. 167-175] je pojam koji Greima izmice. Cela deseta knjiga Elemenata
svedoCi o Teetetovim neuspesnim pokusajima da utvrdi da li se svaka duz moze konstruisati
upotrebom Sestara i lenjira — drugim recima, da li su racionalne operacije i korenovanje dovoljna
sredstva kojima se od jedini¢ne duzi moze dopreti do svih ostalih duzi ne bi li se utvrdilo koje su
duzine. Videti [38].

4 0Ovo je tvrdnja ¢ija jednostavna posledica je Euklidov stav VI.2 — Talesova teorema.
Videti [34, str. 214] i [7, 269].
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Aristotetlova definicija pa zato ona daje odgovor i na pitanje kada je par brojeva
proporcionalan nekom drugom paru brojeva, a kada nije.'® Zato je proporcionalnost
parova brojeva samo poseban slucaj proporcionalnosti parova veli¢ina.

S

B D

SLIKA 8.3.2. Proporcionalnost celobrojnih duzi

U posebnom slucaju kada su SC i C'D celobrojne duzi kojima su duzine p i
q, a SA i AB nisu, opet se Aristotelova definicija moze upotrebiti da bi se doslo
do zakljucka da 1i je par duzi SA, AB proporcionalan paru brojeva p, q. Time
je definisana proporcionalnost para duzi (velicina) sa parom brojeva. Medutim,
ako je par duzi SA, AB proporcionalan paru brojeva, iz Aristotelove definicije
neposredno sledi da su te dve duzi samerljive. Meri ih ista duz dobijena paralelnim
projektovanjem jedini¢éne duzi koja pripada pravoj SC, na pravu SA. Stavise, vazi
i obrat bududi da za samerljive duzi SA i AB postoji (jedini¢na) duz koja se (p
puta) sadrzi u duzi SA i (¢ puta) u duzi AB, pa se duzi SA i AB odnose jedna
prema drugoj kao broj p prema broju gq.

Euklid ove dve tvrdnje na slican nac¢in dokazuje u stavovima X.6 i X.5.
Medutim, njegovi dokazi su manjkavi jer podrazumevaju upotrebu dveju razli¢itih
definicija proporcionalnosti (brojeva i veli¢ina), ¢ija saglasnost nije dokazana. On
ne dokazuje da je proporcionalnost parova brojeva samo poseban slucaj proporcio-
nalnosti parova veli¢ina. Ne isti¢uéi to, u svojim dokazima on zapravo upotrebljava
antifaireticku definiciju proporcije i zato ne dokazuje da su veli¢ine koje su propor-
cionalne u smislu definicije VII. def. 20, proporcionalne i u smislu definicije V. def. 5.
Simson ¢e kasnije, komentarisuéi dokaze stavova X.5 i X.6, ispraviti ovaj Euklidov
plropust.16

Za razliku od Aristotelove definicije proporcije iz Topike, Euklidov stav VI.2
formulisan je kao ekvivalencija. Njime je dopunjena Aristotelova definicija koja
sada, kao i stav V1.2, moze biti formulisana kao ekvivalencija. Prema ovoj definiciji
paralelogramske povrsi ha i hb ¢e biti proporcionalne svojim ivicama a i b kakvagod
da je visina h, a upotrebom stava VI.2 moze se dokazati da vazi i njen obrat. Zaista,

150va definicija proporcionalnosti brojeva dolazi iz aritmetike oblutaka. Videti odeljak 5.1
i, posebno, sliku 5.0.1.

160 Simsonovoj rekonstrukciji dokaza da su veli¢ine koje su proporcionalne u smislu definicije
VII. def. 20, proporcionalne i u smislu definicije V. def. 5, koji nedostaje u FElementima, pise Hit
[22, vol. II, str. 126-128, vol. III, str. 25].
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pretpostavljajuéi da je zadata jedini¢na duz, upotrebom Talesove teoreme (VI.2)
jednostavno je konstruisati duzi h takvu da je

a:c=1:h
kao sto Euklid i ¢ini u dokazu stava VI.12 nalazeéi cetvrtu proporcionalu za tri

zadate duzi. Sada je lako konstruisati pravougaonike ha i hb takve da je ¢ = ha i
d = hb, koji su, na osnovu Euklidovog stava VI.1, proporcionalni duzima a i b.

SLIKA 8.3.3. a:c=1:h

Zato, u analogiji sa iskazom P, mozemo formulisati potreban i dovoljan uslov
koji podrazumeva Aristotelova definicija proporcionalnih duzi:

Iskaz A:: duzi ¢ i d proporcionalne su duzima a i b, ako i samo ako postoji
duz h takva da je c = ha i d = hb.

Buduéi da su ostali stavovi Seste knjige neposredne ili posredne posledice
njenih prvih dvaju stavova,'” do njih se, zahvaljujuéi Aristotelovoj definiciji, moglo
doéi i pre no sto je Eudoks upotrebom svoje definicije (V. def.5) dokazao stavove
pete knjige. Medutim, ono $to Aristotelovu definiciju proporcionalnosti ¢ini prob-
lemati¢nom je zahtev da se jednakost odnosa dvaju parova duzi utemelji na jed-
nakosti odnosa ,,povrsina i linija“. Ovaj nedostatak prevaziden je zahvaljujuéi Eu-
doksu.

Medutim, i Aristotelova definicija proporcionalnosti ima nekih prednosti nad
Eudoksovom. Videli smo da se ona odnosi na proporcionalnost i samerljivih i nesa-
merljivih veli¢ina, u posebnom slucaju i na proporcionalnost dvaju parova brojeva,
ali i na proporcionalnost para veli¢ina sa parom brojeva. Budué¢i da Euklid dva
puta definiSe proporcionalnost, najpre proporcionalnost dvaju parova veli¢cina u V
knjizi, a zatim i dvaju parova brojeva u VII knjizi Elemenata, ove dve definicije
zahtevaju usaglasavanje. Naprotiv, Aristotelova definicija je univerzalna.

8.4. Antifairezis

Iz komentara Aristotelove Topike nastalim iz pera Aleksandra iz Afrodiz-
ije saznajemo da je za Aristotela antanairezis (grcki, dvtovaipeoic) ono §to rani
matematicari nazivaju antifairezis (dvdvgaipeoic). Ni jedan od ovih dvaju ter-
mina ne javlja se u matemati¢kom kontekstu ni u jednom starom tekstu osim u
Aristotelovoj Topici i u Aleksandrovim komentarima ove Aristotelove rasprave.®

17 Jzuzeci su samo stavovi VI1.21 i VI.33.
18 Nikomah koristi termin antafairezis, a ne antifairezis. Videti (43, 1.13.11].
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Medutim, Euklid u dokazu stava VII.2 koristi glagol antifairestai koji se obi¢no
prevodi sa uzastopno oduzimati.'

Ako su rani matematic¢ari umesto Aristotelove reci antanairezis, koristili termin
antifairezis, onda se ovaj pojam s pocetka morao odnositi na brojeve, a ne na bilo
kakve velicine jer se Aleksandrova opaska o ranim matemati¢arima mogla ticati
samo pitagorejaca, a oni su se najpre bavili aritmetikom. Potvrdu ovome daje
neopitagorejac Nikomah kod koga se pojam antafairezis odnosi na brojeve.2’ On
je najverovatnije sledio ranopitagorejsku tradiciju u upotrebi ove reci, uprkos tome
§to se u Euklidovom delu ona imala opstiji smisao i odnosila se i na brojeve i na
duzi, tj. i na samerljive i na nesmerljive velicine. Medutim, u Elementima glagol
antifairestai odnosi se na duzi samo u stavu X.2,2! a na svim ostalim mestima
odnosi se na brojeve.

Do otkri¢a nesamerljivosti geometrijska teorija proporcija nije se razlikovala od
aritmeticke. Predrasuda da je odnos svakih dveju duzi jednak odnosu nekih dvaju
pozitivnih celih brojeva, brisala je razliku izmedu ovih dveju teorija.?? Tek nakon
otkri¢a da se odnos stranice i dijagonale kvadrata ne moze iskazati kao koli¢nik
dvaju (prirodnih) brojeva, pojam odnosa dveju duzi (tj. njihovih duzina) mogao
se razlikovati od pojma odnosa dvaju brojeva. Pre toga je svaki odnos bio odnos
(prirodnih) brojeva, i to je temeljna postavka najranijeg pitagorejstva. Zato sa
sigurnoséu mozemo tvrditi da je teorija proporcija brojeva koja je utemeljena na
(Aristotelovoj) definiciji prema kojoj su parovi brojeva medusobno proporcionalni
ako i samo ako imaju iste linije rasecanja,?® razvijena pre otkri¢a nesamerljivosti.
Nije imalo smisla utvrditi da odnos nekih dveju duzi, dijagonale i stranice, nije
jednak odnosu dvaju brojeva, ako pre toga nije razvijena teorija koja odgovara
na pitanje kada je odnos nekih dvaju brojeva jednak odnosu nekih drugih dvaju
brojeva, a kada nije. Stoga je izvesno da je najpre nastala definicija proporcije
brojeva da bi kasnije bila uopstena na bilo koje veli¢ine. Prva teorija proporcija
morala je biti aritmeticka. Ako otkri¢e nesamerljivosti pripada ranim pitagorejcima
kao §to tvrde Proklo i Jamblih,?* onda i prva teorija proporcija dolazi iz najranijeg
vremena pitagorejstva. Zato nije anahronizam pripisati je i samom Pitagori tako
da je sasvim moguée da je istinita Nikomahova tvrdnja da je tri proporcije —
aritmeticku, geometrijsku i harmonijsku, u matematiku uveo bas on.?

19Mogao bi biti preveden i re¢ima rasecati, seéi, ili razlomiti. Ovaj glagol on koristi i u
formulacijama stavova VIL.1 i X.2, i u dokazu stava X.3. Videti [29, str. 257-258] i [41, st. 284].

20 Videti [43, 1.13.11]. Knor primeéuje da se kod Nikomaha ovaj pojam odnosi na brojeve,
a ne na bilo kakve veli¢ine, uprkos njenoj upotrebi u Euklida koja je u skladu sa Aristotelovom
definicijom te se odnosi na bilo kakve veli¢ine. Videti [29, str. 261].

21 prema ovom stavu, dve date nejednake veli¢ine su nesamerljive ako pri neprekidnom odu-
zimanju manje velicine od vede nijedan ostatak ne meri prethodni ostatak. Medutim, Euklid
nikada ne upotrebljava ovaj stav.

22 Tvrdnju prema kojoj se samerljive duzi odnose jedna prema drugoj kao broj prema broju
Euklid ¢e dokazati u stavu X.5.

2y pitanju je iskaz P ili neki od njegovih ekvivalenata.

24 Proklo otkriée pripisuje samom Pitagori (65.19), a Jamblih nagovestava da bi otkri¢e moglo
pripadati i ranom pitagorejcu Hipasu iz Metaponta (Diels, 18.4).

25 Nicomachus, 11.22.1, 11.28.6.
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Aristotel nas obavestava o geometrijskoj definiciji proporcije nastaloj posle
otkri¢a nesamerljivosti iako ju je njegov stariji savremenik, Eudoks, svojom defini-
cijom veé istisnuo iz matematike.? Izgleda da je upotreba pojma antanairezis koji
koristi Aristotel bio samo neuspeSan pokusaj da se odvoji pojam koji se odnosi na
duzi ili kakve druge veli¢ine, od onog koji se odnosi samo na brojeve. Ovaj pokusaj
je, po svemu sudedi, bio deo nastojanja da se razgrani¢i geometrijska teorija pro-
porcija utemeljena na stavu V1.1, od aritmeticke, koja poc¢iva na definiciji proporcije
koja dolazi od stava VII.17. Medutim, stav VI.1 je samo uopstenje stava VIL.17.
Na isti nacin je i Aristotelov pojam antanairezis, koji je utemeljen na stavu VI.1,
samo jednostavno uopstenje ranopitagorejskog pojma antifairezis, koji se u poc¢etku
odnosio samo na brojeve. Medutim, Euklid ¢e glagol antifairestai upotrebljavati i
kada se on odnosi na brojeve i kada se odnosi na duzi, pa stoga i kada se odnosi na
diskretne i kada se odnosi na nesamerljive veli¢ine. Aristotelov termin antanairezis,
prosto je nestao iz kasnije upotrebe i zamenjen je starijim terminom antifairezis,
najverovatnije zbog Euklidova uticaja. Aleksandar zbog toga oseéa potrebu da
Aristotelov zaboravljeni pojam, objasni re¢ju antifairezis koja je i u njegovo vreme
bila sasvim razumljiva.?” Drzeéi se Aleksandrove opaske, mozemo Aristotelovu
definiciju nazivati antifairetickom bez obzira na to da li se ona odnosi samo na
brojeve ili na duzi i na povrsine. Nije nepohodno naglasavati kada se upotrebljava
aritmeticka, a kada geometrijska definicija jer je to iz konteksta uvek jasno.

Sada mozemo primetiti da su sve teoreme o proporciji iz odeljka 5.1 koje su
dokazane upotrebom oblutaka, dokazane na osnovu antifaireticke definicije. To je
zbog toga sto ona dolazi kao posledica upotrebe postupka za nalazenje najvece
zajednicke mere dvaju brojeva koji za svoju iznudenu posledicu ima definiciju pro-
porcionalnosti.

26y srednjem veku pojedini arapski matematicari upotrebljavali su antifaireticku definiciju
proporcionalnosti veli¢ina. Neki od njih, poput al-Mahanija i Omara Hajama, koristili su je radije
od Eudoksove definicije. Videti [25].

270 ovome raspravlja Knor [29, str. 258].






POGLAVLJE 9

Euklidova teorija proporcija

Tako je istorijski redosled morao biti drugaciji, Euklid u Elementima najpre
raspravlja o geometrijskoj, a potom i o aritmetickoj teoriji proporcija. U petoj knjizi
on izlaze geometrijsku teoriju proporcija upotrebivsi ¢uvenu Eudoksovu definiciju
proporcionalnih duzi, da bi kasnije, u sedmoj knjizi, definisao i proporcionalnost
brojeva, u nameri da utemelji i aritmeticku teoriju.

9.1. Euklidova definicija proporcionalnosti brojeva

Prema Euklidovoj definiciji VII. def. 21:

Brojevi su proporcionalni ako je prvi broj istostruki multiplum,

ili isti deo, ili isti delovi od drugog, kao sto je treci od cetvrtog.
U ovoj definiciji koriste se pojmovi dela, delova i multipluma koje FEuklid u ge-
ometriju uvodi definicijama 3, 4 i 5 sedme knjige Elemenata. Broj s za njega je deo
nekog drugog broja r ako ga meri, tj. ako ga deli. Tada postoji broj k takav da
je r = ks. Euklid ne kaze da je s k-ti deo broja r, ali to podrazumeva jer za neke
brojeve on ume da kaze da mere ostale isti broj puta, a za neke druge da sadrze
ostale isto toliko puta.! Ako je s deo broja r, onda je, prema Euklidovoj definiciji,
r multiplum (ili umnoZak) broja s.2 Medutim, ako s ne deli r, Euklid ga naziva
delovi.

Ako bismo za definicije dela i multipluma mogli da kazemo da su razumljive,
definicija delova ostaje nejasna i njen sadrzaj mozemo razumeti tek na osnovu
kasnije upotrebe ovog pojma. Prvi put on se upotrebljava u stavu VII.4, u dokazu
da je svaki broj ili deo ili delovi od svakog drugog broja, manji od veceg. Sudedi
prema njegovoj formulaciji, ovaj stav je tautologija jer se njime tvrdi da neki broj
ili deli ili ne deli neki drugi, od njega veéi broj. Medutim, u dokazu ovog stava,
kada pretpostavi da manji broj s ne deli veé¢i broj r, koristeéi postupak iz stava
VII.2 Euklid najpre nalazi najve¢u zajednicku meru m ovih dvaju brojeva i brojeve
kil takve da je r = km i s = Im pa, posto je m [-ti deo broja s, zaklju¢uje da ce se
broj r sastojati iz k [-tih delova broja s.?> Time je utvrdio da, ako ne postoji broj
k takav da je r = ks, onda postoje brojevi k i [ takvi da je r = ks/l pa je s ili deo

Lvideti npr. dokaze stavova VII.20 i VIL.5. Ovaj problem Euklidove terminologije jasno je
vidljiv i u stavovima VII.37 i VIL.38 o kojima ¢e biti re¢i u poslednjem odeljku ovog poglavlja.

2Ovaj pojam Euklid u aritmetickim knjigama Elemenata koristi samo u dokazima stavova
VIL.5, VIII4 i IX.20. Naprotiv, u muzickoj teoriji izlozenoj u njegovom Kanonskom preseku, to
je jedan od sredisnjih pojmova. Videti poglavlje 12.

3 U Euklidovom dokazu I = 3, no svejedno, dokaz je opsti.
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ili delovi broja r. Sada je pojam delova jasniji: ako je r = ks/l (I deli s), broj r se
sastoji iz k [-tih delova broja s, a Euklid bi rekao samo to da s ¢ini delove broja r.

| VIL.4| < VIL.2 |«{ VIL1]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.4

Buduéi da se u dokazu stava VIIL.4 upotrebljava samo stav VII.2, deduktivna
strukture dokaza stava VII.4 sasvim je jednostavna jer joj pripadaju samo stavovi
VII.1i VIL.2.

Euklidova definicija sada je u potpunosti razumljiva. Prema njoj, brojevi r i s
bi¢e proporcionalni brojevima r’ i s’ ako i samo ako je ispunjen jedan od slede¢ih
triju uslova:

e postoji broj k takav da je r = ksir’ = ks’,
e postoji broj I takav da je r = s/l i1 ='/I,
e postoje brojevi k i [ takvi da je r = ks/lir' = ks'/l1.*

Stoga, ako su zadati brojevi r, s, ' i §’, i ako na osnovu Euklidove definicije
VII. def. 21 hoé¢emo da proverimo da li je par brojeva r, s proporcionalan paru
brojeva 7/, s’, to mozemo uciniti upotrebom stava VII.2, trazeéi brojeve k i [ takve
da je r = ks/l, a potom i brojeve k' i I’ takve da je ' = k’s’/l',> onako kako
to Euklid ¢ini u dokazu stava VII.4. Ako je k = k' i | = I/, na osnovu definicije
VII.def. 21 bice 7 : s = 1’ : s, a ako nije, nece biti. Zato postupak nalazenja
najveée zajednicke mere najpre brojeva r, s, a potom i brojeva r’ i s’, za svoju
posledicu ima uslove Euklidove definicije proporcionalnosti brojeva.b

9.2. Euklidov algoritam

S pocetka sedme knjige Flemenata, nakon definicija pojmova koje upotrebljava
u svojoj aritmetici, Euklid u stavu VIL.1 najpre dokazuje da ¢e dva broja biti
medusobno prosti ako se postupkom uzastopnog oduzimanja manjeg od veéeg na
posletku dolazi do ostatka 1. U nameri da ovu tvrdnju dokaze svodenjem na pro-
tivre¢nost, Euklid pretpostavlja da zadati brojevi r i s (s < r) nisu medusobno
prosti. Tada su oba deljivi nekim brojem e, pa postoje brojevi p i ¢ takvi da je
r =peis=qe. On zatim pretpostavlja da se

e uzastopnim oduzimanjem broja s od broja r, na posletku dobija ostatak
i,tj.dajer=1s+1i (i < s), da se

e uzastopnim oduzimanjem ostatka i od broja s dobija ostatak j, tj. da je
s=mi+j (s <r) i, na posletku, da je

e ; =nj+ 1.

4 Razume se, da nema Euklidovog zahteva da brojevi k, I, K’ i I’ budu razli¢iti od jedinice,
prvi i drugi uslov bili bi sadrzani u trecem.

5 Za razliku od Euklida koji jedinicu izdvaja iz skupa brojeva, u ovim formulama dopustamo
da k, I, k' i I’ budu bilo koji prirodni brojevi, pa zato neki od njih mogu biti jednaki i jedinici.

60 ovome ée biti vise re¢i u odeljku 9.6.
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Buduéi da deliiris, e cedelitiiiijil. Dakle, e deli 1, a to nije moguée jer ne
postoji broj koji deli 1.

S obzirom na to da Euklid u dokazu stava VII.1 ne koristi ni jednu ve¢ dokazanu
tvrdnju i ne poziva se ni na jednu aksiomu ili postulat ve¢ samo na definiciju
VII. def. 12, ovaj stav u Elementima zapravo ima ulogu osnovnog stava. U dokazu
sledeteg stava — VII.2, u kojem nalazi najvetu zajednicku meru dvaju brojeva
ris (s < r) koji nisu medusobno prosti, Euklid upotrebljava samo stav VIL.1.
Medutim, stav VII.1 je mogao biti i deo stava VII.2 da je Euklid u dokazu tog
stava (VIL.2) dopustio i moguénost da se postupkom uzastopnog oduzimanja koji
zapocinje brojevima r i s na posletku dolazi do ostatka koji je jednak jedinici. Da je
to ucinio, stav VII.2 bi preuzeo ulogu osnovnog stava. Medutim, Euklid je, u skladu
sa pitagorejskom tradicijom, definicijama VII. def. 1 i VII. def. 2 izdvojio jedinicu iz
skupa prirodnih brojeva.

Kao §to ¢ini u dokazu stava VIL.1, u nameri da u stavu VIL.2 nade najveéu
zajednicku meru brojeva r i s, Euklid upotrebljava indirektnu metodu. S pocetka
on pretpostavlja da je r deljiv brojem s, tj. da postoji broj [ takav da je r = Is, i
primecuje da je tada s zajednicka mera brojeva r i s. Ona je i najveca jer nema
broja veéeg od s koji deli s. Ako nije r = [s, veé pri uzastopnom oduzimanju s od
r preostaje neki ostatak ¢ (i < s), on mora biti razli¢it od 1 jer, u protivhom, na
osnovu prethodnog stava, r i s bi bili medusobno prosti brojevi. Tada je r = ls+i.
Na isti nacin, s = mi + j (j < i) i, na posletku, ¢ = nj. Razume se, i broj j mora
biti razli¢it od 1 jer, u protivnom, r i s bi bili medusobno prosti. Medutim, tada j
deliiiisir paje stoga njihova zajednicka mera. Da je i najveca, Fuklid dokazuje
svodenjem na protivre¢nost na isti nacin na koji to ¢ini u stavu VIIL.1 jer, ako bi
neki drugi broj bio najveca zajednicka mera brojeva r i s, onda bi on merio j. Tada
bi veéi broj merio manji, a to je nemoguce.

U svom dokazu Euklid ovaj postupak ponavlja samo dva puta dobijajuéi os-
tatke ¢ 1 j. Ve u treéem koraku ostatka nema. I u opstem sluc¢aju ovaj postupak
se ponavlja sve dok ima ostataka. Kako su ostaci sve manji i manji, a nema broja
manjeg od 1, ovaj postupak ée se svakako zavrsiti. Cinjenicu da se postupak uzasto-
pnog oduzimanja mora zavrsiti Euklid podrazumeva buduéi da se ocigledno moze
ponoviti najvise kona¢no mnogo puta. Medutim, bez obzira na to da li se postu-
pak uzastopnog oduzimanja zavrsava jedinicom ili nekim drugim brojem, poslednji
ostatak ¢e biti najveta zajednicka mera dvaju brojeva sa kojima je zapocet postu-
pak. Ako je poslednji ostatak jedinica, onda su brojevi kojima je postupak zapocet
medusobno prosti jer je jedinica jedini broj koji ih deli. Ako se zavrSava brojem
ve¢im od jedan, onda nisu.

Stav VII.3 u kojem nalazi najveéu zajednicku meru triju brojeva r, s i ¢ koji nisu
medusobno prosti, Euklid dokazuje upotrebom stava koji mu neposredno prethodi.
On najpre nalazi najvecu zajednicku meru e; brojeva r i s pa, ako ona deli broj ¢,
bi¢e najveéa zajednicka mera svih triju zadatih brojeva. Ako ne deli, onda ey i ¢
nisu uzajamno prosti jer r, s i t nisu uzajamno prosti. Ponovnom upotrebom stava
VII.2, Euklid nalazi i najve¢u zajednicku meru es brojeva e; it i, najpre dokazuje
da je ona zajednicka mera brojeva r, s i t, a zatim, indirektnim postupkom, i da je
najveca.
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| VIL.3| < VIL.2 |«{ VIL1]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.3

Kao i stav VII.4, i stav VII.3 ima sasvim jednostavnu deduktivnu strukturu
kojoj pripadaju samo stavovi VII.1 i VIL.2.

9.3. Upotreba indirektne metode u VII knjizi

Antifaireticki dokaz Euklidovog stava VIL.2 (teorema 19 iz odeljka 4.4) prvim
delom se ne razlikuje od Euklidovog dokaza. S pocetka, kada se metodom rasecanja
nalazi zajednicka mera dvaju brojeva, dokaz teoreme 19 (VIIL.2) i nije nista drugo
do interpretacija Euklidovog dokaza upotrebom oblutaka. Rasecanje je samo nacin
da se upotrebom oblutaka predstavi Euklidovo uzastopno oduzimanje manjeg broja
od vecéeg sve dok se ne dobije ostatak koji je manji od manjeg broja.

Medutim, za razliku od Euklidovih dokaza stavova VII.1 i VII.2, antifaireticki
dokazi ovih dvaju stavova koje nalazimo u teoremama 20 (VIL.1) i 19 (VIL2) su
direktni. Stavige, iz dokaza ovih dveju teorema sledi da je stav VIL.1 neposredna
posledica stava VII.2. Kod Euklida je upravo obratno. On ne upotrebljava oblutke
u dokazu stava VIL.2 tako da ne moze neposrednim uvidom u njihov raspored (sa
slika 4.4.1 1 4.4.2) da utvrdi da je poslednji ostatak do kojeg se dolazi postupkom
uzastopnog oduzimanja, ne samo zajednicka mera, ve¢ da je on i najveéa zajednicka
mera brojeva sa kojima je zapocet postupak uzastopnog oduzimanja. Da bi dokazao
da je najveca, Euklid poseze za indirektnom metodom.

Postoji jos jedan detalj koji razlikuje Euklidove od antifairetickih dokaza
stavova o najvecoj zajednickoj meri dvaju brojeva. U Euklidovim stavovima s
pocetka sedme knjige raspravlja se o medusobno prostim brojevima dok je u an-
tifairetickim dokazima ovih stavova od znaCaja samo to $to su oni najmanji od
brojeva u istoj razmeri. Euklid ée tek u stavovima VII.21-22 utvrditi da ¢e medu
parovima brojeva koji su u istoj proporciji, brojevi jednog para biti najmanji ako
i samo ako su medusobno prosti. Stavovi koji u Elementima slede za ovim dvama
stavovima odnose se takode na medusobno proste brojeve. Izgleda da je prob-
lematika koja se odnosi na medusobno proste brojeve u aritmetiku usla kasnije,
a da je s pocetka u teoriji proporcija bilo dovoljno razmatrati najmanje brojeve
u istoj razmeri kao $to je to ucinjeno u antifairetickim dokazima stavova VII.1-
3. Teorija medusobno prostih brojeva ¢e se razviti tek sa potrebom da se dokazu
stavovi VII.23-27 koji se upotrebljavaju u dokazu Teetetove teoreme, tj. Euklidovog
stava VIII.14.

Povrh toga, izgleda da rani pitagorejci nisu upotrebljavali indirektnu metodu
u tako razvijenom obliku koji nalazimo u Euklidovim u dokazima stavova VII.1 i
VII.2. Buduéi da dolaze iz ranog perioda, prvi dokazi ovih dvaju stavova morali
su biti direktni bas kao $to su to dokazi teorema 20 (VIL.1) i 19 (VIL.2). Upotreba
indirektne metode u dokazivanju stavova aritmetike, s pocetka je svakako bila
ograni¢ena samo na najjednostavnije dokaze. Pitagora i njegovi prvi sledbenici
mogli su je koristiti samo ako je ona neposredno vodila ka protivre¢nosti kao sto je
to slucaj u dokazima teorema IX.30 ili IX.31. U slozenijem obliku ova metoda je u
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pocetku mogla biti koris¢ena samo ako je tvrdnja koju treba dokazati ve¢ bila poz-
nata. Sa razvojem aritmetike ona je bila sve zastupljenija da bi joj u sedmoj knjizi
Elemenata Euklid dodelio preovladujuéu ulogu. Ona je upotrebljena u dokazima
stavova VII.1-4 s pocetka sedme knjige, ali njena uloga postaje dominantna tek
kasnije, u dokazu stava VII.23 i, posebno, u dokazu stava VII.24.

9.4. Osobine proporcija

Vec smo utvrdili da antifaireticki dokazi klju¢nih stavova o proporciji — VII.17-
22 i VIL.33," neposredno slede iz teoreme 19 (VIL.2) koja je dokazana upotrebom
oblutaka. U nameri da ove stavove dokaze upotrebom definicije VII. def. 21, Euklid
u stavovima VII.11-14 najpre dokazuje nekoliko jednostavnih osobina proporcije.

Ova cetiri stava su prvi stavovi Elemenata koji se odnose na proporcionalnost
brojeva. U njima Euklid dokazuje osobine proporcija koje se sa lako¢om dedukuju
iz stavova VIL.5-10 koji im neposredno prethode.® Pretpostavljajuéi da je 7 : s =
r’ . s’ u stavovima VIIL.11 i VII.12 Euklid dokazuje da je i

(r—rY:(s=8)=r:s i (r+7):(s+s)=r:s.
Ovi Euklidovi stavovi su posledice ve¢ dokazanih osobina distributivnosti sabiranja

i oduzimanja u odnosu na mnozenje i deljenje. Stav VIIL.11 neposredno sledi iz
stavova VIL.7 i VIL.8, a stav VII.12, iz stavova VIL.5 i VII.6.

| VIL8 |« VIL7 |«— VIL5 |
! Lo

| VIL11| [VIL12] <] VIL6]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovih stavova VII.11 i VII.12

U nameri da u stavu VII.13 dokaze da brojevi r, s, ' i s’ takvida jer : s =
1’ : s’ ostaju proporcionalni i posle permutacije, tj. da jeir : ' = s : s/, Euklid
upotrebljava stav VIL.10. Prema njegovom nalazu, ako je r = ks/l i v’ = ks'/l,
k,l=1,2,..., tada je na osnovu stava VIL.10, r = mr’'/n i s = ms’/n. Zato, ako

jer:s=r":s biceir:r' =s:5".

| VIL.13 | «{ VIL10 |+ VILY]
[ N
IL5

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.13

<

Medutim, pre nego sto ¢e u stavu VII.13 dokazati da parovi brojeva ostaju u
proporciji i posle permutacije unutrasnjih ¢lanova, Euklid u petoj knjizi Elemenata,
u stavu V.16, dokazuje opstiju tvrdnju prema kojoj istu osobinu imaju parovi bilo

"To su teoreme 22-25 i 30 iz odeljka 5.1.
80 njima je bilo rec¢i u odeljcima 7.1 1 7.3.
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kojih veli¢ina.® Razume se, on u dokazu ovog stava upotrebljava Eudoksovu defini-
ciju proporcionalnosti (V. def.5). Medutim, stav VII.13 koji se odnosi na brojeve,
a ne na veli¢ine, lako je dokazati upotrebom antifaireticke definicije (teorema 27
(VII.13)).%°
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SLIKA 9.4.1. VII.131 V.16

I stav V.16 moze se dokazati upotrebom antifaireticke definicije proporcije
(uslov A). Stavise, antifaireticki dokazi stavova VII.13 i V.16 u punoj su analogiji,
pa su i slike kojima su oni ilustrovani takode u analogiji (slika 9.4.1). Zaista, prema
antifairetickoj definiciji, medu pravougaonicima proporcionalnim njihovim osnovi-
cama a i b su i pravougaonici 1 -ail-b, pajea :b=1-a:1-b Stavise,
kako je a : b = ¢ : d, medu pravougaonicima proporcionalnim duzima a i b bice i
pravougaonici ¢ = ha i d = hb pa je, opet na osnovu stava VI.1, a:c=1:h=10:d.

Neposredna posledica stava VII.13 je stav VII.14 prema kojem, ako je r : s =
r':s’is:t=s:t,ondajer:t=7r":t, paumestor:s=1r":sis:t=5:1,
mozemo da piSemo

ros:t=r":5:t.
Zaista, na osnovu stava VII.13, akojer : s = 7' : s’ is:t =5 :t, onda je i
r:r=s:51s:s =t:t. Stogajer:r =t:t, aodavde je, opet na osnovu
stava VIL13, r:t=171":t.

| VII.14 | «{ VIL13 ]+ VIL10 |~ VIL9 |
[
[Vito- [ViLs

<

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.14

Stavovi VII.11-14 u kojima su upotrebom definicije VII. def. 21 dokazane prve
osobine proporcija, logicki dolaze za stavovima VII.5—10 koji se i ne odnose na
teoriju proporcija. Stavove VII.5-10 Euklid je smestio na pocetak sedme knjige,
odmah posle stavova VII.1-3 u kojima utemeljuje postupak uzastopnog oduzima-
nja, upravo u nameri da ih upotrebi ne bi li prve osobine proporcija dokazao koristeéi
svoju, a ne antifaireticku definiciju.

9 Prema ovom stavu, ako su a, b, ¢, d duzi takve dajea:b=c:d,tadajeia:c=0b:d.
10Videti i Knorov antifaireticki dokaz ovog stava, [29, str. 337-338].
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9.5. Posledice Euklidove definicije

Nakon prvih stavova o proporcionalnosti brojeva, Euklid dokazuje nekoliko
tvrdnji iz kojih sledi da je njegova definicija VII. def. 21 ekvivalentna antifairetickoj
definiciji proporcionalnosti.

U stavovima VII.17 i VII.18 on najpre dokazuje da je

r:s=kr:ks i r:s=rk: sk,

za bilo koje brojeve r, s i k. Posavsi od toga da se r sadrzi onoliko puta u kr koliko
ima jedinica u k, u dokazu stava VII.17 on najpre na osnovu definicije VII. def. 21
zakljuCuje da je 1 : k = r : kr. Medutim, toliko puta se i s sadrzi u ks, pa je
1:k=s:ks. Sadajer:kr=s:ks, aodavde jer:s=kr:ksnaosnovu teoreme
VIIL.13.

I u ovom dokazu Euklid prebrojava jedinice i time u njemu ostavlja relikt
aritmetike oblutaka. Prema njegovom nalazu, koliko je jedinica u broju k, toliko
puta brojevi r i s dele, redom, brojeve kr i ks. Stoga je

l:k=7r:kr 1 1:k=s:ks.

On zapravo smatra da je dovoljno primetiti da iz definicije VII. def. 21 ocigledno
sledidajel:k=r:kril:k=s:ks, premda su ove dve proporcije samo poseban
slucaj proporcije iz stava VIL.17 koji treba dokazati.

Euklidovo razmatranje moze se iskazati sasvim jednostavno jezikom aritme-
tike oblutaka buduéi da parovi 1, k, zatim r, kr i, naposletku, s, ks, imaju isto
rasecanje pa su zato proporcionalni. I njegov dokaz je u skladu sa logikom ari-
tmetike oblutaka. Medutim, da nije tako, on je mogao biti jednostavniji. Mogao
je biti utemeljen samo na definiciji VII. def.21, a ne i na nejasnom principu koji
podrazumeva prebrojavanje jedinica u broju k. Zaista, na osnovu ove definicije
jer : kr =s: ks jer je prvi clan k-ti deo drugog, a tre¢i k-ti deo cetvrtog. Na
posletku ostaje samo da se upotrebi stav VII.13 da bi se doslo do zakljucka da je
r:s=kr:ks.

| VIL.17 | «{ VIL13 ]+ VIL10 |+ VIL9 |
[
[VIL6]-TViLs

<

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.17

Euklidov dokaz stava VII.18 temelji se na dvema teoremama koje ovom stavu
neposredno prethode. Na osnovu stava VII.17 je r : s = kr : ks, a na osnovu stava
VIIL.16 je vk = kr i sk = ks. Zato jer : s =rk : sk.

Svi stavovi koje Euklid na neposredan ili posredan nacin upotrebljava u dokaz-
ima stavova VII.17 i VII.18 posledice su samo stava VIL.5. Deduktivna struktura
dokaza stava VII.18 je takva da se svi stavovi koji u njoj ucestvuju mogu izdvojiti
iz sedme knjige kao povezana skupina koja ne zavisi od ostalih stavova Elemenata.
Stavovi ove skupine pojaviée se kao sastavni deo deduktivnih struktura dokaza
vecine kasnijih stavova Euklidovih aritmetickih knjiga.
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«—4 VIL13 |« VIL10 |+ VIL9 |

| VIL16 |+ VIL15 |+ VIL12]

~— VIL6]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.18

Prvi primer je stav VII.19 prema kojem je 7 : s = 7/ : s’ ako i samo ako je
rs’ = sr’. U dokazu ovog stava Euklid upotrebljava teoreme VII.17 i VII.18 da bi
zakljuéio da je v’ : 8" =rr' :rs’ ir:s=rr": sr’. Odavde je rr’ : rs’ = rr' : s,
pa je zato, na osnovu stava V.9, rs’ = sr’.! Jasno je da vazi i obratno. Ovaj
Euklidov dokaz svojom osnovnom idejom ne razlikuje se od dokaza teoreme 30
(VIIL.19), koji dolazi iz aritmetike oblutaka. On i nije nista drugo do antifaireticki
dokaz prilagoden uslovima nove definicije proporcije.

Ako stavovima koji uéestvuju u deduktivnoj strukturi dokaza stava VII.18 do-
damo i stav VIL.19 koji je dokazan samo pozivanjem na Euklidove stavove VII.17
i VII.18, oni ¢e i dalje ¢initi logicku celinu koja je nezavisna od ostalih stavova
Elemenata.*?

«—4 VIL13 |+ VIL10 |+ VILY |
VIL19 i

| VIL16 |« VIL15 |+ VIL12 |« VIL6 |

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.19

Oni stavovi ove celine koji se odnose na proporcije mogu se dokazati upotre-
bom oblutaka i antifaireticke definicije proporcije. Medutim, Euklid ih dokazuje
upotrebom svoje definicije VII. def. 21, nezavisno od stava VII.2 kojim je utemeljen
postupak uzastopnog oduzimanja, na kojem pociva antifaireticka definicija propor-
cionalnosti. I stavovi koji slede za njima — VII.20, VII.21, VII.22 i VII.33, mogu
se dokazati upotrebom oblutaka. Medutim, za razliku od stavova VIIL.17, VII.18
i VII.19, njihovi dokazi ne prate logiku aritmetike oblutaka. U njima se na rafin-
isan nac¢in upotrebljava indirektna metoda tako da oni dolaze iz vremena koje nije
suvise udaljeno od Euklida. Oni su Euklidu znacajni jer za svoju posledicu imaju
dokaz da su njegova definicija VII. def. 21 i antifaireticka definicija proporcionalno-
sti, ekvivalentne.

11 pPrema ovom stavu, iz pretpostavke dajea:b=c: b (ilib:a =10b: ¢) sledi da je a = c.
Euklid ne dokazuje teoremu 21 (V.9) koja je aritmeticki analogon stava V.9. U odeljku 5.1 smo
utvrdili da ona u aritmetici oblutaka neposredno sledi iz antifaireticke definicije proporcije.

12Vide¢emo kasnije da ovoj logickoj celini stavova koji su posledice samo stavova VIL17 i
VII.18 i stavova koji im logicki prethode, pripada i stav VII.22, a takode i stavovi osme knjige
VIIL.10-12 i VIII.18-19.
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Sudeéi prema deduktivnoj strukturi Euklidovog dokaza, stav VII.20 je prvi
korak ka pomirenju dveju definicija. Za razliku od stava VII.19 koji se dokazuje
samo upotrebom stava VIL.5 i njegovih neporednih i posrednih posledica, dokaz
stava VII.20 iziskuje i upotrebu postupka uzastopnog oduzimanja i stavova VII.1,
VII.2 i VIL.4,* koji nisu kauzalno povezani sa stavom VIL.5.

U stavu VII.20 Euklid pretpostavlja da su p i ¢ najmanji brojevi takvi da je
p:gq=r:s,1indirektnim postupkom dokazuje da tada postoji broj k takav da
jer = kpis = kq. Ako takvog broja ne bi bilo, tj. ako ne bi postojao broj k
takav da je r = kp i s = kq, onda iz definicije VII. def. 21 i stava VII.13, sledi da
postoje brojevi m i n takvi da je r = (m/n)p i s = (m/n)q. Stavise, na osnovu
dokaza stava VIL.4, n je tada najveéa zajednicka mera brojeva p i g, pa ée p’ = p/n
i ¢’ = q/n biti brojevi takvi da je r = mp’ i s = mq’. Na osnovu stava VII.12 tada
jep ¢ =r:s Medutim, p’ iq subrojevimanjiodpiq,ip’ :q =p:q,stojeu
suprotnosti sa pretpostavkom da su p i ¢ najmanji brojevi takvi dajep:q=1:s.
Dakle, ako je p: q =17 : s, tada postoji broj k takav da je r = kp i s = kq.

VIL13 |+ VIL10 \ﬁvn.g \

T
| viL4|«{viL2|«{VIL1]|| |[VIL5]
/

VIL12 | < VIL6]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.20

I stavovi VII.21 i VII.22 dokazuju se upotrebom indirektne metode.'* U njima
Fuklid dokazuje da su brojevi p i ¢ najmanji medu brojevima koji su sa njima u
istoj razmeri ako i samo ako su medusobno prosti.

VIL13 |+ VIL10 |«| VIL9

| VIL21 |« VI1.20 |5 VIL4|«{ VIL.2 |« VIL1]|| | |VIL5]

VIL16 |« VIL15 ]| VIL12 |« VIL6 |

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.21

U dokazu stava VIIL.21 on pretpostavlja da su p i ¢ medusobno prosti brojevi,
a da su p’ i ¢’ od njih manji brojevi takvi da je p: g = p’ : ¢’ i, na osnovu teoreme
VII.20, zakljucéuje da postoji broj k takav da je p = kp’ i ¢ = kq’. Tada ée, na

13 Stavise, stav VIL.20 je jedini stav Elemenata u &jem dokazu se direktno upotrebljava stav
VIL4.
14 gydedi prema Boetijevoj tvrdnji, Arhita je upotrebljavao stav VII.22. Videti Diels, 47.A19.
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osnovu stava o komutativnosti proizvoda (VIL.16), biti p = p’k i ¢ = ¢'k, pa k deli
ip i q koji zbog toga ne mogu biti medusobno prosti, a po pretpostavci oni to jesu.
Zato su p i ¢ najmanji medu brojevima koji su sa njima u istoj razmeri.

U dokazu stava VII.22 Euklid pretpostavlja da od dvaju brojeva p i ¢ koji nisu
medusobno prosti, nema manjih brojeva koji su sa njima u istoj razmeri p : q.
Tada postoji broj k takav da je p = kp’ i ¢ = kq' pa je, na osnovu stava VIIL.17,
p:q=17p :q. Medutim, tada je i p’ < pi ¢ < ¢, §to je u suprotnosti sa
pretpostavkom da nema brojeva manjih od p i ¢ koji su sa njima proporcionalni.
Bududi da je stav VII.22 logicka posledica samo jednog stava — VII.17, deduktivna

struktura njegovog dokaza je sasvim jednostavna.

[ VIL17 |+ VIL13 || VIL10 |« VIL9 |
T
Vils

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.22

Posle stava VII.22, Euklid ¢e se u sedmoj knjizi Elemenata vratiti razmatranju
proporcija samo jos jednom, dokazujuéi stav VII.33. Ostali stavovi sedme knjige
posveceni su problematici medusobno prostih, prostih i slozenih brojeva (VII.23—
32), i teoriji najmanjeg zajednickog sadrzaoca (VII.34-39).

VIL17 ]|,

VII.19 v
VIIL.18

A

| VIL20 |4 VIL4 || VIL2|«{ VIL1]| | [VIL5]

| VIL13 |« VIL10 |«{ VILY]

i 1115 |~ VIL12 1L
Viiga] —LVHLL6] | VIL15 |+ VIL12 |+ VILG]

SRR VIIL.3

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.33

Stav VII.33 je na razmedi ovih teorija. U njegovom dokazu Euklid nalazi
najmanje brojeve koji su proporcionalni zadatoj skupini brojeva. Njegova skupina
sastoji se iz triju brojeva — r, s i t. On pretpostavlja da oni nisu medusobno prosti
jer bi u suprotnom, na osnovu stava VIL.21, veé bili i najmanji brojevi u odnosu
r:s:t. Ako je k njihova najveéa zajednicka mera,'® tada postoje brojevi r’, s’
it takvida jer = 'k = kr', s = s’k = ks', t = t'k = kt’ (VIL16), pa je zato
ris:t=kr' ks :kt' =01 :5 :t. Dakle, brojevi v, s i t’ proporcionalni su
brojevima r, s i t. Da su oni i najmanji Euklid dokazuje indirektnom metodom.

15 Njeno postojanje Euklid dokazuje u stavu VIL.3. Ovaj stav VIL.3 se u Elementima viSe
nigde ne koristi direktno.
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Ako bi brojevi r”, s” i t” bili manji od brojeva 7', s’ i t’ koji su njima proporcionalni,
bilo bi r = kv = kr', s = k's” = s’ it = k't" = kt'. Medutim, ' > r” pa je
k' > k. Dakle, k' je mera veéa od najvece zajednicke mere brojeva r, s i ¢, §to
nije moguce.

9.6. Ekvivalentnost dveju definicija

Stavovi VII.17-22 i VIL.33 imaju jednu vaznu posledicu. Iz njih sledi da je
antifaireticka definicija proporcije (iskaz P iz odeljka 8.1) posledica Euklidove defi-
nicije VII. def. 21. Zaista, ako je r : s = r’ : s’ na osnovu Euklidove definicije, tada
postoje najmanji brojevi pi ¢ takvidajep: q¢=1r1:s =7r":5s". Oni se dobijaju
deobom brojeva r i s njihovom najveéom zajednickom merom (VII.33) ¢ije posto-
janje je utvrdeno stavom VII.2. Medutim, tada na osnovu teoreme VII.20 postoje
brojevi k i [l takvi da je r = kp, s=kqir’ =Ipis’ =lg. Time su ispunjeni uslovi
antifaireticke definicije zadati iskazom P pa je r : s =7’ : s’ i prema ovoj definiciji.

Razume se, vazi i obratno. Zaista, ako je r : s = 7’ : s’ na osnovu antifaireticke
definicije, a brojevi 7’ i s’ su medusobno prosti, iz teorema 22 (VII1.20), 23 (VII.22)
i 24 (VIL.21) sledi da postoji broj k takav da je r = k' i s = ks’. Ako nisu,
onda na osnovu teoreme 19 (VII.2) postoje najmanji, pa stoga i medusobno prosti
brojevi p i ¢ i brojevi k i [, takvi da je r = kp, s = kq i v’ = Ip, s’ = lq. Tada je
r =kr'/l1s = ks'/l. Dakle, pretpostavljajuéi da je teorija proporcija utemeljena
na antifairetickoj definiciji, dokazali smo da je

samo ako je zadovoljen jedan od slede¢ih uslova:

e r=Fkr' i s=kd,

er=r'/l i s=5/l, 1#1

e r=kr'/l 1 s=ks'/l, k,l#1.
Uskladenost ovih triju uslova sa uslovima Euklidove definicije VII. def. 21 sledi iz
teoreme 27 (VII.13). Dakle, iz antifaireticke definicije (iskaz P) sledi da vazi Euk-
lidova definicija VII. def. 21. Ove dve definicije su ekvivalentne.

9.7. Medusobno prosti brojevi

Sudeéi prema Euklidovim stavovima VII.21 i VII.22 pojam medusobno prostih
brojeva usao je u aritmetiku iz potrebe da se objasni koji brojevi su najmanji u
zadatoj proporciji. Osobine medusobno prostih brojeva koje su od najveéeg znacaja
u dokazima stavova osme knjige Flemenata, istrazene su i stavovima VII.23-29, a
stavovi VII.30-32 posveceni su problematici prostih i slozenih brojeva.

U stavu VII.23, upotrebom indirektne metode, Euklid dokazuje da ¢e broj koji
deli p biti medusobno prost sa brojem ¢, ako su p i ¢ medusobno prosti brojevi. U
dokazu on pretpostavlja da neki broj k(> 1) deli broj p, a da k i ¢ nisu uzajamno
prosti. Tada postoji broj [ koji delii ki ¢, a kako k deli p, onda ¢e i [ deliti p. Sada
I deliipi g, sto nije moguce jer su pi g, po pretpostavci, medusobno prosti brojevi.

U dokazu stava VII.23 Euklid se ne poziva ni na jedan stav aritmetike koji je
prethodno dokazao, ve¢ samo na definiciju medusobno prostih brojeva. Razume
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se, ne poziva se ni na jednu aksiomu i ni na jedan postulat, jer njih u njegovoj
aritmetici i nema. Njemu kao da nisu potrebne aksiome aritmetike, tako da za
njeno razumevanje nije potrebno znati nista drugo do definicije s pocetke sedme
knjige. Stoga u dokazima svojih aritmetickih stavova Euklid upotrebljava i tvrdnje
koje nije dokazao. Stav VII.23 je dobar primer. U njemu on se poziva na tvrdnju
prema kojoj iz pretpostavki da [ deli k, i da k deli p, sledi da ¢e [ deliti p. Medutim,
ovu tvrdnju on ne dokazuje. Ona u Euklidovoj aritmetici ima ulogu aksiome. Euklid
je smatra oc¢iglednom bududi da se, kao i stavovi VII.1-2 i VIL5 koji u Elementima
takode slede ni iz ¢ega, moze dokazati samo upotrebom oblutaka.'®

Stav VII.23 Euklid ¢e upotrebiti direktno samo u dokazu stava VII.24.
Medutim, u dokazu stava VII.24 on ée upotrebiti i mnostvo drugih stavova sedme
knjige. Svi oni su posledice stavova o postupku uzastopnog oduzimanja kojim se
nalazi najveca zajednicka mera dvaju brojeva (VIL.1 i VIL.2) i stava o distributi-
vnosti mnozenja u odnosu na sabiranje (VIL.5), tako da su stavovovi VII.1 i njegova
posledica VIL.2, zatim VIIL.5 i VII.23 temeljni stavovi koji za posledicu imaju i stav
VIIL.24. Euklid ¢ée stav VII.24 sedmoj knjizi upotrebiti neposredno samo u dokaz-
ima stavova VII.25-26 i, posredno, u dokazu stava VII.27. Medutim, u osmoj knjizi
upotrebice ga posredno u dokazima stavova VIII.6-7 koji vode ka dokazu Teete-
tove teoreme, tj. Euklidovog stava VIIL.14.17 Ovo je, pak, njegova najznacajnija
posledica.

Euklidov dokaz stava VII.24 prema kojem je proizvod dvaju brojeva p i ¢
prost u odnosu na zadati broj r, ako su p i ¢ oba prosti u odnosu na r, zapocinje
pretpostavkom da broj r i proizvod pg nisu uzajamno prosti, ve¢ da postoji broj
m koji deli i jedan i drugi. Kako su p i » medusobno prosti, a broj m deli broj
r, brojevi p i m bi¢e medusobno prosti na osnovu prethodnog stava — VIIL.23.
Medutim, m deli proizvod pq po pretpostavci, pa zato postoji broj n takav da je
pq = nm. Tada je i pg = mn (VIL.16). Zato je m : p = ¢ : n (VIL.19). Medutim,
m i p su medusobno prosti pa su stoga i najmanji brojevi u toj razmeri (VIL.21).
Dakle, postoji broj k takav da je ¢ = km i n = kp (VIL.20). Zato m deli g (a p deli
n). Stoga m deli i ¢ i r koji su medusobno prosti, $to nije moguée. Dakle, ako su
p i q oba uzajamno prosti u odnosu na r, onda je i proizvod pg uzajamno prost sa
brojem 7.

Ono ¢ime se stav VII.24 izdvaja od ostalih stavova sedme knjige je prefinjena
uporeba indirektne metode u njegovom dokazu uz upotrebu ¢ak pet stavova ari-
tmetike neophodnih da bi se na posletku doslo do kontradikcije. Doduse, Euklid
upotrebljava indirektnu metodu i u dokazima prvih Cetiriju stavova sedme knjige,
ali u ovim dokazima lakse se dolazi do protivre¢nosti, i njihove deduktivne struk-
ture su jednostavnije. Medutim, njihovi prvobitni dokazi su mogli biti direktni i
ocigledni jer je do njih bilo moguée dospeti upotrebom oblutaka. Ako je zaista bilo
tako, onda su indirektni dokazi prvih stavova sedme knjige stigli kasnije, nakon
logickog sredivanja pitagorejske aritmetike, u vreme kada je indirektna metoda veé
bila razvijena do nivoa njene upotrebe u dokazu stava VII.24.

16 Teorema 18 iz odeljka 4.2.
170 ovome ¢ée biti redi u odeljku 11.1.
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-VII.17
VII.19 @ VIIL.10 4{7\711.9

VIL20 E‘A VIL4 || VIL2|«| VIL1]| ||VIL5]
\VII}2? |~ \in.m |« VIL15 |«—] VIL12 |« VIL6]|
[Vir21]

VIIL.23

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.24

Stav VII.25 je poseban slucaj stava VII.24, a VII.26 neposredno sledi iz stava
VII.24. U stavu VII.25 Euklid dokazuje da je kvadrat nekog broja p uzajamno
prost sa nekim brojem r, ako su p i r uzajamno prosti, a u stavu VII.26 da su
proizvodi pg i rs uzajamno prosti ako su brojevi p i ¢ uzajamno prosti i sa r
i sa s. Ova dva stava Euklid upotrebljava u dokazu stava koji sledi odmah za
njima. Pretpostavljajuéi da su brojevi p i ¢ uzajemno prosti, u stavu VII.27 Euklid
dokazuje da su i kvadrati p? i ¢® uzajamno prosti brojevi. Stavise, dokazuje da
su takode i kubovi p? i ¢ medusobno prosti, a i svi ostali stepeni brojeva p i q.
U dokazu ovog stava on najpre primecuje da su brojevi p? i ¢ medusobno prosti
(VIL.25), a zbog toga su i p? i ¢? uzajamno prosti (VIL.25). Dalje, p i ¢? su takode
uzajamni prosti (VI1.25) pa je svaki od brojeva p i p? uzajamno prost sa svakim od
brojeva ¢ i ¢°. Zato je proizvod pp? uzajamno prost sa proizvodom qq* (VII.26).
Dakle, i brojevi p? i ¢® biée medusobno prosti. Na isti naéin, svi stepeni brojeva p
i ¢ bi¢e medusobno prosti.

Stav VIL.27 ima znac¢ajnu ulogu u dokazu Teetetove teoreme — stava VIII.14,
bududi da se upotrebljava u dokazu stava VIIL.6 i, posredno, u dokazu stava VIII.7
na kojem zatim pociva dokaz stava VIII.14.'® Naprotiv, stavove VII.28-32 koji
slede, Euklid ne upotrebljava u osmoj knjizi ali ih koristi u devetoj, u dokaz-
ima stavova IX.12-15 i kasnije. Osim stava VII.30, ostali stavovi iz ove skupine
su samodovoljni jer se u njihovim dokazima Euklid ne poziva na stavove koji im
prethode.

U stavu VII.28 Euklid dokazuje da je zbir dvaju medusobno prostih brojeva
medusobno prost sa svakim od njih, a u stavu VIL.29 da je prost broj uzajamno
prost sa svakim brojem koji taj prosti broj ne deli. Njihove deduktivne strukture
su trivijalne buduéi da se u njihovim dokazima ne upotrebljavaju ostali stavovi
aritmetickih knjiga. I deduktivna struktura dokaza stava VII.31 je takode trivijalna,
a u dokazu stava VII.32 Euklid se poziva samo na ovaj stav koji mu neposredno
prethodi.

Slozenoséu deduktivne strukture svog dokaza, od ovih stavova odudara stav
VIL.30. Njime se tvrdi da neki prost broj p koji deli proizvod dvaju brojeva r i

18 0 ovome ¢ée biti rei u odeljku 11.1.



92 Pitagorejska aritmetika

s, deli bar jedan od njih.'® Tako bi se, na osnovu formulacije ovog stava, reklo da
on ne pripada teoriji proporcija, u njegovom dokazu kljuéna je upotreba stavova
VII.19-21 koji dolaze iz teorije proporcija.2°

| VIL32|<—{VIL31] [VIL29] |VIL28]

Deduktivne strukture dokaza stavova VII.28, VII.29, VII.31 i VII.32

Zaista, u nameri da dokaze stav VII.30, Euklid pretpostavlja da p ne deli r, a
deli proizvod brojeva r i s. Tada postoji broj k takavdajers =kppajep:r=s:k
(VIL.19). Kako je p prost broj koji ne deli r, brojevi p i  ée biti medusobno prosti
(VIIL.29), a zbog toga i najmanji brojevi u istoj razmeri (VII.21). Zato postoji broj
[ takav da je s = Ilp i k = Ir (VIL.20). Dakle, p deli s.

. [viu].

VII.30 .
Ij(—! VIL20 |3 VIL4 |+ VIL2 |«{ VIL1]| | [VIL5]

-/
A \VII 12|~ vII 6'\/
[VIL29]  [VIL16|«{VIL15] ' :

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.30

U stavu VII.31 Euklid dokazuje da je svaki slozeni broj deljiv nekim prostim
brojem. To ¢ini ponavljajuéi isti postupak kona¢no mnogo puta. Ako je neki broj
slozen njega deli neki drugi broj koji moze biti prost ili slozen. Ako nije prost opet
ga deli neki broj. Buduéi da se ovaj postupak ne moze ponavljati neograni¢eno
mnogo puta, na posletku ¢e se do¢i do prostog broja. Neposredna posledica ove
tvrdnje je stav VII.32 prema kojem je svaki broj ili prost ili deljiv nekim prostim
brojem.

Problematici prostih i medusobno prostih brojeva FEuklid ¢ée se vratiti
dokazujuéi stavove 1X.14-20.2! U stavu IX.20, samo upotrebom stava VII.31
dokazacée poznatu tvrdnju da prostih brojeva ima neograni¢eno mnogo.

9.8. Najmanji zajednic¢ki sadrzalac

U stavu VIL.34 Euklid nalazi najmanji zajednicki sadrzalac dvaju brojeva. U
dokazu on najpre primenjuje indirektnu metodu da bi utvrdio da je proizvod rs
najmanji zajednicki sadrzalac brojeva r i s ako su oni medusobno prosti. Zaista, ako

19 Jednostavna posledica ove tvrdnje je stav o jedinstvenoj faktorizaciji. Euklid to ne
primeéuje tako da u Elementima nije dokazan Osnovni stav aritmetike. Videti [21, str. 3]. O
ovome c¢e biti vise rec¢i u odeljku 14.1.

2071sto bi se moglo reci i za stav VII.24 o kojem je ve¢ bilo reci, a i za stavove VII.33 i VIL.34
o kojima ¢ée biti reci.

210 ovim stavovoma biée reéi u odeljku 10.8.
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ne bi bio, postojao bi broj k koji je manji od proizvoda rs takav da je k = mr = ns.
Tada je r : s = n : m (VIL19), a kako su r i s medusobno prosti brojevi oni
su i najmanji u toj razmeri (VIL.21) pa s deli m (VIL20). Medutim, kako je
s:m =rs:rm (VIL17) i rm = k (VIL.16), i proizvod rs ¢e deliti k, a to nije
moguée buduéi da je broj £ manji od proizvoda rs.

VIL17]
VIL19] . 7 VIL13 VILY
p VIL18
~

4

\ VII.%O | < VL4 |« viL2]<{ vIL1]

phBEIpl vy

A, VII.16 VII.15 /
Vi - ui I

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.34

Ako pak r i s nisu medusobno prosti onda postoje najmanji brojevi p i ¢ takvi
dajer:s=p:q (VIL33). Tada je rq¢ = sp najmanji zajednicki sadrzalac brojeva
ris. Zaista, ako bi broj n bio zajednicki sadrzalac ovih dvaju brojeva koji je manji
od rq, tada bi postojali brojevi kil takvidajen =kr =lspajer:s=10:k
(VIL.19). Kakojeir:s=p:q,bilobiip:qg=1:k (V.11), a kako su p i ¢ najmanji
brojevi proporcionalni brojevima r i s pa zato i medusobno prosti (VIL.20), broj ¢
bi delio broj k. Medutim, g : k = rq : rk (VIL.17) pa bi i rq delio 7k = n, Sto nije
moguée buduéi da smo pretpostavili da je n manji od rq.

VIL35 . JVH 17]
VIL19 | VIL13] < VIL10 |~ VIL9 |

| /@g

VII.36 |~ VIL 34
| VIL20] 4 VIL4 |«{ VIL2 |+ VIL1]|| ||VIL5]

m b
VIi33) ] VIL16|~] VIL15 ‘H] VIL12 |~ VIL6]
RUTE)

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.36

Stav VIIL.35, prema kojem najmanji zajednicki sadrzalac dvaju brojeva deli
svaki drugi sadrzalac ovih brojeva, Euklid dokazuje bez upotrebe stavova koji mu
prethode pa je zato deduktivna struktura njegovog dokaza trivijalna. Naprotiv,
u dokazu stava VII.36 on upotrebljava dva stava koja mu neposredno prethode
— VIL.34 i VII.35. Znajuéi kako se nalazi najmanji zajednic¢ki sadrzalac dvaju
brojeva (VI1.34) Euklid u stavu VIL.36 nalazi najmanji zajednicki sadrzalac triju
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brojeva. Razume se, time je utvrdio kako se nalazi najmanji zajednicki sadrzalac
proizvoljnog skupa brojeva.

Stavove VII.34-35 Euklid u sedmoj knjizi neposredno upotrebljava samo u
dokazu stava VII.36, a u osmoj njizi u dokazu stava VIII.4. Posredno ih upotrebljava
samo u dokazima stavova VII.39 i VIIL.5. Stavove VIII.36-39 nece upotrebljavati
u dokazima ostalih stavova Elemenata.

Euklidova formulacija stava VII.37 uslovljena je ¢injenicom da on upotrebljava
termin deo za broj koji deli zadati broj, ali ne kazuje koji je to deo zadatog broja.
Zato u stavu VII.37 tvrdi da ako je neki broj meren drugim, onda mereni broj ima
deo istog naziva kao i broj koji meri. Drugim re¢ima, u ovom stavu u kojem skoro
da nema Sta da se dokaze, on primeéuje da broj m = kn (koji je deljiv brojem k)
ima k-ti deo i, Stavise, da je k-ti deo broja m bas broj n. U dokazu upotrebljava
samo stav VIL.15.

|VIL38| [VIL37]

<—{ VIL12]+] VILG]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovih stavova VII.37 i VII.38

Sliéno je i sa stavom VII.38 u kojem dokazuje obratno tvrdenje prema kojem
ako neki broj ima ma kakav deo, onda je taj broj meren brojem istog naziva sa
tim delom. Dakle, u ovom stavu on zapravo dokazuje sasvim jasnu ¢injenicu da je
broj m koji ima k-ti deo, deljiv brojem k, tj. da tada postoji broj n takav da je
m = kn. I u ovom dokazu upotrebljava samo stav VIIL.15.

Jvir]

VIL19] .
/ VIIL.18

VIL10 47
[VIL36 ]~ VII.3T4\ VIL20 | S ViLa]<{ viL.2]«{ VIL1]
| VII.21

VIIL.13

1.

—
o

L4

s ] viLi2|«|VviL6]
| LVILLG -~ VIII.IS\ |

v VIIL.3
. V] g

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VII.39

U stavu VII.39 Euklid nalazi najmanji broj koji ima date delove. U svom
dokazu on pretpostavlja da neki broj ima k-ti, [-ti i m-ti deo. Ako je m najmanji
zajednicki sadrzalac brojeva k, I i m (VIL.36), broj n ¢e biti deljiv tim trima bro-
jevima pa ¢e i on imati k-ti, I-ti i m-ti deo (VIL.37). Da je n najmanji broj koji
ima ove delove Euklid dokazuje indirektnim postupkom. Ako bi to bio broj e, i on
bi bio deljiv brojevima k, [ i m (VIL.38) i bio bi manji od najmanjeg zajednickog
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sadrzaoca brojeva k, [ i m, $to nije moguce. Razume se, iako stav dokazuje kao da se
odnosi na brojeve koji imaju samo tri dela, Euklid zapravo dokazuje opstu teoremu
buduéi da se isti dokaz moze primeniti na brojeve sa proizvoljno mnogo delova.
Nalazenjem najmanjeg broja koji ima date delove omoguéeno je sabiranje tih
delova. Receno jezikom savremene matematike, u stavu VII.39 Euklid nalazi naj-
manji zajednicki imenilac dvaju razlomaka, a time je omoguceno njihovo sabiranje.






POGLAVLJE 10
Neprekidne proporcije

Osma i delovi devete knjige Elemenata posveéeni su neprekidnoj proporciji.
Medutim, medu Euklidovim aritmetickim definicijama u sedmoj knjizi nema defi-
nicije ovog pojma. Ni u petoj knjizi koja se odnosi na proporcionalnost veli¢ina,
a ne samo brojeva, ovaj pojam nije jasno definisan. Euklid je prosto smatrao do-
voljnim da primeti da

proporcija se moze obrazovati od najmanje triju clanova
(V.def. 8).

Zbog toga o sadrzaju ovoga pojama mozemo zakljucivati tek na osnovu njegove
upotrebe u FElementima, a ona je u skladu sa Aristotelovim objasnjenjem da se
u neprekidnoj proporciji koju on naziva geometrijskom, prvi ¢lan odnosi prema
drugom kao drugi prema treéem.? Euklid ée potvrditi ovakvo razumevanje definicije
neprekidne proporcije, tvrdeéi da

ako su tri veli¢ine (neprekidno) proporcionalne, onda je razmera
prve veli¢ine prema trecoj dvaput visa od razmere prve veli¢ine
prema drugoj (V.def.9).

Dakle, ako su a, b i ¢ tri neprekidno proporcionalne veli¢ine, u skladu sa definicijom
V.def. 8 i Aristotelovim objasnjenjem, bi¢e a:b="b:c,atadajei a:c= (a:b)?,
bas kao §to se tvrdi definicijom V.def.9.2 Zbog toga se zaista moze reéi da je
razmera a : ¢ dvaput visa od razmere a : 0.2

Izraz (a : b)? kojim se objasnjava sadrzaj definicije V. def. 9 savremenom ¢itaocu
je sasvim razumljiv. Medutim, Grci nisu operisali sa realnim brojevima, a ni sa
racionalnim, tako da za njih kvadrat odnosa dveju veli¢ina a i b (tj. izraz (a : b)?)
nije imao matematickog smisla, bez obzira na to da li su a i b brojevi ili kakve druge
veli¢ine. Stoga ostaje pitanje $ta Euklidu daje pouzdanje da je njegova definicija
dvaput vise proporcije valjana. Stavise, bududi da je formulisana kao tvrdnja, ostaje

1 Aristotel, Nikomahova etika, 1131 b.

2Zaista, a: c=a: (b2/a) = (a: b)2.

3 Euklid kazuje da je ona dvostruka, medutim, za savremenog Citaoca ovaj pojam ima drugi
smisao tako da je u svom prevodu Elemenata Anton Bilimovi¢ upotrebio izraz dva puta visa
proporcija koji pre odgovara sadrzaju teksta iako je i on neuobicajen. Videti Bilimovi¢ev prevod
pete knjige, str. 42—43, f. 10.

97
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i pitanje da li se ova definicija sme primenjivati ako nije ve¢ dokazana.* Vide¢emo
da odgovori na ova pitanja dolaze iz pitagorejske teorije muzike.”

Pre Aristotela i Euklida, i Arhita upotrebljava pojam neprekidne proporcije.
Upotrebljava ga i u geometrijskom i u aritmetickom smislu. U nameri da resi
problem udvostrucenja kocke, za dve zadate duzi on konstruise njihove dve sred-
nje proporcionale.® Medutim, kada govori o srednjim proporcionalama u muzickoj
teoriji, on neprekidnu proporciju shvata iskljuc¢ivo aritmeticki. Kao sto kasnije
¢ini i Aristotel, ovu proporciju on naziva geometrijskom, a njoj suprotstavlja arit-
metic¢ku i harmonijsku.” I neopitagorejac Nikomah ¢e, mnogo kasnije, neprekidnu
proporciju zvati geometrijskom. Stavise, zajedno sa aritmetickom i harmonijskom
proporcijom, on e je pripisati samom Pitagori.8

10.1. Neprekidne proporcije proizvoljne duzine

Kao $to nigde ne definiSe neprekidnu proporciju triju brojeva, Euklid nigde
ne kazuje ni kada su brojevi, u proizvoljnom broju, neprekidno proporcionalni.
Medutim, znajuéi Aristotelovu definiciju proporcionalnosti triju veli¢ina koje se
upotrebljava i u Elemenima, jasno je da je Euklid na stanovistu da su brojevi
P1,P2,- - -, Pn neprekidno proporcionalni ako je:

P1r:ip2=p2:P3=...=Pn-2:Pn-1=Pn-1":DPn-

Medutim, to se ne moze zakljuciti i iz upotrebe ove definicije u dokazu stava VIII.4,
u kojem Euklid nalazi ¢etiri najmanja ,neprekidno proporcionalna“ broja koji su
par po par u unapred zadatim razmerama.® U ovom stavu on nalazi brojeve p,,
p2, p3 1 pg takve da su odnosi p; : p2, p2 : p3 i p3 : ps jednaki trima unapred
zadatim odnosima, ali ne i medusobno i, svejedno, brojeve py, p2, ps i ps naziva
neprekidno proporcionalnim. Na drugim mestima u Elementima Euklid ée uvek
zahtevati medusobnu jednakost odnosa p; : pa, p2 : p3 i p3 : p4 da bi brojeve p1, pa,
p3 1 p4 nazvao neprekidno proporcionalnim.

4 Dobar primer upotrebe ove definicije je dokaz Euklidovog stava VIII.11. Videti odeljak
10.3.

50 ovome ¢ée biti reti u odeljku 12.4.

6 Diels, 47.A14.

7 Prema Ptolemajevim re¢ima, Arhita objasnjava da ,postoje tri srednje proporcionale u
muzici: jedna je aritmeticka, druga geometrijska, a treca subkontrarna, koju zovu harmonijska.

Aritmeticka je sredina kada tri brojna pojma pokazuju jednaku uzastopnu razliku: koliko
prvi nadvisuje drugi, toliko drugi nadvisuje tre¢i. Kod te analogije dogada se to da je odnos medu
veéim brojnim pojmovima manji, a medu manjima veci.

Geometrijska je sredina je kada se prvi brojni pojam odnosi prema drugom kao drugi prema
trecem. Kod njih veéi imaju isti medusobni odnos kao manji.

Subkontrarna sredina koju zovemo harmonijska, je onda kada se brojni pojmovi odnose
ovako: za koliko deo vlastite veli¢ine prvi pojam nadvisuje drugi, za toliki deo treéega srednji
pojam nadvisuje trec¢i. Kod te analogije je odnos izmedu vecih pojmova veci, a izmedu manjih
manji“. Diels, 47.B2.

8 Prema Nikomahovim reéima postoje tri proporcije poznate starima — Pitagori, Platonu i
Aristotelu. To su aritmeticka, geometrijska i harmonijska... One do Platona i Aristotela dolaze
od Pitagore. Nicomachus, 11.22.1, I11.28.6.

9 Videti [42, str. 83-84].
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Stavovi s pocetka osme knjige Elemenata uglavnom se odnose se na neprekidne
proporcije koje imaju proizvoljno mnogo ¢lanova. To su stavovi VIII.1-4, VIII.6-
10 i VIII.13. Neke od njih, VIII.9-10 i VIII.13, Euklid nece kasnije koristiti u
dokazima, kako stavova osme, tako ni stavova ostalih knjiga FElemenata. Neke ée
koristiti retko. Stav VIIL.4 upotrebi¢e samo u dokazu sledeéeg stava — VIIL.5,
i kasnije u dokazu stava X.12.!° Medutim, jedan od njih, stav VIIL.2 (i njegovu
posledicu koja je formulisasna neposredno posle njega), Euklid ¢e neposredno ili
posredno upotrebljavati u dokazima mnogih stavova osme knjige sve do njenog
samog kraja, a kasnije i u dokazu stava IX.15. Stavise, osnovnu ideju ovog dokaza
on ¢e ponoviti u dokazima stavova VIII.11-12 i VIII.18-19. Medutim, pre nego
§to ¢e ga dokazati, Euklid ¢e u stavu VIIL.1 upotrebom indirektne metode utvrditi
da ¢e ¢lanovi proizvoljne neprekidne proporcije biti najmanji od brojeva koji su u
istoj razmeri sa njima, ako su prvi i poslednji ¢lan te proporcije uzajamno prosti
brojevi. Upotrebi¢e ga neposredno samo u dokazu sledeceg, i stava VIIIL.9, a njegov
obrat dokazace u stavu VIIIL.3. Razume se, svi stavovi koji uc¢estvuju u deduktivnoj
strukturi dokaza stava VIII.1 dolaze iz sedme knjige Elemenata.

~ | VIL13 |~ VIL10 \ﬁvn.g\
T

| VIIL.1 | ~— VIL20 | VIL4 || VIL2 |+ VIL1]| ||VIL5]

1
\ VTH 2‘1ﬁvn.1m VIL12 [~ VH.'6/\

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.1

U dokazu stava VIII.1 Euklid pretpostavlja da su p i r medusobno prosti brojevi
kojima je ¢ srednje proporcionalni broj. Ako bi p’, ¢/, 7’ bili brojevi manji od njih,
takvidajep : ¢ =¢ :rip:q:r=p :¢ v, bilobiip:r=p ¢ (VIL14).
Ali, kako su p i r medusobno prosti, oni ¢e biti i najmanji brojevi u tom odnosu
(VIL.21), pa zbog toga oni, redom, dele brojeve p’ i ' (VII.20). Medutim, veéi ne
moze deliti manji broj, ¢ime se dolazi do kontradikcije pa su p, ¢ i r najmanji.'t

U stavu VIIL.2 Euklid nalazi onoliko koliko se trazi najmanjih neprekidno pro-
porcionalnih brojeva koji su u datoj razmeri. U nameri da to ucini on pretpostavlja
da su p i ¢ najmanji brojevi u zadatoj razmeri i, upotrebom stavova VII.17 i VII.18,
najpre dokazuje da je

pia=p>:pg=pq:q.
Medutim, bududi da su brojevi p i ¢ najmanji u toj razmeri, oni ¢e biti i medusobno
prosti (VIL.22). Zato ée i brojevi p? i ¢? biti medusobno prosti (VIL.27), pa ée p?,

10 prema ovom stavu velidine samerl [jive sa istom veli¢inom, samerljive su i medu sobom.

H primetimo da se prethodni dokaz sa lakoéom moze preformulisati tako da dobije formu
direktnog dokaza. U njemu nije bilo neophodno pretpostaviti da su p’, ¢’, ' brojevi manji od
brojeva p, q, r, veé da su bilo koji drugi brojevi takvidajep’ :q¢ =q' :7"ip:q:r=p' :q : 7’
i, na isti nacin kao i Euklid, do¢i do zakljucka da su p i » najmanji brojevi u tom odnosu zato $to
su medusobno prosti.
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pg, ¢ biti i najmanji neprekidno proporcionalni brojevi koji su u odnosu p : ¢
(VIIL.1). Na isti nacin, to ée biti i brojevi p3, p2q, pq?, ¢3, jer je

p:q=p":p’¢=p"q: pq® =pg®: ¢*,

a p? i ¢® su medusobno prosti brojevi (VIL.27). Ovde Euklid sa svojim dokazom
staje, podrazumevajuci da se postupak moze nastaviti sve dok se ne nade onoliko ko-
liko se trazi najmanjih neprekidno proporcionalnih brojeva koji su u datoj razmeri.

Stav VIII.2 Euklid nije formulisao kao teoremu veé kao konstruktivni problem.
Naprotiv, posledica koja dolazi iza ovog stava formulisana je i dokazana kao teo-
rema. U njoj on isti¢e da su prvi i poslednji od triju najmanjih brojeva koji su
u neprekidnoj proporciji, kvadrati, a ako ih je ¢etiri, onda su kubovi. Razume se,
to neposredno sledi iz prethodnog dokaza. Ovu posledicu Euklid ée upotrebiti u
dokazima poslednjih dvaju stavova osme knjige.

Tako drugi stav osme knjige dokazuje samo u sluc¢aju troclanih i ¢etvoroclanih
neprekidnih proporcija, Euklid ga formulise kao opsti stav koji se odnosi na nepreki-
dne proporcije sa proizvoljno mnogo ¢lanova. U opstem sluc¢aju on ¢e ga neposredno
upotrebiti samo u dokazima stavova VIIL.3 i VIIL.9, a u slu¢aju troclanih ili
¢etvoroclanih neprekidnih proporcija, u dokazima stava VIII.21 i poslednjih dvaju
stavova — VIII.26-27. Posredno ¢e ga upotrebiti u dokazima nekoliko vaznih
stavova osme knjige, izmedu ostalih i u stavovima VIII.8 i VIII.14.

VIL.20 | +—— VIL4 |« VIL2 |« VIL1]|

//11?21\ VIL13] <[ VIL10] <[ VIL9
T Vs
/\ VIL14 '

@ ~——{viL17] [ VIL16]<{ VIL15|«{ VIL12 ]|« VIL6 ]

/
S VIL19

Vi) |
VIL27 /\\/11.24 |+ VI1.23]
~ VIL.26]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.2

)

Razume se, i ako brojevi p i ¢ nisu medusobno prosti, upotrebom stavova
VII.17-18 kao u dokazu stava VIII.2, opet ¢e se doé¢i do neprekidno proporcionalnih
brojeva p?, pq, ¢>. To Euklid ¢ini dokazujuéi stav VIII.11. Medutim, ovog puta p?,
pq, q* neée biti najmanji brojevi u razmeri p : ¢. Na isti naéin kao i u stavu VIIL11,
Euklid ée u stavu VIIL12 utvrditi da je i p3, p%q, pq®, ¢ cetvorka neprekidno
proporcionalnih brojeva, kakvigod da su brojevi p i ¢. Razume se, ako p i ¢ nisu
medusobno prosti, opet p3, p?q, pg?, ¢ neée biti najmanji brojevi koji su u razmeri
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p : ¢.'2 U dokazima stavova VIIL.11 i VIIL.12 Euklid ée ponoviti neke argumente
iz dokaza stava VIII.2. Medutim, dokaz stava VIII.2 je slozeniji od dokaza stavova
VIII.11 i VIII.12 jer pociva i na znanju teorije medusobno prostih brojeva iz sedme
knjige Elemenata i stavova o najvecoj zajednickoj meri s njenog pocetka, koji se
ne upotrebljavaju u dokazima stavova VIII.11 i VIII.12. Utoliko je i deduktivna
struktura dokaza stava VIII.2 slozenija od deduktivne strukture stavova VIII.11-
12.13 Pored stava VIIL1, njoj pripada 23 stava sedme knjige, svi od prvog do
dvadeset sedmog, sa izuzetkom stavova VIL.3, VII.7-8 i VIL.11.

U tre¢em stavu osme knjige Euklid ¢e dokazati obrat stava VIII.1. Dokazace
da ¢e krajnji brojevi neke neprekidne proporcije biti medusobno prosti, ako su
najmanji. Pretpostavivsi da su p i ¢ najmanji brojevi od onih koji su sa njima u
istoj proporciji (¢ije postojanje je dokazano u stavu VII.33), u dokazu stava VIII1.3
Euklid upotrebljava stav koji mu prethodi i zakljuéuje da su p?, pq i ¢*> najmanji
brojevi takvi da je p? : pg = pq : ¢%, a zatim i da su p>, p’q, p¢?, ¢° najmanji
brojevi takvi da je p3 : p®q = p3q : pg® = pg® : ¢3, itd. Medutim, kako su p i
g medusobno prosti jer su najmanji od brojeva koji su u istoj razmeri (VIL.22),
medusobno prosti ée biti i p? i ¢%, p® i ¢3, (VIL.27) itd., tako da ée krajnji brojevi
neprekidne proporcije biti medusobno prosti, ako su najmanji.

VIL3 .
20| +—— VIL4 |+ VIL2 |« VIL1]
VIL10 AVH 9

VIII.1

VIL.5
VIIL.3 |~ 4 VIL.22

\ VI «4 g VIL16 |« VIL15 |« VIL12 | < VIL6 ]

\,,
\V1124MV1123\
~{ViL26]*"

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.3

Za razliku od VIII.1-3, stavovi VIII.4 i VIIL.5 nisu od znacaja za dokazivanje
ostalih stavova aritmetickih knjiga (VII-IX) i bi¢e upotrebljeni u Elementima samo
u dokazu stava X.12. Stavise, ova dva stava osme knjige se i ne odnose na neprekidne
proporcije iako Euklid i u njima koristi pojam ,neprekidne proporcije®. Medutim,
kao sto smo veé primetili, ovaj pojam u ovim dvama stavovima razlikuje se od
pojma neprekidne proporcije koji se upotrebljava u ostalim stavovima Elemenata.

120 stavovima VIIL11 i VIIL12 bice reéi i u odeljku 10.3.
Bo deduktivnoj strukturi stava VIII.11 biée re¢i u odeljku 10.3.
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VIIL.4 |
AL | e

(VIL3s] [VIL19| [ S— 7
Y

VIL34].

“Tvi2o]4

/
il

~HVIL12| <] VIL6]
«[VIL16|«{VIL15
VIL33] . |

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.4
U stavu VIII.4 Euklid za zadate tri razmere a : b, ¢ : d, e : f takve da su
a,b,c,d, e, f najmanji brojevi u tim razmerama, nalazi najmanje ,neprekidno pro-

porcionalne® brojeve p,q,r,s takve dajep:q=a:b,q:r=c:d,r:s=-e: f, ne
zahtevajuéi da proporcije p: ¢, ¢ : 7 ir : s budu jednake medu sobom.*

VIIL5 |~ VIL14
X
VIILA = VIL13
/Ij\ JVIL17
Y

VIL35| | VIL19] L] VIL10 |« VILY
| | i ‘/ | VIL18] Jﬁjj
VIL34 3 B
T VIL20 |4 VIL4 |« VIL2|«{ VIL1] | || VIL5]

Vil | —] 1

<[ VIL16]< VIL15 \Fq VIL12 |« VILG]
-VH.33 - )
ViLs]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIIL.5

Stav VIIL.4 je formulisan kao da se odnosi na ,neprekidne proporcije® sa
proizvoljno mnogo Clanova, a dokazuje se kao stav o ¢etvoroclanoj ,neprekidnoj
proporciji“. Naprotiv, slede¢i stav, VIII.5, odnosi se samo na troclane ,neprekidne
proporcije“. U njemu Euklid pretpostavlja da su a = pr i b = ¢s pravougaoni bro-
jevi i dokazuje da njihov odnos zavisi samo od odnésa p : ¢ir : s. Pretpostavljajuéi
da su h,t, k najmanji brojevi takvida jep:q=h:tir:s=t:k, cije postojanje
sledi iz stava VII1.4, Euklid najpre primeéuje da je h: t = p : ¢ = pr : gr (VIL.18)
it:k=r:s=gqr:qs (VILL7), a odavde zakljucuje da je h : t : k = pr : qr : gs
pa, stoga, i h : k = pr : ¢gs (VIL14). Dokaz zavrSava primedbom da je h : k
razmera sastavljena od strana, a da je zato i a : b razmera sastavljena od strana.
On zapravo zeli da dokaze da je pr : gs = (p : ¢)(r : s). Savremenom ¢itaocu
je proizvod racionalnih brojeva sasvim razumljiv, medutim, Grci nisu operisali sa

14 Videti [22, vol. ii, str. 353].
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racionalnim brojevima, tako da za njih proizvod dvaju odnosa p : ¢ i 7 : s nije imao
matematickog smisla, na isti nacin na koji nije imala smisla ni relacija iskazana
formulom p? : ¢> = (p : q)? iz definicije V.def.9. Stoga ostaje pitanje §ta Euklidu
daje pouzdanje da je njegovo rasudivanje ispravno. Vide¢emo da odgovor i na ovo
pitanje dolazi iz pitagorejske teorije muzike.'®

Kao VIII.1-3, i stavovi VIII.6-10 i VIII.13 odnose se na neprekidne proporcije
sa proizvoljno mnogo ¢lanova, zbog ¢ega njihovo razumevanje zahteva visok stepen
apstrakcije. I kasnije, u devetoj knjizi u stavovima IX.8-13, IX.17 i IX.35, bice reci
o neprekidnim proporcijama sa proizvoljno mnogo ¢lanova. Medutim, dokazi svih
ovih stavova potkrepljeni su ¢injenicama koje se odnose na troclane ili ¢etvoroclane
neprekidne proporcije, podrazumevajuéi da se postupak njihovog dokazivanja na
isti nacin moze nastaviti i kada je broj ¢lanova neprekidne proporcije veéi od ¢etiri.

10.2. Arhitini stavovi

Stavovi VIII.6—7 upotrebljavaju se direktno samo u dokazima stavova VIII.14—
15, a indirektno samo jo$ u dokazima stavova VIII.16-17, tako da ¢e o njima biti
reci kasnije, kada bude reéi i o njihovim posledicama.® Stavovi koji dolaze za njima
— VIIL.8, VIIL.9 i VIII.10, pripadaju aritmetici koja je nastala iz potrebe da se
reSe neka pitanja pitagorejske teorije muzike. U njima se daje odgovor na jedno od
vaznih pitanja postavljenih u osmoj knjizi: pod kojim uslovima je moguée umetnuti
jedan, dva ili vise srednje proporcionalnih brojeva izmedu dvaju zadatih brojeva?
U nameri da odgovori na to pitanje, Euklid najpre dokazuje stav VIIL.8 prema
kojem
ako su izmedu dva broja umetnuti brojevi, koji su u neprekidnoj
proporciji sa njima, onda ¢e se izmedu dva druga broja, koji su u
istoj razmeri sa prvima moc¢i umetnuti isti toliki broj neprekidno
proporcionalnih brojeva.

Ovim stavom Euklid nalazi da moguénost umetanja srednje proporcionalnih brojeva
izmedu dvaju zadatih brojeva zavisi samo od odnosa tih dvaju brojeva, tako da
u slede¢im dvama stavovima pretpostavlja da su oni medusobno prosti. U stavu
VIIIL.9 Euklid nalazi da, koliko je neprekidno proporcionalnih brojeva izmedu dvaju
medusobno prostih brojeva p i ¢, toliko ih ima i izmedu 1 i p, a takode i izmedu
11 g. Obratno, u stavu VIIL.10 on pretpostavlja da izmedu brojeva 1 i p postoji
podjednak broj neprekidno proporcionalnih brojeva kao i izmedu 1 i ¢ i dokazuje
da toliko neprekidno proporcionalnih brojeva ima i izmedu p i q.

Pokazace se da stavovi VIIL.8-10 najverovatnije pripadaju Arhiti jer su od
znacaja za muzicku teoriju izlozenu u Euklidovom Kanonskom preseku koju Boetije
pripisuje bag Arhiti.!” Buduéi da se u njihovim dokazima upotrebljavaju stavovi
VII1.23-27 koji pripadaju teoriji medusobno prostih brojeva, a potom i stavovi

150 ovome ée biti reéi u odeljku 12.4.

16 videti odeljak 11.1.

17 Videti odeljak 12.2. Znajuéi da ovi stavovi pripadaju Arhiti, van der Verden nekriticki
osmu knjigu Elemenata u celosti propisuje njemu. Videti [53, str. 153-155].
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VIII.1-3 koji se odnose na neprekidno proporcionalne brojeve, postoji moguénost
da bi i ovi stavovi mogli pripasti Arhiti.'®

vIL3],
+——| VIL4 |+ VIL.2 |+ VIL1
VIL10 «{\/H.g{

@:ﬁ AVIL22

| VIIL2 | < VIL17 | Y VIL16 |« VIL15 | < VIL12 |~ VIL6 ]|
/

VIL1S FLVIL19

_[viizs)._
|
“{viLa]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.8

Y
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/

Y

VIL.24 |« VIL.23]

U nameri da dokaze stav VIIL.8, Euklid pretpostavlja da su py,pa,...,p, ne-
prekidno proporcionalni brojevi, a da su p}, ph, ..., p,, najmanji brojevi koji su sa
njima u istoj razmeri (VI1.33).'° Tada su p} i p/, proporcionalni brojevima p; i
pn (VIL.14), a i medusobno su prosti (VIII.3). Oni su i najmanji u toj razmeri
(VIL.21) pa zato postoji broj k takav da je p1 = kp! 1 p, = kp], (VIL.20). Sada su i
kpy, kph, ..., kp), uneprekidnoj proporciji pa, koliko je neprekidno proporcionalnih
brojeva izmedu p} i pl,, toliko ih je i izmedu p; = kp] i p, = kp,,. Dakle, koliko ih
je, zavisi samo od odnosa p;y : p,. Stoga, ako je zadata neprekidna proporcija

KUk =k R = =R
(VIIL.2) takva da su njeni krajnji ¢lanovi k™ i I medusobno prosti pa zato i naj-

manji brojevi koji zadovoljavaju tu neprekidnu proporciju (VIIL.1), onda ¢e, kada
je k=1, biti

Lil=1:1P=...=1"" ",
akadajel =1,
Lik=k: kK =... ="' k"
Zato ée 1,k k2, ..., k™i1,1,1%,... 1" biti uzastopni élanovi dveju neprekidnih

proporcija koje imaju jednak broj ¢lanova.?? Drugim re¢ima, njima odredene geo-

metrijske progresije imace isti broj ¢lanova koliko ih ima i geometrijska progresija
kojoj su krajnji clanovi k™ i {". Time je dokazan stav VIIL.9. Buduéi da je on

180 mogucéem Arhitinom autorstvu ovih stavova bice reé¢i i u odeljcima 11.1 1 11.6.
19 Razume se, u Euklidovom dokazu jen =4.
20 Razume se, u Euklidovom dokazu je n = 3.
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neposredna posledica samo stavova VIII.1 i VIIL.2, njegova deduktivna struktura
se dobija jednostavnom dopunom deduktivne strukture dokaza stava VIII.2.

VIL.20 | +—— VIL4 |« VIL2 |+ VIL1]
VIL21 VIL13 |« VIL10] <] VH.Q{
A
AVIILL — N
0 ‘ VIL5
Vi) A VIL14

\ VIIL? | < VIL17] ||| VIL16 |« VIL15 ]~ VIL12 |~ VIL6 |
/A/<\\‘
H VIL19

Vitzs). L,
VIL27 lvi2g |+ VIL23]
~ VIL.26]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.9

™~

Stav VIII.10, koji je obrat stava VIIL.9, posledica je stavova VII.17 i VII.18
tako da je deduktivna struktura njegovog dokaza znatno jednostavnija od deduk-
tivnih struktura dokaza stavova VIIL.8 i VIIL.9. Ona se ne razlikuje od deduktivnih
struktura dokaza stavova VIII.11 i VIII.12 koji su, iako to Euklid ne primecuje,
njegova jednostavna posledica.?!

+——— VIL13 < VIL10 |+ VIL9 |
VIII. ~ 1

| VILG]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.10

| VIL16 ]| VIL15 |« VIL12]

Zaista, u posebnom slu¢aju kada su zadati kvadratni brojevi k2 i [2, njima su
zadate i dve geometrijske progresije 1,k, k% i 1,1,1% pa ée, na osnovu stava VIIIL.10,
izmedu kvadratnih brojeva k2 i {2 postojati jedan srednje proporcionalni broj. Time
je iz stava VIII.10 neposredno izveden sledeéi stav osme knjige — VIII.11. Na isti
nac¢in moze se izvesti i stav VIII.12 prema kojem izmedu kubnih brojeva k3 i 3
postoje dva srednje proporcionalna broja. Medutim, Euklid u dokazima ovih dvaju
stavova u potpunosti ignoriSe prethodni stav — VIII.10, a ponavlja delove dokaza
stava VIIL.2. Izgleda kao da Euklid posle stava VIII.10, osim u stavu VIII.13,
zaboravlja na prethodne stavove koji se odnose na neprekidne proporcije koje imaju

21 Ovo primeéuje Van der Verden. Videti [63, str. 154].
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proizvoljno mnogo ¢lanova i zapoc¢inje novu teoriju, vracajuéi se dokazivanju tvrdnji
koje se odnose samo na troclane i ¢etvoroclane neprekidne proporcije.

| VIL14 |« VIL13 |+ VIL10 |+~ VIL9 |
[N
[VILo]-JviLs

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.13

<

U osmoj knjizi, posle njenog desetog stava, jedino se stav VIII.13 odnosi na
neprekidne proporcije sa proizvoljno mnogo ¢lanova. U njemu Euklid pretposta-
vlja da su pi, pa,...,p, neprekidno proporcionalni brojevi i dokazuje da su tada i
njihovi kvadrati — p?,p3,...,p2, kubovi — p$,p3,...,p3 itd., takode neprekidno
proporcionalni. Medutim, kao ni stavove VIIL.9 i VIII.10, Euklid ovaj stav kasnije
nikada ne upotrebljava.

10.3. Odjek aritmetike oblutaka u osmoj knjizi

Stavovi — VIII.11-12, a potom i VIII.18-19, jednostavniji su od stavova koji
im prethode. U njihovim dokazima Euklid ponavlja postupak iz dokaza stava VIII.2
s pocetka knjige. Medutim, za razliku od stava VIII.2 koji je formulisan kao opsti
stav koji se odnosi na neprekidne proporcije sa proizvoljno mnogo ¢lanova, stavovi
VIIL.11 i VIII.12 se dokazuju nezavisno jedan od drugog, prvi za troclane, a drugi
za Cetvoroclane neprekidne proporcije. Tako je i sa stavovima VIII.18 i VIII.19.

U dokazu stava VIII.11 za dva kvadratna broja r? i s? Euklid nalazi jedan sred-
nje proporcionalni broj. Upotrebom stavova VII.17 i VII.18, on zapravo dokazuje
dajer:s=1r2:rs=rs:s? kakvigod da su brojevi r i s. Kao i u dokazu stava
VIII.2 (u kojem dodatno pretpostavlja da su r i s medusobno prosti brojevi), on

mnozi brojeve r i s i dobija proizvod rs, a zatim iz dveju proporcija r: s =12 :rs

(VIL17) i r : s = rs : s (VIL.18) izvodi novu proporciju r% : rs = rs : s. Time
nalazi neprekidno proporcionalne brojeve 72, rs i s? koji su u zadatom odnosu
r:s. U istom stavu Euklid dalje dokazuje da je razmera kvadratnog broja prema
kvadratnom broju dva puta visa od razmere strane prema strani. On zapravo
dokazuje da je 72 : 52 = (r : s)? tako §to, znajuéi da je 7 : rs = rs : 52, na osnovu
definicije V. def.9,%? zakljucuje da je, 72 : s> = (r? : rs)?, a kako je 2 : rs =7 : s,
onda jeir? : 52 = (r: 5)2.23 U stavu VIIL.11 Euklid ne pretpostavlja da su r
i s medusobno prosti brojevi jer, ako su prosti, onda su oni i najmanji brojevi
u toj razmeri (VIL.21), a on je ve¢ u stavu VIIL.2 istrazio posledice pretposta-
vke da su p i ¢ najmanji, nasavsi da su tada p?, pg i ¢°> najmanji medu svim
neprekidno proporcionalnim trojkama brojeva koji imaju odnos p : q. Zato stav
VIII.11 pripada aritmetici koja je jednostavnija od one koja dolazi sa stavom VIIIL.2.

Za njegov dokaz, kao i za dokaze stavova VII.17 i VIL.18 koje Euklid neposredno

22 Prema ovoj definiciji, ako je a : b =b: ¢, onda je a : c = (a : b)2.
23 Na sli¢an naé¢in Euklid koristi devetu definiciju pete knjige i u dokazu stava VI.19.
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upotrebljava u njegovom dokazu, bilo je dovoljno upotrebiti samo oblutke.?* Za-
pravo, upotreba oblutaka u stavu VIII.11 delotvorna je samo kada treba dokazati
da za dva kvadratna broja postoji njihov srednje proporcionalni broj. Dokaz da je
razmera kvadratnog broja prema kvadratnom broju dva puta visa od razmere strane
prema strani izlazi iz okvira aritmetike oblutaka i zahteva razumevanje pitagorejske
teorije muzike.?®

Buduéi da je upotreba oblutaka u dokazivanju aritmetickih stavova tekovina
bavljenja aritmetikom ranih pitagorejaca bas kao $to je to i muzicka teorija o sabi-
ranju intervala, stav VIII.11 je mogao biti poznat u najranijem periodu pitago-
rejstva. Znajuéi da Nikomah iz Gerase tvrdi da je pojam neprekidne proporcije
utemeljio sam Pitagora,?® sasvim je moguée da je stav VIII.11 Pitagorin.

VIL17 |+——— VIL13 |« VIL10 | = VIL9]
[VIIL11] 1
VIL18 VIL5

| VILG]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.11

| VIL16 ]| VIL15 |« VIL12]

Za razliku od VIIL.2, u dokazu stava VIII.11 Euklid nete upotrebiti stavove
VIIL.27 i VIII.1 pa ¢e deduktivna struktura ovog dokaza biti mnogo jednostavnija
od deduktivne strukture dokaza stava VIIL.2 jer joj ne pripadaju stavovi iz teo-
rije medusobno prostih brojeva kojoj pripada stav VII.27, a ni stavovi o najvecoj
zajednickoj meri s pocetka sedme knjige.

Jedanaesti stav osme knjige moze se sa lakotom uopstiti na Cetvoroclane ne-
prekidne proporcije, i dokazati da je

ris=1r3 s =r’s:rs> =rs’: s>,
kakvigod da su brojevi r i s. To Euklid ¢ini u stavu VIIL.12.27 U dokazu se poziva
na iste stavove kao i u dokazu stava VIII.11, tako da se on u osnovi ne razlikuje od
dokaza prethodnog stava. Ni njihove deduktivne srukture se ne razlikuju. I dokaz

24Da je zaista tako videli smo dokazujuéi teoremu 31 (VIIL.11). Slika na kojoj su brojevi
predstavljeni oblucima ¢ini ovaj dokaz ociglednim. Naprotiv, Euklidova slika koja ide uz dokaze
stava VIII.11 nije ni od kakve pomod¢i za njegovo razumevanje buduci da se sastoji samo iz pet
duzi.
250 ovome ée biti re¢i u odeljku 12.4.
26 prema njegovim rec¢ima
Postoje tri proporcije poznate starima — Pitagori, Platonu i Aristotelu. To
su aritmeticka, geometrijska i harmonijska... (Nicomachus, 11.21.1).
One do Platona i Aristotela dolaze od Pitagore (Nicomachus, 11.28.6).
Videti [56, str. 173].
27 Dokazujuéi da
Za dva kubna broja postoje dva srednje proporcionalna broja i razmera kuba
prema kubu je tri puta visa od razmere strane prema strani, (VIII.12),

kao i u dokazu stava VIIIL.11, Euklid umnogome ponavlja dokaz stava VIII.2.
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da je razmera kuba prema kubu tri puta viSa od razmere strane prema strani u
punoj je analogiji sa tvrdnjom iz stava VIII.11 o razmeri kvadrata prema kvadratu
i svodi se na dokaz da je 7® : s> = (r : 5)3. U tu svrhu upotrebljava se definicija
V.def. 10 umesto V. def.9.

I ovaj stav bi se, u analogiji sa teoremom 31 (VIII.11), mogao dokazati upo-
trebom oblutaka, s tim $to onda nije dovoljno da se obluci rasporeduju u ravni,
ve¢ u prostoru. Mozemo ga ilustrovati stereometrijskom slikom. Medutim, iz
potrebe da slika bude jednostavna i vizuelno jasna, na njoj brojevi nisu predsta-
vljeni jedinicama-oblucima veé¢ duzima.

SLIKA 10.3.1. 7 :s =13 1 r2s = 125 : rs? = rs? 1 % (VIIL12,
XI1.33)

Tako se moze uciniti da bi za rane pitagorejce ovakvo rasudivanje bilo suvise
slozeno, izgleda da ipak nije nemoguce da ono pripada ranom perioda razvoja ari-
tmetike, buduéi da nas o stavovima VIII.11 i VIIL.12 obaveStavaju autori iz petog
i ¢etvrtog veka stare ere. Ova dva stava su morali biti poznati Hipokratu sa Hiosa,
koji je u drugoj polovini petog veka stare ere problem udvostrucenja kocke sveo na
nalazenje dveju srednjih proporcionala ¢etvoroclane neprekidne proporcije.?® Do
brojevnih primera takvih proporcija Hipokrat je mogao doé¢i samo upotrebom stava
VIIL.12. Medutim, njegovo razmatranje je geometrijsko tako da dokaz ovog stava
ne mozemo pripisati njemu. Buduéi da je Hipokrat bio aktivan u drugoj polovini
petog veka state ere, dokaz stava VIII.12 s dobrim razlogom mozemo smestiti u
prvu polovinu petog veka i, zajedno sa stavom VIII.11, pripisati ga ranim pita-
gorejcima. To mozemo uciniti i zbog toga Sto Platon stavove VIII.11 i VIII.12
pominje u Timaju, u kojem iznosi principe svoje prirodne filozofije kojima koreni
mogu biti samo u pitagorejstvu.??

28 Diels, 47.A14. Videti i [35, 9.4].

29Kad govori o telu sveta (Stagod to bilo) koje ima Cetiri sastavna dela, vodu, vatru, zemlju
i vazduh, Platon izdvaja najlepsu vezu koju na najlepsi nacin postize srazmera u kojoj se prvi
¢lan odnosi prema srednjem kao Sto se srednji odnosi prema poslednjem (Timagj, 32a). Kasnije
(32b) objasnjava da su sastavni delovi tela sveta u medusobnoj srazmeri takvoj da je vatra prema
vazduhu kao vazduh prema vodi, a vazduh prema vodi kao voda prema zemlji. Razume se, prvi
fragmenat se odnosi na troc¢lane, a drugi na ¢etvoroclane neprekidne proporcije. Nacin da se dospe
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Deduktivne strukture dokaza ovih dvaju stavova medusobno se ne razlikuju i
sastoje se iz stavova koji su posledice samo stava VIL.5. Medu njima su stavovi
VII.13, VII.16, VII.17 i VIL.18 koji se, kao i stav VIL.5 mogu dokazati upotre-
bom oblutaka.?® Medutim, i dokazi stavova VIIL.11 i VIIL.12 upotrebom oblutaka
(teorema 31 (VIIL.11) i njen stereometrijski analogon) podrazumevaju znanje ovih
Cetiriju stavova tako da i njih, zajedno sa temeljnim stavom VII.5, s visokom pouz-
danoséu mozemo pripisati ranim pitagorejcima.

«—4 VIL13 |« VIL10 QVH.? \
VIIL12
-

VIL5
/
| VIL16 |« VIL.15 |« VIL12 |« VIL6 ]|

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.12

U stavu VIII.18, Euklid ¢e utvrditi da vazi opstija tvrdnja od one iz stava
VIII.11, nalazaéi da za dva slicna povrsinska broja postoji srednje proporcionalni
broj. Proizvodi rs i r's’ su sliéni ako su im stranice proporcionalne (VII. def. 22)
tako da Euklid u dokazu pretpostavljadajer:s=1r":s tj.r:r' =s:s (VIL13)
i, u analogiji sa dokazom stava VIII.11, upotrebom stava VII.17 dolazi do zakljucka
dajesr:sr’' =r:r' =s:58 =r's:r's’. Medutim, na osnovu stava VIL.16 (koji u
Euklidovom dokazu nije eksplicitno upotrebljen) je sr = rs i sr’ = r's pa ée zato
's biti srednje proporcionalni broj za rs i s, tj. rs : 7's = r's : r's’. Stavie,
kao i u stavu VIII.11, na osnovu devete definicije pete knjige, on zakljucuje i da
je razmera povrsinskog broja prema slicnom povrsinskom broju dva puta viSa od
razmere homolognih strana.

[ VIL17 |+ VIL.13 || VIL10 |« VIL9 |
/ ™
i

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.18

<

Stav VIII.19 u kojem Euklid dokazije da ,za dva slicna zapreminska broja
postoje dva srednje proporcionalna broja“, u analogiji je sa stavom VIII.18. Na isti
nac¢in na koji smo upotrebom sterometrijske slike utvrdili da stav VIII.12 pripada
aritmetici oblutaka, mozemo utvrditi da joj pripada i stav VIII.19.

Kao i stavovi VIII.11 i VIII.12, stavovi VIII.18 i VIIL.19 su posledice samo
jednog Euklidovog stava — VII.5. Njihovi dokazi su sli¢ni, po¢ivaju na istim pre-
tpostavkama, i svi su podjednako jednostavni. Stavise, obluci su dovoljno sredstvo

do primera ovakvih proporcija bio je dostupan upotrebom tvrdnji koje ¢e Euklid kasnije dokazati
u stavovima VIII.11 i VIIT.12.
30 videti poglavlje 3.
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za njihovo dokazivanje,®! tako da bi i stavovi VIIL.18 i VIIL.19 mogli pripasti peri-
odu ranog pitagorejstva kao sto mu pripadaju i stavovi VIIL.11 i VIII.12.

Vi ~—{ VIL10| «4\/119

| VIL16 ] < VIL15 |« VIL12 AVHG

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.19

10.4. Sli¢ni povrsinski i zapreminski brojevi

U stavu VIII.20 Euklid dokazuje da ¢e povrsinski brojevi biti sli¢ni, ako za njih
postoji srednje proporcionalni broj. Ovaj stav je obrat stava VIII.18. Pretpostavl-
jajuéi da su j, [ i m brojevi takvi da je j : [ = [ : m, Euklid dokazuje da postoje
brojevi p, q, ri stakvidajej=qp,m=rsip:q=r:s.

Kao i dokaz stava VIII.18, dokaz njemu obratnog stava — VIIIL.20 zasnovan je
samo na znanju stavova sedme knjige. Zaista, ako su p i r najmanji brojevi takvi
dajep:r=j:01=1:m (VIL33), tada postoji broj ¢ takav da je j = gp il = qr
(VIL.20). Kako je I = rq (VIL16!) i m = rs, bie | : m = q : s (VIL.17), a kako je
p:r=1l:mbiteip:r=gq:s Sadajeip:q=r:s (VIL13), pasugpirs slicni
povrsinski brojevi. Kao i u dokazu stava VIII.18, ni u ovom Euklidovom dokazu
stav VIL.16 nije eksplicitno upotrebljen, tako da i on ostaje nedorecen.>?

VII.19 Y
VII. 18

| VIL20 |3

[VIL16] < VIL15 | VIL12 |«—{ VILG]

/ ~
Y VII.3
i

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.20

:

VIL4 |«| VIL2|«{ VIL1]|| ||VIL5]

k

VII.33

IS

ﬂ

Stav VIIL.21 je obrat stava VIII.19. On je u analogiji sa stavom koji mu
neposredno prethodi buduéi da se njime utvrduje da ¢e zapreminski brojevi biti
sli¢ni ako za njih postoje dva srednje proporcionalna broja. Njegov dokaz, medutim,

31Videti dokaz teoreme 32 (VIIL.18).

32 Tome bi mogla biti od pomoéi upotreba stava VIII.18 na sledeé¢i nacin: Ako su p i r
najmanji brojevi takvida je p:r =7 :1=1:m (VIL33), tada postoji broj ¢q takav da je j =¢p i
I = gribroj s takav da jel = spim = sr (VI1.20). Medutim, tadajep:r=j:1=1:m =qr: sr.
Zatojep:r=gq:s (VIL18) pajeip:qg=r:s (VIL13). Videti [22, vol. i, str. 377].
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nije u analogiji sa dokazom stava VIII.20, bududéi da se ne poziva samo na stavove
sedme, veé¢ i osme knjige Flemenata. Zato je deduktivna struktura dokaza stava
VIIIL.21 znatno slozenija od deduktivne strukture dokaza stava VIII.20.

VIL3
«,i VIL4 |« VIL2 |« VIL1
VIL10 |+ VILY

™~

VIIL.22 VAL

X T A
[VIIL.21| VIIL2 |~ VIL17| Y VIL16] <[ VIL15 | < VIL12 | <[ VIL6 ]|

//<\
HVILLY

—Avies|.
VIL27 \
i

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.21

Y
VIL2 |+ VI1.23]

Dokaz stava VIII.22 zahteva punu paznju buduéi da nije potpun. U njemu
Euklid upotrebljava stav VIII.20 u nameri da dokaze tvrdnju prema kojoj, ako je
j:1=1:miako postoji broj p takav da je j = p?, tada postoji broj q takav da
je m = ¢%. Iz stava VIII.20 naizgled neposredno sledi da ée, u posebnom sluéaju
kada je povrsinski broj jednak nekom kvadratnom broju, i njemu slican broj biti
takode kvadratni broj ako za njih postoji srednje proporcionalan broj. Medutim,
time je dokazan Euklidov stav VIII.22 samo u sluc¢aju kada je p prost broj. Tada
se j moze rastaviti samo na medusobno jednake ¢inioce pa se i njemu slican broj m
moze rastaviti na medusobno jednake ¢inioce. Da bi bila dokazana opsta teorema,
neophodno je utvrditi da, i ako se kvadratni broj j moze rastaviti na nejednake
¢inioce, njemu slican broj m svejedno moze biti rastavljen na jednake ¢inioce.?3 U
Euklidovom dokazu ovo prosto nedostaje.

Stav VIIL.23, prema kojem je krajnji broj neke ¢etvoroclane neprekidne pro-
porcije kub ako je prvi broj kub, u analogiji je sa stavom VIII.22. Zato je i njegov
dokaz koji je takode u analogiji sa dokazom stava VIII.22, podjednako nepotpun
kao i dokaz stava VIIIL.22.

Buduéi da se u dokazima slede¢ih dvaju stavova — VIII.24 i VIII.25, poziva na
prethodna dva stava, i oni ostaju nedoreceni. U stavu VIII.24 Euklid dokazuje da
ako su dva broja jedan prema drugom u razmeri kvadratnog broja prema kvadrat-
nom i prvi broj je kvadrat, onda je i drugi kvadrat. On je jednostavna posledica
stavova VIIL.8, VIIL.18 i VIII.22. Stav VIIL.25 je u analigiji sa stavom VIII.24.
Odnosi se na kubove, a ne na kvadrate. I njegov dokaz je u analogiji sa dokazom

33 Ovaj nedostatak Euklidovog dokaza primetio je Van der Verden [53, str. 154].
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stava VIII.24. Na isti nacin na koji je stav VIII.24 posledica stavova VIIL.8, VIII.18
i VIII.22, stav VIII.25 je posledica stavova VIIL.8, VIII.19 i VIII.23.

Tako se u njihovim dokazima upotrebljavaju stavovi o neprekidnim proporci-
jama, stavovi VIII.24 i VIIL.25 se ne ticu neprekidnih proporcija ve¢ odnésa kva-
dratnih (i kubnih) brojeva. I u dokazima stavova VIIL.26 i VIIL.27 koji dolaze
za njima, kojima se zavrsava osma knjiga Elemenata, upotrebljavaju se stavovi o
neprekidnim proporcijama. Medutim, ni oni se ne odnose na neprekidne proporcije.

U stavu VIII.26 Euklid dokazuje tvrdnju prema kojoj

slicni povrsinski brojevi su jedan prema drugom u razmeri
kvadratnog broja prema kvadratnom broju,

a stav VIII.27 je njegov sterometrijski analogon koji se odnosu na kubne brojeve.
U dokazu stava VIII.26 Euklid pretpostavlja da su j i m dva sli¢na povrsinska
broja i, na osnovu stava VIII.18 nalazi da postoji njihov srednje proporcionalni broj
l. Tada postoje najmanji brojevi j/, I’ i m’, srazmerni brojevima j, [ i m (VIIL.2
ili VIL.33). Na osnovu posledice koja dolazi uz Euklidov stav VIIL.2, j/ i m’ su
kvadratni brojevi, pa su brojevi j i m srazmerni dvama kvadratnim brojevima.

VI1.20 | +—— VIL4 |« VIL2 |« VIL1]|
RN
VIL21 VIL13 |« VIL10] <] vn.g{

VIIL1
/\ VIL14

%/J VIL16 |« VIL15 |+ VIL12 || VIL6 |

| VIIL.26 |« VIIL.2
! = g
1.1
Vi) ¥ | =
AVIL2 L
VIL27 | VIL.24 |« VI1.23]
-

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.26

U analogiji sa dokazom stava VIII.26, Euklid dokazuje stav VIII.27 prema
kojem sli¢ni zapreminski brojevi su jedan prema drugom u razmeri kubnog broja
prema kubnom broju (VIIL.27). Umesto stava VIII.18 u dokazu upotrebljava njegov
stereometrijski analogon, stav VIII.19. U tome je sva razlika deduktivnih struk-
tura dokaza stavova VIII.26 i VIIL.27. Uloga stava VIIL.2 (i njegove posledice) u
dokazima ovih dvaju stavova je ista.

Problematici sli¢nih povrsinskih brojeva Euklid ¢e se vratiti na samom pocetku
devete knjige Flemenata. U stavu IX.1 dokazate da je proizvod dvaju sli¢nih
povrsinskih brojeva kvadratni broj, a stav IX.2 je njegov obrat. U njemu Euk-
lid pretpostavlja da je proizvod dvaju brojeva kvadratni broj i dokazuje da su onda
ta dva broja sliéni povrsinski brojevi.
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VIL.20 | +—— VIL4 |« VIL2 |« VIL1]|
AR
VIIL.21 VIL10 |+ VII.S{
A

VIL17| | [ VIL16 |~ VIL15 || VIL12 |« VIL6]
<~
T S VIL19

VIIL19 |
‘\H Y
| VIL.24]<{ VI1.23]
viL26] "

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIIL.27

/

/X

| VIIL.27 |« VIIL.2

L\

10.5. Kanonsko predstavljanje neprekidnih proporcija

Iz pretpostavke da je p, ¢ par najmanjih brojeva koji su u istoj proporciji, sledi
da su svi ostali parovi brojeva koji su im proporcionalni oblika kp, kg (VIL.20), tako
da se postavlja pitanje da li ¢e, u analogiji, formulom

kp? : kpq = kpq : kq*
biti zadate sve trojke neprekidno proporcionalnih brojeva koje su upotrebom stava

VIIL.2 generisane odnosom medusobno prostih brojeva p i q. Iz istog razloga
postavlja se i pitanje da li ée formulom

kp® : kp®q = kpq : kpg® = kpq® : kq®

biti zadate sve ¢etvorke neprekidno proporcionalnih brojeva koji su u istom odnosu
p : q. Na ova dva pitanja Euklid je dao uputstvo za odgovor dokazavsi stavove
VIIIL.20, VIII.21 i poslednja dva stava osme knjige Elemenata. Zaista, na osnovu
stava VIIL.20, j i m ée biti dva slicna povrsinska broja ako postoji njihov sred-
nje proporcionalni broj [, a na osnovu stava VIII.26 oni ¢e biti srazmerni dvama
kvadratnim brojevima p? i ¢2. Dakle, ako je j : I = [ : m, tada postoje brojevi k,
piq takvi da je j = kp? i m = kq?. Medutim, kako je p:q =p® : pqg = pq: ¢*
(VIIL.11), bi¢e I = kpq pa, ako su p i ¢ medusobno prosti pa zato i najmanji
brojevi u toj proporciji (VII.21), formulom kp? : kpq = kpq : kq? ¢e biti zadate
sve trojke neprekidno proporcionalnih brojeva koji su u razmeri p : ¢ (VIL.20).
U analogiji sa prethodnim rasudivanjem, uz upotrebu stavova VIII.21, VIIL.27
i VIII.12 umesto VIIL.20, VIII.26 i VIII.11, moze se utvrditi da su formulom
kp? : kp?q = kp?q : kpg® = kpq® : kq® zadate sve Getvorke neprekidno propor-
cionalnih brojeva koji su u razmeri dvaju medusobno prostih brojeva p i q.

U skladu sa Euklidovim obi¢ajem s pocetka osme knjige, da stavove dokazuje
samo u slucaju troclanih i ¢etvoroclanih neprekidnih proporcija, a da ih formulise
kao opste stavove koji se odnose na proizvoljne neprekidne proporcije, doda¢emo
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da su, na isti na¢in kao i u prethodnim dvama izdvojenim slu¢ajevima, formulom
kp" c kp"lg=kp" g kp" 2 = ... = kpg" ' kg,

iscrpljene sve neprekidne proporcije sa proizvoljno mnogo ¢lanova kojima je razmera

pb-q.

Dakle, ako su tri broja neprekidno proporcionalni, oni ée biti oblika kp?, kpq,
kq* (VIIL.20, VIIL.26) pa, ako je prvi od njih kvadratni broj, i k ée biti kvadratni
broj. Zato ¢e i poslednji — kq?, biti kvadratni broj. Time je dokazan stav VIII.22.
Na isti na¢in, u analogiji, moze se dokazati i stav VIII.23. Zato je ovim dvama
stavovima i njihovim posledicama, stavovima VIII.24-25, mesto na samom kraju
osme knjige, iza Euklidovih stavova VIII.26-27. Za njima bi mogao da dode veé¢
pomenuti stav IX.1, a posle njega i njegov obrat, stav IX.2. To su poslednji stavovi
u FElementima koji se odnose na sli¢ne povrsinske brojeve.

10.6. Kubni brojevi

Upotrebom neprekidnih proporcija Euklid u stavovima IX.3-7 dokazuje neko-
liko jednostavnih osobina kubnih brojeva. U stavovima IX.3 i IX.6 on dokazuje
da je neki broj kub ako i samo ako je njegov kvadrat takode kub, a u stavovima
IX.4 i IX.5 da je proizvod nekog broja i nekog kubnog broja, kubni broj ako i
samo ako je taj broj takode kubni broj. Stavom IX.7 u kojem dokazuje da je
proizvod slozenog (ili povrsinskog) broja i bilo kojeg broja zapreminski broj, on
blize objasnjava sadrzaj definicija VII.def. 16 i VII. def. 18. U stavu IX.3, Euklid
pretpostavlja da je zadat neki kubni broj i dokazuje da je i njegov kvadrat takode
kubni broj. Zaista, ako je zadat kubni broj p?, tada je

lip=p:p?=p*:p° i 1:p*=p’: (p%)?

IX.3]~ VIILS
s X VIL3 .«

V120 [ VIL4 |« VIL2|«] VIL1
120) o VL Vi) (VL]
VIL13 ]+ VIL10 4\/11.9{

VIIIL.20
A

VIIL3 ,
r VIL14 !/

[ViL21 VIIL2] < VIL17| N VIL16 | <[ VIL15 |« VIL12 || VIL6]

/4/<\\‘
VIIIL.23 VII.18 VII.19

AVIL25 | g
VIL.27 | VIL.24 |« VI1.23]
-

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava 1X.3
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(VIL def. 20). Dakle, postoje dve srednje proporcionale izmedu 1 i p3, pa zato
postoje dve srednje proporcionale i izmedu p? i (p3)? (VIIL8). Medutim, buduéi
da je p® kubni broj, i (p*)? ¢e biti kubni broj (VIIL.23). Stav IX.6 u kojem Euklid
dokazuje obratno tvrdenje, podjednako je jednostavno dokazati kao i stav IX.3,
a njegova deduktivna struktura je ¢ak malo sloZenija. Slicno se moze reéi i o
stavovima IX.4 i IX.5. Naprotiv, deduktivna struktura dokaza stava IX.7 je trivi-
jalna. I sam dokaz je sasvim jednostavan. U njemu Euklid primecuje da je slozeni
broj proizvod dvaju brojeva pa se zato njegovim mnozenjem sa bilo kojim brojem
dobija zapreminski broj. Drugim re¢ima, dokazao je da je (pq)r = pqr za bilo koje
brojeve p, ¢ ir. Ovim stavom Euklid je uskladio definiciju proizvoda dvaju brojeva
(VII. def. 16) sa definicijom zapreminskog broja (VIL. def. 18).

10.7. Neprekidne proporcije u IX knjizi

Problematici neprekidnih proporcija sa proizvoljno mnogo ¢lanova u posebnom
slucaju kada im je jedinica na prvom mestu, Euklid ¢ée se vratiti i u devetoj knjizi
u stavovima IX.8-13. Pretpostavljajuéi da je

Lipp=p2:ip3=...=Pn-2:Pn-1="Pn-1:Pn-
u njima on dokazuje:
e da Ce brojevi ps, ps, 7, ... biti kvadrati, da ée brojevi py, p7, P10, - - - biti
kubovi, a da ¢e brojevi pr, p13, P19, - - - biti i kvadrati i kubovi (IX.8),
e da, ako je ps kvadratni broj, onda ée svi ostali brojevi koji pripadaju
neprekidnoj proporciji, biti kvadratni brojevi, a ako je pa kubni broj, svi
ostali ¢e biti kubni brojevi (IX.9),

e da, ako ps nije kvadrat, onda nijedan od ostalih brojeva nece biti kvadrat
osim ps, ps, p7, - .., a ako nije kub, onda nijedan od ostalih brojeva nece
biti kub osim pq4, p7, P10, ... (IX.10),

e da je koli¢nik brojeva p,, i py broj p,_x (IX.11),34

e da, ako je p, deljiv nekim prostim brojem, onda je tim prostim brojem
deljiv i broj ps (IX.12),

e da, ako je ps prost broj, onda broj p, nece biti deljiv ni sa jednim brojem
osim sa P2,P3y---DPn—1 (IXIS)

Sa izuzetkom stava IX.11 koji je posledica samo jednog stava — VII.15, svi
ostali stavovi iz ove skupine imaju slozene deduktivne strukture.

[ VIL15 | «—{ VIL12 |« VIL6]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava IX.11

34 Drugim re¢ima, pypp; = pr4i, ili phpl = phti,
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Medu njima najslozenije deduktivne strukture imaju stavovi IX.12 1 IX.13. Prvi
od ovih dvaju stavova Fuklid neée kasnije koristiti, a stav IX.13 upotrebiée u dokaz-
ima stavova IX.32 i IX.36. U dokazu stava IX.32 njegova upotreba je suvisna,>® dok
je u dokazu stava IX.36 o savrSenim brojevima, znacajna. U deduktivnoj strukturi
dokaza stava IX.13 sadrzana je i deduktivna struktura stava I1X.8.

Svi stavovi devete knjige koji se odnose na neprekidne proporcije kojima je
jedinica na prvom mestu jednostavno se dokazuju znajuéi da su formulom

lip=p:p>=...=p" t:p"
zadate sve takve proporcije. Medutim, ovu tvrdnju o kanonskom predstavljanju
neprekidne proporcije sa jedinicom na prvom mestu, Euklid ne dokazuje tako da
mu je preostalo da pojedina¢no dokazuje osobine ovih proporcija koje u mnogome
opisuju prethodnu formulu. On to ¢ini dokazujuéi stavove 1X.8-13.

| VIIL.22| | VIL.33 ]« [VIL3]
VIL.20 VH4\§ VIL2 |« VIL1]

>
\ VII.13 |« VIL.10 { VIL9

— VIIL2 >{ VIL 17 N VIL16 | <[ VIL15 | <[ VIL12 | <[ VIL6 |
=]
VIL18 AT
a—‘ IX.11

IXS\ | VIL.27 |+ VIL.25 |~ VI 24\4 VIL23]
Ntz

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava IX.13

Neprekidnim proporcijama sa proizvoljno mnogo ¢lanova Euklid ¢ée se vratiti
dokazujudi stavove IX.17 i IX.35. Medutim, za razliku od prethodnih stavova de-
vete knjige, u ovim stavovima nee pretpostaviti da je jedinica na prvom mestu
neprekidne proporcije.

10.8. Prosti i medusobno prosti brojevi u IX knjizi

U dokazima stavova IX.14-20, uz jedan izuzetak, Euklid upotrebljava samo
stavove sedme knjige Elemenata tako da je i njima mesto moglo biti u sedmoj knjizi.
Izuzetak je stav IX.15 prema kojem ¢e zbir dvaju brojeva biti uzajamno prost sa
tre¢im brojem ako su ta tri broja najmanji medu onima koji su u neprekidnoj
proporciji. U njegovom dokazu Euklid upotrebljava i stav osme knjige — VIIIL.2,

350 ovome je vecé bilo reéi reci u odeljku 6.2.
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ali i dva stava druge knjige — I1.3 i 11.4.3® Razume se, stavove druge knjige koji
su dokazani za proizvoljne duzi on sme da upotrebi kao aritmeticke stavove buduéi
VIL.17
VIIL.19 4_|i| VIIL.13
4 [VIL20| S VIL4 |+ {VIL2]«{VIL1]| | [VIL5]
ViLal |y /
\

da se oni odnose i na celobrojne duzi.
VILIS VIL10 ﬂ%]
[1X.14 |~ VIL30] 1 L
(Vir2o]  [ViLie|~{viris | YIL12 || ViL6]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava 1X.14

Prvi iz ove skupine stavova — IX.14, odnosi se na faktorizaciju prostim broje-
vima. Ovaj stav je znac¢ajan bez obzira na to sto ga Euklid kasnije ne upotrebljava.
On u njemu dokazuje da najmanji zajednicki sadrzalac proizvoljnog skupa prostih
brojeva nije deljiv ni sa jednim prostim brojem koji ne pripada tom skupu. Dokaz
je jednostavan. Ako je p najmanji broj koji dele prosti brojevi py, p2, i p3 i, ako
za neki prost broj k koji je razli¢it od svakog od ovih triju prostih brojeva, postoji
broj q takav da je p = kq, tada prosti brojevi p1, ps2, i p3 dele p, a ne dele m pa, na
osnovu stava VII.30, dele q. Medutim, tada p nije najmanji broj koji dele brojevi
P1, P2, 1 p3, a po pretpostavci on to jeste. Razume se, dokaz ostaje isti i ako prostih
brojeva koji dele p ima vise od tri.

VIL20 | +— VIL4 |« VIL2 |« VIL1]
VIL VIL10 |4 VII.E{
A
.

L VIL16 || VIL15 |« VIL12 |« VIL6]

BH VIL19

/

| VIL.27 |+ VIL25 | ] V1'1.2‘4'M VIL23]

e

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava IX.15

36U stavu 11.3 Euklid dokazuje da je (a 4 b)a = ab+ a2, a u stavu IL4 da je (a 4 b)2 =
a® + b2 + 2ab.
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Tako je naizgled tako, stav IX.14 nije stav o jedinstvenoj faktorizaciji prirodnih
brojeva prostim brojevima.?” Euklid zapravo ne primeéuje da se svaki broj na
jedinstven nacin moze iskazati kao proizvod prostih brojeva tako da njemu izmice
osnovni stav aritmetike o jedinstveno faktorizaciji. Da bi ga dokazao morao je da
utvrdi da je svaki broj proizvod prostih brojeva i da se isti prosti brojevi ne mogu
javiti razli¢it broj puta u razli¢itim faktorizacijama istog broja. Medutim, u dokazu
stava IX.14 on to ne ¢ini. Stavise, on ne primeéuje ni to da ée najmanji zajednicki
sadrzalac nekog skupa prostih brojeva biti proizvod tih prostih brojeva.

VIL13 ]~ VIL10 |+{ VIL9 |

\ IX.16T\<—{ I/IIQO || VIL4|+{ VIL.2]|+{ VIL1] bﬂﬁ \

| VIL.21 |+ VIL16 |« VIL15 |« VIL.12 |« VIL6 ]|

]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovoog stava IX.16

U stavu IX.16 Euklid dokazuje da ne postoji broj r takav dajep:q =q:r ako
su brojevi p i ¢ uzajamno prosti. Dokaz je jednostavan. Iz pretpostavke da su p i
g uzajamno prosti brojevi sledi da su i najmanji u toj proporciji (VIL.21), pa zato,
redom, dele brojeve ¢ i r (VI1.20), a to je u neskladu sa pretpostavkom da su p i g
medusobno prosti.

[VIT.13

!

| VIL20 |&—| VIL4 || VIL2|«| VIL1]| | [VIL5]

]

| VIL.21 |+ VIL16 |+ VIL15 |« VIL.12 |+~ VIL6 ]|

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava IX.17

U stavu IX.17 Euklid pretpostavlja da je zadata proporcija

P1:ip2=pP2:pP3=...=Pn-2:1Pn-1=Pn-1":Pn,

kojoj su njen prvi i poslednji ¢lan, p; i p,, medusobno prosti brojevi, i dokazuje
da onda ne postoji broj p takav da je py : po = p, : p. Ako bi postojao, bilo bi i
p1 i pn = po2 ¢ p (VIL13), a kako su p; i p, medusobno prosti oni bi bili najmanji
brojevi u toj razmeri (VII.21) pa bi postojao broj m takav da je po = mp; (VIL.20).
Tada py deli po, a kako je p1 : po = po2 : p3 i p2 deli p3, pa p1 deli p3, a zatim i py
itd., a na posletku, i broj p,. Ovo je opet u suprotnosti sa pretpostavkom da su p;
i p, medusobno prosti brojevi.

37Hit ovo previda [22, vol. T1, str. 403].
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U stavovima IX.18 i IX.19 Euklid utvrduje kada je moguce naéi drugu i treéu
proporcionalu zadatih brojeva. U stavu IX.18 nalazi kada je, i kako, za dva zadata
broja p i ¢ moguce nadi broj r takav da je p: ¢ = ¢ : r. Na pocetku dokaza on (bez
potrebe) primeéuje da brojevi p i ¢ ne smeju biti medusobno prosti (IX.16) da bi
zatim, upotrebom stava VII.19, dokazao da broj r postoji ako i samo ako broj p

deli broj ¢2.
44 VIL9
\

[ VIL5 |

| VIL17 |+~—] VIL13]
Y

Lol
VIL20 | 4= [ViL4]<[ViL2]<[VIL1]

|IX.18|«{1X.16| || VIL16|~{ VIL15 |«~—] VIL12 |~ VIL6]

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava IX.18

U analogiji, on u stavu IX.19 nalazi kada je, i kako, za tri zadata broja p, ¢ ir
moguée naéi broj s takav da je p: ¢ = r : 5.3% Uz stav VIL.19 koji koristi i u dokazu
stava IX.18, u dokazu stava VII.19 on koristi i stav VII.14, a umesto stava IX.16,
stav IX.17.

-VII.14
VII.17
v

VIL19|.

~[viLs]
| VIL4 | VIL2 |+ VIL1]

[IX.19 |+ 1X.17] |[VIL16]+{ VIL15|+— VIL12|~—| VIL6]

}

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava IX.19

U poslednjem stavu ove skupine — IX.20, Euklid dokazuje da prostih brojeva
ima neograni¢eno mnogo. On pretpostavlja da postoje tri prosta broja, p, ¢ i r
i dokazuje da, mimo njih, mora biti jo§ prostih brojeva. Ako ih ne bi bilo, broj
pqr + 1 ne bi mogao da bude prost. Medutim, tada postoji prost broj s koji deli
broj pgr + 1 (VIL.31). Ako bi broj s bio jedan od brojeva p, g, r, on bi delio
proizvod pqr, pa bi delio i jedinicu, a takav broj ne postoji. Dakle, s je prost broj

38 Hit je misljenja da tekst dokaza stava IX.19 nije do nas dospeo u izvornom obliku buduéi
da u njemu ima ozbiljnih materijalnih gresaka [22, vol. II, str. 411].
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koji se razlikuje od prostih brojeva p, ¢ i 7. Razume se, dokaz ostaje isti i ako se
pretpostavi da prostih brojeva ima vise od tri.

|IX.20 |« VIL31 ]|

Deduktivna strukture dokaza Euklidovog stava I1X.20

10.9. Geometrijska progresija i savrSeni brojevi

Posle stavova IX.21-34 koji se odnose na parne i neparne brojeve, u stavu
I1X.35 Euklid nalazi poznati obrazac za sumu zadate geometrijske progresije, da bi
u poslednjem stavu devete knjige — 1X.36, prikazao formulu za nalazenje savrsenih
brojeva — onih koji su jednaki sumi svojih delitelja.

U stavu IX.35 Euklid pretpostavlja da su p1, pa, ..., Pn, Pnt1 ¢lanovi geometri-
jske progresije i upotrebom stavova VII.11-13 dokazuje da je tada

(p2=p1) :p1 = (Pnt1—p1) : (P1+p2+ - +pn).
Zato, ako sa S, oznatimo sumu p; + ps + - - - + Py, lako je utvrditi da je tada

g P1(Pnt1 —D1) _ pl(p;fl -1 _ pi(g" — 1)

" P2 —p1 21 g—1 "~

gde je g koli¢nik progresije.

VIL13 |+ VIL10 \ﬁvn.g \
A
1
‘i] VIL7 \A/ [VIL5 ]
N P

Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava IX.35

Buduéi da se odnosi na neprekidne proporcije proizvoljne duzine ovaj stav ne
moze pripadati ranom pitagorejstvu iako njegovoj deduktivnoj strukturi pripadaju
samo stavovi sedme knjige Elemenata koji se mogu dokazati upotrebom oblutaka.>®

U poslednjem, trideset Sestom stavu devete knjige Elemenata, on dokazuje da
¢e broj n koji je zadat formulom n = p - 2F~1, gde je k broj takav da je suma
p=1+2+---+ 251 prost broj, biti savrgen.?’ Pored stavova sedme knjige,
u dokazu on neposredno upotrebljava dva stava devete knjige — IX.13 i IX.35.

39 Burkert [9, str. 435] je misljenja da ovaj stav pripada Akademiji.

40 prema Euklidovim reéima
Ako se uzme ma koliko neprekidno proporcionalnih brojeva sa jedinicom na
prvom mestu u razmeri jedan prema dva i to dotle dok zbir svih tih brojeva
ne postane prost broj i ako taj zbir pomnoZen poslednjim brojem proizvodi
nesto, bic¢e dobiveni broj savrsen.
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Razume se, stav 1X.35 upotrebljava da bi nasao sumu neprekidno proporcionalnih
brojeva 1,2,22, ..., 2k 1

Deduktivna struktura dokaza stava IX.36 je izuzetno slozena. Njoj pripada
mnostvo stavova Euklidovih aritmetickih knjiga od kojih neki sami imaju veoma
slozenu deduktivnu strukturu (poput stava 1X.13).4! Zato je ovaj dokaz mogao nas-
tati tek u Euklidovo vreme ili neposredno pre njega.*?> Buduéi da je ovo poslednji
stav aritmetickih knjiga koji, uz to, ima deduktivnu strukturu koja je slozenija od
bilo koje druge, njegov dokaz je i kruna Euklidove deduktivno utemeljene aritme-
tike, na isti na¢in na koji je i dokaz Pitagorine teoreme kruna njegove geometrije u
prvoj knjizi Elemenata.*® Zato nije isklju¢eno da dokaz stava IX.36 pripada samom
Euklidu.

1X.13 ...
ViL14 ]

VIIL.19

VIL.13

- VIIL.17
v

VIL18
VIL20 | £ VIL4 |«{ VIL2|«{ VIL1|| | |VIL5]
A
|IX.36 |+ VIL.29 | |[ VIL16|+{ VIL15|+— VIL12]+— VIL6 |
[IX.35 ...] |VIL21]

Nepotpuna deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava I1X.36

41 Deduktivnoj strukturi dokaza stava IX.36 pripada 29 stavova VII knjige Elemenata (svi
od prvog do dvadeset sedmog, dvadeset deveti i trideset prvi), sedam stavova VIII knjige i stavovi
I1X.8, IX.11, IX.13 i IX.35.

42 Burkert [9, str. 431] je misljenja da savrsenih brojeva ne moze biti pre Aristotela. Naprotiv,
Beker [6, str. 539-544] je na stanovistu da stav IX.36 dopire iz najranijeg perioda pitagorejstva
buduéi da ga je moguce dokazati upotrebom stavova 1X.21-34 o parnim i neparnim brojevima
koji se mogu dokazati upotrebom oblutaka.

43 Proklo tvrdi da je Euklid Pitagorinu teoremu ,naéinio izvesnom zahvaljujuéi najsjajnijem
dokazu“. Proclus, str. 426. Videti i [37].
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Teetetove teoreme

Na prvi pogled izgleda da stavovima VIII.14-17 i nije mesto u osmoj knjizi
Elemenata jer se u njihovim formulacijama ne pominju neprekidne proporcije.
Medutim, teorema VIII.6 i njena posledica VIIL.7, koje pripadaju teoriji nepre-
kidnih proporcija, imaju kljuénu ulogu u njihovim dokazima. Budué¢i da se na
njih Euklid ne poziva ni u jednom drugom stavu u aritmetickim knjigama FEle-
menata, ova dva stava — VIII.6 i VIIL.7, oc¢igledno su dokazani samo u nameri da
budu upotrebljeni u dokazima stavova VIII.14 i VIII.15, a potom, posredno, i u
dokazima njima ekvivalentnih stavova VIII.16 i VIII.17. Pokazace se da su stavovi
VIIL.14 i VIIL.15 najznacajniji stavovi osme knjige jer daju odgovor na jedno od
otvorenih pitanja rane aritmetike: koji brojevi imaju racionalne, a koji iracionalne
korenove?

11.1. Kada kvadrat meri kvadrat?

Pre nego sto ¢e u stavu VIIL.7 dati odgovor na pitanje koji je potreban uslov
da prvi c¢lan neke neprekidne proporcije deli poslednji, Euklid u stavu VIII.6
dokazuje da,

ako u nizu proizvoljnog broja neprekidno proporcionalnih bro-
jeva prvi ne meri drugi, onda nijedan od ostalih nece meriti
nijedan drugi.

U nameri da u dokazu stava VIII.6 upotrebi indirektnu metodu, Euklid pretposta-
vlja da su 7, [ i m prva tri uzastopna broja u neprekidnoj proporciji sa proizvoljno
mnogo Clanova, takvi da j ne deli [, a deli m. Tada postoje tri najmanja broja p,
q, r takvadaje j:l:m=p:q:r (VIL33), pa su, na osnovu stava VIIL.3, pir
medusobno prosti brojevi. Medutim, kako je j : I = p : q i, po pretpostavci, j ne
deli [, tada p ne deli q. Dakle, p nije 1, jer 1 deli svaki broj. Zato, buduéi da su p i
r medusobno prosti, p ne deli r. Medutim, j : m = p : r (VIL.14) pa ni j ne deli m
§to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
Stav VIIL.7 prema kojem

ako u nizu neprekidno proporcionalnih brojeva prvi meri krajnji,
onda on meri i drugi,

Euklid dokazuje neposrednom upotrebom prethodnog stava na slede¢i nacin: ako
je j:1l=1:m1iako broj j ne bi delio [, ne bi delio ni m, a deli ga po pretpostavci.

123
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Sada se moze dati odgovor i na pitanje koji je potreban i dovoljan uslov da neki
kvadratni broj p? deli neki drugi kvadratni broj ¢?. Euklid to ¢ini u stavu VIIL.14
tvrdnjom da

kvadrat meri kvadrat ako i samo ako strana meri stranu.
U dokazu on primeéuje da, bududi da je p : ¢ = p? : pg = pq : ¢*> (VIIL.11), ako
p? deli g% tada, na osnovu stava VIIL7, p? deli i pg i zaklju¢uje da zato p deli ¢
(VIL def. 21). T obrat je sasvim jednostavan. Ako p deli ¢ onda i p? deli pq jer je
p:q=p®:pqg (VILdef.21). Medutim p? : pg = pq : ¢* (zato pq deli ¢°) pa p?
deli ¢2.

Vits]
VIL.20 | «—] VIL4 h VIL2 |+ VIL1]

VIL.10 4\/11.9{
VIL5
VIIL3 ‘7 VII.22

Y L3
VIIL7 | VIIL2 1117 | N VIL16 |« VIL15 |« VIL12 || VIL6 ]|

|~V
/4/<\\4
N VIL19

"\VV Y
| VIL24 |«{ VIL.23]
ViL26] "

Deduktivna struktura dokaza Euklidovih stavova VIII.6 i VIIL.7

Tako je dokaz Euklidovog stava VIII.14 sasvim kratak, njegova deduktivna
struktura je slozena. U njoj su nasli mesto skoro svi stavovi sedme knjige kao i
nekoliko znacajnih stavova osme knjige koji mu prethode — VIII.1-3, VIIL.6-7 i
VIIL.11. Veé smo primetili da su neki od ovih stavova dokazani samo iz potrebe da se
dokaze stav VIII.14 i time utvrdi koji je potreban i dovoljan uslov da jedan kvadra-
tni broj bude deljiv drugim kvadratnim brojem. Ovaj problem je tistao matematiku
petog veka. Dokazima teorema VII.24 i VIII.6 prevazidene su prepreke na putu ka
njegovom resenju. Kogod da je dokazao stav VIII.6, dokazao ga je u nameri da iz
njega sasvim jednostavno najpre izvede stav VIIL.7, a iz ovoga stav VIII.14. To
potvrduje i ve¢ pomenuta ¢injenica da se stavovi VIII.6 i VIII.7 nigde viSe ne upotre-
bljavaju u Euklidovim aritmetickim knjigama osim u dokazima stavova VIII.14-17.
Stoga stavovi VIII.6-7 i VIII.14-17 pripadaju jednoj celini. Njoj pripada i teorija
medusobno prostih brojeva iz sedme knjige Elemenata (stavovi VII.23-27) na kojoj
pocivaju dokazi stavova VIII.2 i VIIL.3, a potom i stava VIIL.6. Zato je moguce
da sve ove teoreme — VII.23-27, VIII.2-3, VIII.6-7 i VIII.14-17, poticu od jedne
osobe. Videcemo da je ta osoba mogao biti samo Teetet.
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VIL3
VIL4 \:ﬁ VIL2 |« VIL1]
VIL10 «{VH.?{

VIL5

A
VIII.14 | VIIL2 | < VIL17 | | VIL16 |« VIL15] <] VIL12 || VIL6
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e M VII.19
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VIL27 VIL.24 |« VIL.23]
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Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.14

Euklidov stav VIII.14 ima jednu veoma vaznu, iako sasvim jednostavnu
posledicu koja izgleda da je promakla istrazivacima istorije nesamerljivosti. Ovim
stavom se zapravo tvrdi da postoje brojevi p, ¢ i n takvi da je ¢ = np?, ako i
samo ako postoji i broj k takav da je ¢ = kp. Medutim, ¢ = kp ako i samo ako
je ¢ = k?p?, pa je ¢> = np? ako i samo ako je n kvadratni broj. Drugim re¢ima,
kvadratni koren broja n je racionalan broj ako i samo ako je m kvadratni broj.
Stavige, ako je n kvadratni broj, njegov kvadratni koren je (prirodni) broj.

Razume se, buduéi da 2 nije kvadratni broj, njegov kvadratni koren nije
racionalan broj. Na isti nac¢in, to nisu ni kvadratni korenovi brojeva: 3, 5, 6, 7, 8,
10,..., 17,..., itd. Sada je jasno zaSto Euklid u Elementima ne dokazuje da kva-
dratni koren broja 2 nije racionalan broj, kao §to ne dokazuje ni Teodorove stavove
o iracionalnosti kvadratnih korenova brojeva 3, 5, itd. Prosto, dokazao je mnogo
opstiju tvrdnju — stav VIIL.14. O znacaju koji Euklid daje ovom stavu govori i
to 8to u stavu VIIL.16 (nepotrebno) dokazuje i njemu ekvivalentnu tvrnju prema
kojoj kvadratni broj ne meri kvadratni broj ako i samo ako strana ne meri stranu.

11.2. Stav VIII.14 je Teetetova teorema

Aritmeticki stav VIII.14 naizgled je formulisan kao geometrijska teorema prema
kojoj kvadratna povrs meri kvadratnu povrs ako i samo ako ivica meri ivicu.
Medutim, ova geometrijska tvrdnja prosto nije istinita. Kvadratne povrsi mogu
meriti jedna drugu i kada njihove ivice ne mere jedna drugu. Euklid ovo primecuje u
posledici koja dolazi uz stav X.9, tvrteéi da veli¢ine samerljive po duzini, samerljive
su uvek i u stepenu, a one samerljive u stepenu nisu uvek samerljive i po duzini.
Tako, na primer, kvadratna povrs ivice 1 meri (dva puta) kvadratnu povrs ivice
V2, a njihove ivice nisu samerljive.

U stavu X.9 Euklid dokazuje da su
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dve duzi samerljive ako i samo ako se kvadratne povrsi kojima su
one ivice, odnose jedna prema drugoj kao kvadratni broj prema
kvadratnom broju.

Medutim, duzi a i b su samerljive ako i samo ako postoje brojevi m i n takvi da je
a:b=m:n (X.56),! tako da se ovim stavom zapravo tvrdi da dajea:b=m: n,
ako i samo ako postoje brojevi j i k takvi da je a® : b*> = j2 : k2. U posebnom
slucaju, kada je m = 11 j = 1, prema ovoj teoremi bi¢e b = na, ako i samo ako
postoji broj k takav da je b? = k2a?. Medutim, ako su a i b celobrojnih duzina p i
q, bi¢e ¢ = np ako i samo ako je ¢ = k2p?, pa p deli ¢q ako i samo ako p? deli ¢2.
Ovo nije nista drugo do tvrdnja iz stava VIII.14. Zato je ovaj stav samo poseban
slucaj stava X.9.

S obzirom na to da Papos Aleksandrijski na samom pocetku Komentara X
knjige Fuklidovih Elemenata tvrdi da je Teetet prvi

. napravio razliku izmedu kvadrata (i ostalih stepena) kojima
su strane samerljive i onih kojima nisu,>

stav X.9 pripada Teetetu, buduéi da se bas njime daje odgovor na pitanje koji je
potreban i dovoljan uslov da ivice dvaju kvadrata budu samerljive. I prema autoru
Sezdeset druge sholije u Hajbergovom izdanju Euklidovih dela, koja dolazi uz stav
X.9, ova teorema je Teetetovo otkrice. Stavise, autor sholije dodaje da je Platon
pominje u Teetetu ali u manje opstem obliku.* Buduéi da je stav VIII.14 samo
poseban slucaj stava X.9, opaska autora ove sholije bi se morala odnositi upravo na
stav VIII.14. To potvrduje i ¢uveni fragment iz Platonovog Teeteta (147 d-148b)
koji se odnosi na pitanje samerljivosti ivica kvadrata kojima su povrsine celobrojne.

Ovaj fragment sadrzi Teetetovu pripovest o sopstvenim otkri¢ima, koja
zapocCinje definicijom prema kojoj se kvadratnim brojevima nazivaju oni koji
se dobijaju mnozenjem nekog broja samim sobom. Brojeve koji se tako ne
mogu dobiti ve¢ samo mnozenjem dvaju razli¢itih brojeva, on naziva duguljastim
(pravougaonim) brojevima.® Buduéi da istice primere brojeva 3 i 5 koji su prosti,

LU stavu X.5 Buklid dokazuje da su samerljive veli¢ine u razmeri jedna prema drugoj kao
broj prema broju, a stav X.6 je obrat stava X.5. Iako to ne istice, Euklid ove stavove dokazuje
upotrebom antifaireticke definicije proporcionalnosti. Videti odeljak 8.3.

2 Videti [44, str. 63].

30 ovome raspravljaju Knor [29, str. 64] i Hit [22, vol. III, str. 30].

4Videti [29, str. 97, f. 6.

5 Prema Teetetovoj pripovesti:

Sve brojeve podelismo u dve vrste. Oni brojevi koji mogu da nastanu od
mnozenja dvaju jednakih faktora, a prikazali smo ih likom kvadrata, nazvali
smo kvadratnim ili jednakostranim...

A one brojeve izmedu tih, u koje pripadaju i tri i pet i svaki broj koji
ne moze postati od mnozenja dvaju jednakih faktora, nego nastaje ili od
veceg broja pomnozenog sa manjim ili od manjeg pomnozenog sa vec¢im i ti
brojevi odredeni su (kao likovi) jednom veéom i jednom manjom stranom, a
prikazali smo ih opet duguljastim ¢etvorouglom, tj. pravougaonikom, nazvali
smo duguljastim (pravougaonim) brojevima ...

Sve prave (duzi) koje prikazuju jednakostran broj kao kvadrat definisali smo
kao duzine, a one koje prikazuju duguljast broj kao pravougaonik definisali
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jasno je da i linearne brojeve svrstava u pravougaone. Za njega su pravougaoni
brojevi zapravo svi oni brojevi koji nisu kvadratni.

Nakon ovih definicija dolazi klju¢no mesto u Teetetovoj pripovesti koju nam
prenosi Platon:

pravougaoni brojevi ... po duzini ne mogu se meriti sa onim

velicinama (kvadratnim brojevima), a mogu se meriti sa onim

velicinama s obzirom na povrdinu koju sacinjavaju.’
Iza ove geometrijske formulacije krije se zapravo aritmeticki stav. Zaista, prema
Teetetovoj tvrdnji ivica kvadrata kojem je povrsina pravougaoni broj, nije samer-
ljiva sa ivicom kvadrata kojem je povrsina kvadratni broj, pa stoga ona nije samer-
ljiva ni sa jednom celobrojnom duzi, a za pravougaoni i kvadratni broj, kakvi god
da su, postoji njihova zajednic¢ka mera. Dakle, ako je k pravougaoni broj, prema
Teetetovoj tvrdnji odnos ivice kvadrata kojem je povrSina k i bilo koje celobrojne
duzi, nije jednak odnosu nekih dvaju brojeva p i ¢ (X.7).” Zato ne postoje kva-
dratni brojevi p? i ¢? takvi da je ¢ = kp®.® Medutim, ova tvrdnja je dokazana u
Euklidovom stavu VIII.14. Razume se, ako je k kvadratni broj, onda je ivica kva-
drata kojem je povrSina k, celobrojna duz. Dakle, vazi i obrat Teetetove tvrdnje
ali on je mogao biti poznat jo§ iz ranopitagorejskog perioda jer ga je jednostavno
dokazati upotrebom oblutaka,’ pa ga Platon u Teetetu i ne pominje.

Na samom kraju Platonovog fragmenta Teetet dodaje da vazi i analogni stav
koji se odnosi na kubove. Drugim reé¢ima, on tvrdi da ne postoje brojevi p® i ¢3
takvi da je ¢ = kp? ako k nije kubni broj. Ovu tvrdnju Euklid dokazuje u stavu
VIIL.15. Zato se i ovaj stav pripada Teetetu. Razume se, njemu pripadaju i stavovi
VIIL.16 i VIII.17 koji su ekvivalentni dvama stavovima koji im prethode.

11.3. Euklidov dokaz stava X.9

U stavu VIII.14 Euklid najpre dokazuje aritmeticku tvrdnju prema kojoj, ako
strana meri stranu, onda kvadrat meri kvadrat, a u stavu X.9 i geometrijsku
tvrdnju prema kojoj, ako su ivice samerljive, onda su i kvadrati samerljivi (jer se
jedan prema drugome odnose kao kvadratni broj prema kvadratnom broju).' Da

smo kao pravougaone brojeve (korene) jer se po duzini ne mogu meriti sa
onim veli¢inama, a mogu se meriti sa onim velicinama s obzirom na povrsinu
koju sacinjavaju. I o kubnim brojevima napravili smo nesto slicno.

Teetet, 147 d—148 b.

6 Drugim rec¢ima, ivica kvadrata koji je povrs§inom jednak povrsini pravougaonika celobrojnih
ivica, nije samerljiva sa ivicom nekog kvadrata celobrojnih ivica, a njihove (celobrojne) povrsine
su samerljive.

7 Prema stavu X.7 nesamerljive veli¢ine se ne nalaze u razmeri jedna prema drugoj kao
broj prema broju. Ovaj stav Euklid dokazuje neposrednom upotrebom stava X.6, a stav X.6
je dokazao upotrebom antifaireticke definicije proporcionalnosti brojeva koja pripada aritmetici
oblutaka. Videti odeljak 8.3.

80 ovome raspravlja Van der Verden [53, str. 166].

9 Videti odeljak 3.5.

10prema Euklidovoj formulaciji:

Kvadrati na samerljivim duzima se nalaze u razmeri kvadratnog broja prema
kvadratnom broju. I kvadrati koji se nalaze u razmeri kvadratnog broja
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kvadrat meri kvadrat ako strana meri stranu (VIII.14) moZze se dokazati upotrebom
oblutaka (slika 3.5.1). Medutim, na isti na¢in, upotrebom ociglednih sredstava, lako
se dokazuje da su kvadrati samerljivi ako su im ivice samerljive (X.9).'1 Bududéi
da su ocigledne, ove ¢injenice morale su biti poznate i pre Teetetova vremena.
Medutim, u stavovima VIII.14 i X.9 Euklid dokazuje i njima obratne tvrdnje. U
stavu VIII.14 dokazuje da

ako kvadrat meri kvadrat, onda strana meri stranu,
a u stavu X.9 opstiju tvrdnju prema kojoj

ako su kvadrati samerljivi (jer se jedan prema drugome odnose
kao kvadratni broj prema kvadratnom broju), onda su i ivice
samerljive.

U dokazu stava X.9 Euklid najpre pretpostavlja da su duzi a i b samerljive,
a zatim primenjuje stav X.5 da bi zakljucio da se one jedna prema drugoj odnose
kao neki broj m prema broju n, tj. da je a : b = m : n. Na osnovu posledice stava
VI1.20 prema kojoj su sli¢ni poligoni u dvaput viSoj razmeri od odgovarajuéih ivica,
on zakljucuje da je (a : b)? = a? : b*>. Medutim, i razmera kvadratnog broja prema
kvadratnom broju dvaput visa od razmere strane prema strani (VIII.11) te da je,
zbog toga, (m : n)? = m? : n2. Medutim, (a:b)? = (m:n)? jer jea:b=m:n pa
je zbog toga i a® : b = m? : n?.

Euklid sasvim jednostavno dokazuje i obratnu tvrdnju. On pretpostavlja da
se geometrijski kvadrati kojima su ivice @ i b odnose jedan prema drugome kao
kvadratni broj m? prema kvadratnom broju n?, tj. da je a® : b = m? : n2, i znajudi
daje a? : b? = (a:b)%i m?:n% = (m:n)?, zakljuéuje da je (a : b)? = (m : n)2.
Zbog toga je a : b = m : n pa je par duzi a, b proporcionalan paru brojeva m, n.
Kako se odnose jedna prema drugoj kao broj prema broju, duzi a i b ¢e, na osnovu
stava X.6, biti samerljive.

Euklidov dokaz je manjkav.'? U njemu se istrazuje kada je par duzi propor-
cionalan paru brojeva, a ova proporcionalnost u Flementima nigde nije definisana.
Definicija V.def.5 se odnosi na proporcionalnost veli¢ina, a VII. def.21 na pro-
porcionalnost brojeva. O uskladenosti ovih dveju definicija na skupu samerljivih
duzi, Euklid ne raspravlja. On ne daje odgovor na pitanje da li samerljive veli¢ine
koje su proporcionalne jer zadovoljavaju uslove Eudoksove definicije V. def. 5, za-
dovoljavaju i uslove aritmeticke definicije VII. def.21.13 A ipak, u svom dokazu

prema kvadratnom broju imaju za strane samerljive duzi. — A kvadrati
na nesamerljivim duzima se ne nalaze u razmeri jedan prema drugom kao
kvadratni broj prema kvadratnom broju. I kvadrati koji se ne nalaze u
razmeri jedan prema drugom kao kvadratni broj prema kvadratnom broju
nemaju za strane samerljive duZzi.

1O ovome ¢ée biti vise reéi u sledeéem odeljku 11.4.
120 ovome raspravljaju Knor [29, str. 253] i Van der Verden [53, str. 159].
13 Simsonov dokaz da je odgovor na ovo pitanje potvrdan prenosi Hit [22, vol. III, str. 25].
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Euklid upotrebljava stav VI.20 koji dokazuje upotrebom Eudoksove definicije.**
Zato dokaz stava X.9 ne moze biti Teetetov jer on nije mogao upotrebljavati ovu
definiciju. Eudoksova teorija proporcija dolazi kasnije.

Medutim, ako se antifaireticka definicija proporcije veli¢ina (duzi) primeni na
celobrojne duzi, dolazi se do antifaireticke definicije proporcije brojeva,'® pa teorija
proporcija koja je bila ve¢ razvijena u Teetetovo vreme ima jednostavnija sredstva
za dokaz stava X.9 od Eudoksove teorije proporcija. I stavovi X.5-8 kojima se
utvrduje da su dve veli¢ine samerljive ako i samo ako se jedna prema drugoj odnose
kao broj prema broju (X.5—6) i (nepotrebno) da su nesamerljive ako i samo ako
se jedna prema drugoj ne odnose kao broj prema broju (X.7-8), neposredno se
dokazuju upotrebom antifairetickih definicija proporcionalnosti veli¢ina i brojeva.t6

I dokazi tvrdnji da je (a : b)? = a? : b2, idaje (m : n)2 = m? : n?, morali su biti
poznati Teetetu buduéi da dolaze iz antifeireticke teorije proporcija i pitagorejske
teorije muzike o kojoj pise Euklid u Kanonskom preseku.'” Zato je dokaz stava
X.9 mogao nastati preradom starog dokaza koji je poc¢ivao na antifairetickoj teoriji
proporcija, u nameri da se dobije dokaz koji je zasnovan na Eudoksovoj teoriji
proporcija iz V knjige i aritmetickoj teoriji proporcija iz VII knjige Elemenata.

11.4. Kako je mogao izgledati Teetetov dokaz?

Dokaz stava X.9 mogao je biti i drukéiji. Tako Euklid to ne primecéuje, mogao
je biti utemeljen na (aritmetickom) stavu VIII.14 i na antifairetickoj definiciji pro-
porcionalnosti. Zaista, ako pretpostavimo da su duzi a i b samerljive, onda postoji
duz e koja se kona¢tno mnogo puta sadrzi i u jednoj i u drugoj (X.def.1). Ona
je njihova (ne neophodno najveéa) zajednicka mera. Ako je ¢ najveéa zajednicka
mera duzi a i b, onda se duz e sadrzi kona¢no mnogo puta i u duzi ¢ (posledica
stava X.3).'® Ako se e sadrzi p puta u duzi a, ¢ puta u duzi b, a s puta u duzi
¢, onda broj s deli i broj p i broj ¢ pa, na osnovu teoreme VIII.14, broj s? deli
brojeve p? i ¢%. Zato kvadratna povrs kojoj je ivica ¢ meri kvadratne povrsi kojima
su ivice a i b, prvu p?/s? puta, a drugu ¢*/s? puta, pa se te dve kvadratne povrsi
odnose jedna prema dugoj kao broj p? prema broju ¢2, buduéi da se prva sastoji iz
p? kvadratnih povrsi ivice e, a druga iz ¢? takvih povrsi.

Obratno, ako se kvadratne povrsi kojima su ivice a i b, odnose jedna prema
drugoj kao kvadratni broj p? prema kvadratnom broju ¢?, onda postoji kvadratni
broj s? koji deli i p? i ¢® (jer postoji najveéa zajednicka mera brojeva p i q) pa, na

14y stavu V1.20 Euklid dokazuje da se slicni mnogouglovi mogu rastaviti na slicne trouglove
i da je mnogougao prema mnogouglu u dvaput visoj razmeri odgovarajucih strana, a u njegovoj
posledici zaklju¢uje da istu osobinu imaju ¢etvorouglovi, pa dakle i kvadrati.

150 ovome je bilo rec¢i u odeljku 8.3.

161 6 ovome je bilo reci u odeljku 8.3.

17 Videti odeljak 12.4.

18 U stavu X.3 Euklid za dve samerljive veli¢ine nalazi njihovu najvecu zajednicku meru, a u
posledici primecuje da ako neka veli¢ina meri dve veli¢ine, ona meri i njihovu najvecu zajednicku
meru. Dokaz ovog stava u osnovi se ne razlikuje od dokaza stava VII.2 u kojem Euklid nalazi
najveéu zajednicku meru dvaju brojeva. Medutim, stav VII.2 moze da se dokaze upotrebom
oblutaka (teorema 19 (VII.2)) pa zato i stav X.3 pripada aritmetici oblutaka.
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SLIKA 11.4.1. Ivice a i b su samerljive ako i samo ako je a? : b*> = p? : ¢°

osnovu stava VIIL.14, broj s deli i p i q. Zato duz c koja je celobrojne duzine s,
meri i aib koje su celobrojnih duzina p i g, pa su a i b dve samerljive duzi.

Znajuéi da su stavovi VIII.14 i X.9 srodni i da imaju istog autora — Teeteta,
malo je verovatno da su njihovi prvi dokazi izvedeni dvema tako raznorodnim
tehnikama kao $to to ¢ini Euklid u Elementima. Sva je prilika da je Teetet na-
jpre dokazao stav VIII.14, a potom, njegovom upotrebom dokazao od njega opstiji
stav X.9. Euklid nije tako uc¢inio. Umesto zastarele antifaireticke, on koristi Eu-
doksovu definiciju proporcionalnosti veli¢ina i svoj dokaz uskladuje sa zahtevom
upotrebe ove nove definicije. Zato stav X.9 mora biti jedan od onih stavova u
Elementima do cijeg dokaza je Euklid doSao usavrsavanjem Teetetovih stavova, o
¢emu nas obavestava Proklo u svom Pregledu.'?

11.5. Kada kub meri kub?

Euklidov dokaz stava VIII.15 u potpunoj je analogiji sa dokazom stava VIII.14.

U njemu on dokazuje da
kubni broj meri kubni broj ako i samo ako strana meri stranu.

Na pocetku dokaza Euklid primeéuje da, buduéi da je p: ¢ = p® : p?q = p?q :
pg® = pg? : ¢ (VIIL.12), ako p? deli ¢® tada, na osnovu stava VIIL7, p3 deli i p?q i
zakljuc¢uje da zato p deli ¢ (VII. def.21). I obrat je sasvim jednostavan. Ako p deli
q onda i p3 deli svaki ¢lan proporcije p® : p?q = p?q : pg® = pg® : ¢ (VIL def. 21)
pa, dakle, i p3.

Deduktivna struktura njegovog dokaza ista je kao i deduktivna struktura do-
kaza stava VIIL.14, samo je stav VIIL.11 zamenjen stavom VIII.12. Doduse,
na samom pocetku dokaza stava VIII.15 FEuklid pominje da vazi i proporcija
p:q=p?:pg=pq:q® (VIILI1), medutim, on ovu osobine nigde ne upotre-
bljava u dokazu, tako da stav VIII.11 ne pripada deduktivnoj strukturi dokaza
stava VIIIL.15.

Kao sto dokazuje stav VIIL.16 koji je ekvivalentan stavu VIII.14, Euklid
dokazuje i stav VIII.17 koji je ekvivalentan stavu VIII.15. Buduéi da su suvisni,
nije iskljuc¢eno da su stavovi VIII.16 i VIII.17 zapravo interpolacija.

19 Prema Proklovim re¢ima Euklid je sastavio Elemente ,redaju¢i mnoge Eudoksove teoreme,
usavriavajuéi mnoge Teetetove, ...“. Videti [46, str. 68].
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Deduktivna struktura dokaza Euklidovog stava VIII.15

Kao sto se stav VIII.14 moze uopstiti da bi se dobio stav VIII.15, i stav X.9
moze se uopstiti da bi se dokazala tvrdnja da su ivice dveju kocki samerljive ako
i samo ako se kocke odnose jedna prema drugoj kao kubni broj prema kubnom
broju. To je jednostavno uciniti u analogiji sa dokazom koji je izlozen u odeljku
11.2, i to Teetetu nije moglo promaci. Euklid ne dokazuje da vazi ovo uopstenje iako
bi, u analogiji sa dokazom stava X.9, mogao to da ucini upotrebom stava VIII.12
umesto stava VIII.11, i stava prema kojem su sli¢ni poliedri jedan prema drugome
u triput viSoj razmeri odgovarajucih strana. Medutim, dokaza ovog stava nema u

Elementima, iako se on moze izvesti u analogiji sa dokazom stava VI.20, upotrebom
stava XI1.8.20

11.6. Nesklad u osmoj knjizi

Za razliku od sedme knjige Flemenata, osma se Cita sa teskocama jer u njoj
ima logickih nejasnoca. Vec s njenog pocetka nailazi se na prvu poteskocu. Knjiga
je posvecena neprekidnoj proporciji, a ovaj aritmeticki pojam Euklid i ne definiSe,
tako da Citaocu preostaje da sebi pomogne razumevanjem geometrijskog pojma
neprekidne proporcije iz pete knjige Elemenata ili nalazenjem aritmeticke definicije
kod drugih antickih autora.

Euklid se u osmoj knjizi s njenog pocetka bavi neprekidnim proporcijama koje
imaju proizvoljno mnogo ¢lanova, da bi se kasnije okrenuo neprekidnim proporci-
jama sa tri ili Cetiri ¢lana. Istorijski redosled svakako je bio drukéiji. Doduse, sve
teoreme o neprekidnim proporcijama sa proizvoljno mnogo ¢lanova Euklid dokazuje
kao da se odnose na troc¢lane ili ¢etvoroclane proporcije, i s pocetka su ove teoreme
tako morale biti dokazane, da bi kasnije pojam neprekidne proporcije bio uopsten, a

20 Prema stavu XIL8 razmera sli¢nih piramida sa trougaonim osnovama triput je viSa od
razmere odgovarajucih ivica.



132 Pitagorejska aritmetika

teoreme formulisane kao da se odnose na neprekidne proporcije proizvoljne duzine.
Medutim, u upotrebi ovog pojma Fuklid je nedosledan. U stavu VIII.4, kada nalazi
cetiri ,,neprekidno proporcionalna“ broja koji su, par po par, u zadatim razmerama,
on ne zahteva da ti parovi budu proporcionalni medusobno, ve¢ samo da su propor-
cionalni unapred zadatim brojevima. Buduéi da u dokazu stava VIII.5 upotrebljava
stav VIII.4, i u ovom dokazu se ne zahteva pomenuta medusobna proporcionalnost.
U ostalim stavovima aritmetickih knjiga ona se podrazumeva.

Medutim, u osmoj knjizi nisu samo definicije problematic¢ne. I sa stavovima
je slicno jer i medu njima mogu se naéi logicke nejasnoc¢e i nedoslednosti, a ima
¢ak i problemati¢nih dokaza. Kao §to smo veé¢ utvrdili, takav je slucaj sa dokazom
stava VIII.22 koji je nepotpun i, zbog toga, logicki neispravan.?! Isto se moze reéi
i za stav VIIL.23, a i za dve posledice ovih stavova VIII.24-25. Da bi se ove greske
ispravile nije dovoljno promeniti dokaze ovih stavova, ve¢ je potrebno promeniti i
raspored materijala u osmoj knjizi ne bi li se ovi stavovi logicki uskladili sa njenim
ostalim stavovima.

Nadalje, dokaz stava VIII.2 koji se odnosi na neprekidne proporcije sa
proizvoljno mnogo ¢lanova, sadrzi u sebi dokaze stavova VIII.11 i VIII.12 koji se
odnose na troclane i ¢etvoroclane proporcije. Medutim, Euklid to i ne primecuje.
On ne nalazi nikakvu logicku vezu medu njima. To je vidljivo i iz njihovih de-
duktivnih struktura. Odsustvo ove logicke veze upuéuje na postojanje bar dvaju
razlicitih izvora koje je kompilator (ako to ve¢ nije sam Euklid) imao pred sobom
kada je sastavljao osmu knjigu. Stariji izvor sadrzao je stavove VIII.11 i VIII.12
koji su jednostavniji za dokazivanje i u svojim dokazima pretpostavljaju stavove
koji neposredno ili posredno slede samo iz stava VIL.5. Svi ovi stavovi pripadaju
aritmetici oblutaka. Stav VIII.2 o¢igledno pripada kasnijem izvoru buduéi da se
u njegovom dokazu koriste i stavovi VII.23-27 o medusobno prostim brojevima
kojima nije mesto u aritmetici oblutaka.

Ako je istinita tvrdnja Nikomaha iz Gerase da je geometrijska proporcija bila
poznata Pitagori, onda se podrazumeva da su mu morali biti poznati neki primeri
takvih proporcija, a ne samo prazna definicija. Mogao mu je biti poznat i neki
postupak kojim se dolazi da takvih primera. Sudeéi prema FEuklidovim FEleme-
ntima, taj postupak je jedino mogao biti utemeljen stavom VIII.11. Buduéi da ga
je moguée dokazati o¢iglednim sredstvima,?? ovim stavom su mogla biti zapoceta
istrazivanja iz teorije neprekidnih proporcija, koja su, na posletku, rezultirala os-
mom knjigom FElemenata. Zapravo, osim stava VIII.11 drugih kandidata i nema.
Posle njega istrazivanja su mogla biti nastavljena dokazom stava VIII.12 koji je
morao biti poznat Hipokratu sa Hiosa, ali i stavova VIIL.18 i VIII.19 koji su samo
jednostavna uopstenja stavova VIII.11 i VIII.12. Po svemu sudeéi, ova Cetiri stava
su najstariji stavovi osme knjige.

Tvrdnji da je Euklid koristio vise razlic¢itih izvora u kompilaciji osme knjige ide
u prilog i nagli prekid sleda dokaza posle stava VIII.10. Stavovi VIII.11 i VIII.12 su
njegove neposredne posledice ali Euklid to ne primec¢uje ve¢ se u njihovim dokazima

21Na to posebnu paznju obraéa Van dr Verden koji je to prvi primetio. Videti [53, stre. 154].
22videti odeljak 5.4.
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vraca rasudivanju iz stava VIII.2. Time je nagovesten i treéi izvor. Njemu pripadaju
stavovi VIIL.8, VIIL.9 i VIIL.10 koji se upotrebljavaju u Arhitinoj muzickoj teoriji.
Oni ¢ine jednu celinu. Ovu celinu Euklid ne narusava dodajuéi joj stavove VIII.11
i VIII.12 i zato ova dva stava koji su stariji od Arhitinih stavova, ne izvodi iz
stava VIIIL.10.

Dokaz stava VIII.2 mogao je nastati tek nakon utemeljenja teorije meduso-
bno prostih brojeva iz stavova VII.23-27. Kako se ovi stavovi upotrebljavaju
neposredno i u dokazu stava VIIL.3, a posredno i u dokazima stavova VIIL.6 i
VIIL.7 iz kojih sledi Teetetova teorema — stav VIII.14, cela ova teorija mogla je
doéi iz samo jednog izvora. Ako je zaista tako, ona pripada Teetetu. Doduse, i
Arhita u stavovima VIII.8-9 upotrebljava teoriju medusobno prostih brojeva tako
da se ne moze isklju¢iti moguénost da ona pripada njemu. U tom slucaju Teetetu
ostaju stavovi VIIL.6-7 i VIII.14-17. Ipak, verovatnije je da njemu pripada i teorija
medusobno prostih brojeva i, sledstveno, dokazi stavova VIIIL.2 i VIIL.3, te da zbog
toga Teetet intelektualno prethodi Arhiti.??

Ostaje utisak da je osma knjiga nedorecena i zbog toga $to u njoj nema stava
o kanonskom obliku neprekidne proporcije kojim bi teorija neprekidnih proporcija
bila zaokruzena. Medutim, ni nedorecenost, ni nesklad u osmoj knjizi ne mogu se
pripisati Arhiti (i krugu njegovih sledbenika)?* jer Arhita svakako nije jedini izvor
koji koristi autor ove knjige, ve¢ je ,krivica“ eventualnog kompilatora koji je bio
nekritican i, na posletku, samog Euklida koji je nije valjano logicki uskladio.

Svejedno, buduéi da sadrzi teoriju kojoj je vrhunac jedan od najznacajnijih
rezultata Euklidove aritmetike — Teetetov stav, osma knjiga ima mesto medu drag-
uljima grckog matematickog stvaralastva.

230 intelektualnom poretku Teeteta, Arhite i Eudoksa raspravlja Miler [41, str. 274].
24 Videti [53, str. 153-155].
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Aritmetika i muzika

Najstariji sacuvani izvor iz kojeg saznajemo kakav je u helenskom periodu bio
odnos matematike i muzicke teorije pripisuje se Euklidu. To je kratka rasprava sa
naslovom Kanonski presek (greki, Kototoun xavévoc — Katatome kanonos; latin-
ski, Sectio Canonis), koja se sastoji iz prologa i 20 stavova. U njoj je ukratko
izlozena pitagorejska harmonijska doktrina.!

Prvih devet stavova Kanonskog preseka su aritmeticke teoreme. Sudeéi prema
njima, ova rasprava o muzici utemeljena je na veoma istancanoj teoriji brojeva. U
dokazima njenih stavova Euklid upotrebljava stavove iz aritmetickih knjiga Fleme-
nata. Tako, na primer, u dokazu stava SC.2 upotrebljava stav VIIL.7, a u dokazu
stava SC.3, stav VIII.8. Medutim, jezik koji FEuklid upotrebljava u stavovima svoje
rasprave o muzici nije isti kao jezik Elemenata veé je prilagoden teoriji muzike.
Zbog toga je analiticarima Euklidovog dela izmakla ¢injenica da u Kanonskom
preseku Euklid dokazuje neke stavove koje je ve¢ dokazao u Flementima. To su
stavovi SC.1, SC.2, SC.4 i SC.5.2 U stavovima SC.1 i SC.2 on dokazuje tvrdnje
koje je dokazao i u stavu VIII.14, a u stavovima SC.4 i SC.5 tvrdnje koje je (de-
lom) dokazao u stavu VIIL16. Stavise, u njihovim dokazima upotrebljava i sli¢ne
argumente, izmedu ostalih i stav VIII.7. Buduéi da smo utvrdili da stav VIII.14 i
njemu ekvivalentni stav VIII.16 pripadaju Teetetu, sa pouzdanjem mozemo tvrditi
da njemu pripadaju i stavovi SC.1, SC.2, deo stava SC.4 i stav SC.5.3

Tako je u Kanonskom preseku pre svega vidljiv dominantan uticaj aritmetike
na muzicku teoriju, ipak uticaj jedne od ovih teorija na drugu nije bio jednosmeran.
Nagin na koji su neki pojmovi utemeljeni u aritmetickim knjigama FElemenata ne
moze se do kraja razumeti bez razumevanja pitagorejske muzicke teorije.

LU komentarima Ptolemajevih Harmonika Porfirije doslovce citira Sesnaest stavova ove
rasprave pripisujudi ih ,geometru Euklidu® [32, str. 433]. I Proklo u Komentarima prve knjige
Elemenata (69.3) Euklidu pripisuje raspravu o Elementima muzike. Videti [2, str. 190] i [23,
vol. I, str. 444]. Boetije je na latinski preveo delove rasprave, ne kazujuéi ko je autor. On nas
obavestava da je treéi stav dokazao Arhita [Diels, 47.A19]. Za Cetvrti i deseti stav rasprave Ptole-
maj tvrdi da su primeri geometrijskog tumacenja muzickih intervala koje potice od pitagorejaca
[47, str. 19].

20 njima ¢e biti reci u odeljku 12.5.

3 Drugi deo stava SC.4 je posledica stava SC.3 koji pripada Arhiti. O ovome ¢e biti viSe reci
u odeljku 12.5.
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12.1. Monohord

Potreba da se aritmetika upotrebi u objasSenjima muzickih fenomena nastala
je kao posledica otkri¢a ranih pitagorejaca da se neki skladni muzicki intervali
mogu objasniti odnosima brojeva. Prema re¢ima neopitagorejca Teona iz Smirne,
u najranijem periodu pitagorejstva, Las iz Hermione na Peloponezu,* a kasnije i
Hipasovi ucenici takode, na¢inili su eksperiment i utvrdili da se muzicki akordi mogu
objasniti brojevima. U tome su uspeli sluzeéi se posudama koje su bile jednake po
veli¢ini i nacinjene od istog materijala.

Ako jedna ostane prazna, a druga se napuni vodom do pola,
udarivsi ih istovremeno odjekivao bi muzicki akord oktave.
Iznova ostavljajuéi jednu posudu praznom, a drugu napunivsi
do njene cetvrtine, odjekivao bi muzicki akord kvarte, a akord
kvinte ako se posuda napuni do njene trecine. Odnos praznog
prostora u posudama bio je 2 prema 1 u akordu oktave, u akordu
kvinte 3 prema 2, a u akordu kvarte 4 prema 3.

I Hipasu se pripisuje slican eksperiment. Prema Aristoksenovim re¢ima,® on je

koristio bronzane diskove jednakih pre¢nika takve da je odnos debljine prvog prema
debljini drugog bio 4 : 3, prema debljini treéeg 3 : 2, a cetvrtog 2 : 1. Njihovim
udaranjem postizao je izvesnu harmoniju.”

Izgleda da je pre Hipasa, Lasa i Hipasovih ucenika do istih zakljucaka dosao
sam Pitagora. Prema re¢ima Diogena Laertija, on je otkrio muzicke intervale na
monohordu.® Pomeranjem kobilice na ovom instrumentu koji se sastoji iz samo
jedne zice zategnute preko drvene rezonantne kutije,” on je izgleda prvi utvrdio
da konsonantni akordi nastaju kao posledica aritmetickih odnosa duzina zica koje
trepere. O njegovom istrazivanju skladnih muzickih intervala obavestava nas i
Ksenokrat iz Halkedona kazujuéi da je Pitagora otkrio i to da muzicki intervali nisu
odvojeni od broja.'® Buduéi da je najjednostavnije dokuéiti da su muzicki intervali
oktave, kvinte i kvarte posledice odnosa medu brojevima 1, 2, 3 i 4 iz kojih se
sastoji tetraktis, sva je prilika da se Pitagora bavio upravo ovim intervalima, bas
kao §to su to posle njega ¢inili Hipas, Las i Hipasovi u¢enici. Tako se to u sacuvanoj
antickoj literaturi eksplicitno ne istice, nema sumnje da je on prvi utvrdio da, ako se

4 Las je bio mladi Pitagorin svremenik ali nije pripadao pitagorejskom bratstvu. U Sudsi,
velikom vizantijskom leksikonu nastalom u desetom veku, tvrdi se da je on sastavio prvi traktat
o muzici.

5 Theon II, Xl a, [51, str. 39].

6 Diels, 18 A 12.

7 Videti [1, str. 126-132].

8 Diogen, VIII.11-12.

9 Monohord nije bio samo muzicki instrument, ve¢ je sluzio i kao sredstvo za izvodenje
akustickih eksperimenata. Razume se, Pitagora je u ovom eksperimentu mogao korisiti bilo koji
zi¢ani muzicki instrument, a ne samo monohord.

10 Ksenokrat je bio drugi po redu upravitelj Akademije posle Platona. Prema njegovim
reCima Pitagora je istrazivao pod kojim uslovima nastaju skladni i neskladni intervali i sve Sto
Jje harmoniéno i neharmoniéno. Videti [41, 8.IL.2, str. 291]. O otkri¢u konsonantnih akorda
obavestava nas i Teon, II, XII a.
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SLIKA 12.1.2. Oktava, kvinta i kvarta

zica na monohordu kobilicom podeli na pola, ton koji proizvodi upola kraca zica za
oktavu je visi od tona koji proizvodi cela zica. Odnos duzine cele zice prema duzini
ostatka na kojem se proizvodi ton tada je 2 : 1. Na isti nacin, ako je taj odnos 3 : 2,
dobija se kvinta, a zica podeljena u odnosu 4 : 3, proizvodi kvartu. Tako je dosao
do zakljucka da muzicki intervali — kvarta, kvinta i oktava, zavise od aritmetickih
odnosa. Hipas, Las i Hipasovi ucenici su upotrebom drugih instrumenata samo
potvrdili ove Pitagorine nalaze.

12.2. Intervali

Imajuéi pred sobom primere skladnih muzickih intervala koji su bili poznati
ranim pitagorejcima, autor Kanonskog preseka polazi u potragu za ostalim ako-
rdima koji zvuce skladno. Razume se, poveden primerima oktave, kvinte i kvarte,
on istrazuje samo odnose (prirodnih) brojeva, pretpostavljajué¢i da samo oni za
posledicu mogu imati zvuéno saglasje. Zato odnosima brojeva on daje ime koje
jasno sugerise njihovu ulogu u muzickoj teoriji. Naziva ih intervalima. Razume se,
intervali p : ¢ i r : s bi¢ée medusobno jednaki ako su p,q i r, s parovi medusobno
proporcionalnih brojeva, tj. ako je

piq=7T:S8.
Medutim, ako su p i ¢ najmanji od brojeva koji su sa njima u istoj proporciji, oni
¢e biti medusobno prosti (VIL.22), a svi ostali parovi njima proporcionalnih brojeva
bice oblika kp, kg (VIL.20). Zato se svaki interval moze predstaviti kao odnos dvaju
medusobno prostih brojeva.!!

Euklid u Kanonskom preseku pojedinim intervalima daje imena. U prologu
ove rasprave kazuje da su neki odnosi brojeva umnosci, neki su epimoricki, a neki
su epimericki. Medutim, on podrazumeva da su ovi pojmovi veé poznati ¢itaocu,
tako da se tek iz konteksta moze razumeti njihov sadrzaj. On umnoskom naziva
svaki interval koji je zadat odnosom n : 1. Umnozak 2 : 1, koji odgovara muzickom
akordu oktave, on naziva dvostrukim, a umnozak 3 : 1 naziva trostrukim intervalom.
Razume se, ako je interval p : ¢ umnozak, tj. ako je p: ¢ = n : 1, tada je p = ng
(VIL.19) pa je pojam intervala koji Euklid u Kanonskom preseku naziva umnoskom,
istovetan pojmu multipluma (umnogka) iz sedme knjige Elemenata (VIL. def. 5).12

Hove parove prostih brojeva Arhita naziva pitmenima. On u ovome sledi neke pitagorejce
koji su pre njega ove brojeve nazivali prvim brojevima (np®dvot dowduol) ili pitmenima (ruduévec)
(Diels, 47 A17). U svojoj Istoriji aritmetike (fr. 142) Eudem tvrdi da su ih pitagorejci koristili
opisujuéi muzicke intervale.

120 definiciji multipluma u Elementima bilo je rec¢i u odeljku 9.1.
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Intervale koji su oblika (n + 1) : n, Euklid naziva epimorickim.'® Za epimoricke
odnose 3 : 214 : 3, koji odgovaraju muzickim akordima kvinte i kvarte, on ima
posebne nazive. Prvi naziva hemiolickim, a drugi epitritickim, dok odnos 9 : 8
naziva epogdoickim. Epimerickim naziva intervale (n + k) : k (k # L;k # jn,j =
1,2,...).

Razume se, odnosi p : g i ¢ : p predstavljaju isti interval tako da se jedan
interval moze predstaviti na dva nacina, kao opadajudi ili kao rastuéi par brojeva.
Zato je, na primer, umnozak svaki od odnosa 1 : nin : 1. Euklid bira na¢in na koji
¢e predstaviti neki interval, kao rastuéi ili kao opadajuéi par brojeva, u zavisnosti
od toga Sta mu je pogodnije. Tako, na primer, u stavovima SC.1-2 upotrebljava
rastudi, a u stavu SC.3 opadajuci odnos.

12.3. Sabiranje i oduzimanje intervala

U Kanonskom preseku nema definicija sabiranja i oduzimanja intervala ali, na
osnovu dokaza pojedinih stavova u ovoj raspravi, moze se zakljuciti sta Euklid
podrazumeva pod ovim pojmovima. Za njega to su dve operacije koje zapravo
odgovaraju mnozenju i deljenju razlomaka. Razume se, buduéi da za Grke razlomci
nisu bili brojevi, oni nisu mogli definisati proizvod razlomaka pa su svoj racun sa
odnosima-razlomcima morali predociti u skladu sa svojom muzickom teorijom.

Kada sabira intervale p : ¢ i r : s, Euklid trazi brojeve ¢, j i k takve da je

p:q=1i:5 1 r:s=j:k,

i nalazi da je interval ¢ : k zbir intervala p : ¢ i r : s (slika 12.3.1). Lako je
utvrditi da brojevi ¢, j i k postoje. Zaista, ako se uzme da je j najmanji zajednicki
sadrzalac brojeva ¢ i r (ili da je j prosto proizvod ovih dvaju brojeva), brojevi i i
k su jednoznaéno odredeni proporcijama p:q=i:jir:s=j: k' Ovaj nacin
sabiranja (kombinacije) dvaju intervala da bi se dobio novi interval — njihov zbir,
nastao je iz potreba muzicke teorije. Zaista, ako je zategnuta zica duzine i, ton
koji proizvodi zica duzine j odgovarace intervalu p : ¢, a ton koji proizvodi Zica
duzine k odgovarace intervalu r : s pa se sabiranjem (kombinacijom) intervala p : ¢
(=i:7)ir:s(=j:k) dobija interval ¢ : k.

p q

i ik
SLIKA 12.3.1. Interval i : k je zbir intervalap:qir:s

13 Ovaj odnos naziva se i superpartikularnim, u skladu sa latinskim prevodom.

14U nameri da u stavu SC.7 sabire intervale 2: 1 3 : 2, Euklid zapravo nalazi da brojevi 6,
31 2 zadovoljavaju uslove 2: 1 =6:313:2=3:2, pa je zbir intervala 2:11i 3 : 2 interval 6 : 2,
tj. 3: 1. O ovome ¢e biti re¢i u odeljku 12.6.
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SLIKA 12.3.2. Interval i : j je razlika intervalap:qgir:s

Slicno, kada oduzima interval r : s od intervala p : ¢, Euklid nalazi brojeve i, j
i k takve da je
piq=i:k i r:s=j:k
i zakljucuje da je interval ¢ : j razlika ovih dvaju intervala (slika 12.3.2). Ako se
uzme da je k najmanji zajednicki sadrzalac brojeva ¢ i s (ili da je proizvod ovih
dvaju brojeva) brojevi i i j su jednoznac¢no odredeni proporcijama p : ¢ =i : k i
r:s=j:k" Zato, kakvigod da su intervali p: ¢ i r : s, njihova razlika postoji.

12.4. Udvostrucavanje i polovljenje intervala

U posebnom slucaju, kada hoce interval p : ¢ da sabere sa samim sobom (i time

da ga udvostruéi), Euklid nalazi brojeve i, j i k takve da je
pigq=i:5=j:k

i kazuje da se interval i : k dobija kada se interval p : ¢ uzme dva puta.'® S obzirom
na to da je p : ¢ = p* : pg = pq : ¢*> (VIL17-18), moze se uzeti da je i = p?,
j = pg, a k = ¢2, pa se udvostruéenjem intervala p : ¢ dobija interval p? : ¢2.
Drugim re¢ima, (p : q)? = p? : ¢*>. Medutim, lako je dokazati da ¢e ista relacija biti
zadovoljena i ako su p i ¢ bilo koje veli¢ine, a ne samo brojevi. Stavise, dokaz ove
tvrdnje ostaje isti kao i u sluc¢aju brojeva, s tom razlikom $to se u njemu, umesto
aritmetickog stava VIL.17 upotrebljava geometrijski stav V.15.17 Sada je jasno §ta
Euklidu daje pouzdanje da u definiciji V. def. 9 moze da pretpostavi da, ako su tri
veli¢ine (neprekidno) proporcionalne (tj. ako je i : j = j : k), onda je razmera prve
velicine prema trecoj (i : k) dvaput visa od razmere prve veli¢ine prema drugoj

StaviSe, u definiciji V.def.10 Euklid na slican na¢in definiSe tri puta visu
razmeru, i tu se ne zaustavlja ve¢ dodaje da se ovaj pojam moze uopstiti i na
razmere proizvoljne duzine. Prema ovoj definiciji, ako su cetiri veli¢ine (nepreki-
dno) proporcionalne, kaze se da je razmera prve veli¢ine prema cetvrtoj triput visa
od razmere prve veli¢ine prema drugoyj; i tako uvek, na slican nacin, dok postoji pro-
porcionalnost. Uverenje da ova definicija ima smisla poc¢iva na znanju koje dolazi

157U stavu SC.8 on upotrebljava prethodni postupak da bi interval 4 : 3 oduzeo od intervala
3:2 1 dobio interval 9 : 8.

16 Na primer, u stavu SC.1 on na ovaj nac¢in udvostrucava umnozak 1 : n i dobija umnozak
1:n2.
17Stav V.15 prema kojem je a : b = ma : mb (a, b i m su duzi), neposredno se dokazuje
upotrebom antifaireticke definicije proporcije. Videti odeljak 8.1.
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iz raéuna intervala. Zaista, buduéi da je p : ¢ = p® : p?q = p?q : p¢® = pg® : ¢3

(VIL.17-18), utrostruéenjem intervala p : q¢ dobija se interval p3 : ¢3, a zatim, nje-
govim ucetvorostrucenjem interval p* : ¢* itd. Drugim re¢ima, (p : q)® = p* : ¢3,
(p: q)* = p* : ¢* itd. Sada je jasno da deveta u deseta definicija pete knjige
Elemenata imaju korene u pitagorejskoj teoriji muzike. Stavise, i zelja da se se u
osmoj knjizi formulisu i dokazu stavovi o neprekidnim proporcijama koje nisu samo
duzine 3 ili 4 veé proizvoljne duzine n, dolazi iz potrebe da se nade muzicki interval
koji je n puta ponovljeni zadati interval.*®

Pisac Kanonskog preseka resava i obratni problem u nameri da zadati interval
podeli na n jednakih intervala. Kada hoée da prepolovi interval p : ¢, on trazi
brojeve ¢, j i k takve da jep:q=14:kii:j =7 :kinalazi da je i : j trazena
polovina. Da li je interval p : ¢ moguce prepoloviti, ili nije, zavisi od toga da li
postoji, ili ne postoji, srednja proporcionala za brojeve p i ¢, a stoga i za brojeve
i ik (VIIL.8). Ako brojevi p i ¢ nisu sliéni povrsinski brojevi, onda ne postoji nji-
hova srednja proporcionala (VIII1.20).1 Kako se dva sliéna povrsinska broja odnose
kao kvadratni broj prema kvadratnom broju (VIIL.26), onda brojevi p i ¢ moraju
biti proporcionalni dvama kvadranim brojevima da bi postojao njihov srednje pro-
porcionalni broj. Obratno, ako su brojevi p i ¢ proporcionalni dvama kvadratnim
brojevima p’? i ¢’2, buduéi da za p? i ¢’? postoji srednje proporcionalni broj p'q’
(VIIL.11), i za p i q ¢e postojati srednje proporcionalni broj (VIIL.8). Dakle, interval
p : q je moguée prepoloviti ako i samo ako su brojevi p i ¢ proporcionalni dvama
kvadratnim brojevima. Ovu ¢injenicu Euklid ne dokazuje ali ona je jednostavna
posledica stavova o neprekidnim proporcijama iz osme knjige Elemenata. Opstije,
interval p : ¢ je moguce podeliti na tri jednaka dela ako i samo ako su brojevi pi ¢
proporcionalni dvama kubnim brojevima, na Cetiri jednaka dela ako i samo ako su
brojevi p i ¢ proporcionalni ¢etvrtim stepenima dvaju brojeva itd.

Sada je jasno zasto je teorija neprekidnih proporcija koja je sadrzana u os-
moj knjizi Elemenata, bila u ranom periodu od posebnog znacaja. Razvijena je
da bi se moglo racunati sa intervalima u cilju razvoja muzicke teorije. U ovoj
teoriji stav VIIIL.8 je nezaobilazan. Njegova neposredna posledica je stav SC.3 koji
Boetije pripisuje Arhiti, tako da se i stav VIII.8 moze pripisati Arhiti buduéi da se
podela proizvoljnog intervala na jednake intervale temelji na upotrebi ovog stava.
Medutim, upotreba neprekidnih proporcija nije se zaustavila samo na reSavanju
muzickih problema. Zahvaljujuéi njoj doslo se do resenja nekih problema koji su
tistali matematiku petog veka stare ere. Arhita je reSio problem udvostruéenja
kocke nalazeé¢i dve srednje proporcionale za dve zadate duzi,?’ a Teetet je, upo-
trebljavajuéi stavove o neprekidnim proporcijama, utvrdio da je kvadratni koren
nekog broja racionalan ako i samo ako je taj broj potpuni kvadrat.

187 stavu SC.9 Euklid Sest puta ponavlja isti interval 8 : 9.

9 Prema Boetijevoj tvrdnji, Arhita je umeo da dokaze da se superpartikularni (epimoricki)
interval ne moze prepoloviti [Diels, 47.A19]. Euklid to dokazuje u stavu SC.3.

20 Diels, 47,A14.
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12.5. Stavovi SC.1-5

Stavovi sa pocetka Kanonskog preseka odnose se na sabiranje i oduzimanje
umnozaka i epimorickih intervala. U prvim dvama od njih autor ove rasprave tvrdi
sledece:

SC.1: Ako se interval (1 : n) koji je umnozak uzme dva puta, tako
dobijeni interval takode ¢e biti umnozak (1 : k).

SC.2: Ako je neki interval koji je uzet dva puta umnozak (1 : k),
onda je i on umnozak (1 : n).

U dokazu stava SC.1 Euklid pretpostavlja da je zadati interval p : ¢ umnozak,
tj. da postoji broj n takav da je ¢ = np, a da je r broj takav da je p: ¢ = ¢ : .2
Zatim primeéuje da p deli broj q, a kako je p:q=q :r, q deli r, pa zato i p deli r
(VIIL. def. 21). Tada postoji broj k takav da je r = kp, pa je i interval p : r umnozak.

Obratno, u dokazu stava SC.2 Euklid pretpostavlja da je zadat interval p : ¢,
dajep:q=gq:r,adajer =kp. Bududida p delir, deliceiq (VIIL.T), pa postoji
broj n takav da je ¢ = np.

Kako mozemo razumeti stavove SC.1 1 SC.2? U prvom od njih Euklid dokazuje
da, ako je interval p : ¢ umnozak, onda je i dva puta uzeti isti interval — p? : ¢?,
takode umnozak. Drugim rec¢ima, ako je p : ¢ = 1 : n, onda postoji broj k takav da
jep?:q®> =1:k, tj. ako je ¢ = np, tada je i ¢> = kp?. Zato, ako p deli g, onda p?
deli ¢%. Stav SC.2 je obrat prvog stava: ako je p? : ¢> = 1: k, onda postoji broj n
takav da je p: g =1 : n, tj. ako je ¢®> = kp?, tada je i ¢ = np. Drugim re¢ima, ako
broj p? deli ¢%, onda i p deli g.

Stavove SC.11 SC.2 sada mozemo iskazati u jedoj reCenici: broj p deli broj g ako
i samo ako broj p? deli broj ¢%. Upravo ovu tvrdnju Euklid dokazuje u Elementima
u stavu VIII.14. Kao i u dokazu stava VIII.14, u Euklidovim dokazima stavova
SC.1-2 klju¢na je upotreba stava VIIIL.7.

Dakle, u prvim dvama stavovima Kanonskog preseka dokazana je Teetetova
teorema upotrebom istih argumenata koji vode dokazu stava VIII.14. Razlika je
samo u jeziku koji je u Kanonskom preseku prilagoden muzickoj teoriji.

Sudeéi prema jednoj Boetijevoj opasci, stav koji dolazi za njima — SC3, nije
Teetetov, veé¢ Arhitin.?? Prema ovom stavu:

SC.3: Izmedu dvaju brojeva koji su u epimorickom odnosu nema
srednje proporcionalnih brojeva.

Njegov dokaz je jednostavna posledica Euklidovog stava VIIL.8. Zaista, ako izmedu
dvaju brojeva koji su u epimorickom odnosu (n+1) : n ima srednje proporcionalnih
brojeva, onda ih isto toliko ima i izmedu brojeva n i n + 1, a izmedu njih uopste
nema brojeva. Medutim, Euklidov dokaz stava SC.3 je malo detaljniji. U njemu
on citira stav VIII.8 ali najpre primeéuje da je jedinica jedina zajednicka mera
dvaju najmanjih brojeva koji su u epimorickom odnosu. Zbog toga se ovi brojevi

21 Razume se, takav broj postoji jer je p : np = np : np.
22 Diels, 47.A19. Iscrpnu analizu dokaza ovog stava nacinio je Knor [29, str. 212-225]. Videti
i[23, vol. I, str. 215-216].
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razlikuju za jedan, pa izmedu njih nema srednje proporcionalnih brojeva jer, ako
bi postojao, on bi delio jedinicu, $to nije moguce.

Arhitin dokaz koji citira Boetije je slican Euklidovom. I u njemu je upotreba
stava VIIL.8 od klju¢énog znacaja. Sva razlika ovog dokaza od dokaza stava SC.3 je
u tome $to Arhita upotrebom indirektne metode dokazuje da su n i n+ 1 najmanji
brojevi u epimorickom odnosu. On pretpostavlja da su to brojevinin+1 (I # 1),
i primeéuje da tada [ deliin in + 1.2 Zato n i n + [ nisu medusobno prosti pa
nisu ni najmanji brojevi u toj proporciji (VI1.22).2* Dakle, [ = 1.

Neposrednom primenom prvih triju stavova Kanonskog preseka KEuklid
dokazuje stavove SC.4 i SC.5. U prvom od njih on tvrdi da:

SC.4: Ako se udvostruci interval koji nije umnozak, dobice se in-
terval koji nije ni umnozak ni epimoricki.

U dokazu on pretpostavlja da interval p : ¢ nije umnozak pa, na osnovu stava SC.2,
zakljuéuje da ni udvostruceni interval p? : ¢ nije umnozak. Nije ni epimori¢ki na
osnovu stava SC.3, jer za udvostruceni interval postoji srednja proporcionala.?®

Ako interval p? : ¢? nije umnozak, onda na osnovu stava SC.1 ni p : ¢ nije
umnozak pa je time dokazan i Euklidov stav SC.5 u kojem se tvrdi da:

SC.5: Ako interval dobijen udvostrucenjem zadatog intervala nije
umnozak, onda ni zadati interval nije umnozak.

Razume se, kao Sto je stav SC.1 ekvivalentan tvrdnji da strana meri stranu ako
kvadrat meri kvadrat koju Euklid dokazuje u stavu VIII.14, tako je i ovaj stav
SC.5 ekvivalentan tvrdnji koju Euklid dokazuje u stavu VIII.16, prema kojoj strana
ne meri stranu ako kvadrat ne meri kvadrat. Da vazi i obrat ove tvrdnje Euklid
je utvrdio u stavu SC.4 dokazujuéi da ¢e se udvostrucavanjem intervala koji nije
umnozak dobiti interval koji takode nije umnozak. Medutim, u istom stavu Euklid
dokazuje da se udvostru¢avanjem intervala koji nije umnozak dobija interval koji
nije ni epimoricki. Da bi ovo dokazao Euklid upotrebljava Arhitin stav SC.3. Dakle,
stav SC.4 je hibrid koji je nastao spajanjem jednog stava koji je dokazao Teetet
(VIIL.16) i jednog koji je posledica stava koji je dokazao Arhita.

Preostali aritmeticki stavovi Kaknonskog preseka — SC.6-9, odnose se na
konkretne intervale: hemiolicki (3 : 2), epitriticki (4 : 3) i epogdoicki (9 : 8).

12.6. Stavovi SC.6—9

U stavovima SC.6-8 Euklid razvija rac¢un sa epimorickim intervalima — 3 : 2,
4:3,9:8,iumnosScima 2:113:1. U Sestom stavu on sabira intervale 3:2i4:3
i dobija interval 2 : 1, u sedmom sabira intervale 2 : 11 3 : 2 i dobija interval 3 : 1,
a u osmom on oduzima interval 4 : 3 od intervala 3 : 2 i dobija interval 9 : 8.

U prvom od ovih stavova Euklid tvrdi da:

23 Ovu osobinu epimorickog odnosa isti¢e i Nikomah iz Gerase. Videti [43, XIX.1].

24 Arhita kazuje da ,brojevi koji su najmanji u istoj proporciji s drugim brojevima, uzajamno
su prosti i razlikuju se samo za ... jedinicu“, odakle mozemo zakljuciti da je njemu bio poznat
stav VII.22.

25 Srednja proporcionala za brojeve p? i ¢2 je broj pq (VIIL.11).
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SC.6: Dvostruki interval je kombinacija dvaju najveéih epi-
morickih intervala — hemiolickog (3 : 2) i epitritickog
(4:3).

U dokazu Euklid pretpostavlja da je odnos dveju duzi p i ¢ hemiolicki, tj. da je
p:q=3:2, izakljucuje da je tada duz p — ¢q tre¢ina duzi p, a polovina duzi q. Na
isti nac¢in, ako je odnos duzi q i r epitriticki, tj. ako je ¢ : r =4 : 3, onda je duz q—r
cetvrtina duzi ¢, a treéina duzi r. Kako je ¢ —r Cetvrtina duzi ¢, a p— ¢ je polovina
iste duzi, ¢ — r ¢e biti polovina duzi p — gq. Dakle, buduéi da je p — ¢ trec¢ina duzi
p, ¢ — r e biti Sestina duzi p pa je r polovina duzi p. Zato je zbir (kombinacija)
hemiolickog i epitritickog intervala, dvostruki interval.

SLikA 12.6.1. SC.6

Dakle, dokazavsi da je ¢ — r Sestina duzi p, Euklid zapravo nalazi da je p: ¢ =
3:2 =06 :4, pa sabiranjem intervala p: ¢ =6 : 41iq: r =4 : 3 dobija interval
p:r==6:3,tj.p:r=2:1. Medutim, u svom dokazu on koristi o¢igledna sredstva
predstavljajuéi intervale odnosima duzi, stavljaju¢i nam na znanje da njegov rac¢un
intervala ima svoj izvor u muzici.

Zaista, ako osnovni ton proizvodi zica duzine p, ton koji proizvodi Zica duzine
q bice kvinta (koja je posledica hemiolickog intervala p : ¢ = 3 : 2). Ako se
kobilica stavi u tacku r, onda ¢e, u odnosu na ton koji proizvodi zica duzine gq,
ton koji proizvodi zica duzine r biti kvarta (koja je posledica epitritickog intervala
g :r =4:3). Medutim, u odnosu na ton koji proizvodi zica duzine p, ista
Zica duzine r proizvodiée ton koji je oktava (koja je posledica dvostrukog intervala
p:r=2:1). Stoga je zbir kvarte i kvinte — oktava, bas kao sto kazuje Filolaj
u fragmentu koji prenosi Stobej.?® Sada je jasno da, za razliku od aritmetickih
knjiga FElemenata u kojima nema upotrebe oc€iglednih sredstava, Kanonski presek
eksplicitno sadrzi primese konkretnog.

Na isti na¢in kao u prethodnom stavu, Euklid u stavu SC.7 dokazuje da:

SC.7: Dvostruki (2 : 1) i hemiolicki interval (3 : 2) sabiranjem
daju trostruki interval (3 : 1).

On pretpostavljadajep:¢q=2:1tj. dajep=2q,idajeqg:r=3:2tj. da
je 2q = 3r, i zakljucuje da je p = 3r, tj. da je p: r = 3 : 1. Zato je zbir dvostrukog
i hemiolickog intervala, trostruki interval.

I ilustracija ovog stava slicna je ilustraciji stava SC.6.

26 Diels, 44.B6.
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SLIKA 12.6.2. SC.7

Dokazujuéi stav SC.8 prema kojem:

SC.8: Ako se epitriticki interval (4 : 3) oduzme od hemiolickog
(3 : 2), ostatak je epogdoicki (9 : 8),

pisac Kanonskog preseka oduzima interval 4 : 3 od intervala 3 : 2 i dobija interval
9:8.

SLIKA 12.6.3. SC.8

U dokazu on pretpostavlja da je odnos dveju duzi p i r hemiolicki, tj. da je
p:r=3:2 izakljucuje da je tada 8p = 12r, tj. p : » = 12 : 8. Na isti nacin, ako je
odnos duzi ¢ i r epitriticki, tj. akojeq: 7 =4:3,onda je 9¢ = 12r, tj.q: 7 =12: 9.
Zato je 8p =9q, tj. p: ¢ =9 : 8 pa je odnos duzi p i q epogdoicki.

U stavu SC.9 prema kojem:

SC.9: Sest epogdoickih intervala (9 : 8) vece je od dvostrukog
intervala (2 : 1),

pisac Kanonskog preseka zapravo dokazuje da je (9 : 8)% > 2. Njegov racun koji
dovodi do ovog rezultata veoma je zanimljiv. U tu svrhu on trazi sedam neprekidno
proporcionalnih brojeva koji su u razmeri 8 : 9. Upotrebom stava VIII.2 on nalazi
da je

89:9.8°=9.8°:92.81 =92.81: 9.8 =9%.8%: 9.8 = 9%.82 : 95.8 = 9°.8 : 9.
pa su 8% = 262.144, 9 - 85 = 294.912, 9% . 8% = 331.776, 93 - 83 = 373.248, 9* .
82 = 419.904, 95 - 8 = 472.372, 9% = 531.441 trazeni brojevi. Medutim, 2 - 8% =
2.262.144 = 524.288 < 531.441 = 95, pa je 9% : 85 > 2 : 1. Kako je Sest puta
ponovljeni interval 9 : 8, tj. (9 : 8)5, zapravo interval 9 : 86 bice i (9:8)6 > 2: 1,
pa je Sest epogdoickih intervala veée od dvostrukog intervala.
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12.7. Celi tonovi i polutonovi

Prvih pet stavova Kanonskog preseka su opsti stavovi o intervalima. Oni se
odnose na umnoske i epimoricke intervale. Stavovi koji slede, SC.6-8 nisu opsteg
karaktera i odnose se na intervale: 3:2,4:319:8. Oni ne zavise od teorema koje
im prethode i ne zahtevaju znanje slozenih stavova teorije neprekidnih proporcija,
kao $to su VIIL.7 ili VIIL.8. Njihovi dokazi su o¢igledni jer je svaki od njih lako ilu-
strovati slikom ili demonstracijom na monohordu. Od njih ipak odudara stav SC.9
u ¢ijem dokazu se upotrebljava stav VIIL.2 koji se odnosi na neprekidne proporcije
proizvoljne duzine.

Stavovi SC.6-8 su jednostavniji od stavova koji im prethode u Kanonskom
preseku 1 svakako stariji od njih. To potvrduje sacuvani fragment iz Filolajevog
dela u kojem se pominju tvrdnje koje Euklid dokazuje u stavovima SC.6 i SC.8.27
Doduse, za razliku od Euklida koji u Kanonskom preseku pravi razliku izmedu
muzickog intervala (koji je odnos duzina zica monohorda) i aritmetickog pojma
intervala (koji je odnos dvaju brojeva), Filolaj upotrebljava pojmove muzicke teorije
kao da su aritmeticki. Tako, umesto da sabira hemiolicki i epitriticki interval da
bi dobio dvostruki interval kao sto ¢e kasnije Euklid uciniti dokazujuéi stav SC.6,
Filolaj sabira kvintu i kvartu i dobija oktavu.?® Stavise, on istice da je ovo sabiranje
komutativno. Time nam stavlja na znanje da su sredinom petog veka stare ere
pitagorejci ve¢ imali razvijen racun sa intervalima. Prema Filolajevom nalazu, ako

SLIKA 12.7.1. Zbir intervala p : sis: r jednak jezbirup:qiq:r

(najduza) zica koja je duzine p proizvodi najnizi ton, a (srednja) zica koja je duzine
s proizvodi srednji ton koji je za kvartu visi, i ako (najkraca) zica koja je duzine
r, proizvodi najvisi ton koji je za kvintu visi od tona koji proizvodi Zica duzine
s, onda je ton koji proizvodi najkraca zica, za oktavu visi od tona koji proizvodi

27 Prema Filolajevim re¢ima:

Potpuna harmonija obuhvata kvartu i kvintu. A kvinta je veéa od kvarte za
ceo ton. Jer od najnizeg tona do srednjeg je jedna kvarta, a od srednjeg do
najviseg je jedna kvinta, a od najnizeg do terce jedna kvarta, a od terce do
najviseg tona jedna kvinta; izmedu srednjeg tona i terce je ceo ton. Kvarta
ima odnos 4 : 3, kvinta 3 : 2, oktava 2 : 1. Tako se oktava sastoji iz pet celih
tonova i dva polutona, kvinta iz tri cela tona i jednog polutona, a kvarta iz
dva cela tona i jednog polutona. (Diels, 44.B6)

28 Filolaj koristi termine harmonia, syllaba i di’ ozeian, a Nikomah kazuje da su ovo nazivi
za oktavu, kvartu i kvintu koji su koristili stari mislioci. Videti [26, str. 146-147].



146 Pitagorejska aritmetika

najduza zica. Zato se sabiranjem kvarte i kvinte dobija oktava. Drugim re¢ima, ako
jep:s=4:3is:r=3:2,tadajep:r =2:1. Medutim, prema njegovoj tvrdnji,
ako je ¢ duzina trece Zzice (terce) koja proizvodi za kvintu visi ton od Zice duzine p,
tada je ton koji proizvodi zica duzine r za kvartu visi od tona koji proizvodi (treca)
zica koja je duzine ¢q. Drugim re¢ima, akojep:q=3:21iq:r =4: 3, tada je
p:r =2:12 pa se sabiranjem kvinte i kvarte opet dobija oktava. Dakle, ovo
sabiranje je komutativno.

p s q r C D EF GAHcC

SLIKA 12.7.2. Oktava

Filolaj dodaje da je odnos s : ¢ ceo ton. Medutim, odnos duzina s i q je 9:8
pa ceo ton proizvodi interval 9 : 8. Sada je jednostavno izracunati da, ako se od
intervala 4 : 3 oduzmu dva intervala 9 : 8 preostaje interval 256 : 243, a ako se od
intervala 3 : 2 oduzmu tri intervala 9 : 8, opet preostaje interval 256 : 243. Dakle,
interval 2 : 1 moze se podeliti na pet intervala 9 : 8 i dva intervala 256 : 243. Zato
se, kao $to tvrdi Filolaj, oktava sastoji iz pet celih tonova i dva polutona.

Filolaj ne objasnjava kakav je raspored celih tonova i polutonova u njegovoj
skali. Medutim, u raspravi o sastavu duse sveta Platon u Timaju (36 b) popunjava
ovu prazninu opisujuéi sledeéi raspored intervala:3°

9:8, 9:8, 256:243, 9:8, 9:8, 9:8, 256:243.

Dakle, interval kvarte (p : s) se sastoji iz dva intervala 9 : 8 za kojima sledi interval
256 : 243, a interval kvinte (s : r), iz tri intervala 9 : 8 za kojima sledi ostatak
256 : 243. Ovo je u skladu sa Filolajevom strukturom skale koju on na pocetku
sacuvanog fragmenta naziva harmonijom. Ako je C ton koji proizvodi zica duzine p,
onda su tonovi koji proizvode Zice rasporedene u skladu sa Platonovim rasporedom
intervala, redom, C, D, E, F,G, A, H, c.

Ako se izmedu tonova C'i D, D i F, zatim izmedu F i G, Gi1i A, Ai H
dodaju polutonovi (crne dirke na klavijaturi) dobiée se lestvica koja se sastoji iz
dvanaest polutonova. Ovako dobijeni tonovi i polutonovi, za nevolju, imaju jedno
lose svojstvo. Zbir dvaju polutonova je manji od jednog tona jer je (245/243)? =
1,110 < 1,125 = 9/8.31

Razume se, ovo loSe svojstvo moglo je biti poznato Filolaju. On je mogao znati
da je zbir Sest celih tonova veéi od oktave kao sto Euklid dokazuje u stavu SC.9, i

29 Ovu tvrdnju Euklid dokazuje u stavu SC.6.

30y raspravi o dusi sveta Platon tvrdi da se interval 4 : 3 sastoji iz dva intervala 9 : 8 i
ostatka 256 : 243, ne dajuci bilo kakvo objasnjenje o motivima svog razmatranja koji ocigledno
dolaze iz muzicke teorije. O ovome raspravlja Hafman [26, str. 149-150].

31 Ovaj problem resen je dobrim temperovanjem tek u dvadesetom veku. Videti [50, str. 55].
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da se oktava sastoji iz pet celih tonova i dva polutona, a odatle neposredno sledi
da je zbir dvaju polutonova manji od jednog tona.

SLika 12.7.3. Klavijatura






POGLAVLJE 13
Anticki dokazi postojanja nesamerljivih veli¢ina

U Euklidovim Elementima nema eksplicitno formulisnog i dokazanog aritmeti-
¢kog stava prema kojem ne postoje dva kvadratna broja od kojih je jedan dvostruko
veéi od drugog. Nema ni dokaza geometrijske tvrdnje da su stranica i dijagonala
kvadrata dve nesamerljive velic¢ine. Odsustvo dokaza neke od ovih dveju tvrdnji iz
kojih neposredno sledi da kvadratni koren broja dva nije racionalan broj, moralo
je izazvati nedoumice kod KEuklidovih sledbenika i komentatora. Zato je veé¢ u
antici bilo pokuSaja da se ovaj nedostatak prevazide dodavanjem novog stava El-
emenatima. Tako je nastao stav X.117 koji je formulisan kao geometrijski stav o
nesamerljivosti stranice i dijagonale kvadrata, ali se u njegovom dokazu upotreblja-
vaju argumenti koji dolaze iz aritmetike. Ovaj stav se ipak izostavlja u savremenim
izdanjima FElemenata buduéi da je nedvosmisleno utvrdeno da je interpolacija.’

Medutim, ispostavilo se da nije bilo potrebe za ovom intervencijom na Euklido-
vom tekstu buduéi da, iako je to dugo ostalo neprimeéeno, Euklid u stavu VIII.14
dokazuje mnogo opstiju tvrdnju prema kojoj nijedan broj koji nije potpun kvadrat,
pa zato ni broj dva, nema racionalan kvadratni koren.? Zbog toga je razumljivo
zasto Euklid ne oseca potrebu da posebno istakne stav koji se odnosi na iracional-
nost kvadratnog korena broja dva.

13.1. Anticki izvori

Svi anticki izvori koji nas obavestavaju o otkri¢u postojanja iracionalnih veli-
¢ina veoma su zakasneli buduéi da su nastali bar sedam vekova nakon otkric¢a, ali
su svi saglasni u tome da otkri¢e pripada pitagorejcima. Stavise, iz njih sazna-
jemo i imena dvojice moguéih autora ovog otkri¢a — Pitagore i Hipasa. Medutim,
sacuvana literatura je ipak ostala nedorecena, tako da ostaje nerazjasnjeno ko je za-
ista, i kada, dosao do ovog vaznog otkrica. Ni na pitanje kako je izgledao najstariji
dokaz, sacuvana literature ne daje jasan odgovor.

Iz Komentara X knjige Fuklidovih Elemenata koji se pripisuju Paposu Alek-
sandijskom, saznajemo samo to da su se pitagorejci prvi bavili samerljivim i ne-
samerljivim, racionalnim i iracionalnim veli¢inama.® Blizih objasnjenja o otkriéu

1O ovome opsirnije raspravlja Knor [29, str. 229].

2Videti [36].

3 Prema Paposovim re¢ima [44, §1]:
.. izvorno znanje (o samerljivim i nesamerljivim, i racionalnim i iracional-
nim veli¢inama) dolazi od pitagorejaca.

149
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nema. Medutim, nepoznati autor jedne sholije desete knjige Elemenata,* koji na-
jverovatnije sledi Paposa, daje bliza objasnjenja. Pored toga sto tvrdi da su pitago-
rejci, baveéi se proucavanjem brojeva, prvi dosli do otkri¢a nesamerljivih veli¢ina,
on objasnjava da su do otkri¢a dosli zahvaljujuc¢i tome $to su umeli da naprave raz-
liku izmedu brojeva, koji uvek imaju zajednicku meru, i veli¢ina koje je ne moraju
imati.> On dodaje i to da je ovo otkri¢e neko iz bratstva saopstio ,,drugima“ i da
ga je, zbog toga, zadesila zla sudbina — stradao je u brodolomu. O tome ko je
stradao u brodolomu sholijasta ne kazuje nista.

U spisu O Pitagorinom Zivotu Jamblih daje blize objasnjenje o pitagorejcu
koga je zadesila ova zla sudbina. On potvrduje legendu o brodolomu, ali dodaje i
da se pripoveda kako je verolomni pitagorejac za kaznu samo izbacen iz bratstva
nakon ¢ega mu je za zivota napravljen nadgrobni spomenik. Medutim, on otkriva
i moguceg autora otkri¢a, Hipasa iz Metaponta, tvrdeéi da je on stradalnik o ko-
jem govori nepoznati sholijasta. Zapravo, do Jambliha su dospele bar dve verzije
ovog dogadaja tako da on iznosi dva moguéa razloga Hipasovog stradanja. Jedan
je iznoSenje van bratstva tajne o postojanju nesamerljivih veli¢ina, a drugi, tajne
o konstrukciji pravilnog dodekaedra. Na posletku, on dodaje da je Hipas drugima
ipak saopstio Pitagorinu, a ne svoju nauku.® Zato se otkriée nesamerljivih ipak
ne moze pripisati Hipasu. U skladu sa time je i Proklova opaska da oba otkrica
koja pominje Jamblih u sa¢uvanom fragmentu, i otkri¢e nesamerljivih i konstruk-
cija pravilnog dodekaedra, zapravo pripadaju samom Pitagori.” Medutim, imajuéi

4Sholija X.no.i Hajbergovog izdanja Elemenata o kojoj je ovde re¢, najverovatnije pripada
antici. Videti [52, vol. I, str. 215-217] i [29, str. 50, f. 1].
5 Prema reéima autora sholije:
. pitagorejci su bili prvi kojima se pripisuje istrazivanje nesamerljivosti,

otkrivsi je zahvaljujuéi tome Sto su se bavili posmatranjem brojeva; jer, dok
Jje jedinica zajednicka mera svih brojeva oni nisu uspeli da utvrde da postoji
zajednicka mera svih veli¢ina. To je stoga Sto svi brojevi kakvigod da su i
kakogod podeljeni imaju ostatak koji se vise ne moze deliti, a sve veli¢ine su
deljive neograniceno i nikada ni jedna nije toliko mala da ne dopusta dalju
deobu jer je ostatak jednako deljiv neograniceno.
... prvi pitagorejac koji je ovu istinu otkrio drugima, nestao u brodolomu.

6 Prema Jamblihovim re¢ima:
. 0 Hipasu pripovedaju da je bio pitagorejac te da je poginuo u brodolomu
kao skrnavitelj zato $to je prvi objavio i opisao sferu sa dvanaest petouglova,
. a bio je to dodekaedar, jedno od takozvanih ¢vrstih geometrijskih tela,

a neki su pak rekli da je taj udes snasao onoga koji je ispripovedao
drugima o iracionalnim brojevima i nesamerljivosti... Kazu svakako da je
pitagorejac Hipas buduéi da je bio kriv Sto je u spisima jasno izneo Pitagor-
inu nauku, oteran iz zajednice i da mu je napravljen nadgrobni spomenik
kao da se upokojio. (Diels, Predsokratovci, 18.4.)

7 Prema Proklovim re¢ima

on je otkrio postojanje iracionalnih (veli¢ina) i strukturu kosmickih tela.
(Proklo, 65.19.)



Poglavlje 13. Anticki dokazi postojanja nesamerljivih veli¢ina 151

u vidu slozenost klasi¢nih dokaza na koje upuéuju sacuvani anticki izvori,® ostaje
pitanje da li je uopste bilo moguée da neko od njih dvojice dode do otkri¢a nesa-
merljivih veli¢ina.

13.2. Teodorovi primeri

Najstariji zapis o nekim konkretnim primerima iracionalnih veli¢ina dolazi od
Platona. U Teetetu on prenosi Teetetovu pripovest da je Teodor iz Kirene umeo da
dokaze da kvadrati celobrojnih povrsina 3 i 5 stopa imaju ivice koje nisu samerljive
sa ivicom jedini¢nog kvadrata i dodaje da je Teodor iz nekog razloga sa svojim
razmatranjem zastao kod kvadrata povrdine 17 stopa.’ Zato se, ako je verovati
Platonu, Teodoru moze pripisati otkri¢e da kvadratni korenovi nekih brojeva — 3,
5, sve do 17, nisu racionalni brojevi. Medutim, Platonov Teetet ne kazuje zasto je
Teodor zastao kod broja 17. Iz njegovih re¢i ne moze se pouzdano zakljuciti da li
je zastao zato §to je 17 prvi broj u nizu 3,5,...,17,..., za koji nije umeo da dokaze
da je njegov kvadratni koren iracionalna veli¢ina ili je to poslednji broj za koji je
to uspeo da dokaze. U Teetetu nema reci o tome kako je Teodorov dokaz mogao
izgledati te mi na osnovu ovog Platonovog spisa ne mozemo saznati ¢ak ni to da li
se on temeljio na argumentima koji dolaze iz aritmetike ili iz geometrije. Platonov
Teetet jednostavno ne daje bliza objasnjenja. On se i ne osvrée na kvadratni koren
broja 2. Razlog moze biti samo okolnost da je ¢injenica da kvadratni koren broja
dva nije racionalan broj, i pre Tedora bila ve¢ dobro poznata.

Buduéi da je razgovor koji je opisan u Teetetu istorijski smesten u 399. godinu
stare ere, neposredno pred sudenje i smrt Sokratovu, mozemo zakljuciti da je,
prema Platonovoj hronologiji, Teodor do svojih primera dosao najkasnije do pocetka
cetvrtog veka. Tada je imao oko sedamdeset godina.!® Medutim, znajuéi da starost
nije zivotno doba u kojem se mogu ocekivati zna¢ajna otkri¢a u matematici, pre ¢e
biti da Teodorovo otkriée treba pomeriti koju deceniju ranije, blize vremenu kada
je bio u naponu snage.

Proklova tvrdnja da ovo otkri¢e pripada Pitagori izazvala je nedoumicu zbog toga sto su klasi¢ni
aritmeticki i geometrijski dokaz ove tvrdnje, koje pominje anticka literatura, neprikladni za
objasnjenje kako se do ovog otkri¢a moglo doéi u tako ranoj fazi pitagoreizma. Zato su poje-
dini autori stali na stanoviste da Proklo tvrdi je Pitagora zapravo otkrio teoriju proporcija, a ne
iracionalnih veli¢ina. Videti i [52, vol. I, str. 149, f. c] i [23, vol. I, str. 84].

8Svaki od klasi¢nih dokaza, i aritmeticki i geometrijski, u sebi sadrzi rafinirani pristup
matematickim problemima koji podrazumeva upotrebu indirektnog dokaza — reductio ad ab-
surdum, ili beskona¢nog ponavljanja nekog geometrijskog postupka. O klasi¢cnom aritmetickom
dokazu biée vise re¢i u odeljku 13.3, a o geometrijskom u odeljku 13.5.

9 Prema Platonovim re¢ima Teodor je:

. crtao nesto o kvadratima pokazujuéi da kvadrat povrsine od tri stope i
kvadrat povrsine od pet stopa nisu po duzini stranica samerljivi sa stranicom
kvadrata povrsine jedne stope. I tako je uzimao svaki pojedini kvadrat do
onoga od sedamnaest stopa. Kod toga je nekako stao. (Platon, Teetet,
147d.)

100 oskudnim podacima koji se odnose na Tedorov zivotopis izvestava nas Zmud [57,
str. 128].
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Razume se, dokaz da je kvadratni koren broja dva iracionalna veli¢ina morao je
biti jo$ stariji. Sudeéi prema razgovoru iz Parmenida, otkri¢e nesamerljivih Platon
smesta najkasnije u prvu polovinu petog veka. Zaista, u pokusaju da da odgovor na
pitanje sta je jedno i kakve su mu osobine, Parmenid u dijalogu pominje veli¢ine koje
nisu samerljive.!! Prema Platonovim re¢ima, u vreme vodenja dijaloga Parmenid
je imao Sezdeset pet godina,'? a Sokrat je bio ,veoma mlad“. Odatle mozemo
zakljuciti da se razgovor koji je opisan u Parmenidu vodio oko 450. godine.'® Zbog
toga, ako je verovati Platonovoj hronologiji, otkri¢e da postoje nesamerljive veli¢ine
treba smestiti najkasnije u prvu polovinu petog veka. Ono zato moze pripasti samo
pitagorejcima iz ranog perioda.

Anticki izvori iz kojih saznajemo ko bi sve mogao biti autor otkri¢a da pos-
toje iracionalne veli¢ine, ne kazuju nista o tome kako je mogao izgledati dokaz
njihovog postojanja. Oni nas ne obavestavaju ni o tome na koju se veli¢inu odno-
sio najstariji dokaz. Ipak, zahvaljujuéi Platonu i Aristotelu mi imamo nagovestaje
dvaju dokaza do kojih su mogli doéi pitagorejci. Oba se odnose na iracionalnost
kvadratnog korena broja dva. Pored toga, zahvaljuju¢i nepoznatom autoru stava
X.117 i Aleksandru iz Afrodizije, imamo sacuvana i tri anticka dokaza da su dijago-
nala i stranica kvadrata dve nesamerljive velicine. Ostaje pitanje da li neki od njih
moze biti najstariji.

13.3. Klasi¢ni par-nepar dokaz

Aristotel upuéuje na dihotomiju par-nepar koja za posledicu ima dokaz o posto-
janju nesamerljivih veli¢ina. Buduéi da su se pitagorejci najpre bavili aritmetikom,
moguce je da je i najstariji dokaz da postoje iracionalne velicine bio aritmeticki.
Njihova prva aritmetika se odnosila na parne i neparne brojeve pa je i najstariji
dokaz mogao biti klasicni par-nepar dokaz'* On zapocinje pretpostavkom da pos-
toje brojevi p i ¢ koji nisu iste parnosti takvi da je ¢ = 2p?, i tu pretpostavku
dovodi do kontradikcije. Zaista, buduéi da je broj ¢? dva puta veéi od broja p?, on
¢e biti paran, a kako je proizvod neparnih brojeva neparan (I1X.29), i ¢ mora biti
paran broj. Zato postoji broj r takav da je ¢ = 2r. Tada je 4r% = 2p2, tj. p®> = 2r2.
Sada su i p? i p parni brojevi, pa su, dakle, i p i ¢ parni brojevi, a pretpostavili smo
da nisu.

Sasvim je moguce da je ovaj dokaz bio poznat u ¢etvrtom veku stare ere buduéi
da Aristotel najverovatnije na njega misli kada nas obavestava da:

iy dijalogu Parmenid kazuje:

. da bi bilo vece ili manje [jedno] bi moralo, uporedeno sa veli¢inama sa
kojima je samerljivo, da ima vise jedinica mere nego manja veli¢ina, a manje
jedinica mere nego veca veli¢ina. A uporedeno sa veli¢inama sa kojima nije
samerljivo, ono bi se sastojalo iz jedinica mere ovde manjih, a tamo vecih.
(Platon, Parmenid, 140c.)

12 Platon, Parmenid, 127 b.

13 videti [3, 84, str. 206].

140 raznovrsnosti metoda za dokazivanje da v/2 nije racionalan broj obavestavaju nas Konvej
i Sipman [10].
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. nesamerljivost dijagonale dokazuje se iz toga Sto bi pri pret-
postavci njene samerljivosti neparni brojevi postali jednaki parn-

ima.'®

Aristotel ne kazuje na ¢iju stranicu i dijagonalu se odnosi prethodna opaska, ali
pominje upotrebu dihotomije par-nepar, koja je delotvorna ako su u pitanju stran-
ica i dijagonala kvadrata.' On nas ne obavestava ni o tome kako je ovaj dokaz
mogao izgledati, ali iz njegovih rec¢i moze se zakljuciti da je bio indirektan i da je
imao i geometrijsku i aritmeticku komponentu. Pretpostavka u dokazu koji pom-
inje Aristotel, formulisana je geometrijskim jezikom, a u obaranju pretpostavke,
prema njegovim re¢ima, upotrebljava se aritmetika parnih i neparnih brojeva.l”
Zato bi klasi¢ni par-nepar dokaz mogao da bude aritmeticki deo dokaza stava koji
pominje Aristotel.

13.4. Stav X.117

Izgleda da je stav X.117 koji je dodat Elementima, nastao iz potrebe da se Ari-
stotelove re¢i opravdaju. Sacuvana su tri anticka dokaza ovog pseudo-Euklidovog
stava. Dva dolaze sa njim, a jedan dolazi iz Aleksandrovih komentara Aristote-
love Prve analitike. U svakom od njih, u obaranju pretpostavke da su dijagonala i
stranica kvadrata dve samerljive veli¢ine, upotrebljavaju se argumenti koji dolaze
iz aritmetike.!®

Na samom pocetku dokaza stava X.117 njegov autor upotrebljava Euklidov stav
X.5 da bi utvrdio da, ako su medusobno samerljive, onda se dijagonala d i stranica
a kvadrata odnose jedna prema drugoj kao neki broj ¢ prema broju p. Stavise, on
pretpostavlja da su ¢ i p najmanji brojevi takvi da je d : a = ¢ : p, i zakljuCuje da
tada ¢ ne moze biti jedinica.'® Sada je, na osnovu stava X.9, i d* : a®> = ¢2 : p? pa,
kako je d> = 2a® (na osnovu Pitagorine teoreme), biée i ¢> = 2p?. Medutim, ako
su najmanji, brojevi ¢ i p ¢ée biti i medusobno prosti (na osnovu stava VII.22) pa
upotreba klasi¢nog par-nepar dokaza vodi ka protvrecnosti da su brojevi g i p i iste
i razliCite parnosti.

Uz prethodni dokaz, stav X.117 sadrzi joS jedan — alternativni dokaz nesa-
merljivosti stranice i dijagonale kvadrata. Geometrijsko razmatranje u ovom dokazu
sustinski se ne razlikuje od onog iz dokaza stava X.117. I u alternativhom dokazu
se upotrebljava stav X.5 da bi se doslo do zakljucka da se dijagonala d i stranica a
odnose jedna prema drugoj kao broj ¢ prema broju p. Koristi se i stav X.9 da bi se
zakljuéilo da je d? : a® = ¢? : p?, a zatim i Pitagorina teorema da bi se utvrdilo da je
d? = 2a?, odakle sledi da je i ¢> = 2p?. Upotrebljava se i stav VII.22 iz potrebe da

15 Aristotel, Prva analitika, 41 a.

16 Fon Fric je istrazio moguénost da se ova opaska odnosi na dijagonalu i stranicu pravilnog
petougla [20].

17 Knorov pokusaj rekonstrukcije dokaza koji nagovestava Aristotel [29, str. 26-27], svodi se
na klasi¢ni aritmeticki dokaz kojem je dodato kratko geometrijsko objasnjenje.

18 O dokazima stava X.117 opgirno raspravlja Knor [29, str. 23-31, 228-233].

19 Cinjenicu da ¢ ne moze biti jedinica autor kasnije neée nigde upotrebiti u dokazu. Ipak,
primecuje da, ako bi bila, onda bi broj p bio manji od 1 jer je stranica a manja od dijagonale d,
ad:a=q:p. To, medutim, nije moguce, jer nema broja manjeg od jedinice.
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se dokaze da su brojevi ¢ i p prosti jer su najmanji. Ipak, postoji mala razlika medu
ovim dokazima. U geometrijskom razmatranju kojim zapocinje alternativni dokaz,
njegov autor dodatno primecuje da p ne moze biti jedinica jer, ako pretpostavi da
jeste, onda je ¢> = 2, a 2 nije potpuni kvadrat. Ono §to ¢ini sustinsku razliku
izmedu ovih dvaju dokaza je aritmeticki deo. U alternativnhom dokazu autor ne
upotrebljava argumente iz klasi¢nog par-nepar dokaza, ve¢ Euklidov stav VIII.14
da bi dokazao da strana (broj) p meri (deli) stranu (broj) ¢ ako (kvadratni broj)
p? deli (kvadratni broj) ¢2. Medutim, ako p deli ¢, a p nije jedinica, onda brojevi
q i p nece biti medusobno prosti, §to je u suprotnosti sa pretpostavkom da jesu.

Zahvaljujuéi Aleksandru iz Afrodozije sacuvan je jos jedan dokaz stava X.117.
Komentarisuéi Aristotelovu Prou analitiku (41 a) Aleksandar oseéa potrebu da iz-
nese dokaz Aristotelove tvrdnje da, pri pretpostavci samerljivosti stranice i dijag-
onale, neparni brojevi postaju jednaki parnima. Ovaj dokaz se unekoliko razlikuje
od dvaju dokaza stava X.117.2° T u njemu se najpre zakljuc¢uje da iz pretpostavke o
samerljivosti dijagonale d i stranice a kvadrata sledi da postoje brojevi ¢ i p takvi
dajed:a=q:p (X.5) za koje se moze pretpostaviti da su najmanji, pa stoga i
medusobno prosti (VIL.22). Medutim, za razliku od dokaza stava X.117, Aleksan-
dar upotrebljava stav VIL.27 da bi utvrdio da su i brojevi g% i p> medusobno prosti
pa, upotrebom stava X.9 i Pitagorine teoreme, zakljucuje da je ¢? : p?> = 2 : 1.
Na posletku, upotrebom klasi¢nog par-nepar dokaza, dolazi do protivrecnosti da
brojevi ¢2 i p? moraju biti i iste i razli¢ite parnosti.

I u dokazu stava X.117, i u njegovom alternativnom dokazu, kao i u Aleksan-
drovom dokazu, upotrebljavaju se stavovi X.5 i X.9 da bi se doslo do zakljucka da
se dijagonala i stranica kvadrtata odnose jedna prema drugoj kao broj ¢ prema
broju p, a kvadrati na njima kao broj ¢?> prema broju p?. Odavde se, opet upo-
trebom Pitagorine teoreme, izvodi formula ¢? = 2p? koja vodi ka protivreénosti.
Medutim, stav X.9 pripada Teetetu,?! tako da do bilo kojeg od triju sa¢uvanih do-
kaza stava X.117 niko nije mogao doéi pre njega. Stavise, u Aleksandrovom dokazu
upotrebljava se i Euklidov stav VII.27 na kojem se temelji dokaz Teetetovog stava
VIIL.14, a u aritmetickom delu alternativnog dokaza upotrebljava se i sam stav
VIII. 14, buduéi da je tvrdnja da ne postoje brojevi ¢ i p takvi da je ¢ = 2p?, samo
je poseban slucaj ovog Teetetovog stava. Cak i ako se dokaz stava X.117 svede
samo na aritmeticki deo i, kao u klasicnom par-nepar dokazu, iz pretpostavke da
je g% = 2p? zakljuéi besmislica — da su p i ¢ brojevi u isto vreme iste i razlicite
parnosti — opet se ovaj dokaz ne moze smestiti u vreme koje prethodi Teetetu,
dakle, pre samog kraja petog veka. Razlog tome je Platonova opaska o Teodorovim
otkriéima. Naime, ako u formuli ¢> = 2p? zamenimo broj 2 bilo kojim prostim
brojem k (recimo k = 17 ili k = 19), dokaz iracionalnosti v/k ostaée skoro istovetan

20 Razlika ovih dvaju dokaza navodi Knora na zakljuc¢ak da Aleksandrov primerak Elemenata
nije u sebi sadrzao dodati stav X.117. Zbog toga je Aleksandar sam morao da dokaze tvrdnju
stava X.117 ako dokaz ve¢ nije nasao u nekom drugom izvoru. Time Knor potvrduje Hajbergov
zakljucak da je stav X.117 interpolacija nastala posle Aleksandra. Bududéi da se stav X.117 nalazi
u svim prepisima Elemenata koji sadrze Teonove intervencije, on je dodat Elementima u periodu
od drugog do Cetvrtog veka koje deli Aleksandra i Teona. Videti [29, str. 52{15].

21 videtu odeljak 11.2.
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klasitnom par-nepar dokazu. Zaista, ako su p i ¢ brojevi takvi da je ¢ = kp?,
mozemo pretpostaviti da nisu oba deljivi brojem k jer, ako jesu, uvek se njihovim
uzastopnim deljenjem brojem k moze do¢i do dvaju brojeva koji nisu oba deljivi sa
k, a opet je kvadrat jednog od njih k£ puta veéi od kvadrata drugog. Medutim, ako
je ¢*> = kp?, onda je broj ¢? deljiv brojem k, pa kako prost broj koji deli proizvod,
deli bar jedan ¢inilac (VII.30),%2 i ¢ ée biti deljiv njime. Stoga postoji broj m takav
da je ¢ = km. Tada je ¢> = k®>m? = kp?, pa je p?> = km?. Sada je i p? deljiv
brojem k, pa je i p deljiv istim brojem. Kako nije moguce da k i deli i ne deli broj
p, pretpostavka da je ¢ = kp? dovedena je do protivrecénosti. Ovime je, u punoj
analogiji sa klasi¢nim par-nepar dokazom, dokazano da, ako je k prost broj, onda
V'k nije racionalan broj pa zato duzi kojima su duzine p i ¢ nisu samerljive.

Dakle, da je klasi¢ni par-nepar dokaz bio poznat Teodoru, on bi morao najpre
da pokusa njega da uopsti. Kako je njega sasvim jednostavno uopstiti da bi se
doslo do zakljucka da je kvadratni koren bilo kojeg prostog broja iracionalan broj,
Teodor ne bi imao razloga da stane kod kvadratnog korena broja 17. Buduéi da je
Teetet resio opsti problem jos za Teodorova zivota, pre Teeteta niko nije mogao dod¢i
do klasi¢nog par-nepar dokaza. Razume se, mi ne mozemo sa sigurnoséu tvrditi da
je Teetet prvi dosao do njega, ve¢ samo to da je ovaj dokaz svakako bio poznat u
cetvrtom veku buduéi da ga pominje Aristotel.

Tako je stav X.117 interpolacija, on nam je jedini pouzdani putokaz kako je
jedan anticki dokaz stava o nesamerljivisti dijagonale i starnice mogao izgledati.
Medutim, dokaz stava X.117 nije mogao biti jedini anti¢ki dokaz ovog stava. Morao
je postojati stariji dokaz od ovoga, onaj koji pripada ranim pitagorejcima. Buduéi
da su se oni bavili aritmetikom parnih i neparnih brojeva, aritmeticka sredstva
koja bi u njemu bila dopusStena mogla bi se sastojati samo iz stavova o parnim i
neparnim brojevima koje je Euklid smestio na kraj devete knjige Elemenata. Dokaz
iz aritmetike oblutaka zadovoljava taj uslov.??

13.5. Klasiéni geometrijski dokaz

O mogucénosti da su Grei nesamerljivost stranice i dijagonale mogli da dokazu i
geometrijski mozemo naslutiti samo na osnovu nekoliko napomena koje nam dolaze
iz antike. Medutim, pouzdano znamo da im je bio poznat kriterijum na osnovu
kojeg su to mogli uciniti. Mozemo ga naé¢i u Euklidovom stavu X.2, prema kojem
su dve veli¢ine nesamerljive ako pri neprekidnom oduzimanju manje od vece nijedan
ostatak ne meri prethodni ostatak. Upravo ovaj kriterijum Aristotel ima na umu
kada tvrdi da postoje velicine koje se ni najmanjim ne mogu meriti, i za primer
uzima dijametar.?* I prema rec¢ima veé pomenutog sholijaste desete knjige, dok

22 Dokaz ovog stava je jednostavan i direktan. Videti odeljak 9.7.
23 Videti odeljak 3.4, teorema 14.
24 Prema Aristotelovim recima (Metafizika, 983 a 15-22):
. svima onima koji jo§ nisu shvatili uzrok (nesamerljivosti dijametra) iz-
gleda zacudujuce to ako se nesto ne moze ni onim najmanjim meriti.
Coveka koji poznaje geometriju nista ne bi tako zacudilo kao kad bi
dijametar postao samerljiv.

Ova napomena jasno upucéuje na upotrebu geometrije u teoriji nesamerljivih.
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je jedinica zajednicka mera svih brojeva, ne postoji zajednicka mera svih duzi.
Opet je primer dijametar, tj. dijagonala (i stranica) kvadrata, buduéi da postupak
uzastopnog oduzimanja stranice od dijagonale neée dovesti do duzi koja meri i
jednu i drugu.

A

SLIKA 13.5.1. Nesamerljivost ivice i dijagonale kvadrata

Zaista, primenjen na dijagonalu AC = d i stranicu AB = a kvadrata ABCD,
postupak uzastopnog oduzimanja zapoc¢inje oduzimanjem duzi a od duzi d (slika
13.5.1). Ako je E tacka duzi CA takva da je BC = CE, a F tacka u kojoj
upravna na AC u tacki E sete duz AB, onda je, d —a = AE = EF = FB = d.
Sada se ostatak @’ = d — a = F'B moZe oduzeti od a = AB, da bi se dobio novi
ostatak d’ = AF. Time se dolazi do dveju duzi a’ i d’ koje sluze kao stranica
i dijagonala novog, manjeg kvadrata pa je problem nalazenja najveée zajednicke
mere ivice a i dijagonale d nekog kvadrata sveden na isti problem, problem nalazenja
najveée zajednicke mere ivice @’ i dijagonale d’ sada manjeg kvadrata. Stoga se ovaj
postupak nikada ne moze zavrsiti, te su ivica i dijagonala kvadrata dve nesamerljive
duzi (X.2).

Da je prethodni dokaz bio poznat Grcima mozemo zakljuciti posredno, na os-
novu jedne napomene u Platonovoj Drzavi i Proklovog komentara ovog Platonovog
dijaloga. Platon u svom dijalogu pominje racionalnu dijagonalu broja 5,2° a Proklo
pojam racionalne dijagonale objasnjava rekurzivno, definiSuéi iviéne i dijagonalne
brojeve. On uzima da su i pocetni iviéni i pocetni dijagonalni broj oba jedinice,
a zatim novi iviéni broj dobija sabiranjem starog ivicnog i dijagonalnog broja, a
novi dijagonalni broj sabiranjem dvostrukog starog ivi¢nog i dijagonalnog broja, i
nastavlja taj postupak. Ako su a’ i d’ stari, a a i d novi iviéni i dijagonalni broj,
ondajea=d +d,ad=2d+d. Zatosu (1,1), (2,3), (5,7) itd., redom, parovi
ivicnih i dijagonalnih brojeva, u skladu sa rekurzivnim formulama a,,+1 = a,, + dj,
dn+1 = 2a, + d,,. Stoga je, prema Proklovom objasnjenju, racionalna dijagonala
broja 5, broj 7.

Proklo ne objasnjava odakle dolazi motivacija da brojeve koji zadovoljavaju
prethodne formule nazove ivicnim i dijagonalnim ali Van der Verden nalazi da se

25 Drzva, 546. c.
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ove rekurzivne formule dobijaju upravo analizom slike kojom se ilustruje klasi¢ni
geometrijski dokaz.?® (Zaista, ako su a i d stranica i dijagonala kvadrata ABCD,
a a’ 1 d' ostaci u procesu uzastopnog oduzimanja stranice od dijagonale, biée a =
a +d,id=2d+d). Ako je zaista tako, onda je klasi¢ni geometrijski dokaz
da stranica i dijagonala kvadrata nisu dve samerljive veli¢ine, Platonu morao biti
poznat.

Aluzija na ovaj dokaz moze se naéi i u peripatetickoj raspravi O nedeljivim
linijama.?” U nameri da se utvrdi da nedeljive linije ne postoje, tj. da ne postoji
duz koja je najmanja i koja meri svaku drugu duz, u njoj se polazi od primera
stranice i dijagonale kvadrata. Prema ovom razmatranju, ako se pretpostavi da je
neka duz najmanja, onda postoji kvadrat kojem je ona ivica, a ako se stranica tog
kvadrata oduzme od dijagonale, dobija se duz manja od stranice. Proces uzastopnog
oduzimanja ovde se zavrSava veé posle prvog koraka, ali je primer indikativan i
ukazuje na moguénost da je samo izvucen iz konteksta dokazivanja da stranica i
dijagonala nisu samerljive.

Dakle, sudeéi prema pomenutim fragmentima iz Platonove DrzZeve i spisa O
nedeljivim linijama, geometrijski dokaz nesamerljivosti stranice i dijagonale kva-
drata mogao je biti poznat u ¢etvrtom veku stare ere. To potvrduje i ¢injenica da
Euklid dokazuje stav X.2 koji sadrzi kriterijum na osnovu kojeg je dokaz mogao
biti izveden. Ostaje pitanje da li je klasi¢ni geometrijski dokaz bio poznat i ranije
i da li je on moguéi kandidat da bude najstariji.

13.6. Geometrijski dokaz Teetetove teoreme

Bududi da je Teodor umeo da dokaze da kvadratni korenovi brojeva 3 i 5 nisu
racionalni brojevi, postavlja se pitanje da li je dokaze mogao da zasnuje na istoj
ideji koja se koristi u klasicnom geometrijskom dokazu da kvadratni koren broja 2
nije racionalan. U nameri da damo odgovor na ovo pitanje razmotri¢emo najpre
najjednostavniji slucaj posle jednakokrako-pravouglog trougla, koji se odnosi na
pravougli trougao kojem su katete duzina 1 i 2. Razume se, njegova hipotenuza ¢e
biti duzine v/5 (1.47). Ako je ona samerljiva sa sa jednom katetom, bi¢e samerljiva
i sa drugom.

Primenjen najpre na hipotenuzu duzine v/5 i katetu duzine 2 (slika 13.6.1),
postupak uzastopnog oduzimanja vodi do zakljucka da su ove dve duzi nesameljive,
na isti nac¢in na koji do istog zakljucka dovodi postupak primenjen na hipotenuzu i
katetu jednakokrako pravouglog trougla (tj. na dijagonalu i stranicu kvadrata). To
je stoga Sto se problem samerljivosti hipotenuze i katete trougla kojem su ivice 1, 2 i
V/5, svodi na isti problem sada manjeg, njemu sli¢nog trougla. Zato se se postupak
uzastopnog oduzimanja katete od hipotenuze nikada ne moze zavrsiti pa su one dve
nesamerljive duzi (X.2). Zbog toga kvadratni koren broja 5 nije racionalan broj.

Sliéno, ako je jedna kateta duzine 1, a hipotenuza duzine 2, onda je druga kateta
koja je duzine v/3, nesamerljiva sa drugim dvema ivicama zato §to se postupak uza-
stopnog oduzimanja koji zapocinje oduzimanjem katete duzine v/3 od hipotenuze

26 Videti [53, str. 126-127].
27 De Lineis Insecabilibus, 970 a 14-17.
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SLikA 13.6.1. Iracionalnost v/5 i v/3

duzime 2, ne moze zavrsiti buduéi da se njime dolazi uvek do trouglova koji su
sliéni polaznom trouglu ivica 1, v/3 i 2.28 Zbog toga ni v/3 nije racionalan broj.
Postupak uzastopnog oduzimanja moze se primeniti i na pravougle trouglove
ivica 11 3 i na isti nacin dokazati da v/8 i v/10 nisu racionalni brojevi. Primena na
pravougle trouglove kojima su ivice duzina 1 i 4, vodi do zakljucka da su /151 v/17
iracionalni brojevi, a ako su ivice duzina 1 i 5, do iracionalnosti brojeva /24 i /26,
itd. Pravougli trouglovi kojima je jedna ivica duzine 1, a druga duzine k vode do
zakljuéka da vk2 4+ 1 i v/k2 — 1 nisu racionalni brojevi, tako da bavljenje ovakvim
trouglovima ne daje odgovor na pitanje da li je v/19 iracionalan broj ili nije.

p

SLIKA 13.6.2. Teetetova teorema

Medutim, prethodni postupak uzastopnog oduzimanja katete od hipotenuze
moze biti upotrebljen i ako su jedna kateta i hipotenuza, redom, celobrojnih duzina
p i g (slika 13.6.2). Ako je i druga kateta celobrojne duzine, postupak ée se
zavrsiti nalazenjem najvece zajednicke mere te ivice i jedne od ostalih dveju (VII.2).
Medutim, ako duzina y druge katete nije ceo broj, postupak se nece zavrsiti pa y
nece biti racionalan broj. Zaista, ako bi se postupak zavrsio, onda bi postojala za-
jednicka mera x jedini¢ne duzi i katete koja je duzine y, pa bi tada postojali brojevi
y', ¢ ip takvidajey =vy'z, g = ¢z ip=p'z. Razume se, tada je y'?> = ¢'*> — p'?
paje (v, ¢, p") Pitagorina trojka brojeva. Stavise, brojevi y, p, ¢ su proporcionalni
brojevima y',p’, ¢’ pa je i (y,p,q) Pitagorina trojka brojeva. Dakle, ako (y,p,q)
nije Pitagorina trojka brojeva, y je iracionalan broj.

28 osnovi ovog razmatranja je izmenjena Sojtenova rekonstrukcija Teodorovog dokaza da
V/3 nije racionalan broj, koju reprodukuje Hit (23, vol. I, str. 207-209].
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Da bismo dobili odgovor na pitanje koji (prirodni) brojevi imaju kvadratni
koren koji nije racionalan broj, dovoljno je utvrditi koji se sve nekvadratni brojevi
mogu predstaviti kao razlika dvaju kvadratnih brojeva. Ispostaviée se da za svaki
prirodni broj k koji nije potpun kvadrat postoje brojevi ¢ i p takvi da je k =
q®> —p? = (¢ —p)(q+p). Zaista, ako je k neparan broj, onda mozemo pretpostaviti
dajeg—p=1iq+p =k, aodavde nadi reSenja za g i p. Ako je k deljiv sa 4, onda
iz pretpostavke da je ¢ — p = 21 g + p = k/2 opet sa lako¢om nalazimo reSenja za
q i p. Medutim, ako je k deljiv sa dva ali ne i sa Cetiri, mozemo ga pomnoziti sa 4
i dokazati da se 4 - m moze predstaviti kao razlika dvaju kvadratnih brojeva. Zato
2v/k nije racionalan broj pa ni vk nije racionalan broj. Dakle, kvadratni koren
broja k je racionalan broj ako i samo ako je k potpuni kvadrat. Medutim, ovo je
Teetetova teorema — stav VIII.14.

Da je Teodor znao klasi¢ni geometrijski dokaz mogao je da ga uopsti i dokaze
Teetetovu teoremu. Medutim, on je stao ve¢ kod kvadratnog korena broja 17. Da je
geometrijskom metodom samo trazio primere iracionalnih brojeva, a ne opsti stav
do kojeg je kasnije dosao Teetet, lako bi utvrdio da ni v/17 ni v/19 nisu racionalni
brojevi, tako da, opet, nije morao da stane kod kvadratnog korena broja 17. Zaista,
akojek=17tadajep=8ig=9,aakojek =19, ondajep=9ig=10, pasui
kvadratni korenovi brojeva 17 i 19 iracionalni brojevi.

Dakle, Teodor nije geometrijskom metodom dosao do svojih primera iraciona-
Inih veli¢ina. Njemu nije bio poznat klasi¢ni geometrijski dokaz da kvadratni koren
broja 2 nije racionalan broj. Da ga je znao, on bi najpre njega pokusao da uopsti.
Razume se, nije nemogucée da je, kasnije, Teetet upotrebio geometrijsku metodu i
Euklidov stav X.2, da bi dokazao svoju teoremu. Medutim, sam Euklid nikada ne
upotrebljava stav X.2. Zato nema razloga da sumnjamo u to da je Teetetov dokaz
bio aritmeticki, bas kao $to je to dokaz stava VIII.14. Kao Sto je on aritmeticki,
aritmeticka je morala da bude i metoda koju je koristio Teodor da bi doSao do
svojih primera. Razume se, to nije mogla biti aritmetika koju je razvio Teetet da
bi dokazao svoju teoremu.






POGLAVLJE 14

Otkrice nesamerljivosti

Tako o tome na postoji nijedan trag u sacuvanim rukopisima, pored klasi¢nog
par-nepar dokaza i klasi¢nog geometrijskog dokaza, postoji mogucénost da jos jedan
dokaz da kvadratni koren broja 2 nije racionalan broj dolazi iz najranijeg perioda.
Kao i klasi¢ni par-nepar dokaz, i on je na sasvim jednostavan nacin utemeljen na
dihotomiji parnih i neparnih brojeva. Uz to, ovaj dokaz je i veoma kratak.

14.1. Dokaz na osnovu stava o jedinstvenoj
faktorizaciji

Medu prostim deliocima, kako broja ¢ tako i broja p?, ima parno mnogo
faktora jednakih broju 2, dvostruko vise nego medu prostim deliocima brojeva ¢ i p,
dok broj 2p? ima neparno mnogo takvih faktora. Medutim, prema osnovnom stavu
aritmetike, koji se naziva i stavom o jedinstvenoj faktorizaciji prostim brojevima,
brojevi su razli¢iti ako i samo ako imaju razli¢ite faktorizacije, pa ne postoje brojevi
p i g takvi da je broj ¢ jednak broju 2p?. Zbog toga kvadratni koren broja 2 nije
racionalan broj.

Ovaj dokaz utemeljen je na aritmetici parnih i neparnih brojeva, medutim,
kljuéni argument u njemu ne pripada toj aritmetici. On dolazi kao posledica stava
o jedinstvenoj faktorizaciji brojeva. Medutim, ovaj stav se nigde ne pominje u
antickoj literaturi. Razume se, to ne znac¢i da nije mogao biti upotrebljavan i
bez dokaza.! Za time ipak nije bilo potrebe buduéi da, iako nedostaje opsti stav,
u Elementima ima stavova koji se odnose na faktorizaciju, koji se takode mogu
upotrebiti u dokazu tvrdnje da kvadratni koren broja 2 nije racionalan broj.

Najpre, u stavu IX.14 Euklid dokazuje da proizvod medusobno razli¢itih prostih
brojeva nema drugih prostih delitelja, osim tih prostih brojeva, §to je poseban slucaj
opsteg stava o jedinstvenoj faktorizaciji. I stav IX.34 se odnosi na faktorizaciju,
iako se na osnovu njegove formulacije ne bi reklo da je tako. Medutim, on se odnosi
samo na faktorizaciju parnih brojeva. Prema ovom stavu,

ako broj ne pripada ni brojevima koji se dobivaju od dvo-
jke neprekidnim udvostrucavanjem, ni brojevima koji imaju
neparnu polovinu, on je ili parno-paran ili parno-neparan.

1 Mnogo kasnije, matematicari, medu kojima je i Ojler, umeli su da upotrebljavaju ovaj stav
ne primetivsi da on zahteva bilo kakvu proveru ili dokaz, sve dok Gaus kona¢no nije shvatio
potrebu da ga eksplicitno formulise i dokaze. Videti [39, str. 238].
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Drugim re¢ima, ako neki broj nije ni stepen broja dva, a nije ni proizvod broja 2
i nekog neparnog broja, onda se on moze predstaviti i kao proizvod dvaju parnih
brojeva, i kao proizvod jednog parnog i jednog neparnog broja. Zato je on i parno-
paran broj (VII. def.8) i parno-neparan broj (VIL def.9-10). U dokazu Euklid
polovi zadati broj, zatim polovi njegovu polovinu i nastavlja ovaj postupak uza-
stopnog polovijenja sve dok ne dode do nekog neparnog broja, da bi na posletku
zaklju¢io da se polazni broj parno-paran jer se u njegovoj faktorizaciji broj 2 po-
javljuje vise nego jednom, i parno-neparan jer se u njegovoj faktorizaciji pojavljuje
i neparan broj. Dakle, svaki paran broj je ili stepen broja 2 ili proizvod nekog
neparnog broja i stepena broja 2.

Deduktivna struktura Euklidovog dokaza stava 1X.34 je trivijalna jer se u njemu
ne upotrebljava nijedan stav koji je veé¢ dokazan. Stavise, Euklid ga kasnije neée
upotrebiti ni u jednom dokazu u Elementima tako da je ovaj stav logicki izolovan.
Niti se u njegovom dokazu upotrebljavaju stavovi koji mu prethode, niti se se on
koristi u dokazima stavova koji dolaze za njime. Reklo bi se da je nevazan. Mogao
je biti izostavljen bez posledica po deduktivnu strukturu Flemenata. Ipak, buduéi
da ga je uvrstio u devetu knjigu, Euklid je ovaj stav smatrao vaznim. Razlog tome
mogla bi biti njegova uloga u dokazu da ne postoje brojevi p i ¢ takvi da je ¢? = 2p>.

14.2. Kako je mogao izgledati Euklidov dokaz?

Upotrebom postupka uzastopnog polovljenja, Euklid u stavu IX.34 zapravo
dokazuje da se svaki parni broj p na jedinstven nac¢in moze iskazati kao proizvod
nekog neparnog broja ¢ (uklju¢ujudi i jedinicu) i stepena broja 2, tj. da je p = ¢- 2™,
m=1,2,3,.... Na osnovu ovog stava i stavova IX.28 i IX.29 o proizvodu parnih i
neparnih brojeva, Euklid je jednostavno mogao dokazati da ne postoje brojevi p i
g takvi da je ¢% = 2p°.

Zaista, ako je ¢ = 2p?, onda ¢? mora biti paran broj jer mu je jedan éinilac
paran broj (IX.28). Zato i ¢ mora biti paran broj jer, ako nije, onda je ¢ neparan
broj (IX.29). Tada postoji broj r takav da je ¢ = 2r, a odavde sledi da je ¢® = 4r2.
Medutim, ¢? = 2p? pa je p? = 2r2, a tada su p?, a stoga i p, parni brojevi.

Dakle, ako je ¢> = 2p?, onda brojevi ¢® i ¢, a zatim i p® i p, moraju biti
parni. Tada, na osnovu stava 1X.34, postoje neparni brojevi a i ¢ (koji mogu biti
i jedinice) takvida jeg =a-2"ip=c-2™,1 < m < n. Svaki od njih se moze
prepoloviti. Medutim, brojevi 2p? i ¢? su medusobno jednaki ako i samo ako su
jednake njihove éetvrtine, pa je 2p? = 2¢?22™ potpun kvadrat ako i samo ako je i
2(p/2)? = 2¢*22(m=1 potpun kvadrat. Sada, ako je broj p/2 paran, on se opet moze
prepoloviti. Nastavljajuéi postupak polovljenja koji zapocinje brojem p = c-2™, na
posletku ¢ée se doéi do parnog broja c¢-2. Sada preostaje samo jos jedno polovljenje
da bi se doslo do broja ¢ koji moze biti jednak jedinici ili kojem drugom neparnom
broju. Dakle, 2p? = 2¢222™ je potpun kvadrat ako i samo ako su svi brojevi

2c222(m=1) 9:292(m=2) ' 9292 9.2
potpuni kvadrati.

Ako neparni broj ¢ nije jedinica, tada 2¢? nije potpun kvadrat (buduéi da bi ¢
bio paran broj ako je 2¢*> potpun kvadrat), pa ne moze biti ni 2p? = 2¢%22™. Ako
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je ¢ jedinica, tada je 2p? = 2 - 22™ potpun kvadrat ako i samo ako su i svi brojevi
2.92m=1) 9. 92(m=2)  9.92

potpuni kvadrati. Medutim, 2 - 22 = 8 nije potpun kvadrat pa ne moze biti ni 2p2.
Dakle, nezavisno od toga da li se pretpostavi da je ¢ jedinica ili nije, 2p? ne moze
biti potpun kvadrat, a zbog toga kvadratni koren broja 2 nije racionalan broj.

Tako je prethodni dokaz, u kojem se upotrebljava savremena terminologija,
jednostavno interpretirati oblucima,? on je ipak izlozen na¢inom koji je mogao biti
Euklidov, buduéi da ima deduktivnu strukturu koja sa sastoji samo iz stavova o
parnim i neparnim brojevima koje nalazimo u devetoj knjizi Elemenata.

14.3. Zakljucéci Menonovog roba

Tvrdnja da broj 8 nije potpun kvadrat koja je upotrebljena u prethodnom
dokazu, toliko je jednostavna da ne zahteva nikakvu posebnu potvrdu. Medu-
tim, Platon bas ovu ¢injenicu istice i, stavise, eksplicitno je dokazuje u ¢uvenom
fragmentu iz Menona u kojem mladi Menonov rob uz Sokratovu pomoé¢ pokusava
da utvrdi koji ¢e kvadrat biti dvostruko veéi od zadatog kvadrata ¢ija je ivica
duzine 2 stope.® Ovaj razgovor Platonov Sokrat vodi sa namerom da potvrdi svoje
filozofsko stanoviste prema kojem je svako saznanje setanje, izmamljujuéi iz roba
znanje matematike kojem ga niko nije poducio, $to dokazuje da ga je on i pre
razgovora ve¢ imao. Trebalo je samo da ga se seti. Sokrat mu je u tome pomogao.

Platonov dokaz nije aritmeticki veé je geometrijski. U njemu su brojevi predsta-
vljeni jedini¢nim kvadratima koji imaju funkciju jedinica, tako da je dokaz zbog
toga vizuelno ocigledan. Do njega se ne dolazi na temelju nekog veé usvojenog
znanja ili upotrebom nekih poznatih ¢injenica, ve¢ prostim posmatranjem slike.
Razume se, dokaz i nije mogao biti drukéiji budué¢i da Menonov rob nikada nije
prosao kroz bilo kakvu matematicku obuku, tako da bi njemu bilo neubedljivo ili
¢ak nerazumljivo bilo §ta $to se ne moze empirijski proveriti.

Pre no sto ¢e roba navesti na zakljucak da je kvadrat kojem je ivica dijagonala
zadatog kvadrata dvostruko veéi od tog kvadrata, Sokrat predlaze da se najpre
proveri da li se ivice zadatog kvadrata mogu produziti tako da se dobije dvostruko
veéi kvadrat (slika 14.3.1). Ako se ivica udvostruci, rob zakljucuje da ée se dobiti
kvadrat cetvorostruke, a ne dvostruke povrsine. On ¢ée se sastojati iz 16 kvadrata
kojima su ivice duzine jedne stope, a dvostruko veéi kvadrat od kvadrata ivice
2 stope bi se mogao sastojati samo iz 8 takvih kvadrata. Posto je novi kvadrat
prevelik, Sokrat sugeriSe da se na¢ini pokusaj sa kvadratom kojem je ivica duzine 3
stope. Ona je veca od ivice polaznog kvadrata, ali je manja od ivice ¢etvorostruko
vecéeg kvadrata. Medutim, rob zakljucuje da ¢e tada biti dobijen kvadrat povrsine
9, a ne 8 stopa.

Time su iscrpljene sve moguénosti za nalazenje kvadrata celobrojne ivice,
dvostruko veceg od zadatog kvadrata ivice Cija je duzna 2 stope. Nije uspeo
pokusaj da se nade aritmeticko resenje problema. Medutim, kao $to ne uspeva

2Videti odeljak 3.4.
3 Platon, Menon, 82b—-85b.
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P

SLIKA 14.3.1. Razmisljanje Menonovog roba

ovaj, ne moze uspeti nijedan drugi pokusSaj da se za zadati kvadrat celobrojnih
ivica nade dvostruko veéi kvadrat koji je takode celobrojnih ivica. Sokrat i rob to
i ne pokusavaju da ispitaju, ve¢ zastaju nakon najjednostavnijeg primera.

Sokrat ne sugeriSe mladom robu da pokusa sa kvadratom kojem je ivica duzine
3 ili 4 stope iako bi i u tim slucajevima rob proverom jednostavno dosao do istog
zakljucka. Medutim, opSte aritmeticko istrazivanje bilo bi pretesko za mladog roba.
Zato Sokrat i ne pokreée potragu za celim brojevima p i ¢ takvim da je ¢ = 2p?,
jer zna da njih nema, ve¢ samo ispituju slucaj kada je p = 2. Slika kojom je mogao
ilustrovati opstu tvrdnju (slika 14.3.2) ne razlikuje se od slike sa oblucima (slika
3.4.3), samo §to ulogu jedinica umesto oblutaka imaju jedini¢ni kvadrati.

q

g2

q/2
p/2 q

p pi2 P
SLIKA 14.3.2. Kada je ¢ = 2p??

Tek posle neuspesnog pokusaja sa kvadratom celobrojne ivice, Sokrat navodi
roba da u razmatranje uzme i dijagonalu zadatog kvadrata — liniju iz jednog ugla
kvadrata u drugi, a sa njome i novi kvadrat kojem je ona ivica. Taj novi kvadrat ce,
zakljucuje mladi rob, biti dvostruko veée povrsine jer se sastoji iz ¢etiriju trouglova
dobijenih podelom zadatog kvadrata njegovom dijagonalom (slika 14.3.1), a zadati
kvadrat iz samo dvaju takvih trouglova.

Sugerisué¢i mladom robu da pokusa sa geometrijskim resenjem, Platonov Sokrat
priznaje da do resenja problema ne vodi aritmetika, ve¢ geometrija jer je ivice dvaju
kvadrata, od kojih je jedan dvostruko veéi od drugog, mogucée naé¢i u skupu duzi,
ali ne i u skupu celobrojnih duzi.

14.4. Kome pripada otkri¢e nesamerljivosti?

U nameri da najpre potraze aritmeticko resenje problema udvostrucenja za-
datog kvadrata kojem su ivice duzine 2 stope, Sokrat i mladi rob upotrebljavaju
jedini¢ne kvadrate kojima predstavljaju jedinice. Ovakva upotreba jedini¢nih kva-
drata ne razlikuje se od upotrebe kamenci¢a u predstavljanju kvadratnih brojeva.
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Razume se, Sokrat i rob su prinudeni da koriste kvadrate zato §to se problem ud-
vostrucenja kvadrata ne moze resiti samo upotrebom kamencic¢a. Razlog tome je to
§to konacno resenje problema ne pripada aritmetici ve¢ geometriji. Svejedno, nji-
hovo reSenje je vizuelno evidentno i kada pokuSavaju da nadu kvadrat celobrojne
ivice dvostruko veéi od zadatog kvadrata i kada nalaze geometrijski kvadrat koji je
dvostruko veéi od zadatog.

Za razliku od klasi¢nog par-nepar dokaza, kao i od svakog od sacuvanih dokaza
stava X.117, dokaz da ne postoji kvadratni broj dvostruko veéi od nekog drugog
kvadranog broja (iz odeljaka 3.4 i 14.2) vizuelno je evidentan bez obzira na to da li
su kvadratni brojevi predstavljeni oblucima (slika 3.4.3) ili jediniénim kvadratima
(slika 14.3.2). Stavise, on je i direktan. Sredstva koja su upotrebljena u njemu
sasvim su jednostavna. To su samo osobine parnih i neparnih brojeva koje FEuk-
lid dokazuje u devetoj knjizi Elemenata. Jednostavnost upotrebljenih argumenata
upuéuje na starost dokaza.* Razume se, Sokrat sa neobrazovanim robom nije mo-
gao da razgovara o najnovijim nauc¢nim otkri¢ima. Pre ¢e biti da je on sa njime
raspravljao o ne¢emu $to je u vreme razgovora bilo uobicajeno u obuci mladih ljudi
te je, bez sumnje, bilo uveliko poznato ve¢ decenijama. Zbog svega toga, sa visokom
stepenom pouzdanosti mozemo tvrditi da znanje matematike o kojoj razgovaraju
Sokrat i Menonov mladi rob, dolazi iz vremena ranog pitagorejstva, pa zato nije
anahronizam tvrdnja da je ono moglo biti dostupno i Pitagori i Hipasu. Zato je
uverljiva i tvrdnja da im je mogao biti poznat i dokaz da kvadratni koren broja dva
nije racionalan broj. Ovaj zaklju¢ak potvrduje i upotreba stava 1X.34 u dokazu
buduéi da ovaj stav pripada aritmetici parnih i neparnih brojeva koja dolazi iz ra-
nopitagorejskog perioda. Potvrduje ga i razgovor Sokrata i Menonovog roba, koji
se odnosi na primer broja dva ¢iji dvostruki kvadrat nije jednak ni jednom kvadrat-
nom broju. S obzirom na to da u kontekstu otkri¢a nesamerljivih veli¢ina literatura
pominje samo Pitagoru i Hipasa, nema razloga da sumnjamo da otkri¢e pripada
jednom od njih dvojice. Znajuéi da Jamblih pominje Hipasa koji bi mogao biti
autor, ali dodaje da je ta nauka koju je Hipas otkrio drugima zapravo Pitagorina,’
a da Proklo tvrdi da je ba$ Pitagora otkrio postojanje iracionalnih veli¢ina, ovo
otkri¢e mozemo pre pripisati Pitagori nego Hipasu.

14.5. Kvadratni koren parnog broja

Buduéi da se upotrebom samo Euklidovih stavova IX.21-34 moze dokazati da
ne postoje brojevi p i g takvi da je g2 = 2p?, ostaje pitanje da li se istim sredstvima
moze utvrditi za koji broj k postoje brojevi p i q takvi da je g2 = kp?. Sudeéi prema
Platonovom svedocenju, Teodor je naSao samo delimi¢no reSenje ovog problema
dokazavsi da za k = 3 1 k = 5 takvi brojevi ne postoje, a iz nekog razloga je sa
svojim dokazivanjem stao kod broja k = 17. Ako je u tom cilju upotrebljavao ista
sredstva kao i njegovi prethodnici — ranopitagorejci, onda je razlog zbog kojeg je
sa svojim istrazivanjem stao kod broja 17 morao doé¢i kao posledica upotrebe tih

4 Beker dokazuje da Euklidovi stavovi o parnim i neparnim brojevima (IX.21-34) dolaze iz
najranijeg peroida pitagorejstva. Videti [6] i [53, str. 108].
5Videti [55, str. 262].
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sredstava. Bududéi da ona podrazumevaju upotrebu dihotomije par-nepar, mozemo
najpre naciniti analizu postavivsi pitanje o tome kakve su posledice pretpostavke
da je k paran broj, a potom, znajué¢i odgovor na ovo pitanje, i pretpostavke da je
k neparan broj.

Upotrebom stava 1X.34 mozemo izvesti nekoliko jednostavnih zakljucaka o
racionalnosti kvadratnog korena parnog broja k. Zaista:

(1) Ako je broj k stepen broja 2, tj. ako postoji broj n takav da je k = 2™,
tada n moze biti ili paran ili neparan broj.

(a) Ako je k neparni stepen broja 2, tj. ako postoji broj I takav da je
k = 22+ tada je ¢ = kp? = 2 (2!p)? = 2p%,p' = 2'p, pa se
upotrebom ranopitagorejskog dokaza lako dolazi do zakljucka da je
kvadratni koren broja k iracionalan broj.

(b) Ako je k parni stepen broja 2, tj. ako postoji broj I takav da je
k = 22" tada je broj k potpuni kvadrat pa je kvadratni koren broja
2 racinalan broj. Stavise, to je broj 2.

(2) Ako je k paran broj koji nije stepen broja 2, onda je on, prema stavu
IX.34, proizvod neparnog broja ¢ (koji nije jedinica) i stepena broja 2,
tj. k = c-2™. Opet, broj n moze biti paran ili neparan.

(a) Pretpostavimo najpre da je broj n neparan. U posebnom slucaju
kada je k proizvod neparnog broja c i broja 2, tj. kada je k = 2c,
ranopitagoreski dokaz moze biti ponovljen korak po korak da bi se
utvrdilo da, u tom slu¢aju, kvadratni koren broja k nije racionalan
broj. Ova ¢injenica ima za posledicu jednu opstiju tvrdnju: ako je
k = c-22*+1 ondaje ¢ = 2¢-(2'p)? = 2¢-p'?, p' = 2!p, pa je kvadratni
koren broja k opet iracionalan.

(b) Ako je broj n paran, tj. ako je k = c- 2%, tada je ¢*> = c- 2%p? =
c-(2'p)? = c-p?,p' = 2'p. Dakle, kvadratni koren parnog broja k
¢e biti iracionalan broj ako i samo ako je kvadratni koren neparnog
broja c iracionalan broj.

Razume se, kvadratni koren broja k je racionalan broj ako je broj c
potpuni kvadrat. Ako ¢ nije potpun kvadrat, onda pitanje da li je k
racionalan ili iracionalan broj ostaje otvoreno.

Dakle, kvadratni koren broja 2™ je racionalan broj ako i samo ako je n paran
broj. Kvadratni koren broja c- 2™ ¢ée biti iracionalan broj ako je n neparan broj, a
ako je paran, onda ¢e c- 2" biti racionalan broj ako i samo ako je kvadratni koren
neparnog broja c¢ racionalan broj. Odgovorivsi na pitanje kada je kvadratni koren
neparnog broja racionalan broj, a kada nije, da¢emo odgovor i na pitanje kada je
kvadratni koren bilo kojeg broja racionalan broj, a kada nije.

14.6. Zasto 177

Teodor je nasao delimi¢an odgovor na pitanje o iracionalnosti kvadratnih koren-
ova utvrdivsi da kvadratni korenovi brojeva 3 i 5 nisu racionalni. Prema Platonovim
reCima, sa svojim istrazivanjem on je stao kod broja 17. Rukovodeéi se Itardovom
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idejom,® razlog ovome nasli su Basmakova i Lapin.” Njihov dokaz je indirektan kao
§to je to i klasi¢ni par-nepar dokaz, a kljuéni argument koji koriste je ¢injenica da
je svaki neparni kvadratni broj oblika 8n + 1.

Oni najpre primecuju da, ako se pretpostavi da je k paran broj koji nije potpuni
kvadrat, onda se dokaz da je vk iracionalan broj ne razlikuje od klasi¢nog par-nepar
dokaza. Zato pretpostavljaju da je k neparan broj koji nije potpuni kvadrat, a da
su p i ¢ najmanji brojevi takvi da je ¢> = kp®. Tada su ¢ i p medusobno prosti
brojevi pa ne mogu biti oba parni. Oni su zato oba neparni buduéi da je k neparan
broj. Dakle, oni su oblika 2n + 1 pa su njihovi kvadrati oblika 4(n? + n) + 1 ili

1 1
% +1, jerje % ceo broj.

Zato iz pretpostavke g2 = kp?, sledi da je
8(n(n+ 1) km(m—i— 1)) ko1

8

2 2
Dakle, broj k — 1 je deljiv sa 8 pa postoji broj n takav da je k = 8n+ 1. Ako k nije
ovog oblika, a takvi su, na primer, brojevi 5, 7, 11, 13, 15, onda nije ¢®> = kp?, pa
su kvadratni korenovi ovih brojeva iracionalni. Ako je k = 8n + 1, onda prethodna
metoda nije delitvorna pa se za kvadratne korenove brojeva 17, 25, 33, itd., ne moze
re¢i da li su iracionalni ili nisu. I broj 9 je oblika 8n + 1 ali on je potpuni kvadrat
pa je 17 najmanji broj za koji se na ovaj nac¢in ne moze utvrditi da li je racionalan
ili nije. Zato je Teodor stao kod ovog broja.

Kao §to klasiéni par-nepar dokaz nije mogao biti poznat pre Teeteta, tako pre
Teeteta nije mogao biti poznat ni dokaz koji su rekonstruisali Basmakova i Lapin.
To je zbog toga sto je i njihov dokaz indirektan, i u njemu se upotrebljavaju isti
argumenti kao i u par-nepar dokazu. Medutim, upotreba indirektne metode moze se
izbeéi koris¢enjem procesa uzastopnog polovljenja koji Euklid uvodi u dokazu stava
1X.34. Zato Teodorovo otkri¢e pripada aritmetici koji su razvili rani pitagorejci.

Zaista, ako je k neparan broj koji nije potpun kvadrat, takav da je ¢ = kp?,
brojevi p? i ¢? biée ili oba parni ili oba neparni. Ako su neparni, onda su brojevi
p? —11i¢? —1 deljivi sa 8.8 Stavise, ako je ¢ = 8n + 1 = k(8m + 1) = kp?, onda
je k =8(n —km) + 1, pa ¢e i broj k, kada se umanji za 1, biti deljiv sa 8.

Ako su p? i ¢ parni brojevi, onda su i p i ¢ parni pa se postupak uzastopnog
polovljenja broja p zavrsava ili nekim neparnim brojem ili brojem 2. Ako se zavrsava
neparnim brojem p’, tada je i ¢’? (= kp'?) neparan broj buduéi da sui k i p’? neparni
brojevi. Zato je i k broj oblika 8n + 1. Ako se postupak uzastopnog polovljenja
broja p zavrsava brojem 2, onda se upotrebom metode Menonovog roba moze lako
proveriti da brojevi 322 =12, 522 =20, 7-22 = 28, 1122 = 44, 13- 22 = 52
i 15-22 = 60 nisu potpuni kvadrati buduéi da je 32 < 3-22 <42 <5-22 <52 <
7-22 <62 <11-22 <72 <13-22 < 15-22 < 82, Stavise, i slike kojima se ove
nejedakosti mogu ilustrovati u analogiji su sa slikom kojom se ilustruju zakljuéci

6 Videti [27, str. 33-39] i [29, str. 113f].
"Videti [4].
8Ova tvrdnja dokazana je upotrebom oblutaka, u odeljku 1.3 (slika 1.3.5).
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Menonovog roba. Zato ne postoje brojevi p i ¢ takvi da je ¢°> = kp® kada je k neki
od brojeva 3, 5, 7, 11, 13 i 15.

32<3.22<42 42<5.22<52, 52<7.22 <62

Dakle, nezavisno od toga da li su brojevi p i ¢ parni ili neparni, ako je k neparan
broj koji nije oblika 8n+ 1, i koji nije potpun kvadrat, ne postoje brojevi p i q takvi
da je ¢® = kp?. Zato su kvadratni korenovi brojeva 3, 5, 7, 11, 13 i 15 iracionalni.
Odavde sledi da su iracionalni i kvadratni korenovi brojeva 6, 10, 12, 14 (zbog 2.b),
a takode i kvadratni koren broja 8 (zbog 1.a). Medutim, do istog zakljucka ne
mozemo dodi i za brojeve 17, 25, 33, ... koji su oblika 8n + 1, tako da pitanje da li
su i njihovi kvadratni korenovi iracionalni ili nisu, ostaje otvoreno.

14.7. Sta je crtao Teodor?

U Platonovom Teetetu (147 d), od Teeteta saznajemo da je Teodor crtao nesto
o kvadratima ne bi li dokazao da kvadrati celobrojnih povrsina od 3 stope, 5 stopa
itd., imaju ivice koje nisu samerljive sa ivicom kvadrata povriine jedne stope.’
Saznajemo i to da je Teodor razmatrao svaki pojedini kvadrat do onog od 17 stopa,
a da je kod njega, iz nekog razloga, stao.

Sudeéi prema Teetetovim recima, Teodorovi dokazi su bili vizuelno ocigledni,
a njegovi crtezi odnosili su se na pojedina¢ne primere kvadrata sve od onog koji
je povrsine 3 stope pa do onog od 17 stopa. Medutim, iz Teetetovih reci sledi da
je svoje dokaze Teodor mogao lako uopstiti tako da vaze u neograniceno mnogo
slucajeva buduéi da su se kvadrati, medu kojima su istaknuti samo oni od 3, 51 17
stopa, prema ovim re¢ima, po broju pokazivali beskonacni.'”

Ostaje pitanje kako su mogli izgledati Teodorovi argumenti u dokazima koje je
demonstrirao svojim sagovornicima u dijalogu i, posebno, kako su izgledali njegovi
crtezi kvadrata o kojima je pripovedao. Bududéi da je poSao od kvadrata kojem je
povrsina 3 stope, morao je najpre naéi odgovor na pitanje da li postoje brojevi p?
i ¢? takvi da je ¢ = 3p?. Medutim, da bi bilo ¢?> = 3p?, brojevi p? i ¢ moraju
biti ili oba parni ili oba neparni. Ako su oba neparni, onda postoje brojevi m i
n takvi da je p? = 8m + 11 ¢> = 8n + 1. Ovu tvrdnju jednostavno je ilustrovati
slikom na kojoj su brojevi predstavljeni jedini¢nim kvadratima, na isti na¢in na
koji su predstavljeni u dijalogu Sokrata i Menonovog roba. Zaista, ako se iz, na

9 Treba imati na umu da su ovo Teetetove reci, tako da terminologija koju on u Platonovom
dijalogu upotrebljava da bi nas obavestio o Teodorovim otkri¢ima, mozda nije morala biti svo-
jstvena i Teodoru.

100 uslovima koje treba da zadovolji rekonstrukcija Teodorovog dokaza raspravlja Knor [29,
str. 96].
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taj nag¢in predstavljenog kvadratnog broja p?, iskljuéi jedinica u sredini, ostatak se
moze razloziti na 8 medusobno jednakih trougaonih brojeva (slika 14.7.1).!

1+1

p

SLIKA 14.7.1. Akojep = 2I+1, ondaje p? = 8m+1, m = I(I+1)/2

Ostaje da se utvrdi da li postoje brojevi m i n takvi da je p> = 8n +1 =
3(8m + 1) = 3¢%. I u tome slika moze da bude od pomodéi.

3m

3m

3m

3m

3m

3m

3m

3m

5m

5m

5m

5m

5m

5m

5m

5m

SLIKA 14.7.2. 38m+1) #8n+1, 5(8m +1) #8n + 1

Zaista, ako kvadratni broj 8m + 1 pomnozimo sa 3, onda jedinicu u sredini
ovog kvadratnog broja treba zameniti brojem 3, a svaki trougaoni broj m, brojem
3m (slika 14.7.2). Da bi broj 3(8m + 1) bio jednak kvadratnom broju 8n + 1, u
njegovoj sredini mora ostati jedinica, a ostatak (3 — 1 = 2) treba podeliti na 8
delova koje zatim treba dodati trougaonim brojevima na koje je razlozen kvadratni
broj p?> = 8m + 1. Medutim, broj dva nije deljiv sa 8 pa to nije mogucée. Zato ne
postoje neparni brojevi p? i ¢% takvi da je ¢> = 3p?. Potraga za parnim brojevima
p? i ¢? takvim da je ¢ = 3p?, upotrebom postupka njihovog uzastopnog polovljenja
jednostavno se svodi na problem nalazenja takvih neparnih brojeva,'? a njih nema.
Zato ivica kvadrata kojem je povrsina 3 stope nije samerljiva sa ivicom kvadrata
od jedne stope.

Buduéi da ni broj 5 —1 = 4 nije deljiv sa 8, ni ivica kvadrata kojem je povrsina
5 stopa neée biti samerljiva sa ivicom kvadrata od jedne stope (slika 14.7.2). Isto

H videti odeljak 1.3.
12 videti prethodni odeljak 14.6.
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SLIKA 14.7.3. p? = 25 = 52, g% = 9p? = 225 = 152

se moze dokazati i za ivicu kvadrata kojem je povrsina 7 stopa. Stavise, iz is-
tih razloga nijedna ivica kvadrata kojem je povrSina k stopa nele biti samer-
ljiva sa jedini¢énom duzi, kadgod je k neparan broj koji, kada se umanji za jedan,
nije deljiv sa 8.

Tako to Platon ne pominje, prvi broj koji, umanjen za jedan ostaje deljiv sa 8,
je broj 9. Neposredno se proverava da je on kvadrat broja tri ali, svejedno, moze se
postaviti pitanje da li se upotrebom prethodne metode moze doéi do zakljucka da
postoji par brojeva m, n takav da su 8m+11i 8n+1 jednaki kvadratnim brojevima
p?iq?% adaje8n+1=9(8m+1). Razume se, ako je m = 1 onda je n = 10,
paje p> =9 = 32, a ¢®> = 81 = 92. Na isti nacin, za m = 3 biée n = 28, pa je
p? =25 =152 a¢® = 225 = 152 (slika 14.7.3). Stavise, brojevi 8m + 1 i 8n + 1 bice
potpuni kvadrati i za m = 6,10, 15 itd. Zato je ivica kvadrata kojem je povrSina
9 = 32 stopa, samerljiva sa ivicom kvadrata od jedne stope. Iz istih razloga ée ivica
kvadrata kojem je povrsina k stopa biti samerljiva sa jedini¢énom duzi kadgod je k
potpun kvadrat.'3

Sledeéi broj koji, kada se umenji za jedan, ostaje deljiv sa 8, je broj 17.
Medutim, ovaj sluc¢aj bitno se razlikuje od prethodnih. Sada postoje brojevi m
in takvi da je 8n+1 = 17(8m + 1), StaviSe, za neke m broj 8m + 1 bi¢e kvadratni
broj (npr. za m = 3 biée p? = 25), ali pokusaji da se uveéavanjem broja m dode
do broja 8n + 1 koji je takode neki kvadratni broj, uvek ostaju neuspesni (slika
14.7.4). Zato se ne moze doéi do odgovora na pitanje da li je ivica kvadrata kojem
je povrsina 17 stopa, samerljiva sa ivicom kvadrata od jedne stope. 1z istih razloga,
ovim nac¢inom ne moze se utvrditi da li je ivica kvadrata kojem je povrsina k stopa,
samerljiva sa ivicom jedini¢nog kvadrata, ako je k neparan broj koji nije potpun
kvadrat takav da, kada se umanji za jedan, ostaje deljiv sa 8.

Upotrebom postupka uzastopnog polovljenja iz stava 1X.34 sada se problem
nalazenja kvadrata kojima je povrsina k stopa takvih da k paran broj, a ivica im je
samerljiva sa ivicom jedini¢nog kvadrata, moze jednostavno svesti na isti problem
kada je k neparan broj.'4

13 Videti i dokaz iz odeljka 3.5.
1 videti prethodni odeljak 14.6.
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17m 17m 17m+2 17m+2
m, m 17m 17m+2
m 17m 17m+2
17 - Ym [1] m/] = 17] _ 1
m 17m 17m+2

m m 17m 17m+2

P 17m 17m 17m+2 17m+2
o=? a=?

SLIKA 14.7.4. Postoji li m takav da je 17(8m +1) = 17p? potpun
kvadrat?

14.8. Nova aritmetika

Buduéi da je 17 prvi nekvadratni broj koji je oblika 8n+ 1, Teodor je kod njega
morao da zastane. Posle njegovih istrazivanja problem iracionalnosti kvadranih
korenova prirodnih brojeva ostao je otvoren samo za brojeve koji su oblika 2™ (8n+
1). Do opsteg resenja problema dosao je Teetet, a Euklid je njegovo resenje smestio
u osmu knjigu Elemenata.

Teodorovi zakljuc¢ci, kao i ranopitagorejski dokaz da kvadratni koren broja 2
nije racionalan broj, zasnovani su na istom znanju teorije parnih i neparnih brojeva
iz devete knjige. To je znanje koje dolazi iz aritmetike oblutaka. Kao sto nije
u FElemente uvrstio stav o iracionalnosti kvadratnog korena broja dva, Euklid to
nije uc¢inio ni sa Teodororovim primerima. Teodorova teorija nije bila delotvorna
samo u slucaju brojeva koji su oblika 2™(8n + 1). U nameri da utvrdi koji su od
ovih brojeva racionalni, a koji nisu, i time resi opsti problem, Teetet je morao da
utemelji novu aritmetiku. Za razliku od Teodorove, ona je sacuvana u Elementima.

Sudeéi prema Euklidovom dokazu stava VIII.14, nova teorija bila je nezavisna
od aritmetike parnih i neparnih brojeva. Za razliku od rane pitagorejske aritme-
tike, nova aritmetika koja je utemeljena u nameri da se dokaze stav VIII.14, nije
pocivala na o¢iglednosti slika. Stavise, neke od kljuénih teorema ove teorije, poput
stavova VII.24 i VIIL.6, imaju relativno slozene indirektne dokaze. Uz to je i dedu-
ktivna struktura dokaza stava VIII.14 znatno slozenija od deduktivnih struktura
ranopitagorejskih i Teodorovih dokaza koje su sasvim jednostavne, a najéesée triv-
ijalne. Slozenost teorije koju je bilo neophodno razviti da bi se resio opsti problem
u mnogome prevazilazi ranopitagorejsku teoriju parnih i neparnih brojeva.

U nameri da dokaze stav VIII.14, Teetet je morao da utemelji aritmetiku koja
se razlikovala od aritmetike koju je upotrebljavao Teodor i pitagorejci koji su mu
prethodili. U meduvremenu niko drugi nije mogao to da ucini buduéi da je Teetet
bio Teodorov ucenik te se izmedu njih dvojice niko drugi nije mogao umetnuti.
Sudeéi prema upotrebi indirektne metode u ovoj teoriji, tradicionalni par-nepar
dokaz pripada ovoj novoj aritmetici koja zapocinje sa Teetetovim otkri¢ima.

Razvojem nove teorije ociglednost aritmetickih dokaza postala je nevazna. To
se nije dogodilo sa geometrijskim dokazima buduéi da bi veéinu njih bilo veoma



tesko, ako ne i nemoguce pratiti bez slika kojima su ilustrovani. Ova prednost
aritmetike u odnosu na geometriju, koju pominje Aristotel tvrdeéi da je aritmetika
tacnija od geometrije, dosla je kao posledica Teetetovih dostignuca. Slédeci njega,
Grci su prihvatili novi pristup aritmetici u kojem je tacnost prevladala vizuelnu
ociglednost. Aritmeticke knjige Euklidovih FElemenata slede tradiciju ove nove
aritmetike. Neopitagorejci Nikomah i Teon e se vratiti ranopitagorejskoj tradiciji.
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