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Padova Tip. Seminario,
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Siguari

Sono appena quattro anni che ottenni nella Re-
gia Universitd Romana il diploma di Laurea nelle
matematiche discipline, dopo aver percorso tre anni
di studio nella sezione di meccanica e matematica
del Politecnico di Zurigo. Qui feci i miei primi passi
nello studio della Geometria, di questa scienza cosi
altamente filosofica, ponendo mano a due lavori; uno
dei quali intitolato Nuovi Teoremi sull’Hexagrammum
mysticum ebbe piu tardi I'onore d’'essere inserito ne-
gli Atti della R. Accademia dei Lincei e di trovare
benevola accoglienza in Italia e fuori, dove varie
pubblicazioni si seguirono sullo stesso argomento !).

1) Cremona. Teoremi stereometrici dai quali si deducono Ie pro-
prieta del’Esagrammo di Pascal. Atti della R. Acc. dei Lincei 1877,

Caporali. Sui punti e sui piani singolari della superficie di
Kummer. Atti della R. Acc. dei Lincei 1878. — Sull’ Esaedro
completo. Atti della R. Ace. di Napoli 1881.

Miss Ladd. On the Pascal theorem. American Iournal Vol II.

Wedekind. Ueber perspectiwisch liegende Dreiecke. Math.
Annalen Vol. XVI.

Bellavitis. Sull’Esagrammo di Pascal. — Rivista scientifica del
R. Istituto Veneto 1877.

Veronese. Sopra alcune notevoli configurazioni ece. Atti della
R. Acc, dei Lincei 1881, !
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Un anno prima che io conseguissi la Laurea fui as-
sistente del professore di Geometria projettiva e de-
serittiva nella R. Universitd Romana e tale rimasi
sino alla fine del 1880, sebbene nel 1879 io abbia
avuto l'onore d’indossare per un anno la gloriosa
divisa del soldato. Durante I'anno scolastico tests de-
corso fui mandato dal Ministero della Pubblica Istru-
zione a perfezionarmi all’ Estero negli studi geome-
trici. Ebbi occasione in quest’anno sotto 1'influenza
pf)‘cente del celebre matematico tedesco prof. Klein
di approfondirmi in molte questioni matematiche, che
alla mia mente erano rimaste sin allora oscur,e se
non del tutto sconosciute,

Ho. ricordato questi modestissimi titoli della mia
operosna, solo perché a sfogo dell’anima mia e a te-
s?lmonianza dei miei pitt vivi sentiment; di amore e
di gratitudine verso i miei maestri, mi fosse data
occasione di render pubbliche grazie agli illustri pro-
fessori Fiedler di Zurigo, Cremona e Battaglini di
Roma e Klein di Lipsia, ai quali devo e dovro tanto
finché mi basti la memoria,

.Ed ora, signori, come posso serbare Panimo tran-
quillo nel presentarmi a voi, in questa celebre Uni-
versitd, dovo Galileo insegnava le sue grandi dottri-
ne, facendo accorrere intorno a so la gioventt avida
d}lsapere d’ogni parte d’Europa, e segnando l'epoca
pit g:loriosa della scienza Italiana? Com’¢ possibile
che io non sia trepidante dinanzi a voi, pensando
c}_1‘9 appena e sceso nel sepolero quell’uomo che or
gia un anno spandeva ancora tanta luce da questo
segglo 1nsegnando la Geometria analitica; quell'uomo,
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al quale mi legd sempre un profondo sentimento di
amore, d’ammirazione e di venerazione e la cui im-
magine & scolpita a caratteri indimenticabili sul vo-
stro cuore? Fu quell’uomo che in tempi di ansia, di
sconforto e di dolore per 1'Italia nostra seppe tener
alta la bandiera della scienza Italiana, quando le
scienze matematiche risorgevano maestose in altri
paesi; quell’ uomo infine che pit che gloria d’Italia
& gloria della scienza.

Io sentirei mancarmi le forze ed esiterei dinanzi
alla grande responsabilitd di seguire le orme dell’ il-
lustre Bellavitis, se non fosse la speranza che mi
conforta, che voi vorrete, o giovani carissimi, aiu-
tarmi nel mio difficile incarico con la vostra fidu-
cia, e che volonterosi v’accompagnerete a me nei
diversi argomenti, a cui volgeremo la nostra atten-
zione in quest’anno. I ricordi ancor freschi della mia
vita di studente e la mia giovinezza vi sieno pegno
che io nel mio insegnamento cercherd pitt che altro
di esser vostro aiutatore ed amico, e che non rispar-
miando fatica nell'appianarvi le vie della scienza am-
bird solo il vostro profitto e la cara lusinga che le
nostre relazioni sieno cementate sempre dai pitt cor-
diali sentimenti di amore, di stima e di rispetto re-
ciproco.

Non é cosa facile di conciliare la forma e lo sco-
po della prelezione con la natura della nostra scienza.
In un corso qualunque di matematica tutto si segue
con tale concatenamento, che a chi non abbia ben
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apprese le veritd prime & impossibile di comprendere
quellie che da esse scaturiscono. Ed & per tal ragione
che io vi parlerd dei metodi principali in geometria
e specialmente del metodo analitico, e solo serberd
all’ultimo di toccar dei sommi criteri del programma
del nostro corso.

Sono due le parti fondamentali delle matematiche
pure, l'analisi e la geometria. La prima si pud de-
finire come la scienza delle quantita, fatta astrazione
da qualsiasi loro significato, mentre la geometria &
la scienza delle figure nello spazio, sia rispetto alla
loro grandezza, sia rispetto alla loro posizione.

Nella storia delle matematiche, questi due grandi
rfami si contendono alternativamente il primato, e
cio dipende sempre dalla scoperta in uno o nell’ al-
tro campo di qualche grande veritd, sulla quale si
volge 1'attenzione del mondo scientifico. Mi occu-
perd qui della sola geometria nei suoi rapporti con
I’ analisi. '

Sin dall’epoca piui remota vediamo la geometria
esser tenuta in alto onore dai pili grandi filosofi gre-
ci, come Pitagora e Platone, e svolgersi con grande
spliendore per le mirabili scoperte di Euclide, di Ar-
c.hu.nede e di Apollonio. All'epoca di questi due ul-
timi la geometria si divise in due grandi rami, la
ge‘ome.tria delle misure o d’Archimede e la geolne-
tr'-la? .dl ?osizione o d’Apollonio !). Queste due grandi
d}Ylslonl esistono ancora tuttodi, quantunque in modo

ptu generale. Esse determinano due grandi classi di

1) Chasles. Apercu hystoriche p. 22.
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proprietd geometriche, le proprietd meiriche, quelle
ciod relative alla grandezza delle figure e le pro-
prietd projetlive, che rimangono inalterate mediante
il principio del projettare e il principio correlativo
del segare.

Gli studi astronomici diedero origine alla geome-
tria della sfera e pare sia stato il primo Ipparco,
150 anni av. Cristo, a scrivere sulla trigonometria ret-
tilinea e sferica, al quale si attribuisce pure I'inven-
zione della projezione stereografica ?), Questa proje-
sione consisteva nel projettare da un punto di una
sfera i punti di essa sopra il suo piano tangente nel
punto diametralmente opposto al primo. La projezione
stereografica & ancora oggi un metodo efficace nelle
ricerche e nelle applicazioni geometriche, e si estende
a tutte le superficie di 2. grado, di quelle superficie
ciod, che sono incontrate da una retta qualunque
dello spazio in due punti.

Quantunque la geometria antica vanti tanti lu-
minari, pure manca di quelle grandi generalita, che
distinguono essenzialmente la moderna; le questioni
vengono in essa trattate una per una, staccate le une
dalle altre con metodi affatto speciali, e non riesce
allo spirto di scoprire il nesso intimo che tutte le
compenetra.

Una grande epoca per la geometria, foriera del-
1'epoca nostra, fu segnata dal Cavalieri con la sua

teoria degli indivisibili, dal Desargues, che per primo
ridusse a scienza la prospettiva, dal Pascal colle sue

1) Chasles. Aper¢u hystorique p. 24. .
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ricerche sulla cicloide, studiata gia dal Galileo e da]
Torricelli, e col sug famoso teorems sull’ Hexagram.
mum mysticum; e finalmente da] genio dei due geo-
metri francesi Fermat ¢ Descartes, i quali seppero
trarre dall’analisi yup potente aiuto per la geomeiria,
ponendo le basi dj quella, che si chiama, comunemente
Cartesiana o analitica. In essa un punto del piano
viene determinato da due grandezze 0 coordinale,
cioé dalle dye distanze di egso punto da due rette
fisse del piano stesso, chiamate ggg; coordinats. Queste
due distanze sono misurate sopra le due rette paral.
lele condotte dal punto agli assi, S un punto sj
muove nel piano in modo continuo e in dye direzioni
opposte, avanti e indietro, secondo una legge mate-
matica, esso descrive una curva. Le coordinate del
punto mobile, legate da questa legge, devono soddi-
sfare ad un’ equazione algebrica o trascendente, che

esprime quella legge, 'equazione cioé della curva, Se

l'equazione & gj grado =, la curva dicesi d’ordine n,

vale a dire ch’egsy viene incontrata da una retta

qualunque del Piano della curys in % punti, La de.
terminazione analitica dj questi # punti, dipende da

sioni viene determinato da tre grandezze, o coordinate,
Se un punto sj IMuove in modo continye in due dire-
zioni opposte Secondo ung legge matematica, esgo ge-
hera una curva pop Piana, che si chiama pereid gobba

i Emew s ey
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i muove con la
o a doppia curvatura. Se una curva si :;uente ity
tessa legge di quel punto, essa general e
i u
fl' nsioni, vale a dire una suPerﬁc“’;’ k. o
ik g ’ i di grado » ne
equazione di g p
resentata da un S i
?ppte di un suo punto qualunque, se una
ina

: ; in n punti.
azio la incontra in pun he's
lunque d_ZHZ rsfanifesto quale aiuto sia 1 a'na.h:tloaillal.
l .
Ir)lzt:ia 6 ‘coina’quosta  possa qons%derarzteﬁ?analisi
igg;o punto di vista quale applécaszlgspressione i
iché tando un
azio; poiché rappresen T
:,1“1‘2 Sg)xf;zéo zf due incognite una _gragg?::"‘éomi -
i dando le inco $
i a zero e riguardan . , i
gllafﬁ?}ze di un punto nel piano, qu.el} esp;e;surva
ci)mbr-ica, ci da un ente geometrico, cioé un
alge :
JoRsiEng v, i ometri
2 Olglzin questa grande scoperta delh d;:f gjmetria
francesi e specialmente del Descartgs che 1? e
” incid ad acquistare quei metodi g.enemdelmL P
(C:Zm(:he tanto distinguono la geometria mo
5 . 2 1 . o rtes
lan:c:anzo alla geometria analitica del t?izc:ulle
secun’ajltra non meno importa.nte.. il trao Z v
o iche d’Apollonio, le colleziom.dl'Papp et
gg?no i metodi di projezione usa'tl g(liélpgzsargues s
dagli,antichi pittori, la pm.)spettlvat. edetermina.ti 4
il suo celebre teorema su sei segmenti, lo‘ g g
pra una retta dai sei lati di un quadrangolo,

1) Dallo scritto del Gunt. ' Anfange und Wlkel ngsstadien
Ent ung e
hey g
des )COOI dlnaten[)l lnclpeus Niirnber {4 187 ], risulta chiaro come della
qu 1 g le
Scopel'ta. di esta geometria non si possa dire con lo Chas

Prolem sine matre creatam.
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E qui mi sia i
, M Sla permesso di dire
torno all origine della proiettiva,
La prospettiva

qualehe cosa in-

8etto si projettano tutti i syo; o8-

s ¢ tii suo1 7 3 .

il ; . punti dall’occhio s
Plano del disegno; si ha cosl un fascio dlio :;g;?

use ! io, i
congx;tiniag ocjchm, ’1‘1 qyale interseca il quadro se-
B Quesiula, ch‘e l’blmmagine geometrica dell'og.-
sty i teserm?&a, sull’ occhio, geometricamente
astraZion,e S"s essa impressione dell’ oggetto, fatta
b ﬁgu’m m.tende, dal colore, Ebbene; se l’oggetto
’ﬁgupe g plana, esso e la sua immagine sono due
nocogiche. Un punto od una retta dell'og-
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getto e la immagine, si dell'uno che dell’altra, sono
denominati punti o rette corrispondenti. Da cid @&
evidente che le rette corrispondenti s'intersecano nella
retta, ove il piano dell'oggetto incontra quello del
quadro.

Gli antichi pittorl — & ovvio a vedersi — non
hanno il merito di aver usato del principio prospettivo
quale metodo di ricerca in geometria, ma non bisogna
neppure disconoscere, che il geometra studiando quei
metodi pratici ha potuto trarne grandissimo profitio.

La geometria pura ha metodi suoi propri e non
fa uso dell’analisi, almeno per quanto pud, onde sco-
prire la dipendenza mutua delle cose. Essa studia le
figure coi loro elementi, e per mezzo del puro ra-
gionamento scopre la catena che le unisce. Il pen-
siero s'addentra nei loro piu reconditi penetrali e
direi gnasi vi spazia unendole e separandole a vi-
cenda. Questa geometria & pit luminosa e alleita lo

spirito pil dell’analitica, perché nel processo dimo-
strativo nulla rimane oscuro. Ma convien pur dire
che essa & molto meno generale ed esatta della sua

compagna o pit propriamente dell'analisi; ed anzi

fino ad oggi non & riuscita ad emanciparsi nel tutto

da qualche suo concetto fondamentale; come ad esem-
pio quello, che serve a determinare i punti d'incon-
tro di due curve piane. Tante cose nel processo ana-
litico sono una pura conseguenza del calcolo, senza
che noi finora possiamo conoscere 1’intima ragione
della loro veritd, mentre non & cosi nella geometria
pura, dove non si giunge ad un risultato qualsiasi,
senza essersi data pienamente ragione di ogni passo



12
f@tto nel procﬁdimento della dimostrazione, L’analj
duia oltre a cio ‘ha, per le difficolts o complicazionl'.
e c:ftlcolo, il dlfgtto di far perdere (i vista nelI1
(rlr;?iglor part.e del_casi la figura, 0ggetto princi ala
: noistr'e Investigazioni, Hgsa trova perd ma ; :
3ﬁphcaz101.n .nello studio dei fenomenj naturali gegl(})lm
a grapdwsxma importanza nella, maggior -
altre scienze matematiche, Ve
l’alt?:.esqt; (iilue r.netodi geometrici gi completano 1'yp
! pres,t;; E)'mmo procede con maggior esatiezza e
8 Secondorr:iegrzl daelh;esigcslio d'EEIIe proprieta metriche:

o s v ST

r‘enti, pi%i‘ plastiche. Che sipalupiT;Slf?illgfli,cifemI’traspa.
1 zftltro, ci0 dipende in parte dalle questioni, clilen Ovo(2

;I"O d_el non essersene occupati e di non ayern I

ltut%me. L’analisi ha senza dubbio dei gpy d'e ¥

taggi sul.l(a geometria, ma non i deve gdir;l It'van-

che la pig sublime e grande scoperta dell’arf;igm;
. . ’

geometriche pure, affinché | i
ferrarli e percepirli. © 18 mente possa meglio af.

L’ analisi
alisi stessa e le altre scignze esatte rendono
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i loro risultati pilt chiari e maggiormente percepi-
bili con le risorse inesauribili della geometria.

La maggior parte dei matematici s’ occupava gia
della geometria cartesiana, quando sorse un’era no-
vella per le scienze matematiche pure ed applicate
con la pilt grande scoperta, che sia mai stata fatta
nel campo matematico, la scoperta del calcolo infini-
tesimale del Newton e del Leibnitz verso la fine del
XVII secolo. Se la geometria fu per qualche tempo
abbandonata, con questo grande ritrovato le si apri-
rono nuovi vasti e sconfinati orizzonti. E cosi infatti
doveva essere, perché una scoperta fatta in un ra-
mo delle matematiche non pud rimanere senza in-
fluenza sulle altre scienze, scopo delle quali & la ri-
cerca della pura e semplice verita.

Il Newton stesso coi suoi Principi della filosofia
naturale, il Maclaurin col suo trattato delle pro-
prieta generali delle curve geometriche, 1' Eulero
colle sue ricerche sulle curve, sui raggi di curva-
tura delle superficie e col suo teorema sui poliedri,
il Legendre e il Lambert contribuirono moltissimo

allo studio della geometria. Ma gia 1'attenzione ge-
nerale s’era rivolta all’ analisi e mentre questa trovo
sommi cultori come I’ Eulero, il Laplace, il Legen-
dre o il Lagrange, la geometria pura cadde in ob-
blio, fino al principio del nostro secolo, che segnera
senza dubbio nella storia delle matematiche una delle

epoche pit feconde.
Spettava al genio creatore di Monge di rialzare
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alla fine del secolo passato gli stud! geometrici con

la nuova scienza della geometria descriitiva,
Questa scienza & piuttosto pratica che teorica; essa

trae profitto dalle leggi geometriche dej corpi ,onde
r;ppresentarli 11.1 un piano, cosicché si pud ben,issimo
;1 ;gxir:}zx.'ld la scienza del disegno e del modellare geo-

: La prima rappresentazione conosciuta, anticamente
fth un corp? sopra un piano & lg prospettiva, in essa
11' centro di projezione & Pocchio, ciogé un ,unto
distanza finita. Il Monge invece dj generalilz)zare '2;
concetto della prospettiva considerando I'occhio col-
me un punto e il quadro come un piano qualsiasi
c?ns1der6 addirittura il centro di projezione all’j ﬁ,
nito. Il primo concetto sarebhe stato una conse 111n —
za logica del procedimento adoperato in matemgt'en.
col quale dal particolare sj passa al generale 0111(:1{:
ottenere come dipendenti da un solo principio’ molte
cose, che sono senza legame,

Nglla projezione del Monge tutti i raggi projet-
tal’]tl i pu.nti dell’'oggetto sono paralleli ed & ]i)erJ'ci(‘)
ch’essa viene chiamata projezione parallela, Perché
lla geomet}ria descrittiva servisse meglio alla pratica
il Monge/limmaginb i raggi projettanti perpendicolari,
al piano di projezione, e in luogo di considerare un
solo piano ne considerd due perpendicolari fra lo-
goil Un esempio semplicissimo di questa projezione
by rgftl(l)goeg?é)(ﬁ?ato per disegnare la pianta e I'al-

Ogg.l \giorno questa scienza ha acquistato la sua
generalitd col metodo della projezione centrale, le
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cui basi sono gia stabilite nel trattato delle proprieta
projettive delle figure del sommo Poncelet e che
venne adoperato con grande maestria dal Fiedler nel
suo trattato di geometria descrittiva. Con questo me-
todo si usa di un solo centro e di un.solo piano di
projezione. Tutti i metodi di projezione ne sono una
immediata conseguenza; ma se esso serve meglio a
far vedere il concatenamento dei diversi sistemi, se
esso serve meglio a sviluppare la mente del giova-
ne, se esso infine & in pit perfetta armonia con la
geometria moderna, pure in onta a questo & a pre-
ferirsi nella pratica il metodo della projezione orto-
gonale di Monge.

Pochi sono quei geometri, che si occupano di geo-
metria descrittiva, e questo dipende, come gia dissi,
perché essa & una scienza eminentemente pratica e
non & in generale un metodo di ricerca. Non si deve
perd credere, che si possano ottenere con la geome-
tria analitica e projettiva gli stessi risultati della
descrittiva. Per. esempio quando si tratta di determi-
nare nella proiettiva o nell’analitica 1’intersezione
di due corpi, si dice: tagliamo i due corpi con un
piano, esso li interseca secondo due curve; i punti
comuni a queste due curve appartengono evidente-
mente alla linea d’ intersezione di essi. Ma in
geometria descrittiva non basta, perché qui si tratta
di disegnare la linea d'intersezione dei due corpi e
bisogna a tal uopo adoperare quegli artifizi di co-
struzione, di cui non fa punto uso né 1'analitica né
la projettiva. Oltre a cid, di certi teoremi delle fi-
gure piane, che si possono spiegare con la geome-
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tria descrittiva non si occupa la projettiva, perché
essi dipendono dagli elementi, che fissano 1'oggetto
rispetto al centro e al piano di projezione, come io
spero di poter meglio dimostrare in un lavoro sulla
geometria descrittiva dello spazio a quattro dimen-
sioni.

Se essa, come abbiam detto, non & un metodo di
ricerca, diede perd coll'opera del Monge un immenso
impulso agli studi geometrici puri ed analitici, essa
ha contribuito nel far sorgere 1'idea di cidé che i te-
deschi chiamano Anschauungsvermége (potenza intui-
tiva dello spazio); e credo anzi che oggi stesso la de-
scrittiva, trattata specialmente col metodo della pro-
iezione centrale, valga meglio della geometria pura
a famigliarizzare lo spirto coi concetti dello spazio;
tant’ & vero, che in qualcuna delle Universita germa-
niche, dove la scienza pura forma 1'esclusivo esercizio
della mente, si & accettato I’insegnamento della geo-
metria descrittiva.

Le belle scoperte di Apollonio, di Desargues, e -

di Pascal sono senza dubbio I'embrione della geome-
tria projettiva moderna, ma fu il Poncelet, a cui
riusci al principio di questo secolo di porne le hasi
nel suo celebre Traité des propriétes projectives des
figures con leggi generali usando la projezione pro-
spettica e il principio di dualita, adoperato anche dal
Brianchon,

Il principio di dualita é un semplice assioma se
si considerano solamente le proprieta projettive, esso
stabilisce una corrispondenza fra punto e retta nel
piano, fra punto e piano nello spazio a tre dimensioni.
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Mediante questo principio,da un teorema di geometria
piana se ne ricava tosto un altro scambiando le pa-
role punto e retta ed analogamente per la geometria
dello spazio scambiando le parole punto e piano. Per
esempio alla figura formata da due o tre ecc. o da
n punti nel plano & duale la figura determinata due
o tre ecc. o da » rette del piano stesso. Un altro
principio fecondo adoperato dal Poncelet & quello delle
figure polari reciproche, che & analogo a quello di
dualitd, ma nen del tutto identico, poiché concreta
quest’ ultimo ponendo a base delle nostre considera-
zioni una conica.

Accanto alle teorie del Poncelet ebbero origine le
teorie del Carnot nel suo trattato della Gedmétrie de
position, il quale adoperando un metodo fondato sulle
ricerche degli antichi, ha saputo risvegliare il gusto
dei giovani geometri per la geometria pura.

Queste nuove teorie dei tre grandi geometri fran-
cesi non potevano rimanere senza una grande in-
fluenza per la geometria analitica. Il principio di dua-
lita diede origine al sistema delle coordinate Pliicke-
riane. Ho detto che un punto nel sistema Cartesiano -
viene determinato da due coordinate ed una retta da
un’ equazione di 1° grado. L’elemento generatore in
questa geometria & dunque il punto. Il principio di
dualita lascia presentire la possibilita di introdurre
la retta come elemento del piano, ed ¢ questo che
fece precisamente il Pliicker.

Una retta determina sui due assi coordinati due
segmenti a partire dall'origine sino ai punti d’incon-
tro con gli assi, i valori inversi di questi due se-

2
©
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gmenti presi negativamente sono nel sistema Pliicke-
riano le coordinate della retta. Se la retta si muove
nel piano in modo continuo in due direzioni opposte,
essa inviluppa una curva, la quale viene rappresen-
tata da un’equazione di grado » nelle coordinate della
retta mobile, se da un punto del piano si possono
condurre » tangenti alla curva.

Un sistema di coordinate molto importante nella
geometria analitica moderna & quello delle coordinate
omogenee e projettive, come le chiamé il Fiedler. In
questo sistema il punto o la retts vengono determi-

7

nate da due rapporti p. es. %, ifi con lo stesso
denominatore %4, @ perciod si d?ce chz &y, Xy, Ty SONO
le coordinate del punto o della retta. Ques{o sistema
di coordinate mette in accordo perfetto la geometria
projettiva e la geometria analitica.

I sistema Cartesiano si presta pero meglio allo

studio dei fenomeni naturali e nella pratica, onde a -

questo metodo io dard nel nostro corso maggior svi-
luppo, che agli altri, dovendo tener conto degli studi
pratici, a cui la maggior parte di voi vuol dedicarsi.
Sarebbe perd assurdo di allontanare dai vostri corsi
le innovazioni del progresso scientifico matematico,
perché se alcune teorie rigorose non hanno ancora
avuto una diretta applicazione, fecondano pers il pen-
siero nel modo di percepire e d'immaginare lo cose.

Una delle teorie maggiormente studiate dai geo-
metri del nostro secolo & quella delle sezioni coniche,
che secondo Keplero sono le vere orbite descritte dai
pianeti e dai loro satelliti, e nei fuochi delle quali
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Newton scopri come il nucleo delle forze, che ani-
mano i corpi nel sistema mondiale. Con gli studi det
celebri geometri Chasles, Steiner, Pliicker, Mobius,
Staudt, Salmon e di tanti altri ricevettero queste
curve il pieno loro significato. Lo Steiner, il pitt gran-
de dei geometri del nostro secolo, seppe innalzare la
geometria pura allo splendore attuale e col metodo
puro investigare anche campi allora inaccessibili al-
I'analisi; spingendo questa veduta fino al punto da
sentire una certa ripugnanza per la geometria anali-
tica, cosi da sostenere nel suo famoso libro «Syste-
matische Entwikelung der geometrischen Gestalten»
che il metodo analitico deve sempre seguire le vie
tracciate dalla sintesi. Se questo perdo poteva esser
vero al tempo dello Steiner, in cui si dovevano nelle
operazioni analitiche eseguire dei calcoli lunghi e
complicati, & men vero in questi ultimi anni, in cui
la geometria analitica ha acquistato nuovi e potenti
mezzi di ricerca. Col calcolo abbreviato, con I'appli-
cazione delle funzioni Abeliane alla geometria del
Clebsch, con la teoria degli Invariants, fondata dai
celebri matematici inglesi Cayley e Sylvester, nella
quale tanto si distinsero i matematici italiani Brioschi
e Battaglini e i matematici tedeschi Arohnold, Clebsch
e Gordan, con le scoperte del profondo matematico
tedesco Riemann, il metodo analitico, questo maravi-
glioso strumento, & ora senza dubbio al di sopra del
suo compagno.
Accanto alla teoria delle coniche s approfondi
quella delle superficie di 2.° grado, che hanno pure
una grande importanza nelle scienze matematiche, Le
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coniche e le superficie di 2.9 grado non assorbirono
pero completamente I'attenzione dei geometri, il me-
todo analitico forni i mezzi onde passare a concetti
pit generali e studiare le curve e superficie d’ordine
qualunque dello spazio a tre dimensioni, la cui teoria
venne oltremodo facilitata dalle famose formole del
Plickér. E il Cremona adoperando il metodo puro coi
suoi due celebri trattati 1'uno sulle curve piane, l'altro
sulle superficie e con molti altri lavori contribui po-
tentemente allo studio di esse.

I principio di omologia nel piano e nello spazio
& un caso particolarissimo del principio delle trasfor-
mazioni delle figure. Questo principio consiste nel
passare da una figura pitt semplice ad una pilt com-
plessa, le cui proprietd si deducono dalla prima, in
modo che a un punto dell’una corrisponde in modo
unico un punto dell’altra e viceversa. Di questo prin-
cipio se me occuparono molti geometri, specialmente
il Bellavitis, lo Steiner, lo Schiaparelli e 1' Hirst, ma
chi ha saputo generalizzare le ricerhe degli altri in
un solo principio fondamentale & il Cremona, questo
geometra, che va senza dubbio annoverato fra i primi
geometri del secolo.

Un altra teoria importante ¢ quella degli elements
smanaginars, che se noi non possiamo trattare dirot-
tamente nel nostro corso, pure ci sard necessario di
volgervi spesso 1'attenzione. Questi elementi introdotti
dal Gauss in analisi nella ricerca delle radici di una
equazione di grado » ad un’incognita, furono intro-
dotti in geometria col metodo puro dallo Staudt. Per
darvi un’idea di questi elementi supponete di avere
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in un piano un cerchio ed una retta. Il cerchio e la
retta vengono rappresentati rispettivamente da un’e-
quazione di 1. e di 2.° grado; le soluzioni comuni a
queste due equazioni sono due, esse possono essere
tutte due reali, eguali o immaginarie. Nel primo caso
i due punti d'incontro della retta col cerchio sono
reali, nel secondo coincidenti e nel terzo immaginart.
Lo Staudt ha il gran merito di aver dato forma ri-
gorosa al principio di continuita del Poncelet, per
mezzo del quale le proprieta projettive di una figura,
determinata da punti reali, si trasportano senz'altro
ad una figura analoga, nella quale tutti o alcuni dei
suoi punti sono immaginari, Noi non possiamo per-
cepire questi elementi, eppure essi non solamente esi-
stono ma possiamo anche adoperarli nelle costruzioni
geometriche; ed io spero che non tarderd molto che
vedremo introdotte le teorie dello Staudt nell’insegna-
mento della geometria projettiva, come richiedono
Pesigenze delle nuove teorie.

I progressi degli studi sulla geometria pura e in
pari tempo i progressi ancor pitt rapidi dell’ analisi
arricchirono di nuovi metodi e di nuove teorie la geo-
metria analitica. Essa & suscettibile dei vantaggi si
della geometria pura come dell’analisi, essa & 1’anello
di congiunzione fra questi due grandi mezzi di ri-
cerca. Rivestendo talvolta di forma geometrica i ri-
sultati dell'analisi si arricchisce la geometria di nuovi
e fecondi ritrovati, come del pari rivestendo del lin-
guaggio analitico i risultati di geometria pura si
aprono all'analisi nuove vie da esplorare. Ond’é per
questo che il matematico sente oggi piti che in altri
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tempi il bisogno di tener dietro all'una e all’altra, e
pud sapendole combinare insieme trarre quei vantaggi,
che non sono concessi a chi esclusivamente si occupa
d'una di esse. Una prova del mio dire sono i sapien-
tissimi lavori del Cayley, del Clebsch, del Klein, del
Darboux, del Beltrami e del Battaglini nei quali si
trae maraviglioso profitto dei due metodi; e non @
una prova meno efficace il principio di Chasles, il
quale da un semplice fatto analitico trasse una serie
di feconde conseguenze per le ricerche geometriche.

Come dissi fin da principio la geometria puo con-
siderarsi quale I'applicazione dell’analisi allo spazio.

Noi percepiamo lo spazio o meglio 'ambiente, in
cui sono contenute le cose, per mezzo delle impres-
sioni esterne e lo misuriamo per mezzo degli istru-
menti, di cui possiamo disporre. Siamo dunque co-
stretti di porre a fondamento della geometria dei
postulati, i quali hanno una certezza empirica consi-
derevole nel limite delle nostre osservazioni.

A base della geometria ordinaria sta il postulato
di Euclide, che esprime la proprieta, che per un punto
non si pud tirare che una sola parallela ad una retta
data, oppure (cid ch’é lo stesso) che la somma degli
angoli in un triangolo qualunque & eguale a due an-
goli retti. Da questo postulato dipende il nostro si-
stema di misurazione.

Il Gauss, il Lobatschewscky e il Bolyai hanno in-
nalzato questo postulato ad una tale generalita, da
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potersi ammettere, che da un punto si possano tirare
due parallele ad una retta data, reali o immaginarie.
Cid ha dato luogo alla geometria non Euclidea, che
si divide in due:l #perbolica quando quelle due pa-
rallele sono reali, 1'ellittica quando sono immaginarie.
Questa geometria quantunque di natura affatto astrat-
ta, ha il grande vantaggio di far sparire la differenza
notevole esistente tra le proprietd metriche e projet-
tive nella geometria Euclidea.

L’ infinito del nostro spazio nella geometrin Eu-
clidea & rappresentato da un piano; nella non Eu-
clidea da una superficie di 2.° grado reale o imma-
ginario, al di 1a della quale ¢’ ¢ lo spazio ¢deale. Nel
caso che questa superficie si scomponga in due piani
coincidenti, si ha la geometria ordinaria, onde questa
é un caso particolare di quella.

Lo spazio 7llimelato & un’ ipotesi, che & compati-
bile colle nostre sensazioni, ma 1'illimitato, come giu-
stamente osserva il Remiann !), non trae seco il con-
cetto dell'infinitamente grande. Se si suppone che
la cosi detta curvatura del nostro spazio in ogni suo
punto non sia zero, come comunemente si ammette,
ma sia eguale ad una quantitd positiva, costante, quan-
to piccola si voglia, lo spazio nostro sarebbe illimitato
ma finito.

Bisogna perd intenderci bene. Il matematico espone
i suoi dubbhi, ma il suo scopo principale & sempre
quello di trovare generalizzando dei metodi fecondi
di ricerca. Che i suoi concetti non siano concreti

1) Riemann’s Werke p. 254.
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nella realta, non importa, basta ch'essi abbiano il loro
fondamento nelle leggi del pensiero matematico.

Un’ altra specie di geometria fino ad oggi trascu-
rata, ma che spero avra un avvenire brillante, & la
geometria degli spazi a quante si vogliano dimensioni.
Un punto nello spazio a tre dimensioni ha tre coor-
dinate, che corrispondono alle tre dimensioni, un piano
invece viene rappresentato da un’equazione di 1.° gra-
do a tre variabili. Nell'analisi non solamente si con-
siderano dell’equazioni a 3 ma anche a un numero »
qualunque di variabili; la qual cosa ha dato origine
alla considerazione degli spazi a n dimensions, dove
un punto viene determinato da » grandezze o coor-
dinate,

La maggior parte dei matematici rifugge d’atten-
dere ad una tale geometria, preoccupati dall’idea me-
tafisica dello spazio, cosicché tranne qualche parte, si
pud dire che la geometria a % dimensioni & un campo
ancor vergine alle indagini degli scienziati.

Se la quarta dimensione dello spazio esistesse real-
mente, una pietra potrebbe entrare in una stanza er-
meticamente chiusa senza forarne le pareti, passando
per la quarta dimensione, ciod uscendo prima dal
nostro spazio a tre dimensioni; come una piccola por-
zione di piano pud uscendo dal piano stesso, passando
cio¢ per la terza dimensione, entrare in un cerchio
di esso senza forarne la striscia circolare, dal quale
esso cerchio & chiuso. Quest’ ultimo fatto, che per noi
é chiarissimo, perché concepiamo la terza dimensione,
non lo sarebbe per un essere a due dimensioni si-
tuato dentro quel cerchio, il quale non potesse per-
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cepire, che le due dimensioni del piano, ove ei vive.
Esistendo wun essere a quattro dimensions egli com-
prenderebbe benissimo il fatto della pietra, che noi
con la nostra esperienza non possiamo comprendere,
ma che perd possiamo comprendere fino a un certo
punto col puro ragionomento. Si dimostra infatti,
che unendo un punto qualunque O di quella stanza
con un punto fuori del nostro spazio, si ha una retta
la quale ha un solo punto comune col nostro spazio,
cioé il punto O, perché altrimenti sarebbe tutta in
esso contenuta. Immaginiamo ora un punto A )il quale
sia gid uscito dal nostro spazio e vi rientri secondo la
direzione di quella retta. E chiaro che, percorrendo
la retta, il punto A potra giungere al punto O, ossia
deniro la stanza, senza passare nel suo tragitto
per aleun altro punto del nostro spazio e percid
nemmeno della stanza, vale a dire senza forarne le
pareti; poiché altrimenti, come abbiamo detto, la retta
direttrice sarebbe tutta contenuta nel nostro spazio.

1l matematico non deve gia preoccuparsi del-
lesistenza materiale di questi spazi, eglt deve o0s-
servare, se ricercando le leggi di essi, quesle pos-
sano illuminare molie vie rimaste oscure o ignote
della geomelria dello spazio a tre dimensions e
del piano. E in una parola vorrei sommariamente
aggiungere, che le realtd ideals della nosira menlte
sono altretlanio vere che le realic di fallo dell’esi-
stenza, e se non aprono direllamente uno spiraglio

1) Invece della pietra considero un pnnto.
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a ricerche positive, controllano, ampliano e fecon-
dano 7 camp? della ricerca reale.

Questi spazi si possono investigare col puro ra-
gionamento senza ricorrere all’analisi, come si dimo-
stra ancora, che questa geometria degli spazi a =
dimensioni & mollo wiile per molte questioni dello
spazio a tre dimensioni !). Ricorrendo alla geometria
del nostro spazio si possono dimostrare pit facilmente
molte proprietd delle figure piane, cioé dello spazio
a due dimensioni, rendendole pil intuitive; e lo stesso
accade, come credo di aver dimostrato, se si ricorre
alle figure dello spazio a % dimensioni per dimostrare
le leggi proiettive del piano e dello spazio a tre di-
mensioni. Cosi data una figura a due dimensioni, onde
studiare le sue proprietd proiettive, noi cerchiamo
nello spazio a # dimensioni un ente geometrico pure
a due dimensioni, del quale la figura data sia una
proiezione univoca, vale a dire che un punto di quel-
I'ente dia in generale per proiezione un solo- punto
della figura data. Questo ente tanto pitt é generale
quanto pi si aumenta il numero delle dimensioni
dello spazio, in cui deve esser contenuto e percio piu
comprensivo a studiarsi. Questo non é il solo vantag-
gio. Proiettando univocamente questo ente in tutte
le maniere possibili sul nostro spazio si ottengono
tante altre figure, che appartengono alla stessa fa-
miglia di quella data e le cui proprieta proiettive di-
pendono da quel solo ente ideale.

1) Vedi la mia mia memoria « Behandlung der projectivischen
Verhiltnissen der, Réume von verschiedenen Dimensionen durch

das Princip des Projicirens und Schneidens » Math. Annalen
Vol. XIX.
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E ben mi piace di riportare un giudizio del Kant
stesso, il quale nel secolo passato presenti le nuove
geometrie. Nel suo scritto « Gedanken von der wah-
ren Schatzung der lebendingen Krifte» egli dice:
Una scienza di tutle le possibils Jorme dello spa-
%10, sarebbe senza dubbio la pit alia geomelria,
che un’intelligenza finila possa concepire.

Il che se non m'inganno viene a risolversi in
un’altra idea: che le leggi della ragione pura rap-
presentata nella geomelria, di cwi ho cercalto di
darvi un’ idea, comprendono in sé necessariamenle
non solo tulte le leggi della geometria dei corpi,
come i conosciamo, ma quesle stesse non ricevono
né il loro valore né la loro awloritd, che dalle
leggi della prima.

Dovrei parlarvi di altre importanti teorie del no-
stro secolo, come la teoria dei complessi di Plicker,
ove entra come elemento generatore mnello spazio a
tre dimensioni la retta, la teoria delle coordinate cur-
vilinee iniziata dal Bordoni e dal Gauss e promossa
dal Lamé 1); delle superficie flessibili ed inestensibili
applicabili le une sulle altre, la teoria delle linee
geodetiche, ecc. ma essendo troppo elevate per la
vostra mente e non consentendomelo il tempo, passo
subito a delinearvi a grandi tratti il programma
delle nostre lezioni. Vi ho parlato dei metodi prin-
cipali della geometria toccandovi sommariamente i

1) Cremona. Prolusione ad un corso di Geometria s i
letta nella R. Universita di Bologna 1880. i
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loro pregi e i difetti, onde voi possiate meglio di-
stinguerli ed apprezzarli nei loro giusti rapporti.
Nel nostro corso tratteremo di quelle teorie prin-
cipali, che servono di fondamento ai vostri studi ul-
teriori. Cercherd di rendervi, per quanto posso, chiari
e trasparenti i risultati del calcolo con considerazio-
ni geometriche; e dard nel mio corso uno sviluppo
speciale agli esercizi, onde possiate acquistare quella
facilitd dei concetti analitici e geometrici, tanto ne-
cessari nella pratica. Non basta conoscer bene una
teoria generale, ma bisogna anche saperla applicare.
Cominceremo le nostre lezioni dal concetto car-
tesiano riferendo i punti del piano a due assi obbli-
qui’ qualunque. La distanza di due punti, le coordi-
nate polari, la trasformazione delle coordinate, I'equa-
zione generale della retta e la sua forma normale e
molti problemi relativi al punto e alla retta saranno
il primo oggetto dei nostri studl. L’introduzione delle
annotazioni abbreviate ci servirad per dedurre le pro-
prieta di quattro raggi coniugati armonici e dei fa-
sci proiettivi, Il sistema di coordinate Pliicheriane ci
servira invece a dimostrare la proprietd di quatiro
punti armonici e delle punteggiate projettive e a sta-
bilire il principio di dualitd, accennando pure al si-
stema di coordinate omogenee, che meglio mette in
relazione la geometria analitica con la projettiva.
Dopo lo studio sul punto e sulla retta seguono le
coniche, quelle curve cioé, che vengono rappresen-
tate in coordinate di punti da un’equazione di 2.°
grado. In generale se una curva & descritta da un
punto, essa ammette in ogni suo punto una retta
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tangente, cioé una retta che la toeca in due punti
infinitamente vicini; dico in generale, perché non
tutte le curve trascendenti godono di questa pro-
prieta. Le coniche ammettono perd in ogni loro pun-
to una tangente, onde si lasciano generare anche dal
movimento di una retta ; e considerando la retta co-
me elemento generatore del piano 1'equazione di
una conica & pure di 2.° grado, cid che si esprime
dicendo che la curva ¢ della seconda classe. La co-
nica & adunque un ente duale di sé stesso, e quindi
ad una proprietd projettiva dei suoi punti corrispon-
de una proprieti analoga per le sue tangenti.

Uno dei teoremi pilt importanti delle coniche &
il teorema di Pascal, ch'é conseguenza immediata
dal potersi generare la conica mediante due fasci
projettivi, e serve a costruire un sesto punto di
essa, allorquando se ne conoscano altri cinque.

Tratteremo pure la teoria dei poli e delle polari
e, come caso speciale di essa, quella dei diametri con-
jugati.

Le diverse forme sotto le quali si presentano le
coniche nella geometria Euclidea dipendono dalla loro
posizione rispetto alla retta all’infinito del piano, cio,
che, cambia le loro proprietd metriche, non perd quelle
projettive, quando non si faccia distinzione tra reale
e immaginario.

Per determinare una conica devono esser dati
cinque punti, invece per un cerchio bastano tre punti
solamente. Questo, che a prima vista sembra un pa-
radosso, si spiega facilmente sapendo, che tutti i cer-
chi del piano passano per due punti immaginari al-
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'infinito, detti punii circolars del piano, e che per-
cid una conica qualunque passante per essi & un
cerchio. Se una conica incontra la retta all’infinito
in due punti immaginari, che non siano i punti cir-
colari, essa & un ellisse; se la incontra in due punti
reali & un iperbole, se finalmente questi due punti
coincidono in un solo, la curva & una parabola. Que-
ste sono le curve pili importanti del nostro corso ed
e percio debito nostro di studiarne le principali pro-
prieta con l'aiuto delle diverse forme, sotto le quali
si presentano le loro equazioni.

Una delle pitt importanti teorie delle coniche &
quella dei fuochi, di quei punti cioé le cui tan-
genti alla conica passano pei punti circolari del pia-
no. Le coniche omofocali, le coniche simili, il cer-
chio ~osculatore, le evolute di queste curve, nonché
un cenno delle curve superiori fanno parte del no-
stro programma.

Per la Geometria dello spazio procederemo con
lo stesso metodo adoperato nel piano, considerando
prima come elemento il punto, indi il piano. I per
noi interessante lo studio delle proprieta projettive
e metriche delle superficie di 2.° grado, delle super-
ficie omofocali, e di quelle similmente poste, come
anche lo studio di alcune curve gobhe di maggior
importanza.

Questi, giovani carissimi, sono gli argomenti prin-

cipali sui quali si volgera la nostra attenzione. Ne-
gli anni venturi introdurro quelle modificazioni, che
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mi verranno suggerite dall’ esperienza e dall’ esigenze
del progresso scientifico, che si sviluppa talmente ra-
pido, che appena & dato di seguirlo,

Ho parlato in principio di molte altre questioni,
che non formano oggetto dei nosiri studi, percheé
troppo elevate, onde dimostrarvi quanto siano vasti
¢ sconfinati gli orizzonti della scienza dell’estensione
¢ onde invogliare voi, che Vi accingete a studiare
con me i fondamenti col metodo analitico ad appli-
carvi con amore e con energia, doti essenziali per
rendersi padroni di una scienza.

Non sono pochi coloro che a conforto della loro
ignoranza sorridono ironicamente dinanzi ai progres-
si delle matematiche pure, dimenticando che lo svi-
luppo ch'esse non ebbero mai come in questo secolo
influl potentemente sullo spirito della nostra epoca,
e dimenticando che i giovani ingegneri istruiti nelle
nuove dottrine poterono compiere quelle meraviglio-
se opere, che segnano I'epoca piti gloriosa della scien-
za dell’ingeghere. Egli & certo perd che la matema-
tica & una scienza che vive per sé stessa senza bi-
sogno dell’industria, mentre questa ha bisogno dei
progressi della prima.

S’ingannano ancora coloro, ai quali sembrano
aride le scienze esatte, se & pur vero che la poesia
della scienza e del vero invaghisce ¢ sublima I'animo
pit che la poesia della leggenda.

L'Italia avvilita nelle sue pii nobili aspirazioni
da sospettosi oppressori che, a maggior loro sicurez-
za, la tenevano incatenata nellignoranza e nel pre-
giudizio, ¢ ora merce la grandezza e il valore dei
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padri nostri libera e forte. Ma se allora il morir per
la Patria era il pitt bel sogno della gioventd, ora la
nostra pitt bella aspirazione deve esser quella di ren-
derla grande nelle scienze e nelle arti, come fu un
giorno. Se le battaglie dell’indipendenza sono vinte,
restano ora a vincere le battaglie del pensiero. E se
noi giovani useremo del nostro ingegno e della no-
stra volonts a render onorata e temuta questa no-
stra Ttalia, pronti sempre a correre dai campi del
pensiero ai campi di battaglia in difesa della Patria
minacciata, ben meriteremo dei nostri padri; e la
gloria del soldato sard emulata da quella del citta-
dino e dello scienziato.

(3ia conta I'Ttalia parecchi valentissimi sacerdoti
delle scienze matematiche e I'amor crescente verso
queste scienze lascia presentire non molto lontana 1'e-
poca, in cui la Patria nostra, come oggi é la Germania,
rivendichera a buon diritto quel primato, che il mon-
do le riconobbe una volta.

La religione delle memorie gloriose di questa ce-
lebre Universita, dove Galileo il principe degli scien-
ziati del suo tempo, stampava orme cosi sicure e
poderose nella scienza, vi sia auspice negli studi che
imprendete; e possa il suo nome, ricco di tanti am-
maestramenti, farvi volger fiduciosi lo sguardo al-
astro della veritd che vien, via via, dissipando in-
torno a sé le tenebre dei pregiudizi e degli errori
che lo attraversano. '

887594

=

PR RS T




