SULLA

fGEOMETBIA DESCRITTIVA A QUATTRO DINENSIONI .

yPER
G. VERONESE

(con 3 Tavole).

Il metodo ch’io espongo in questa memoria riposa
p

sullo stesso principio del projettare e del segare, che
ho svolto recentemente in un’altra memoria sulla geo-
metria projettiva a » dimensioni (*).

Quantunque la geometria descrittiva sia una scienza_

eminentemente pratica, e non sia in generale un meto-
do diricerca, tuttavia.io credo ch’essa giovi moltissimo
a sviluppare nei giovani matematici la potenza intuitiva
dello spazio (Anschauungsvermdge), specialmente se in-
segnata col metodo della projezione centrale; imperoc-
ché disegnando o modellando si percepisconé molto
meglio le forme dello spazio.

- Come la geometria descrittiva ordinaria insegna a
rappresentare un corpo a tre dimensioni sopra un pia-
no (foglio del disegno), cosi quella di cui ci occuperemo

(1) E gia un anno che ho comunicato i risultati principali di
questo lavore ai miei colleghi del Seminario matematico diretto dal
prof. Klein nell”Universila di Lipsia.

(2) Math. Annalen. Vol. XIX, Heft II,

M
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ha per 1scopo di rappresentare i corpi a quattro dimen-
sioni in uno spazio a tre dimensioni. .

La parte principale di questa geometria é quella
relativa ai metodi di rappresentazione, dei quali il pit
generale ¢ quello della projezione centrale, che il Fiedler
seppe utilizzare da vero maestro nel suo trattato di geo-
metria descrittiva.

Io mi occuperd soltanto di questi metodi, special-
mente della projezione centrale, e tratteré dei problerm
piu semplici e principali. .

Scelgo come spazie immagine 11 nostro spazio a tre
- dimensioni S;, e quindi data una figura dello spazio 2
quattro dimensioni- R, ne costruisco I’ immagine o 11
modello. In S; si ottengono in tal guisa dei teoremi, che
dipendono soltanto dagli elementi di determinazione
rispetto al centro ed allo. spazio di projezione, e che per
ci6 non hanno bisogno' di alcuna dimostrazione, sic-
come sono una conseguenza immediata delle figure
a quattro dimensioni. Projettando i modelli di queste
figure sopra un piano R, di S; mediante un nuovo cen-
tro situato in S;, si ottiene sul piano R, I’ immagine
piana di esse. Allora in ogni retta di Ry, quale pro-
jezione di una retta di'R,, vi-sono due specie di ele-
menti di determinazione, 1’ una relativa alla rappresen-
tazione in S;, 'altra invece alla rappresentazione in R,.

Analoghe considerazioni valgono per lo spazio a n
dimensioni R,, e per conseguenza si pud determinare
I’ immagine di ciascuna figura a n dimensioni successi-
vamente in uno spazio a n—1 n—2 ecc. a 3 dimen-
smm ,e in un piano. to

Basta addentrarsi un pd nello studio di questi spazi
per convincersi che si possono intuire e trattare geome-
tricamente come lo spazio ardinario. Che questi spazi
esistano o no, non importa ; basta ch’essi abbiano il loro
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gi del pensiero- matematico. Anche
ﬂ.punto,‘ la retta e il piano matematico sono astrazio- ,
.1 della mente, ma queste astrazioni ‘sono senza dub- - -
bio necessarie allo studio delle loggi dei corpi, quali li -
conosciamo. E qui ripeto cio che gid dissi nella mia
Prelezione al corso gi geometria analitica nella R. Uni-
versitd Patavina ('): « Le realts ideali della nostra meti-
te sono altrettanto vere che le realta di fatto ‘dell’ esi-
stenza, ¢ se non aprono uno spiraglio a ricerche positive

r;):‘lltrollano, ampliano e fecondano i campi della ricerca.
€. » . ‘

fondamenfo nelle leg

- (1) Dricher e Tedeschi ed. Padova.
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INTRODUZIONE.

\

I. Prima di passare alla geometria descrittiva ricordo
qui le definizioni del parallelismo e dell’ ortogonalitd degli
spazi, che io diedi nella mia cilata memoria (' )

Per il parallelismo in R, abbiamo: -

Due spazi R, R, , dove m'>m , sono paralleli quan-
do lo spazio R,_, di R,, all infinito é contenuto nello
spazio R, _, di R, all infinito (%). <

Se m=—4 una retta ¢ parallela ad un piano o ad uno
spazio a 3 dimensioni quando il suo-punto allinfinito & si-
tuato sulla retta o sul piano all' infinito del piuno o dello

spazio dato. Analogamenle un piano R, & parallelo ad

“uno spazio R;, quando la reita all’ infinito di esso giace

sul piano all’infinito di R, ; e finalmente due spazt B,
sono paralleli se hanno lo stesso piano all’ infinito.

Quando una retta ed un piano di R, non giacciono in
uno stesso spazio R;, si puo far passare per la retta un
solo spazio a 3 dimensioni parallelo al piano dato, e vice=-
versa per il piano si pud far passare uno SpaZIO a 3 di-
mensioni parallelo alla retta data.

2. Per I’ ortogonalita in R, si ba:

‘Quando due spazt R,, R, non giacciono in uno stes-
80 spagio di un numero di dimensioni minore di n , i loro
spazt all infinito R,_, , R/, determinano rispelto alla

(1) Math. Amzalen,l c., p. 164, 186
(‘2) L’ apice di Rm’ si riferisce alla m e non alla R.
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sfera J*,_, immaginaria @ n--2 -dimensioni di R, due
spazipolari R, _, ,R,_. ', . [duespazi R, R, sono
perpendicolari quando lo spazio R, _, ¢ contenuto nello
spazio R,_,_, , oppure passa per esso. Quando invece
R, R, giacciono in unq spazio R,, (p<n), vale la
slessa definizione per_to spazio R, , considerando il siste- -
ma polare sferico di* R, all’ infinilo (‘).

Mediante I ortogonalild possiamo operare il ribolta-
mento di uno spazio R,_, sopra un altro R,_, in R, .
Tiriamo da un punto P, di R, _, il piano P, perpen-
dicolare allo spazio d’intersezione R,_, di R,_, , che
incontra R,_, in un punto R, (*). Se si fa la slessa ope-
razione per (utti i punti di R,”_, e si fanno mucvere
uniformemente nel loro piano P, in cerchi~di raggio R,
P,, noi diciamo che lo spazio R,_, ruota’inforno allo -
spazio R,_, . Finalmcate se uno dei punti P, di R, _,
cade in R,_,, cid accade per tutti i punti di R,"_,, vale.
a dire lo spazio R, _, siribaltasu R_, .

Se n=24 per fissare le idee chiamo con Q,,, Q,..,
6,.,, gli clementi polari degli elementi all’ infinilo di uno
spazio R, diun piano R, e di una retta R, , rispetlo
alla sfera immaginaria all’ infinilo-di R, . Una relta R, ¢
perpendicolare ad un piano. R, , che non giace con la rel-
lain uno stesso spazio a 3 dimensioni, o ad uno spazio Ry,
quando il piano polare Q,, del punto all'infinilo della
relta rispello alla sfcru‘in‘)mnginarin pussa per la retta al-
I'infinito di R, , oppure-giace nel piano all’ infinito di R, .
E viceversa un piano.R, od uno spazio R, sono perpen-
dicolori ad upa retta R, , quando la polare Q, , della

) -~ R

(1) Nella mia memoria, . ¢, invece di Ry ¢ stato stampato
R'm, cié che particolarizza il teorema.

(2) Due spazi Rm , R s'incoutrano in uno spazio Re, ove
Q=M me—n, 1. ¢, P 1§3. '




— 992 —
retta all'infinito di R,, rispetta alla sfera immaginaria pas-
sa per il punto all’ infinito della retta, oppure il polo Q, ,
del piano all'infinilo di R; coincide con questo punto.
3. Consideriamo ora lutte le combinazioni degli- ele-
menti R, , R, R,, R; di R, due a due e vediamo quanti
e quali elementi perpendicolari si possono condurre da
uno di essi all’altro.
1.° Punlo R, eretla R,. Noi possiamo tirare pel punto
un solo spazio R; perpendicolare alla R, , basta a tal
uopo congiungere il punto R, col piano Q, , dellaret-
la. Tulte le rette e i piani di R, sopno perpendicolari
alla R, . ’

2.° Punto™ R, e piano R, . Per il punto si possono con-
durre infinite perpendicolari ad R, , le quali giacciono
‘tutte el piano che congiunge R, con la retta Q, , di
R, . -Che ci siano infinite direzioni perpendicolari ad un
piano risulta anche dal fatto che per esso passano infi-
pili spazi R, . C’ & perd_ una sola perpendicolare che in-
-contra il piano R, ed & precisamente quella che giace
nello sp.azio determinato dal punto ¢ dal piano.

3.° Punto R, e spazio R, . Per il punto passa una sola
retta perpendicolare R, ad R;, che si otliene congiun-
gendo R, col punfo Q, . di R;. Laretta R, & evi-
deatemente perpendicolare a tutti i piani ¢ a tutte le
relte di R; . .

Per ottenere questa perpendlcolare basta anche de-
scrivere una sfera-a 3 dimensioni col centro in R, es-
sa taglia lo spazio R, secondo unasfera a due dimen-
sioni il cui centro.¢.l piede della perpendicolare richiesta.

4.° Retta R, e¢piano R, . Se essi non giacciono in uno
spazio R;, perlaretta R, passa un solo spazio R,
- normnale a R, , che si olliene congiungendo R, conla

retta Q, , di R, .

Si possono tirare mhmte rette parallele normali a R;
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e R, , il cui punto all’ infinito & il ‘punto d’ incontro del
piano Q. , di R, con laretta Q, . di R,.

In generale non si pud far passare per R, un piano
perpendicolare al piano dato R, . Cid ¢ sempre possi-
-bile quando R, e R, sono situati in uno spazio R;, o
quando la R, incontra la retta Q, , di R,.

5.° Rella R, ¢ spazio R, . Per R, .passa un solo piano
perpendicolare a R; | che si otuene congmngendo R,
col punto Qy.» di Ry, e per conseguenza per una I'(.l-
la R, si possono condurre infiniti spazi a tre dimen-
sioni perpendicolari a R;. A

6.° Piano R, e piano R, . Se non sono sitqati in uno -
spazio R; , per R,  passa un solo spazio a tre dimen-
sioni perpendicalare a R’ quando la retta all'infinito di
R, incontra la Q,, di R, . Se i due piani sono situati
in uno spazio R; ci sono (secondo 3.°) infinite rette pa-
rallele perpendicolari a tutti e due i piani.

7.° Piano R, e spazio R;.. Congiungendo R, col punto
Q.. di R; siotliene uno ed un solo spazio perpendi-
colare ad R; . ‘

Per oltenere il ribaltamento di uno spazio R;" sopra
un altro spazio R; basta applica‘re'layregola del nr.° 2
per n—4. :

La rotazione mtorno ad un asse @, o ad un plano
E, in R, sipud esegmre con I aiuto dell ortogonalita.
Conduciamo per un punto P, lo spazio R perpendl-u
colare .ad a,, che I'incontra in un punto P, . Nel
movimento intorno ad a, , P, descrive una sfera a-due
dimensioni col centroin P e che giace nello spazio R;.

Se si tralta invece della rotazione intorno ad un pia-
no E; , P, descrive un cerchio, il cui centro P, giace
n E; el punto d’incontro del pmno perpendlcolare
2y" condotto da P, ad E;. . .

4. Anconi N R, .
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® Relta R, ¢ spazio R;. Conduciamo per la relta il pia-
no perpendicolare a R;, il quale taglia R; secondo
una retta, che forma con R, I' angolo di R, con R; .

2.° Relta R, e piano R,. Per un punto del piano tiriamo
la parallela R, alla data, la R,’ e il piano formano
I’ angolo cercato.

3.° Due relte. Due rette determinano uno spazio R;, onde
I angolo di csse in R, ¢ lo steeso di quello delle due
retlein R; .

4.° Piano ¢ spazio R, . Il piano K, mconlru Rs in una
reita R, . Conduciaimo da un punto del piano R, una
retla perpendicolare S, a R; un’altra S, alla R, . Le
relte S,S,' formano I'angolo complementare a quello

di Ry con R; .

' 5.° Due piani. Per lanfrolo di due piani qualunque possia-

mo ricorrere alla definizione del Jordan ('). -Si lirino .
pel punto d’ incontro dei due piani due rette situale ri-
spettivamente su di essi, Jordan chiama angoli dei due
piani i massimi e i minimi dell’ espressione analitica del
coseno dell’ angolo delle due rette. Secondo questa de-
" finizione i due piani banno due angoli.
In seguilo perd noi considereremo soltanto il caso in
cui i due piani stanno ad angolo retto.
6.° Due spazi R;. Da un punto si tirino le due per pendi-
colari ai due spazi dati, I angolo do esse formato @ il
complementare di quello cercato. '

(1) Jordan, Essai sur la géonzétrie & n dimensions. Bulletin de
la Société mathénatique de France, 1875. ’
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PARTE 1.

PROJEZIONE CENTRALE.

- s

Rappresentazione di un punto, di una retia,
diun piano e di uno spazio a tre dimensioni.

5. Sia S, lo spazio immagine ¢ G il centro di proje-
zione in R, . — Congiungiamo tutti i punti di un oggelto -
di R, col centro G e determiniamo i punti d'inlersezione
dei raggi projettanti con S, ; la figura che si oltienein S,
si chiama |’ immagine o la projezione centrale dell oggelto.

Prima di tutto bisogna fissare la posizione del centro
di projezione rispetto allo spazio S;; atal uopo tiriamo
per C una perpendicolare & S, (fig. 1), e col piede C’
di essa (punto.principale) come centro descriviamo una ’

sfera a due dimensioni in S; col raggio CC’, cioé la sfera
di distanza (%).

Se il centro C dato ¢ all’ infinito Ia pro;ezlone dicesi
parallela, e se G & situato anche in una direzione perpen-
dicolare allo spazid S, , abbiamo la pro;eznone ortogonale
parallela.

In questla parte.ci occuperemo soltanto della projezio-
e centrale riserbandoci di parlare nella II parte di quella
u‘logonale

Per ottenere I immgine A/ di‘un punto A, determi-
iamo il punto ' incontro della retta CA, con S;. Ii

(1) Io mi servo delle denominazioni analoghe a quelle usate per
2 projézione centrale nello spazio a tre dimensioni. (Vedi Fiedler,
arstellende Geometric). .
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punto A, non basta perd a determinare il punto A, del
raggio projettante CA,. Tiriamo per A, una retta qua-
lunque R, ; essa viene projetfata dal centro C mediante
. Un piano projellante in una retta R," dello spazio S,. ‘La

R non determina la R, , se perd sono date io R, le pro- -

jezioni dei due punti d’ intersezione ‘della retta R, con due
spazi a (re dimensioni fissi, la retta R, & allora piena-
mente determinata. . '

Noi prendiamo come spazi fissi lo spazio S; slesso e
lo spazio all"infinito Q; di R, . Il punto d'incontro S, ,
lraccia, della relta R, con S, coincide con la sua imma-
gine. Per ottenere I'immagine del punto Q, all’ infinito
della retta tiriamo per C la parallela a R, , che incontra
R,/ in Q , cio¢ nel punto di fuga della retta. Una relta
R, ¢é dunque pienamente delerminata dalla sua lraccia e
dal suo punto di fuga. )

Ora dal punto A, _si pud passare al punto A,, per-
che costruita da R,” la R, il punto A, deve trovarsi nel
punto d’incontro di R, col raggio CA, . Dunque per de-
terminare un punto A, di R, bisogna assegnarc una ref-.
ta, che passa per esso. »

Consideriamo ora un piano E, passante per R,. Con-
giungiamo E; con C mediante uno spazio projetlante P,
che incontra S;’ in nn piano E; , I'immagine di E, . E"
chiaro che il piano E, ¢ perfeltamente ‘determinato dalla
sua lraccia S, con S; , ¢ dalla projezione délla sua retla
Q, all infinito, ossia dalla sua retla & fuga Q). E al-
tresi chiaro che le tracce e i punti di fuga delle rette esi-
stenli nel piano E, gmccnono rnspettnamenle nella traccm
e nella retta di fuga di esso..

Finalmente  tulli i punti di uno spazio' E; passanle
per E; vengono projettati univocamente nei punti di S, ;
esso ¢ dunque pienamente delerminato dal suv piano S,
d'intersezione con S;, ossia dalla sua lraccia, e dal piano
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projezione  Q'y del suo piano all infinito, ossia dal suo
piano di fuga. Da cio che precede si deduce che tutte le rel-
te, lutti i piani e spazi paralleli hanno. gli stessi elementi
di fuge, da cui: lulte le rette normali a S; hanno il loro
punto di fuga in C', e tutte le rette e piani di fuga di
piani o spazi normali a S, passano per C' . Cosi si ha:
« Due rette giacciono in un piano se le loro traccie ¢ ¢ lo-
0 punts di fuga sono.siluali rispellivamente su due rette
_parallele. »

“ Uwp:ano ¢ una relta giaccwno in uno spazio R; se la
traccia del piano ¢ la traccia della reita sono siluate su
un piano parallelo a quello determinato dalla retta e dal
punlo di fuga del piano e della retla. »

« Due piani giacciono in uno spazio R, quando le due
“traccie e le due relle di fuga sono rispellivamente si-
tuale su due piani paralleli. »

6. Pel centro C conduciamo ora uno spazio parallelo

V; a S;, che chiamiamo spazio anteriore. Tutti i suoi

punti vengdno projettati evidentemente all’infinito. Il pun-

to, la retla e il piano d'intersezione con questo spazio di

una relta, di unpiano e di uno spazxo R; siano indicati
con V,,V, ¥V,

Pel punto V, di una retta S; Q,’ si ha evidentemenle

CV, 3 So Q)
ove il segno .ﬂ dinota nello stesso tempo eguaghanza e pa-
rallelismo de’ due segmenti (fig. 2).
Anpalogamente per la retta V, di un piano S, Q,/ e
per il piano V, di uno spazio S3 Q. si ha

CV,=8§,Q,/, CV,= S, Q.

indicando con CV, ¢ CV, le distanze normali di C da V,
e V, e con S, Q/eS, Q, le distanze normali tra S Q/’

e S, Qz .
Tomo VIII, Serte V. 127
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Di qui si ricava:

Quando due retle hanno le loro immagini parallele, esse
8’ incontrano in un punto di V, .

Analogamente quando le immagini di due piani sono .
parallele, essi s’incontrano in itn punto di V,;. Se inoltre
le loro traccie e rette di fuga sono parallele e se la distan-
za normale dalla traccia alla relta di fuga dei due piani é
la slessa in senso e grandezza, i due piani s ‘inconlrano
in una retta di V, .

Se le traccie S, Sy, e 1 piani di fuga Q, Q. di due
spazi sono parallele ¢ le distanze S, Q, , S,, Q,, sono
eguali in senso ¢ grandezza i due spazi s’ inlersecano se- .
condo un piano di V, . :

Se per il punlo -V, di una retta si tira la perpendico-
lare-ad S, , il cui piede sia V, , ¢ chiaro che si ha -

Se Vo' $ Qs C
Quesla osservazione ci permelle di costruire in S; la in-
tersezione di uma figura di R, con V, in vera grandezza.

7. Ciascun punto A, di una retta R, ci dd un punto
A, dell'immagine R,’; quanda A, cade in S, anche A,
cade in questo punto (fig. 2). Al punto di mezzo M, di
So Q. corrisponde un punto M, di R, , che & distante
dallo spazio S; quanto il punto V. I punti M, per tytle
le rette di R, determinano uno spazio M, parallelo allo
spazio S; e alla slessa distanza da questo quanto V,.
M, pud esser chiamato spazio postenore

Se dunque il punto A, si muove da S, nella direzio-
ne S, M, Q,, il punto A, si muove da S, nella direzio-
ne S, My Q, . Noi abbiamo dunque sopra una retta R,
le quattro regioni -

SoMo,Moao,aoVO,V So
alle quali corrispondono le qualtro regioni dell’' immagine.
So My , My Q) , Q) @, » §,
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cosicche date-wun punto A;" sopf‘a la R,/ sapremo tosto
delerminare la regione di R, , ove egli & situato.

8. lavece dello spazio Q, all’ infinito si pud anchbe
adoperare uno spazio Q; parallelo a S;, oppure uno spazio
0,, che interseca S, secondo un piano fisso O,. Tanto
nell’ uno come nell’ altro caso una retta, un piano e uno
spazio sono determinati mediante le loro traccie e le pro-
jezioni delle loro intersezioni con lo spazio ausiliario O, .
Nel secondo caso la traccia S, e la retta ausiliaria 0, di
un piano s’ incontrano in un punto del piano O, ; cosi il
piano traccia S, e il piano ausiliario O, di uno spazio si
fagliano secondo una retta di O, . .

§2
Problemi projettivi.

9. In geomelria descrittiva si dividono i problemi iu
projeltivi e metrici. I primi dipendono solamente dagli ele-
menti traccie-e di fuga, vale a dire sono indipendenti dalla
posizione del centro. Se si vuole perd costruire la figura
di R, data I'immagine bisogna naluralmente fissare il cen-
tro di projezione, cosicché per ogni posizione del cen-
ro corrisponde una figura di R,, che ha sempre la stessa
immagine; ma siccome il centro puo esser preso anche al-
I'infinito, cosi vediamo che per i problemi projetiivi lim-
magine pud esser considerala lanlo come una projezione
entrale quanlo anche come una projezione parallela.

1 problemi metrici invece non si possono riselvere sen-
a aver fissato fin da principio il ceniro.

Per la risoluzione dei problemi projellivi ¢ piu gene-
ale il metodo di rappresentazione, ove in luogo dello spa-
o QQ, si considera un allro spazio ausiliario O che in-
»ntra lo cpazio 8; secondo un piano fisso O,- Per ot-




tenere il caso in cui O@; concide con Q;, basta osser-
" vare che O, cade allora all infinito di S, . :

10. Una retta S, O,) e un piano S, O,/ sono situali
su uno stesso spaiio R; quando i due piani S, S, e 0,
0,” s’inlersecano nel piano O,. In-questo caso il punto
d'incontro A, dellimmagine della retta con quella del piano
¢ la projezione del punto d’incontro della retta col piano.
Se invece S, 0, e S, 0,/ pon sono situati in un mede-
simo spazio R; il punto A, ci di I'inconlro apparente
della relta col piano rispetto ad un occhio posto nel cen-
tro di projezione. '

Due rette invece non hanno nessun incontro apparente
perché vengono projettate dal cenlro secondo due relte
qualunque di S;; lo haono nel caso in cui lo spazio da
esse determinato passa pel centro di projezione.

1. Punto d inconlro di una retta S, 0, con uno spa- -
zio S, 0. " ' ‘

Si tiri per la retta S, 0,’ un piano qualungque S, 0,’
che incontri lo spazio S, O,” in upa retta, la cui imma-
gine avra per traccia e per punto di fuga i punti ove le
rette S,, 0, incontrano rispettivamente S,, 0,". Questa
retta incontrera la retta data nel punto richiesto.

Questa costruzione ci da il teorema: Se in uno spazio
S; da due punti arbitrari S, O, si tirano due relle in-
confrantisi in un piano fisso O, esse incontrano rispelti-
vamente due piani, che & intersecano in O, , ‘in due punti
la cui congiungente incontra la retta S, O, in un punto
fisso.

12. Punto d’incontro di' due piani qualunque.

Siano dati due “piani S, 0,”, S,, 0',,. Pel primo
facciamo passare uno spazio S, O,’, che taglierd il se-
condo in una retta, la cui immagine S, 0, ¢ data dai punti
S, 0, ovelerette S,, 0, incontrano i piani S, O,.
Questa relta incontra il primo piano nel punto richiesto.

-
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Da qui nsulta .
Siano dati in uno spazio S, due piani, ¢ in questt

piani rispellivamente due coppie di refte S, 0,5 8;,0/,, -

che s’ incontrano in un piano fisso QOg. Si tirino per le
relte, per es.: S, O, due piani S, O, inlersecantisi in
0., essi tagliano le retle S,, O/, in due punti la cui
congiungente passa per'un pnnlo fisso dell’ intersezione dei
due piani dali. ‘

Osservo che due piani qualunque dx R, hanno ris-
petto al centro C una rella d intersezione apparente.

a) Se i piani sono sitati in uno stesso spazio R;, le
lro trucce S,, S,, e le rette di fuga 0,”,0,, devono
essere siluate rispetlivamente su due piani, che s’ interse-
cano in O, . In tal caso la retta d’inlersezione dei due
pisni ha per immagine la retta d'inlersezione delle loro

immagini.
13. Retta & mtersez:one dz un piano con uno spazio.

Siano S, 0, e S, 0, il piano e lo spazio dati. Basta®

[ —

determinare i punli d’intersezione S, =S8, 8,, 0, =
0,/ 0,";, la rvetta S, 0," risolve il problema.
14. Piano d'intersezione di due spazi E, ,E;, . Ba-

sta_anche qui determinare le rette d’intersezione dei- pmm ,

lraccie e dei piani 0, dei due spazi dati.

15. Trasversale comune a (re relic qualunque S, , ;
Dn 15 'Suq 00 .29 Sos 0

Si determina lo qpazlo a 3 dimensioni che passa per
ue di esse e quindi il punto d’incontro di questo spazio
on la terza. Da questo punto si tira allora la retta che in-
ntra le prime due. '

Per determmare lo spazm R; delle due prime basta
ndurre per S,, S,. un piano che passi-pel punto d'in-
ntro della retta 0,', 0., . col piano fisso O,; cosi si
iene il piano traccia di R,. Tirando a questo da O,
'.¢ il piano parallelo si ha il suo piano di fuga. Si vede

<
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che tre retle qualunque di R, hanno' rispetto al cenlro

infinite trasversali apparenti situate sopra un iperboloide.
. Dala una quaterna di relle qualunque in R,, lre a tre

determinano 4 relle, che formano la quaterna complemen-
tare alla prima (').

16. a) Dala una rella che s’ appoggia a due-relte dale

So.1 04 .43 Soq O, determinare i suoi punlt di deter-
minazione S, O, :

Pel punto d'incontro A, della retta data con S,.,
0., 'si tiri la relta che passa pel punto Sy ,, della qua-
le si determina tosto il punto O,* giacendo essa in
un piano con la retta S,, 0,/ ,. Il piano della retta
So.c 0,/ e dellaretta S, Oy & cosi pienamente deter-
minalo; la sua retta O, congiunge i due punti 0,y O,'*
e la sua traccia S, passa per So‘2 ¢ inconira la O.

_nel piano fisso O,; onde S, e O delerminano sulla
. reltai punti S, 0, . ,

b) Dalo un pzano E, che interseca un piano ed una retia
8,1 0.5 Sou Og.i, tlprimo in una rella, la seconda
in un punlo, costruire le sue rette S, 0, .

Per la retta d'intersezione A,” del piano dato con S, ,
0./, si fa passare un piano pel'punto S,,; di queslo
piano si conosce gid la traccia e la retta 0,”, perche
di A, si conosce la traccia e il punto O, . Coslruilo
cosi questo piano, si delermina lo spazio che passa per
esso e per la relta S,, 0, ,, i cui piani S; O," incon-
trano il piano dato E nelle sue rette S, 0,’.

¢) Dalo un piano E, che interseca due piani dati Si

0/, S;0, O/ in due rette costrmre le sue rette

$,0,.
Si congiunge un punto A, della retta d’intersezione
del piano dato con S, 0,,, con uh punio qualun-

\

() A L ¢, p. 190,
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que ‘della traccia S, , e si determina il punto O, * della
relta congiungente, essendo essa situala in uno spazio
R;. col piano S,, 0,’,, del quale si delerminano facil-
mente i piani S, O,’. Cosi si pud anche costruire lo
spazio passante pel punto A, e pel secondo piano S,
0,’ ., e cosi vengono delermmale e la traccia e la retla
0,' del piano dato E.

Queslti sono i problemi pro;ettm pit semplxcl me-
diante i quali si risolvono i problemi pil complicati
sulla costruziane e soll’'intersezione delle superficie a 2,
a 38 dimensioni tenendo conto delle proprieta di que-
sti enti geometrici sviluppate nella mia cilata memo-
ria. Cosi si vede che una superficie di 2.° grado a 3 di-
meansioni in Ry ha per contorno” apparente in. S; una

superficie di 2.° grado a duedimensioni, e che le se-

zioni con gli spazi R, di R, vengono rappresentate da
altrettante superficie di 2.° grado, che toccano il contor-
no apparente. :

La supertficie. d’mtgrseznone di due superﬁme del 2.°
ordine si projetla in una superficie del 4.° ordine con
una conica doppia, perché ¢’ ¢ un cono di 2.° ordine a
due dimensioni le cui generatrici incontrano !’ ultima

~superficie in due punti. Da questo metodo si ricavano

dunque nuove costruzioni per questa superficié )
- § 3.
Problemi metrici.

17. Per la risoluzione dei problemi metrici nel metodo

della projezione centrale & pit conveniente scegliere come

(1) Secondo il teorema, p. 167; I. ¢, una superficie di 2.°ordi-

ne a p dimensioni non pud esser contenuta che nello spazio Rp+4i.
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. secondo spazio di determinazione lo spazio Q3 all‘lnﬁmto
di R‘.

Angolo di un raggio pro;ettanle collo spazio tmmayz-
ne S,;. . :

Siano dati la sfera di distanza D e il raggio projellante
mediante il punto Q, (fig. 8). Ribaltiamo il triangolo
- €C'Q,’, che ¢ rettangolo in C’, intorno al lato C’' Q,’ sullo
spazio S;. E chiaro che il punto-C dovra ribaltarsi sulla
sfera di distanza D, e siccome esso descrive in R, una
sféra a due dlmenswm il cui spazio & perpendicolare a C’
Q, e il cui centro giacein C'Q,’, cosi C si ribaltera
sul piano d’intersezione di questo spazio con S;. Questo
piano deve riuscire evidentemente perpendicolare all’asse '
di rotazio.ne e deve passare per C’, poiché l'asse di rotazio-

¢ perpendicolare a qualunque piano di uno spazio nor-
male ad esso. Il centro G pud dunque cadere in un punip
qualunque del cerchio massimo della sfera di dislanza D,
il cui piano riesce peopcmhcotare a C Q,. Se C ¢il ri-
baltamento del centro ¢ chiaro che I'angolo ¢’ Q, (C) ¢
_ l'angolo cercato. Da qui si deduce che tutte le rette aventi

lo stesso punto di fuga Q, formano con S; lostesso
angolo C' Q, (C). Dunque:

Tutti s punti di fuga delle rette egualmente inclinate
con lo gpazio S, giacciono in una sfera concentrica a D.
Quando I'angolo ¢_di 48° questa sfera cade in D.

- Per determinare gli angoli di elementi dati determi-
niamo quelli degli elementi paralleli condolti pel centro di
projezione.

18. Angolo di un piano projellante con S;.

Sia dato il piano mediante la retta Q,” (fig. 8). Tiria-
mo per CC’ un piano normale alla retta Q,' tale che la
incontri in un punto per es. nel punto Q, . La traccia
C' Q, di questo piano dovrd riuscire normale alla retta
Q,’ stessa. Fatto cid ribaltiamo come prima il triangolo
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CC' @, intorno a C’ Q,’, I'angolo C Q, (C) saré l'an-
golo cercato. Da qui_si-deduce : '

Tulle le rette di fuga dei piani egualmente inclinali
con S, toccano una sfera concentrica alla sfera D.

19. -Angolo di uno_spazio projellante con S; (fig. 3).

Sia Q" la traccia dello spazio dato C Q,'. Per CC
tiriamo un piano R, perpendicolare a questo spazio e a
S;; cid ¢ sempre possibile, perché. basta far passare un
piano per C e per i due poli'Q, , dei piani all'infinito dei .
due spazf rispetto alla sfera immaginaria. Il piano R, sard
anche normale al piano Q,', e quindi incontrera lo spa-
zio S, in una retta C’' Q,’ perpendicolare al piano Q).

Ribaltando il triangolo CC' Q0 si ‘avrd I'angolo do-
mandato.

Di qui si ricava che (utti i piani di fuga degli spazi
equalmente inclinali con lo spazzo S, toccano una sfera

concentrica a D.
20. Ribaltamenlo di un piano (")

\

Sia S, Q,’ il piano dato. Noi ribaltiamo dappnma 1I )

piano C Q,’ intornoa Q,'in S;, e poida S _tiriamo il
piano parallelo (fig. 4). ’

Per ribaltare il piano CQ,’ basta trovare il ribal- . -

tamento del centro C. Egli ¢ chiaro che esso deve cade-
re sulla retta C'H coodotta ad angolo retto da C' alla
retta Q,, vale a dire sulla relta ove lo spazio S, viene

incontrato dal piano CHC’ ad esso perpendicolare. Sic- -

come la distanza HC ¢ data da H (C), cosi il ribalta-
mento (C) del centro & pienamente determinato ; basta
fare H(C)'=H(C). Egli ¢ altresi evidente che ciascun

piano projeltante si riballa sopra un piano passante pel .

punto -pr mctpale C'.

(1) Intendo che_il ribaltamento avvenga semipre sullo spazio di
>rojezione, almeno quando non ¢ detto diversamente.
Tomeo VI, Serie V. 1928
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Se S,Q, ¢ una relta del piano S, Q,’ il ribaltamento
(R,) di questa retta riesce parallelo alla (C)'Q,. L’im-

magine A, e il ribaltamento A, di un punto devono esse-
re evidentemente allineati col centro (C)’.
a). Angolo di due relte qualunqiie S, Q,, So., Qo .4 (fig. 4).

Basta determinare I'angolo CQ,’, CQ,’,; e a cio ribal-
tiamo il piano CQ,” Q, ., sopra S;, I'angolo Q,’(C)
Q.. soddisfa al problema.-

b). Distanza di due punti. 4

La relta che congiunge i due punti sia S, Q,. Ri-
balliamo questa relta mediante un piano qualunque pas-
sante per essa e avremo lg distanza cercata.

21. Ribaltamento di uno spazio R; (fig. 5).

Sia S; Q, lo spazio dato, C'H sia perpendicolare a
Q.’. Nella rotazione dello 'spazio C Q," intorno a Q.
il punto C descrive un cerchio di raggio CH=— (C)H
nel piano CHC' normale a Q,". 1l punto C cade dun-
que sulla retta HC' in (C)’, ove H(C)’=H(C). Falto
cid si pud ottenereil ribaltamento di una figura qualun-
que. Sia data, per es., una retta R, di questo spazio me-
diante la sua immagine S, Q,". Per averne il ribaltamento
basta lirare da S, la parallela (R,) alla (C)'Q,. L’im-
magine A, e il ribaltamento (A,) di un punto sono
evidentemente per diritto col centro (C)'. Dunque: ‘

Data I immaginé di una figura in uno spazio S, Q,’
8t pud costrusrne il ribaltamento e viceversa.

In tal modo possiamo determinare gli angoli di rette ,
e di piani esistenti nello spazio S, Q,

Dalla figura precedente si deduce che il ribaltamento
e 'immagine di una figura sono omologiche pel centro C
e pel piano S,;, quale piano di omologia; ossia formano
una collineazione di 1." specie (!).

) A. L. ¢. p. 181-83.
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o Lo stesso teorema ha pure luogo per uno spaz’io'qua-
> lunque R,, vale a dire:

e 1l ribaltamento delle figure dello spazzo R,., & R,
) col melodo della projezione centrale sullo spazio mma—
% gine S,_, e la loro zmmayme appartcngono ad una col-
ba\: _Lineazione di 1. % specie. -

"0 22. Per un piano S, Q. sipud far passare un solo

spazio R; perpendlcolare a S;, che contiene tulte le per-

pendicolari condotte dai punti del piano a S,. 1l piano di

) fuga di questo spazio ¢ il piano C'Q,’, il punto H del num.
N precedente cade in questo caso in C’, onde il centro C si

pas- ribalta in uno dei punti d’'incontro (C) della perpendicolare,
inoalzata da C sul piano CQ//, colla sfera di distanza -
(fig. 6). Congiungiamo (C) con Q,' mediante un piano, e
)lﬂ"e“, tiriamo da S, il piano parallelo, che sard il ribaltamento
o Q (E,) del piano dato, S, Q,. Se S,Q, ¢ una relta del
— (O piano, si ba tosto il suo ribaltamento tirando da S, la
e dun-

parallela alla relta (C) Q,"; cosi unepunto A, di R, si
. Falto ribalta in A,

quoloy Supponiamo ora condolta dal punto A, la normale
azio Meé allo spazio S,; il piede di essa P, dovrd essere situalo
ltamento sul piano (E;), perché¢ questo ¢ la traccia dello spazio
' Vo R;. Si vede anche subito che P, e A, de\ono essere
alo son? allineati col punto principale C'.
pque: ‘ Chiamiamo ordinala la distanza normale del punto A,
10 s! Q’ da Ss
‘ Ponendo :

y & rette AgPy=(A)Py==y. CC=(C)C'=d

aeald dai triangoli simili (AO)P So (C) C'Q, e P SyA,, C'Q, A,
ball® 110 si ha:

en . N S ., Y ’, '
::cformﬁ““ (A Py : (C) C'=y:d==P S,: C'Q,/==SA, : Q/ A,

Abbiamo™ dunque: Il rapporto tra ordinala di un
punlo A, c il raggio della sfera di distanza ¢ cguale a
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quello delle distanse Sy A, Q, A, di una relta qualun-
que passanite pel punio A, .

Quando A, giace nel segmento finito- S, Q,’ il punto
A, giace rispelto allo spazio immagine dalla parte oppo-
sta” a quella del centro di projezione. Consideriamno come
posilive le ordinate dei punti situati dalla stessa parte del
centro e negalive le altre. Cosicché essendo date le coordi-
pate dei punti di una figura di Ry si pud costruirne to-
sto I'immagine. ) . . .

Per es. siano date le ordinate y,, y,, y; ditre pupti
A,, B,, C, e i loro piedi Py, R,, S, in S;, i quali
determinano un piano (E,). Da C’ conduciamo la perpén-
dicolare ad (E,), che incontra la sfera di distanza ncl punto
(C). Tiriamo ora da P, la parallela alla retts C'(C) e si
prenda su di essa P,(A,) eguale a‘y, pello stesso senso
o in senso opposlo a C’(C), secondo che I'ordinala. ¢ po-
sitiva o negativa. Ottenuto cosi (A,) si determina Ay co-
me punto d'incontro’delle rette C'P, e (C)}(A,). Analoga-
mente si opera per gli altri punti.

23. Spazi ortogonali (Gig. 7).

Dato uno spazio C Q, vogliamo determinare la ret-
ta che passa per G e riesce perpendicolare a GQ,. Que-
sta retta giace nel piano HEC', dunque ribaltiamo il tri- .
angolo HCC" in H(C)C’, ¢ tiriamo per (C) la norma-
le a (C)H, che incontrerd la retta C'H nel punto Q|
traccia della retta cercata. E chiaro che Q,, ¢ il punto
di fuga di tulte le retle perpendicolari allo spazio CQ,’
e a tulti gli spazt il cui piano di fuga & Q.

Sia S, Q, un tale spazio; una retta S, Q,’, normale
ad esso forma pure un angolo retto con tulte le relte e con
tutti i piani dello spazio. Se la retla S, Q,’, incontra un
piano S, Q' di S, Q, .in un punto,.e si ribalta lo spazio
determinato da questa retfa ¢ dal piano, il ribaltamento’
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- della retta dovra riuscire perpendlcolare al rlballamento

del piano. ,
to Si ha pure: Tutte le relte o piani di fuga dei piani o
- ) degli spazi normali allo spazio CQ’', passano per Q' .
mie Viceversa per ciascuna retta CQ, si pud delermina-
del re analogamente’la traccia Q',, dello spazio normale ad
¥ essa condofto pel centro C . ‘ :
to- Dato un piano passante per C, per-es. CQ | situalo
nello spazio precedente .S, Q’, , determiniamo il plano nor-
upti : male condotto da . C clle non giace col primo in uno spa-
.qua\'\ - zio R;. Basta far passare per G 'uno spazio perpendicola-
ryes- Te al piano dato, per es. quello che riesc eﬁgerpendmolarc
punto alla retta C'H stessa. Si determina quindf i-punto di fuga
) esh Qo relativo e guest’ altro spazno e congiungendo Q’,
) sensv -con Q’,,, sihauna retta Q’, ., che ¢ la retta di fuga
a W di tutti i piani normali al piano dato € non snluatn con esso
N in uno spazio R, .
“lo“a- Se i due plam seno snluah in uno spazio S Q 4 siano
00T Q' Q',.. le loro rette di fuga La retta Q', . dovra essere.
situata sul piano Q; e ollre a cid dovra passare pel pun-
o -to d’incontro.di Q', con larelta- Q’, . relativa al prlmo
e,\“ \ ~ -piano. Da cid che precede si vede che: quando due piani
1% .Qu.. *  perpendicolari non sono situali in uno stesso spazie R;,
wo il “‘,\. " tulte ke retle di uno di essiriescono normali allaltro. Que-
3 “om,” slo pud essere verificato col ribaltamento dello spazio R’;
to Qo ’l'(; dato da uno dei piani e da una parallela ad una retta qua-
e AP, Iunqlie dell'aftro piano, che incontra il primo in un purito.
zio €O} " Chiamo antipol» it punto Q,, velalivo ad uno.spa-
Jp—" zio R;, e cosi rella e piano antipolare gli elementi, Q o

Q% |elal1v1 ad un piano e ad una retta.

A 0“

reuee‘:un Le relazioni fra gli clementi di fuga di una relia, dz
m\m\“"’ o un piano, .di uno spazio ¢ gli elementi antipolari sono
@lo spo? pienamente stabitite mediante la sfera di dislanza.. -

,,lw\\\\\\\‘“ Tra quesls elementi hanno luogo yli stessi leoremi della
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leoria dei poli e delle polari rispelto ad una superficie di

2.° grado in S;. E cosi infatti deve essere, percheé gli ele-

menti antipolari sono la projezione degli elementi polari

rispetto alla sfera immaginaria all' infinito di R, .

24. a) 4ngolo di due spazi S, Q' , S,, Q' -

Si determinino gli antipoli Q'y, , Q',.,, dei due spazi, la
congiungente Q’, .- ¢ la relta “antipolare del piano di
intersezione. Il piano C Q', , interseca i due spazi se-"
condo due rette CQ’y, CQ',, che formano I'angolo _
desiderato. I punti- Q'y, Q",, sono i punti d'incontro
della retta Q’, , con i due piani Q'y, Q',,.

b) La pid corla distanza fra una rella ed un piano non si-
luati in unospazio R, . )

La pit corta distanza fra una retta ed un piano ¢ da-
ta dolla retta pormale, che incontra la relta ed il piano.

Siano S, Q', e S, Q'," la retta e il piano. Si costrui-
scano laretta Q, e il piano Q', , antipolari del pia-

.o e della retta dati. La Q', , incoatra il piano Q,,
nel punto Q’y, , punto di fuga di tutte le rette normali
alla retta e al piano.

Congiungiamo Q'y con Q’,, mediante una retta
Q'1.1, eper S, tiriamo la parallela S, ,; e cosl uniamo
Q.. con Q'y, mediante un piano Q'g,‘e per S, fac-

. ciamo passare il piano parallelo S, . Il piano S, , Q'
e lo spazio S, Q'; s’ intersecano in una retta perpendi-
colare'alla relta e al piano dalo, che vengono da essa in-
tersecali. Col ribaltamento, per es., del piano S, , Q',;,,
si_ olliene la vera grandezza dellu piu corta distanza .
domandata. , :

25. Si potrebbero risolvere molli alfri probiemi, i quali
perd si potrebbero trattare coi metodi, che abbiamo fin qui’
esposli, e che in gran parte sono analoghi a quelli che si
ndoperano nella geometria descrittiva a tre dimensioni ( )-

(1) .Vedi Fnedler, Darstell, Geometﬂe.
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Quando la parte di spazio S; di cui si dispone e nella
quale si vuole costruire I'immagine di una figura ¢ troppo
piccola, allora mediante una trasformazione del centro in

‘direzione perpendicolare o parallela a S, o mediante una

trasformazione del centro e dello spazio di projezione si
pud impiceolire I' immagine ; oppure se si devono eseguire
delle costruzioni complicate in una figura troppo piccola,
con la trasformazione del centro si possono eseguire in
una immagine ingrandita, e poi si possono trasportare nel-
la primitiva immagine.
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PARTE 1L -

N

PROJEZIONE ORTOGONALE.

§ 1.

Projezione ortogonale con un solo spazio
di projezione.

26. Supponiamo ora che il centro di projezione sia si-
tuato all'infinito e precisamente nella direzione perpendico-
lare allo spazio S, . In questo caso siccome il centro gia-
ce nello spazio Q;, cosi bisogna scegliere un altro spazio -
di determinezione O, a distanza finita. Noi supponiamo
che lo spazio O, sia parallelo ad S, e sia situato da que-
sto alla distanza dala d. :

Una relta viene determinata dai suoi punti So 00 , un
piano dalle sue rette S, O, e uno spazio da’suoi.piani
S, 0';. In guesto sistema i problemi projettivi si risolvono

" come nella projezione centrale. Resta dunque a vedere
come si devono risolvere i’ problemi metnc:,.ponché qui
non abbiamo la sfera di distanza.

27 Angolo di una retta con S, (fig. 8).

Sia S, 0, la projezione della retta R, ; il piano nor-
male condotlo per essa ad S, ha per traccia la retta
S, O', stessa. Per avere il ribaltamento di questo piano
fatto intorno alla S, 0"y tiriamo per O’y una retla ad an-
golo retto colla S, O’y e prendiamo su di essa una distan-
za 0', (0,) eguale a, d; congiungendo (Ogy) con S, si ha
cosi il ribaltamento della retta e langolo (0y) S, 0y, che
essa forma con S,.

Se A'y,B’, sono le projezioni di due punti A,B gua-
quque della R,, per avere i ribaltamenti (A,), (B,) basta
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tirare da A, B, le parallele olla 0’y (S,) sino ad incon-
trare la retta S, (O,) . Da cid che precede risulta:

Tutte le rette per le quali i punti Sy Q', hanno la stes-
sa dislanza formano lo stesso dngolo collo spazio S;.

28. Angolo di un piane con S, (fig. 9).

Sia S, O’, il piano dato. Per un punto S, della trac-
cia S, tiriamo un piano normale al piano S, 0', e allo
spazio S, nello spazio projettante di S, 0’, (*). La trac-
cia di queslo piano dovra chiaramente formare un angolo
retto con la retta S, slessa e, giacendo nello spazio projet-
tante del piano dato, la sua traccia dovrd essere situata
sul piano S, O,, ossia sard la retta S, 0’,. E evidente che
la retta S,0, forma con S; I'angolo cercato. Basterad
quindi ribaltare il triangolo S, 0’y O, in S, 0, (0,).

Noi vediamo che: tutti i piani per i quali le rette 8,0,
sono egualmente distanti formano lo stesso angol,o con lo

spazio S; .
a) R;baltameuto di un piano sulla sua projezione (fig. 9).

1l ribaltamento ha luogo entro lo spazio projettante
del piano intorno alla sua traccia S, . Ciascun punto
del piano descrive un cerchio il cui centro & situato sul-
lasse di rotazione, cio¢ sulla traccio, e il cui piano rie-
sce normale a quest’asse; quindi il punto O, cadra sul
prolungamento di. $, 0’y in (0, )' ad una distanza

So(0g) = 8,0, - ‘

29. Angolo di uno spazio S, 0’ con S, (lig. 10) .
Tiriamo un piano normale-ad S; ea S, 0';, che sa-

’ (1) In.generale per un punto non si pud condurre un piano nor-
" male ad uno spazio R; e ad un piano Rg, perché lo spazio deter-
mina all’infinito un punto Qo , il pianp invece una retta Q,.» ri-
spetto alla sfera immaginaria; vale a dire pel punto si puo condur-
re un solo spazio normale a R; e Ry, il cui piano all infinito &
Qﬂn Q 1t A
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rd anche normale al piano S, ; la traccia S, di questo pia-
no ddvra dunque essere perpendicolare ad S,. Ribaltiamo
questo piano intorno ad S,, la sua relta O, si ribaltera
sulla (0,) (vedi n.° 28) alla distanza d da S, , siccome il
piano ¢ anche perpendicolare a S, .

Se (0,) ¢ il punto ove la retta (0,) incontra O, I'an-
golo 0, S, (0,) & quello cercato. Cosi abbiamo: (utti gli
-spazi egualmente inclinali con S; hanno § pia‘m‘ S, O,
ad eguale distanza.

a) Ribaltamento dello spazio S, 0’ (fig. I0)

Facendo ruotare lo spazio inlorno al piano S, ¢
chiaro che il punto -0, della retta ribaltsta in S, (0,)
verrd a cadere nel prolungamento di S, O0’, in.(0,) ,
in modo che S,(0y)=S,(0,). Tirando: quindi da
(0,)’ il piano (0,) parallelo a O, si hail ribaltamento
del piano 0, dello spazio dato.

Se S,, 0’y ¢ una retta di questo spazio, il suo ri-
baltamento cade in S,, (0,,), € cosi un punto " A, di
questa retta si ribalta in' (A,) .

Si vede chiarameate che in quésto. sistema il ribalta-
mento di una figura situata in uno spazio a tre dimen-
sioni ¢ la sua immagine sono due figure simili.

30. Spazi ortogonali. .

Sia data una relta 8,0’y si tratta di condurre ad es-
sa una normale da un punto dato. .

Si sa che tutte le normali condotte da un punto ad
" una retta nello spazio R, giacciono in uno spazio R, tra
queste e esiste una che incontra la retta data.

" Due relle perpendicolari, delle quali una ¢ parallela allo
spazio S;, vengono projellate secondo due rette ad ango-
lo retto. ' -

Siano R, e G, le due rette, R',, G', le loro immagini, _
e sia R, la parallela a S; . Il piano projettante della G,
e perpeﬂdicolare a S; ed anche alla retta R, , perché la
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sua retta all’ infinito ¢ evidentemente situata sul piano po-
lare Qg , del punto all'infinito di R, rispette alla sfera
immaginaria. Questo piano & quindi anche pormale alla.
R’,, vale a dire la sua traccia G', & normale alla R’, .

Sia ora data una retta G, ossia S,0, e un punto
A, sopra un’altrarelta S;,0, ,. Nel caso che A, fosse
dato sopra una relta qualunque si potrebbe sempre deter-

_minare il punto 0'y, della retta Sy A,. Per A, voglia-

mo condurre la normale a G,, che la incontra in un pun-
to. A cid ribaltiamo il piano A,G,, per es. sulla sua
projezione A,'G,, e dal ribsltamento (A,) tiriamo la nor-
male a quello di G, ossia (G,). Sia (P,) il piede di essa
sopra (G,). Si avrd tosto la projezione P, di.P,, che
congiunta con A, ci dard la relta cercata.

31. Retla e piano.

Se la retta R, ¢ parallela a S; la sua projezione R,’
sard normale alla projezione R, del piano R, ad essa.or-
logonale. A )
~ lofatti lo spazio projettante di R, forma un angolo
relto colla R, poiché il suo piano all'infinito passa ﬁel
centro -di projezione (che giace in una direzione normale
ulla R,) e per la retta all'infinito di R,. E chiaro dunque
che la projezione R, deve essere perpendicolare a R "

32. Retta ¢ spazio. :

In questo caso si vede che la projezione R,” della
retla deve riuscire normale alla traccia S, dello spazio R,
essendo il piano projeltante di. R, perpendicolare tanto
2 R; quanto a S;. Sarad dunque facile di coslruire la
projezione della retta normale ad uno spazio R, passante
per un puanto dato A,. '

Per costruire lo spazio normale’ad una retta dala S,
0, da un punto A,, dato sopra una retta S,, 0%, ba-
sta_costruire la normale condotta da A, alla retta e sis
lvala con questa sopra un piano (n.° 30), e dai suoi punli
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So.1 Og .. basta quindi tirare due piani S, 0," ad angolo
retto con la projezione S, 0, della retta data.

33. Piano ¢ spazio.

Per una retta data S, O, si pud far passare il piano
normale ad uno spazio dato R;. Si coslruisce la perpendi-
colare condotta da un punto della retta allo spazio R;, la
guale con la retta S, 0, determma il piano cercato.

84.. Piano e piano. _

. Dato un piano R, ed un punto A, voghamo costruire
il piano normale al dato passante per A, e che non giace
con R, in uno spazio R;. Si fanno. passare due spazi
pel punto e perpendicolari a R, ; questi due spazi s’incon-
treranno nel piano desiderato.

I problemi della delerminazione degli angoli si risol-
vono evidentemente medianle quelli gid risoluti. L’angolo

_per es. di due rette si delermina ribaltando il piano in-
dividuato dall'una di esse e dalla parallela condotta all’ al-
tra da un punto della prima; ¢ I'angolo di una rella con
un piano si oltiene col riballamento dello spazio indivi-
duato dal piano e da una. parallela condotta alla retta da
un punto di esso piano ecc.

§ 2.
: J
Projezione ortogonale con due spazi perpendicolari.

35. Siano O, V, i due spazi di projezione che stauno
ad angolo retto. I due centri.sono situati al’infinito in
due direzioni rispettivamente parallele ad O,,V;.

Il piano F; d’intersezione dei due spazf di projezionc
si chiami ;iia-no fondamentale. Le projezioni falle su O
8’ indichino con un apice, quelle su 'V, con due.

Per -delerminare le projezioni di un punto A, di R,
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tiriamo per A, le normali a O, V,; i pledl di esse
Ay A sono la prima e seconda projezione del punto.

Per operare con un-solo spazio O, a tre dimensioni,
che moi supponiamo coincidere col nostro, ribaltiamo lo-
spazio V; intorno ul piano fondamentale sullo spazno 0,.
Le projezioni Ay Ay" di un punto A, vengono'a yzace?e
sopra una rella perpendicolare al piano fondamentale. E
viceversa due punli qualunque Ay A" che soddisfano a
questa condzzzone sono le projezioni di unm punto A
di R‘ Lo

Una retta G, e un pmno E, hnnno due prujezioni G‘
G,” ed E/E,”. Le lracce di una rella, di un piano e di-
uno spazio R; sogg date dall intersezioni di essi con gli
spazi O, V,. E chiaro che le tracce S,'S,” di un piano
E si devono incontrare.in un punto dello spazio fondamen-
tale Fq, vale a dire nel punto ove E, inconira F,.

Se il piano E, iocantra F, secondo una relta, le
tracce del piano coincidono con questa retta. ,

- Cosi le tracce S,' S, di uno spazio R, devono in-
conlrarsi necessariamenle in una rella di F, . _’

36. Risolviame ora alcuni dei problemi piu semplici.

Determinare le tracce di una retta data medwnte le sue
projezioni A A/’ :

Per ottenere la prima traccia S, si prolunghl la A/
sino ad incontrare la retla «, d’intersezione del piano
A/ A,” col piano fondamentale; quindi- dal punto d'in-

- contro si tiri la perpendicolare ad F,, chedetermina suila

A, la traccia §,.

Se la retta A, in R, & parallela, per es., ad 03, la sua
2.* projezione A,” sard parallela al piano F,. Se A, ¢
normale ad O;, A, giace ad angolo retto con F, e A"
si riduce ad un punto.

Analogamente si possopo costruue le tracce di un
piano, dalo mediante le sue projezioni A,"A,”. Questi due
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piani intersecano F, in due relte a«, e 2,, che si segano
nel punto pel quale devono passare le iraccie del pjano. Se
dunque da a; si tira un piano perpendicolare a F,, esso
inlerseca il piano A,” nella 2.° traccia S,”.

Se il piano A, di R, riesce parallelo, per es. ad O,
il piano A,” dovra giacere purallelamente al piano F,. Se
invece esso riesce normale ad O, la sua 1." projezione
A/ si riduce alla sua 1. * traccia, e la sua 2.° traccia forma
un angolo retto col piano F,. luofatti il piano contiene il
1.° centro di projezione, dunque la traccia S,” di esso do-
vrd passare per questo centro, essendo quest’ uitimo con-
tenuto nello spazio V;, e percnb dovrd riuscire normale
a K.

Se il piano & per pcndlcolare a tulh due gli spazi di
projezione le sue (raccie coincidono in una sola retta
normale a F,. .

Finalmenle se uno spazio ¢ pprallelo ad uno degli spazi
di projezione, per es. O, la sua 1." traccin S," giace pa-
rallelamente al piano fondamentale, mentre la 2. cade al-
linfinito. Se invece lo spazio & normale ad O, la 2.° sua
traccia S,". riuscird normale a F,. Infalli lo spazio con-
tiene il .4.° centro di projezione, la traccia S,” deve dun-
que passare per i) 1.° centro di projezione, ossia deve cs-
sere perpendicolare a F,.

37. Quando due rette G,, R, in 1{4 s’incontrano in
un punto A, le prime e seconde projezioni di esse s'in-
tersecano rispettivamente in due punti A,, A,”, la cui
congiungente deve giacere normalmente al piano fonda-
mentale. '

Analogamente se. una'reltg ed un piano s’incontrano
in un punto A, le 1.° e 2.° projezioni di essi tagliansi ri-
speltivamente in due punti Ay, A", cioé nelle [;rojezioni
del punto A,. Sipossono allora costruire facilmente le

~ raccie dello spazio delerminato dalla relta o dul piano.
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" Data la projezione A, di un punto A, situato in uno
spazio daté 8,8,", si costrmsca la projezione A,"” (fig.11).

A cio tiriamo per A, una parallela al piano S,’, la

prima projezione o, dl questa retla giacerd parallela-
mente al piano S,. Si determini quindi il punto. «, d’in-
contro di @, con F,, e da 2, s'innalzi una perpendico-
lare ad F, sino allincontro A, con S,”. Da £, sicon-
duca finalmente la parallela a F, che taglia la perpendi-
colare condottada A, a F, in un punto, che ¢ il punto
cercato Ay”. - ,

38. Avendo .imparato a determmare un punto una
rella, un piano e uno spazio si possono risolvere i proble-
mi projetlivi, che abbiamo risoluti coi-metodi precedenti.

Cosi per- es. il punto d’incontro o la retta d’interse-

~zione di uno spazio a 3 dimensioni con una relta 0 con
U piano, il piano d’intersezione di due spazi si olten-
gono generalizzando le costruzioni analoghe usate nella
geomelria descrittiva a tre dimensioni.

Per costruire il punto d’incontro di due piani dati
mediante le loro projezioni E,'E,”, E/, E,”, basta far
passare per uno di essi uno spazio, che interseca I'altro
lungo una relta, la quale mcontra il primo plano nel punto
cercato.

39. Anche i problemi metrici pil semplici possono es-
sere risoluti con questo metodo moito facilmente.

Per la posizione reciproca delle projezioni di elementi
orlogonali valgono le stesse considerazioni, che abbiamo
fatte pel caso di un solo spazio di projezione, cosicché po-
tremo costruire la retta o il piano mormale condotto da
U0 punio o da una retta ad. uno spazio dato, oppure il
Piano normale di uo punto ad un piano datlo e che non
giace col primo in uno spazio R, ecc.

Anche i ribaltamenti di una retta di un piano e di uno
‘Spazio possono essere cseguiti come pel caso della proje-
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zione con un solo spazio, o con le costruzioni analoghe
della geometria ordinaria. -

1F problema della trasformazione degli spazi O; V;
trova qui un’analoga soluzione dello stesso probléma nello’
spazio a tre dimensioni (').

§ 3.
Projezione assonometrica ortogonale.

40. Siano dati nello spazio R, quattro assi Oz, Oy,
0z, Ow ortogonali. Prendiamo come posilivi gli assi a
parlire dall’ origine O nel senso indicato dalle frecce, ne-
gative nel senso contrario (fig. 12).
 Daun punto P, si conducano le normali ai qualtro
spazi coordinali -(yzw), (zsw), (ayw), (xyz), e siano
P, , P, P, P, i piedi di esse. Le grandezze

P,P, ==z, P,P, =y, P, P, =2, P, P "=w,
si chiamano le coordinate del punto Py, alcune delle quali

"o tutte possono essere negalive.

I punti-P,'P," P,)"'P"” sono la 1.% 2 3" 4.° proje-
zione del punto P,

Da qui risulta che ci sono. 16 punll, che hanno le
stesse coordinate, se si prescinde dal segno di esse.

Se le coordinate di P sono eguali, per es. all’unitd, i
16 puanti sono :

(1) Vedi § seguente nr.° 43. -
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- I puati indicati daglq stessn numeri stanno nspettnvamen—
te per diritto coll’ origine O degli assi. Slano hy,hg,hs,
h, , ke , h , ky , hy le rette che li congiungono con O .
Queste rette si separano in due gruppi 4, , h, , Izs\, hy ;.
kg, kg, kg, kg tali che si passa da una retta di uno di essi
ad una retta dello stesso gruppo con uno scambio pari di
segni, mentre si passa ad una retta dell’ altro’ gruppo con
uno scambio dispari (*).

_Consndenamo ora i dodici spazi:
LH,=z—w=0;H,,=w—y=0;H, =y—z=0;
H ==z —w=0;H ,=2—2z=0;H,=2—y=0;

LE, =z+w=0; H’mﬁw-ﬁ—y;o s B, =y+2=0;
H'yzfx “+w=0; ‘H’f,,, =x-+32=0; H ,=2+y=0.
Questi spazi passano rispettivamente per i due assi indicati
dagli indici di essi, cosi per es. H_, passa per i due assi
y, mentre per ogni  asse passano 3 dei 12 spazi. I primi
6 spazi formano un gruppo tale, che due delle coordinate
dei punti dei 6 spazi, che lo compongono, sono eguali in
grandezza e direzione. Essi s’ incontrano tre a tre in quat-
tro piani H, , H , H_, H, ; per es. 'H,,., H,,,H,, pas-

(1) In un nuovo mio lavoro, che verra pubblicato negli Annali
di matematica, tratterd diffusamente delle proprieta della figura
formata da quesh 16 punti.
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degli spazi coordinati, cioé disponendo prima di tutto il

2.° spazio V, di projezione normalmente ad S;; cid che

si fa prendendo il nuovo piano fondamentale normale alla

4. traccia S,"di S;, e poi facendo ruotare il 1.° spazio
" di projezione sino a cadere in S,. -

Noi possiamo cosi ottenere le projezioni dei 4 assi x,
¥, %, w sullo spazio S, e ollre a cid i rapporti di accor-
ciamento tra le projezioni di una distanza presa sugli
assi ¢ la distanza stessa; cosicché data una figura di R,
mediante le coordinate dei suoi punti poiremo costruire
la sua.projezione assonomelrica ortogonale nello spazio
S (). -~ |

Qui si possono pure distinguere differenti specie di
projezione assonometrica secondo che due o tre o tutti
quattro i rapporti d’accorciamento sono eguali.

" Come ¢ chiaro, la geometria descrittiva a quattro di-
mensioni ¢ un campo molto piu vasto di quella a tre di-
mensioni per la molteplicitd e varieta dei problemi, che si
presentano da risolvere. Io-non ho trattato che dei proble-

. mi pit semplici, ma egli & evidente che i problemi pit com-
plicati relativi alle curve e superficie a due e a tre dimen-

sioni danno luogo nello spazio nostro a nuove costruzioni

e teoremi, che sarebbe interessante di studiare.
Padova, aprile 1882. -

(1) In projezione ortogonale la proje:zione di una distanza S al
massimo eguale ad essa.
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