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A proposito di una lettera del prof Peano;

Osservaziont i G. Veronese, i Padova®

Adunanza del 13 marzo 1892

——ee e

Il sig prof Peano, nella lettera aperta a me diretta nella sua Ruwusta d:
Matematica, 11 1° dicembre 1891, m1 chiede una risposta ad alcune osservazioni da
Tui fatte sulla teoria degli iperspazi a proposito di un articolo del prof Segre,
stampato nella stessa Rwsta (%)

Chi legga attentamente 1l muo libro « Fondamenti dv Geometria (*) », uscito
appunto negl ultm giormt del novembre u 5, troveri che esso risponde ana-
tutto da se alle suddette osservaziomi, come risponde a quelle di altri autor: che
ho riportate nelle note dell’appendice sensa una risposta diretta, come anche ad
altre che avevo lette e non ho nferite E potra anche trovare una risposta 1n-
diretta 1n alcune consideraziom della prefazione e Jell’appendice (4)

Rilevo perd che quand'anche fosse vera in se e rispetto al muo libro
I'umica affermazione precisa, cut st riducono in fondo quelle osservazion: contro
I'uso de1 procediment: geometrict cor quali st deducono proprieta di uno spazio
(compres: la retta ed 1l piano) da uno spazio superiore, essa non intaccherebbe
neppure quella parte dell’opera che tratta 1 principt dzl'a teoria m discorso In-
fatt1 quell’affermazione non combatte 1 postulatt di questa, e d’altronde le poche
considerazionm: che fect nel muo hibro sulle operaziom: dal prowettare ¢ del segire
(pag 550-561) per co'legarlo cotr mier precedentt lavor: su tale teora, sono vere,
anche pel sig Peano, quali proprieta di geometria a piu di tre dumensiom Q)

Nonostante c16 aggungo qui a'cune considerazion, le quai: potranno servire
al lettore che non e addentro ner mier studi, a maggiore 1ntell.genza de1 punt:
atatr del mio hbro, in nsposta a quella affermazione

Noto anzitutto che nella mia prima Memoria sulla teoria degli iperspazi
stampata nel vol XIX der Math Annalen, e che ha servito di base ad altri mier
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stud? posteriors, non ho parlato di postulati speciali n¢ di §,, ne di §,, mten-
dendo tolto soltanto 1l postulato delle tre dimension:

Per me la geometria non s1 limita dunque alle sole dimension: dello spaco
fisico, ma neppure ad un numero dato z finito 1ntero di dimension: (pag vi) Di-
stinguo anzi nettamente la geometria teoretica dille sue pratiche applicazioni,
dimodoche vi sono assionu necessart per queste (ad es D’asstoma del movimento
e quello delle tre dmmensiom dello spazio fisico) che non lo sono per quella
¢

Tutto I'insieme di punti, che secondo gl assiomi dati possiamo immaginare
talt e quali ce It rappresentiamo nello spazic ordinario, e lo spazio generale Que-
sto spazio considerato come gia costruito o dato ha un numero mnfimto attuile
d1 dimensiom Quindi la geometria & la scienra dello spazio generale, e percid
anche delle figure 1n esso contenute Ma le consideraziomt fatte nel muo hibro,
tranne alcune, valgono indipendentemente dalla defimzione di questo spazio, seb-
bene per maggiore hibertr lavoro sempre 1n esso (p XXXIX)

Lo spauo generale ¢ geometricimente possibile, e quindi ha una realta
astralfa, sensa intendere con cd che 1l mondo esteriore in sé ne sia unt rappre-
sentazione completa (p xu) Lo spazio ordmnario, puuttosto che 1l luogo degh
oggett1 esternt considerato come esistente fuort d: no: ed unico, e per me la no-
stra rappresentaszone intwitiva di esso E poi per mezzo di operaziom mentali che
10 1immagino der puntt fuor1 dello spazio a tre dimensiont E It possiamo immagi-
nare st per via di definiziony, s1a per via diipotesi E per c1d che la costruzione
e " ipotes: geometrica della quarta dimensione sono ben diverse dall’ ipotes: meta~
fisica di uno spazio a quattro dimensiom effettivamente esistente fuori di noi
(p xm)

Come s1 applichi I'mmtmizione spaziale nzllo studio dello spazio generale st
vede esuberantemente nel mio libro, e ner miet precedent: lavor:

A questo proposito (p xxxim) diss1 che dallo svolgimento della IT* parte
del testo risulta chiaramente che il mio processo costruttivo della geometria a
ptlt di tre dumensiont e un processo nel quale Pintuizione & fusa colla pura astra-
zione, ma che non intendo dr intuire completamente le figure di # dimension: e
dello spazio generale come 1ntuzamo quelle di tre, corrispondent1 agli oggetts della
nostra osservazione esterna E a pag xvil ho detto se 'intuizione & necessaria
per I’essenza della geometria (e secondo me dunque anche per quella 2 puu di
tre dimensionm: nel senso sopra spiegato) non de’e perd essere e'emento neces-
sario, per quanto utile, nello svolgimento logico della geometria stessa, di guisa
che (p xvi) gl assiomi, 1 teoremu e le dimostraziom fin da principio non con-
tengano a'cun elemento intuitiso indeterminato, in modo cioé che facendo astra-
zione dall'intuizione rimanga un sistema di proprieta astratte ben determinato
Ed & per questo che rm sono occupato, neil’introduzione, delle proprieta fonda-
meatal: der grupp: di elements, che nel mo libro servono di base alla geome-
tria come all’aritmetica,
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Questo & brevemente 1l concetto della geometria 2 pili dimension: nel senso
da me inteso, e che sta pure a fondamento della ma ctata Memoria (5)

Da quanto ho detto non & escluso che coglt assiomi dati lo spazio gene-
rale § possa essere costruito per via di definizion: Considerandolo por come un
ente dato, sebbene astratto, e volendo stabilire le sue proprieta fondamental;
caratteristiche, oltre gh assiomi suddetti, occorrono delle 1potes: che esprimano
precisamente le proposiziont dite da quelle definiziomi, secondo le quali esiste
un punto fuort di uno spazio §, qualunque Io di preferenza lo considero sotto
questo aspetto, allo stesso modo che si considera lo spazio ordinario, applicando
In ogmt spazio §; di § I'intmizione spaziale St tratta m fondo dinterpretazione
diversa, che ha perd la sua utilit1 nella ricerca geometrica Ma per le conse-
guenze logiche non & necessario dare quelle proposizion: sotto forma di 1potes:

Ora & chiaro che nel primo caso ogm proprieta P dedotta da § 1n S, e di-
mostrabile cor postulat1 dati e colla costruzione di Sy (ossia col postulato delle
tre dimension1) Qundi c1d vale anche nel secondo caso, poiché nella dimostra-
zione di P si usano le stesse proposizioni

St pud costruire ad esempio direttamente nello spazio ordinario R, co1 pro-
cediment: della geometria descrittiva 2 pitt di tre dimensiom: (7) una rappresen-
tazione Z, di S, che soddisfi alle stesse proposiziom: fondamentalt di S/, em
cui 1} punto ce lo immagiiamo come nello spazio ordinario Essa da la proie-
zione dt §, m R, A ad s1 niferiscono appunto le parole citate della pag xxxIv

Infattr, un punto di §, viene determunato nella proezione centrale da una
retta passante per esso colla sua traccia e col suo punto di fuga Le traccie
e gl element: di fuga di rette situate nello stesso piano, o di pram situat: nello
$tesso spazio a tre dimensiom, glacclono rispettivamente 1n retts, o a piani, paral-
lels Gli element: traccie e di fuga possono comcidere, e cadere anche all'infi-
nito Lo spazio R; 1n cu1 &1 prosetta (indicato con T’ se s1 considera appartenente
a §,) & rappresentato da s¢ stesso

Queste osservazion: c1 suggeriscono 1l modo di defimre 1l punto, la retta, 11
pano e lo spazio a tre dimension: di 2, 1n R, Per costruire la variet1 =, basta
considerare un punto II 1n R; (quale proiezione di un punto P di S, fuori di Ty ),
deternunato da una retta passante per esso colla sua traccia e col suo puato di
fuga, e come spazio direttore lo stesso spazio T, 1l quale appartiene anche a
Z, Le proprieta che hanno luogo fra gl element: traccie e di fuga si dumo-
strano direttamente 1 Ry con quelle delle rette e der prami paralleh

Osservando che ogm punto 4/ di Z, 1n R, determina con un punto traccia
§ una retta 11 ca1 punto di1 fuga Q' non cade 1 S, e che c1d avviene soltanto
quando § cade m A/, s1 vede che I'nsieme delle rette le cur tracuie e puntt d
fuga comcidono i R,, ha tutte le proprieta di una stella di 22 specte, e quind:
s1 puo dire che esse s1 incontrano in un punio umproprio (corrispondente al cen-
tro di proiezione)

Ogni punto di R; rappresents ¢osi oo punti, ogni retta ¢<* rette, 0gni piano
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o3 piani, e lo spazio R, stesso rappresenta lo spazio I'; e 4 altri spazt a tre
dimensiont di 2, determnatr dalle coppre di prani parallell di Ry

Se le traccie e gh element: di fuga cowncidono, allora st tratta di rette,
p1am e spazi a trz dimensiom1 passantt pel punto corrispondente al centro di pro-
tezione Se ad esempio, le traccie e 1 puntt di fuga delle rette di 2, , rappresen-
tate da rette dt R, , cadono allinfinito, allora esse s1 chiamano parallele allo
spiro Ty

Due, tre, auattro punt; indipendent: di Z, determinano rispettivamente una
retta, un p1ano e uno spaz0 a tre dimensiont

Per le proprietd metriche bast1 costruire direttamente 1n R; colla sfera delle
distanze un sistema po'are ch= s1a la proiezione del sistema polare ortogonale di

3

2% grado intorno al centro di prorezione

Se st consdera X, indipendentzmente da R; , appicando U'nturrione spaziale
m ognt spazio Z; di essa, immaginindo ciod 1l prano di fuga di I, all'infinito, s1
h1 precisamente lo spazio §,

Ogni proprietd di I'; , dimostrata per merzo der postulati dati e della pro-
posizione che 1n S, esiste un punto fuor: di ogn1 spazio Sy, st dimostra i =, cogh
stess1 postulatt e colla stessa proposizione dita per defimzione

Cid che vale fra §, e S, vale evidentemente anche fra §, e §,_,, e quindt
anche fra §, e S,

D2 questa costruzione risa'ta pure quanta utilitd st abbia anche per le appli-
cazront da S, 1 S nel considerare come spazio a quattro dimensiom S, anziché
una sua rappresentizione =, 1n S, stesso, specialmente perché in S, 1 punty, le
rette, 1 piany, ecc, ce It immaginuimo tutti allo stesso modo, come nello spazio
ordinario

Dalle parole citate della pag <xxmr e della pag 612, € da quelle sopra
ricordate, risulta mnvece che fatta astrazione dall’intuizione, dallo spazio § ab-
biamo una varietl Z determin~ta da infimt elementi indipendentt, e da ogm spazio
S, una variete I, contenuta 1 I E le proposiziom che st ottengono dagli assiomi
suddett: servono a stabilire le proprieta prolettive e metriche di ogm varieta X,
Queste varietd possono essere trattate indipendentemente dall'intwizione o dagl
assiomi suddett1 sia col metodo smntetico s1a col metodo analitico, partendo da
grupp' di elemenn

Se \1 ¢ dunque un vantaggio nella deduzione da =, a Z,, vt & pure lo
stesso vantiggio (passindo coll’intuizione allo spazio § in base agh assiom: sta-
bihit1) du S, 2 & Infatt, ght assiom: da S5, e cost quelll di §,, considerando
questo coms dito servono a stibiire, ivendo rigaardo 4l metodo analitico, un
sistema di coordinate 1n modo che 5 e S, corrispondono perfettamente a Z; e
2, , e wversamente Cosicche, ad ogmi proprieta P dedotta da S, 1n §; corr-
sponde una proprieta IT dedotta da I, e Z;, che interpretata geometricamente s1
muta nella P. E siccome per stabilire 1a corrispondenza fra 8y e Z; bastano 1 po-



46 G. VERONESE,

stulati dello spazio ordmario, cost la proposizione P s1 pud dimostrare con essi
soltanto,

Inversamente, dalla vaueta 2, applicando I'intmizione spaziale m ciascuna
delle sue varietd lhinear: Z,, st gustifica la proposizone  esiste un punto fuor:
dello spazio ordinario F considerando por anche in questo caso lo spazio S, cos*
ottenuto come dato, diamo con un’ipotes: la proposizione suddetta

Qualunque s1ano le defimriom corrispondent alle ipotes: di S, c1d non si-
guifica che la proprieta P non possa essere dedotta da: postulat di S senza
ricorrere a quelle definiziom (3) Ma se cost fosse sarebbe magglormente dimo-
strato 1l vantaggio della geometria a pa di tre dimensiom quale wetodo di ri-
cerca m §,, scbbene essa non sia 1n s¢ un metodo, perche essa ha teoricamente
lo stesso diritto di esistenza della geometria ordinaria

La mia rippresentizione del tutto geometrica delliperspazio si pud appli-
care adunque ad ogm varieta di element:, come ad ognt varieta geometrica a pilt
di tre dimension, che soddisfi a1 mier assionu

Quanto al resto della 'ettera del direttore della Reviste mi hmito ad osser-
vare che ['appunto che egli fa al 2° esempio della 4* nota della pag xevin
del mio libro nulla dimostra contro la mia osservazione, espressa sotto forma d
opmione, sullo svolgimento di un sistema di proprieta astratto, osservazione di
metodo che d’altronde, come risulta dal brano di cwi fa parte quello riportato
dal sig Peano, nulla ha a che fare col corpo del mio libro In esso por non
vi & alcuna confusione fra ipotes: e definiziom (%)

Osservo ancora che nel mio libro s1 trova una risposta anche a parte della
domanda del prof Peano, che riguarda un appunto di metodo fatto a pag 608
al suo opuscolo su: principi della geometria, appunto del resto secondario rispetto
alla stessa critica da me fatta all’applicazione della logica deduttiva .lla mate-
matica (*°)

Padova, 29 febbrajo 1892

G. VERONESE

(*) Queste osservaziom sarebbero state pubblicate molto prima se 1’Autore
non fosse stato colpito da una recente e grave sventura domestica

(*) Vol 1, fasc 3°-4°, 5°-6°, 1891

Chiamai questa teoria nel senso di me inteso perche n quell’articolo 1l
prof Segre st era riferito genericamente ner punti che dredero luogo a quelle
osservaziont ad alcumi muer precedentt lavor: (I ¢ pag 8 e seg), e perche 1l
prof Peano accennd alla «teona degh spaz' a quattro e pa dumensioni ove
s1 supponga che 1 punt: dell’spersparzio siano tali e quali ce Il immagimamo nello
spazio ordinario » (Rivista pag. 67)
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(%) Padova, Libreria e Tipografia del Seminario

(¥) Linee 21-32 del'a pag <xxiv, lmee 1-2 della prg xxxVv e la 3* nota
della pag =xxxiv

Linee 28-33 della pag xxxur e 11-14 della pag 612

Specialmente nelle linee 11-21 della pag xIv e 13-23 della pag xv s1 pud
trovare ura risposta a quanto disse 1l direttore della Ruwssta sulle wpotess mate-
matiche (Rivista p 67), come pure alle sue considerazion: sul rigore matematico
(ib pag 66-67) nella prefazione a pag XXXVII € XXXIX € in principio dell’ap-
pendice

(%) L’affermazione del sig Peano & questa « Ogn: proposizione dimostrata
« vera servendosy dello spagio a quattro dimensiom (c10t del postulato esistono punts
« fuor1 dello spazio ordinario) cessa di walere nello spagio a ire, perché non s1 &
« dimostrata conseguenza der soli postulat: dells geometria elementare », E cosl
« la geometria a tre dimension1 non pud awtare quella a due »

11 cessa di valere non deve essere qui interpretato nel senso che « non & pilt
«vera » 0 «non & conseguenza logica der postulat: dello spazio ordinario o del
piano» ma nel senso che « pud non essere piu veran, sebbene sia compatibile con
quer postulati

Nessun esempio egh ha dato di proposiziont dedotte da §, 1 S, 0da §;
S, che cessino di walere \n S5 0 1 S, , quando 1 postulati di §; e di §, sono quell:
comunemente ammesst per defimrli corrispondentemente alla rappresentazione
che abbiamo gia di esst

Del resto 10 stesso avevo preveduto l'obiezione suddetta e avevo anche
accennato ad una risposta 1n una nota deila ma Memoria « La superficie omaloide
normale del 4° ordine, ecc » (At della R Acc de1 Lincei, 1884, pag 2)

Egli ammette perd (Rivista p 157) che vi & un grande vantaggio nel pas-
sare da una svarieta ana itica di # viriabilh ad una di mnor1 dimensiom

() Cio del resto non esclude che come geometria a pru dimensiont s1 possa
pot anche chiamare la teoria di siste m continu. di ent1 geometrici che non s1ano
punt, ma g costrmb nello spazio generale (pag XXXII)

(M A Geom descriitiva a quattro dumensiom: (Attt del R Istituto Ve-
neto, 1382)

(®) C1d non succede almeno per mo'te proposizdni

(®°) Nella prefazione ho usato talvoita quest: nom: per indicare che auton
diverst procedono per definiziont o per 1potest per stabilire un dato sistema astratto
di proprieta,

(*°) Pref pag xwuv lin 23-31 Ho detto gia m principio dell’appendice
che nel'a lertura di questa parte complementare bisogna tener conto delle con-
sideraziom generali svolte ne la prefazione, come per alcuni lavori occorre tener
conto delle osservaziom fatte ad altri, che sotto qualche aspetto entrano nella
stessa categoria




