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A p r o p o s i t o  di una l e t t e r a  del prof. Peano;  

Osservazlom d, G. %ler0nese, m Padova(,) 

Adunanza del z3 matzo *$9~ 

I1 slg prof P e a n o, nella lettera aperta a me d,ret ta nella sua Rzwsta d, 
Matematwa, ,1 s ~ d~cembre i89I ,  m, ch,ede una nsposta  ad alcune osservaalom da 

Im fatte sulla teona  degh ,perspazl a propos~to d, un artlcolo del prof S e g r e, 

stampato nelIa ste~sa R~vuta (2) 
Ch, legga a t tentamente  ,1 mlo hbro  �9 Fondament~ d~ Geometr~a (~) ~, usclto 

appunto negh  ulttm, gmrm del novembre u s ,  trover:t the  esso r~sponde anz,- 

tutto da se alle suddette osservazmm, come nsponde a quelle d, a l tn  au ton  the  

ho npor t a t e  neIIe note deII'appen&ce sen/a  una rtsposta &tetra,  come anche ad 

ahre  che avexo lette e non ho rffente E polka anche trovare una nsposta  m-  

dtretta m alcune constderazmm della prefaz,one e dell 'append,ce (4) 

Rt!evo per6 the  quand 'anche fosse vera m se e nspet to  al mm hbro 

I 'umca affermaztone prec~sa, cut s, nducono  m rondo quelle osservaz,om con*to 

l 'uso de, procedLment, geometrtc, co, quah st deducono proprteta dt uno spazto 

(compres, ta ret ta ed ,1 pmno) da uno spazm supermre,  essa non mtaccherebbe 

neppure quella parle dell 'opera che trat ta  , prxnclpt d~.lla teorla m dlsr In-  

fa tu  quelI 'affermazmne non combatte * postulat t  dx questa, e d ' ah ronde  le poche 

cons,deraztom che fec, he[ m~o hbro su[le operazmm del protet tare e del seg t re  

(pag 550-56 0 per collegarlo cot rote1 precedenn lavon su tale teona,  sono vere, 

anche pel s~g P e a n o ,  quah proprxeta dt geomema a pm d, *re dnnenstom (~) 

Nonostante  c16 aggmngo qm a'cune constderaztom, le quah potranno servtre 

al let tore che non e addentro ne, m~e, s tud , ,  a maggmre mtell .genza de, punt,  

cltat ,  del into hbro, m nsposta  a quella affermazmne 

Nolo anzxtutto che nelIa rata pr ima Memona  sulla teorm degh tperspazt 

stampata neI xol XIX de, Math Annalen, e che ha  servtto d, base ad a l t o  m,ex 
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stud~ posterior1, non ho parla~o dl postulatl  s~ec~ah n~ dl S 4 , ne dl Sn , mten-  

dendo tolto soltanto 11 postulato delle tre d~mensmm 

Per me la geometrla non s, In-rata dunque alle sole d~menslom dello spazlo 

fis,co, ma neppure ad un numero dato n fimto mtero dl dlmenmom (pag v 0  D~- 

stmguo anz, nettamente la geometna teoret,ca dxlle sue pratlche appl~cazlom, 

dlmodoch~ v~ sono ass~om~ necessar, per queste (ad es l ' ass loma del mowmen,o  

e quello delle tre dlmenslom dello spazm fislco) the  non lo sono per quella 

(p ix) 
Tut to  l 'msleme d, punt~, the secondo gh  a3sloml dat~ posslamo lmmag, nare 

t ab  e quah ce h rappresentmmo nello spaz:o ordmarm,  e to spazlo generale Que-  

sto spazlo cons~derato come gta costrmto o dato ha un numero mfimto attuxIe 

dl d~menmom Q umd~ la geo,netrm ~ la sclenza dello spazlo generale ,  e perc16 

anche delle figure m esso contenute M a l e  conslderazlom fatte nel m,o h b r o ,  

t ranne alcune, valgono md~pendentemente dalla defimz,one d~ questo spazm, seb- 

bene per maggmre hberta lavoro sempre m esso (p xxxIx)  

Lo spaao generale ~ geometnc~tmente posslblle,  e qumdt ha una realta 
astratta, senza mtendere con r che 11 mondo estermre m s~ ne sla un't rappre- 

sentazmne completa (p xu)  Lo spazm o r d m a n o ,  pmttosto che 11 luogo degh 

oggem esterm cons~derato come eslstente fuorl d~ no~ ed umco, e per me la no- 

stra rappresentazlone mtumva  dl esso 1~ pol per mezzo d~ operazmm mentah  che 

lo lmmagmo de1 punt1 fuon dello spaz~o a tre dlmenslom E h posslamo mlmagi- 

hare sm per v*a d, defimz~om, ma per via d~ ~potem ]~ per c16 che l a  costruz,one 

e I' lpotesl geomemca della quarta d,mensmne sono ben &verse dall '  ,potesl meta- 

fislca dl uno spazm a quattro dlmenmom effemvamente eslstente fuorl d* no~ 

Come sl apphch, l 'mtmzlone spazmle nello studio dello spazm generale sl 

vede esuberantemente nel m,o hbro, e he1 role, precedent1 lavon 

A questo proposlto (p x x x m )  dlssl che dallo svolglmento della II a parte 

del testo nsu! ta  chlaramente the  ~1 mlo processo costrutt lvo della geomema a 

plh d~ tre dlmensmm e un processo nel quale l 'mtmz,  one 6 fusa colla pura astra- 

zlone, ma che non mtendo dl mtmre  cmnpletamente  le figure d t n  dlmens~om e 

dello spazm generale come mtmamo quelle dl tre, cornspondent ,  agh oggem della 

nostra  osservazlone esterna E a pag xvr~ ho detto se l 'mtmz~one ~ necessan~ 

per l 'essenza delia geometna (e secondo me dunque anche per quella a pm dl 

tre d,mens,om nel senso sopra sp,egato) non de ,e  per6 essere e~emento neces- 

sano,  per quanto utde, nello svolg~menm log,co della geometr,a stessa, d~ gmsa 

che (p x w )  gh assmm~, , teoreml e le &mostrazmm fin da prmc~p~o non con- 

tengano alcun elemento lntUltlxo lndetermmato.  In modo cloe che facendo astra-  

zmne dali 'mtutmone rlmanga un Slstema dl proprxeta astratte ben determmato 

Ed ~ per questo che ml sono occupato, nel l 'mtroduzlone,  delIe propneta  fonda- 

m e n t a h  de~ gruppl dl element1, che n e I m  o hbro  serxono dx base alla geome- 

t n a  come a l l ' an tmet lca .  
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Ques to  ~ brevemente II concetto delia geometraa a pail dzmenslom nel senso 

da me anteso, e che sta pure a fondamento delia mla cltata Memo.aa (s) 

Da quanto ho detto non ~ escluso che cogh assaoml dat~ Io spazao gene- 

rale S possa essere costrulto per via da definlzmm Consaderandolo pol come un 

ente da to .  sebbene as t ra t to ,  e voTendo stabflare le sue proprleta fondamentah 

caratterastlche, oltre gh  assaoml s u d d e m ,  occorrono deITe lpote~a che esprn~ano 

preclsamente le proposmom date da qeelle defimzlom, secondo le quah esaste 

un punto fuor~ dl uno spazm S. qualunque Io dl preferenza Io conszdero sotto 

questo aspetto, allo stesso modo cbe sa consldera lo spazlo ordmarlo, apphcando 

m ogre ~pazao S 3 dl S l 'mtmzlone spazlale S~ trat ta m fondo dl mterpretazlone 

daversa, che ha per6 la sua utlht-t nella n : e r c a  geometnca Ma per le conse- 

guenze logache non & necessarao dare quelle proposlzmm sotto forma d~ lpotesl 

Ora  6 chaaro che net pra'~o caso ogre propne ,a  P dedotta da S m S 3 e da- 

mostrabfle col postulata datl e colla costruzlone & S~ (ossla col postulato delle 

tre dn~ensmm) Q.umdz cab vale anche nel secondo caso, poach6 nelladamostrao 

zlone dl P sa usano le stesse propos~zzom 

S* pu6 r ad esempm darettamente hello spazm ordmarm R 3 coa pro- 

cedamentl delia geometrm descrztt~va a plfl dl tre damensmm ('1) una rappresen- 

tazmne Z 4 da S 4 the  soddasfi alIe stesse proposlzlom fondamentah d~ 5'4 ~, e m 

cm 1! punto ce Io lmmagmlamo come neI1o spazm ordmarlo Essa da la proae- 

zmne dl S 4 m R 3 A el6 sl nferascono appunto Ie parole c~tate della pag xxxIv  

Infat ta ,  un punto da S 4 vlene determmato nella proaezlone centrale da una 

retta passante per esso colla sua traccaa e col suo punto da fuga Le traccae 

e gh  elementl  dl fuga d~ retie situate nello ste*so piano, o da plato s~tuatl nello 

stesso spazlo a tre d~mensmna, gaaccmno r lspemvamente  in retie, o an planl~ paral-  

leb G h  elementl  traccae e d~ fuga possono comcldere,  e cadere anche all ' raft-  

into Lo spazao R 3 m cut st proaetta (md~cato con ['3 se s~ consldera appartenente 

a S 4)  6 rappresentato da s6 stesso 

Q.ueste osservaz~om cl suggerascono fl modo d~ definare 11punto, la retta,  fl 

piano e 1o spazm a tre damensmm da Z 4 in R 3 Per costrmre la vanet ' t  Z 4 basta 
considerate un punto II  m R 3 (quaIe proaezlone dl un punto P da S 4 fuon di 1~3 ), 

de termmato  da una ret ta passante per esso colla sua tra~caa e col suo punto dl 

fuga, e come spazao &rettore Io stesso spazlo I" 3 , 11 quale appart~ene anche a 

~4 Le propraeta che hanno  luogo fra gl~ elementl  traccle e dl fuga sl dlmo- 

strano dlret tamente m R 3 con queIle delle retie e dez p~am paral leh  

Osservando che ogre punto .41 da ~4 m R 3 determma con un punto traccza 

S una ret ta z! cal punto dl fuga QI non cade m S, e che cab avwene sol tanto 

quando S cade in At, sa vede che l 'msaeme delle retie le cm tracLae e punu  dl 

fuga comcldono in R 3, ha tut te  !e proprzeta dl una stella dz z �9 specie, e quand~ 

sa puo dire che esse s: mcont rano  m un punto zmproprzo (cornspondente al cen- 
tro da prolez,one) 

Ogre punto dl R~ rappresenta r ~o ~ punt~, ogre te tra  ~ rette, ogre p~ano 
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oo3 prom,  e 1o spamo R~ stesso rappresenta Io spamo I~  e co4 altr~ spazt a tre 

d~menstom dl E 4 determmatl dalle topple dl prom paral leh dl R~ 

Se le trace~e e gh element~ dt fuga comc~dono, allora st t ra t ta  d, r e t t e ,  

ptam e spaz~ a t r .  ~ dwnensmm passant~ peI punto corr,spondente al centro d, pro- 

~emone Se ad esemmo, Ie tracc,e e t punt~ dt fuga delle rette d~ ~ 4 ,  rappresen- 

tare da rette d~ R~, cqdono a l l 'mqmto,  allora esse s~ ehtamano parallele allo 

sp~o r~ 
Due, tre, euattro punt1 md~pendentt d, E4 determmano rtspett~vamen*.e una 

retta, un piano e nno sp~710 a tre dlmen~tom 

Per  le propr~etk metnche  bastx costrmre d~re,tamente m R~ r sfera delle 

d~stanze un ststema po~are ch = s m  la protezmne del ststem~ polare ortogonale di 

o o ~rado mtorno  al centro d~ pro~ezmne 

Se st r E~ md,pendent~-mente da R3 , apphcando l 'mtmzmne spaztale 

m ogre spazm E~ d~ essa. ~mmag~r~mdo c~o~ ~I ptano dt fuga dt Z~ all 'mfimto, s~ 

ha prec~samente to spazm S 4 

Ogre proprteO, dt P~ , d~mostrata per merzo de~ postulatt  dat, e della pro- 

pos~zmne c h e m  S 4 e~,ste un punto fuor~ d~ o~'m spazto S~, st dtmostra m E4 cogh 

stess~ postulat ,  e coTla stes~a proposwtone d~ta per defimztone 

Ct6 che vale fra S 4 e S , val~ ev~dentemente anche fra S. e S ._ , ,  e qum& 
anche fra S~ e S~ 

Da questa costruz~one r~sa~ta pure quanta  utthO, st abb~a anche per le a p p h -  

ca~tom da S, m S 3 nel cons~derare come sDaz*o a quattro dtmensmm $4 anz~ch~ 

una ~ua rappresentanone E4 m S~ stesso,  spectalmente perch~ tn S 4 t puntt, le 

rette, t ptam, ecc,  ce tt tmmagmtamo tutti  allo stesso modo, come nello spamo 

ordmarlo 

Dalle  parole cltate delia pag XXXlII e della pag 612, e da quelle sopra 

rlcordate,  n su l t a  mvece che fatta astrazmne d a l l ' m t m z m n e ,  dallo spamo S ab- 

b,amo una var~et~ 2 determm~ta da mfinm element, md~pendenth e da ogre spazto 

S,, una var~eta E.  contenuta m E E le propos,zmm che st ot tengono dagh asmom~ 

suddettt  servono a stxl~,hre le propneta  pro~ett,ve e metr~che dt ogre vane*a X. 

Q.ueste vartet~ pos~ono essere trat tate md~pendentemente dal l 'mtmztone o dagb. 

ass,omt suddettt  sm col metodo smtet~co sta col metodo ana lmco ,  partendo da, 

grupp, dt element1 

Se xl e dunque un ~antagg,o neIIa dedumone da 2 .  a E3 , vt ~ pure Io 
stesso vantagg~o (passando col l 'mtmzmne allo spazm S m base agh ass,omt sta- 

bthtt)  da S,, a S 3 InGt th  gh assmmt dl $3, e cos1 quelh dl S . ,  constderando 

questo corn ~ . d t to  servono a sttb~'~re, tvendo rtgaardo "tl metodo ana lmco ,  un 
s~stema d, coordinate m modo the  S, e S~ corr~spondono perfettamente a Y~3 e 

2 , , ,  e mversamente  Comcch~, ad ogre proprteta P dedotta da S~ m S s co rn -  

sponde una propr~eta H dedotta da E.  e E 3 , the  mterpreta ta  geometr,camente s~ 

muta nella P. E str162 per stab,hre la cornspondenza fra S 3 e ~3 bastano ~ po- 
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s tu lau  delIo spazlo o r d m a n o ,  cost Ia propos~z~one P s~ pub d:mostrare con ess~ 
sohanto .  

Inversamente,  daIIa vat ,eta  ~n apphcando l 'mtmztone  spazlale m cta~cun,t 

deIIe sue vanetk  hueart ~3 ) st gmstlfica la propos~z~one e~tste un punto fuor~ 

dello spamo o rdmano  F constderando pot a n c h e m  questo caso Io ~pazto S# cos~ 

ot tenuto come dato, dmmo con ur~hpotest la proposm~one suddetta 

Q.ualunque smno le defimz~om corr~spondenu ~Iie xpotes~ d: S, clb non s~- 

gmfica che la propnetb P non possa essere dedotta da~ postulau dt S~ senza 

ncorrere  a queIle defintz~om (s) Ma se cos~ fosse sarebbe maggtormente d~mo- 

strato ~I vantagg~o delia geometr~a a pm dt tre d tmensmm quale n~etodo d~ r~- 

c e r c a m  S~, sebbene essa non sta in se un metodo, perche essa ha teoncamente 

Io stesso dmt to  d~ es:stenza delia geometrm ordmarta  

La m~a rappresentazlone del tutto geometnca  dellhperspaz~o s~ pub apph- 

care adunque ad ogre vane ta  dl elemenu, come ad ogre vane ta  geometr~ca a p~h 

d~ ire d~mensmnh the sodd~sfi a~ m~et assmm~ 

O.uanto al resto delia lettera del darettore della Rtvlsta m~ hmlto ad osser- 

vare che 1'appunto che egh fa al 2 ~ esemplo delia 4 a notA della pag x x v r n  

de1 m~o hbro nulla dtmostra cont-o la mxa osservaztone, espressa sotto forma d~ 

opm~one~ sullo svoIg~mento dt un s~stema d~ proprleta a s t r a t to ,  osservaz~one dt 

metodo che d 'ahronde,  come rlsulta dal brauo dl cm fa parte quello npor ta to  

dal slg P e a n o ,  nulla ha  a c h e  fare col corpo d e l m t o  hbro In esso p o l n o n  

w ~ alcuna confuslone ira lpotest e defimzlonl (9) 

Osservo ancera che he1 m~o hbro s~ trova uua nsposta  anche a parte delia 

domanda del prof P e a n o ,  the  rlguarda un  appunto dl metodo fatto a pag 608 

al suo opuscoto sm prmclpI delia geometna,  appunto del resto secondano rxspetto 

alia stessa crmca da me fatta al l 'apphcazmne delia 1oglca dedumva . l l a  mate-  
mauca Qo) 

Padova 2 29 febbra}o i892 

G. V ~ R o ~ z s ~  

(z) Q.ueste osservaztom sarebbero state pubbhcxre molto prima se l 'Autore  

non fosse stato colp~to da una recente e grave sventura domest~ca 

(2) Vol I, fasc 3~ ~ 5~ ~ x89I 
Chlama~ questa teona  nel senso dt  me mteso perche an quel l 'arucolo 11 

prof S e g r e sl era r l fento genencamente  ne~ punu che dledero luogo a quelle 

osservazlom ad alcum mie~ precedenu l avon  (l c pag 58 e seg) ,  e perch~ 11 

prof P e a n o accennb a11a cc teona  degh spaz, a quattro e pm dnnenstom ore 

s~ supponga the  1 punu del lqperspano stano ta)l e quah ce h lmmagmtamo nello 

spaz~o o r dm ano  )) (R~vlsta pag. 67) 
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(~) Padova, L1brerla e Tlpografla del Semmano  

(4) Lmee 2I - )2  della pag xxxlv ,  hnee i-2 della pqg xxxv  e I~ 3 ~ nota  

della pag xxxIv  

Lmee 28-33 della pag x x x m  e xx-I4 della pag 612 

Speclalmente helle hnee II-21 della pag xIv e I3-23 della pag x v  sl pub 

trovare ur, a rlsposta a quanto dlsse iI dlrettore della R~wsta sulle lpotesl mate-  

matlche (Rlvlsta p 67), come pure aim sue conslderazlom sul rlgore matematico 

0b  pag 66-67) nella prefazmne a pag x x x v m  e xxxIx  e m prmcq)lo dell 'ap- 

pendice 

(S) L'affermazlone del sxg P e a n o ~ Questa ~ Ogre t~roposz~zone d~moslrata 
vera servendos~ dello spazto a quattro dzmenszom (clo~ del postulato eslstono puntt  

fuorl dello spazlo ordmarlo) cessa & valere nello spazw a ire, perch~ non  si 

<~ d~mostrata conseguet~za de, soh postulatl  della geometrm elementare z. E cost 

~< !a geometna  a ire dlmens,om non pub a~utare quella a due z 

II r d~ valere non deve essere qm interpretato nel sen~o the  cc non  ~ p,~ 

cc vera ~ o ~ non V. conseguenza loglca de~ postulat l  dello spazlo ordmar~o o d e l  

pmno D ma nel senso che ~ pub non essere p~u veraz, sebbene sla compatxbfle con 

quel postulatl  

Nessun esemplo egh ha dato dl p roposmom dedJtte da Sr in $3 o da S~ m 

S2 che eesszno d~ vaIerr m S~ o m $2 , quando ~ postulatt dt 5'3 e di S~ sono quelh 

comunemente a,nmess~ per deqmrh  corrlspondentemente alia raopresentanone  

che abbtamo gta dl essi 

Det resto lo stesso avevo preveduto l'oblez~one suddetta e avevo anehe 

accennato ad una rxsposta m una nota della mla Memorm , L a  superficte omalo~de 
normale del 4" ordme, ecc ~ (Att ,  della R A c c  dei Lintel ,  1884, pag .~) 

Egh ai-omette per6 (Rlvlsta p 157) che vt 6 un grande vantagg, o n e l  pas- 

sare da una xarleta ana nica d t n  vxrxabdl ad una di minor1 d~menslom 

(6) C~o del resto non escIude che come geometria a pm &mensiom si possa 

pot anche chlamare la teoria di slste m contmu, dt entt geometr~ci che non siano 

punti, ma g,c~ costrznt~ neIlo spazlo generale (pag XXXlII) 
(7) A Geom descrlttwa a quattro dlmenslom (Att l  del R Ist l tuto Ve- 

neto, IS82) 
(8) Cl6 non succede ah'neno per too're proposl~iom 

(9) Nella prefazione ho usato talvoLta questi no,m per rod, care che au ton  

dtverst procedono per defimzlom o per lpotes~ per stabdlre un dato slstema astrat to  

dt proprleta.  
(,o) Pref  pag xx tv  hn  23-3x Ho detto gla in prmclplo dell 'appendlce 

che nel,a lettura dl questa pa-te complementare b~sogna tenet  conto delle con- 

slderaz~om generali svolte ne lz prefazxone, come per alcum lavorl occorre tenet  

conto delle osservazlom fatte ad a l tn ,  che sotto clualche aspetto entrano nel la  

stessa categona 


