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186 PREMIERE PARTIE.

MELANGES.

LA GEOMETRIE NON ARCHIMEDIENNE:

Par M. G. VERONESE ('),

de Padoue.

Le sujet que j’a1 choist pour celte conférence est celur méme
quon m’avait demandé de traiter au Congres de Heidelberg : 1l
me parait qu’il peul vous interesser encore aujourd’hui, puisque
des mathématiciens comme Poincaré en ont reconnu 'importance.
[La critique en a déja reconnu la validité logique; aussi, plutdt que
d’essayer une exposition systématique, comme j'aurais fait & Hei-
{h:]]ml‘g, jc crois ulile mamtlenant d'éclarer f'l'l.li':hlllf'."-i—'ilill"!?} des
questions de contenu et de méthode qui se rattachent a Pessence
des principes de la Mathématique pure et de la Géométrie, et sur
lesquelles 1l me semble que les géométres ne sont pas encore d’ac-

cord, quoiqu’il s'agisse de questions géométriques ().

Qf.f.’{?s.:f-f:r? que la Géométrie non archimédienne? Est-elle
valable comme systéme de vérités abstraites ? Kt satisfait-elle
ausst aux conditions auxquelles doit étre soumis lout sysiéme
géométrique? |

*® L ]

[l serait utile de rappeler ici les discussions séculaires sur
'infini et 'infiniment petit actuel; dans P'histoire de la Science
nous trouvons des mathématiciens favorables, contraires ou incer-
tains; d’un coté, par exemple, . Bernoulli, de lautre, Gauss;
incertain, Leibmz; enfin d’autres, par exemple M. G. Cantor,

(') D'aprés laimable invitation de M. Darboux, je suis heureux de publier
dans le Bulletin des Sciences mathématiques la traducltion francaise de ma
conférence, qui a éLé imprimée dans les Atti del IV Congresso intern. dei
Matematici (Roma, 6-11 apr. 1go8).

(*) L'auteur aurait aussi voulu provoquer au sein du Congrés une discussion
sur ces questions, mais ce but est manqué, car auteur est tombé malade dés son
arrivée a Rome.

Source gallica.bnf.fr / Bibliothéque nationale de France



MELANGES. 187

favorables a I'infini actuel et contraires & l'infiniment petit actuel
envisagé comme un segment rectiligne continu.

Ces discussions s’étaient, on peut dirve, assoupies, lorsque ' Ana-
|j_.'.-‘-n, grace au concepl de limite, se ful 11|:|{'¢'-(?5t|r*{]u.- bases solides
dans le t:|1:1m|1 de la ;.:'I*;Imlr*ul' finif‘, el que I!I-I'l""q.';lilll. la tendance
conlraire a l'infint el & 'infiniment petitactuel, provoquée aussi par
I'essai manqué d'une géomélrie de 'infin1 de Fontenelle A

Mais, quoique Gauss et protesté contre 'usage de la grandeur
infinie déterminée dans les Mathémaltiques, ici et 1a ressuscilaien!
les anciennes dispules.

Cependant personne n’avait jamais bien défini ce que I'on enten-
dait par infini et infiniment petit actuel; ceux-ci peuvent avoir,
comme on 'a vu ensuite, des formes diverses: ni Bernoulli ni
"id¢aliste de M. du Bois-Reymond ne les ont délinis. Ce n'est pas
non pluﬁ une défimtion EIEEI{!I}IHI}“I (que celle de Minfiniment Tu:lil.
actuel de Poisson. Tout d’un coup, la lumiére commence i se
répandre avee 'introduction légiume des grandeurs infinies et inli-
nimenl petites actuelles, ¢’est-a-dire avee les nombres transfinis de
M. G. Cantor, avec les moments de M. Stolz el avee les ordres
d'infini des fonctions de M. du Bois-Reymond. 1l ne s’agissail pas
d'inlimis et d'infliniment }Hjtil.'-l :__;'{"mm'-lriquu.-i : M. Cantor. en laisani
usage de ses nombres Iranshinis, aflirmait avoir démontré 'impos-
sibilité du segment rectiligne continu infiniment petit. M. A. Stolz
avail déja fait observer que le probléme de I'existence de l'infini
et de N'inlimmment [H.}Lil. actuel dépend d’un axiome, selon lequel,
¢lanl donnés deux segments reclilignes, 'un |}|u,~; [:-Elit que 'aulre.
il y a toujours un multiple du premier plus grand que le second.
A cet axiome on donna le nom d’Archiméde; il est en ellet
'axiome V de I'Ouvrage : De Sphoera et cylindro du grand
Syracusain; mais il avait été déja employé par d’autres (2).

(1) Eléments de Géométrie de Uinfini (Paris, 1727). Voir G. VERONESE,
Fondamenti di Geometria, 1891, p. 620, traduction allemande par A. Schepp,
1894, p. 697. Contrairement & ce qu'aflicme M. Cantor (Math. Ann., L. XLVI),
les infinis de Fontenelle n'ont rien a faire avee la Géométrie non archimédienne.

(*) G. VeEroNese, Fondam. di Geom., Appendice. A propos des récentes dis-
cussions sur les nombres transfinis de M. Cantor, wveir Scnesrriks, Die
Entwikelung der Lehre von der Punktmannigfaltigheiten, 1908, Pour les
infinis de M. du Bois-Reymond, voir aussi les récents travaux de MM. Borel et
Bortololti,
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M. Stolz remarquatt que la démonstration de Cantor ne pouvail
pas toucher ni ses moments, ni les ordres d'infini de du Bois-Rey-
mond, qui, quoiqu’ils ne satislassent pas a axiome d’ Archiméde,
ne sont pas des grandeurs linéaires; mais M. Stolz aflirmait aussi
Pimpossibilit¢ du segment rectiligne mliniment petit actuel, en
donnant une démonstration de 'axiome méme fondée sur le pos-
tulat du continu dans la forme donnce par Dedekind. Des postu-
lats du continu donnés par Weierstrass el Cantlor sous des formes
plus appropriées au calcul, on déduil aussi, comme de celm de
Dedekind, 'axiome d’Archiméde ().

Il ne s’agissait done pas de voir s'il existe des grandeurs infinies
et infiniment petites actuelles, mais s’il existe des segments recti-
iiglmﬁ i]ui salisfassent aux [n'nprh"h}ﬁ fondamentales de la droite,
exceplé a 'axiome d’ A rehiméde.

Et les voies ordinaires semblaient closes aprés les démonstira-
tions de MM. Cantor et Stolz. Ce n’était done pas par la voie
E‘ll]iilj li{;mr que pmn’:ticnl. se présenter spontanément ces segments,
puisque les auteurs cités partaient de la correspondance uni-uni-
voque enlre le continu rm.‘lili:_;'nu el le econtinu nnlm.':ri{lm:_._ ou bhien
des nombres transfinis de Cantor, qui semblaient étre les seuls
nombres transfinis; de méme, ce n’est pas par lanalyse que pou-
vait se présenter spontanément mon espace général & un nombre
infini1 de dimensions, lorsque 'on ne pouvail considérer que des
variétés a un nombre lini de variables.

La réponse devait donc étre donnée par le continu rectiligne
méme, intuitivement considere et décomposé dans ses éléments
possibles. |

Et alors, nous nous sommes apercu que lesdits postulats du
continu conliennent quelque chose quin’est pas suggéré nécessai-
rement par le continu méme. En vérité, ce continu nous est fourn,
par expérience; y fixer des points pour sa détermination ou pour

les opérations pratiques que nous devons faire avee lui, ¢’est une

E—

(') M. le professcur Enriques, qui, dans son c¢erit sur les principes de la
Géométrie (Encykl. der Math. Wissensch.; t. 111, 1g07), référe exactement sur
la Géomélrie non archimdédienne, se méprend pourtant lorsqu’il donne au postulat
de M. Cantor (Math. Ann., t. V) une forme i._"quhalcnlr; a4 la mienne et

lorsquiil conclut ¢que du postulat de Cantor on ne peut déduire 'axiome
d’Archimdéde,
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opération arbitraire. St nous idéalisons le ]‘minlJ en le regardant
comme l'extrémité de la ligne, nous voyons qu’il ne peut pas ser-
"l-'il' ihl l'.“l"iﬂ-}ﬁf!]" It': E”I]li”l], I‘lﬂ!'l:ﬂ flllf'. nous nous trouvons I.‘EHIjﬂlH‘."H
en présence d’un segment qui comprend au moins idéalement
dautres poiuts distinets des extrémes. Le postulal en verta duquel
a lout nombre rathonnel {'.m'ru-_u|mm| un point n’esl pas |1|‘1lli-—
quement vérilié, Kt de méme, en wdéalisant le lminI: el de telle
manicre que le segment comprenne toujours des points distinels
des extrémes, la correspondance uni-umvoque entre les poinls
de la droite et les nombres réels ordinaires n'est pas non plus
justifiée.

A M. Stolz, javais déja fait remarquer que axiome d’Arvchimeéde
se déduit du pnﬁIuIaI. du continu de ]]{:{]tr]\iml, Car ce |m:'-;t1||al, se
fonde aussi sur la méme correspondance, tandis que I'on peut sé-
parer I'axiome d’Archiméde de celut du continu en donnant & ce
dernier la forme suivanlte :

Si dans un segment AB existe un segment XX variable, tel
que AX soil toujours croissant et plus petit que AN toujours
decrotssant, et st AN devient rndéfintment petit (cesl-a-dire
plus petit que chaque segment donné), il contient un point Y
distinct de X et X'.

Au postulat du continu dans la nouvelle forme, on en ajoute un

autre analogue a celui d’Archiméde, ¢’est d-dive que si « et 2 sont

3, on

deux segments rectilignes, tels que o soit plus petit que
peut construire un multiple de « (selon un symbole de multi-
plicité n), qui soit plus grand que 3. Naturellement, s1 7 est un
nombre entier fini, ce postulat devient celur d’Arvchimeéde.

Fi dans les Fondamenti j’ai précisément construit des seg-
ments infinis et infiniment petils actuels qui satisfont a la
condition que, o étant donné comme unité, on peul construire 3
et vice versa ('). Avec les segments, on peul faire toutes les opé-
rations ordinaires de 'addition et de la soustraction: on peut

lrouver des multiples de ces segmenls el des sous-muluiples, exé-

?

cuter enfin avec eux des opérations rationnelles et irrationnelles, de

(') Voir aussi G. VeEnonese, Jl continuo rectilineo e Uassioma d’ Archiméde
\ Atte r. Ace. Lincei, 18g0). HoELDER, [he Quantitdl und die Lelire v. Mass
(Leips. Ber., 1go1). Dans la Géométrie non archimédienne aussi, on peut parler
de la musure des segments, lorsque 'un d’eux est pris pour unité de mesure.
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sorte que, avee les symboles (nombres) qui représentent ces seg-
menls, on peut exéculer les opérations fondamentales que régissent
les régles ordinaires. La question de 'exislence des segments infi-
nis el mhniment |n*til.~«' acluels ayanl ClLé p{‘.hm’*{? t]fuhm*nh comme on
le devait, la conception arithmétique de ces nombres devait rester
en seconde hgne, parce que, comme je 'ar dity 1l étair d’abord
avanlageux d'allronter une telle question non pas du ed1é arithmé-
tique, mais du coLé géométrique.

Et ce fut cette insufflisance de développement arithmétique qui
donna licu a quelques-unes des critiques dirigées contre les nou-
veaux infinis et infiniment petits. Et ¢’est pour cela que M. Lévi-
Civita, lorsqu’il était encore étudiant, d’aprés mon conseil, traita
le premier le probléme arithmétique quil compléta d’ailleurs par
'introduction d'unités nouvelles nécessaires pour d’aulres opéra-
tions. Par une autre voie, M. Hilbert, en construisant un champ
géométrique non archimédien, vint donner, avec son autorilé, une
confirmation de la possibilit¢ logique d’unc telle géométrie;
M. Bindoni, dans sa Thése doctorale, démontra que le champ
géométrique de Hilbert est compris dans le mien. Les recherches
récentes sur la théorie des ensembles, celles de M. Scheenflies en
particulier, confirment la validité logique de cette géométrie; les
dernmiéres recherches sur le probléme du continu rectiligne pré-
sentent un trés grand mntérét, car il reste a reconnaitre délimu-
vemenl si, comme 1l me semble, 1l y a un seul type de nombres
non archimédiens qui y satisfont, en y ajoutant aussi, s’il est né-
cessaire, d’autres unités pour le compléler, questions dont se sont
occupés récemment MM. Hahn, Schwnlilies et Vahlen.

La validité logique du continu rectiligne non archimédien étant
ainsi établie, par la méme est établie celle de la Géométrie non
archimédienne, pour laquelle j'ai choisi dans mes Fondamenti la
forme riemannienne : alors, dans un champ infiniment petit
autour d’un point, en ne considérant que les segments finis entre
eux, ou qui satisfont a axiome d’Archimede, c'est la Géométrie
cuchdienne.

Ce théoréme a é1é ensuite démontré par M. Lévi-Civita pour la
Géoméirie non archimédienne d’Euchide et de Bolyai-Lobats-
chewsky.

Iit de ce théoréme peuvent elre rﬂgnrdﬁﬁ comme corollaires les
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théorémes de M. Dehn trouvés en suivant les méthodes de Hilbert,
sur les relations entre la somme des angles d'un triangle et les pa-
ralleles conduites par un point & une droite; ¢’est-i-dire qu’il
existe deux systémes géométriques non archimédiens, dans les-
quels la somme des angles d’un triangle est plus grande que deux
ou égale a deux droits, tandis que par un poinl passent plusicurs
paralléles & une droite donnée (').

La validité logique de la Géométrie non archimédienne entraine
I"'indépendance de la théorie des proportions, ainsi que celle de la
projectivité; d’autres géomeétres se sontausst occupdés de ces théo-
ries, en suivant des méthodes plus simples que les mienncs, entre
autres MM. Hilbert et Schur.

M:li:ﬁ, une fois établie la vahdité |nf_gi{]uﬂ de la Géomélrie non
archimédienne, reste la question du contenu et de la méthode qui
ont ¢Le I"-:Jhliut de {:ritfu|u:*5, i{tlt';ifinll: moins déterminées et pour
cela moins saisissables. Permettez-moi, Messieurs, de vous enlre-
lenir, aulant que le tump:—: me le permet, de ce |minl, {|1|i !‘u-ul.
p;n*u?lr{‘. sortir du {'.1|;|m|1 Illiltlllllllll{lli{[ll{? a celu filli est h':lhiliif‘,
dans les recherches :-;ufu':riulll'u:i de la Science, a4 ne lenir comple
que des formes purement logiques, et 4 ne pas accorder d'impor-
lance au contenu des objets mathématiques ni a la méthode; pour-
tant le conlenu est par lni-méme un élément essentiel dans les
principesde la Science, et la méthode, si elle n’est pas bien choisie,
peut aussi conduire i des pétitions de principe. Je me servirai ici
sous une avtre forme de considérations déja vieilles, que j'ar déve-
loppées dans les Fondamentt et auparavant encorve dans les lecons
données a I'Université de Padoue de 1885 a 1890, lecons qui ser-
virent de préparation a la publication des Fondamenti mémes; je
tiendrai compte aussi des publications ultérieures.

Les objets de la Mathématique pure n’ont pas nécessai-
rement une représentation hors de la pensée, par exemple, le

nombre, qui est, dans sa premiére formation, le résultat de 'opé-

(') Il suffit, en elfet, de considérer un champ infiniment petit non archimédien
dans lequel la somme absolue des angles d'un triangle dans la Géométrie rieman-
nienne ou elliptique est plus grande que deux droits et dans la Géomélrie
cuclidienne est égale & deux droits. Par un point dans le champ susdit, passe
précisément un nombre infini de paralléeles 4 la droite donnée guand 'on
considére la partie de ces droites qui est comprise dans le méme champ.
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ration menlale de la numération des objets aussi abstraits. La
verité a son premier fondement dans les principes logiques et
dans de simples opérations mentales, universellement consen-
ties; la liberté de Uesprit dans ses eréations est limitée seule-
ment parle principe de contradiction, d’ot 1l s’ensuil qu une hy-
|1”1|I{1',"4{: sl IllutlIH:'l.'!IJIIiIIlll"fl]f?lll llf}ﬁﬁilllﬂ IIII'HfIII!I'Ilif II‘IET?'il EHIH il
contradiction avee les ]n‘lr'nziﬁ;-;{?a: | .a ?1[u||u'*|n':|lif]uu pure, de méme
que la logique formelle, est pour nous exaclte.

La Géomélrie au contraire a son origine nécessaire dans
['observation directe des objets du monde extériecur, qui est
l'espace physique; de Uobservation idéalisée de ces objets elle
tire ses premieres et précises vérités indémontrables et néces-
sawres a son développement théorique, qui sont les axiomes
proprement dits, lels que celur, par rm:mlilu, en vertu duq:l{:l par
deux points du champ de notwre observation passe un seul objet
rectiligne. Mais, pour que la Géométrie soit exacte, elle doitrepré-
senler les {}1}j{!lﬁ fournis par 'observalion au moyen de formes
abstraites ou mentales, el les axiomes par des 1|}'|H}l|1&:ﬂ!5 bien
délerminées, c’esl-a-dire indépendantes de Uintuition 5|};|Ii:1|f*, de
maniere que la Géoméirie devienne une partie de la Mathématique
pure, ou de I'extension abstraite, ol le géomeltre, jusqu’a ce qu’il
les apphique au monde physique, effectue des constructions sans
quil ait besoin de voir si elles ont ou non une représentation
extérieure el sans pourtant devoir abandonner la vision des ligures
ct tous les avantages qui dérivent de 'usage de 'intuition dans la

o
sera d'autant plus grande que seva plus siire celle des axiomes

recherche géométrique. Pour cela, 'exactitude de la Géomélrie

suggérés par 'observation, et par conséquent quiils seront plus
simples et en moindre nombre ('). Et en effet, 'observation n’est
qu'approximalive et quelquefois aussi apparente et (allacieuse,
ainsi, lorsqu’en nous mouvant, nous voyons changer la grandeur

(') M. Kklein remarque aussi que les données de chaque observation sont
vialables enlre certaines limites d'exactitude et sous des conditions particuliéres,
tandis que, lorsque nous fixons des axiomes, nous pouvons poser, au lien de ces
données, des propositions d'une précision et d'une généralité absolues; en recou-
rant aun principe de Mach sur I'économie de la pensée, il soutient aussi que les
axiomes doivent éLre simples et dans le moindre nombre ( voir Vorles. iih, niclt
Fucl. Geom., Bd. 1, 1803 ; Gutachten sur Verth. des Lobatsch. Preises, nov, 18qg7,
Kasan; Math. Ann., t. L, 1898},
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{IUH Ulllilll."l.l, I.ill”Ji.""l (!li{f? I'Hll' Iﬂ:‘i I{]iﬁ liﬂ Iil ]]L"["HIH:lﬁli\'{f.J NOUs 5A4vVolls
qu'un tel changement n'existe pas.

{:l_!l'll}'ﬁ ]1{!iigﬂlll!l'! []{': I':l ﬁillliilil:il.{’: et {II.I I'I'tllilltll'l_.'.' Ilﬂl'l'll]-l'{! {_Il.jr-;

axtomes conduit 4 dinévitables recherches minutieuses; cette
minutie fait perdre de vue les concepls généraux; elle rend diffi-
cile la lecture de ces recherches, lorsqu’on ne suppose rien de
malht’:mﬂL{t[uunmnt connu el que 'on se pose devant soi tout le
probléme des principes, comme dans les ffondament:.

Il est clatr aussi que les axiomes dotvent étre consentis uni-
versellement, et pour cela nous pouvons admettre, comme évi-
dents, les axiomes seulement qui nous sont consentis par le
philosophe empiriste, pour lequel il est inutile de donner la
démonstration de leur compatibilité logique. Mais, au conlraire,
une telle démonstration est nécessaire lorsque 'on étend les
mémes axiomes a l'espace illimité, car personne n’a jamais observé
et ne pourra jamais observer un tel espace. Voila pourquoi nous
ne pouvons pas accepler comme axiome suggéré par Pobservation
celui des paralléles, lorsqu'on délinit ces droites comme des
droites du plan qui prolongées indéliniment ne se rencontrent pas,
car personne n’a jamais observé elfectivement deux telles droites,
d’autant que nous ne pouvons pas admellre comme axiome primi-
uf, tiré de 'observation, celui par exemple que la droite illimitée
est un systéme linéaire ouvert.

Mais les axiomes tirés de la méme observation ne sullisent pas
pour la recherche géométrique. La Géométrie élant devenue une
partie de la Mathématique pure, ou de I'extension abstraite, nous
admettons ensuite dans la Géomélrie loutes ces hypothéses ou pos-
tulats qui ne se contredisent pas entlre eux, ni avec les axiomes
admis tout d’abord; ces hypothéses ou limitent ou étendent le
champ de la Géomélirie, comme par exemple les postulats d’Archi-
méde, du continu ordinaire, des espaces a plus de trois dimen-
sions, etc., ou bien servent & choisir une des formes possibles,
déterminées par des axiomes ou des hypothéses déja donnés, tels

que le I'.ll’.l:-}ll.l]:.il, des puru“i:ff::-; ('}

(') Par exemple, dans les Grundlagen der Geomelrie de M. Hilbert, le systéme
des axiomes parait au contraire plutdt un systéme de vérités abstraites arbi-
Lraires qu'un systéme de vérités fournies en parlie par Pexpérience el en parlic
comme vérités nécessaires au développement de la Géomdélrie.
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De ce qui précede, il suit aussi qu'on doit distinguer Uespace
ploystque de Uespace intuitif, qui est une représentation idéa-
lisée du premuier et qui est une intuition, et Uespace intuitif de
Uespace geometrique abstrait, que est un concept. Ges formes
n'ont pas ¢1é bien distinctes pour des auleurs éminents, tels que
Helmholtz., L'espace géométrique abstrail est précisément la
partie de Uextension pure dans laguelle est représenté Uespace
cntuitif; mais il n’a pas inversement pour touwtes ses formes une
représentation effective, pas méme approzximative, ou bien il
n’est pas nécessaire qu'il ait dans 'espace physique ou intui-
tef une telle représentation. e maniére que non seulement
I"égalité des figures n’est pas nécessairement déterminée par le
mouvement des corps rigides, comme le croyait Helmholiz, mais
c'est plutor Pégalité des figures géomériques (laquelle dépend a
son Ltour du concepl Il.}:_;'i{]nﬂ de ITl".;_;_illihr} de deux choses distineles)
qui est nécessaire pourdéfinie le mouvement des corps rigides. De
cela dérive aussi celle autre conséquence que la Géométrie théo-
rique n’est pas une partie de la Mécanique, comme le croyait
Newton, ni ne dépend de la Physique, comme le pensait Helmholiz.

La distinction de Uespace physique de Uespace géométrique
entraine des postulats qui ne sont nécessaires que pour les
applications pratiques, comme celui approrimalif du mouve-
ment des corps rigides, celut des trois dimensions, celur ausst
d’ Archimede, tandis qu'il v a des postulats de Uespace géo-
métrique, comme ceux de l'espace général, du continu non
archimédien, que nous n'avons pas besotn d’admettre pour
lespace plysique (').

(') G. VEnosesE, Fond. di Geom., 18g1. L'exclusion du mouvement des corps
rigidesde la définition de I'égalité des figures fut accucillie aussi par Hilbert (18gg)
et par d’autres; elle fut aussi acceplée, et cela élait plus difficile, dans des Traités
de Géomélrie élémentaire, avant tous par auteur (1™ édition, 1897), aprés par
Ingrami, Enrigques-Amaldi. Quoiqu’on ait beaucoup dispulé sur cette exclusion,
dont on trouve quelque trace dans les Elements d'Euclide, elle n'avait é1é jamais
obtenue ellectivement ( voir Fondamenti di Geom., App.). Aussi B, Russell
et Poincaré allirment que la possibilite de ce mouvement n'est pas une vérité
evidente par elle-méme, ou au moins qu’elle 'est de la méme maniére que le
postulat d’Euclide. Et en eflet la vérification empirique du postulat des paralléles
se peul faire dépendre de celle du mouvement d’une figure invariable. Mais, par
la distinetion que je fais entre 'espace géomélrique el 'espace physique et par
conséquent entre la Géométrie pure (pour laquelle le principe susdit n'est pas




MELANGES. 195

Mais dans !'4'.::'.|1:|L'r. gtimllél.riquu (lﬂ| que iu 'ar défint dans les

Fondamenti & un nombre infini de dimensions) est représenté
Pespace intuitif; nous pouvons done travailler dans cet espace géo-
métrigque avee Uintuition en y imaginant le point, la droite et le
plan, tels que dans 'espace ordinaire, et en opérant comme dans
la Géométrie pure; naturellement nous n’avons pas et ne pouvons
avoir l'intuition d’un espace & qualre dimensions; alovs, nous
combinons 'intuition avee I'abstraction, de méme que nous faisons
pour passer de |'f,35-;p;u‘:|: mtuitif a f’i:.ﬂ[}:n:{: i”imill':j el "habitude
que nous acquérons est lelle que, de méme que nous croyons
imaginer tout 'espace illimité, de méme nous croyons voir deux
plans qui, dans I'espace & quatre dimensions, se rencontrent en
un seul point ().

Par la distinction entre 'espace physique et lespace géomélrique
se concilient Paflicmation de Stuart Milly que la droite du mathéma-
ticien n’existe pas dans la nature (on devrait dire plus proprement
dans l'espace physique), et Pobservation de Cayley, que nous ne
pourrions pas alfirmer cela si nous n’avions pas le concept de la
droite.

Dans la Géométrie done, la liberté de Uesprit n’est pas seu-
lement limitée par le principe de contradiction, comme dans
la Mathématique pure, mais bien aussi par les données de
Uintuition spatiale.

Par conséquent, nous ne pouvons pas admellre, par exemple,
un plan dans lequel ne vaille pasle théoréme de Desargues sur les
triangles homologiques (Hilbert), ni un plan dans lequel une
droite qui tourne autour d'un point ne puisse pas prendre la
position d’une autre droite passant par le méme point (Poincaré);
nous ne pourrions pasadmettre les plans de Bolyai-Lobaischewsky,

nécessaire) et ses applications pratiques, je ne m'accorde pas avec 'éminent
mathématicien francais, lorsqu'il soutient (sans faire ladite distinclion) « qu'en
étudiant les délinitions de la Géométrie, on voil qu'on est obligé d'admettre, sans
le démountrer, non seculement la possibilité de ce mouvement, mais encore
quelques-unes de ses |1I'n|.:|t'l'|?l.-':ﬁ n, Ce principe el ses propriélés sonl nécessaires,
an contrairve, seulement pour les applications pratiques de la Géométrie, comme
esl nécessairve 'axiome des trois dimensions de Pespace physique.

(') Cela explique pourquoi nous employons le mot espace au lieu du mot
variel¢, qui a une signification plus élendue, mais tout 4 fait générique et
abstraite.
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de Riemann ou elhiptique, s'il était prouvé que le postulat d’Eu-
chide est valable intwmiuvement (comme le soutiennent les Kan-

liens ); nous ne pourrions pas non |n]u.-§ admettre une ceomelrne

dans laquelle la droite fat déterminée par trois points au heu de
deux. Cependant toutes ces formes sont possibles dans Pextension
abstraile et lnrm'm:-t. avolr en toul ou en Iml'!ic Lne t‘{?it:rrﬂzi-::n!nliml
dans la Géométrie méme, de la méme manmiére que les variélés a
deux dimensions de Riemann, de Bolyai-Lobatschewsky ou ellip-
Lique auraient toujours une représenlation dans la géométrie de
la surlace sphérique, de la pseudosphere et du pl:m impropre i
Vinbni, s1 le |}{}5Ltliili d’'Euclide éLait valable I}llu}':-ziqll-::mﬂnl ol
intuitivement. 1l y @ la un conlraste, mais non une conltradiction
avee le T?I'ill{‘i[}t: sclon 1C{'|1I{!]:. pour certaines t:ulﬁi_‘,‘m*iuﬁ de Pro-
prié¢tés, nous pouvons regarder comme équivalents deux objels
divers, par {_!i1'||l|:|t:: deux formes qui peuventse transformer 'une
dans autre projectivement ou bhirationnellement, parce que, avee
ce principe, on se passe des aulres propriétés géométriques, ou de
ce conlenu {'Illi, dil ll:rkml.reniri'.lI constitue 'essence des l:hj{!l.:a. Par
exemple, lespace physique et espace géoméirique sont, par leur
“contenu, essentiellement divers entre eux, de méme quiils sont
distinets des variétés analytiques qui les repriésentent, et la cons-
truction de l'espace géomélrique, ainsi que 'existence de "espace
physique, constitue un élément essentiel dans la Géoméirie, qui
ne va pas étre oublié ; ce qui arrive au contraire ordinairement.
L que le contenu ait une 1mporlance fondamentale, ¢'est ce que
prouve par I[‘.‘.'-LL‘IIII‘nll: le fait que (:il_}-']{.'}-‘, qui a employé le premier
la méthode p]'ﬂjl‘:{:lh‘{r dans 'é¢tude de la Géométrie non L'!li[:“t“l!tllll.',
considérail la Géométrie cuclidienne comme valable au sens
absolu; ¢’est pour cela que, dans les recherches de Cayley, il s’agit
moins de la Géométrie non euchidienne que d'une de ses repre-
senlations dans la Géométrie euchidienne méme, oblenue en
modifiant la notion de distance, de méme que la pseudosphére,
la spheére el le plan imprupru a tinhin dans 1?{lﬁ|ml'!l: cuclidien sont
des représentations des géométries non euchidiennes dans la Géo-
metrie euclidienne. A w f_'me'm:'rf’, ct ,rrf'r,"a:r‘uf, le contenu de cette
(rcométrie a une remarguable emportance : il nous dit que Uob-
servation actuelle extérieure ne suffit pas a établir exactement
Vune ouw Uawtre Géométrie. Et un tel contenu a aussi, comme
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on le voit, une portée philosophique pour la forme de 'espace,
tandis que les recherches de Cayley n’en pouvaient avoir aucune,
non plus que la théorie des imaginaires ou 'nfint impropre, car
il ne s'agit la que de noms employés pour indiquer des formes
déja existantes et ellectives, qui n’ajoutent rien a la genése de
I"espace.

De tout cela il résulte que les recherches mathématiques sur
les principes de la Science sont bien distinctes et doivent étre
tenues comme distinctes des recherches philosophiques sur la
genése des tdées mathématiques; el nous-méme, en déterminant
le contenu des objets de la Mathématique pure et de la Géométrie,
nous n’avons pas entendu prendre parti pour un systéme philoso-
phique ou un autre : en disant que le nombre, pour le mathémau-
cien, n'a pas nécessairement une représentation hors de la pensée,
nous n'avons pas voulu allirmer que le nombre ne soit pas lui-méme
d’origine empirique; de méme, en disanl que le point a une repré-
senlation empirique nécessaire, nous n’avons pas voulu dire qu'il
ne soit pas une attitude prise @ priori par 'esprit et nécessaire a
loute expérience extérieure. Et cetle distinction est heureuse, car
la Mathématique nous unit, tandis que la Philosophie nous divise,
au moins a présent. Sans doute, les études sur les principes de la
Science ont donné et donneront lieu encore & des discussions,
méme parmi les mathématiciens; mais 'erreur en Mathématique
va Loujours en s ¢liminant, et restent emlin les nouvelles idées défi-
nitivement acquises a la Science. L'erreur dépend ou directement
du mathématicien, ou bien de Pindétermination de quelques-unes
des nouvelles 1dées, ou encore de 'obscurité dans laquelle elles se
présentent ou sont présentées; mais souvent aussi erreur dérive
de la contrariété qu’elles rencontrent tout d’abord lorsqu’elles se
heurtent contre de vieilles convictions profondément enracinées
et renforcées par I'autorité d’éminents mathématiciens, ou contre
Pindifférence des uns qui, pour ne pas se donner la peine de réflé-
chir, voudraient exclure du domaine de la Mathématique les
recherches sur les principes de la Science, ou contre Popposition
des autres, pour lesquels les nouveaux penseurs sont les révolu-
Lonnaires de la Science. Et a obscureir la lumidre naissante des
nouvelles vérités mathématiques contribuérent ces philosophes
qui, fermes dans les principes i’rm[hf"llmti{{uc:a appris, voyaient ou

Bull. des Sciences mathem., 2* série, t. XXX1IIL. (Aolt 1go0g.) 13
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croyaient voir dans les nouvelles idées un attentat a diverses hypo-
théses sur la connaissance ou I'interprétation de la nature, tandis
qu un nouvel arrangement des principes suggérés et renforeés par
des faits nouveaux peut profiter non seulement a la MﬂLhéumLh']lm,
mais aussi a la Philosophie.

La Philosophte doit accepter les idées mathématiques, lors-
gi’elles sont definitivement formées. Cependant, si les recherches
mathématiques se doivent distinguer des recherches philoso-
phiques, il convient que le mathématicien s’abstienne de justifier
ses conceptions par des considérations philosophiques ou par des
ficions qui se prétent facilement & la eritique du philosophe,
comme font par exemple 'empiriste et l'idéaliste de du Bois-Rey-
mond, ou comme a fait quelquefois M. Cantor pour justifier ses
nombres translinis, lesquels ont pourtant une légilime existence
malgré quelques récentes critiques philosophiques. Mais, d'un
aulre cOLé, par crainte de ces critiques, le mathématicien ne dott
pas se retrancher dans un c!mmp purenent abstract, ou bien
dans un formalisme symbolique, en se montrant indifJérent
devant les questions de contenu mathématique, comme il est
arvivé el comme il arrvive encore a présent, lorsqu’on confond la
Géométrie avee la théorie géncérale des variétés d’éléments purement
abstraits.

<t pour cela, 1l est [H‘{f:ﬁériﬂﬂu (que l’;lrr;‘-l|1f_;'¢:n'u_'.nl. des pl‘hl{:ilm:-i
réponde an développement logique et le plus simple des idées
mathématiques et, par conséquent, que la méthode ne soit pas
un artifice sans vie ow ne paraisse pas un jew de symboles ou
de mots, si ulile quil soit, mais elle doit étre philosophique.
Ainsi la Mathématique peut aussi étre utile aux recherches philo-
sophiques sur la genése des idées mathématiques, de méme qu’elle
a aussi pour liche d’étre utile aux Sciences appliquées, qui ont
pour objet direct I'étude des phénoménes de la nature en choi-
sissant les méthodes approchées les mieux appropriées & ce but.
Et lorsque, au contrairve, on suit une méthode indirecte, en repré-
sentant par exemple 'espace au moyen d'une variélé a plusicurs
variables, pour en étudier les principes, il est nécessaire d’'exami-
ner si, en suivant le contenu de l'espace méme, ou sa construction,
les postulats de ladite variété peuvent étre jusufiés sans recourir
aux concepls qui sont définis avec ces postulals, car un tel
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recours constituerait une En'&li[imt de pl'hl{:ijm el Illlilﬂﬁnphi—
(quement une errear.

Sur le choix de la méthode les plus éminents mathémaliciens
sont d’accord. Du Bois-Reymond remarquait que si, dans les opé-
rations avec les signes de la Mathématique pure, on oublie leur
signification, dans la discussion des concepts fondamentaux de la
Mathématique on ne doit pas oublier leur origine : et pour la
Géométrie, Newton remarquail justement que la simplicité de la
figure dépend de la simplicité de la genése des 1dées, ¢’est-i-dire
non pas de leur équation, mais de leur description; et Gauss affir-
mait que, pour la liatson et la représentation des vérilés
géomélriques, les moyens logiques ne peuvent rien produire
par eux-mémes et ne font que bourgeonner sans fruit, quand la
féconde el viviliante intuition ne domine pas partout. De la méme
fagon s’expriment Weiersirass, Lie, Klein et d’autres. Et ¢’est a
ces concepls que se conforment mes Fondamenti, aussi dans la
genése de la Géométrie non archimédienne. Cependant celte
méthode, sans Pappui de I"Analyse, lorsqu’on ne suppose rien de
mathématiquement connu, devient dans la lecture beaucoup
plus malaisée; aussi, ce n’est que dans ces derniéres années, en
ltalie et ailleurs, que la méthode fondée sur le raisonnement pur
prévaul de plus en plus dans les recherches sur les principes de la
Géométrie. Tout le monde se rappelle en effel le sort réservé a
P Ausdehnungslehre de Grassmann de 1844, assurément pré(é-
rable a celle de 1862,

‘n revenant i la Géométrie non archimédienne, il est nécessaire
de s’assurer si elle satisfait aux conditions susdites de contenu
et de méthode. En examinant le continu, tel qu’il nous est fourn
par l'observation directe et simple, Imllf deux objets rectilignes
I'axiome d’Archiméde est valable, parce que, quels qu’ils soient, on

mes de chacun, assez petites

peut I.mljmlr:-i considérer des |mrli{:.~i n
]H'I'”]' -l'llll_: ]il 1"!1|~|lﬁ[:-€||-iﬂﬂ flﬂ I}Hﬂiﬂnn,‘! :-'u-l_'_li[. pﬂﬁﬁih]ﬂ IHHII' ces I]:l!'lil'.'!."-'u
nitmes el par conséquent, pour les objets mémes. Mais I’extension
de cet axiome a tout Uespace illimité n’est pas également jus-
tifiée. kin eflet, quand nous admettons que dans chaque segment
idéalisé 1l y a des points distinets des points extrémes, ni I'obser-
vation ni I'intuition ne nous obligent & affirmer 'axiome d’Archi-
méde entre deux segments qui ne peuvent pas étre observés. Kt

i
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puisqu’on démontre que le segment infimiment petit actuel peut
¢tre considéré comme nul par rapport & un segment fin1 avec une
ilppl'n}iinmtinn infinie, 'on conclut que, s1 un tel segment existait
aussi physiquement, nous ne pourrions pas le voir. Nous pouvons
pourtant t?mp]n‘}'m' nolre inluilion dans c:]mqlm -::hump de segmenls
finis, ¢’esl-a-dire qui satisfont a 'axiome d’Archiméde.

La Géométrie non archimédienne satisfait done aux condi-
tions qui sont imposées en général a la Géométrie par Uintui-
tion spatiale, et par conséquent son conlenu est géométri-
quement justifie.

Mais un autre problé¢me, géométrique aussi, se présente a la
suile de nos prémisses; ¢’est a savoir si les hypothéses non confir-
mées par 'expérience peuvent avoir, griice a des observations ul-
Lérieures plus exactes ou plus étendues, une représentation eflec-
tive dans le monde physique. Parmit ces hypothéses, les plus
aractéristiques sont celles des paralléles, du continu et des
hyperespaces. Nous avons déja remarqué que, si ’hypothése
euclidienne était exclue, on ne pourrait plus parler de 'espace
cuclidien. Quant, au contraire, nous remarquons que, physique-
ment, l'existence de I'infini et de I'infiniment petit actuels n’est
pas contradictoire avec notre intuition, cependant aucune
expérience ne conduit et ne pourra jamais conduire hors des
grandeurs finies. Seulement nous pouvons dire, par un théoréme
déja mentionné, que st lespace physique était infini actuel, par
rapport aw champ de nos observations, dans Uespace physique
fini, supvosé aussi illimité, la Géomélrie euclidienne serait
valable. Aucontraire, jai combatta ailleurs, en m’associant & Helm-
holtz (1), 'hypothése physique d’un espace a quatre dimensions
ou plus.

En tout cas, aucune utilité ne nous pousse a cette hypothése,
t|ui serait purement faulaﬁli:]mz. ki pourlant, 1l est curieux com-
ment certaines idées ont surgt d'intuitions aussi erronées. En
elfet, I'idée d'un espace & plus de trois dimensions n’est pas née
de V'Adusdelhnungslehre de Grassmann, pour lequel Pespace ful

toujours a trois dimensions et par conséquent aussi la Géométrie ;

(') G. Venowese, Il Vero nella Matematica (discours d’inauguration a 1'Uni-
versité de Padoue ), nov. 1gob.
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elle provient encore moins du nominalisme géométrique de
Cayley, Cauchy, Riemann et autres dans I'étude de certaines
ariétés analytiques a plus de trois dimensions, non plus que de
ma construction géométrique des hyperespaces; c’est bien de
"hypothése physique méme qu’elle surgit, hypothése qui fut la
premiére a se présenter, qui a pourtant empéché I'acceptlation de
"hypothése mathématique et qui a fait souvent confondre, prés
de la foule, les défenseurs de la Géométrie a plus de trois dimen-
stons avec les médiums amnst dits a la Zillner ou avec les spirites.

Et quant a I'uulité de la Géométrie non archimédienne, je
remarque (u'on ne peut pas confondre cetle Géomélrie avec
quelque Géométrie que ce soit, obtenue en négligeant ou en modi-
fiant quelque axiome. La Géométrie non archimédienne, ainsi que
la non euchidienne, a résolu une question sur laquelle on discutait
l.']upui:i des siecles et a éelairé la constitution du conlinu et de
I'espace géométrique. Et cela suffit pour la Mathématique pure.
Du reste, chaque loit mathématique étant une lo1 de la pensée esl
aussi une lor de la nature. Et, & cause de I'harmonie merveilleuse
qui existe entre les lois de la pensée et celles du monde hors
d’elle, on ne peul pas aflircmer @ priori que les plus hautes et les
plus abstraites conceptions mathématiques ne puissenl avoir une
application utile dans ce monde méme. Mais cetle nuilité relative
ne peut pas élre le but direct de la recherche mathématique en
général, el en particulier de la recherche sur les principes de la
Science ; ‘cependant nous n’excluons pas; au contraire nous vou-
lons, aujourd’hui plus que jamais, que 'un des buts les plus im-
portants soit celui aussi de salisfaire aux besoins des sciences
appliquées et de répondre du mieux qu'il est possible a leur 1m-
portante fonction sociale.

lci, comme géoméires, nous aurions fini; mais si ce n'esl pas
notre tiche de (aive de la Philosophie, quoique, comme nous
I"avons dit plus haut, nous ne puissions admetlre comme proposi-
tions indémontrables que le minimum de faits simples qui nous
sont consenlis par les philosophes, ¢'esl-i-dire par le philosophe
empiriste, cependant nous ne pouvons accepter les restrictions du
pur empirisme sur 'extension de la recherche mathématique.
M. Pasch méme, qui a fait un essai ulile dans cette direction et
louable pour d’autres raisons, n'a pu rester cohérent i son pro-
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gramme ('} It nous ne pouvons non phls admelttre, comme o¢0-
métre, que 'espace et ses postulals sotent des formes a priori de
'intuition pure, selon la criique de Kant, parce qu’aucune
preuve n'a été donnée, par exemple, pour le postulat des paralléles
d'Euclide, le seul que Kant conniit. Et ces philosophes positivistes
qui combattent contre les hypothéses non euclidiennes ne sont
pas moins mélaphysiciens que leurs collégues kantiens. Et moins
encore, nous ne pouvons admettre que le postulat d’Euchde n’ait
pas la méme évidence que les autres et qu’il puisse n’étre pas vi-
rifié par des observations ultérieures el (que pourtant nous ayons
une intuition @ preort ou subjective du méme postulat, telle que
ces observations ultéricures ne puissent pas le modifier, tandis
qu'on admet que celle intuition dérive des représentations tactiles
et visuelles (*). En tout cas, nous n’avons aucune preuve géomé-
rique de la nécessité subjective du postulat d’Euclide et des
autres postulats, en sorte que le géométre ne peut pas admettre
les axitomes donnés par les représentations tactiles et visuelles
pour tout Uespace illimité sans justifier une telle extension.
Notre intuition esl farte, selon moi, d'observation et tl’ﬂ!ﬁ]‘-ﬁriﬂu{:e
idéalisées, parce que, lorsque je me figure la droite intumitivement,
je ne sais 'imaginer que comme un objet rectiligne, quel qu’l soit,
idéalisé, et quoique, ensuite par Uabstraction, une lelle repré-
sentalion s’¢tende a un segment rectiligne quelconque de la droite
illimitée. Nous nous assurons, en eflel, de la présence des objels
extérienrs et de leurs propriétés au moyen de nos sens et des qua-
lités de nos sensations, qu’ils prodmsent en nous, et nous entrete-
nons avec 'abstraction seulement celle de I'extension pour avoir
les premiéres formes géoméiriques. KL ainsi, de méme que
le langage, 'intuition spatiale est le produit d'une longue expé-
rience. Les hommes la possédent a divers degrés; elle est plus
parfaite chez les géométres et les peintres, elle est insuffisante
chez ceux qui, aveugles depumis le premier dge, ont, en acquéranl
la vue, une intuition 1mparfaite des formes géométriques les plus
simples.

(') Fondamenti di Geom., Appendice.
(*) Exnwues, Sulla spiegasione psicologica dei postulati della Geometria
(f2iv. felos. di G. Cantoni, Pavia, 1903 ; Enc. der Math, Wiss., loc. cit., Einleitung).
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M. A. Russell a |m_~;-.': la 1111u.-;liul:| de ' P.!'.f'f;r.f‘ﬁ sous une nouvelle
[orme en distinguant l'a priori logique de I'a priori 1]5_‘}’[3|li}]{)—
gique, qui pourtant se confondent. Mais, quoique nous soyons
d’accord dans quelques considérations londamentales, parmi les-

quelles celle de 'indépendance de la Géométrie et de la Physique,

je ne puis ére d'accord avec lui, parexemple, dans la démonstra-

tion que I'espace comme forme d’extériorité doit avoir un nombre
fini de dimensions, ou dans cette autre par ou 1l a essayé de
prouver que tous les axiomes communs aux géomélries euch-
dienne et non euchlidienne sont nécessaires pour loute expérience,
tandis que, selon lui, les postulats des paralléles sont d’origine
empirique. Il serait opportun d’examiner les conséquences de pa-
reilles hypothéses par rapport a la Géométrie non archimé-
dienne.

Il y ades concepts qui ne nous sont pas donnés directement par
I'observation, par exemple celui de l'¢llimité (dont nous avons fait
dépendre celur de la démonstration par induction compléte), ou
bien celui de I'égalité des figures indépendamment du principe
approximatif du mouvement des corps rigides, et, de ces concepts,
il n’est pas encore clair quelle partie appartient a la pensée et
quelle autre a 'expérience (').

Mais le fait que, dans la Géométrie, nous substituons des
formes précises, comme celle de la droite, aux données imprécises
de 'expérience, ne signilie point, comme M. Klein parait le sou-
lenir (*), que ces formes précises soient des formes nécessaires de
loute expérience, parce que les postulats non euclidiens peuvent
aussi étre remplacés par des formes mathématiques précises, sans
pourtant qu'ils puissent étre regardés comme des formes transcen-
dantes de noire esprit.

Cependant, il est certain que la Géométrie théorique a son ori-
gine dans I'expérience; mais elle s’en rend indépendante en for-
mulant d’une facon précise ses axiomes, lorsqu’ils sont étendus a
I'espace illimité el en construisant des formes qui ne sont pas sug-
gérées par 'expérience méme. Ces formes pourtant sont des con-
structions auxquelles conduisent les axiomes tirés de I'expérience

(VY I Vero nella Matematica, nole 3.
(*) Nicht Eucl. Geom., loc. cit.
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et ¢laborés par la pensée logique, sans manquer aux conditions
posées par 'intuition spatiale.

La pensée, la psyché etle sens sont st inumement liés enlre eux,
que la s¢paration de ce qui est spécial & chacun est presque tou-
jours un probléme ardu, sinon 1impossible a résoudre ; la philoso-
phie tourne tout autour, depuis des siécles, sans pouvoir y péné-
trer complétement et aboutir & une solution définitive. Clest
seulement pav la spécialisation des recherches et par une direction
cxpl-"rimentaIu el scientifique qu’on pourra arriver dans quelques
pmhli;mus au moins a une synthése philosophique claire et sire,
dont les savants spécialistes pourront préparer les éléments. Si,
parmi ces problémes, nous considérons ceux qu concernent les
idées mathématiques, la contribution que les mathématiciens ont
apportée a leur solution est un des plus beaux monuments de la
Science,
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