Behandlung der projectivischen Verhiltnisse der Réume von
verschiedenen Dimensionen durch das Princip des Projicirens
und Schneidens.

Von

Gruserre VEronmsE In Chioggia.

Mehrere Mathematiker haben sich schon mit einigen Capiteln der
n-dimensionalen Geometrie, meistentheils mit der Kriimmungstheorie
der Riume nach der Grundarbeit Riemann’s ,Ueber die Hypothesen,
die der Geometrie zu Grunde liegen“®), beschiftigt.

Ich babe hier nicht die Absicht eine historische Uebersicht der
bisherigen Arbeiten fiber diesen Gegenstand auseinanderzusetzen, son-
dern ich will nur hervorheben: erstens, dass alle diese Arbeiten ana-
lytische Form besitzen, und zweitens, dass man die %-dimensionale
Geometrie, so viel mir scheint, noch nicht consequent als ein Hitlfs-
mittel benutzt hat um die projectivischen Beziehungen in Ritumen von
verschiedenen Dimensionen, daher auch in der Ebene und dem gewGhn-
lichen Raume zu studiren.

Ich gebrauche in dieser Abhandlung die synthetische Methode und
gwar diejenige Methode, die aus den beiden Fundamentaloperationen
des Projicirens und Schneidens hervorgeht. Ich benutze auch hier und
dort die analytische Methode, aber ich interpretire sie immer in an-
schaulicher Weise.

Um eine Configuration von » -4+ 1 Punkten, oder eine Curve,
oder eine 2-dimensionale Fliche, die gewisse Singularititen besitat,
im gewdhnlichen Raume =2, zu studiren, ist es in vielen Fillen
niltzlich, zuvbdrderst eine Configuration oder ein Gebilde 1t odey 2t
Dimension in dem %-dimensionalen Raume B, zu suchen, aus welchem
mittelst geeigneten Projicirens oder Schneidens das gegebene Gebilde
in eindentiger Weise entsteht. Und zugleich kann man nicht nur
jene Configuration, Curve oder Fliiche, sondern auch eine Classe dieser
(ebilde studiren, welche simmtlich mittelst des Projicirens oder Schnei-
dens aus jenem Gebilde im Raume B, hervorgehen. — Dieses Gebilde,

#) Riemann’s Werke pag. 254,
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in R, ist immer einfacher als das gegebene in R, und lisst sich daher
viel besser behandeln.

Betrachten wir z. B. # 4 1 beliebige Punkte einer Bhene R, oder
eines Raumes E,, so kann man sie als Projectionen der n + 1 Ecken
unendlich vieler Pyramiden in R, ansehen. Und umgekehrt lassen
sich aus einer solchen (# -+ 1)-eckigen Pyramide in R, (welche die
einfachste Pyramide in I, ist) durch geeignetes Projiciren alle Avten
von Configurationen von % - 1 oder weniger als » 4 1 Punkten in
den Riumen von niedrigerer Dimensionenzahl erhalten; indem man
unter zwei Configurationen derselben Art solche versteht, bei welchen
die # 4 1 Punkte dieselbe Lage haben, ohne anf die metrischen Be-
ziehungen zwischen ihnen Riicksicht zu nehmen.

Als zweites Beispiel mogen die rationalen Curven dienen. Be-
trachten wir irgend eine rationale Curve n'r oder niedrigerer Ordnung in
R,., wom < nist, so beweise ich, dass sie immer die Projection einer ratio-
nalen Normaleurve C® in R, ist. Und umgekehrt kann man aus einer
solchen Normalecurve (* alle Arten von Rationalcurven st oder-
niedrigerer Ordnung in den niedrigeren Riumen erhalten. Diese
Normalcurve (" besitzt keinerlei Singularitit und ihre Charaktere sind
vermoge der verallgemeinerten Pliicker’schen Formelu, die ich eben-
falls in nachstehender Abhandlung aufstelle, sehr leicht zu berechnen.
Ueberdies lisst sie sich leicht durch projectivische Biischel oder Ge-
bilde (n — 1)t Stufe construiren. Es wird also Husserst vortheilhaft
sein, die rationalen Curven derselben oder niedrigerer Ovdnung in
nieder ausgedehnten Riumen aus dieser Normaleurve durch Schneiden
oder Projiciren zu gewinnen.

Ich habe die gewthnliche Nomenclatur {iir Punkt, Gerade, Ebene,
Curve, I'liche, Kegel ete, beibehalten, und zwar habe ich die
linearen Riume einfache Réume genannt und mit den Symbolen
R, B, Ry, Ly, --- K, bezeichnet. Desgleichen habe ich auch
2,38, .- (n — 1)-dimensionale Flichen und in analoger Weise
2,3, - -+ (» — 1)-dimensionale I,-Kegel (deren Spitze beziiglich
ein Punkt R, ist), und 3, 4 ... (»n— 1)-dimensionale R, -Kegel
{deren Spitze jeweils eine Gerade. R, ist) u. s. w. unterschieden.

Die Arbeit ist in fiinf Abschnitte mit der Einleitung, und
jeder Abschnitt in Paragraphen eingetheilt, so dass es meinem Leser
nicht schwer sein wird, sich sofort eine allgemeine Uebersicht der-
selben zu verschaffen*).

Zum Schlusse ergreife ich diese Gelegenheit, um Herrn Prof,
Klein fur die vielfache Anregung und Unterstiitzung bei meinen
,mathematxschen Studien in Leipzig den besten Dank auszusprechen.

*) " Der Kiirze balber habe ich bei leichten Siitzen, zumal im dritten Ab-
schnitte, die Beweise unterdriickt.
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Einleitung.

1. Es ist bekannt, dass eine Ebene I, durch eine gerade Linie
I, und einen Punkt R, ausser ihr erzeugt werden kann, indem man
alle Punkte der Geraden mit dem Punkte B, verbindet. In derseiben
Weise kann man den Raum von 3 Dimensionen durch eine Ebene R,
und einen Punkt £, ausser ihr erzeugen. Wie man die Gerade als
Element der Ebene, und die Ebene als Element des Raumes von 3
Dimensionen betrachtel, so konnen wir den Ranm X, als Element
eines Raumes von 4 Dimensionen ansehen. Der Raum von 4 Diwen-
sionen B, wird von einem Raume 12y und von einem beliebigen Punkte
R, ausser ihm erzeugt, indem man alle- Punkte des Raumes R, mit
B, verbindet. Wie die Ebene in Iy von einer Geraden nur in einem
Punkte geschnitten wird, insofern die Gerade nicht in der Kbene liegt,
so wird auch ein R, in It, von einer Geraden nur in ecinem Punkte
und von einer Ebene in einer Geraden geschnitten, wenn die (erade
oder die Ebene nicht selbst in dem B, cuthalten ist. Wenn man
diese Erzeugung der linearen Riume *) fortsetzt, so sieht man, dass
der Raum von # Dimensionen R, durch einen Raum R, , und einen
ausser ihm liegenden Punkt erzeugt werden kann. Man siebt auch,
dass der Raum R, durch % -4 1 beliebige Punkte, die in keinem
niedrigeren Raume 'gelegen sind, bestimmt wird. Es ist auch aus
dem Vorhergehenden ersichtlich, dass in dem Raume von n Dimen-
sionen I, oo Punkte enthalten sind, und dass, wenn ein Raum 7i,,
p 41 beliebige Punkte eines Raumes I, enthiilt, wo m > p ist,
R, ganz in I, enthalten ist.

Zwei beliebige Riume R, und R,m, dic respective durch m - 1
und m® -+ 1 Punkte bestimmt sind, gehoren dem Raume Ry ult 41 an,
der durch die m - m™® + 2 Punkte bestimmt wird. Die Rdume I, und
R, schneiden sich im Allgemeinén nicht, d. h. sie haben keinen
Punkt gemein. Haben sie aber z B. einen Pankt 4, gemein, so werden
wir, um R, und It zu bestimmen , ausser A, noch # und m® Pankte
willkiirlich annehmen, und daher werden die beiden Riume in einem
Raume B, .y, enthalten sein. Haben sie allgemein einen Raum R, ge-
mein, d. h. @ 4 1 beliebige Punkte, so liegen sie in einem Raume
-Rm—)—mu)——w

Wir betrachten als Iundementalraum wnserer Operalionon den
Raum wvon » Dimensionen. Setzen wir daher Byn—. Ry, s0
sehen wir, dass zwel beliebige Riame R, und B,.m in R, in cinem
Raume R, sich schneiden, wo @ == m + m® — n ist, Wenn a == 0
ist, so haben sie einen einzigen Punkt gemein; ist dagegen a negativ,
so haben sie kein Hlement gemein. Ist m > m(®, so ist klar, dass

*) Weiterhin nennen wir die linearen Raume cinfach Rilume.
11%*
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@ hochstens == ) sein kann, in welchem Falle R, in I, ganz
enthalten sein wird. ’
Zwei Riume R, und R,® schneiden sich, wie gesagt, in einem
Raume R,, wo:
a="m -4 m¥ —n
ist. Der Raum R, wird von einem dritten beliebigen Raume I, in
einem Raume R, geschnitten, wo:

1) a, = a + m® —n=m + m® 4+ m® — 2n
ist. Der Raum R, wird von einem beliebigen vierten Ranme I,® in
einem Raume R, geschnitten, wo

@) Oy = a; 4+ m® — n =m + m® + m® 4 m® — 3In
ist, u.s.w. Endlich der Raum R, , wird von einem (s 4 1)* be-
liebigen Raume R, in einem Raume R, , geschnitten, wo

(3) Qoy == (gop = W'D — 9 = E mi — sn

(=U,...$
ist, so dass s - 1 ganz beliebige Riiume R,, R,mn - -+ Ry» in R, in
einem Ranme R, sich schneiden, wo:

p= 2’ md — sn
i=0,7 .8
ist. Schneiden sich aber R, und R,@ anstatt in einem Raume R, in
einem Raunme R,,;, so muss man in (2) anstatt e, @ + d setzen, so
‘dass R,, B0, Ry in einem Raume R, . sich schneiden werden.
Schneiden sie sich statt dessen in einem Raume B, t4y4,, 50 werden sich
By, Bnw, By®, R,.® in einem Rauwme R, y.y4 schneiden und all-
gemermn werden sich s + 1 Réiume R,,, R,w, B,® - Ry in R, in
einemm Raume R, schneiden, wo:

g= > m S’dl——sn
i=0,1...8 Ic—Oi
ist und einige oder alle d verschwinden kmmm*).

2. Um den Parallelismus der Riume zu definiren, denken wir
uns, dass jede Gerade in R, einen unendlich fernen Punkt (im
Euklidischen Sinne) hat, d. h. wir nehmen an, dass der Raum R, einen
upendlich fernen Raum R, _; hat, so dass die Raume B, Ry, -+ Ry
vou R, den unendlich fernen Raum in einem R,, R,, --- R,_,
schneiden. Wir sagen: Zwei Riume R,, R,m, wo m® > m ist,

*) Ueber die Bedingungen, dass mehrere Rimme von verschiedenen Dimen-
sionen sich schneiden, sehe man Jordan: ,Essai sur la géoméfrie & n dimen-
sions, Bulletin de la Société mathématique de France 1876* und D’Ovidio: »le
Fuonzioni metriche fondamentali ete.** R. Aceademia dei Lincei 1877 {oder auch

Math, Annalen XII).
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s@zd emonder parallel, wenn der unendlich ferne Rowm I,_, von R,
i dem wnendlich fernen Baume R, _, von R,0) enthalten ist.

Aus dieser Definition geht hervor, dass man durch einen Ranm
R,, einen parallelen Raum R, ,,n zu einem beliebigen gegebencn
Raume R,m legen kann, wenn m -+ m® < n ist; in der That, die
unendlich fernen Réume R, i, R,0_; liegen ganz beliebig und daher
bestimmen sie einen Raum R, ., _;, welcher der unendlich ferne
Raum von umendlich vielen R#umen R, 4.m ist, die den beiden
Riumen R, und R,® parallel sind. Durch einen beliebigen Punkt
von R, geht ein solcher Raum, und wenn dieser Punkt in R, fillt, so
wird der Raum R, durch R, gehen, da er den unendlich fernen
Raum R,,—; von R, enthilt. Wenn m+-mW>nd h.: m+ml—n=q
ist, so schneiden sich die unendlich fernen Réume R,_(, R,t_y In
einem Raume R,_;, und da sie im Allgemeinen in R,_; ganz beliebig
liegen, ohne in einem niedrigeren Raume enthalten zu sein, so kanu
man durch R, keinen parallelen Raum zu R, zichen. Wenn die
beiden Réume R, _1, B0 in einem Raume E,_,_; liegen, so kann
man durch den Raum R, einen parallelen Raum R, _, zu R, ziehen.
— Aus dieser Definition folgt noch, dass zwel parallele Riume
Ay, B, von zwel parallelen Riumen A4,,_,, B,_., in zwei Paaren von
Punkten geschnitten werden, die ein Parallelogramm bilden.

3. Aus Nr. 1. geht hervor, dass zwei Riume B,  in einem Raes,
drei in einem RB,s u. 8. w.,, % in einem R, sich schneiden. Wie n
beliebige Punkte einen Raum K, ; bestimmerw, so bestimmen # be-
liebige Rdume R,—; einen Punkt, Wir nennen daher den Punkt und
den (n — 1)-dimensionalen Raum duale Réume in R,. Wihrend
m - 1 beliebige Punkte einen Raum I, bestimmen, so bestimmen
m -+ 1 beliehigen R,_; einen Raum Ryny; R, und By sind
anch dual. — Wir schen also, duss zwei Riume B,,, R dual sind,
wenn m + mW = n — 1 ist. — Wenn » ungerade ist, d. h. = 2m + 1,
so ist der Raum R sich selbst dual,

2

2

4. Wird ein Punkt nach einem algebraischen Gesetze sich stetig
bewegen, so dass er von seiner Anfangslage nur in zwel Richtungen
(vorwsrts und riickwirts) fortriicken kann, so beschreibt er einen
Raum von einer Dimension. Derselbe ist von der #'» Ordnung, wenn
er von einem R,_; in R, in m Punkten geschniiten wird. Hinen solchen
Raum nennt man eine Curve m* Ordnung*). Eine Curve m'e* Ordnung

*) Die Erzeugung der linearen Mannigfaltigkeiten von mehreren Dimen-
sionen durch Bewegung eines Elementes findet man bei Grassmann, Aus-
dehnungslehre p. 13 ctc. 1844, Sie ist auch spiter von Riemann gebraucht
worden in der Abhandlung: ,,Ueber die Hypothesen, die der Geometrie zu Grunde

liegen. 1854,
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kann nur in einem R,, R, - - - B, enthalten sein®). Denn wire eiune
solche Curve in einem R4 enthalten ohne einem niedrigeren Raume
B, zn gehbren, so kdnnten wir sie nnt einem Raume R,, der die
Curve nur in m Punkten ireffen kann, schueiden, und durch diese
m Punkte und einen andern Punkt der Curve einen Raum I, hin-
durehlegen. Dieser Raum wird dann dije Curve in mehr als 2 Punkten
schneiden, was nicht mbglich ist. Wenn man diec Tangenten,
Schmiegungsebenen, Schmiegungsiiume R,, B,, -+ Bwey der Curve
betrachtet, so bilden die Tangenten die 2-dimensionale Developpable der
Curve (mit Ritcksicht auf die Zahl der Punkte), die, wie man sieht,
in einen R,, R,, --- R,_, entwickelbar ist##). — Die Schmiegungs-
ebenen der Curve sind Tangentialebenen der blcwhe, wihrend die
anderen Schmiegungsriume der Curve auch Schmiegungsrinme ihrer
2-dimensionalen developpablen Fliche genannt werden konnen.

Die Schmiegungsebenen bilden aber eine 3-dimensionale deve-
loppable Fliche, die in einen R, R,, ... R,_, entwickelbar ist. Die
Schmiegungsriume Ry der Curve sind Tangentialriume ihrer 3-dimen-
sionalen Developpablen u.s. w. Endlich bilden ihre Schrmiegungsriiume
R,y eine ( — 1) -dimensionale Developpable, die in einen R, 3 ent-
wickelbar ist. Die Schmiegungsriume R, ; der Curve sind Tangential-
rinme dieser Developpable. — Wir sehen also, dass eine Curve in
R, n — 2 developpable Flichen besitst.

Wenn eine Curve sich stetig in zwei entgegengesetzten Richtungen
bewegt, so wird sie einen 2-dimensionalen Raum erzeugen, der von
der m'" Ordnung ist, wenn er von ecinem beliebigen Raume R, ; von
R, in einer Curve C™ geschnitten wird. FEinen solchen Raum nenne
ich cine 2-dimensionale Fliche m' " Ordnung Fyo. Man beweist in
analoger Weise, wie bei den Curven, dass eine solche Fliche nur in
Riwmen Eg, R,, -+ Ry onthalten sein kann, ohne gleichzeitig
niedrigeren Réumen anzugehdren. Eine solche Fliche hat n — 3 Deve-
Ioppablen respective vou 3, 4 ete. (n — 1) Dimensionen, die respective
in einen Ry, R,, -+ Ros; R, R, - ++ R,_3 ete. R,., entwickelbar
sind, - Man sieht ohne Weiteres, wie man fortzufahren hat, um die
3,4 ... (n—1)-dimensionalen Flichen mter Ordnung Fy» SRR o .
zu erzeugen. Wir finden mit leichter Mihe folgende Sd,tae'

Eine p-dimensionale Fliche ' Ordnung Fy» wird von einem
beliebigen Rawme R,y in eimer (p— 1)- dzmmswnalen Fliche m* Ord-
nung Em | geschuitten.

*) Clifford. Phil. Transactions 1878, On the Classification of Loci, p. 663,
**) Wie zwei Riume B, in B, zur Deckung gebracht werden konnen,

werden wir spater nach der Deﬁmtmn der Perpendicularitit der Riume kennen
lernen (Nr. 21.).
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Eine Fliche F kann i in eimem Ry, Bpgey » ooy Bppon_y,
d. h. in m — 1 verschiedenartigen Réumen cnthalicn scin, ohne in
niedrigeren Rdawmen 2u liegen.

) Die Flichen 2t Ordnung von irgend einer Dimension sind also
nur i einem bestimmien Raume enthalten.

Die F» besitet n — p — 1 Developpablen.

5. Betrachten wir jetzt einen Punkt B, und einen zu ihm dualen
Raum ZX,_,, der nicht durch R, geht. Wenn wir von R, irgend eine
Curve O™ von X, _; projiciren, wo natiirlich s <« — 1 ist, so bekom-
men wir um 2, eine einfache unendliche Mannigfaltigkeit von Geraden,
die cinen ILi-Kegel von zwei Dimensionen und von der m Ordnung
bilden, da er von irgend einem Haume R,_, in einer Curve mi Qrd-
nung geschnitten wird. Wenn man von B eine p-dimensionale Fliche
Fyn yon ZX,_, projicirt, »die nicht in einem niedrigeren Raume als
X, 1 liegt, so erhalten wir um R, einen (p - 1)-dimensionalen I,
Kegel mte Ovdnung. So kann man alle B,-Kegel erhalten, indem man
von einem fest angenommenen I?, aus die Curven und Flichen eines
Raumes R, —,,— projicirt, der R, nirgends schneidet. Wir sehen auch,
dass die Anzahl der Dimensionen ecines I, -Kegels m-}-2 bis m—1
betragen kann.*®)

Wenn eine 2-dimensionale Fliche F,# einen Doppelpunkt B, hat,
so wird sie von allen Rdumen I, durch R, in Carven m'e Ordnung
mit einem Doppelpunkte in I, geschnitten; analog wenn es sich um
einen k-fachen Punkt handelt, Wir sehen auch, dass alle in einem
Doppelpunkte osculirenden Geraden einen R-Kegel 21 Ordnung bilden,
und dass alle Geraden, die im %-fachen Punkte % - 1 Punkte mit der 7"
gemein haben, einen 2-dimensionalen R-Kegel k' Ordnung bilden.
Im Allgemeinen, wenn eine Fliche F,» in R, einen &-fachen Punkt
R, hat, so bilden alle Geraden, die mit der Ty~ in Ry &+ 1 Punlite
gemein haben, einen p-dimensionalen Ry-Kegel ¥ Ordnung. Hier kann
man verschiedene Arten von Doppelpunkten oder k-fachen Punkten
unterscheiden je nach der Natur des p-dimensionalen I3)-Kegels. Wenu
man eine (n — 1)-dimensionale Fliche m' Ordnung in R, betrachtet,
so sieht man, dass sie von allen ihren Tangentialriiumen in einem ihrer
Punkte R, in Flichen niedvigerer Dimension mit einem Doppelpunkte
in R, geschnitten wird. —

Die hiermit in der Binleitung gegebenen Sitze sind einfache Ver-
allgemeinerungen von bekannten Sitzen der 3-dimensionalen Geometrie,
sie werden uns aber spiiter sehr nittzlich sein.

*) Wenn eine Gevade oder irgend ein Raum [, in R, sich stetig in zwei

Richtungen fortbewegt, so erhilt man eine 2-dimensionale gerade Fliche (LY
Fliche; Regelfiiche) oder eine m - 1-dimensionale R, - Fliche.
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Abschnitt 1.
Configurationen aus einer endlichen Anzahl von linearen Riumen.
§ 1.

Perspectivische Figuren.

6. Es seien N beliebige Punkte 1,2, 3 - -« N in R, gegehen, wo
N>n-1ist. Sie bestimmen

N(N—1) NN —1) (N—2) NN — 1) (N —m)
2 B, X 7 - By oo iy B,
N(N—1)- - (N_—(nn) NN—1)- - (N—n+r—1)
w—r ! .Rn——r, _“(n Ty + 2)! Rn—r—l—l
und
NN=—0 Wontl) g,
. . 2} (N—
Durchjeden B,  gehen (N—2) R, ,---, = (2 __(1), —m) E,,.-
N — N—
3] 2 Rz 1 (N”3) R3’ “"( (:;)%—é)' ™) Rm, .

N—r—1 N—
» ” R, » (N”""‘I) Rr—l-l:"': ( ) lr{mifr)(l ™) Rm; i

” » Bnor 5 EN—(n—r+41)) Borpr,
(N—(n—r-1))- (N—n+1>R

r—1)1 n—1)
” ” Rn_r‘“ ” (N*(%—V+2)) 'Bn-—r+2;"')
N—(n—rt2) - W—ntl) p

=21 n—13
» w Bariz s (N“" (n———r—-{—B)) By qsg, -
(N—(n—r+43) - (N—n41) R,_
(r—3)!
2 ) Rn-—z 22 (N"*’M—l— 1) -Rn—l-
Jeder B, enthilt 2R,
» 'R2 » 3R07 3’R|)
s R, O+1R, FHR, TeEDE-D B
(r<+1) Ry
»  Ba—r » (n—r+ 1) By,--v) (n—r- 1) Bpeyey 3
n Barpr (m—r-+42) Ry, (n—r+2) B,
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Jeder Rn—r-}-? enthili (73-——7‘+3) ‘RO )ty (n—'r—f—2)2(n._,~+ 3) If;

n—ry

(’)’b-———’)+3) Rn—r—]—l )

» -Rn-2 »” (n - 1) RO) """" ) @:1)@.—_%%};;7*4:2) -Rn—-r,
(n-—-1) -(n—r3) o,
-5 Ln_r-H TR
G e S
(n-—- 1) Ilfn_.;;.',
N A = (A
nin—1)--(n-—r4+2) -,
T B,
#n—~1)(m—r-+3
NS B
n Rn._g.

Schneiden wir jetzt die Figur mit einem Raume B,. Ein I, schneidet
die Rénme 1!, _,. der Figur in Punkten, die Riume 1!, .4, in Geraden
u. s. w., die Riume R,_; in Riéumen R,_;. Somit erhiit die Schnittfigur
so viel Punkte, Geraden etc. R,_;, als Riume R,_,, I, 41 ete. B,y
in der vorigen Figur enthalten sind. Da jeder Raum I, , derselben
durch eine Combination der N Punkte (n—»-+2) zu (n —r—+2) ge-
bildet wird, und jeder Raum R, ,,; durck eine Combination der
N Punkte (n—r+2) zu (n —r-2) ete., so kinnen wir diese Com-
binationen zur Bezeichnung der Punkte, Geraden, Ebenen u. s. w. der
Schuittfigur benutzen. — So sehen wir z. B., dass durch den Punks
123..-(m—#) (m—r-+1) alle Geraden gehen, deren Symbole das
Symbol des Punktes enthalten, wie z. B. die Geraden:

123..-(p—r+D(m—r+2),123..-(n—r+1) (m—r-43), -
123.. - (n—r4 1) (N—(n—r+41)).

Auf jeder dieser Geraden liegen ausser dem Punkte 123..-(n—r-+1)
noch (n—r-1) Punkte; sie entsprechen den Combinationen der
(n—r—2) Zahlen des Symbols der Geraden, n — 741 zu n —7r 4 1.
So z. B, liegen in der ersten Geraden die n Puukte

123 (n—9) (n—r—+2), 23..-(n—r—1) (n—r+D@m—r+2) -
in der zweiten

123 .- (n—7r) (n—r-43), 23...(n—r—1) (n—r+1)(n—r+43),- -

Wenn wir die Punkte in derselben Verticallinie verbinden, so erhalten
wir wieder Geraden der Schnittfigur, nimlich:
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128+ —7r)(n—7r42)(n—r-+3),
23 m—r—1Dm—r41)(n—r-+2)m—r+3) ete;

diese zwei Geraden treffen sich in einem Punkte der Figur, ndmlich
28-..m—7r—1)n—r-+2)(n—r-43). Durch jeden Punkt,
z.B.123.-.(n—7) (n—r <+ 1), gehen N— (n— - 1) Geraden
der Schnittfigur und in jeder derselben liegen ausser ihm noch n—r-}-1
Punkte. Wir konnen mit ihnens —7-- 1 Pyramiden von N — (n—7 1)
Ecken bilden, die respective in jenen N — (n — » - 1) Geraden liegen.
Eine solche Pyramide ist von denjenigen Punkten gebildet, deren
Symbole » — » Zahlen gemein haben, wie z. B.

123...m—nr(n—r+2), 123...n—r)(—r+3); -
123.-(n—7)(N—(mn—r+ 1)

Man kann sich nun fragen, ob die Figur dieser » — r 4 1 Pyra-
miden eine allgemeine Figur sein kann oder nicht, d. h. ob eine all-
gemeine Figur in R, von # — 7 -+ 1-solchen Pyramiden, deren Kcken
respective in N — (w — r - 1) beliebigen durch einen Punkt gehenden
geraden Linien liegen, auch als Schnitt einer Configuration von N
Punkten in R, betrachtet werden kann. Dies st e der That der
Foll. In der That, denken wir uns die N — ( — 7 + 1) Geraden
durch einen Punkt 1283...(®m — » - 1) und die darauf liegenden
Ecken der Pyramiden in R, ganz beliehig gegeben, und bezeichnen
wir sie mit denselben Symbolen wie vorher. Von dem Punkte
1283...(w—7#) (n— 7~ 1) zichen wir einen beliebigen Raum E,_,
und in diesem Raume nehmen wir # — » + 1 ganz beliebige Punkte
1,23, .-, 2 —7r-+1 an. Wir verbinden dann die Ecken, die in
der Geraden 123 ... (n —r -} 1) (n — r 4 2) liegen; z. B. die Ecke
123 .- (n—7)(n—r -+ 2), mit den Punkten 1,2,3,--, n — 7
von B, ,; so erhalten wir fiir alle Ecken der Geraden, n —r | 1
Riume R, ,, die in einem Raume R, .., enthalten sind, nimlich in
dem Raume R, ,4, der durch den gewihlten Raum R, , und die
Gerade 123 --.(n—r -+ 1) (n — r 4 2) geht, da diese Geraden den
gewiihlten E,_, in dem Punkte 123 ... (» — » 4 1) schneidet; daher
werden sich alle R,_,, die durch die Punkte der Geraden gehen,-in
einem Punkte n — r + 2 schneiden. Wenn wir diese Operation fiir
alle Geraden darch den Punkt 123 -.-(n—#)(n — 7 1) aus-
fithren, so erhalten wir in der That N — (n — » 4 1) Punkte, die
mit den gewdhlten 1,2,3, .., % — » 4+ 1 Punkten N Punkte liefern,
aus deren vollstindiger Figur diejenige von R, als Schnitt hervor-
geht. Diese Umkehr ist aber dqusserst wichtig, denn so kinnen wir die
Siitze diber allgemeine perspectivische Figuren einfach durch Schneiden
oder Projiciren erhalfen. Also:
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Wenn in cinem Raume R, dic p Fcken von q — 1 Pyramiden,

respective in p Geraden, durch cinen Punkt liegen, und man setzt
g=n—r+2, p=N-—(mn—r-+1),
so  bestimmen  sie duvch dos Durchsclmeiden dhrer  Kanten, Seiten-
ebencn, - - -, Seitenviiume B, eine Figur von
NN =1 Nemntr) 5

n—rF 1y o
NN —1) - (N—n1) NN—-D - (N-nt+t o

.‘__(% e ) I{, . nt - IL,»V.l.

. . (N—(n—r
Durch jeden By gehen N— (n—r--1) 1{,,( o 9+1))(
(N—(n—r+4 1))
B (r—1)!
(N {n—1-2)} - (N——n-—H)

Ry N ) Ry, S L By,

(n- 1—l— )E
AR ]

N—n+l Ry,

2 124

» ” R, ” N— (n - 1) Rt
Jeder R, enthill (n —» + 2) R,

: L E A NEERPREE 1 8
R, n(nw}}:-:(n?a'—{—l) n nn—1)s (=1 +2) ])

» T P 02 (r—n!

B

Diese Figur ist im gewissen Stmne symmctrisch in Desug auf jeden
threr Réawme derselben Dimension.  Zume Deispiel hat man von einem
belicbigen Puwnlte der Itgur ausgehend q — 1 newe DPyramiden von
p — 1 Lelen, dic respective ¢ — 1 2w ¢ — 1 in p Geraden durch den
Punkt liegen, und die su derselben Figur fihren.

Diese Figur kann nun als Schnitt des Raumes R,., in welchen
sic liegt, mit einer vollstindigen Figur von N Punkien im Raume
B, angeschen werden, uwnd wmgekelat aus eimer solchen Configuration
von N Punkten in R, bekommt man cine der vorigen dlmliche Figur
m B,.. dJede solche Tigur in B, hanw auch als DProjection von ciner
Configwration in einem hiheren Rawme evholten werden.

Wenn wir von dem Punkte 123 ... (% — r -+ 1) ausgehen, so
werden wir zu dem Raume (» — # + 2) - - (N—m—r-41) ge-
fithrt (wenn dies auch das Symbol eines Raumcs der Figur ist, siehe
dic Beispiele des § 2.). Wir nennen den Punkt und den Raum da ihre
Symbole sich zu N erginzen, zu einander complementir, und iiber-
haupt nennen wir zwei Ridume der Figur complementir, wenn ihre
Symbole sich zu N erginzen.

7. Die einfachste Pyramide in R, ist durch 7 -1 beliebige
Punkte gegeben, wir wollen sie als Fundamentalpyromide des Raumes
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R, bezeichnen. Wenn man den Punkt des Raumes E, durch » -} 1
homogene Grossen (Coordinaten) a; - « - ,4, bestimmt denkt (dem ent-
sprechend, dass der Raum B,., wie wir in Nr. 1. gesehen haben, oo” Punkte
enthiilt) und wir setzen alle diese Grossen bis auf eine gleich null, so
bekommen wir eine Fundamentalpyramide von » 4+ 1 Punkten, deren
Coordinaten bis auf eine null sind. Wenn man die Coordinaten
%, + - - Zry mit einander vertauscht, so geht die Pyramide in sich iiber;
deshalb nenne ich sie regulér, obgleich dieses Wort nicht wie im gew6hn-
lichen Sinne zu verstehen ist.

Betrachten wir zwei solche Pyramiden in R,, deren Ecken paar-
weise in geraden Linien durch einen Punkt O liegen, so ist:

q=3=n—~7‘+2, 29=’/"+1=-N("""7’+1)’

n—’:?‘—l—l, N=7'+3.
Somit ist die wvollstindige IFigur von zwei solchen Pyramiden
der Schwmitt ciner Configuration von r -4- 3 belicbigen Punkfen cines

Raumes R,y .
Wenn wir tm Satze der vorigen Nummer fiir N und # ihre neunen
Werthe einsetzen, so sehen wir, dass die Zahl der Riume R,_, der

Figur d. h. —(T—_—'_—Q—)‘?—(T-ﬂ gleich ist der Zahl der Punkte derselben,

d. h.

d. h. die Figur ist also zu sich selbst dual; iiberdies sind ihre comple-
mentdren Rdume zu einander dual. Wir konnen die Punkte der Kigur
durch die Symbole 12, 13, etc. die Geraden durch 12 3, 12 4 ete. und
die &, ; durch die Symbole 1234 ... (r - 1) bezeichnen, so dass
z. B. der Raum 34..-(r 4 3) und der Punkt 12 complementir
sind. — Wird der Punkt O als 12 bezeichnet, so kinnen wir die
Ecken der beiden Pyramiden durch die Symbole
13,14, -+, 1(r +2),
23,24, ..., 20r+2)
bezeichnen; die Kanten der Pyramiden sind daher
134,135,...,145,146, u s. w.,
234,235, ---,245,246, --..
Die Schnittpunkte der entsprechenden Kanten

134,234 oder 34,
135,285 , 35
gehoren dem Ranme 345...(r +2) (r 4- 8) an, der 12 entspricht.
Also:
Wenn die Ecken von zwei Fundamentalpyramiden in R, paarweise
in Geraden durch einen Punkt O liegen, so schneiden sich ihre ent-
sprechenden Kanten, Ebenen, . . ., Riwme R,_, in Punkten, Geraden,
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Ebenen ete. e?nes Loavwmes R._;, der dem Perspectivitiiscentrum O cnt-
spricht. — Die vollstindige Figur ist der Schnitt mit ciner Configuration
von v+ 3 Punklen ecines Roumes R,yq. Sic enthilt

D8 A1) D) (s : :
e+ 9 g, .Ltl(L;}})_(Tji) R, (Jj:E?é.(L‘ti) R

Vor jedem R, gehen v + 1 R,, ﬂi}'—l)— R

21 7" %

2 Ri ” r I{n L‘(T;‘]) Rr-1,
Jeder R, enthilt 3 R,,
n By » 6R, 3R, ce

Wir neunen in diesem Falle die beiden Pyramiden perspectivisch.
Im Allgemeinen nenmen wir zwei Figuren perspectivisch, wenn nieht
nur ihre Ecken paarweise in durch einen Punkt gehenden Geraden
liegen, sondern auch wenn ihre Kanten, Ebenen u. s, w. in einem
Raume 7, ; (Collineationsraum) sich schueiden.*)

Mit dieser Methode erhilt man also nicht nur zum Beispiel den
Beweis des Satzes der perspectivischen Dreiecke in der Ebene oder der
perspectivischen Tetraeder in R,, sondern erhilt man auch die vollstin-
dige Figur derselben.

8. Betrachten wir wieder zwei perspectivische Fundamentalpyramiden
in R,, deren perspectivisches Centrum 12 ist. Wir bilden mit 12 und
mit den KEcken von einer der gegebenen Pyramiden z. B. 13,14,
17 +4 2 eine (»r 4 2)-eckige Pyramide, niimlich 12,13,..-,1 (r-2),
und betrachten auch die duale Pyramide 34 ... (r4-3), 245...(r43),--
23---(r+1) (r+3). Wir sehen dann, dass diese beiden Pyramiden
keinen Raum gemein haben, denn alle Symbole der Réume der ersten
enthalten die Zahl 1, wihrend 1 mnicht in den Symbolen der Réume
der zweiten vorkommt, Wir. sehen aber zugleich, dass z. B. die r+2

Ecken der ersten und die "(-57'—2)2 "+ ficken der zweiten zusam-
mengenommen die ﬂjﬁ)m_é(f_j:ﬁ}_ R, der vollstindigen Figur bilden,

Solche Gruppen von zwei dualen Pyramiden giebt es ebensoviele als
Zahlen in den Symbolen der Riiume der Higur, d. h. » 4 3. Also:

Die Figur von zwei  perspectivischen Fundomentalpyramiden in
emmem Rauwme R, zerfillt in v 4 3 Gruppen von gwei dualen Pyramiden
2u je v~ 2 Ecken, respective von r 4 2 R,.y, die keinen Rawm dey
Figuy gemein haben und die zusammengenommen die vollstindige Figur
bilden.

*) Der zweite Theil dieser Definition ist eben in Folge unseres Satzes fiir
zwei Fundamentalpyramiden in R, nicht nothig.
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9. Wir kbnnen auch andere Figuren in R finden, die H}it sich
selbst dual sind. Es muss dann jmmer die Zahl der R, gleich der
%ahl der Riume R, ,, d. h.

NN—1- (N—n+7 _ NN—1)-(N—nt+D

(m — 7 1) n!
Diese Gleichung konnen wir nur befriedigen, indem wir sebzen
N—ndr=n+1 odr N—n+fl=n—r-+42
d. h.
N=2n—yr41.
Soll die Figur in R, des Saizes der sechsten Nummer dual zu sich
selbst sein, so muss N =2n — ¥ 4 1 sen. .
Es ist anch leicht, folgenden Satz zu beweisen: '
Wenn eine solche Figur mit sich selbst dual ist, so erhilt man sie
als Schwitt ciner Configuration i R,y und zugleich als Projection der
dualen Configuration in B.y1.

§ 2.
Specialfille » = 2, 3.
10. Aus dem Satze der Nr. 6. haben wir fix r = 2
g=n, p=N-—-n-+1.

(1) Der einfachste Fall ist ¢ = 3 und p = 2, dann wird N =4,
d. h. man erhiilt in der Ebene ein Vierseit.

2) g=3, p=3, N=05.

Wir erhalten in der Ebene die vollstindige Figur von zwei perspec-
tivischen Dreiecken, d. h. wir erhalten 10 Punkte, die drei zu drei in
10 Geraden liegen. Aus dem Satze (Nr. 8.) geht hervor, dass diese
Figur Hmal in ein Viereck und in ein Viersett zerfillt, die keine
ficke und keine Seite gemein haben und die zusammengenommen die
ganze Figur bilden.®) Man erhiilt diese Figur als Schnitt einer Ebene
mit der vollstindigen Figur eines Fiinfecks in I,.

(3) q=4:> p=37 N==6.

In diesem Falle bekommt man 20 Punkte, die vier zu vier in 15 Ge-
raden liegen, die drei zu drei durch 20 Punkte gehen. Die Figur

*) Ich habe in meiner Abhandlung iiber das Hexagrammum mysticom (Atti
della R. accademin dei Lincei 1877) bewiesen, dass die 60 Pascal’schen Linien
6 solche Figuren bilden, wobei die 10 Punkte Kirkman'sche Punkte sind; ich
habe ebendort bewiesen, dass die Fignr polar reciprok von sich selbst ist im
Bezug auf einen Kegelschnitt x. Das Vicreck und das Vierseit einer beliebigen
der fiinf oben erwihnten Gruppen sind polar und polarreciprok in Bezug auf den
Kegelschnitt =. (Siehe Abschnitt III, § 5.)
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trennt sich in zehn Paaren von Punkten, z. B, 123, 456 ete., wo
123, 456 complementir sind, Diese Figur ist analog der Figur,
welche von den zehn Paaren der Steiner’schen Punkte in dem Hexa-
grammum mysticum gebildet wird.

4) q=4, p=4, N=T,
In diesem Walle haben wir drei Vierecke:
124, 125, 126, 127; 134, 135, 136, 137,
234, 235, 236, 2371,
deren Ecken paarweise in der Geraden:
1234, 1235, 1236, 1237
durch 1 2 3 liegen.
Die Seiten der drei Vierecke smd:
1245, 1246, 1247, 1256, 1257, 1261,
1345, 1346, 1347, 1356, 1357, 13617,
2345, 2346, 2347, 2356, 2357, 2360671,
Die entsprechenden Seiten treffen sich in den Punkten
145, 146, 147, 156, 157, 1671,
245, 246, 247, 256, 257, 261,
345, 346, 347, 306, 3517, 3617,
die drei zu drei in den Geraden:

1456, 1457, 1467, 1567,
2456, 2457, 2467, 2067,
34H6, 3457, 3467, 35617
liegen, welche drei zu drei in den vier Punkten 456, 457, 467, 567
sich schneiden, die in der Geraden 4567 liegen. Die Gerade 4567
entspricht dem Punkte 1 2 3. Die Figur besteht also aus 35 Punkten,
die vier zu vier in 35 Geraden liegen, welche vier zu vier durch die
35 Punkte gehen, —
Fiir die dualen Figuren in der Ebeue muss man haben:
N=2n—1
d. h.
p=n, g=mn.
11. Nehmen wir jetet r == 3.
In diesem Falle hat man:
g=n—1, p=N-—n-+2,
(1) Es sei: '
g=3, p=4 d h n=4, N=256.

Wir bekommen die Figur zweier perspectivischer Tetraeder, d. h. 13,
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14,15,16; 23,24, 25, 26, deren Kcken paarweise in den vier
Geraden 1238, 124,125, 126 durch den Punkt 12 liegen. Nach
dem Satze (Nr. 7.) treffen sich die entsprechenden Kanten und Ebenen
in Punkten und Geraden einer Ebene. Die Figur besteht aus 15
Punkten, die drei zu drei in 20 Geraden liegen und sechs zu sechs in
15 Ebenen, welche drei zu drei darch die 20 Geraden gehen. Durch
jeden Punkt gehen vier Gerade, und in jeder Ebene sind vier solche
enthalten. Einem Punkte 1 2 entspricht die Ebene 345 6. Hierzu
ist zu bemerken:

Da zwei perspectivische Tetracder immer polarreciprok in Bezug
auf eine einzige Fliche zweiten Grades in R, sind (wie wir spiter
Abschnitt I1I, § 5. schen werden), so ist die ganze Figur polarreciprok
von sich selbst in DBezug auf dic Fliche zweiten Grades. Nach dem
Satze (Nv. 8)) zerfalll die Figur in sechs Paure, die je aus cinem
Fiinfeck wnd Fiinfflach bestehen, die polar wnd polavreciprok in Desuy
auf die Fliche aweiten Grades sind,*)

@) g=4,p=5H, d h n=5, N=28,

Man erhilt in diesem Falle 56 Punkte, die vier zu vier in 70
Geraden liegen, die fiunf zu fiinf durch jene Punkte gehen und finf
zu fituf in 56 Ebenen liegen, d. h. man erh#lt eine mit sich selbst
duale Figur. Dem Punkte 123 z. B. entspricht die Ebene 45678,

Wir werden spiiter auf diese Figuren bei den Polarfiguren in Bezug
auf die Flichen zweiten Grades (Abschnitt 111, § 5.) zurtickkommen.

§ 3.
Allgemeine Configurationen.

12. Betrachten wir jetzt » 4 1 beliebige Punkte in einer Ebene
R,, die natiirlich nicht alle in gerader Linie liegen sollen, und pro-
Jiciven wir sie aus einem heliebigen Raume E,_s, der die Ebene  irgend-
wo trifft; so erhalten wir » 4+ 1 von R, ; ausgehende Riume R, o,
die in keinem Raume R, liegen. Wir kinnen daher in den n - 1
Réamen R,_» # -+ 1 Punkte so wihlen, dass sie in keinem
niedrigeren Raume als B, liegen; sie bilden dann eine Fundamental-
pyramide von R, (die in unserem Sinne regulir ist). Das heisst: jede
heliebige Configuration von # -} 1 Punkten der Ebene, die nicht alle
in einer Geraden liegen, ist die Projection von oo vielen Fundamental-
pyramiden des B,. Man verstebt noch besser den dualen Satz. Wenn
nidmlich » 4 1 Gerade in K, gegeben sind, die nicht alle durch einen
Punkt gehen, so kénnen wir durch sie % 4- 1 beliebige Riiume R,

*) Dieser Figur begegnet man auch bei der vollstindigen Klein’schen Figur
von sechs linearen Complexen in Involution, (Siehe meine Abhandlung ,,Sopra
alcune notevoli configurazioni ete* Memoria IT, Nr, 34, Atti della R, Accademia
dei Lincei 1881.)
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ziehen, die eben eine solche Fundamentalpyramide in R, bilden. Es
ist leicht zu sehen, dass derselbe Beweis noch fiir jede Configuration
von # -+ 1 Punkten oder von » - 1 Riumen R, ; in einem Raume
R, gilt, wenn r < » ist. Man sieht auch, dass aus einer Fundamen-
talpyramide in R, nicht nuar alle Arten von Configurationen von n - 1
Punkten oder von % + 1 E,_; in R, durch Projiciren oder Schneiden
erhalten werden, sondern auch alle Configurationen von s Elementen,
wo r < s<n-1ist. Unter den wverschicdenen Arten einer Com-
figuration von m Punkien verstehen wir die versehiedenen Lagen, welche
die m. Punkte in der Configuration annehmen konnen, ohne dass sie
theilweise zusammenfallen, und ohne auf die metrischen Beziehungen
Riicksicht zu nehmen. Also:

Jede Configuration von n + 1 oder weniger als n 4~ 1 Punkten in
einem Rawme B, die wicht gleichzeitiy in einem niedrigeren Rauwme als
R, Uegen, kann als Projection von oo vielen Fundawmentalpyramiden in
R, oder als Schnitt oo wvicler IFundamentalpyramiden eines hoheren
Raumes als B, angesehen werden. dJede solche Configuration Lann in
cben solcher Weise aus unendlich vielen Fundamentalpyramiden beliebiger
hiherer Réume als Projection oder als Schmitt erhalien werden. Umge-
kehrt kann man aus emer Fundamentalpyramide in R, durch Projiciven
(oder Schneiden) alle Arten von Configurationen von n 4 1 oder weniger
als n -+ 1 Punkten (oder Riaumen R,_.) eines wiedrigeren Rawmes R,
erhalten.

Da wir die Theorie des Imaginiren von Staudt als bekanut voraus-
setzen, so sehen wir, dass der Satz auch fiir imaginiire Configarationen
gilt, indem wir, mit Staudt, zwei imaginire Klemente durch eine
elliptische Involution bestimmt denken.”)

Das Studium der Configurationen einer endlichen Anzahl von Punkten
oder Geraden in der Ebene; von Punkten, Ebenen in I, ete. gewinnt mit
diesem Satze an Einfachheit und Anschaulichkeit. Um ein Beispiel der
Wichtigkeit dieses{Satzes zu geben, betrachten wir die wohlbekannte Con-
figuration von sechs Punkten eines Kegelschnittes. Die sechs Punkte be-
stimmen zwei zu zwei 15 Gerade 1), die sich noch in 45 Punkten P
schneiden, welche drei zu drei in 60 Pascal’schen Linien p liegen. Diese
treffen -sich drei zu drei in 20 Steiner’schen Punkten und andrerseits
drei zu drei in 60 Kirkman’schen Punkten. Sie bilden sechs Figuren
7 von zehn Geraden p, die sich drei zu drei in den 10 entsprechen-
den Kirkman’'schen Punkten schneiden und daher sechs Kegel-
schnitte z bestimmen. Ich habe aueh in meiner citirten Arbeit be-
wiesen, dass die 60 Kirkman’schen Punkte nicht die duale Figur
der 60 Pascal’schen Linien bilden, und dass es unendlich viele

) Man kann alle diese Theoreme natiirlich auch sehr leieht analytisch beweisen,

5
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Systeme [Zz] von 60 Punkten Z und 60 Geraden 2 giebt, welche die
analogen Eigenschaften des Pascal’-Kirkman’schen Systems be-
sitzen, die aber nicht durch sechs Fundamentalpunkte eines Kegel-
schnittes bestimmt werden. Die ganze Kigur ist zuniichst durch die
sechs Fundamentalpunkte bestimmt; sie kann aber auch durch die 45
Punkte P oder durch die 60 Kirkman’schen Punkte & oder durch
60 Punkte Z eines Systems [Zz], nicht aber durch die 20 Steiner’-
schen Punkte bestimmt werden. Die sechs Fundamentalpunkte der Ebene
ergeben sich als Projection einer sechseckigen Pyramide in Rg; die 45
Punkte P werden aus einer 4b-etkigen Fundamentalpyramide in R,
mittelst geeigneter Projection in der Ebene ethalten; es giebt also in
R, Figuren von 45 Punkten, die weiter von einem gewissen Punkte
A, projicirt, die Figur der 45 Punkte P in der Ebene ergiebt. Kine
solche Figur ist eben von Cremona mit Hiilfe der Geraden einer Fliche
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte studirt worden.*)

Der Doppelpunkt ist in diesem Falle jener gewisse Punkt 4,, von
welchem man die Projection in der Ebene machen muss, um die Figur
der 45 Punkte P zu erhalten.

Wir kbnnen aber die Figur des Hexagrammum auch aus den 60
Kirkman’schen Punkten bestimmt denken; dann kaun sie als Pro-
jection von einer 60-eckigen Fundamentalpyramide emes Raumes R,
angeseben werden. Hier kbnnen wir wieder bemerken, dass in I,
Figuren von 60 Punkien existiren miissen, die aus einem gewissen
Punkte projicirt die Figur der 60 Kirkman’schen Punkte liefern,
Figuren, unter die auch die von Cremona behandelte gehdrt. Wenn
man aber die Figur des Hexagrammum durch 60 Punkte Z bestimmt
denkt, so muss sie auch aus der Fundamentalpyramide in R, als
Projection erhalten werden.

Andrerseits ist das Hexagrammum durch die 15 Geraden D be-
stimmt; diese konnen als Schnitt der Ebene mit einer 15-eckigen
Pyramide in R, betrachtet werden, so dass in R, Kiguren von 156
Ebenen existiren, die von einer gewissen Ebene geschnitten, die Figur
der 15 Geraden D liefern. Analog mit den 60 Pascal'schen Linien
p oder mit 60 Geraden 2.

Es ist also die Existenz von verschiedenen Figuren in B, bewiesen,
awus welchen durch Projiciren oder Schneiden aus bestimmien Punkien oder
mit bestimmien Ebenen die Figur des Hexagrammum erhalten werden
kann.

Es wiire eine sehr interessante Aufgabe, diese verschiedenen Figuren
in" By in der Weise, die ich angedeutet habe, wirklich zu finden.

*¥) Teoremi stereometrici dai quali si deducono le propieti dell'esagrammo
di Pascal. Atti della R. Accademia dei Lincei 1877.
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Abschnitt IT.
Grundgebilde,

§ 1.
Classification der Grundgebilde — Projectivische Zuordnung.

13. Im Raome I); hat man, wie bekannt, drei Grundgebilde be-
ziiglich von der ersten, zweiten und dritten Stufe, im Ranme 1, da-
gegen hat man, wie man sofort sieht, »n Grundgebilde respective von
der lten, Z2ten, ..., nten Stufe. Das Grundgebilde nter Stufe ist
der Ranm 12, selbst. Die anderen Grundgebilde haben entweder einen
Raom als Zrdger oder als Axe, d. h. entweder liegen sie ,,in einem
Raume* oder sie gehen durch ,einen Raum®. Es ist klar, dass zwei
duale Riume, wie z. B. R, und B, _,, Triiger und Axe von zwei
dualen Gebilden derselben Stufe sind, weil den Punkten von B,,, oder
den Riumen B, ; durch B, die Riume R,_, durch B, ., oder die
Punkte desselben entsprechen.

Wir nennen zwei Grundgebilde derselben Stufe, welche beide einen
Triger oder eine Axe besitzen, gleichartig, wenn sie von demselben
Elemente erzeugt werden, ungleichartig, wenn sie durch duale Elemente
erzeugt sind. Wenn das eine der Grundrrebilde einen Triiger S, und
das andere eine Axe S,_,_; hat, so nenne ich sie rrlelchartlg, wennu
das zweite den Triger des ersten in einem zu diesem gleichartigen
Gebilde schneidet. Analog fiir ungleichartige Gebilde.

Wenn zwei gleichartige Gebilde derselben Stufe, das eine aber in
einem Triiger, das andere um eine Axe, gegeben sind, und die Elemente
des zweiten durch die Elemente des ersten hmdurclwehen $0 sagen
wir, dass die Gebilde perspectivisch liegen.

14. Ehe wir zu der allgemeinen Definition der Projectivitit der
Grundgebilde iibergehen, wollen wir folgenden Satz vorausschicken.

Wenn zwei Gruppen von n- 1 beliebigen Punkten 4,0, 4,9, ..., 4,01,
AyW, A)®, L, Ay D in gwer Riwmen X,y 2,1, ohne in wicdrigeren
Riumen zu liegen, enthalten sind, so kann man sic durch successives
Projiciren wnd Schneiden aus w1 1 Punliten A, .. S ALED eines dritten
Rowmes =1 erhalten und somit ineinander dberfithren.

In der That, projiciren wir von A" A, respective die Punkte
Ay, A2, Ao+, AJ O, A/ A0+ in gwei Riume R,y durch
einen Punkt A der Geraden A, M AV, der nicht in einen dieser
Punkte fallt; so bekommen wir in diesen Riumen R, B,—i zwei
Gruppen von »n Pankten 4%, 4, ..., 45+Y; AL, A7+, Wir pro-

jiciren jetzt von A 152}: A8 respective die Punkte A(1 ) , A,
12
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A @, A ’ (n+1) auf zwei neue Riume B , ', die durch A“) und

dmch einen Punkt AL von A‘g)’A o u‘ehen, aber so dass dle Pro-

jectionen A, .. A<‘2’;+> A(’z){:‘), cony A in zwei Réumen R, ,

liegen, die sich in einem Raume R, ; schneiden, wihrend im Allge-
meinen zwei Rimme E, o in B, in einem K, 4 sich schoeiden. Zu
diesem Zwecke bemerken wir, dass die zwei Riume I,_,, die dureh
die 5 Punkte A(U@’ A,y A und AP, AP, A{UUH-I) be-
stimmt sind, in einem (n - 2) dlmensxonalen Raum X,_5 sich schneiden.
Wir legen durch A(U und X, o einen (# — l)-dimensionalen Raum

X.—1, der die Gerade Am AZ® in dem Punkte 4 Q) schneidet. Die

®) @)
Gerade AP 4@ suhneldet den Raum X,_, in einem Punkte X, da
AP AP in X, liegt. Wir legen daber durch X, zwei Réume
R, s, die respective in den beiden Réumen A,/® A® . . . 4 b+

A® A7® A4 liegen, so dass sie sich in einem Raume

R, 5 von X, 5 schneiden. Verbinden wir dapn A(%’ A(j]) mit

diesen beiden Riumen R, , durch zwei Rdume K4 , R’ & (was mag-

lich ist, da die Gerade A “] Al(j’ die beiden Rdume R, s in X schneidet),

so sind diese die zwei gewunschten Raume.
Jetzt projiciren wir wieder von 4, ® A4,® respective die Punkte

Ay AGHY AP, ALY auf zwel neue Rinme BR®, RO,
die durch A4 AF uud einen Punkt A der Geraden A2 ® 4,
gehen, so dass die Projectionen AEDs oy Ayt AU A Y

in zwei Riumen R, ; liegen, die sich in einem (» — 4)-dimensionalen
Raume R, , schneiden. Wir kdunen diese zwei Riume BE® R e
in der analogen Weise, wie wir vorher R(, R’ bestimmt haben,
bestimmen.

Wenn man so fortfibrt, so erhilt man endlich zwei Riume
BiD Ri-n die durch # — 1 feste Punkte gehen, d. h. durch

AW AD A<" ;) nnd respective durch A, AlDs A7) A e

(1) (2J"‘ —1)? -1y ? (n 1!

gehen, so dass dle (xexaden A B4y A, ( 2y 4, ("+‘) in einem Punkte

S, sich schneiden, — Ptochlrt man endlich Von S aus auf einen Raum
L™, der durch die (n — 1) festen Punkte 450, 48 A=) geht,

ay? @y

80 erha,lt man in der That die n verlangten Punkte A%), A((;)), v

o A AfED, aus welchen riickwiirts dureh Projiciren und Schnei-

den die gegebenen Gruppen von - 1 Punkten erhalten werden
kdnnen.*)

*) Fiir zwei Gruppen von vier behe'bwen Punkfen zweier Ebenen in R, ist
dieser Satz von Grassmann Bd. 49, Crelle bewiesen worden. Der Beweis aber
fiir diesen Fall ist viel einfacher als im allgemeinen Falle,
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15. Wir werden dic Definition von MGbius diber collineare und
reciproke Gelbilde des Raumes Ry auch fir die Gebilde im Rauwme R,
gebrauchen. Zaver m-dimensionale Riwme S,, und Sy, heissen also collinear
oder reciprok verwandt, wenn einem DPunkte R, von S, ein Punkt R,
oder cin Rawm By von S, entspricht, so dass, wenn der Punkt R,
cin Gebilde p' Stufe in S, beschreibt, das entsprechende Element das
entsprechende Gebilde p™ Stufe von S, beschreibt, — Es ist dann ohne
Weiteres klar, dass 4 harmonischen Elementen cines Gebildes 1t Stufe
vou S, 4 harmonische Elemente des entsprechenden Gebildes von
S, entsprechen. Man kann auch leicht beweisen, dass, weun zwei’
collineare Réume S, 5, in einem Raume R, 4, liegen und alle Punkie
ihres Schnittraumes S,_.1, oder auch, wenn sie ineinander liegen, alle
Poukte eines beliebigen in ilnen euthaltenen Raumes §,_, ent
sprechend gemein haben, so liegen alle entsprechenden Puunkte von
S, und S, in Geraden durch einen Puukt S, so dass also die 2 Gebilde
S, und S, perspectivisch liegen; S, ist dann das perspectivische Centrum
und Sn—i der Collincationsraum eciner m- dimensionalen Lerspectivitit.

Man kann auch folgenden Satz beweisen. Zwei Riume S, S,
kénnen auf einander reciprok bezogen werden, indem man zwel Ge-
hilden (m — 1) Stufe R® R@ von S, azwei Gebilde (m — 1)ter
Stufe R’ 1) R# von S, entsprechen lisst, so dass den B, .-+ Roys
durch die Gerade R,® R,® die Riwme R, _s- .- [}, des Schnittraumes
Ro—s von R'® R'® entsprechen. Daraus folgt, dass zwei Riume
8. S, darch m - 2 allgemein gelegene Paare von entsprechenden Kle-
menten I3,®, - .., Ryt R, ... R0+ reciprok auf einander
bezogen werden kbnnen.

Wir sagen ferner, dass zwei Gebilde mte Stufe nm 2 Axen
Su—m—1, Sn—m_y in R, collinear oder reciprok auf einander bezogen
sind, wenn sie von einem R, in zwel collinearen oder reciproken Ge-
bilden S, S, geschnitten werdeu; sie werden daher durch m 4- 2
Pauare entsprechender Elemente collinear oder reciprok auf einander
bezoger. Nur im Falle, dass I, eine Gerade 1st, wenn also die Ge-
bilde Sn-pts Sn—m—s erster Stufe sind, tritt eine Besouderheit ein.
Da ein Punkt der Gerade als duales Element in der Gerude den Punkt
selbst hat, so sehen wir, dass gwei projectivische Gebilde 1 Stufe in
R, gleichzeitig collinear wnd reciprok sind. Dies gilt nur fir Gebilde
1 Stufe. 7. B. zwei projectische Ebenenbiischel in R, kbonnen sowohl
als collineare, wie auch als reciproke Gebilde 1t Stufe betrachtet werden.

Aus dem Vorhergehenden folgt: Wenn zwei collineare Gebilde
S, und S, 3 Puukte eines geraden Gebildes, 4 Puukte eines ebenen
Gebildes u. s. w. entsprechend gemein haben, so haben sie das ganze
Gebilde entsprechend gemein.
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Wenn wir anstatt S, ein @Gebilde S, _,..1 betrachten, das zn
S,, collinear ist, so gilt der analoge Saiz. Wenn z B. 4 Riume
Sy von Syt durch 4 entsprechende Punkte eines Ebenengebildes
von S, gehen, so liegen alle Punkte des Gebildes in ihren ent-
sprechenden Riumen Su_w Das gilt aber nichit mehr, wenn das Ge-
bilde Sp—m—y reciprok zu S, ist, es gili dann nur, wenn S,_.; ein
Gebilde 1% Stufe ist, da dann die zwei Gebilde auch als collinear be-
trachtet werden konnen. Ieh mache auf diesen Umstand aufmerksam,
denn es scheint mir, dass derselbe auch in Lehrbiichern der projecti-
vischen Geometrie nicht geniigend beachtet ist.®)

16. Zwei collineare Riume B, | in £, sind durch » 4 1 Paare
von Punkten bestimmt. Wir haben also nach dem Satze der Nr. 13.:
Zwer collineare Gebilde (n — 1Y Stufe SO, 8@ in B, lassen sich
durch fortgesctztes Projiciven und Schneiden mittelst dev Llemente eines
dritten Gebildes (n — 1) Stufe S in einander diberfiihren.

Das gilt durchaus nicht fiir reciproke Gebilde, denn aus Proji-
ciren und Schneiden kann man nur collineare Gebilde derselben Stufe
erhalten. Es gilt wieder nur fiir reciproke Gebilde 1'r Stufe, da sie
auch als collinear angesehen werden kénnen, #*)

§ 2.
In einander liegende collineare Réume,

17. Zwel collineare Riume X,Z%, in R, konnen nur n -1
Punkte gemein haben, da sie darch % 4 2 beliebige Paare ent-
sprechender Punkte bestimmt sind.***) Denken wir uns, es seien
A0, vy A+ die w4 1 gemeinsam entsprechenden Punkte von
Zn, 2y und betrachten wir den Raum A% , der durch die Punkte

¥) Reye in der 2. Abtheilung seiner Geometrie der Lage p. 20 sagt: ,,Wenn
zwel collineare oder reciproke raumliche Systeme (im Rawme Ry) drei Elemente
eines einfsrmigen Grundgebildes oder auch vier gleichartige Elemente eines
Grundgebildes der aweiten Stufe entsprechend gemein haben, so haben sie jedes
EBlement dieses Grundgebildes entsprechend gemein, was unserer obigen Bemerkung
widerspricht.

**) Man kann diesen Satz als Definition der projectivischen Gebilde 1ier Stufe
annehmen (wie z. B. in der projectivischen Geometrie von Cremona geschicht),
nichb aber fiir projectivische Gebilde 2tr oder 3ter Stufe, denn sie schliesst dann
die reciproken Gebilde aus ond tberdies muss man, wenn man in einem Lehr-
buche der projectivischen Geometrie diese Definition fiir die collinesren Gebilde
8ter Btufe gebrauchen will, den Raum von 4 Dimensionen heranziehen,

***) Analytisch sieht man in der That, dass zwei collineare Riume z,z’
m K, tmmer % 4 t Punkte entsprechend gemein haben, die theilweise oder alle

imagindr sein kinnen. Der letzte Fall kann nur eintreten, wenn % gerade ist.
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ji?l()l) , I-n;r-,d;ggi:?’)uﬁii’zml;ng wird. jn(ln ﬁ}lgemeinen haben 2,,-, 2, mit
o, oy ey 4y entsprechend gemein; haben
sie noch einen anderen Punkt in diesem Raume entsprechend gemein
so werden sie alle Punkie von A® gemein haben, und dah:r aucli
das Gebilde (n — 1) Stufe um 4,M. Alle entsprechenden Punkte
P, P, liegen daher in Geraden durch 4V, wahrend die entsprechenden
Riume P, P,y ete. in Riume P,y von AWM  sich schueiden, d. h.
die Gebilde 2, X, liegen perspectivisch. Man sieht anch leicht, dass
A P, Py und der Schnittpunkt dieser Geraden mit A®
stantes Doppelverhiltniss bilden, die als Charalteristil der n-dimen-
sionalen Perspectivitiit bezeichnet werden kann, Ist die Charakteristik
== —1, so erhiilt man eine involutorische Perspeetivitiit oder Involution.

Wir wollen uns die » 4 1 Punkte 4,9, ... 4, In zwei
Riiume, bez. von einer und vou (n—2) Dimensionen, vertheilt denken, die
wirmit den Symbolen 4,12 und A2, bezeichuen. Haben diebeiden Gebrlde

X, 2, mit dem Raume AU?, und mit der Geraden 4, mehr als n—1

e con-

respective 2 Punkte gemein, so haben sie die ganzen Gebilde A{*, und

A, entsprechend gemein. Jlrgend zwei entsprechende Punkte P, P/
liegen in einer Geraden, die 4,09 und A", schneidet. Dabei ist das
Doppelverhiltniss Py Py 4,09 A0, fiir zwei beliebige entsprechende
Punkte constant; dasselbe kann als Charakleristil dicser Collincation
2t Species bezeichnet werden. Wenn die Charakteristik — 1 ist, so
haben wir eine snwolutorische Collineation 2t Specics.

Wenn wir so fortfahren, so habeu wit den Satz: Wenn n=2r-—1
(oder m = 2r) ist, so gicht es in R, r Collincationen beztighich von
der Vo, Qe . .. yten Species, indem respective alle Punkte zweier dualen
Riume, d. h. A, An-1; 4, Aus; -5 Aoy A,y (oder A, 1, 4,) den
beiden collinearen Riumen 2,3, gemein sind. Die Gerade zwerer ent-
sprechenden Punkte Py Py trifft die beiden Grundriume 2. B.oin 8,12,
wnd die vier Punkie Py Py S, Ry bilden ein constantes Doppelverhiliniss,
die Charakteristik; der Collineation.

Ist die Charakteristik — 1, so ist die Collincation inrolutorisch.
Ist sie gleich emer m¥ primitiven Einheitswurzel, so ist dic Collineation
cine cyklische der Ordnung m™*).

18. Es ist bekannt, dass im Raume R, das Doppelverhiliniss
der 4 Schnittpunkte einer Geraden mit den Seitenfliichen eines Tetraeders

* Die verschiedenen Fille, die fiir zwei in cinander liegende collineare Ge-
bilde vorkommen kénuen, konnen erschopfend mit Hiilfe der sogenannten Blemen-
tartheiler von Weierstrass behandelt werden (Weierstrass, Monatsber. der
Berliner Akad, 1858, 1808); die Deispiele des Textes geben nur die wich-

tigsten Falle,
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gleich ist dem Doppelverhiltnisse der 4 Ebenen, die durch die Gerade
und die Ecken des Tetraeders gehen. Kin analoger Satz findet in
jedem Raume Rsy .y statt. Man hat nimlich:

Jeder Raum R, schneidet eine (2m -+ 2)- eckige Pyramide in R,
in emer Configuration, die reciprok der Configuration ist, welche durch
die Projection derselben LPyramide aus R, cntsteht.™)

Abschnitt IIT,

(n — 1)-dimensionale Flichen 2\ Grades: F?2 .

§ 1.

Erzeugung einer I'2  durch zwei ineinander liegende reciproks
Gebilde nter Stufe,

19. Es seien zwel reciproke Gebilde nier Stufe X,, 3, in R, ge-
geben, so beweist man leicht, dass alle Punkte (P, Q,), die in ihven
entsprechenden Riumen P, oder ¢, ;.liegen, eine (» — 1).dimen-
sionale Fliche F? , erfiillen, welche Polfliiche der 2 reciproken Gebilde
genannt werden kann. Die Rdume P,_; oder ,_; umhiillen dann
eine andere (n — 1)-dimensionale Fliche 2% Classe, die als Polas-
fléiche hezeichnet werden mag.

Wenn die reciproken Gebilde eine Involution oder ein sogenanntes
Polarsystem bilden, d. h. wenn jedem Pankte P,in R, derselbe Raum
Pnoyin X, wie in %, entspricht, so hat man in jeder Geraden g,
eine Involution, anstatt zweier allgemeinen projectivischen Reihen,
wie im allgemeinen Falle; und die Doppelpunkte derselben gehiren
der Polffiiche an. Zieht man aus einem Punkte P, alle miglichen
Geraden, so schneiden dieselben die Polfliche in zwei Punkten und
der vierte harmonische Punkt P, von P, in Bezug auf dieselben er-
filllt den Raum P,_;, den wir als Polarraum des Punktes P, in Bezug
auf die Polfliiche bezeichnen konnen. Die Beriihrungspunkte der von
Py an die Polfliche gehenden Tangenten liegen natiirlich auch in
dem Polarraume P,_(, und da dieser Raum die Polfliche in einer
(n — 2)-dimensiovalen Fliche F2  schueidet, so sehen wir , dass alle

Tangenten durch P, an die Fliche einen (n ~— 1)-dimensionalen
By -Kegel 2% Ordnung bilden. Die Begriffe Polfiiche und Polarfliche

¥) Man kann diesen Satz beweisen, indem man eine Reciprocitit bestimmt,

bei welcher den Ecken der Pyramide die gegentiberliegenden Réume Ry, ent-

gprechen, und so, dass den Punkten von R, die durch R, hindurchgehenden
2m-dimensionalen Riume eindeutig entsprechen.
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fallen daher zusammen, d. h. eine (n — 1)-dimensionale Fliche 2o Ord-
nung st auch der zweiten Classe. Man sieht auch leicht: in Raum
R, schneidet die (n — 1)-dimensionale Fliche 2 Grades F LA )
einer Fliiche B2, m welchem die F2_ von dem entsprechenden (n—1)-
dimensionalen In_p_1- Kegel 247 Ordnung des Polarraumes Ry von
R, beriihwt wird. Man beweist ebenfalls, dass jeder Tangential-
raum In_y der I'liiche T2~ dieselbe in cinem (n — 2)-Kegel 2 Ord-
nung schneidet, dessen Scheitel der Derihrungspunkt ist. Alle Epr-
zougenden des Kegels gehbren dev Iliche I'2_ selbst.*®)

Man muss natiirlich beweisen, dass wirklich 2 reciproke Gebilde
2, %, ein Polarsystem bilden konnen. Es ist aber leicht zu sehen, dass
ein Polarsystem durch n 4 1 Kcken einer Fundamentalpyramide in
R, AW, -+, A und deren Riume AD , ... AGHD wo z B,
AW == 4@, e At ist, und noch dureh ein  beliebiges Paar
entsprechender Elemente P, und P,.; bestimmt wird.

20, Fine Pyramide, wie sie soeben betrachtet wurde, nennen
wir in Bezug auf die, Kernfliche 2'» Grades 2'2_ des Polarsystems
conjugirt.

Wenn man einen Punkt P, und seinen Polarraum P, in Bezug
auf F2_ betrachtet, so schneidet F,, die F'2 | in einer I'2_,; jede
n-eckige conjugirte Pyramide von I'2 , giebt mit P, verbunden eine
conjugirte Pyramide im Bezug aof I7®_ . Wir haben daher in P,
n Kanten der Pyramide, die ein Entupel conjugirter Geraden in Beasug
auf die 2 _ bilden, indem wir als Conjugirte einer gegebenen Geraden
g, diejenigen bezeichnen, die den Polarraum &,_: von g, schneiden.

Wir haben also um P, so viele Entupeln conjugirter Geraden,
als es n-eckige conjugirte Pyramiden in Bezug auf die #2_, giebt.

Wenn insbesondere P, der Pol des unendlichen fernen Raumes
P,y ist, so wird er das Centrum der Fliche sein, und die Entupeln
conjugirter Geraden um P, nennen wir dann Enfupeln conjugirier
Durchmesser der F?_. Binem Durchmesser g, der Fliche entspricht
ein Raum @,_,, der ganz im Unendlichen liegt.

Man sieht auch, dass zwei parallele Riiume I, die I':_ in 1hn-
lichen (m — 1)-dimensionalen Flichen 2t Grades schneiden.

* Ich halte diesc Erzeugung als Definition dor Fliche 2t Grades fiir bessor
als die durch 2 reciproke Gebilde (n — 1)ter Stufe 8,0, 8, Jenn so ziehen wir
anch die imaginiven F'Z_, heran, Wir werden aber spiter auch die Erzeugung

der Fi_l durch 2 beliebige reciproke Gebilde mter Stufe, wo m < nist, kennen lernen.
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§ 2.
Die (n — 1)-dimensionale Kugel und die Definition der Perpendicularitit,

21, Wenn alle Durchmesser einer 2 | einander gleich sind #),

so nennt man die F?_| eine (n — 1)-dimensionale Kugel und das zu-
gehbrige Polarsystem kann als ein n-dimensionales sphiivisches Polar-
system bezeichnet werden. Die (n — 1)-dimensionale Kugel bestimmt
im Unendlichen ein {(# — 1)-dimensionales sphirisches Polarsystem,
das eine imaginire (n -- 2)-dimensionale Fliiche 2\ Grades bestimmt,
die wir als die unendlich ferne imagindre Kugel J?_, benennen wollen,

So sieht man, dass jeder Raum R, durch das Centrum, und daher
auch jeder Raum R, der zu diesem parallel ist, die (% — 1)-dimen-
sionale Kugel in einer (m — 1)-dimensionalen Kugel schneidet, deren
Polarsystem durch das Polarsystem der ersten mithestimmt ist.

Jetzt geben wir folgende Definition der Perpendicularitit der
Riume:

Wenn ewei Riume R., wnd R, in keinem wmedrigeren Raume als
R, gegeben sind, so bestimmen sie im Unendlichen des R, zwel Riume
Ry, L1, die in Bezug auf dic imagindre Kugel J* , des R, zwei
Polarviiume B_p_1, Ry_py haden. Die swei Riume R, und I8, sind
au etmander senkvecht, wenn der Raum B, ., in dem Rawme K,_,
enthalten ist oder durch thn geht. Wenn dagegen R, und B, in einem
niedrigeren Raume By als I, gegeben sind, so gilt die entsprechende Defi-
nition fir R,, indem man das unendlich ferne sphivische Polarsystem
von I, betrachict.

Wenn man ein Entupel conjugirter Durchmesser der (n — 1)-
dimensionalen Kugel betrachtet, so sieht man aus der vorigen Defi-
nition, dass sie zu einander senkrecht sind, und dass jeder Raum R,,
der durch m conjugirte Durchmesser cines Entupels der Kugel geht,
und jeder Rawm R, der durch eine belicbige Anzahl der dbrigen
n — m Durchmesser bestimmt wird, su cinander senkrecht sind.**)

*) Ich nehme die Definition der Linge der gewdhnlichen Geometrie in der
Ebene oder in &, an.

**) Bewmerkung., Wir kinnen mit Hilfe der Perpendicularitit auch die
Umklappung von zwei Riumeun R, ,, R, ,in B, ausfiihren, Es gentigh, vou
einem Purkte Py von R, ,, die senkrechte Ebene P, zu dem Schaittraume
K, ovon B, R & zu ziehen, die RB,_, in einem Punkte R, trifft. Wenn
wir das fir alle Punkte des R, _, machen, und wir lassen diese Punkte in den
entsprechenden senkrechten Ebenen P, in einem Kreise mit dem Radius R, Py
sich gleichformig bewegen, so sagen wir, dass der Raum R/ , um R, _, sich
dreht. Schliesslich, wenn einer der Punkte P’ des R, _,in B, __, fillt, soist der ganze
Raom B , in B, , umgeklappt.
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§ 3.

Biischel von (n — 1)-dimensionalen Fldchen 172 ,

I mit einer Kugel K2

speciell von einer

22. Bs ist leicht zu beweisen, dass im Allgemeinen zwei Polar-
systeme des Ii, eine conjugirte Pyramide gemein haben. Die beiden
F? | der beiden Polarsysteme konnen verschiedene Lagen gegen ihre
conjugirte Pyramide hahen. Wir betrachten nur die allgemeinen Iille*)
und haben:

Wenn die (n — 1)-dimensionaden Flichen zweiten Grades zircier
Polarsysteme zwei reciproke Réwme A2 o ALl vt qfpey con-
jugirten Pyramide in densclben (m—1) und (n — m— 2)-dimensionalen
Pliichen zweiten Grades schneiden, so haben sie auch die (n — 1)-dimen-
sionalen  Derithrumgskegel, deren Scheitelrdume A2, Abndl, o)
sind, gemein. Sie haben noch wmendlich vicle conjugirte Pyramiden
gemein, deren  Iicken respective in den  Dbeiden DLidumen A2,
Attt epthalten sind.

n~MmM—

Im allgemeinen Falle schneiden sich die beiden Flichen zweiten
Grades in eincr (n — 2)-dimensionalen Fliche vierter Ordnung. In
dem durch zwei Fliichen bestimmten Bischel giebt es (n - 1) R-Kegel
von #-—1 Dimensionen, deren Scheitel in den Ecken der conjugirten
Pyramide liegen und deren Erzeugenden die I’ , in zwei Punkten
schneiden.

Wenn in zwei Réwmen R,y el (v — 2)-dimensionale Iléichen
zweiten Grades liegen, dic eine (n — 3)-dimensionale Fliche i dem
Schuittrawme R,_q der gegebenen Riume I,_, gemein habon, so
geht durch sic ein Diischel von (n — 1)-dimensionalen Flichen zweiten
Grades. %)

#) Nach dem Bezout’schen Theoreme weiss man, dass zwel (n—1)-dimen-
sionale Flichen F* F,n“i'l gich in einer (1 — 2)- dimension:ﬂcn Fli'whc F,:’”’z‘

n—11
. . (2)
schneiden. Mun findet auch, dass, wenn s Ildchen F’” i F”‘

F” i) gegcben
sind und dic beiden ersten einem Rawme R,_,, dw dret crstcn ¢inem Raume
R,_,, . s. w. angehiren, so schneiden sie sich in ciner Fliche von: 3dy+ Zat
— sn Dimensionen wund von der Ordnung m® . m@ . m® . .0, wo einige d
versclavinden konnen und wo i=1,2, ... s und k=0, 1,...s — 3 zu nchmen ist.

#*) Bemerkunyg, Dic Zahl der Punkte, dic eine i ]i bestimmen, ist

Ay m+42) - (mtn)
nl - H(m)*

Fiir die Flichen zweiten Grades ist

G (1) (n4-2) __1.__7_@“":3)
1 9
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23. Wir betrachten jetzt eine 77 2, und eine mit ihr concentrische
Kugel K? . Da ihre uneudlich fernen Polarsysteme eine n~eckige
conjugirte Pyramide gemein haben, so selen wir, dass die F'? | im
Allgemeinen ein Entupel, aber nur ein Entupel senkrechier conjugivter
Durchmesser besitat. Diese Duvchinesser nennen wir die Axen der I'?_
und die Rdume, die durch sie gehen, Houptréume der Fliche.

Die I und die Axen derselben kinnen aus cincm Iintupel con-

Jugirter Durchmesser, die tn Grisse und Richtung dwrch das Cenlrum
Cy der Fliche gegelen sind, construirt werden.

Denn es gentigt, zu jedem Raume R,_; durch das Centrom C; der
Fliche den conjugirten Durchmesser R, und die senkrechte Gerade
N, zu ziehen, dann bilden R, und N, um C, zwei Gebilde (n— 1)t
Stufe, welche w ,Straklen gemein haben, die eben die Azen sind. Wie
man leicht sieht, ist die Beziehung dieser zwei Gebilde um C, mit
Hiilfe des gegebenen Entupels von conjugirten Durchmessern in der
That bestimmbar.

24. Die unendlich fern¢ PFliche F3 und J2 , der F2 und der
K? | haben eine Fliche It _ gemein. Jede im Unendlichen gelegene
Gerade, die diese Fliche zweimal schneidet, ist die unendlich ferne
Gerade von oo*~? Ebenen des It,, welche /2 in Kreisen schneiden.
Da die It , von den n-Ecken der conjugirten Pyramide von F2
und J? , durch Geraden projicirt wird, die sie zweimal schneiden, so
sehen wir, dass alle Ebenen, die durch jede Azc einer allgemeinen
(n — 1)- dimensionalen Lliche I | gchen und diese in cinem Kreise
schneiden, einen (n — 1)-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung wm-
hiillen.

Die im Unendlichen gelegene F'*_, kann im Besonderen zerfallen,
und zus den verschiedenen Fillen, die entstehen konnen, erhilt man
(# — 1)-dimensionale Flichen zweiten Grades, deren metrische Figen-
schaften verschieden sind.

25. Wir betrachten als Beispiel dic F,* in R,.

Sie schneidet den unendlich fernen Raum in einer F,?, welche
die imaginire Kugel J,? in einer Curve (4 trifft. Im Allgemeinen
olso giebt es keinen Rawm R, des 1, der die I'? in ciner Kugel
schneidet.

Die C* kann aber auch in zwei Kreise zerfallen. Dann giebt es
nur zwei Kegel zweiter Ordnung, dic beide Kreise enthalten; ihre
d. h. gleich der Anzahl der Punkte, die eine Curve wnter Ordoung in der Ebene
bestimmen. Allgemein findet man so auch

G =lrthef mtfm

(m} ml
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Scheitel M, M, liegen in der conjugirten Geraden der Schnittlinie der
Ebenen der beiden Kreise im Bezug auf J,? oder F,2% — In diesem
Falle beriihren zwei Axen der F? die Fliche selbst im Unendlichen,
withrend die beiden andern Axen durch M, M, gehen.

Iis gicht also eine I\ in Ry, dic vier Azen a,) a,® a,®q,@ hat,
von denen zwei o, a® dic Fliche im Unendlichen beriihren. s gicht
zwes Richtungen von Réwmen Iy, welche die F,* in Kugeln schunciden.
Die beiden Ilimme By, welche durch dus Centrum der 19! und parallel
2w den genannten Richtungen verlaufen, bilden wmit den beiden Haupi-
rimmen I, die als ¢,V a,@a,®, a0 a®q 2u bezczdmm sind, eine
harmonische Gruppe.

Die F,* und die J,* kdunen sich auch lings eines Kreises be-
rithren; sie haben dann unendlich viele Polartetraeder gemein. In
diesem Falle ist die Fy2 eine Rotationsfliiche zweiten Grades um cine
Aze ay: um die Axe, die den Mittelpunkt von I®> mit dem Scheitel
des gemeinsamen Beriihrungskegels von F,? und J,? verbindet.*)

Die Fliichen #,* und J,? konnen sich auch in einem windschiefen
Vierseite schneiden. Dann haben sie wieder unendlich viele Polar-
tetraeder gemein, deren Iicken in zwei Geraden It} R” liegen, d. h.:
in den iibrigen Kanten des Tetraeders, das durch das Vierseit bestimmnt
wird. In diesem Falle 4st die I\ cine Rotationsfliche zweiten Grades
in Bezug auf 2wei zu cinander senkrechte Kbenen R, R, deren unendlich
ferne Geraden R, B, sind. Wenn man die Rotation um Ity ausfiihrt,
so0 beschreibt jeder Punkt einen Kreis, dessen Ebene durch 10, geht, und
umgekehrt.

Die F,? und J,? kbnnen sich auch in einer Geraden und in einer
C3 schneiden, was wir nicht niher unternehmen.

§ 4.

Anzahl der linearen Réume, die in einer (» — 1)-dimensionalen F'2 |
enthalten sind. Erzeuguug derselben durch reciproke Gebilde,

26. Wir wollen jetzt die Anzahl der Riume bestimmen, die in einer
(n— 1)-dimensionalen Fliche zweiten Grades liegen kimnen. Zu diesem

*) Die Bewegung um eine Axe oy oder um eine Ebene M, in &, kann mit
Hiilfe der Perpendiculantit ausgefiihrt werden, Wir ziehen durch einen Punkt
P, den senkrechten Raum Ry zu a4, der @, in einem Punkte P) trifft. In der
Bewegung nm @, wird Py eine 2-dimensionale Kugel mit dem Centrum P, be-
schreiben, die in R, enthalten ist — oder wenn es sich um die Rotation um
eine Ebene B handelt, so beschreibt der Punkt P, einen Kreis, dessen Centrum
Py in E, liegt und swar in dem Schnittpunkte der senkrechten Ebene, die man
von P, zu K, ziehen kann und die mit E, nicht in dem Raume P, JE, liegt; und
dessen Ebeuc die senkrechte Ebene selbst ist. —
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Zwecke brauchen wir die stercographische Projection, d. h. wir projiciren
die F'2 | aus einem ihrer Punkte P, in denjenigen Tangentialraum
Sn_1, der zu dem Tangentialraume in Py parallel ist.*)

Betrachten wir zuerst eine F,? in I, und projiciren wir sie von
einem ihrer Punkte P, auf den Tangentialraum S, der zu dem Tan-
gentialranme P, in P, parallel ist. .S, und P, schneiden sich in ciner
unendlich fernen Ebene, welche die F,? in einem Kegelschnitte K2
trifft. Verbinden wir die Punkte dieses Kegelschnittes mit P, so be-
kommen wir einen 2-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung, dessen
Erzeugenden in der F.? selbst liegen. Dieser Kegelschnitt kann nicht
in zwei Geraden zerfallen, denn sonst wiire die unendlich ferne Ebene
Tangentialebene an die Fliche, was nicht moglich ist. Jede Gerade
g; von F;* wird ans P, in eine Gerade g," von S; projicirt, die
den Kegelschnitt K,* trifft. Denn die Ibene dorch P, und g,
schneidet die F,? in einer andern Geraden, die durch P, geht und
die parallel zu g, ist. Umgekehrt jede Gerade g, in S, die K2 trifft,
ist die Projection einer und nur einer Geraden der F,% die nicht durch
P, geht. Zweien solchen Geraden ¢, die sich in einem endlichen
Punkte A4, von 8, treffen, entsprechen zwei Geraden von 7,2, die sich
in einem Punkte 4, schneiden. Wir sehen also, dass dic Geraden der
L2 eine oo’-fache Mannigfaltigheit bilden.

Wenn drei belicbige Geraden der F,® gegeben sind, die nicht in
einem X, liegen und sich nicht schneiden, so haben sie nur eine
Transyversale, die auch in der Fliche liegh. In der That, der Raum
It,, der durch zwei derselben bestimmt ist, trifft die dritte in einem
Punkte 4;, und wenn wir von diesemy Punkte die Transversale zu den
beiden ersten ziehen, so ist eben diese die gewlinschte Gerade. Man
hat also:

Wenn ein Quadrupel von vier belicbigen geraden Linien einer F,t
derart gegebew ist, dass sich dic Geraden sw zwei und zwer wicht
schneiden wnd auch wicht zu drei und drei in einem Raume R, liegen,
80 bestimmit dasselbe vier Transversalen, die auch in der F,* liegen wnd
die das ew dem ersten complementire Quadrupel bilden. Wenn fiinf be-
lichige Geraden der F* gegeben sind, so kawn man in dieser Weise

belicbige viele andere Geraden der F,2 construiren.
- .

*) In verschiedenen Aufsitzen der Comptes Rendus (siehe z B. t. LXIX
»Sur une nouvelle série de systdmes orthogonaux algébriques), sowie in seinem
Buche: ,,Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques (Paris
1873)“ bhat Darboux die stereographische Projection der an_l in einen
R, | fir melrische Geometrie benntzt; desgleichen Lie in den Gottinger
Nachrichten 187t, 1872, sowie Klein im V. Bande der mathem. Annalen
(Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie), oder Gottinger Nachrichten
1872 (Ueber einen linicngeometrischen Satz).
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Da {eine F;* in R, durch 14 beliebige Punkte bestimmt wird
(siche Bemerkung Nr. 24.), so kann man 12 von diesen Punkten drei
zu drei in vier beliebigen Geraden withlen. Das Quadrupel dieser Ge-
raden hat ein complementires Quadrupel von vier Geraden, die auch
in der Fy* liegen. Somit sind die acht Geraden zweier complementiren
Quadrupel der vollstindige Durchschnitt von drei Flichen Fy2.

27. Wenn wir jetzt eine F,? in R, stereographisch von einem
ithrer Punkte P, in den Tangentialraum S, projiciren, der zu dem
Tangentialraum 2P, in P, parallel ist, so bekommen wir im Unend-
lichen eine F,? (d.h. in dem Schnittraume von S, und P,), die kein
Kegel sein kann. Hieraus schliessen wir, dass die J°\* keinen Raum
R, enthiilt.”)

Weun wir die zwei Systeme von Geraden von F7,? mit F, ver-
binden, so erhalten wir die zwei Systeme von Kbeuen des 3-dimen-
sionalen Kegels P, der zur Fliche F* gehort, Jede Gerade g, von
F? wird in 8§, in eine Gerade g, projicirt, welche die unendlich
ferne Flache F,? schneidet, und umgekehrt. Eine Ebene G, von F?
wird von Py in eine Ebene G, von S, projicirt, die durch eine Gerade
der F,* geht. Umgekehrt, jede Ebene G,” von S, welche die F,? in
einer Geraden schneidet, ist die Projection einer einzigen HKbene G,
von I?, die nicht durch I, geht. Zwei Ebenen ,” von S, die sich
in einem im Endlichen gelegenen Punkte A treffen und iiberdies die
F,? in zwei Geraden desselben Systems schneiden, entsprechen zwei
Ebeven G, der I'% die sich nur in einem Punkte A, schuciden;
dagegen zwei Ebenen G, die sich in einer Geraden schneiden (und
also die F,? in zwei Geraden von verschiedenen Systemen treffen),
entsprechen zwei Kbenen der F,?, die eine Gerade gemein haben. Die
Zabl der Ebenen durch eine Gerade in I3, ist co® und die Zahl der
Geraden von F,? ist 2oc!, daher besitzt die I7? zwei Systeme von
oo Kbenen, *¥)

Wenn wir eine F.? in R, betrachten, so haben wir im Unend-
lichen eine 742 dic oo® Gerade hat, und da die Zahl aller Kbenen
durch eine Gerade Iy, oo’ ist, so hat die I)? oo?? = oo Ebenen.
Ste kann keinen hoheren Raum enthalten.

Das Gesetz ist evident, und wir kdnnen daher sagen:

Im Allgemeinen enthilt die (2m — 1)-dimensionale ¥'liche zsweiten
Grades in 1, ein System von

*) Das Studiam der projectivischen Kigenschaften der F2 in R, ist vach
Klein (Mathem. Annalen V, p. 263) ohne Weitercs fiir Liniengeometrie zu ver-
werthen und also fiir projectivische Geometrie des gewdhnlichen By sehr wichtig.

* ##) Cayley hat diese zwei Systeme von Kbenen der I7? bereits in einer
Note: On the superlines of a Quadric surface in five-dimensional space. Quartely XI1,
1873, betrachtet.
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a0l . opB-4-hm—Dn

Riumen Bo,_1, dagegen die 2m-dimensionale Fliche sweiten Grades in

Ro i 2wer Systeme von
oo . agbdmim—1)

Riiumen R,. Diese Dlichen kimnen keinen hiheren Raum enthalien,
olme in einen Kegel auseuarten. Yiir m = 1 hat die F,? nur 200! R
wie bekannt.

Man sieht auch aus dem Vorhergehenden, dass ein I?;-Kegel
zweiter Ordnung in ¢, und von drei Dimensionen zwei Systeme von
Ebenen, ein 4-dimensionaler I -Kegel zweiter Ordnung in R, nur
Ebenen und zwar oo® hesitzt u, s. w.

Im Allgemeinen hat ein (2m — 2)-dimensionaler R,-Keyel zeweiter
Ordnung wm Raume Rg,_y oder ein (2m — 1)-dimensionaler R Kegel
sweiter Ordwung in Ilg,, nur Rduwme R, andernfalls artet er aus.

28. Wir wollen tiber die Erzeugung der F2 , durch reciproke
Gebilde nur die Sétze mittheilen.

Betrachten wir zwei projectivische Biischel von Riumen R, ; um
Sw,, 8@,. ‘Diese konnen sowohl als reciproke wie auch als collineare
Gebilde angesehen werden, Wir haben:

Zwer collineare (oder reciproke) Gebilde erster Stufe, deren Azen
awei Raume SW,, 8, sind, erzeugen einen (n — 1)-dimensonalen Kegel
zweiter Ordnung, dessen Scheitel ein Rawm S,_y ist.

Wenn wir zwel beliebige reciproke Gebilde nehmen, deren Axen
S, 8 sich nirgendwo schneiden, so haben wir folgenden Satz:

Die (n — 1)-dimensionale Iliche zweiten Grades in R, wird durch
zwer beliebige reciproke Gebilde erzeugt, deren Azen S, 8® sich
nirgendwo schneiden und iibrigens gamz belicbig in der Fliche liegen

(p < ﬁ—2~1- oder {g — 1)-
Wenn cine cinzige Gerade der I'ldche veell ist, so sind alle Rdume
R, R,... I{@? oder K, ..., Rﬁ_l der Fliche reell.
2 2
Wenn die zwei Axen S, 8B i eimem RBowme S, sich schneiden,
so erzeugen die beiden reciproken Gebilde cinen (n — 1)-dimensionalen
S,-Kegel zweiter Ordnung. —

§ 5.
Polarfiguren in Bezug auf eine (» — 1)-dimensionale ¥2 .
%9. Beltrachten wir eine (n 4 1)-eckige Fundamentalpyramidg in

E,. Wir konnen die Ecken und die gegeniiberliegenden Riume R, 1
als entsprechende Elemente eines Polarsystems ansehen. Es giebt dann
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oot reelle Polarsysteme (in denen jedem reellen Elemente ein reclles
entspricht), die die Fundamentalpyramide als conjugirt gemein haben.

Es sei dagegen eine Pyramide von N Réumen 1, 2, ..., N, wo
N < 2nist, gegeben , 80 nennen wir sie polar in Bezug auf eine Fliche
F? , wenn jJedem Punkte der Pyramide 2. B. 1,2,3, ..., #, ein
Polarraum entspricht, der durch den Raum geht, in welchem sich die
iibrigen Réume » -1, ..., N schueiden. Es ist dann leicht, fol-
genden Satz zu beweisen:

Es giebt m — 1 Polarfiguren cines Taumes R, die aus ciner
Fundamentalpyramide der Réwme R4y, Ruge, « - o, Bon—y dwrch
Schneiden mit R, entstchen. Sic sind Polarfiguren in Beaug auf oonH,
oo™, .., oofm—l B2

so—1

30. Es sei wieder eine (n -+ 1)-eckige Pyramide in 1%, gegeben.
Schneiden wir sie mit einem Raume S,_:, so erhalten wir in S,y
wie es aus Nr. 6. hervorgeht, wenn man Ne=n + 1, r=n —1
setzt, eine Figur von

1 1 -1 N )
_?E(i;—"_)_ 'RO’ “@_(n_i—_a‘)g (Injf_”")‘ ]”17 Y in(n?—i—l) ]l)n—37 ” + 1 1':;»27

so dass in dieser Figur jeder Punkt einem Raume It,—3 complementiir
ist. Durch jeden R, gehen » — 1 1%y, ...,

(m— 1) — N —1 — 9 N
" '('h)T'— 1‘;@, =" Ry eton, O TUOT R 1 R

In jedem R, liegen 3 I, etc., in jedem I%, s ~(~7—”:«1)‘-}&—12) R,.
Nun schneiden wir mit S, auch alle co® F?_,, in Bezug auf welche

die Fundamentalpyramide in R, sich selbst conjugirt ist, So erhalten
wir in S, oo I’? ,, welche die Schnittfigur 4 als Polarfigur haben.
Greifen wir eine solche F2 , heraus und bezeichnen wir die n 41
Kinme I2,_s der Figur 4 mit den Zahlen 1,2, ..., 2 + 1. Der Punkt
R,, der durch die Riume 1,2,..., »— 1 bestimmt wird, hat in
Bezug auf die gewihlte Fliche F? , cinen Polarraum I, o, der durch
den Schnittraum 1%,y geht, der in der MFigur A za dem Punkte
1,2,...,n— 1 complementir ist, d. h. durch denjenigen Raum 12,4,
der durch die iibrigen Riume f2, ., nimlich n und » 4 1, gegeben
ist. Wenn wir das firr alle Punkte I3, von 4 machen, so erhalten
wir die polarreciproke Kigur von A in Bezug auf F7 ,, die also aus

ﬂ%ﬂ)— Ra_s besteht, welche eine (% - 1)-eckige Pyramide in S,y
bilden. Die % - 1 Ecken liegen natiirlich in i@—@—;—ll Geraden, die
den Riumen R,_s der Figur 4 entsprechen. In dem Raume #, n41

Mathematische Apnalon, XIX, 13
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z. B. liegen, nach dem Vorhergehenden, n — 1\2 n =2 R, der Figur A.
Die Polarriume R, o dieser Punkte in Bezug auf F?2 , gehen durch
die Polargerade des Raumes R, 3:n, n -1, welche zwel Hcken
der reciproken Figur verbindet, die wir als n, 7+ 1 bezeichnen. Die
(n—l)--(ﬁ— 2 R, liegen aber auch in dem Polarraume R, des
Punktes 1,2,3, ..., » — 1 der Figur 4. Dieser Punkt muss daher
in der Geraden %, n - 1 liegen.

Die L("__Q_-i:_l)_ Geraden der reciproken Figur gehen also respective

durch die n(n;‘"—}l Punkte der Figur A. Die Pyramide aus » 1
Réumen R, p und die reciproke in Bezug auf F? ,, die aus zn -1
Ecken besteht, bilden zusammen eine Figur von

im—;;& J+n+1= M}t"ﬂ R, und ebensovielen 2, _;.

Diese Punkte R, liegen drei zu drei in

nn—1) (n41) 4+ nn+1)  am41)(n42)

2.3 2.3 - 2.3

Geraden, die % zu n durch jeden Punkt R, gehen.

Wie aus Nr. 7. ersichtlich ist, ist dies die Figur von zwei per-
spectivischen n-eckigen Pyramiden in S,_;; es geniigt, im Satze Nr.T.
r=n — 1 zu setzen. Das perspectivische Centrum der beiden Pyra-
miden hat als Polarraum in Bezug auf F,_, den perspectivischen Raum
R,-a. Somit haben wir folgenden Satz:*)

Zwer perspectivische Fundamentalpyramiden 13, 14, ..., 1 (n+1);
23,24,...,2m+ 1) in R,, die das perspectivische Centrum 12 haben,
sind wn Besug oauf cine und nur eine (n — 1)-dimensionale Iliche
pweiten Grades F? | einander polarreciprol, so dass der Punkt 12 den
Raum 34, ...,n -+ 1 als Polarraum hat.

Jeder Punkt der Figur (Nv. 1.) kann als Centrum von zwei solchen
in Bezug auf F? | einonder reciproken Pyramiden angesehen werden,

deven Ecken zu der Figur selbst gehdren; d. h. die ganze won zwei per-
spectivischen Pyramiden gebildete Figur ist in Bezug auf I | sich
selbst reciprok.

Aus Nr. 7. geht ferner hervor:

Fiir eine jede der n + 3 Gruppen, die aus der vorigen Figur ent-
stehen, sind die (n—-2)-eckige Pyramide und die duale Pyramide in Bezug

—1

*) Ich spreche den Satz fiir zwei perspectivische Fundamentalpyramiden des
R, , statt des B»—1, aus,
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auf die F?_, sich selbst polar und cinander polarveciprok. Die Gleichungen
der F? | bezogen auf die n 4 3 (04 2)-cckigen Pyramiden oder
auf die n~+ 3 dualen Pyramiden cnthalten daher wur die Quadrate
der Variabeln.*)

Abschy " TV.
arse..

§ 1.
Charaktere der Curven in R, und die zwischen ihnen stattfindenden
unabhéingigen Gleichungen.**)

31. Fir eine ebene Curve mter Ordnung und % Classe mit D
Doppelpunkten, R Spitzen, d Doppeltangenten und « Inflexionstan-
genten hat man folgende drei unabhiingige Pliicker’sche Gleichungen:

h=Fkk—1)—2D—3R, k=nn—1)— 2d — 3w,
w— R =3k — n);

man hat ferner aus diesen Formeln

psi&;t)g_(ﬁ;@ﬁmp_zgsl’i:_!)é@:ﬁ__d_w_

Eine Curve Cm in R, hat im Allgemeinen neun Charaktere und
zwischen ihnen bestehen zwei Gruppen von drei unabhiingigen Cayley-
Plicker’sche Gleichungen.

Man erhilt die erste Gruppe aus den Pliicker’schen Gleichungen
derjenigen ebenen Curve, die durch Projection der Raumcurve von
einem beliebigen Punkte in eine beliebige Ebene entsteht; die zweite
Gruppe aus den Pliicker’schen Gleichungen der Schnittecurve der wur
Raumcurve gehorigen Developpable mit einer beliebigen Ebene.

Betrachten wir jetzt eine ™ im Raume R,. Wir bestimmen ilre
Charaktere, indem wir zuerst die Curve C™ von cinem beliebigen Punkte
O in einen Raum von drei Dimensionen S, projiciren und nachher die
Developpable der C mit einem 3-dimensionalen Raume I, schueiden.

Es sei ,C™ die Projectionscurve in §; und ¢y die Schnitteurve
von R, mit der Developpablen. Um die Charaktere der ,(™ zu erhalten,
projiciren wir sie einmal von einem Punkte 0" von 8, in eine beliebige
Ebene S, von S;, und schneiden sodann ihre Developpable mit einer
Ebene S,

*} Der Beweis vereinfacht sich filr zwei perspectivische Dreiecke in der
Ebene oder fiir awei perspectivische Tetrueder in R, betriichtlich.
#*) Vergl, meine Notiz im 18. Bande dieser Annalen, p. 448.
13"
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Um die Charaktere der ,0,® zu erhalten, projiciren wir sie aus
einem Punkte 0, von R, in eine Ebene R, von I, und schneiden
tibrigens ihre Developpable mit einer Ebene R, Es ist klar, dass
das Schneiden der Developpable von ,C mit der Ebene S,” und das
Projiciven der ,C,™ in eine Ebene dquivalente Operationen sind, d. h.
die Curve in S, und die Curve in R, liefern dieselben Charaktere der O

Wir haben also fiir die C™ nur drei Gruppen von unabhingigen
Gleichungen.

Wenn man in dieser Weise fortfahrt, so sieht man, dass man fiir
eine ¢ in einem n-dimensionalen Raume I, (wo m2>n) n——1 Gruppen
von drei unabhiingigen Gleichungen erhilt.

Die erste Gruppe bekommen wir durch successives Projiciren. Wir
projiciren die C zunéichst von einem Punkte O aus in einem (%—1)-
dimensionalen Raum 8, in ,_;C™, dann projiciren wir die ,_;C»
von einem Punkte O von S, ; in einen Baum S, ;; ete.; endlich
projieiren wir die ,C™ aus einem Punkte O®—% von S, in eine Ebene
8, als Curve ,0™; d. h. wir projiciren die C™ selbst in S, von dem
(n — 3)-dimensionalen Raume aus, der durch die » — 2 Punkte O, OW,..
On—3) bestimmt wird.

Die weiteren Gruppen erhalten wir, indem wir die Developpable
der O™ und aller Projectionscurven ,_;C™, , 0", ete., O™ re-
spective mit Ebenen schueiden, die in S,—y, Si—s, ..., §; enthalten
sind. Die Schnittcurven seien n_1(}1’"(”"2), ,,_2017"("""3’, e 2017"(”.
Es ist nicht schwer zu sehen, dass die » — 1 ebenen Curven ,Cm,

ey

aeg OB L0 gentigen, um die Charaktere und die Glei-
chungen aller Curven zu bestimmen, die aus der C™ durch Schuneiden
und Projiciren entstehen konnen.

32. Wir wollen jetst die Charaktere der Cm mittelst der oben-
genannten Curven finden.

Um dies auszufithren, fangen wir mit der ebenen Projectionscurve
oC™ an, deren Charaktere m, k, w, D, It, d sein mbgen. Wir inter-
pretiren sie fiir die O™,

m liefert die Ordnung m aller Projectionscurven und der O™ selbst.

k »  den ersten Rang k der Developpable der O™ und aller Pro-
jectionseurven, d. h. % ist die Zahl der Tangenten der C»,
die einen Raum R,_; schneiden;

w o, firdie Gy~ die Classe, fiir die ,C die Zahl der Schmiegungs-
ebenen, die eine Gerade schneiden, fir die ,C” die Zahl
von Schmiegungsebenen, die eine beliebige Ehene treffen
w. s. w., und endlich die Zahl der Schmiegungsebenen der
(™, die einen beliehigen Raum R,_; schneiden. Wir nennen
w den zweiten Rang der O™ Also:
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Die  Schmiegungscbenen der C™ bilden eine eimfache
Manmigfaltigheit, die cine 3-dimensionale I'léiche w'r Ordnung
bilden.

R liefert die Zahl der Spifgen der O™ selbst und aller ihrer Pro-
jectionseurven;

D die Zahl der Rdume R, o, die durch den Projectionsraum
0,5=0, 08, .., 003 gehen und die Curve ¢" gzweimal
schneiden;

d " die Zahl der Réume R,_; durch O,_s, die zwei nicht auf-
einanderfolgende Tangenten der (7 enthalten,

Hat die O D, Doppelpunlic ovnd d, Doppeltangenten, so ver-
mchren sich D und d respective um 2, und o). —

Anstatt nun die verschicdenen Curven :,C’"‘U, s Lt
cinzeln zu betrachten, wie wir es jetut fir die ,C" gemacht haben,
wollen wir jeden Charakter bei allen Curven zugleich fir die C* inter-
pretiren. Hs seien

m, m® oy ARG ReD e ) e® L ety
RO, k@, ..., Re=2; DO DO ... Dot g0 qo, L de-

die Charaktere dieser Curven. Dann folgt zuniichst:

Die Ordnungen m e, L mb D sind alle gleich k.

Die Inflexionstangenten w® der (/=" liefern die stationiren Ebenen
der ,C», die Classe der C», uund fiir die
folgenden Curven ,Cv, ,C™, ..., C™ die Zahl
der Schmiegnngsriiume Ky, welche eine Gerade,
eine Ebene, u. s. w., einen beliebigen Raum
R,_, schneiden. Wir nennen w© den dritten
Rang der C™, wie auch ihrer Projectionscurven
ﬂ_ICm’ R 50m.

Wir kdnnen also sagen:
Dic Schaniequngsriwme Ity der C™ bilden cone
cinfache Mannigfaltigheit von Riwmen 11y wnd
erzengen 2usammengenomaen cine 4-dimensionale
Iliche wher Ordnamy.

Dic Inflexionstongenten w® der ,C,? liefern die stationiiven Riume
R, der ,C», die Classe der ;C™, dann feruer
fir die Cn, die Om ete., die Zahl der
Schmiegungsriume R, die eine Gerade, eine
Ebene u, s. w., schneiden. Wir nennen w®
den vierten Rang der Cm cbenso von 2-1C™, ..
., (O Alle Schmicgungsraume B, der C*
bilden cine H-dimensionale Fliche w®® Ordnuny.
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Das Gesetz der Bildung der Ridnge der C™ und ihrer Projections-
curven ist hiernach klar; Inshesondere giebt w(—% die Classe der Cm
und w2 die Zahl dhrer stationtiren Riume R,_;. Die C™ kann noch
w, Inflexionstangenten, ),V stationfire Schmiegungsriume K, , haben,
die dann auch respective bei den Projeetionscurven vorhanden sein
werden, — Die O™ hat also n - 2 Rdnge k, w, wd, ..., w4, und
wir kénnen sagen:

Die Schmiegungsriume Iy der C™ (p > 1< n— 2} UWiden eine
cinfache Mannigfaltigheit von Riumen B, einer (p -+ 1)- dimensionalen
Fliche der we—2%r Opdnung. Fir p =1 hat man w == k.

Die fernere Uebersicht tiber die Singularitdten unserer Curven ge-
stultet sich folgendermassen:

1) Die Classen

kW von L0 st = w,
k@ ”» 301m(~) n = w®,
k=2 ”» n~101m(n_2) y == w3,

2) Dic Zahl der Spitzen
RO von 0" ist gleich der Ordnung von O d. h. = m,
E® 20, dem Rangek , ,Cn , =k,

(8) —
R® 2 401”‘ noon » w W, 5Cm n =W,

R ” n_lc’im("—z) » . 5 ’ w—4 deyr Om == gpin—1)

b2

3) Doppelpunkie.

a) Dic Zahl der Doppelpuniite DO von 07" liefert die Zahl der
Paare von nicht aufeinanderfolgenden Tangenten der ,C™, die
sich in einem Punkte einer festen Ebene schneiden. Insofern
man die (™ aus dem Raume 0,4 = 0, 00, ..., 04 projicirt,
liefert sie also die Zahl der Paare von zwei nicht consecutiven
Tangenten der C™, die einen beliebigen Raum R,_; (nimlich
den Raum der durch O,_, und die Ebene der Curve 20”‘(1)
bestimmt wird) in zwei Punkten einer Gerade schneiden,
welche einen beliebigen Raum O, in R, tvifft. Hat die
C™ d, Doppeltangenten, so vermehrt sich DO ersichtlich wm dy.

b) Die Zahl der Doppelpunkte D@ yon ,09 | In analoger Weise,
wie fiir DO, sieht man, dass D® die Zahl der Paare von
nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der C liefert,
die einen beliebigén R,_, von R, in zwei Punkten einer Geraden
schneiden, welche einen beliebigen festen Raum O,—; von R,_s
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trifft. Hat die Cm d,Y Doppelschmiicgungsebenen, so vermehrt
sich D® wm d,™.

Das Gesetz der Bildung dieser Charaktere ist hiernach evident.
Schliesslich kommt:

Die Zahl der Doppelpunkte D#-2 pon ,_,C"? liefert die Zahl
von Paaren nicht aufeinanderfolgender Schmiegungsriiumé Ra._2
der C, die sich in einem Puunkte einer fesien Ebene schneiden.

D=2 st also dic Ordwung der (n — 2)-dimensionalen
Doppelfliiche derjensgen Developpable, die aus den Schmiequnys-
raumen B,_y der C gebildet ist, che.

Hat die Cmd -2 doppelle Schmicgungsriwme It, o, so
vermehrt sich DU wm d,—.

4) Doppeltangenten.

a) Die Zahl der Doppeltangenten d¥) von ,Om" liefert die Paare
von nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der ,C»,
die sich in einer Geraden einer festen Ebene schneiden, d. h.
d liefert die Zahl der Paare von nicht aufeinanderfolgenden
Schmiegungsebenen der O, die einen Raum R, in zwei Ge-
raden schneiden, welche mit einem festen Raume 0,_4 von
R, in einem Raume R,_o liegen. Hat die C* &\ doppelte
Schamiegungsebenen, so vermehrt sich A9 um d® efe.

b) Die Zakl der Doppeltangenten A% von ,,C""™ liefert die
%ahl der Paare von mnicht aufeinanderfolgenden Schmicgungs-
rdumen R,_; der O#, die sich in einer Geraden einer festen
Ebene schneiden.

33. Jede der m — 1 Curven ,C», GV, ..., et 07 he-
sitzt sechs Charaktere. Fiir die O» ergeben sich also zuniichst 6n»—6
Charaktere. Wir haben aber gesehen, dass:

) == @ =...= #p(—2) o 7;;; k) == w, ) == w(l), vae ,k("-4)=ZU(”"S);
RO —=m, RO =k, R® =, ..., R =wh=¥.

s sind also 3% — 6 der 6n — 6 Charaktere respective anderen
gleich, Daher hat die ¢ nur 3= allgemecine Charaktere; sie kaun
iberdies noch # — 2 verschiedenartige, stationiire Elemente respective
in der Anzahl w,, w,®, -, w,®® und = verschiedenartige Doppel-
elemente D, d,, d', + -+ ¢"®, nimlich D, Doppelpunkte, d,
Doppeltangenten ete., d,*~? Doppelschmiegungsriume oy Dbesitzen.

Wir haben also folgende (» — 1)-Gruppen von 3 Gleichungen:

A]c:m(m—— 1) -2[D+ D] —3ER;

(1) w— (e — 1) — 20 + d] — 30w + w);
w - wy, — R == 3k — m);
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w="FkEk— 1) — 2[D® + d,] — 3(m + wy);
() b= ww — 1) — 2[d0 4 d,0] — 3(w® + w,@);
m 4w, — (wd 4w, W) = 3k — w);
W = w(w — 1) — 2[D® 4 4, 0] — 3k + w,P);
(3) l w == wM(w? — 1) — 2[d® + d,B] — 3(w® + w,®);

k4 w,® — (w® 4 w®) = 3(w — wh);

W~ 3) == (=D gy - 1) 2[ DAL (=9 ]-— 3 (405 L0, (),
(n—1) | s®= D= =3 (00— — 1) — 2[d—3 - *=D] — 3 w2,
7,(/'(7‘—5) _I_ ,wl(n-lij . w('n—2)= 8 (w(n—/i) — w(n——S))‘

Fﬁr das Geschlecht aber erhilt man 2(n — 1) Gleichungen:

—m=bm=t i pap)—R= M(Z“:‘_)?‘(_’L"_?_L_[d_}_d]]

o

— (w+w,),
_(75:‘_%@12) (DO - d] — (m4 w) = fe= 1)2(w =

— (@ &,0) = (@ + w,©),

(w(n—d)__ 1) ( (IL—4]__0)

s — [D0=2 L @, =8 — (ap(v=2) | qpn—3))
N3 8)
N )~1)2( w9 - g) — [d®= - 2] — gple=2),

Wir haben also die Sitze:

Eine Curve O™ in einem n-dinensionalen Roume R, hat 3n all-
gemeime Charaktere, zwischen welchen n - 1 Gruppen wvon 3 unab-
héingigen Gleichungen bestchen.

Sie kann noch n— 2 Arten von siationdren und n Arten von
Doppelelementen enthalten. ‘

Wenn Doppelelemente vorhanden sind, so trefen sie in den voraus-
gehenden Gleichungen nur in dew eckigen Klammern ouf, d. h. wir
kinmen alsdann die Summen [D + D], [d + d,] ete. als 2(n — 1)
Charaktere betrachien.

Man sieht zagleich aus dem Vorlergehenden, dass die Projections-
curven und die Schnittcurven mit ihren Developpablen oder mit den
von O™ selbst dasselbe Geschlecht p besitzen, wie es sein muss.
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Ich sage nun iberdiess:
Yy oy g ok o - 1 . U
Wenn 3 Charaktere gegeben sind, so kann man die dibrigen
bercchnen.
In der That aus dem Ausdrucke

P=MQ@*:%‘)"_[D+DJ R
hat man

(D4 D]+ r=1nztm=
und aus den Formeln (1), (2), - .-, {n — 1) folgl:

h=2m—1— R 4 2p,
we==3(m —2) — 21 —w, -} Gp,
wh = 4m — 5) — JR — 2w, — w" + 12p,

w1 == (n—1) (m —n+ 2)—(n — 2) B — [(n—3) w, 4 (n—2)w V- -
0] (n— D (n—2)p,

w3 =n (m — n4-1)—n—1) R— [(n ~w A - 4w, =] 4-nn—1)p,

w2 =(n -+ 1}(m —n)—n R —{(n—"1w + - +] -+t Hp.

Diese Gleichungen geben uns aber das Mittel um die Ringe, dic Classe
und die stationiiren Riume R,_, der (), zu berechnen, weun das Ge-
schlecht p, die Ordnung m, diec Zahl der Spitzen und die andern
stationiiren Blemente gegeben sind, was zu beweisen war.

34. Dic Projectionscurven der Cn des I, in die niedrigeren
Riume Iy 3, Ru—s, -+, 4y, B, werden, wie wir wissen, erhalten,
indem man von einem R,, J,, - -, Il,s respective projicirt. Wenn
wir specielle Lagen der Projectionsriume 17y, R,, -, 1,3 betrachten,
so bekommen wir Curven der mien oder niedrigerer Ordnung, deren
Singularititen von der speciéllen Lage der Projectionsriume abhiingen.

Ein Raum R,_; kann z. B. einen Punkt 4, mit der Curve gemein
haben. Daun legen wir durch die Tangente in A, an die Curve einen
Raum R,.;, der die Curve (™ noch in m ~— 2 Punkten schueidet,
Daher wird [D + D,] sich wm s — 2 vermindern; wnd allgemein,

wenn B, -7; Punkte mit der O gemein hat, so vernandert sieh
D+ D] wm m— n

Wenn der R, , cine Tangente schueidet, so erhilt die ebene
Projectionscurve der C™ eine Spitze, dasselbe geschiebt fiir die Pro-
jectionscurve in einem Raume R, (p < %), wenn der projicirende Raum
R, von einer Tangente der O getroffen wird. Trifft der Raum
Ru_p1 eine Schmiegungsebene der O™ in einem Punkte, so erhilt die
Projectionscurve in R, eine Inflexionstangente; wemn R, ,_i einen
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‘hmiegungsraum R, der Curve schneidet, (s <), SO bekommt die
rojectionscurve einen stationfiren Raum IR,

Wir sehen also, dass dic verschicdenen Singularititen der Projections-
rve der U™ aus den wverschicdenen Lagen der Projectionsrdume
w Byy oo Bues gegen die Cn cntsichen. Analoge  Betrachktungen
nn man nativlich auch mit der Developpablen der C™ machen.  So
kennen wir, wic wichtiy das Princip des Progicirens und Schmeidens
r das Studivm der Singularitiiten der Curven und in analoger Weisc
ich der Flichen sein muss.

Wir werden das besser in den folgenden Paragraphen durch Bei-
iele verstehen.

§ 2.
Einfachste Anwendungen.

35. Wenn wir in den lefzten Formeln Nr. 33. p=0, w; =w O=...
@ =0, R =0, n=m setzen, so haben wir die Ringe, die
asse und die stationiiren R, _; der allgemeinen rationalen Curve (O,
‘ir finden:

7‘;:2(7&—“1)’ w:S(n__-Q), R ] w(nﬂ4)=2(n”—1))
WD =g - - = 0.

Die Rationaleurve C* in IR, hat also die Rdnge 1t und (n—2)er,
™ und (n — 3)*" Grades w. s. w. respective cinander gleich. Sie hat
e Classe w und hat keine stationdren oder Doppelelemente.

Nun werde fiir das lfolgende verabredet:

Wir nennen swei Curven derselben Art, wenn sie dieselben Charaktere
sitzen.

Fiir jede C» des I, ist das Geschlecht p nothwendig gleich null,
id die Zahl der Spitzen sowie der wirklichen Doppelpunkte auch
U1, denn sonst miisste sie in einem R, enthalten sein. Daher folgt:

Alle C# des R, gehiven zu devselben Art.  Wir wollen sie daher
tionale Normalcwrven des Bawmes I, nennen. Die rationalen Normal-
rven des Raumes B, haben keine stationdren und keine Doppelelemente.

Fir die elliptische Curve O+ (p = 1), mit

wy = w W = . .. = =3 = ()
+ man:
F=20—1)+2, 0=30—2+06, - - w08 =p —1,
W) = n(n 4 1), w09 = (n 4 1),

Eine einfache Ueberlegung ldsst nun folgenden Salz sehen:

Die clliptische Curve O+ des R, hat keine doppelten oder statio-
ren Elemente, sie hot nur (n -+ 1) stationdre Riume R, Alle
iptischen Curven O+ in R, gehoren also zu derselben Art. —
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Wir nennen die C+' daher die elliptische Normalourve des R,.

Sie hat die Classe n(n 4 1) und shre Réinge sind respective
k=2n—1)4+2, w=3n—2)+46, -, w9 ==n? —1,

36. Wir wollen jetzt die Charaktere einer Curve bestimmen, die
den vollstiindigen Schnitt von # — 1 (» — 1)-dimensionalen Flichen
ist, deren Ordnungen respective p®, u®, ... wu@=N betragen, und
zwar setze ich zuerst voraus, dass sie keine Doppelpunkte und keine
Spitzen besitzt. Ich verallgemeinere zu dem Zwecke die Methode, die
in der Salmon-Fiedler’schen Geometrie des Raumes (Bd. 2, Art. 83.)
angewandt ist.*)

Es sei ein Raum R, , durch folgende Gleichungen bestimmt:

%, + s + Anp) Bn g == O, b1x1 + tc '+' bn-{-lmn-l-l = 0)
und es selen
W) =0, u® =0, .., -V =0

als Gleichungen der n — 1 Flichen gegeben. Wir bilden folgende
Determinante:

a, Ay * v O
b, b2 v b
(1) ulfl) u,z(?) . ”5.‘.);-1 =0,

, =D, 44,02 . “ﬂiﬁl)

WO 0, 4,2, « oy w005 g, g, @ gD ete. die ersten Diffe-
rentialen von #® . .. u*" respective nach w»,, z,, - -, Zn4a sind.

Die Determinante (1) stellt eine (» — 1)-dimensionale Fliche dar,
die der Ort derjenigen Punkte P, ist, deren Polarriume I, in Bezug
auf die w — 1 Flichen w in einer Geraden p, sich schneiden, die den
gegebenen Ranm B, trifft. Fir die Punkte Iy, in denen die Fliche
(1) der Durchschnitteurve der # — 1 Flichen begegnet, ist die Gerade
p, eine Tangente derselben in Py, uud da die Fliche (1) von der
Ordnung

u® e g® o gD — (0 — 1) =ZH“’—"+ 1
=L, (1

ist, so wird o

k= pgop®. .. p(n—l)(z p@— 5 - 1)
sein,

Nunmebr kénnen wir aus der Gleichung

*} Man sehe auch den synthetischen Beweis von Cremona: ., Theorie der
Oberflichen®, p. 99, fiir die Durchschnitteurve zweier Flichen in Ry
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ke=mm —1)—2D
D bestimmen., Wir finden:

2D = ylly® ...y [M(” p® .. el — 2 a4+ n — 2] .

Hieraus ergiebt sich sofort der Werth des Geschlechtes. Wir
haben in
p = (m — 1) (m 2) D

fir m und D ihre Werthe einzusetzen. Dann folgen alle anderen
Singularititen avs den Formeln des vorigen Paragraphen.

Haben zwei der (» — 1)-dimensionalen Flichen u® eine einfache
Bertihrung, so hat ihre Durchschnittsfliiche von # — 2 Dimensionen
einen Doppelpunkt B,, und daher wird auch die vollstandige Durch-
schnittcurve der n — 1 Fliichen u; an der betreffenden Stelle einen
Doppelpunkt erhalten. Alle Geraden, welche in 1!, mit der Schnitt-
fldche 3 Punkte gemein haben, bilden nach Nr. 5. einen (% — 2)-dimen-
sionalen f1,-Kegel 2tr Ordnung. Zerfallt dieser Kegel in zwei Riume
R, s, so bleibt Il fiir die Durclischnittcurve noch immer ein Doppel-
puukt; fallen die beiden Riume zusammen, so sagen wir, dass die
zwei (n — 1)-dimensionalen Flichen u® sich stationdr bertihven. In
diesem Falle ist Il eine Spitze der Durchschnitteurve der # — 1
Flachen w®. Ks wird daher:

b= gt ... H(n*n(z ul® — p ]) — 2D, ~ 3R
sein, wenn D), einfache Beriihrungen und R stationfire Berithrungen
stattfinden. Daraus folgt:

2D = pum . .. yn—l(ym ) _2 ud  n — 2) ~— 2D,

und

- —
—m=Dm=2 _p_p —R

Wenn also die vollstdndige Durchschnitteurve der n — 1 Flichen
w® D, Doppelpunkte und R Spiteen erhilt, so vermindert sich das p
um D, -+ R.

Uebrigens sind ihre Charaktere, wie wir schen, vollstingig be-
stimmt,

Als Beispiel nehmen wir 3 beliebige 3-dimensionale Flichen in
R,; sie schneiden sich in einer C% Somit kommt:
=8, =28, D=16, p=05, w=48, w® =32, w® =120,

Die vollstindige Durchschnittcurve von 3 beliebigen 3- dimensionalen
Flichen 2w Ordnung in Iy hat den 1" Rang = 8, dep 20 48;

ste hat dic Ulasse 32, das Geqchlccht 5, und 120 stationire Réume Iy, —
Welche Lage haben diese 120 Raume?
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37, Wir wollen jetst annehmen, dass die Durchschnittseurve der
(n — 1)-Flichen »® in zwei Curven der Ordnung m und m  zerfillt,
und wollen unter dieser Annahme I berechuen, indem wir vorans-
setzen, dass weder Doppelpunkte noch Spitzen vorhanden sind.

Die Schnittpunkte eines R, _; mit der Durchschnittscurve, welche
sie zweimal trifft, kinnen entweder auf einer oder auf der andern
Curve, respective auf beiden Curven liegen. Wir benennen diese drei
Fille mit den 3 Zahlen D, 1, D”. Wir haben geschen, dass im
allgemeinen Falle

2D = u® . w0 ]l .. gD — 2 W - — 2]

ist. Es giebt dann eine (n — 1)-dimensionale Fliche der Ordunung

(utr - - . pon) _2 w40 —2),

welche die Curve in denjenigen 2D Punkten schneidet, die mit einen
bestimmten Raume R,_; (welchem die Fliche entspricht) verbunden,
die D durch I8, _; lindurchlaufende Riume 2,5 liefern, die die Curve
zweimal schneiden®). Dieselbe Fliche muss jetzt in den 2D+ D+ D)
Punkten schneiden. Daher miissen wir haben

m(pu) Copeh 2 uo+n—2)=2D+ I,

o (0 - - - D — Z’ W —2) =204 D"
Daraus folgt:

9D — D)= (m — ) (@ - @) — D 40— 2)

Wenn alse dic Chavakiere der einen Curve bekannt sind, so kann
man dic der zweiten berechnen.

Wir denken uns nun, dass die # — 1 Flichen »® in einer festen
Curve O™ sich schneiden. Sie schneiden sich dann im Allgemeinen in
einer andern Curve O™, die im Allgemeinen keine Doppelpunkte oder
Spitzen besitzt. Wenn jetzt zwei Mlichen u® eine einfache oder eine
stationéire Bertihrung in D), respective It Punkten hekommen, so wird
die ¢~ D, Doppelpunkte und I Spitzen erhalten, und es folgh dany,
dass D um D, sich vermehrt, und dass p um D, -+ I sich vermindert.

Da man eine beliebige Curve in R, als (vollstindigen oder unvoll-
stindigen) Schnitt von n — 1 Flichen u® betrachten kann, so schliesst
man allgemein: Wenn eine Curve C™ vom Geschlechte p % R, ge-

*) Man sieht dies, indem man die Gleichung des (n — 1)-dimensionalen
Kegels bildet, welcher aus einem Raume K, ,, der mit der Curve einen Punkt
gemein hat, die Schnittcurve der # — 1 Fliichen u® projicirt, Man sehe auch
den synthetischen Beweis von Cremona, ! ¢ p. 101, fir den Fall #n =3,
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geben ist und sie erhélt noch D, neue Doppelpunkte und B Spitzen, so ver-

mindert sich ihr Geschlecht p wm D -+ B,
Als Beispiel betrachten wir drei 3- dimensionale Flichen 2'en Grades

F2in By:

1) Schneiden sich die drei Flichen in einer €3 eines R, so
schneiden sie sich im Allgemeinen noch in einer C®. — Wir haben also:
D=1, m=3, m=25,

daher:
D=5, p=1

Wir bekommen also die elliptische Normaleurve des E,, die
(m + 1)* = 25 stationéire Riume R; hat*®).

Wenn sich zwei der Flichen in einem Punkte beriihren, so wird
die C3 einen Doppelpunkt erhalten, d. h.

D=6, p=0

sein,

2) Schneiden sich die F,? in einem Kegelschnitte, so schneiden
sie sich weiter in einer C°6:

D=0, W' =2 m=S§,
D=8, p=2

3) Schneiden sie sich in einer Geraden g,, so schuneiden sie sich
weiter in einer (7. Man hat fiir letztere:

D= 0, m=1,
D =12, p=3.

Diese C7 hat also das Geschlecht 3.

Die Gerade g, ist eine dreifache Secante der C7. (Ucbrigens die
cinzige dreifache Secante.)

In der That, man betrachte, um Letzteres nachzuweisen, drei
3-dimensionale I,-Kegel 2t Ordnung in R, Dieselben schneiden
sich im Allgemeinen in einer % Haben sie aber eine erzeugende g,
gemein, so erzeugen sie eine C7, die durch die Spitzen der 3 Kegel
geht. Ueberdies gehen durch die C7 und die g, oo? F,2. (der auch
so: Die 3 Kegel kionnen so liegen, dass 3 Ebenen derselben sich in
einer Geraden g, schneiden. Dann legen wir durch g, einen R,; er
wird die 3 Kegel in drei #,? schneiden, die durch g, gehen und daher
noch 4 Punkte gemein haben, Die Gerade g, ist also in der That
eine dreifache Secante der C.

*) Klein hat in einer kurzen Note dieser Annalen, Bd. XVII, die elliptische
Curve O™ des Raumes R, als Vertreterin des elliptischen Integrals 1%t Gattung

angenommen, — Die C%in B, ist in diesem Sinne von Dr. Bianchi in dem-
selben Bande studirt worden.
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In dem Netze von ’dre1 be}1eb1gen Fg2, die sich in einer C7 und
einer Geraden g, schuneiden, giebt es unendlich viele I, - Kegel, die
dem Netze zugehdren, und zwar liegen ithre Spitzen in der Jacobi’-
schen Fliche des Neizes. Daher ist unser Satz allgemein bewiesen.

§ 3.
Rationale Curven.*)

38. Wir haben in § 1. gesehen, dass irgend zwei rationale
Normaleurven C7 des Ii, dieselben Charaktere besitzen; sie sind von
der n' Classe und haben keine stationiiren Riume.

Das ergiebt sich auch aus der Thatsache, dass ziwei rationale
Normalewrven C#, O’ des R,00° oft sich linear in einander transformiren
lassen, wie wir jetzt beweisen werden. Eine rationale Curve (7 des
R, kann durch # projectivische Biischel von (®# — 1)-dimensionalen
Réumen

AP, FABE, =0, -oy A, LB, =0

erzeugt werden (wie wir im niichsten Abschnitte niher erliutern wollen).
Es geht aus dieser Construction der C* hervor, dass die Coordinaten
jedes ihrer Punkte bei Einfilhrung eines passenden Coordinatensystems
sich folgendermassen darstellen lassen:

n Xy 2@y iyt s Laqa == AP s AL A2 ne ]
wo A ein Parameter ist. '
Betrachten wir nun eine andere Curve €’* Wir kénnen dann

die Coordinaten ihrer Punkte bei Festhaltung des Coordinatensystems
durch rationale ganze Functionen von i darstellen:

@) i) izt =AR) () (A e t fugr(4)
Hier lassen sich f,, fa, -+« futa linear durch 4%, 4=, ... I zusammen-

setzen, so dass wir zwischen den z; und 2/ folgende Transformations-
formeln haben werden:

(3) 0% = an %y 4 Gig %2 + -+ - F Cin Ty

wo die a;; die Coefficienten der Function f;(1) sind.

Aus (3) geht hervor, dass nicht nur einem Punkte 2; der C* ein
Punkt der C’# projectivisch entspricht, sondern auch dass jedem Punkte
des Raumes I, ein anderer Punkt des I, in projectivischer Weise
entspricht, d. h. wir haben zwei collineare Riume S,_y, Sa-1 in Iy,
bei welchen die Curven C», C#' sich projectivisch entsprechen. Wenn wir
nun beachten, dass derselbe Schluss bestehen bleibt, indem wir in (2)

) Siehe auch Abschnitt V, § 3.
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2 durch —%%—i%— ersetzen, so sehen wir in der That, dass die beiden
Curven, die auch zusammenfallen konnen, durch oo’ lineare Trans-
formationen in sich iibergehen.

39. Betrachten wir jetzt eine Normaleurve C des 'y, Wenn wir
sie aus einem ihrer Punkie in einen Raum R,y projiciren, so er-
halten wir eine Curve €71 die auch cine rationale Normalcurve des
R,y ist. Verfahren wir in dersclben Weise mit der O™ u. s w., so
bekommen wir folgenden Satz:

Jede rationale Normalcurve C™ des R, (m < n) kann durch Pro-
Jection der C* des R, von ecinem I, _, . aus, der # — m belicbige
Punlite mit der Curve C* gemein hat, erhalten werden.

Betrachten wir jetzt eine Rationalcurve ¢'* n'® oder niedrigerer
Ordnung in K, so lassen sich die Coordinaten ihrer Punkte durch
rationale ganze Functionen n'e» oder niedrigeren Grades eines Parameters
A darstellen, d. h. wir haben:
¢) Ty 2yt Dgr =1 (A) 1 f,(A) 1 - 2 fampny (A).

Jetzt fiigen wir noch % — m Coordinaten .42, + .., Zog:r und
noch » — m rationale ganze Functionen n'n Grades von A4 hinzu, so
erbalten wir eine rationale Normalcurve des I:,, aus welcher die ge-
gebene Curve mittelst Projection entsteht. Die Curve (1) mag also
Singularititen haben, welche sie will, sie wird immer als Projection
einer Normalecurve C» des R, erhalten, und da alle rationale Normal-
curven des I, projectivisch sind, so sehen wir, dass durch geeignete
Projection einer und derselben C» des I, alle Arten von Rational-
curven n'*t oder niedrigerer Ordnung in den Réuwmen von weniger als
n Dimensionen erhalten werden konunen.

Dieser Satz ist dem friiher aufgestellten Theoreme analog, dass
man aus einer Fundamentalpyramide des R, alle in niedrigeren
Riiumen gelegene Arten von Configurationen von % -- 1 oder weniger
als % - 1 Punkten durch geeignete Projection erhiilt. Wir haben also
den folgenden Satz:

Jede beliebige Rationalcurve n' oder nicdrigerer Ordnung in IR, ,
By, ..oy Ray dst immer die eindeutige Projection einer Normaleurve
C* des IR, Und wmgekehrt aus ciner Rationalewrve der niev Ordnusg
wn I, kann man durch gecignete Projection jede Art von Rationalewrves,
der w'*oder wiedrigerer Ordnung in den Riumen T2, , B, 5 ..., 1Y, R,
erhalten.

Analog kommt:

Jede rationale Curve n'r oder nicdrigerer Classe in Ry, Ry,... Ry
kann immer durch geeignetes Schweiden aus der developpabdlen Fliche
eimer O in R, erhallen werden, wnd umgekehrt,

Also kbnnen wir auch sagen:
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Wenn eine Rationaleurve tn R,, ... R,y von der nt*® Ordnung
wnd von der mien Classe wst, wo m = n - q sein mag, so kann man sie
durch  Projection  aus der Normalewrve C™tt des Ray, oder durch
Schneiden der zugehirigen Developpabeln erhalten.

40. Aus den Formeln der 33. Nummer finden wir fir p==0 und m=mn

D4+ R=0=DOZD 3 —2) — 2R,

so dass die Maximaleahl der Spiteen einer Rationaleurve n'e Ordnung
in R,

0 B, =[4 (e —2)
ist.
Sind w Inflexionstangenten vorhanden, so kommt entsprechend
' . 3 w
1) R:[-g—-(n——2)——?].

Fiir die rationalen Curven in R, ergiebt sich als Maximalzahl der
Spitzen:

@ E=[50—3)],

und wenn 2¢,(0 stationiire Ebenen und ), Inflexionstangenten vorhanden
sind, so ist: ©

3) R=[§(n-~3)—-§wl~—% ]

Allgemein erhilt man fitr die Rationalcurve C* in R, dic Maximal-
zahl der Spitzen
B=["F 00 —m)],

und wenn w, Inflexionstangenten, w0, stationire Ebenen u. s 'w,,
wn—2) stationire Riume I,_, vorhanden sind, so ist:

m 1 m—1 m=2, Wy +£(m_2,
= [nTV (1 — m) — — W, + =, pon .

Wir werden jetzt sehen: Dass die C* in I, wirklich das be-
treffende Mazimum erveichen Lann, dass wberdies auch alle anderen
Fille wirklich vorkommen.

Betrachten wir zn dem Zwecke die 07 des R, und projiciren wir
dieselbe zuniichst von einem allgemein gelegenen Raume F,_-s auf eine
Ebene, so hat man fiir die Projectionscurve allgemein:

___(n-—i) (n—2)
p—fr=lin=®

Nun ist ein B,_s in R, durch % — 2 Punkte bestimmt; der B,
hiingt also von 3( — 2) unabhingigen Constanten ab. Wenn z0,
2@, ..., 22 die Coordinaten der 2 — 2 beliehigen Punkie von

Mathemalische Annalen. XIX. 1
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R,y sind, so haben die Coordinaten jedes Punktes dieses Ranmes
die Form:
AW g A 2@ g5 L AR

Wenn eine Ebene
@O/ @ g/ L @ g/

den Raum R, ; schneiden soll, so muss eine Bedingung erfullt werden,
niimlich es muss folgende Determinante verschwinden:

7, ’ ’ (n—2} ‘
g/, 2O 2O 0O g0 .,
2,y 2,/ ®, 2, 30, g @0
) ; == 0,
' '(2) '3 @ 2) (n—2)
%‘r}’ Zuti x»-g-f’ z +’1 ? xn(-l-l cee T

Dagegen miissen zwei Bedingungen erfiillt werden, wenn eine
Gerade den Raum %, 5 schneiden soll, denn statt einer (n — 1) glied-
rigen Determinante (1) haben wir eine Matrix mit % 4 1 Zeilen und
% Columnen, Also:

Wenn [ (n— 2)] belicbige Geraden oder 3(n — 2) Ebenen in R,

gegeben sind, so gicht es wenigstens einen R,_s, der sie alle trifft.®)
Wenn man jetzt die [—g— n— 2)} beliebigen Geraden als Tan-

genten der ('* annimmt und die C* von einem Raume 1i, 3, der diese
Tangenten trifft, projiciren, so erhilt die Projectionscurve in der Ebene

wirklich [‘;l (n — 2)} Spitzen. Die ebene Rationalcurve n'er Ordnung

erreicht dann also die Maximalzahl der Spitzen, wund wmgekehrt sehen
wir, dass es keinen Baum R,_5 giebt, der mehr als [g (n — 2)] Ton-

genten der C* schneidet.
Wir kbnnen einen Raum I2,_s nach Belieben natiirlich auch so

wihlen, dass er weniger als [3 n— 2)] Tangenten der O~ schneidet.

Die C* in R, kann also R—0, 1,2, - - - [% (n — 2)] haben, wie be-

hauptet wurde.

Wenn ein B, _; eine Schmiegungsebene der (» trifft, aber nicht
die Tangenten in ibr, so erhilt die C” eine Inﬂexlonstangente Soll
nun ein R,; w Schmiegungsebenen der C* in einem Punkte treffen,

so kann man noch so itiber ihn verfiigen, dass er [E(” —2) — ‘2]

*) Durch Ueberlegungen, die ich hier nicht austiihre, kann man sich in
aller Strenge tlberzeugen, dass die Zahl der betreﬁ'enden R, immer > 0
gein muss, "
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Tangenten trifft; diese Zahl stimmt mit der Maximalzahl der Spitzen der
ebenen Rationaleurve, wenn w Inflexionstangenten vorhanden sind,
tiberein. Da 3 (n — 2) beliebige Ebenen in R, immer von einem B, 3
respective in einem Punkte geschnitten werden, und im Allgemeinen
fur die ebene Curve
w=3n—2)

ist, so sehen wir umgekehrt, dass ein R,—s in R, nuwr 3(n — 2)
Schmiegungsebenen der C™ schneiden kann, dass dies im Allgemeinen
aber auch wirklich geschicht.

41. Wir projiciren jetzt die C» von einem Raume R, 4 in einen
Raum 1¢;. Der Raum f%,_4 hiingt von 4(» — 3) Constanten ab, und

daher werden [j (0 — 3)] belichige Geraden, oder 2(n — 3) belicbige

Ebenen, oder 4(n — 1) 11, in It, wenigstens von einem R,_4 in
Punkten geschnitten.

Weun wir so fortfahren und die niimlichen Schliisse ziehen, die wir
vorher fiir die ebenen Curven gezogen haben, so sehen wir, dass eine
Curve ntr Ordnung in einem Raume R, die Maximalzahl der Spitzen, In-
flexionstangenten u. s. w. stationiren Riume I, wirklich erreichen
kann.

Nun iiberlege man sich, dass, wenn die stationéren EKlemente ¢,
w,W, ..., w gegeben sind, man die anderen Charaktere durch das
Geschlecht p, die Ordnung m und Zahl der Spitzen berechnen kann.

Man beachte ferner, dass, wenn ein System positiver ganzer
Losangen der 3(m — 1) Gleichungen, die zwischen den Singularitéten
der Curven in R, bestehen, gegeben ist, auch E ganz und positiv
sein muss, zugleich aber auch das Maximum von R nicht itber-
steigen kann. Somit haben wir folgenden Satz:

Alle ganzen positiven Lisungen der 3(n — 1) Gleichungen einer
Cm in R, (daher auch der Pliicker’schen Gleichungen in der Ebene
und der Cayley- Plicker schen Gleichungen tn Rj) sind fir p =0
Charaktere wirklich existirender Curven. —

Andere Eigenschaften der Rationalcurven mittelst des Projicirens
und Schneidens werden wir im nichsten Abschnitt keunen lernen.

§ 4
Elliptische Curven und Curven von beliebigem p.

42, Elliptische Curven.

Man hat auch fiir die elliptischen Normalcurven das Analogon
desjenigen Satzes, den wir fiir die rationalen Normalcurven der Riume
R,, Ry, -+ Ry in Nr. 38. gegeben haben, d. h. dass die elliptischen
Normaleurven der Riume Ry, Ry, - BRa_y durch Projection der

14%
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Crtl des R, hervorgehen, in derselben Weise wie die rationalen Normal-
curven derselben Lidume aus der C* des IR, entstehen.

Die Coordinaten der Punkte einer elliptischen Normalcurve (71
des IR, lassen sich als elliptische Functionen (n 4 1)» Grades eines
Parameters darstellen, welche identische Periodicititsmoduln @, @
besitzen,*)

Die Coordinaten einer elliptischen Curve ¢ in einem Raume
B, wo m < n ist, lassen sich auch als elliptische Functionen eines
Parameters darstellen, so dass man durch Hinzufiigung von % — m
Coordinaten und betreffenden elliptischen Functionen mit identischen
Periodicititsmoduln w, w" eine Normalcurve in R, erhilt, aus welcher
die gegebene Curve in I, als Projection entsteht.

Wir haben gesehen, dass alle elliptischen Curven O+ des R,
dieselben . Charaktere besitzen und also zu derselben Art gehbren.
Somit:

Jede elliptische Curve der (n - 1) oder niedrigeren Ordnung in
einem B, wo m < nist, kann als eindeutige Projection einer elliptischen
Normalewrve des Baumes R, angeschen werden. — Und wmgekehrt, aus
der eingelnen elliptischen Novmalcurve O™+ in R, kawn man olle Arten
von elliptischen Curven wvon der (n 4 1) oder wiedrigeren Ordnung
in den Rdumen Iy, Ry, ---, Ro_y crhalten, die bei demselben Modul
moglich sind.

Es gilt natiirlich der duale Satz, aber nicht in derselben Form
wie bei den Rotationalcurven, denn die Classe der C* in R, ist auch
n, wihrend die Classe der elliptischen Curven C»+' in R, gleich
n(n -+ 1) ist (Nr. 36)).

Dass bei allen diesen Projectionen der Modul der elliptischen
Functionen (der fir die Curven ein Doppelverhiiltniss bedeutet) un-
geiindert bleibt, erliutere ich im Texte der Kiirze halber nicht. Der
Hauptzweck meiner Arbeit ist der, das Studium der projectivischen Eigen-
schaften eines geometrischen Gebildes eines Raumes R,, durch Pro-
jection oder Schueiden eines allgemeineren und einfacheren Gebildes
des R, zu erleichtern, und in diesem Sinne z. B. die verschiedenen
Arten von Curven und Flichen nach ihren Singularititen zu studiren,
wie ich schon in der Einleitung betont habe. Daher werde ich die-
Jenigen Sitze der Theorie der algebraischen Functionen als gegeben
betrachten, die mich zu meinem Ziele fithren.

43. Curven von beliebigem Geschlechte p.

Man unterscheidet auf einer ebenen Curve F(s, #) =0 Punktgruppen,
durch welche keine adjungirte Curve (n — 8)i Ordnung ¢ hindurch-
geht und Punktgruppen (Specialgruppen), bei demen dieses der Fall

¥) Siehe Clifford 1. e. und Klein, Math. Annalen Bd. XVII 1. ¢,
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ist.¥) Wenn wir in irgend einer Curve F (s, 2) = 0 der Ordnung n
und d.es Geschlechts p, m Punkte nehmen, die eine Gruppe der ersten
Art bilden, so geht durch sie keine ¢, aber wohl eine adjungirte
Gurvg C*', wo n' > n—3 sein wird. Dann sind genau p der nw
Schnittpunkte der beiden Curven durch die iibrigen bestimmt. Daher
gehen durch sie m — p 4 1 unabhiingige Curven FO, F@®, ..
Fm—p+1),

Setzt man jetzt

Ty iBoteeet Bpopyq=FO:FO: 1 Fla—ptl),

so hat man eine O™ in R},,_, mit dem Geschlechte p, und eine solche
¢ kann nicht in einem hoheren Raume als 1¢,,, enthalten sein, ohne
in einem I, zu liegen.*) Wir sehen also: Dass die C* in fl, noth-
wendig p==0, die C"+* hichstens p=1 etc., die 0"+, wo < ist, hch-
stens p = » hat. Fiir die C"+* hirt das Gesetz auf, weil Punktsysteme
ger Ayt auftreten. Die O»+" kann hochstens das Geschlecht n -1
haben, wie z. B. die C* in der Ebene das Geschlecht 3 erreichen kann.
Solche Curven kann man Curven 2 Art des beziiglichen Raumes nennen.
Wir werden aber fiir unsern Zweek nur Curven 1'r Art betrachten,
denn wir kénnen immer in einem hoheren Raume Curven 1'et Art mit
einem bestimmten p finden. So z. B. ist die 07 in R?* eine Curve
1tr Art mit p = 3, wie die allgemeine C'* in der Ebene, die eine
Curve 2tr Art ist.

Die C»+ des R,, mit p =17 < n, kann keine Doppelpunkte
oder Spitzen erhalten, denn nach unseren friiheren Untersuchungen
(Nr. 37.) wiirde das p sich dann vermindern.

Sie kann aber stationire Elemente erhalten. Daher uzerfallen die
O+ in R, mit p = in verschiedene Arten von Curven, die wir
alle Normalcurven des Geschlechtes p = r < » in R, nennen.

Wenn man eine solche ¢+ von einem Raume B.—r—s in einen
R,y projieirt, der wit der O n — m — le Punkte gemein hat,
so erhilt man in R, eine Normalcarve (21 desselben Geschlechtes
r, und welche die letzte Normalcurve des Ii.p; ist, wenn man als
erste die rationale Normalcurve bezeichnet. Projicirt man aber die
¢+ vyon einem Raume It,_,;, der mit C*t" n—m Punkte gemein
hat, in einen R,, so erhilt man eine (%7, die in Ii, keine Normal-
curve, in unserem Sinne, ist; nur die rationalen und elliptischen
Normalcurven des I, haben die Eigenthtimlichkeit, dass sie von einem
beliebigen solchen Raume Ii,_,—. in einen 1%, projicirt, eine rationale
oder elliptische Normaleurve des R, liefern. Also:

*) Br?ﬁ und Nother: ,,Ueber algebraische Functionen und ihre An-

wendung in der Geometrie,'* Math. Amnalen Bd. VII, p. 269.
#) Diesen Satz hat Clifford 1. ¢. mit Hilfe des Abel’schen Theorems

bewiesen.
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Jede Normalcurve O™+ mit dem Geschlechte p == v < n crgicht,
durch gecignetes Projiciren, Normalcurven desselben Geschlechtes in den
Riumen Dpey, Busy ++ o, Bogy. ’

44, Projiciren wir jetzt eine Normaleurve O+ des R, von einem
beliebigen Raume R,_,,—; in I}, so erhalten wir eine Curve C'»+r deg
R,, von dem Geschlechte p == » und von der Ordnung # 4 #, sofern
Ry—m—1 die C#+ nirgendwo schneidet.

Projiciren wir jetzt weiter die €+ in eine ebene Curve (07, Diese
Curve C'7t und die Curve F'(s, 2) = 0 der vorigen Nummer, die uns
zur Bestimmung der C*+” gedient hat, sind auf einander transformirbar,
daher kann man die C'®#+") guch durch algebraische [functionen eines
Parameters darstellen, dic nach Riemann*) mit denjenigen der
Normaleurven C»+” des I&, zu derselben Classe gehiren.

Umgekehrt kann man von jeder Curve (n - )i oder niedrigerer
Ordnung zur Normalcurve C*tr des I, aufsteigen. Also:

Wenn man alle Normalcurven eines Geschlechtes p < n in R, in
allen moglichen Weisen projicirt, so erhilt man alle Arten von Curven
der (n + p)'» oder wiedrigeren Ordnumg in den wiedrigeren Riumen
als I,, und umgekehrt:

Jede belichige Curve der (n - p) oder wiedrigeren Ordnung in
R, (wo m < n ist) vom Geschlechte p kann als eindeutige Projection einer
Normalcurve des Geschilechtes p des Rawmes R, erhalien werden.

45. Ob die ganzzahligen Lisungen der 3(n — 1) unabhingigen
Gleichungen, welche fiir die Singularititen einer Curve in R,, p > 0,
bestehen, die Charaktere existirender Curven sind, bleibt zu unter-
suchen. Man muss zusehen, welches das Maximum von Tangenten,
z. B. der elliptischen Normaleurve ist, die von einem I, ; etc. ge-
schnitten werden konnen. Man bekommt dann in der Ebene u. s. w.
die Maximalzahl der Spitzen der Projectionseurve der Ordnung » —+ 1.
Jedenfalls lassen sich die Betrachtungen, die wir fiir die rationale
Normalcurve des E, in Nr. 40. gemacht haben, ganz ebenso fiir die
anderen Normalcurven des R; anstellen und daher gewinnen wir fol-
genden Satz:

Eine Curve in Ry, Ry ctc. der (n -+ p)'r Ordnung mit dem Ge-

schlechte p kann wenigstens 0, 1, - .-, é’-( — 2) respective 0, 1, +- -, %(n——?»)
ete. Spitzen ¢te.; 0,1, « - -, 3(n — 2) respective 0, 1, - - -, 2(n — B) de.
Inflexionstangenten und eine Curve in Ry efe. 0,1, ..., 4(n — 3)

stationdire Ebenen efc. erhalten.

*y Theorie der Abel'schen Functionen; sieche Riemanns Werke, p. 112
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Abschnitt V.

Erzeugnisse durch collineare Grundgebilde.

§ 1.
Doppelerzeugung derselben.

46. Die Erzeugnisse durch collineare Grundgebilde in der 3-dimen-
sionalen Geometrie besitzen cine doppelte Krzeuguung.

Zum Beispiel wird die % in der Ebene durch zwei lineare Systeme
2er Stufe von collinearen Geradensystemen erzeugt. Die 7% in R,
lisst sich durch zwei lineare Systeme 2' Stufe von collinearen Ebenen-
bindeln erzeugen, deren Scheitel auf der I’ selbst liegen. Diesen
zwei Systemen entsprechen zwei Systeme von Curven 3'r Ordnung der
Fliche, wie es bekannt ist.¥)

Ehe ich zu den Erzeugnissen des 1i, iibergehe, die ich spater
behandeln will, schicke ich den allgemeinen Beweis ihrer doppelten
Erzeugung vorans.

Es seien p,%, p,0, -, plV m Riume, die ein Gebilde SO
(m — 1)t Stufe bestimmen, und in analoger Weise p@, p®, - -« pio
(wo i =1,2, . -, m ist) andere s — 1 Gruppen von wm Riumen
R,_1, welche die Gebilde S® SO ... SO hestimmen. Um die

ldeen besser zu fixiren, schreiben wir die s Gebilde in folgender Form:
AW O A®p W e A P = 0,
AW 6 b 4B p, o e A0 pO) =0,

Das Brzeugniss dieser Gebilde wird dann durch das Verschwinden
folgender Matrix dargestellt:

J pi(l)v pQ(U7 R 105,13
E voe e e l o= O,
|p1(3), pz(s), <. )}(;:) |
Wenn wir uns nun folgende m collineare Gebilde MF (s — 1)

Stufe gebildet denken, nimlich

@

*) Herr Dr. Schur bhat sich in sciner Habilitationsschrift, Math. Annalen,
Bd, XVIII, 1. Heft, mit der doppelten Brseugung der C* in der Ebene und in
R,, der Fp@, einer F,' und der C° vom Geschlechte p = 3 des R, beschiiftigh.
Er giebt aber fiir jeden Fall dieser Erzeugnisse einen Bewels, obgleich er in der
Vorrede bemerkt, dass ihre Doppelerzeugung aus den einfachsten Determinanten-
eigenschaften hervorgeht.
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I g®p ) @ p @ L b gl @ =0,

(1) 1
O P 0 =0,

so sehen wir, dass sie die nimliche IVliche (2) erzengen. Denn der

Uebergang von (1) zu (1') kommt daranf hinans, die Zeilen mit den

Columnen der Matrix zu vertauschen.

Wenn wir jetzt aus dem linearen System (1) s beliebige collineare
Gebilde S,— herausgreifen, z B.

6, (AW p M Lo L APDY L 6, (A0 ) | e - A P = ()
ete.,
und diese vermdge der ¢ collinear beziehen, so erzeugen sie wieder
dieselbe Fliche, da die Matrix (2) unveridndert bleibt; denn das kommt
darauf hinaus, fiir das erste geschriebene Gebilde die Columnen
respective mit AW, A®, ... A zu multipliciren und zu der ersten
zu addiren.

Dasselbe gilt natiirlich auch fiir das System (1"). Liegt ein Raum
S® ~—oder ein M® ~der zwei Systeme (1) und (1) in der Fliche, d. h.
gehoren alle seine Punkte der Iliiche an, so liegt offenbar jeder solche
Raum 8,_,, oder M, _, in der Fliicle.

Wir wollen die zwei Systeme (1) und (1") conjugirt nennen.

Man hat also folgende allgemeine Sitze:

Ist eine Fliche F von irgend einer Dimension und Ordnung durch
s collineare Grundgebilde (m — 1y Stufe S® , S® , » 8O er-
seugbar , so ist sie es auch durch m collineare Grundgebilde (s — 1)er
Stufe MO, M@, ... M. Die s collinearen Gebilde S und
die m Gebilde M® (wo i=1,2,..., 8 k=1,2,.... m isf)
bilden zwei conjugirte lineare Systeme vrespective der (s — 1y und
(m — 1)en Stufe. s belichige collineare Gebilde des 1% oder m des
2tn erzeugen ebenfalls die I'liche T, insofern sie nicht su einem linearen
Systeme niedriger Stufe gehirven. Wenn die Réume S o oder M®
wn der Fliche I licgen, so werden auch alle S,—,. oder M,_, der beiden
linearen Systeme in der Fliche enthalten sein.

Man hat auch selbsiverstindlich den Satz:

Wenn irgend s oder m enisprechende Riume der s Gebilde sw

oder der m Gebilde M® in einem Raume R, sich schneiden, der ent-
weder i der Fldche liegt, oder ein Secantenraum B,*) derselben ist;

*) Es sei eine Fliche F2 des B, gegeben (m<<n—1); ein beliebiger Raum
B, schneidet im Allgemeinen die FJ7 in einer (m -+ s — n)- dimensionalen Fliche
g'*" Ordnung. Schuneidet aber R, die F in einer (m 4 8 — n - p) - dimensionalen
Fliche gter Ordnung, so nenne ich R, einen Secantenrawm der FI.
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so kann man dic Riume R, der Iliche auf die Punkie eines Rawmes
By oder R,y eindentig abbilden.

Greift man aus der Matrix (2) eine Determinante mit m oder s
Zeilen heraus, so stellt sie, gleich Nuil gesetzt, eine (n — 1)-dimen-
sionale Fliche vor, die offenbar die Fliche (2) enthillt. Also:

Die Fliche I' liegt m allen denjenigen (n — 1)-dimensionalen
Flichen mte oder s Ordnung, die durch m collineare Gebilde Sn—.,
oder durch s collincare Gebilde M,_, der beiden linearen Systeme (1)
und (1) entstehen.

47. Unter den Fliichen, welche durch das Verschwinden einer
Matrix dargestellt werden, sind in erster Linle diejenigen bemerkeus-
werth, bei denen sich jene Matrix (2) auf eine einzelne Determinante
reducirt. Kir sie insbesondere hat man folgende Eigenschaften:

Alle Flichen I in Rn, die durch m collincare Gebilde (m— 1)t
Stufe erzeugt werden, besitzen 2 Erzeugungssysteme (m — 1) Stufe,
welchen zwei Systeme von Flichen diedrigerer Danension, als I | ent
sprechen, die ganz in I liegen wund wnier einander gleichberechligt
sind.

Zwei Flichen M, M’ derselben Ordnung wnd Dimension, dic nicht
2u demselben System gehiren, licgen in ciner bestimmiten I'ldche N,
die dieselbe Ordimng wnd Dimension fir jedes DPaar von I'lichen
M, M hat.

Wenn m < n -+ 1 ist, so sind dic Axen der ne collinearen Gebide
Ritume S,_,,, die «in der Fliche selbst Wegen. Die Riwme S,—,, der
T kimnen cindewtig auf dic Punlte cincs Lawmes 13—y bezogen
werden. )

§ 2
Einige Speeialfdlle.

48. Ich will in diesem Paragraphen cinige der wichtigsten Special-
falle betrachten, die ich im Folgenden zu gebrauchen habe.

1) Zwei projectivische Biischel S®,, S®, in [, erzeugen cinen
(n — 1)-dimensionalen S,—s-Kegel 2 Ordnung, drei solche projee-
tivische Biindel erzengen dagegen cinen (n — 2)-dimensionalen Kegel
3tr Qrdnung, und allgemein:

*) Wemn p,M, .-, p, e PO - i) statt lineare (n — 1)-dimensio-

nale Réume (n—1)-dimensionale Flichen respective der Ordnung u®, e fm

bedeuten, so gelten, wig man sieht, einige analoge Siitze.

Uy
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m projectivische Biischel SO, S@,, <., 8™, in B, erceugen eine
(n — m -+ 1)-dimensionale I'liche m* Ordnung, dic auch ein Kegel
sein kann, wenn nimlich SO, -+ S0 in einem Raume R, sich
schneiden.

2) Zwei, drei, vier collineare Gebilde 2' Stufe in der Ebene
erzeugen, wie man,weiss, respective 3 Punkte, eine C% und 6 Punkte,
so dass zwei, drei, vier Biindel im Raume R, respective cine O3, F,}
und eine allgemeine C'% vom Geschlechte p = 3 erzeugen.®)

Dementsprechend finden wir folgende Sitze:

n, n41, n-4 2 collincare Gelilde wn'e Stufe in I, erzeugen

A1)
respective eime I'liche I, cine I'ldche Fr , und ene Fliche
(n+D (149)

F s , und daher:
n—1,n, w4 1 collineare Gebilde (n — 1) Stufe S, erzeugen
a1} n(ntl)

.. . 2 . . . . 2
respective etne Fliche F,_, , eine Fliche F' 1, eine Fldche F,_,

Um die ersten Sitze zu beweisen, nimmt man sie fiir den Raum
Ry als richtig an; dann betrachten wir # collineare Gebilde nier Stufe
zM, Z®, ... 20 des B,. Es selen S®, §@, ... S® # ent-

sprechende Gebilde (» — 1)t Stufe derselben; sie erzeugen -eine
Fr . Bewegt sich nun S in einer Geraden g¢,), so werden sich

auch die entsprechenden Punkte S,®, ..., §;® in Geraden g,®, ..., g,®
bewegen. Die beutiglichen Flichen F” & bilden daher ein Btischel;
n(n—1)

. . - . 2 . - .
sie schneiden sich aber in der Fliche F,_,  , die durch die » colli-
nearen Grelf)ilde (n—2)tr Stufe 9,0, g,®, ... g, nach den obigen Sitzen
erzeugt wird. Daher schneiden sich die *  ausserdem noch in einer

1
(n—2)-dimensionalen Fliiche von der Ordnung n?— %(%;— D= n(%;— 2 8

die das Erzeugniss der » collinearen Gebilde 2,0, X,®, ... 3 ist,

In der vorigen Nummer haben wir gesehen, dass # - 1 solche

*) Die Haupteigenschaftem der (% lassen sich aus den vorhergehenden
Sttzen ableiten. Da sie vom Geschlechte 3 ist, s0 geben durch jeden ibrer Punkte
8 dreifache Secanten derselben.

Diese C¢ und verschiedene Fille, bei welchen sie zerfallt, sind gleichzeitig
von Cremona (Rendiconti del R, Istituto Lombardo, Mai 1871 und Math. Annalen
Bd. 1V, ,,Ueber die Abbildung algebraischer Fliichen*) und von Néther, ,Ein-
deutige Raumtransformationent‘, Math. Auvnalen Bd. III, p. 845 untersucht worden.
Man findet sie auch in der citirten Abhandlung von Sc?ur.
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. . N
Gebilde eine F"*! erzengen; und wenn man n 4 2 solche betrachtet,
D ot R)
. . . 2
so findet man in der That, dass sie eine I, o erzeugen.
Da die Sitze fiir n — 1 == 3 richtig sind, so sind sie es auch fir
ein beliebiges x.

g 3.
Rationalcurven.

49. Ich habe im vorigen Abschuniite bewiesen, dass die C# in
R, eine Normaleurve ist, ans welcher man durch geeignetes Projiciren
oder Schneiden alle Arten von Rationaleurven in niedrigeren Riumen
erhalten kann; es ist desshalb fusserst wichtig, die Eigenschaften der
C» zu studiven.

Nach dem Vorhergehenden lisst sich dic O durch = Biischel
Sw,, 8@, «.., S, bestimmen, z B.

n—2? ~n
1(1)1)1(1) + l(g)pl(‘l) — 0’

({) o . . -
A0 p, @ L 3@ 5@ = 0,

d. h. sie ist durch das Verschwinden einer Matrix der folgenden Art
gegeben:
P p,®
& P =0
pn(l) pﬂ(g) S

Daraus ist ersichtlich, dass die C* auch durch zwei collineare
Gebilde 8,10, S, (n — 1) Stufe erzengbar ist, nimlich:

“(1)1')1(1) + PN + y,(”)p”(l) o= 07

@ p,@ o ul®p,® =0,
Nun sechen wir, dass diec Axen S, der Gebilde des Systems (1)
mit der C* w — 1 Punlite gemein haben; daler nenmen wir sic Sccanlen-

réiume der Cn.
In der That, wenn wir z. B. 8@, mit den iibrigen entsprechenden

(1)

Gebilden §®,, - -+, S/, schneiden, so erhalten wir in S, n —1
Biischel S@,, -+, S, die nach dem Vorhergehenden % — 1 Punkte

hestimmen, welche natiirlich in der (' liegen. Man hat ferner:
Eine Gerade R,, eine Ebene Ry u. s. w., ein Laum Ln kinnen
mit der C» hichstens respective 2, 3, w. s. w, wm - 1 Punkie genein
haben. Hitte z. B. ein Raum R, m -+ 2 Punkte mit der C gemein,
so kénnten wir durch ihn und durch anderc # — m — 1 Punkte einen
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I, legen, der die Curve in % -4 1 Punkten schneiden wiirde; was
nicht moglich ist, ohne dass die C* in R,_; selbst liegt.

Wir haben also n — 2 Avten von Secantenvimmen zu betrachien,
ndmlich Secantengeraden, Secantenebenen u. s. w., Secontenriume S,_,.

Wir haben auch:

Ist die Curve durch swei Gebilde (n — 1)% Stufe S,®, S® .
zeugt, und schneiden sich 2 entsprechende Rduwme SO, S@ in einem
Raume 8,1, so ist dieser Raum ein Secanfenraum der Curve.

In der That, die projectivischen Gebilde in den Riumen S, S@®),
welche zu den Gebilden (n —1)er Stufe S0, §,® gehdren, schneiden
Sm—1 In zwei collinearen Gebilden (m — 1)t Stufe, die m Punkte
gemein haben, weleche wieder der Curve ('* angehbren.

50. Nehmen wir jetzt einen Punkt 4, in I, und legen wir durch
A, und S0 eine Gerade S,®. Dieser Geraden entspricht eine Gerade
5@ durch §,@, die im Allgemeinen nicht durch 4, geht; durch §®
und 4, geht aber eine Ebene §,?, welcher eine Ebene S, durch
S, entspricht. Die zwei collinearen Gebilde (n— 3)'r Stufe 5,0, §,®
erzeugen einen 3-dimensionalen A,-Kegel (n — 2)*r Ordnung. Ist
4, ein Punkt der Curve, so schneiden sich in ihm die beiden Strahlen
S8;®, 5, und daher sind die Secantenriume durch ihn Secantenriume
eines 2-dimensionalen 4;-Kegels (n — 1)*r Ordnung. Also:

Alle Secantenriume S,_q der C*, die durch einen Punkt A, gehen,
sind die Secantenrdume ecines 3-dimensionalen A,-Kegels (n — 2)
Ordnung.

Alle Secantewrimme S,_q, die durch einen Punkt A, der Cr gehen,
sind die Secantenriume eines 2 - dimensionalen A,- Kegels (n — 1)t Ord-
nung, nimlich des von A, ausgehenden die Curve projicirenden Kegels.

Betrachten wir jetzt eine Gerade A4, und verbinden wir sie mit
S,® durch eine Ebene S,, so entspricht derselben eine Ebene S,
durch Sy®, die 4, im Allgemeinen weder trifft noch enthilt.

BEs geht aber durch 8, und A4, ein Raum S5,®, welchem ein
Raum §,® durch S, entspricht, und daher sind alle Secantenriiume
8,2, die durch 4, gehen, Secantenriiume eines 5-dimensionalen Kegels
(n—4)ter Ordnung.

Wird dagegen 4, von S,® in einem Punkte geschnitten, so geht
durch 4, von 8,® ein Raum S,®, welchem ein Raum S, durch
S,® entspricht; in diesem Falle sind daher alle Secantenriiume S, s
durch A, Secantenriume eines 4-dimensionalen A,-Kegels (n — 3)wr
Ordnung. Endlich wenn die Ebene S,® durch 4, geht, d. h. wenn
die Gerade A, eine Secantengerade der C» ist, so sind alle Secanten-
rdume S,.p durch 4, die Secantenriume eines 3-dimensionalen A4;-
Kegels (n — 2)tr Ordnung, nimlich des von A, ausgehenden, die
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Curve projicirenden Kegels. Man sieht, wie man fortzufahren hat, um
folgenden allgemeinen Satz zu beweisen:

Durch cinen beliebigen flawm A, geht kein Secantenrawm S,_s der
Cr, wenn 2m + 3> n 4+ 1 isle Dem Lawme S0 A4, entspricht in
dem collinearen Gebilde S,® ein Bawm S . Liegen S®) und Ay in
cinem Raume R,, wo s > m + 1 < n ist, so sind alle durch A, hin-
durchgehenden Secantenvduine S, s Secantenviume eines (s - 1) -dimen-
sionalen A,,- Kegels (n — )" Ordnung.

Ist speciell m = = — 3, so geht durch A, s entweder kein
Secantenraum S, oder einer. Ist m =n — 4, so geht durch 4,_,
entweder kein Secantenraum S,_g, oder einer, oder oo!, die einen
(n — 1)- dimensionalen 4,.1-Kegel 2" Ordnung bilden, Wir erkennen
auch, dass keine anderen speciellen Lagen von Riumen A, 3, 4,
gegen die Secantenriiume S, der C* vorkommen kéunen.

51. Wir haben im vorigen Abschnitte (Nr. 39.) gesehen, dass
von den verschiedenen Lagen, die ein Raum 4, ,_; gegen die Curve
C” annehmen kann, die verschiedenen Arfen von Rationalcurven mter
oder niedrigerer Ordnung im Raume K, abhiingen. Je nack der Lage
des projicirenden Daumes A,_s—y gegen dic Secantenyiume S, o der C*
bekommen wir wm R, wverschiedene Hoauptarten von rationalen Curven
C», die wir Species nennen wollen.

Aus der vorigen Nummer wissen wir, dass ein Raum A,_; zwel
verschiedenc Lagen in Bezug auf die Secantenriume S,_, haben kann.
Entweder nimlich geht durch ihn ein Secantenraum §,_; oder keiner;
daher sind die Rationalcurven n® Ordnung in der Ebene von 2 Species,
entweder haben sie einen (n — 1)-fachen Punkt oder wicht, wobei
natiirlich ausgeschlossen ist, dass die Curven zerfallen.

Die einzigen Ausnahmefille sind der Kegelschnitt, der keinen
Doppelpunkt haben kann, ohne zu zerfallen, und die rationale Curve
3% Ordnung, die immer einen Doppelpunkt oder eine Spitze besitzt.

Wir sehen ferner, dass ein Raum 4,4 3 verschiedene Lagen
gegen die Secantenrfiume S, ; der (* haben kann. Entweder geht
durch ihn kein Secantenranm S, s, oder einer, oder einfach unendlich
viele, die einen (n — 1)-dimensionalen 4,_,- Kegel 2t Ordnung bilden.
Daher sind die Rationalowrven w'r Ordnwung n R, von 3 Species:
entweder haben sie keine (n — 1)-fache Secantengerade, oder eine, oder
einfach wnendlich viele, die dann einem Hyperboloid angehiren, das
als Schwitt des Ry mit dem A, o-Kegel 2t Ordnung erhalten wird.

Die einzigen Ausnahmefille davon sind die rationalen Curven
3'= und 4' Qrdnung, die nur von einer Species sind, und die von
der 5 Ordnung, welche nur in 2 Species vorkommen. Die Curven
finfter Ordnung der einen Species haben nur eine vierfache Secante,
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die der zweiten haben deren einfach unendlich viele, die einem Hyper-
boloid angehoren, wie es bekannt ist.

Desgleichen findet man nach den Sitzen der vorigen Nummer,
dass die Rationalcurven n*r Ordnung des R, von m Species sind, De;
der ersten hat dic Curve keinen (n — 1)-fachen Secantenyaum R,
bei der sweiten nwur cinen, bei der dritten einfach wnendlich wvicle, die
einen (mm — 1)- dimensionalen [{,,L_,,:I(egel 2t Ordnung bilden ele., und
bei der s, wo s < m ist, emfach unendlich viele, welche die Secanten-
rdume S,—s eines (n — 8 4 2)-dimensionalen By, 210 Kegels (s — 1)er
Ordnung sind, der eine gewohnliche Iliche (ohne Keyclspitze) sein
wird, sobald m — 2s + 2 cine negative Zohl ist. Wir finden auch:

Bei den Rationalcurven w'e” Ordnung i R, kinnen auch (n — 2)-
fache Secantenrdume R,_o, (n — 3)-fache Secantenrdume Ry, _s u. s. w.
(v — m -+ 2)-fache Secantengeraden auftreten, da nimlich der proji-
cirende Raum A,_,,_; in einem Secantenraum 8,_3, S,_4 ete, Snmio
der O~ liegen kann. Daher hat man bei m > 3 noech Unéerspecies,
die wir nicht weiter studiren.

52. Fir die Entstehung der Singularititen der Rationalcurven
in niedrigeren Raumen als R, will ich folgende Beispiele fiir die
rationalen Curven C* und C° in R, und R, geben. Analoge Be-
trachtungen werden auch fiir solche Curven gelten, die ein hoheres
Geschlecht besitzen.

L. Beispiel. Die Rationalcurven C1.

Es geht aus der 50. Nummer hervor, dass alle Secantenebenen
der C* in I, (welche die C* in 3 Punkten schneiden) eine 3-fach
unendliche Mannigfaltigkeit bilden, und dass alle Secantenebenen durch
einen beliebigen Punkt 4, von R, ein einfach unendliches System
von Kbenen eines 3-dimensionalen A,-Kegels 2% Ordnung K.,? bilden.
Daher wird die O von einem beliebigen Punkte 4, des I, in einen Raum
S, nach einer Curve C'* projicirt, welche mit den Geraden eines
Systems von Erzengenden eines Hyperboloids (Sehnitt von S, mit dem
Kegel K,;?) 3 Punkte gemein hat. Dic €’¢ ist also eine allgemeine
Curve 4'r Ordnung, wie sie gewbhnlich von der 2t Species genannt
wird, die aber in unserem Sinne der 1® und einzigen Species an-
gehort, die fir die rationalen C* in R, existirt.

Der Kegel K,? hat auch ein zweites System von Ebenen, und da
zwei Ebenen von verschiedenen Systemen in einem R, liegen, so st
klar, dass die Ebenen des zweiten Systems von K,? die Curve G* aes
R, nur in einem Punkte schneiden.

Liegt nun der Punkt 4, in einer Secantengeraden oder in einer
Tangente von C% so erhilt die C'* einen Doppelpunkt oder eine Spitze.

Liegt A, in einer Schmiegungsebene der C*, so erhilt die C'*
eie Inflexionstangente. Zwei nicht aufeinander folgende Schmiegungs-
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&

ebenen der C'* schneiden sich in einem Punkte 4,3 projiciren wir die
C* von diesem Punkte aus, so erhilt die C'% zwei Inflexionstangenten.

Projicirt man ferner die C' von einer beliebigen Geraden A4, in
eine Ebene S,, so erhilt man in §, eine 0”4 mit drei Doppelpunkten.

Eine belichige Gerade A, von R, schneidet also drei Secantenge-
raden der C*.

Nehmen wir umgekehrt drei Secantengeraden der C4) so giebt es
immer eine Transversale 4, dic sie alle drei schneidet (Nr. 26.); wenn
eine, zwei oder alle drei Secanten Tangenten sind, so erhdlt dic C"*
eine, zwer oder drei Spitzen.

Liegt 4, in einer Secantenebene der %, so erhill die C”* einen
dreifachen Punkt mit getrennten Tangenten.

Beriihrt die Secantenebene die Curve, so erhélt diec €71 im drei-
fuchen Punlte eine Spitze.

Liegt endlich 4, in einer Schmiegungsebene der C*, so erhilt die
0" ginen dveifachen DPunkt wit lauter zusammenfallenden Tangenten.

Diese Arten der rationalen Curven vierter Ordnung in R, und
R, sind alle bekaunt; wir sehen auf unserem Wege, wie leicht und
anschaulich sie aus einer einzigen Quelle erhalten werden konnen.

Zweites Beispiel. Die Rationalcurven C°.

Wir wollen jetzi nur die verschiedenen Arten der rationalen C°
in R, hervorheben. Man muss zu diesem 'Zwecke die €% des L, von
einer Geraden 4, in B, projiciren. Im Allgemeinen geht durch ecine
Gerade A, nur ein Sccanfenrawm Sy der C% duher bekommt die Pro-
jectionscurve C'° in Ry im Allgemeinen nur cine vierfache Secantc. Es
kann aber auch geschehen, dass durch A, umendlich viele Secanten-
vdume S, gehen, die dann einen 4-dimensionalen Kegel zweiter Ord-
nung bilden. Daher erhilt dann die C® unendlich viele vierfache Secanten-
geraden, die eine Regelschaar in Ry bilden.

Liegt A4, in einew Schmiegungsraume R, der (%, so erkdll die
C’% eine dreifache beriihrende Tangente. Die C'° zweiler Specics kann
zwei solche Tangenten haber, weil zwei nicht folgende Schmiegungs-
riume R, der C5 in einer Geraden A, sich schneiden. Schneidet 4,
eine oder zwei Secantengeraden der C°, so erhdill dic C'° einen oder
zwei  Doppelpunkte; wenn eine dieser Geraden oder beide Tangenten
sind, so erhilt die C'° eine oder zwei Spitzen.

Liegt 4, in einer Secautenchene der C9, so erhdll die C'° cinen
dreifachen szM mit susammenfallenden Tany Jenten

In analoger Weise kann man natiirlich die verschiedenen Arten
der rationalen Curven 6tr, 7%t Ordnung u. s. w. in I, und R, etc.
studiren.

Tch bemerke auch, duss, wenn in emer Curve oder in ciner Iliiche
F, F,, F,,..., F,des R, Configurationen von Punkicn, Geraden,
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R,, ..., R, cxistiren, die gewisse projectivische Bezichungen zu
jener Curve oder I'liiche haben, dieselben durch die Projection in einen
niederen Rauwm R, wicht zerstort werden kinnen.

§ 4.
Die in einer Ebgne eindeutig abbildbaren 2-dimensionalen Linienflichen.*)

53. Die in eine Ebene eindeutig abbildbaren Linienfliichen hilden
die einfachste Classe von den eindeutig abbildbaren 2-dimensionalen
Klachen, von denen wir in der Anmerkung sprechen. Sie sind alle die
Projection einer ,normalen® Linienfliche, welche selbst eine Projection
der in der Anmerknng genannten ,Normalfliche® ist.

Die F,=1 in R, ist die 2-dimensionale Fliche niedrigster Ord-
nung des Raumes It, (Nr.4.); sie wird von irgend einem Raume
R, 1 in einer Normalcurve C#—1 geschuitten,

Wir wollen insbesondere diejenige #2 in R, betrachten, die

1

*) Alle 2-dimensionalen Ildclien des Raumes B, , deren Schuiticurven mit
den Kdumen I, von B, durch Curven nier Ordnung in ciner Ebene eindeutig
abbildbar sind, sind dmmer die Projectionen einer einzigen Normalfliche der Ord-
nung n® des Bawmes B, , . 5, deren Punkte folgendermassen sich darstellen lassen:

1) \7515'1'2‘xa:x4:x5"":xn(n+{il+l:: E B e E T g Eady"

Die Glieder rechier Hand sind die verschiedenen Potemsen der drei homogenen
Coordinaten &, £, £, Die Parameter £, &, &, als die Coordinaten eines Punktes
der Ebene angesehen, liefern die eindeutige Abbildung der Fliche (1) in der
Ebene. Man sieht, dass die Schmittcurven der Iliche (1) mit den Riwmen
B, w3 , des B, o durch Curven nter Orvdnung sich abbilden, die keine
2 2
Punkie (Fundamentalpunlte) gemein haben.
Projicirt man die Fliche von einem ihrer Punkte in einen Raum Rn(n-;—:%) R
F]

50 erhitlt man eine Fliche der Ordnung #? — 1, die sich evident durch Curven

n#ér Ordnung abbildet, welche einen Fundamentalpunkt gemein haben, Und all-

gemein, wenn man dic Normalfliche durch einen Rowm R, 1y > der wmat thy
ot —1

et

n(n—1) . o .

g Punkte gemein hat, in einen Roum R, projicit (da anﬂl) und
-1

7
£ duale Riume in Rﬂ‘ +3) sind), so erhélt man in B, eine Fliche der Ordnung
]

————— s deren Schmitteurven mit den Riumen K, _, des B, durch Curven nter

2
Ordnung sich abbilden, welche nin—1) FPundamentalpunkie gemein haben.

2

Hine solche Fliche des B, wird durch n collineare Gebrlde zweiter Stufe
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dulli(':h n‘ ——GI }?11‘(;3ec(1v1scl‘1el§ii§chel (:del', was dasselbe i:gt, durch zwei
collineare Gebilde (n -- 2)ter Stufe 8,0, §,® erzeugt wird. Es seien

(1) 1(1)2)]“) -+ . + ;L(ﬂ'-i’)l),("—” — O’
A(U})?(” + s + 1{71—2)))2(”_1) === ()

die zw‘ei collinearen Gebilde S, §® (n — 2)tr Sjufe.
Die Fliche ist dann:
», .. -;Pln‘ll = 0:
i 1
Py P

@)

sie wird also zugleich von den » — 1 Biischeln

S0, -, 8y oder durch drei collineare Gebilde (n— 1)ter Stufe 8,P, 8,#, §,&
erzeugt. Wir schreiben die conjugirten Systeme der Iliche folgendermassen:
§AY 4 £BY 4 g 00 =0,

) 64 + £ B 4 £ 9 =0,

5A® 4 5B L g CW =0,

l(]) A(l) _I,_ N + 1(”) A(n) — 0,
(1 AW BW g g,
AW e® 4 m o™ o,

Die Coordinaten der Punkie dieser Fliche aus dem System (1) lassen sich folgen-
dermassen darstellen:

(2) $1:"""‘:x”+1
g0l L E VD £, & ald 4B, U0+ Bye o 8 al), 5B

2 2 9 2 2 2 2 9
£+ 5,00+ &), & o )£y 0 +§3C§Jl):""‘31“1(:—}-1"‘§2b$z)-)+1+§:scﬁf) 1 ete.

==}

£l £, DGO 4 8, & al DY Bl £ al, 8D e

oder
Lysesr 1 &pyy = fi(és, &, 535 AR fn+1(§1: 527 £s)s

WO fiy + v, fuyq homogene rationale Functionen wfer Grades in &, &, &, sind,
Betrachtet man wie vorher &, &, £, als Coordinaten cines Punktes der Iibene, so findet
man in der That, dass die Schnittcurven der Fliche (2) mit den Riumen K, des

R, durch C" sich abbilden, welche ﬁm—;«l)— Fundamentalpunkte gemein haben.

Die Normalfliche (1) spielt fir die eindeutig in eine Ebene abbildbaren Fldchen

die analoge Rolle wic die rationale Normalcurve C” fir die rationalen Curven.
Ich wiinsche das Stadium dieser Flichen zu vervollstandigen und werde bei
siner andern Gelegenheit meine betreffenden Resultate publiciren,

Mathematische Annalen, XIX. 15
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uwWp @ - uBp, 0 =0,
(1) :
pp, -1 g @p 1) —

erzeugt. Die I'liche hat einfuch wunendlich wicle erzeugende Geraden,
wie aus (1) ersichtlich ist, daher beseichnen wir sic mit dem Symbol
R, — I'j-1,

Betrachten wir die Erzeugung der Iliiche durch die zwei Gebilde
S,m . S,@ . Die Geraden 8,1, 8, sind zwei Erzeugenden der I\—TFy»—1,
und daher auch nach Nr. 46. alle Azen der Gebilde des Systems (1).

Zwei entsprechende Réume SO, 8® darch 8™, 5,® schueiden
sich in einem Raume S,.;, der die F\"=' in einer Curve C»~% trifft;
denn die collinearen Gebilde S;™, §,® in S®,, S® schneiden S,_,
in zwei colinearen Gebilden (n — 3)tr Stufe S,@, §,@, die eine (-2
der F,»—! erzeugen. Wir nennen S,—a einen Secantenroum der Fliche
R, — F,»='. Diese Secantenviwmne sind an Zahl oo™, und schneiden
die F,»=1 in rationalen Normalcurven €=, .

Schneiden sich zwei entsprechende Riume S, 8@ durch S;®, §,®
in einem Raume S;, ¢ < m — 1 < » — 2, so sieht man in analoger
Weise wie vorher, dass S, a 4+ 1 Punkte mit der F,*! gemein hat.
Wir nennen S, einen Sccantenraum erster Art. Derselbe hat mit der
Curve o +- 1 Punkte gemein, wihrend im Allgemeinen ein Raum R,
die B, — I,»~1 nirgendwo schneidet.

Schnelden sich die beiden entsprechenden Réume S®, S in

einem Raume S,_;, so beweist man in derselben Weise, dass diescr
Raum die R, — F,»= in einer Normalewrve C™' schmeidet. Wir
nennen emen solchen Baum cimen Secantenraum 8,1 zweiter Avri,

Es ist nicht ndthig eine solche Unterscheidung fiir die Secanten-
riume S,_z zu machen, da jeder beliebige S, die I*~1 in n — 1
Punkten schneidet.

Aus der Construction der Fliche hat man schliesslich noch folgen-
den Bata:

Wenn man n — 1 beliebige Secantenriume S, mit den Punkien
der By — F—* verbindet, so erhill man n — 1 projectivische Diischel,
welche die Tliche erzeugen.

54. Betrachten wir jetzt einen Punkt 4, des R,, und verbinden
wir ihn mit S;® durch eine Ebene S,; so entspricht derselben eine
Ebene §,® durch 8,@, die im Allgemeinen nicht durch A4, geht. Es
geht aber durch §,® und durch 4, ein Raum S,®, welchem ein Raum
S;M durch S, entspricht. Die zwei collinearen Gebilde (n —4)tr Stufe
83, 5, erzeugen also oo”*Secantenriume S,_s der R, — F,»—!, welche
Secantenrfiume eines 4-dimensionalen 4,-Kegels (#— 3)'r Ordnung sind.
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o

Geht die Ebene S,® durch A4,, so ist 4, ein Punkt der ¥,
selbst, denn ein R, durch A, schneidet die I, — F,*! in einer
durch 4, hindurchlaufenden C»-1. Also:

Die B — F,»—t 1st der Ort aller derjenigen Pundite, in denen sich
zwet entsprechende Ihenen von zwei collinearen Gebilden des Systems
(1) schmeiden. 4

Durch einen belichigen Punlt A, des R, geken oo -1 Secanten-
riiume S,_g, welche Sceanlenyiiume cines 4-dimensionalen A, - Kegels
(n — 3Yr Ordnuny sind.

Liegt A, in der Fliche, so gelen durch ilm oot~ Secantenrdvme
S,_s, welche Secantenydwme eines 3-dimensionalen Kegels sind, ndwldich
des von Ay ausgchenden projicirenden Kegels der By — I'yt

Betrachten wir jetzt eine Gerade 4, so finden wir:

Alle durch ecine belichige Gerade hindurchgchenden Secantenydume
S, 2 bilden cine oo™S-fuche Mannigfaltigheit, welche dic Secanfenrduine
cines G-dimensionalen A,-Kegels (n — 5)er Ordnung sind.  Die Gerade
A, kann auch so liegen, dass durch sie oo™—® Secantenrdume S, hin-
durchgehen, welche die Secantewriume cines b-dimensionalen A, - Kegels
(n — 4y Ordnung bilden.

Ist endlich dic Gerade A, cine Secantengerade der Iy — Fy,
d. h. trifft sie die B, — I'y*! in zwei Punkten, so gchen durch sic
co"* Secantenviiume S,—o, welche die Secawntenyiume cones 4-dinen-
sionalen A;-Kegels (n — 3)e Ordnung sind, nimlich des von A, aus-
gehenden projicirenden Kegels der I8y — 171

Aus dem letzten Satze geht auch hervor:

Line Gerade A, kann mit der R-Fliche hichstens zwei Lunbte
gemein haben, ohne ganz in der Fliche enthalien 2w scin.

Ist allgemein ein Raum 4,, gegeben, so findet man:

Verbindet man A, mit S\W, so erhilt man eincn Rawm S”(L{iz,
welchem ein Bawm S, durch 8,® entspricht. Licgen A, und S;,
in cinem Rawme B,, wo s <m -— 1> m -+ 2 ist, so sind alle Secan-
tenvciume Spy der R, — It durch A, dic Secanlenriwme cines
(s 4 1)-dimensionalen, A,-Kegels (n — sy Ordnung.

Im specicllen Falle gelt durch einen A,y kein Sccantenyaum S,z
oder nur eciner.

Man findet aus diesem Satze:

Ein Raum R, ist entweder kein Secantenrawn, oder cin Secanten-
rawm erster oder zweiter Art der I8, — Iy 1.

55. Wir kénnen eine Parameterdarstellung der I, — 1n—t leicht
aufstellen. Zu dem Zwecke schneiden wir sic mit zwei Riumen R, ..
Wir haben dann zwei Normalcurven O»—, deren Punkte durch rationale
Functionen (n — 1)%» Grades eines Parameters 4 sich darstellen lassen.

Die Fliche hat einfach unendlich viele geradlinige Erzeugenden, die
15%
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auf beiden Curven zwei projectivische Punktreihen ausschneiden. Ein
Punkt der R, — 17,*~* kann daber in der Form:

(1 0% = @i (4) + woi' (1)

geschriehen werden. *)

Umgekehrt kann jede R -Fliche, fiir welche die Formeln (1) bestehen,
durch n — 1 projectivische Biischel evzeugt werden. Diese Fliche ist
daher auch durch zwel collineare Gebilde (n — Z)'* Stufe S0, g @
erzeughar. :

Die zwei Axen S;®, §,® konnen keine specielle Lage unter einan-
der haben. Denn frefifen sie sich wn einem Punkte By, so wird dic
R, — F,»' ¢in Ry-Kegel, und diesen Fall haben wir hier nicht niher
zu betrachten. Die speciellen Lagen aber, die zwet entsprechende Riume
R,, BR,, ..., B, der beiden Gebilde §;, §;® im einzelnen Falle haben
mbgen, kommen nothwendigerweise auch bei allen andern Fillen vor.
Daher miissen alle eigentlichen B, — F,»~! des R, projectivisch gleich-
berechtigt sein.

Wir newnen die R, -- Fy'=1 daher die in eine Ebene cindeutig
abbildbare Noymal B,-I'ldche des R,.

Wenn man jetzt in irgend einem Raume R, eine linienfliche
(m — 1) oder niedriger Ordnung hat, so kann man die Coordinaten
ihrer Puukte in der Form (1) darstellen; wir haben also:

Jede Normal- By — F,»= des R,, (m < n) kann durch Projectior
der Normalfliche B, — Fy;*~1 des R, von emem Ry_,.— aus, der n—m
belicbige Punkte mit der R, — F,2-1 gemein hat, erholten werden.

Jede beliebige in einer Ebene eindeutiy abbildbarve Linienfliche in
By, By,. .., R,y von nicderer als der n* Ordnung ist immer dic cin-
deutige Projection einer Normalfliche Iy — I';r=V des R,. Und umgelehsrt
aus ciner solchen Normalfliche lann man durch geeignete Projection jede
Ari von in ciner Ebene cindeutig obbildbaren Ilichen der (n — 1)fen
oder wiedrigerer Ordnung erhalten.

Beispiele vou der Wichtigkeit dieser Siitze geben wir im nfchsten
Paragraphen.

56. Wie bei den rationalen Curven (Nr.51.) kann man bei unseren
Flichen ebenfalls eine Unterscheidung in Species machen, je nach dex

;)*S‘ie‘h:(llebsch, Mathem. Annalen Bd, I. Ueber die geradlinigen Flichen
vom Geschlechte p = 0 (in R,).
Die Abbildungsgleichungen sind also ou; = & « g;(§,&) + & - vy, (& &), wo

'g ’ g ’ ! 3 . rdi vten eines Iu]lkteS der Ebeﬂe
3 3
ﬂndeuten-

Die Sehnitte der Ry — F,* 1 mst den Riumen R,y des B, bilden sich also
als Curven wier Orvdnung ab.  Dieselben haben einen (w — 1) facken Punki bes
£§1=20, &g==0 und einen einfachen Punki bei &y = 0, £, == 0 und daher ausser-
dem noch n — 1 einfache Fundamentolpunkie gemein.
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Lage des projicirenden Raumes gegen die Secantenriume S,_p der
Fliche R, — F,»~1; und in Unterspecies je nach der Lage des pro-
Jjicirenden Raumes gegen die anderen Secantenriume derselben. Fs
ist nicht schwer zu sehen, dass die Linienflichen (p = 0) in B, (< n)
von m — 1 Species sind.

Im DRawme IR, sind sie speciell von zwei Species, entweder haben
sie, nach Nr.bd., keine (n — 2)-fache Gerade, oder wur cine.

In analoger Weise kann man die auf einen Raum I, eindeutig
abbildbaren F,, studiren.

§ 5.
Die Flichen I.% F)% I'* des R, die durch collineare Grundgebilde
erzeugt werden.*)

57. 2-dimensionale Flichen dritter Ordnung I7')3.
Wir betrachten zwei collineare Gebilde zweiter Stufe $,(V, §,@, d.h,

,Ullpl(l) + ,'U?)p,z(l) _{.. ,{(3)})3(1) - (),
A0 B - A®P,® - 4G =0,
Sie erzeugen eine I,% nimlich:

@) 1201“’ 2 p
7@ p,® p,®

die auch aus den drei folgenden projectivischen Biischeln S,0, S,®, 8@

Q)

=0’

*#) Wenn man eine Iy™ in R, von einem beliebigen Punkte 4, in einen B,
projicivt, so erhilt man in R, eine 2-dimensionale Fliche F, ™ derselben Ordnung.
Man kann die Charaktere der ¥,” durch diejenigen von I bestimmen, und
umgekehrt kann man die Singularititen der F, ™ durch die F,™ studiren. Ich
will pur einige Charaktere hervorheben.

Eine Gerade durch A,, welche die Fliche F,™ in zwei Punkten By, C,yschneidet,
liefert einen biplanaren Punkt B, .= ¢, der ¥,/ ™. DieTangentialebenen in B, und
C, an die F,™ werden in die beiden Tangentialebenen, welche in B, Fy™ be-
riithren, projieirt.

Liegen die zwel in B, und C, constynirbaren Tangentialebenen in einem
Raume B, durch 4,, so erhilt die I’}I"‘ in B, cinen uniplanaren Puankt,

Liegt 4, in der Tangentialebene von By, so erhdlt die Fy ™ cinen Doppelpunkt,
bei welchem der osculirende Kegel zweiter Ordnung sich ouf cine Gerade reducirt,
niimlich auf die Schwittlinie der Tangentialebene in By mit Ry

Ein conischer Doppelpunkt der Fy'** muss also durch einen conischen Doppel-
punkt der Fy™ selbst hervorgerufen sein.

Ein Raum 8,, welcher durch die in B, beriihrende Tangentialebene hindurch-
geht, schueidet die Fy™ in einer Curve mit einem Doppelpunkte in By, deren
zwei Tangenten in der Tangentialebene liegen.

Aus einem parabolischen Punkte der F, ™ erhilt man zwel unendlich nabe
Tangentialebenen der Fp™, die in cinem R, liegen, der durch 4, geht, d. h. dic
in einem Schmiegungsraume Ky der F,™ liegen.
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wp® - @p® = 0,
(1) WP, + @Op,® =0,

ulp,® o u®p,® =0
construirt werden kann.

Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass dic I} cine
Liwicenfliche Ry — I, ist, und dass sie 0o® Sccantencbenen besitzt, dee
sie in einem Kegelschmittc schneiden, wikvend jede andere Ebene dic
B, — F,* in drei Punkten schneidet. _

Die entsprechenden Ebenen von zwei collinearen Gebilden des Systems
(1) schneiden sich je in etmem Punkte, der der Fliche angechirt.

Betrachten wir jetzt drei Erzeugende der F,%. Dieselben konnen
sich nicht wechselseitig schneiden; denn durch einen Punkt der 7,3
geht nur eine Erzeugende derselben, wie aus der zweiten Erzeugung
ersichtlich ist. Sie konnen auch nicht in einem Iy liegen, weil eine
(Gerade, welche drei Erzeugende trifft, ganz in der Fliche enthalten
ist, und daher das durch die drei Erzeugenden bestimmte Hyperboloid
zur J7,% gehdren wirde, die I3 also in eine Ebene und ein Hyper-
boloid zerfallen warde. Aber drei beliebige Erzeugende der F',* haben
eine Transversale gemein (Nr. 26.), die natiirlich alle anderen Er-
zeugenden trifft, da sie in F,% selbst liegt. Wir haben also folgen-
den Satz: '

Alle Irzeugenden der F,* haben eine und wur cine Transversale
d, gemein, die wir als Directrizgerade d, bezeichnen.

58, Indem wir die erste Erzengung unserer Fliche niher hetrachten,
sehen wir, dass man die Ebenen der beiden collinearen Gebilde
8,®, 8™ oder die Punkte der F,* auf die Punkte einer Ebene X,
abbilden kann. Wir haben:

Dic F,® st Punkt fiir Punkt in ciner Ebene X, abbildbar. Den
Geraden von 2, enisprechen die Kegelschnitte der F\3, den Raumcurvern
C? der I')® entsprechen Kegelschmitte von X,, die durch einen Funde-
mentalpunlt gehen, welehem die Directrizgerade d, der F,* entsprichi.

Wir finden auch folgende Sitze:

Sitnd vier belicbige Gerade in R, gegeben, die aber cine gemeinsame
Tromsversale d, haben, so ist durch sie cine I, bestimmé. Denn nimmtb
man zwei von diesen Geraden als S,®, 8,® an, so kann man die
zwei collinearen Gebilde S;@, S,® mit Hiilfe der itbrigen zwei Geraden
in nur einer Weise bestimmen.

Durch swei Kegelschnitte in zwei Ebenen S0, 8,@, die sich in
dem Schwittpunkte der beiden Lbenen schweiden, wnd durch ecine dritte
Lbene S,®, ist eine und wur eine Fo3 bestimmt, die S,® als Secanter-
ebene hat, und durch beide Kegelschnitte hindurchgeht.

59. Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass durch einen
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belichigen Punkt A, von R, nur cine Secantenebene der I')® geht; wenn
aber der Punkt A, in I, selbst licgt, so bilden alle Secantenebenen
durch thn das System wvon Ebenen eimes 3-dimensionalen A,- Kegels
zweiter Ordnung.

Durch einen beliebigen Punkt 4, geht also nur eine Secantenebene E,.
Ls gicht ausser diescr Bbene keine Gerade, die durch A, geht und dabed
die I,3 in zwei Punkten schneidet. Denn ist eine solche Gerade vor-
handen, so lege man durch sie und durch eine Gerade von X, welche
durch A, hindurchgeht, eine Ebene. Diese Ebene hat dann vier Punkte
mit der F,® gemein, sie ist also nach dem letaten Satze der Nur. b4.
eine Secantenebene der F,% d. h. durch den Punkt A, gehen zwei
Secantenebenen der F,*, was nicht moglich ist. Zichen wir jetet
durch A, in der Secantenebene F, eine Gerade, die den Kegelschnitt
K derselben, der zu der I,* gehort, in zwei Punkten X, Y, schneidet.
Durch X,, Y, gehen zwei Erzeugende X, Y, der F,5 welche die
Directrix in zwei Punkten X, Y, schneiden. Dieselben liegen also
mit d, in einem Raume R2;, der natiirlich durch 4, geht. Drehen wir
die Gerade X, Y, um 4, in E,, so bilden X, Y, eine Involution in
K2, und daher auch die Punkte X, ¥, auf d,. Also:

Alle Riwme R, welche durch die Dircctriz d, und einen beliebigen
Punkt A, des R, hindurchgehen, schneiden diec F,* in Paaren von Er-
zeugenden, die eine Involution bilden. Man hat auch:

Die Directrizgerade d, schneidet keine Sccontenebene der I'\2.

60. Jetat projiciven wir die Iy> von eimem beliebigen Punkle A, in
allen misglichen Weisen in cinen Raume Sy; so erhalten wir in Sy nach
den Rdtzen der Nv. 55 alle Arten wvon Linienfliichen dritten wund
aweiten Grades.

Wir bekommen im Allgemeinen in S, eine Linienfliiche dritten
Grades F,3. Alle Erzeugenden der I3 werden von A, in die Er-
zeugenden der I3 projicirt, und da alle Erzeugeiden der F,* den
Kegelschnitt K2 von E, schueiden, so sieht man, dass die F,’® eine
Doppelgerade ¢, hat, die von allen Erzeugenden geschnitten wird. Die
Directrix d, der F,3 wird in eine Gerade " der [,’® projicirt, die
alle ihre Erzeugenden schneidet. Das Biischel von Riumien R, die
durch A4, und d, hindurchgehen, bestimmt in S; ein Bischel von
Ebeunen R,, die durch d," hindurchgehen, und welche die F,* in zweil
Geraden ', ¥," schneiden. Diese Geraden treffen sich offenbar auf
der Geraden ¢, Und da #,,y, eine Involution bilden, so bilden auch
%, y, eine Involution.

Liegt A, ausserhalb des Kegelschnittes K2 so kann man durch
ihn an K2 zwei Tangenten ziehen, welche die zwei in e, gelegenen
Cuspidalpunkte der F,? ausschneiden, Liegt dagegen 4, innerhalb von
K? so fallen diese Tangenten und mit ihnen die Cuspidalpunkte fort.
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Wenn A, in einer Ebene liegt, die durch d; und eine beliebige
Erzeugende von F.3 geht, so entstcht in S, eine I3, fiir welche dic
Doppelgerade e, mit der Directriz d| zusammenféllt.

Projicirt man die F\,? von einem ihrer Punkte A4, so erhiilt man
in S, eine Linienfliche zweiten Grades. Das System der Directricen
derselben wird durch die unendlich vielen durch 4; hindurchgehenden
Secantenebenen veranlasst.

Diese verschiedenen Arten der Linienflichen dritten Grades des
R, sind lange bekannt, aber wir sehen hier, wie man sic alle aus
einer einzigen Fliche durch Projection erhalten kann, Zugleich erkennt
man an diesem Beispiele, wie man in andern Fillen zu verfahren hat.

61. 2-dimensionale Flichen I.,%, die durch drei collincare Gebilde
dritter Stufe SV, 5,9, 8,® oder durch vier collincare Gebilde zweiter
Stufe 8,®, 5,@, 8@, S\ crzeugt werden.

Ich theile hier iiber diese Flache nur die Sitze mit:

Sie geht durch alle Scheitel Sy der Gebilde des ersten Erzeugungs-
systems, und sie hat alle Azen S, der Gebilde des zwciten als dreifache
Secantengeraden.

Ein beliebiger Raum R, des R, schneidet die F,5 in einer allge-
meinen C8 vom Geschlechte p = 3.

Aus der ersten Erzeugung der I7,° geht hervor:

Die F,5 hat oo3 dreifache Secantengeraden. Durch einen beliebigen
Punlt des B, geht nur ewe solche Sccante hindurch; und die dreifachen
Secantengeraden durch eimen Punkt R, der F,5 selbst bilden einen
2-dimensionalen I-Kegel dritter Ordnung.

Aus der zweiten Erzeugung haben wiv:

Bezicht man emme Ebene X, auf vier collineare Gebilde zweiter
Stufe des R, welche dem zweiten Ilrzeugungssysiem gehiren, so ent-
spricht jedem Pumkte bez. jeder Geraden von X, respective cin Punkt und
eine rationale Normaleurve C*4 der F,5. Zwei solche Normalcurven
schneiden sich tmmer i einem und nur e einem Punkte.

Den Schmittcwrven C® aller Ry des R, mit I,® entsprechen in 2,
Curven wvierter Ordnung des Geschlechies p = 3, die zehn Fundamental-
punkte geméin haben, welche im Allgemeinen belicbig liegen. Den letzteren
entsprechen zehn Geraden der F,5. — Diesclben schneiden sich wechsel-
weise nichf. —

Den zehn Curven dritter Ordnung durch neun der zehn Fundamen-
talpunkte in X, enlsprechen zchn ebene Curven dritter Ordnung Z°
der 5.

Den 45 Verbindungslinien der zehn Fundamentalpunkte entsprechen
45 Kegelschnitte der F,S,

Den Geraden, die durch cinen Fundamentolpunki hindurchgehen,
entsprechen Bawmcurven C3 der FS,
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Je zwei Kegelschnitien in X,, die respective durch die zelhn Funda-
mentalpunktc gehen, cntsprechen ein Paar von Raumecurven C3 der IV5,
die in cinem R, liegen. Is gicht 120 solche Puare.

Tiiner Curve vierter Ordnung in Xy, dic cinen Iundamentalpunkt als
Doppelpunkt hat wnd durch die ibrigen hindurchgeht, entspyichi eime
C% der I0,S, dic-in einem Iy liegt, welcher durch eine Gerade dev Fléiche
handurchgeht. .

Den 45 CY von Z,, dic zwwer Fundamentalpunlic als Doppelpunlite
haben und durch dic dibrigen Lindurchgehen, entsprechen Cwwven (1
der I8, dic vespective in den 45 Riamen I3, liegen, awelche duyeh die
zelm Glevaden der IS zicei zn zwel bestimmt werden.  Allen C3 dureh
acht der  zehm  Pundamenlalpunkie i 2,  oudsprechen Cwreen OF
der IS, deven Rdwme By durch den Kegelschonitt gelen, cwelcher dem
verbindenden Strahle der zwel iibrigen Fundamentalpunkic cfitspricht.

62. DProjiciren wir jetet dic 47,% von einem beliebigen Punkte 4,
des R, in einen Raum S,, so erhilt man cine L)%, welche, wic man
leicht sieht, cine Doppeleurve sicbenter Ordnung besilzt. Da durch 4,
eine dreifache Secantengerade der IS geht, so hat dic IS cinen
triplanaren Punkt, dev in dic Doppelenrve selhst fiillt. ’

Die I')6 Lat zelm Geraden, wnd es gicht zehn Ilbenen (die den
Curven Z3 der F,% enlsprechen), welche die I')'% in zwei Crorven driléer
Ordnung schmeiden.

In analoger Weise findet man fiir die 17" die entsprechenden
Sitze za allen andern Sitzen der vorigen Nummer.™)

Man kann dic F,% insbesondere aus einem ihrer Puukte projiciven.
Man erh#lt danu in S, eine %%, welche eine Doppeleurve dritter Ord-
nung besitzt, wie aus der vorigeu Nummer hervorgeht.

Andere interessante Flichen erhilt man in S, wenn man deu
Projectionspunkt in versehiedenen andern Lagen gegen die £,° annimmd.

Wenn die Erzewgungssysteme der I\,® speciell sind, so bekommi
man speciclle 5, Fpb, F, des R, wnd dwrch Projection erhill
man i S, speciclle in eimer Lbene cindently  abbildbare  Flichen
s, F)s Iy F,% dieich der Kiirze balber mcht weiter studiven will,

63. Lndlich wollen wir ctwas iber die I, des Ji), die durch
vier collineare Gebilde dritter Stufe erzeughbar ist, mittheilen,

Die F,! ist Puankt fir Punkt in einen Rawm 2y abbildbar uud
man erhilt folgende Sitze:

Vier collincare Gebilde 8,1, . . ., S, drilter Stufe in R, cracugen
eine B-dimensionale Fliche Irt, Sie besitat swei conjugirte Lrzeugungs-

) Es scheint mir diese Fliche I3'¢ des R, ganz neu zu sein, obgleich
Clebsch, Cremona und Nother mit anderen in einer Ebene eindentig abbild-
baren F ¢, welche anch 10 Geraden besitzen, sich beschiiftigh haben,
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systeme dritter Stufe, welchen zwei Systeme von Normalcurven C* und
zwei Systeme von I,% enfsprechen. (Nr. 47.)

Zwei Flichen IS, die verschiedenen Systemen angehiven, liegen in
einer F,5,

Line C* und eine I',S desselben Systems treffen sich in einem und
nur in einem Punlte, sofern die C* wicht sclbst in IS liegl. Zwei F,°
desselben Systems schneiden sich in eimer C4 .

Die zwei Systeme der F,b und der C* sind gleichberechtigt.

Die Iyt hat oo wviele Geraden, dic den Punkten ciner OV des
Dildrawmes X, entsprechen.

Es giebt oo® wiele Ebenen, welche die Fyt in zwei Kegelschnitten
schneiden.

Ich habe in dieser Arbeit die niichtstliegenden projectivischen Be-
ziehungen zwischen den Réumen von verschiedenen Dimensionen
behandelt; es bleiben aber viele interessante Fragen micht nur fiir den
Raum von # Dimensionen, sondern auch fiir den gewShnlichen Raum
zu erledigen.

Leipzig, im Sommer 1881.




