
Behand lung  der  projectivischen Verh~ltnisse der  Raume  yon 

versehiedenen Dimensionen dutch  das Princip des Prqiicirens 

und Schneidens. 

VOll 

GIUSEPPE VERONESE in  Chioggia. 

Mehrere Mathematiker haben sich schon mit einigen Capiteln der 
n-dimensionalen Geometrie, meistentheils mit der Kr~immungstheorie 
der Riiume nach der Grundarbeit R i e m a n n ' s  ,,Ueber die Hypothesen, 
die tier Geometrie zu Grunde liegen"*), besch.~ftig~. 

Ich babe bier nicht die Absicht eine historische Uebersicht der 
bisherigen 'Arbeiten fiber 'diesen Gegenstand auseinanderzusetzen, son- 
dern ich will nur hervorheben: erstens, dass alle diese Arbeiten ana- 
lytische Form besitzen, und zweitens, class man die n-dimensionale 
Geometrie~ so viel mir scheint, noch nicht consequent als ein Hiilfs- 
mittel benutzt hat um die projectivischen Beziehungen in Riiumen yon 
verschiedenen Dimensionen, daher auch in tier Ebene und dem gewShn- 
lichen Raume zu studiren. 

Ich gebrauche in dieser Abhandlung die synthetische Methode und 
zwar diejenige Methode, die aus den beiden Fundamentaloperationen 
des Projicirens und Schneidens hervorgeht. Ich benutze auch bier und 
dort die analytische Methode, aber ich interpretire sie immer in an- 
schaulicher Weise. 

Um eine Configuration yon n-~-1 Punkten, oder eine Curve, 
oder eine 2-dimensionale Fl'~che, die gewisse Singularitiiten besitzt, 
im gewShnlichen Raume R~ zu studiren, ist es in vielen Fi~llen 
ntitzlich, zuvSrderst eine Configuration oder ein Gebilde I t~ oder 2 '~' 
Dimension in dem n-dimensionalen Raume R~ zu suehen, arts welchem 
mittels~ geeigneten Projicirens oder Schneidens das gegebene Gebilde 
in eindeutiger Weise entsteh~. Und zugleich kann man nicht nur 
jene Configuration, Curve oder F15che~ sondern auch eine Classe dieser 
Gebilde studiren, welche s~mmtlich mittelst, des Projicirens oder Schnei- 
dens aus jenem Gebilde im Raume / i .  hervorgehen. - -  Dieses Gebilde. 

*) R, i e m a n n ' s  Werke  pwg. 254. 
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in R~ ist immer einfacher als das gegebene in 1/a und l'~sst sich daher 
viel besser behandeln. 

Betrachten wir z. B. n + 1 beliebige Punkte einer Ebene 1/2 oder 
eines Raumes B~, so kann man s iea ls  Projectionen der n + 1 Ecken 
unendlich vieler Pyramiden in R~ ansehen. Und umgekehr~ lassen 
sieh aus einer solchen (Ta-I-])-eckigen Pyramide in /:,, (welehe die 
einfachste Pyramlde in /~= ist) durch geeignetes Projiciren alle A r t e n  

yon Configurationen yon n + 1 oder weniger als n - [ - 1  Punkten ill 
den Riiumen yon niedrigerer Dimensionenzahl erhalten; indem mail 
unter zwei Configurationen derselben Art solche versteht~ bei welehen 
die n + 1 Punkte dieselbe Lage haben, ohne auf die metrischen Be. 
ziehungen zwischen ihnen [~iieksicht zu nehmen. 

Als zweites Beispiel .mSgen die rationalen Curven dienen. Be- 
traehten wit irgend eine rationale Curve n '~ oder niedrigerer Ordnung in 
R,,, wom < n ist, so beweise iel b dass sie immer die Projection einer ratio- 
nalen Normalcurve C" in/~,, ist. Und umgekehr~ kann man aus einer 
solchen Normaleurve C ~ alle Arten yon Rationalcurven n t~r oder. 
niedrigerer Ordnung in den niedrigeren Rtiumen erhalten. Diese 
Normaleurve C ~ besitzt keinerlei Singn]aritiit und ihre Charaktere sind 
vermSge der verallgemeinerten P 1 ti c k e r'schen Formeln ~ die ieh eben- 
falls in nachstehender Abhandlung aufstell% sehr leicht zu berechnen. 
Ueberdies lgsst sie sich leicht dm'ch projeetivische Btischel oder Ge- 
bilde (n ~ 1) t~r 8tufe construiren. Es wird also 5usserst vortheilhaf~ 
sein, die rationalen Curven derselben oder niedrigerer Ordnung in 
nieder ausgedehnten Riiumen aus dieser Normalcurve durch Schneiden 
oder Projiciren zu gewinnen. 

Ich habe die gewShnliehe Nomenclatur fiir Punk~, Gerad% Ebene, 
Curve~ Fltiehe, Kegel etc. beibehal~en, and zwar babe ich die 
]~nearen R.aume einfache Rgume genannt and mit den Symbolen 
l~o, R 1 ,  I i~ ,  l i a , . . ,  l~g,, bezeiehnet. Desgleichen habe ieh ~meh 
2 ,  3 ,  . .  �9 ( n -  1)-dimensionale Ftichen and in analoger Weise 
2,  3 ,  �9 �9 �9 (n  - -  1)-dimension ale //0-Kegel (deren Spitze bezilglich 
ein Punkt /~o ist), and 3, 4 . . .  (n - -  l) - dimensionale Rj -Kegel  
(deren Spi'~ze jeweils eine Gerade, lg 1 ist) u. s. w. untersehieden. 

Die Arbei~ ist in fiinf Abschnitte mit der Einleitung, and 
jeder Absehnitt in Paragraphen eingetheilt, so dass es meinem Leser 
nieht schwer sein wird, sieh sofor~ eine allgemeine Uebersicht der- 
selben zu v.erschaffen* ). 

Zum Schlusse ergreife ich diese Gelegenheit, um Herrn Prof. 
K l e i n  far die vielfaehe Anregung and Unterstiitzung bet meinen 

l~Lathematisehen S~udien in Leipzig den besten Dank auszusprechen. 

�9 ) Per Kiirze halber habe ich bet leichten Sitzen, zum~l im dritten Ab- 
schnitte, (lie Beweise unterdriiekt. 
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Einloitung. 

1. Es ist bekannt ,  dass eine Ebene Its durch cine gerade Linie 
1~ 1 und einen Punkt /~o ausser ihr erzeugt werden kann,  indem imm 
alte Punkte tier (~eraden mit dem Punkte /~  verbindet. In derselbea 
Weise kann man den Raum yon 3 Dimensionen durcl, eine Ebene 14 2 
und eintn Punkt  /~o ausser ihr erzeugen. Wie man die Gerade als 
Element der Ebene, und die Ebene als Element des Ilaumes yon :3 
Dimensionen betrachL'e~ so kSnnen wir den Raum ]t:~ als Element 
eines Raumes yon 4 Dimensionen ansehcn. Der l~aum ~on 4 Dimen- 
sionen 1~ 4 wird yon cintra l~aume l~:~ und yon einem beliebigen l'unkte 
I~ o m, sser ibm erzeugt, indem man a l l t  Punkte des Raumes R:~ mit 
B o verbindet. Wie die Ebene in R 3 yon einer Oeraden nut in einem 
Punkte gesehnitten wird, insofern die Gerade nieht in der Ebene liegt, 
so wird auch ein ~r~ in 1~ 4 yon einer Oeraden nut  in eintm Punkte 
und von einer Ebene in einer Geraden geschnift~en, wcnn die Gerade 
oder die Ebene nieht stlbst in dem IR 3 cnthalten ist. Wenn man 
ditse Erz tugung  der linearen R~tume*) fortsefzt, so sieht man~ dass 
tier Raum yon n Dimensionen Y~. dutch einen Raum 1~,,-1 .und einen 
ausser ihm liegenden Punkt  erzeugt werden kann. Man sieht auch, 
class der lZaum t't~ durch n + 1 btliebige Punkte,  die in keinem 
niedrigeren Raume 'gelegen sind, bestimmt wird. Es ist auch aus 
dem Vorhergehenden ersichtlich, dass in dem Raume yon n Dimen- 
sionen //~ c~ ~ Punkte enthalten sind, und dass, wenn ein ]{~aunt ]~., 
1o q - 1  beliebige Punkte eines Raumes I~ z, enthhlt, we m :>1~ ist, 
/~p ganz in B, ,  enthalten ist. 

Zwei be]iebige RSume B,, und R,,,II), die respective dutch m + 1 
und m( t~ + 1 Punkte bestimmt sind~ geh5ren dora Raume l{,,+,,,m+~ an~ 
der durch die m q- ma) + 2 Punkte bestimmt wird. Die l~i~ume 1~,,, und 
R,,ol schneiden sich im Allgemeinen nicht, d. h. sit haben keinen 
Punkt  gemein. Haben sie abet z. B. einen Punkt A o gemein, so werden 
wit,  um If,, und I~,,~o) zu bcstimmen ~ ausser A onoeh m und m (~) Punkte 
willktirlich annehmen, and daher werden die beiden I~:,~ume in einem 
Raume B,,~+,,(~) enthalten sein. ttuben sie allgcmein einen Raum R~ ge- 
turin, d. h. (~-l-1 beliebige Ptmkfe, so liegen sie in einem Raume 
/~m+m(t)__a, 

W i t  betrachten als l~ndamenta l raum u~screr 02crationen den 
Raum yon ~ 1)ime~tsio~zen. Setzen wit daher 1~,~+,,(~-, ._.'B~, so 
sehen wir, dass zwei beliebige RSmne 1~,, und 1~,,,(~) in / t ,  in cintra 
t~aume I~, sich schneiden~ we a ~ - m - ~ - m ~  n i s t .  Wenn a ~ O  
ist~ so haben sit einen einzigtn Punk~ gemein; ist dagegen a negativ, 
so haben sie kein Element gemein. Ist m > m (~), so ist Mar, dass 

*) Wei~erhin nennen wir die line~ren I~ume einfach Fgiume. 
ll* 
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a hSchstens == m(~) sein kann,  in welchem Falle //./1) in / /~ ganz 
en~halten sein wird. 

Zwei Riiume //~ und j / o /  schneiden sich, wie gesagt~ in einem 
Raume R.,  wo: 

ist. Der Raum / / .  wircl yon einem dritten beliebigen Raume 1l.,(~) in 
einem l~aume R., geschnitten ~ wo: 

(1) a, ~ a -}- m (~) - -  n ~ m -{- too) 2 7 mo-) - -  2 n  

ist. Der Raum /~, wird yon einem beliebigen vierten Raume//.,(~) in 
einem Raume / ~  geschnitten~ wo 

(2) a2 ~ a 1 q- m(3) - -  n ~ m q- m(1) + m (~) -[- m (3) - -  3n  

is~, u. s.w. Endlich der Raum /~,~_~ wird yon einem (s -}- 1) t~" be- 

liebigen Raume /~(,) in einem l~aume / ~ _ z  geschnittel), wo 

(3) a,_~ ---- a,-2 + m l~) -- n ---- ~ m(~) -- s n  
i.----. G . , . $  

isG so dass s + 1 ganz beliebige R~ume ] G .  R.~I,) �9 �9 �9 /~(,) in R,~ in 
einem Raume /~p sich schneiden~ wo: 

i ~ O , i  . , s  

ist. Schneiden sich aber ~ ,  und B.,(1) anstatt in einem Raume It~ in 
einem Raume ~q-d~ sO muss man in (2) ansfatt a~ a -]- d setzen~ so 
dass /~-o 1~.,(,), /~.~(.-) in eiaem I~aume /~ ,+d sich schneiden werden. 
Schneiden sie sich s~att dessert in einem Raume R~+a+d, ,  so werden sich 
I G ,  /R~,,(Ib R.s b IR.,(~) in einem Raume /~+a+~ ,  schneiden und all- 
gemein  werden  sich s + 1 R i i u m e  B,,~, 1~,,(~, B.~('~) . . .  //.,(~) in  R~ in 
einem t t a u m e  l~q schneiden~ wo : 

ist u n d  einige oder a~le d verschwinden  kGnncn'*). 

2. Um den Parallellsmus der Riiume zu definiren, denken wir 
uns, dass jede Gerade in R~ einen unendlich fernen Punk~ (ira 
Euklidischen Sinne) hat,  d. h. wit nehmen an, dass der Raum R~ einen 
unend]ich fernen R a u m / ~ _ ~  hat,, so dass die R~ume R i ,  1~ ,  �9 �9 �9 ~ _ ~  
yon Rv den unendlich fernen Raum' in einem R0, / ~ , . . .  / ~ _ ~  
sehneiden. Wir  sagen: Z w e i  R g u m e  I~ .... R . , , } ,  w o  too)>__ m ist, 

*) Ueber die I~dingungen, dass mehrere R~ume yon verschiedenen Dimen- 
sionen sich schneiden, sehe man Jordan"  ,,Essai sur la ggomgtrie ~ n dimen- 
sions. Bulletin de la Soci6t6 mathgmatique de France 1875" und D'Ovidio:  ,,Le 
Funzioni metriche fondamentali etc." tk Accademia dei Lintel 1877 (oder auch 
Math. Annalen XII). 
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sind einande~" parallel ,  wenn der unendlich ferne I~aum 1~,~_~ yon R, ,  
m dem unendlich fe~.nen Rc~ume 1~.~(1)_~ yon /~.,(J) cntltaltcn ist. 

Aus dieser Definition geht hervor, dass magi dutch einen R,~lm 
R,~ einen parallelen ]-s /~.,+~,,(1) zu einem beliebigen gegebene~ 
Ys /~.,(~) legen kann,  wean m ~- m[ l) ~ n ist; in der That ,  die 
unendlich fernen Ri~ume lt,~_ 1,/~,,,(~)-i liegen ganz beliebig und daher 
bes~immen sie einen l~aum /~.~+.,(1}_1, welcher der unendlich ferne 
Kaum yon unendlich "delen P~iumen R.~+.~) ist, die d e n b e i d e n  
Riumen R. ,  und /~(~) p~rallel slnd. Dutch einen beliebiget~ Punkt  
yon / ~  geh~0 ein solcher Raum, and wenn dieser Punier in/~.~ fSltt, so 
wird der Raum /r dutch I~.~ gehen,  da er den unendlich fernen 
Rauul/~.~-i  yon R., enthiilt. Wenn m + m (1) > nd .  h. : m -~- m( ~)-- n -  ~t. 
is t ,  so sehneiden sich die unendlich fernen R~ume B,,~_~, R,.(*)_t in 
einem Ruume / ~ _ , ,  and da sie im Allgemeinen in / ~ - i  ganz beliebig 
liegen, ohne in einem niedrigeren Raume enthalten zu sein, so kann 
man dutch /~m keinen para]lelen R, aum zu /~,,,(L) ziehen. Wenn die 
beiden R~ume /~m--1, R.~(1)_l in einem Raame 1~ _ ._ ~  ]iegen, so kann 
man durch den E a u m / ~  einen parallelen ~aum/~,~_~ zu R,,(~) ziehen. 

Aus dleser Definition fo]gt noeh, dass zwei purallele Riiume 
Am, B,,  yon zwei para]lelen R[~umen A,,_, ,  B~- , ,  in zwei Paaren yon 
Punkten gesehnitten werdcn~ die ein Parallelogramm bilden. 

3. Aus Nr. 1. geht hervor,  dass zwei l~iume ~,,_~ in einem 1~,~_~, 
drei Jn einem _/~_3 u. s. w., n in einem R0 sich sehneiden. Wi t  n 
beliebige Punkte einen Raum R~_~ bestimmen', so bestimmen ~, be- 
liebige R~ume /~,,_~ einen Punkt. Wir nennen daher den I)unk~ und 
den ( n -  1).dimensionalen Raum duale t~iume in /~ .  WShrend 
m - [ - 1  beliebige Punkte einen Raum R~ bestimmen, so bestimmen 
m J r  1 beliebigen / ~ - i  einel~ Raum /~ . . . . . .  ~; ~,~ und R . . . . . .  t sind 
auch dual. - -  W i t  sehen also, &zss zwei l~i~ume 1~,,~, 1~,,~(~) dua~ sind, 
wenn m -~ m (~) ~- n - -  1 ist. ~ Wenn n ungerade ist, d. h. ~--- 2 m  -{- 1, 
so ist der Raum / ~ - t  sieh selbst dual, 

T 
4. Wird ein Punkt  nach e[nem algebraischen Gesetze sieh ste~ig 

bewegen, so dass er yon seiner Anfangslage nur in zwei Richtungen 
(vorw~rts und r(ickw~rts) for~riicken kann,  so beschreibt er einen 
Ruum yon einer Dimension. Derselbe ist yon der m t~" 0rdnung,  wenn 
er yon einem/r in /~ .  in m Punkten geschniiten wird. Einen solchen 
t~aum nenn~ man eine Curve m ~ Ord~ung~). Eine Curve m ~' Ordmmg 

*) Die Erzeugung der linearen Mannigfaltigkeiten v'on mehreren D[men- 
sionen durch Bewegung .eines Elemen~es finder man bei Grassm~nn, Aus- 
dehnungslehre p. 13 etc. 1844. Sie ist auch spiter yon l~iemana gebrauch~ 
worden in tier Abh~ndlung: ,,Ueber die I-Iypothesen, die der Geometrie zu Grunde 
liegen. 1854." 



166 (~. V,,:~o,~s~, 

kann nut in einem ig2,/~3, " " " /~,, enthalten sein*). Denn wgre eiue 
solehe Curve in elnem R,,,+, enthaltcn, ohne einem niedrigeren II, aume 
~, ,  zu gehSren, so kSnnten wit sie mit einem Raume 1~,  der die 
Curve nur in m Punkten treffea karm, schneiden~ m~d durch diese 
m Punkte und einen andern Punkt der Curve cinch gaum /~,~ hin- 
durchlegen. Dieser Raum wird dann die Curve in mehr ale m Punkten 
schneiden, was nicht mSglich ist. Wenn man die Tange~l~en, 
Schmiegungsebenen, Schmiegungsri~ume R a, /~ ,  �9 �9 �9 1{~-i der Curve 
betrachtet, so bilden die Tangenten die 2-dimensionale Developpable der 
Curve (mit Riieksieht auf die Zahl der Punkte), die, wie man sieht, 
in einen R2, iR3, . . .  /~=_s entwie]~elbar ist**). - Die Sehmiegungs- 
ebenen der Curve sind Tangentialebenen der l?lgmh% wShrend die 
anderen Sehmiegungsrgume der Curve auch Schmiegungsrgume ihrer 
2-dimensionalen developpablen Fliiche genannt werden kSnnen. 

Die Schmiegungsebenen bilden aber eine 3-dimensionale deve- 
loppable Fl~che, die in einen R:~, 1~4, . �9 . _g~_.~ entwickelbar ist. Die 
Schmiegungsrgume /~a der Curve sind Tangentialrgume ihrer 3-dimen- 
sionalen Developpablen u. s. w. Endlich bilden ihre Schraiegungsr'iume 
/r eine (n ~ ])-dimensionale Developpable, die in e inen /~_s  ent- 
wiekelbar ist. Die Schmiegungsriume I~,-i der Curve sind Tangential- 
riume dieser Developpable. ~ Wir sehen also, dass t ins  Curve in 
_R~, n -  2 de~elop~able _Fliid~en besitzt.  

Wenn eine Curve sieh stetig in zwei entgegengesetzten t~ichtungen 
bewegt, so wird sie einen 2-dimensionalen Raum erzeugen~ der yon 
der m ten Ordnung ist, wenn er yon einem beliebigen Raume /{=_, yon 
R~ in einer Curve C "~ gesehnitten wird. Eiaen solchen Raum nenne 
ich cine 2-dimensionalc  I~l~iche m ~e'" Ordnung  1~'~,~. Man beweist ia 
analoger Weise, wie bei den Curven, dass eine solche ~lgche nut  in 
Rgumen ~a, Ba, - . .  Zgm+i enthalten sein kann, ohne gleichzeitig 
niedrigeren Riumen anzugeh5ren. Eine solche Fliche hat n --  3 Deve- 
loppablen, respective yen 3, 4 etc. (n - -  1) Dimensionen, die respective 
in einen R:,, ~ ,  . . .  ig=_~; I ~ ,  I~a, �9 . .  gt~_~ etc. R~_, entwiekelbar 
sind.' Man sieht ohne Weiteres, wie man fortzufahren hat, um die 
3, 4 . . .  (n--1)-dimensionalen Fl'achen m t~" Ordnung/e , , ,  _~[, . . . . . .  I," "~ 
zu erzeugen. Wir finden mit leichter Miihe folgende S~ttze: 

.Eine !o-dimensionale E~iiche m ~ Ordnung F~, ",,~ w i rd  yon einem 
beliebigen ~ a u m e  1~,,_~ in einer ( p ~ 1)-dimensionalen Elis m ~e'" Oral- 
hung  _F~L t geschnitten. 

*) Clifford. Phil Transactions 1878, On the Classification of Loci, p. 663, 
**) Wie zwei Riume ~,~-.1 in ~= zur Deckung gebracht werden kbnnen, 

werden wir spiter n~ch der Definition der Perpendiculs, ritit der Rgurae kennen 
lernen (Nr. 21.). 
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Eine Fl~iche F ~  kann nut in cinem Rl~+l , R~o+2, . . . ,  /tl~ + .... ~, 

d. h. in m -  1 verschiedenartiigen Riiumen cnthaltcn scin, ohne in 
niedrigcrcn Biiumen zu liegen. 

Die Flgchcn 2 ~ Ordnung yon ircjcnd eincr Dimension sincl also 
"nur in einem bestimmtcn t~aume enthaIten. 

Die ~'~'~ besitzt n p 1 Develo~pabIen. 

5. Betraehten wit jetz~ einen Punkt/ ' /o und einen zu ihm dualen 
Raum _~,_,, der nicht durch R o geht. Wenn wir von ]~o irgend eine 
Curve C "~ yon 21~_i projiciren~ wo natfirlich m ~ n - -  1 ist, so bekom- 
men wit um Ro eine einfache une~dliche Man nigfaltiglieit yon Geraden, 
die einen I~o-Keget vvn zwei Dimensionen und yon der m t~ Ordnung 
bilden, da er v'on ]rgelid einem t~aumc tr ~ in einer Curve mt`'' 0rd- 
hung geschnitten wird. Wenn man yon/~o eine ~-dimension~le Fl~iehe 
F p  yon Z'~-i  projicirt~ ,die nicht in einem niedrigeren Raume als 
~ - i  liege, so erhal~en wit um / t  o einen (p q- 1)-dimensiona[en R o- 
I~egel qn ~*~ Ordnung. So kann man alle R,,-Kegel erhal~en, indem man 
yon einem lest angenommenen Ir aus die Curven and Fl~chen eines 
Raumes ]~ . . . . .  1 projicirt,  der/~,~ nirgends schneidet. Wir sehen auch, 
dass die Anzahl der Discensionen clues ll,,,-Igegds rod-2 bis m - - 1  
betragen lcann.*) 

We nn  eine 2-dimensionale FlSehe ff.~'~ einen Doppelpunkt/~o ha~, 
so wird s~e yon allen l:~iumen I~.-1 dutch R o in Curven m t~ Ordnung 
mit einem Doppelpunl~te in /~o geschnitten; analog wenn es sich um 
einen k-faehen Punk~ handelt. Wir  sehen aueh, dass alle in einem 
Doppelpunkte osculirenden Geraden einen l~-Kegel 2 ~' Ordnung bilden, 
and dass alle Geraden, die im k-fachen Punkte k -{- ] Punkte mit der F~ ~' 
gemein haben,  einen 2-dimensioualen /2,-Kegel ]gte~' Ordnung bilden. 
l m  Allgemeinen, wenn eine Fl~iche F~ ~ in 1~,, einen k-fachen Punkt 
/ t  0 hat ,  so bilden alle Geraden, die mit der ~ '~  in 1~o k-[- 1 2unl~te 
gemein haben, einen $-dimensionalen Ro-Kegel k ~ Ordnung. Hier kann 
man versehiedene Arten yon Doppe]punkten oder k-fachen Punkten 
unterscheiden je nach der Natt~r des p-dimensio~mlen/t0-Kegels. Wenn 
m~n eine (n - -  1)-dimensionale Fliiche m '~ Ordnung in /~, beirachtet, 
so sieht man, dass sie yon ~llen ihren Tangentialr[tumen in einem ihrer 
Punkte  /~0 in Fiiiehen niedrigerer Dimension mit einem Doppelpunk~e 

in /~o geschnitten wird. - -  
Die hiermit in der Einleit, ung gegebenen S[~tze sind einfache Ver- 

allgemeinerungen yon bekannten Siitzen der 3-dimensionalen Geometrie, 
sic werden uns abet sp.2ter sehr ntt~zlich sein. 

*) Wenn eine Gorade oder irgend ein R~um I~ m in /~  sich stetig in zwei 
Richtungen fbrtbewegt, so erh~lt man eine 2-dimensionale 9erade ~'ldche (-Rl- 
Fl~iche ; Regelfitche) oder eine m Jr" 1-dimensionale 2~,~.Fl6zhe. 
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Abschnitt I. 

Configurationen aus  e i n e r  e n d l i c h e n  A n z ~ h l  yon  ] i n e a r e n  R i i u a m n .  

w  

Perspeot ivischo Figuren.  

6. Es seien N beliebige P u n k t e  1~ 2, 3 �9 - �9 AT i n / ~  gegeben,  wo 
N > n -}- 1 ist. Sie best~mmen 

.Sr(N -- 1)... ( N - -  m) 2q(_N---2 1) ~! , 2V'(N-- 1)2 (_N--- 2) I{2 ,  " ' "  - -  ~ - - ~ - - i ) !  . . . . . .  -/~m, 

2r 1 ) . . .  ( A t _  (~ + ~)) /3,_~, 2 v ( h r _  l ) . . .  ( N - -  n + ~" - I) 
( n -  r + 1).~ - - ( ~  - -  r + ~)! 1/~-~+l'" 

u n d  
A'(kr--  t) '" ( A t - - n + 1 )  ll,~_~. 

n! 

(N- -  '2).-. (N- -  m) .R, , , . - .  ; 
D u r c h j e d e n R ,  gehen ( N - - 2 )  Ir , . . . ,  ( m -  1)! 

(At -  a) ""(2r R, , ,  �9 .. ; 
,, ,, B 2 ,, ( N - - 3 )  Ba,  . . . ,  (m--2)!  

(N--~--I) . . .  (N--m) /~,~, ...; 
" " / ~  " ( ~ r - - r - - 1 )  ~ t ~ r - { - l ' ' ~  ~ (m--r)! 

D ,) -/~z--r ,, (.L~'-- (n--q '--~--  1)) . Z Z ~ n _ r q _ l ,  * . .  , 

( -hr- - (n-- r -{--1))  . . . ( N - - n + 1 )  
( r - - U !  *g~-~; 

,, ,, /~_ , .+~  ,, ( N - ( n -  r + 2)) ~ , _ ~ + ~ , . . . ,  

( N - ( ~ - -  ~.+ ~)) �9 . . ( ~ r -  n +  i) / t ~ - l ;  
( r -  2) t 

,, ,, R~_~+,. ,, ( N -  (n--,-+3)) . ~ , _ , . + ~ , . . . ,  

( ~ -  ( n - - r +  3))... (~V- n + t) 
( r - -  3) ! B~ _ 1 ; 

,, ,, R~-2 ,, ( N - - n + I )  -R~-i .  

Jeder  /~1 entlliil{ 2 ~R o, 

,, B~ ,, 3-Ro, 3 R , ,  

,, /~ .  ( r + l ) _ g o  ' r ( r + l )  -/~l, r ( ~ ' + l ) ( r - 1 )  B2 ' 
" 2 23 " " " ~ 

( r + l )  xR~_i; 

,, ~2~n_r ,, ( n - - r + l )  _Ro,. . .  , ( n - - r + l )  / ~ _ , _ ~  ; 

,, _R,_~+~ ,, ( n - - r + 2 )  ~o,'", ( n - - r + 2 )  R~_~; 
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Jeder B,~_~+: en~h~l~ (n - - r+3)  B o,..., 

, ,  R ~ _ ~  ,,  ( n - - l )  R o ,  . . . . . . .  , 
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( n - . r + ~ ) ( n - r + . ~ )  B . . . . .  
'2 

( n - - r +  3) B~-~+t ; 
( n -  ~).-.(n- r+~) 

(r-- 2)! /~,,-r, 

(~ ~1)..{n--r+3) 1' 
(r-- 3) ! ~,,-,-+1 ~"", 

(n-- 1)...(n- r+  4) . 
(r-- 4) ! R,,__,.+,~ ~ . . . ,  

(n 1) ' �9 

, Bn-1 ~, n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  " ll,~-r, /-~0, , n(n--l) . . ;}n--r+l~ 

n(n - -1 ) . . . ( n - - r+2)  
( r - -  1)! R , , - , . + l  , 

~, ( ~ - -  1 ) . . .  (n - r + 3) 
- - ( r -  2) f - - - -  l t , - r + . 2  , . ' . ,  

Sehneiden wir jetzt die Figur mit eincm Raume B~. Ein 1~ sdmeidet 
die gaume R~_~ tier Figur in Punkten, die R~ume ]:~_~+~ in Geraden 
u. s. w., die RKume R~_l in R~iumen R,._v Somit erhSI~ die Schnit~figur 
so viel Punkte, Geraden etc. 1r als gSume 1Q_,., 1~ .... +~ etc./~/~_t 
in der vorigen Figur enthalten sind. Da jeder Raum 1r derselben 
dutch eine Combination der N Punkte ( n - - r + 2 )  zu ( n - - r + 2 )  ge- 
bildet wird, und jeder Raum J2~_~+~ dutch eine Combination tier 
NPunkte  ( n - - r + 2 )  zu ( n - - r + 2 )  etc., so kSnnen wit diese Com- 
binationen zur Bezeichnung der Punkte, Geraden, Ebenen u. s. w. tier 
Schnittfigur benutzen. - -  So sehen wit z. B., dass durch den Punkt 
1 2 3 . . . ( n - - r )  (n--r--I-l)  alle Geraden gehen, deren Symbole alas 
Symbol des Punktes enthMten, wie z. B. die Geraden: 

1 2 3 . . .  ( n - - r + l )  (n-r+2), 1 2 3 . - .  ( n - - r + l ) ( n - - r + 3 ) , . - .  

1 2 3 . . .  ( n - - r +  1) ( N - - ( n - - r + l ) ) .  

Auf jeder dieser Geraden liegen ausser dem Punkte 1 2 3 . . . ( n ~ r + l )  
noch ( n ~ r + l )  Punkte; sie entsprechen den Combina~ionen der 
( n - - r + 2 )  Zahlen des Symbols der Geraden~ n -- r + 1 zu n ~ r + 1. 
So z. B. liegen in der ersten Geraden die n Punkte 

1 2 3 . . . ( n - - r ) ( n - - r + 2 ) ,  2 3 . . . ( n - - r ~ l ) ( n - - r + l ) ( n ~ r + 2 ) , " ' ,  

in der zweiten 

1 2 3 . . . ( n - - r ) ( n - - r + 3 ) ,  2 3 . . . ( n - - r - - 1 ) ( n - - r + l ) ( n - - r + 3 ) ,  . . . .  

Wenn wir die Punkte in derselben VerticaIIinie verbinden~ so erbalten 
wit wieder Geraden der Schnittfigur, nSmlich: 
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1 2 3 . . . ( n - - r )  (n-- r ~ 2 ) ( ~ - - r ~ 3 ) ,  
2 3 . . . ( n - - r - -  1 ) ( n - - r - ~ -  1 ) ( n - - r - ~ 2 ) ( n - - r - ~ - 3 )  etc.; 

diese zwei Geraden treffen sich in einem Punkte der Figur~ n~mlich 
2 3 - . . ( n - - r - -  1) (n - -  r -{- 2) ( n - -  r -{- 3). Dutch jeden Punkt, 
z .B .  ] 2 3  . �9 �9 ( n - -  r) (n - -  r -~- 1), gehen IY-- ( r t - - r - { -  1) Geraden 
der Schnittiigur und in jeder derselben ]iegen ausser ihm noch n--r-~-- 1 
Punkte. Wir kSnnen mit i hnen ' n - - r -~ -1  Pyramiden yon N - - ( n - - r - ~ - 1 )  
Ecken bilden, die respective in jenen _N-- (~t --  r -t- 1) Geraden liegen. 
Eine solche Pyramide ist yon denjenigen Punkten gebildet, deren 
Symbole n -  r Zahlen gemein haben,  wie z. B. 

1 2  3 . . . (n  - -  r )  (n  - -  r + 2 ) ,  1 2  3 . . . ( n  - r )  ( n  - -  r § 3 ) ;  . . .; 

1 2 3 . . . ( n - - r ) ( N - - ( n - - r + l ) ) .  

Man kann sich nUll f ragen,  ob die Figur dieser n - -  r -[- 1 Pyra- 
miden eine allgemeine Figur  sein kann oder nicht, d. h. ob eine all- 
gemeine Figur in /~r yon n - -  r -{- l ~ solchen Pyr~miden~ deren Eekell 
respective in _-~ ~ (n - -  r -~- 1) beliebigen durch einen Punkt  gehenden 
geraden Liniea liegen, auch als Schnitt  einer Configuration yon IY 
Punkten  ia / ~  betrachtet werden kann. .Dies ist in der That der 
_Fall. In der That,  denken wir uns die A T -  (n - -  r -[-- 1) Gerade .  
dutch einen Punkt  1 2 3 . . . ( n - -  r q -  1) und die darauf liegendel~ 
Ecken der Pyramiden in R~ ganz beliebig gegeben, und bezeichnea 
wit sie mit denselben Symbolen wie vorher. You dem Punkte 
1 2 3  - �9 �9 (n ~ r) (n - -  r -{- 1) ziehen wit einen beliebigen Raum /~,_~ 
und in diesem Raume nehmen wir n - -  r - [ -  1 ganz beliebige Punkte 
1 , 2 , 3 , . - . , n - - r ~  1 an. Wi r  verbinden dann die Ecken~ die in 
der Geraden 1 2 3  . . �9 (n - -  r -{- 1) (n - -  r -~- 2) liegenl z. B. die Eeke 
1 2 3  . . .  (n - -  r) (n - -  r ~- 2) , mit den Punkten 1 , 2 , 3 , . . . ,  n - - r  
yon R._~; so erhalten wit fiir alle Ecken der Geraden, n ~ r -~ ] 
l%~ume ~,_~,  die ia einem Ramne -R~_,+z enthalten sind, ni~mlich in 
dem l~aume R,H.+I,  der durch den gewiihlten Raum /~_~ und die 
Gerade 1 2 3  �9 �9 �9 (n - -  r --[- 1) (n - -  r -[- 2) geht, da diese Geraden den 
gew:~ihlten/~_~ in dem Punkte 1 2 3  . �9 �9 (n - -  r -[- 1) schneider; daher 
werden sieh alle /~_,.,  die (lurch die Punkte der Geraden g eh en , - i n  
einem Punkte n - -  r - ] -  2 schneiden. Wenn wit diese Operation fiir 
alle Geraden durch den Punk t  1 2 3  . . . (n - -  r) (n - -  r - ~  l)  aus- 
fiihren~ so erhal~en wit in der That  I Y -  (n - -  r --~ l) Punkte~ die 
mit den gew~ihlten 1, 2, 3, �9 �9  n - -  r --~ 1 Punkten 2 / P u n k t e  liefern, 
aus deren vollsti~ndiger Figur diejenige yon -Rr als Schnitt  hervor- 
geht. Diese Umkehr ist aber iiusserst wichtig, dean so kiinnen wi t  die 
Siitze iiber allgemeine perspectivische _Figuren ein~ach durch Schnei&n 
oder _Projieiren erhaZten. Also: 
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Wenn in cintra. Rau.me B~ die p Ecken yon q - - I  l~yramiden, 
respective in p Ge,radcn~ dutch eincn Punkt licgen, u~ut man setzt 

q ~ n - - r + 2 ,  l ~ - ~ - N - - ( n - - r - [ -  1), 

so bcstimmcn sic dutch das Jgitrcllschneide~ ihrer ]s Seiten- 
ebemn, . . . ,  Seitenriiume It,.-1 ei~e ~'igur yon 

2,'(N-- 1) �9 �9 (1u n + r) Ro ~ 
(~ - r + i)[! 

_ ~ < N - - 1 ) . . . ( N - - n + ~ )  N ( N - - I ) . . . ( I Y ~  n e t )  R,--t. 
. . . . . . .  (~ - r + -2)! . . . . . .  ] ~ J '  "'" n :  - - 

l)urch jedcn R,, qchcn N-- ( u - - r +  1 ) RI, ( 2V--(!~- r + l)) ( N - (u - r + ~ )) B2, . "'' 
�9 2 

( ~ - ( ~ -  r +  1))... ( 2 r  l) 
(r-- 1)! 

-,,  ( ~ r _  ( , n - - r + e ) ) . . .  (2V-- n + l )  
n ,,,' ] / l  n _N- ( ~ t - - r - [ - 1 )  .t~,.2;....; . . . . . . . .  -(?.__2)! . . . . . . .  l~'r-t, 

,, ,, It,._.~ ,, N - - ( n - - 1 ) R , . - 1 .  

Je&r  1~ cnth#lt (n - -  r 4-" 2) Ro, 
. ( n - -  r + e )  ( ~ -  r + a )  

,, R,.-1 ,, . . . .  n(n-ll..,(n-r+l)~:! B , ,  n(n-l).,.(,n--~'+~)(r_l)! I~q, . . . .  

Diese Figur ist im gewissen s symmctrisch in _Hczug auf  jeden 
ihrer lliiume dcrsclbcn Dimension. Zum Beizldd hat man yon einem 
beliebigcn Punl,'te der l"iyur ausgehend q -  1 neue Pyramidcn yon 

1 zu 1 in Ge'raden durch den p - -  1 _Eeken, die respecth, e (t ~ q -  P 
Punkt liegen, und die zu dersdben .Figur fiihren. 

Diese leiyur kann nun als Schnitt des i~aumes IL ,  in welchem 
sic liegt, mit e6zer votlst~indigen _Figur yon -,Y I)unkten im l~aumc 
1~ angesehen werdm~, und umgekehrt aus elner solchen Configuration 
yon N Punl#en in 1~,, bekommt man chw dcr voroe'a iih,nliche l~'igur 
in 1r Jede sotehe l~Vgur in JL, kanu m~ch als l)rojection yon eincr 
Configuration in einem h6hereu l~aume e.rhalten werden. 

Wenn wir yon dem Punkte 1 2 3 . . . ( n - - r q - 1 )  ansgehm b so 
werden wir zu dem Raume ( n - - r + 2 ) . . .  ( N - - ( n - -  r +  1)) ge- 
fiihr~ (we.nn dies auch das Symbol eines Raumes der Figur ist, siehe 
d i e  Beispiele des w 2.). Wit nemmn den l)unkt und den gaum,  da ihre 
Symbole sieh zu 3/erggnzen~ zu einander complement~ir~ und tiber- 
haup~ nennen wir zwei Riiume der Figur complementiir, wenn ihre 
Symbole sieh zu Z r ergiinzen. 

7. Die einfachsb Pyramide in /2~ ist dutch r + l beliebige 
Punkte  gegeben~ wir wollen sic als-~undamentalavyramide des Raumes 
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~ bezeichnen. Wenn man den Punk~ des Raumes ~ durch r + l 
homogene Gr5ssen (Coordinaten) x~ �9 �9 �9 x~+l bestimmt denkt (dement. 
sprechend, dass der Raum l~ ,  wie wir in Nr. 1. gesehen haben, oo~ Punkte 
enthiLlt) und wir setzen al]e diese GrSssen bis auf eine gleich null, so 
bekommen wir eine Fundamentalpyramide yon r + I Punkten, deren 
Coordinaten bit auf eine null sind. ~u man die Coordinaten 
x~ �9 �9 - xr+l mit, einander vertauscht b so gefl~ die Pyramlde in sich fiber; 
deshalb nenne ich sie reyuliir, obgleich dieses Wort nicht wie im gewShn- 
lichen Sinne zu verstehen is~. 

Betraehten wir zwei solche Pyramiden ia R,,  deren Ecken paar- 
weise in geraden Linien durch einen Punkt 0 liegen, so ist: 

q ~ - - - 3 = n - - r  + 2, p-~- r + l = _ Y ( n - - r  + l) ,  
d . h .  

n ~ r  3 . 1 ,  _ST~-r 3. 3. 
Somit ist die vollstiindige Figur yon zwei solchen l~yramiden 

&r Schnitt ciner Configuration yon r + 3 beliebigen _Punktcn cines 
]~aumes ltT+~. 

Wenn wit im Satze der vorigen Nummer flit 2V und ~. ihre neuen 
Wer~he einsetzen, so sehen wit, dass die Zahl der R~iume /~,._~ der 

Figur d.h. (r + '~)(~+ 3) gleich ist der Zahl der Punkte derselben, 
2 

d.h.  die Figur ist also zu sich selbst dual; fiberdies sind ihre eomple- 
mentiiren R~iume zu einander dual. Wit kSnnen die Punkte der Figur 
durch die Symbole 1'2, 13, etc. die Geraden dutch 1 2 3 ,  1 2 4  etc. und 
die /~ - i  dureh die Symbole 1 2 3 4  �9 �9 �9 (r q- 1) bezeichnen, so dass 
z.B. der Raum 3 4 . . . ( r  q-3)  und der Punkt i 2  complement[ir 
sind. -- Wird der Punkt 0 als 12 bezeichnet~ so kSnnen wir die 
Ecken der beiden Pyramiden dureh die Symbole 

] 3, ] 4, . . . ,  l(r 3- 2), 
2 3 ,  2 4 ,  �9 . . ,  2(r 3- 2) 

bezeiehnen; die Kanten der Pyramiden sind daher 

1 3 4 ,  1 3 5 ,  . . . ,  1 4 5 ,  1 4 6 ,  u. s. w., 

2 3 4 ,  2 3 5 ,  . . . ,  2 4 5 ,  246~ . . . .  

Die Schnit~punk?~e der entsprechenden Kanten 

1 3 4 , 2 3 4  oder 3 4 ,  

1 3 5 ,  2 3 5  ,, 3 5  

gehSren dem Raume 3 4 5  �9 �9 �9 (r +2)  (r 3- 3) an, der 12 entspricht. 
Also : 

Wenn die .Ecken von zwei ~tndarnentallgyramiden in R~ paarweise 
in Geraden dutch einen Punkt 0 liegen, so schneiden sieh ihre ent- 
sl~rechenden Kanten, Ebenen, . . . ,  Rgume 1~_~ in _Punkten, Geraden, 
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:Ebenen etc. eines l~aumes ~r--1, der dem Per,sI~ectivitgtseentrum 0 ent- 
s!~richt. --]_)ie vdlstiindige Figur ist tier Schnitt mit einer Configuration 
yon r + 3 t)unkten eines l~aumes B~+~. Sic enthiilt 

(r-l-2)('g-]-3) t~O ' (r-{-1)(r-l-2)(r-l-3) B1 ' (r-l-2)(r+3) /~,---1. 
2 3 !  " " '~ 2 

Vor jedem B o gehen r + 1 Rl , - - - -  

Jeder t t  1 enthalt 3 B o 

,, .B~ , 6B0, 3 R t ,  etc. 

~'(f "l- 1) /~.), . . .r (r --~- 1) ~,.--1, 
2 "' 2 

r B.~, tO'--  1) lt~_l, 
2 

Wir nennen ia diesem Falie die beiden Pyramiden perspectivisch. 
]m Allgemeinen nennen wit zwei Figuren perspectiviseh, wenn nieht 
nur ihre Ecken paarwe~se ia dutch einen Paakt  gehenden Geraden 
liegen~ sondern aueh wenn ihre Eanten,  Ebenen u. s. w. in einem 
Raame Rr-1 (Collineationsraum) sich sclmeiden.*) 

Mit dieser Methode erNilt man also nicht nur zum Beispiel den 
Beweis des Satzes der perspectivisehen Dreiecke in der Ebene oder der 
perspec~ivischen Tetraeder in I~ ,  sondern erh:,ilt man auch die vollstiin- 
dige Figur derselben. 

8. Betrachten wit wieder zwei perspectivisehe Fundamentalpyramiden 
in /tr,  deren persloectivisches Centrum 12 is~. Wir bilden mit 12 and 
mit den Ecken yon einer der gegebenen Pyramiden z. B. I ~, 1 4 , - . - ,  
1 r + 2 eine (r + 2)-eekige Pyramide, nSmlieh I 2, 1 3, �9 �9  I ( r + 2 ) ,  
und betraehten auch (lie duale Pyramide 3 4 . . .  ( r + 3 ) ,  2 4 5 . . . ( r + 3 ) , . . .  
2 3 - . - ( r + l )  ( r + 3 ) .  Wir sehen dann, dass diese beiden Pyramiden 
keinen Raum gemein haben, dean alle Symbole der Rgume der ersten 
enthalten die Zahl 1, w~hrend 1 nieht in den Symbolen der l~iiume 
der zweiten vorkommt. Wir sehen abet zugleich, dass z. B. die r + 2  

Ecken der erstea and die r(r__+~)(r+t_)Eeken der zweiten zusam- 
2 

mengenommen die (r + ~) (r + 3) /~0 der vollst:,indigen Figur bilden. 
2 

Solehe Gruppen yon zwei dualen Pyramiden giebt es ebensoviele als 
Zahlen in den Symbolen der [r der Figur, d. h. r + 3. Also: 

Die l~igur vort zwei perspectivischen JFundamentalpyramide~ in 
einem I~aume I~,. ~erf~llt in r -J- 3 Gruppen yon zwei &~alen }>yramiden 
zu je r + 2 .Eeken, respective yon r -[- 2 R,.o ~, die keinen l~aum der 
_Figur gemein haben and die zusammengcnom~nen die vollstiindige JFigur 
bilden. 

*) Der zweito Theft dieser Definition isL eben in Folge unseres Satzes ffir 
zwei Fundamentalpyramiden in /~r nicht nSthig. 
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9. Wir kSnnen auch ~mdere Figuren in / ~  finden, die mit sich 
selbs~ dual sin& Es muss dann immer die Zahl der ]to gleich der 

Zahl der RSume ~,._~, d. h. 

lV(~ -- ~). �9 (Jr ~ ~ + ~) __ ~(~V --2LU: : - ( ~  '~ +2 ) . .  
(n - -  r + ~)! n!  

l)iese Gieichung kSnnen wir nut  befriedigen, indem wit seLzen 

N - -  n -{- r ~ n + l oder N _ _  n -{- l ~ n ~ r + 2 

d . h .  
N ~ - 2 n - - r  + l .  

Soll die Figur in R ,  des Satzes der sechsfen _Yummcr dual zu sich 
selbst sein, so muss N = 2n  -- r +  1 sein. 

Es ist auch leicM, folgenden Sat, z zu beweisen : 
Wenn eine solche _~gur m#  sich selbst dual ist, so erhiilt man sie 

als Schnitt einer Configuration in R~+~ and z,~gleich eels t)rojection der 

dualen Configuration in 1~,+1. 

w  

SpociMf~illo r ~ 2, 3. 

10. Aus dem Satze der Nr. 6. haben wir fiir r ~--2 

q = n ,  p ~ - . Y - - n + l .  

(1) Der einfachste F~ll ist q ~ 3 und p ~ 2, dann wird N ~ 4 ,  
d. h. man erh~lt in der Ebene ein u 

(2) q--~3~ 2 = 3 ,  N - - ~ 5 .  

Wi t  erhaltea in der Ebene die vollstitndige Figur  yon zwei perspec- 
tivischen Dreiecken, d. h. wir erhalten 10 Punkte,  die drei zu drei in 
10 Geraden liegen. Aus dem Satze (Nr. 8.) geht, hervor,  dass diese 
Figur 5real in eia Viereck und in ein Viersei~ zerfiillt, die keine 
Ecke und keine Seite gemein haben und die zusammengenommen die 
ganze Figur bi|den.:~') Man erhi~lt diese Figur als Schnit t  einer Ebene 
mit der vollstiindigen Figur eines Ffinfecks in I t  o. 

(3) q.~--4,  p = 3 ,  N ~ 6 .  

In diesem Falle bekommt man 20 Punkte,  die vier zu vier in 15 Ge- 
raden liegen, die drei zu drei durch 20 Punkte  gehen. Die Figur 

*) Ich h~be in meiner Abh~ndlung fiber d~s Hexagramnmm mysticum (Atti 
della R. accademia dei Lincei 1877) bewiesen, d~ss die 60 Pascal 'schen Linien 
6 solche Figuren bilden, wobei die 10 Punkte Kirkm~n'sche Punkte sind~ ich 
h~be ebendort bewiesen~ dass die Fig~r polar reciprok yon sich selbs~ ist im 
Bezug auf elnen Kegelschnitt ~. Das Vicreck und d~.s Vierseit einer beliebigen 
der ffinf oben erwi~hntea Gruppen sind polar und polarreciprok in Bezug auf dcn 
Kegeischnitt u. (Siehe Abschnit~ IIf ,w 5.) 
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trennt sich in zehn Paaren yon Punkten, z. B. 123~ 4 5 6  etc., wo 
1 2 3 ,  4 5 6  complementiir sind. Diese Figur ist analog der Figur, 
welche yon den zehn Paaren der Ste iner ' schen Punkte in dem Hexa- 
grammum mysticum gebiIdet wird. 

(4) q ~ 4 ,  p ~ - 4 ,  .hT-~-~7. 

In diesem Falle haben wir drei Vierecke: 

1 2 4 ,  1 2 5 ,  126 ,  i 2 7 ;  1 3 4 ,  1"15, 1 3 6 ,  1 3 7 ;  
234~ 2 3 5 ,  2 3 6 ,  2 3 7 ,  

deren Ecken paarweise in der Geraden: 
1 2 3 4 ,  1 2 3 5 ,  1 2 3 6 ,  1 2 3 7  

durch ] 2 3  liegen. 
Die Seiten der drei Vierecke sind: 

1 2 4 5 ,  1 2 4 6 ,  1 2 4 7 ,  1 2 5 6 ~  1 2 5 7 ,  1 2 6 7 ,  
1 3 4 5 ~  1 3 4 6 ,  1 3 4 7 ,  1 3 5 6 ,  1 3 5 7 ,  1 3 6 7 ,  
2 3 4 5 ,  2 3 4 6 ,  2 3 4 7 ,  2 3 5 6 ,  2"357,  2 3 6 7 .  

Die entsprechenden 8eiten treffen sich in den Punkten 

145~ 1 4 6 ,  147~ 156~ 1 5 7 ,  1 6 7 ,  
2 4 5 ,  246~ 2 4 7 ,  2 5 6 ,  2 5 7 ,  2 6 7 ,  
3 4 5 ,  3 4 6 ,  3 4 7 ,  3 5 6 ,  3 5 7 ,  3 6 7 ,  

die drei zu drei in den Geraden: 

1 4 5 6 ,  1 4 5 7 ,  1 4 6 7 ,  1 5 6 7 ,  
2 4 5 6 ~  2 4 5 7 ,  2 4 6 7 ,  2 5 6 7 ~  
3 4 5 6 ,  3 4 5 7 ,  3 4 6 7 ,  3 5 6 7  

liegen, welche drei zu drei in den vier Punkten 456, 4 5 7 , 4 6 7 , 5 6 7  
sich schneiden, die in der Geraden 4567 liegen. Die Gerade 4567 
entspricht dem Punkte ] 23. Die Figur besteht also aus 35 Punkten, 
die vler zu vier in 35 Geraden liegen~ welche vier zu vier durch die 
35 Punkte gehen. -- 

Fiir die dualen Figuren in der Ebene muss man haben: 
N - - - - 2 n - - 1  

d.h .  
p = n ,  q - ~ - n .  

11. Nehmen  w i t  jc tz t  r ~ 3 .  
In diesem Falle bat man: 

(1) Es sei: 
~ / ~ 3 ,  p~---4 d .h .  n ~ 4 ,  .hr~---6. 

Wir bekommen die Figur zweier perspectivischer Tetraeder~ d. h. 13~ 
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1 4~ 1 5, 1 6 i 2 3~ 2 4, 2 5, 2 6, deren Ecken paarweise in den vier 
Geraden 123~  1 2 4 ,  1 2 5 ,  1 26  durch denPunkt  121iegen. Nach 
d era Satze (Nr. 7.)treffen sich die entsprechenden Kanten und Ebenen 
in Punkten und Geraden einer Ebene. Die Figur besteht aus 15 
Punkten, die drei zu drei in 20 Geraden liegen und sechs zu sechs in 
15 Ebenen, welche drei zu drei durch die 20 Geraden gehen. Durch 
jeden Punkt gehen vier Gerade, und in jeder Ebene sind vier solche 
enthalten. Einem Punkte 1 2 entsloricht die Ebene 3 4 5 6. Hierzu 
ist zu bemerken: 

Da zwei perspectivische Tetr~eder immer polarreeiprok in Bezug 
auf eine einzige Fldche zweiten Gra&s i~ R 3 sind (wie wit spiiter 
Abschnitt I I I ,  w 5. sehen werden), so ist die ga~ze Figur polarreciprok 
yon sich selbst in Bezug auf die _Fliiche zweiten Grades. _Nach dem 
Satze (~r. 8.) ze~f~illt die lVigur in sechs 1)aare, die je aus einem 
Filnfeek und ffiinfflaeh bestehen, die polar und ~olarreeiprok 'in l)ezug 
auf  die Fl~iehe ~weiten Grades sind,*) 

(2) ( / = 4 ,  p = 5 ,  d .h .  n ~ 5 ,  .3,T~-~--8, 

Man erhii, lt in diesem Falle 56 Punkte, die vier zu vier in 70 
Geradezl liegen, die fiinf zu ffinf dutch jene Punkte gehen und ffinf 
zu fiil~f in 56 Ebenen liegen, d. h. man erhiil~ eilJe mit sich selbst 
duale Figur. Dem Punl~te 123 z. B. entsprieht die Ebene 45678.  

Wit werden sp~iier auf diese Figuren bei den Po]~rfiguren in Bezug 
auf die Fl~chen zweiten Grades (Abschnitt l l I , w  5.) zuriickkommen. 

w 
Allgemoino Configurationen. 

12. Betraehten wir jetzt n + 1 beliebige Punkte in einer Ebene 
~2, die nat[irlich nieht alle in gerader Linie liegen sollen~ und pro- 
jiciren wit sie aus einem beliebigen Raume/~_.~, der die Ebene n irgend- 
wo triff't; so erhalten wit ~ + 1 yon /~,_a ausgehende Ri~ume //,_~, 
die in keinem Raume /~,,-1 liegen. Wir kiinnen daher in den n -{- 1 
Riiumen /~_.~ n-}-1  Punkte so wiihlen~ dass sie in keinem 
niedrigeren Raume als / ~  liegen; sie bilden dann eine Fundamenta]- 
pyramide yon / ~  (die in unserem Sinne regular ist). Das heisst: jede 
beliebige Configuration von n -{- 1 Pun]cten der Eben% die nicht alle 
in einer Gemden liegen, is~ die Projectiotl yon o~ vielen Fundamenta]- 
pyramlden d e s / ~ .  Man versteht noch besser den dualen Satz. Wenn 
n'~mlich n + 1 Gerade in 2r gegeben sind, die nicht alle dutch einen 
Punkt gehen, so kSnnen wit dutch sie n + 1 beliebige R~ume /~,_~ 

*) Dieser Figur begegne~ man auch bei tier vollst~ndigen Klein'schen Figur 
yon sechs linearen Complexen in Involution. (Siehe meine Abhand]ung ,,Sopra 
~lcune no~evoli configurazioni etc." 1VIemoria II, bir. 34. Atti della R. hccademi~ 
dei Lincei 1881.) 
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ziehen, die eben eine solchc Fundamentalpyramide in R~ bilden. Es 
ist leicht zu sehen~ dass derselbe Beweis noch for jede Configuration 
yon n -~- 1 Punkten oder yon ~ + 1 RSt~men ~,._~ in einem Raume 
R,. gilL, wenn ~" < n ~st. Maw sieht auch, dass aus einer Fundamen- 
talpyramide i n / ~ ,  nicht nur alle Arten yon Configurationen yon n --]- 1 
Punkten oder yon ~-{-1  /~,.-1 i n / ~  durch Projiciren oder Schneiden 
erhalten werden, sondern auch alle Configurationen yon s Elementen, 
wo r < s < n -{- 1 ist. Unter den verschic&ncn A,rte~ ci~er Con- 
figuration yon ~rt Pun]den verstehen wit die versehiedenen Lagen, welche 
die m Punkte in der Configuration annehmen kSnnen, ohne dass sie 
s zusammenfallen, und ohne anf die metrischen Beziehungen 
Rtlcksicht zu nehmen. Also: 

Je& Configuration VO~r~ n + 1 odor zvenigcr als n + 1 Punkte~t in 
einem l~aume 1~, die nicht gleichzcitig in c.b~cm niedri(jcrcn l~au~ne als 
I~ liegen, kann ah' l~vjection vvn oo viclen 2~undamentalpyra~niden in 
1~ oder ats Schnitt o~ vicler I,~undam~ntalpyramiden eines hgheren 
t~au~ms als J~ angcsehen wer&n. Jede solche Configuration kann in 
eben solcher Weise a,us unendlich vielen Fundan~e~#alpyramiden bcgebiger 
h6herer :R~iu~te als J)rojection oder als Schnitt erhalten wo'den. Umge- 
kehrt kann ~an  aus eincr Fundamentalpyramide in .R,, dutch .Projicircn 
(oder Sch~eiden) alle Arten yon Confi, guratio~zen yon n + 1 o&r weniger 
als n + 1 ~unkten (oder l~iiumen I~_1) eincs ~dedrigercn Raumes 1~,. 
erhalten. 

Da wit die Thcorie des Imaginiiren yon S taud~  als bek,~nn~ voraus- 
setzen, so sehen wir~ dass der Satz auch fiir imagin:~ire Configm'ationen 
gilt,  indem wir, mit S t a u d t ,  zwei imagin~ire Elemente durch elne 
elliptische Involution bes~immt denken.*) 

Das S~udium der Configurationen elner endlichen Anzahl yon Punkten 
oder Geraden in der Ebene; yon Punkten, Ebenen in 1~ etc. gewinnt mi~ 
diesem Satze an Einfachheit und Anschaulichkeit. Um ein Beispiel der 
Wichtigkeit dieses[Satzes zu geben, betrachten wit die wohlbekaante Con- 
figuration yon sechs Punkten eines Kegelschnittes. Die sechs Punkte 1)e- 
stimmen zwei zu zwei 15 Gerade D ,  die sich noch in 45 Punkten 1 ) 
schneiden, welche drei zu drei ~n 60 P as c al 'schen Linien p liegen. Diese 
treffen.sich drei zu drei in 20 S t e i n  er ' schen Punkten and andrerseits 
drei zu drei in 60 K i r k m a n ' s c h e n  Punkr Sie bildcn sechs Figuren 

yon zehn Geraden 2 ,  die sich drei zu drei in den I0 entsprechen- 
den K i r k m a n ' s c h e n  Punkten schneiden und d~her sechs Kegel- 
schnitte z bestimmen. Ich babe anch in meiner citirten Arbeit be- 
wiesen~ dass die 60 K i r k m a n ' s c h e n  Punkte nicht die duale l?igur 
tier 60 P a s c a l ' s c h e n  Linien bilden, and class es unendlich viele 

*) Man kann alle diese Theoreme nat(irlich auch sehr lcicht analytisch beweisen. 

IvIa~hematische Annalen, XIX, 1~ 
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Systeme [Zz] yon 60 Punkten Z und 60 Geradcn z giebt., wa]che die 
ana]ogen Eigensehaften des Pasca l ' - J_( i rkman ' schen  Systems be- 
sitzen, die aber nicht dutch seehs Fundameutalpunkte eines Kegel- 
schnittes bestimm~ werden. Die ganze F~gur ist zun'~ichst durch die 
sachs Fundamentalpunkte bestimmt; sie kann aber auch (lurch die 45 
Punkte P oder dutch die 60 K i r k m a n ' s c h e n  Pun]~te ]c oder durch 
60 Punkte Z eines Systems [Zz]~ nicht aber dutch die 20 S ta ine r ' -  
sehen Punkte bes~immt werden. Die sechs Fundamentalpm~kte der Ebene 
ergeben sich als Projection einer sechseckigen Pyramide in /g(~; die 45 
Punkte /) werden aus ether 45-e~kigen Fundamentalpyramide in 1t~ 
miitelst geeigneter Projection in der Ebene ei'halten; as giebt also in 
1~ Figuren von 45 Punkten~ die wetter yon einem gewissen Punkte 
AcJ projicirt, die Figur der 45 Punkte /) in der Ebene ergiebt. Eine 
solehe Figur ist eben yon Crem ona mit Hiiife der Gerade~J einer Fl~che 
drifter Ordnung mit einem Doppelpunk~e studirt worden. ~) 

Der Doppelpunkt ist in diesem Falle jener gewisse Punkt A0, yon 
welchem man die Projection in der Ebene machen muss, um die Figur 
der 45 Punkte /) zu erhalten. 

Wir kSnnen aber die Figur des Hexagrammum auch aus den 60 
Ki rkman ' s chen  Punkten bestimmt der~kea; dann kann sie als Pro- 
jection yon ether 60-eckigen Fdndamentalpyramide eines Raumes It~, 
angesehen werden. Hier kSnnen wit wieder bemerken, class in lt:~ 
Figuren yon 60 Pmflden existlren miissen, die aus einem gewissen 
Punkte projicirt die Figur der 60 Ki rkman ' s chen  Punkte liefern, 
]~iguren, unter die auch die yon C r e m o n a  behandelte gehSrt. Wenn 
man aber die Figur des Hexagrammum durch 60 Punkte Z bestimmt 
dentist, so muss sie auch aus der J~undamentalpyramide in / ~  als 
l)rojection erhalten werden. 

Andrerseits is~ das Hexagrammum durch die 15 Geraden I) be- 
stimmt; diese kSnnen als Schnitt der Ebenc mit einer 15-eekigen 
Pyramide in J~,4 betrachtet werden~ so dass in R~ Figuren yon 15 
Ebenen existiren, die von einer gewissen Ebene geschnitten, die Figur 
der 15 Geraden D liefern. Analog mii den 60 Pasca l ' s chen  Linien 

oder mit 60 Geraden z. 
~Es ist also die Exis~enz yon ve~'schiedenen ~Figuren in ]~a bewiesen, 

aus welchen dutch _Projiciren oder Sehneiden aus bestimmten _P, mkten oder 
mit bestimmten .Ebenen die Figur des Hexagrammum erhalten werden 
lcann. 

Es wi~re eine sehr interessante Aufgabe, diese versehiedenen Figuren 
in" /~  in tier Weise~ die ich angedeutet habe, wirklieh zu finden. 

*) Teoremi stereometrici dai quali si deducono le propiets deWesagrammo 
di Pascal. Atti della I~. Acc~demia dei Lincei 1877. 
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A b s c h n i t t  JJ .  

(~rundgebilde. 

w  

Classification der Grundgobilde - -  Projoctivischo Zuordnung. 

13. Im Raume 1~ o hat man~ wie bekannt,  drei Grundgebilde be- 
zfiglich yon der ersten, zweiten und dritten Stufe~ im Raume It,, da- 
gegen hat man,  wie man sofort sieh~, n Grundgebihle respective you 
der 1ten, 2ten~ . . . ,  nten Stuf'e. l)as Grundgebilde q~ter Stufc ist 
der Raum iR,, selbst. Die anderen Grundgebilde haben entweder einen 
Raum als Tr~iger oder ale Axe~ d. h. entweder liegen sie ,,in einem 
Raume" oder sie gehen durch ,,einen Raum". Es ist klar~ dass zwei 
duale R~ume, wie z. B. 1~, und fit ....... x, Triiger und Axe yon zwei 
dualen Gebilden derselben Stufe sind, well den Punkten yon R,,,, oder 
den Rgumen/~,,-1 dutch ]t,,~, die R~ume 1~,-1 durch 1/ ..... ~-1, oder die 
Punkte desselben entsprechen. 

Wir nennen zwei Grundgebilde derselben Stale, welche beide einen 
Tr~ger oder eine Axe besitzen, gleichartig, wenn sie yon demselben 
Elemente erzeugt werden, ungleichar~ig, wenn sie dutch duale Elemente 
erzeugt sin(]. Wean das eine der Grundgebilde einen Trgger S,, and 
das andere eine Axe S ....... i hat, so nenne ich sie gleiclmrtig, wemi 
das zweite den Trgger des ersten in einem zu diesem gleichart, igen 
Gebilde schneider. Analog fiir ungleiehartige Gebilde. 

Wenn zwei gleichartige Gebilde derselben Stufe, das eine aber in 
einem TrSger, das andere am eine Axe~ gegeben sind, und die Elemente 
des zweiten durch die Elemente des ersten hindurchgehen, so sagen 
wit,  dass die Gebilde 2ers?ectivisch liegen. 

14. Ehe wit zu der allgemeinen Definition der Projecfivitiii der 
Grundgebilde iibergehen~ wollen wir folgenden Satz vorausschieken. 

Dzenn zwei Gruppen yon n-Jr- 1 beliebigcn P, unkten Ao U),Ao('~)~ ..., Ao ('~+~), 
Ao' (1) Ao, (~) ... ,  Ao' (~+1) in zwei l~iiumen 22~_~ Z~,[_~, ohne in niedrigeren 
~iiumen zu liegen, enthalten sind, so kann man sic dureh successives 
Projiciren and Schneiden aus n -~ 1 t 'unktcn A (~). A (,,+l) eines dr#ten 

. (1) '''') (nJcl) 

:Rcbumes Z,: ' I  erha~tcn and somit ineinan(ler iiberfiihren. 
In der That,  projiciren wir yon A0 '(~) Ao(~) respective die Punkte 

Ao(~)Ao(~) .. ,A0(~+l) ~ Ao'(O, Ao'('~),..,Ao'('~+~) in zwei Riiume 15,_~ dutch 
einen Punkt s(~) der Geraden Ao'(~)Ao <1), tier nicht in einen dieser 

"~'(D 
Punkte f~lR; so bekommen wir in diesen Rs R~_~, R~_~ zwei 
Gruppen yon n Punkten:A(~), df(~), ..., A(I~+'~; A (~ff),..., A('~,+~). Wir pro- 

jiciren je~zt yon A~,~ ~, Ar respective die Punkte A I~)(~,, �9 "' "-u)~("+n'- 
12" 
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AO~u),..., A('l~n+l) auf zwei neue t{~ume 1~,~I)1,/~ '(')n-1, (lie durch A(i' )) und 

durch einen Punkt A(2) yon A ("),A '(2j gehen aber so (]ass die Pro- (~) (i) (i) 

liegen, (tie sieh in einem Raume //~-a schneiden~ wiihrend im Allge- 
meinen zwei R'gume /r in 1~,,~ in einem I~-4 sich sehneiden. Zu 
diesem Zwecke bemerken wir~ dass die zwei Ri~ume /~_~, die durch 
(l ie ,'~ Uu] lk~e  A(;~ 2, , A(13 )) , . . . ,  A<I~+I) 1.lDd A(i~' , A'(1)(3) , . . . ,  A i i~  n '~l ,  b e -  

s~immt sind, in einem 0z--2)-dimensionalen Raum X,-2 sieh schneiden. 
Wir legen durch A((,~) und X~_~ einen ( n -  1)-dimensionalen Raum 

X~-I, der die Gerade A((~)A(~{ 2) in dem Punkte A(~)t~) schneider. Die 

Gerade A(~)A(2)schneider den I~aum X,,_~ in einem Punkte X 0 da 

A(o A(~) in  X~_~ liegs Wir legen daher dutch X 0 zwei R~urae (11 
/ ~ _ ~  die rcspeciive in den beiden I~'gumen A((2)A( '~ . . .  A~(n+l)~ 
A1(2) A((a) ...A(('~+~) liegen, so dass sie sich in einem Raume 
/t~-a yon X~_~ schneiden. Verbinden wir dann A(~A(~) mi~ 

diesen beiden [~s _R~_~ durch zwei i~s R ' ~  (was mSg- 

lich is~ da die Gerade A")  A (~) die beiden I~gume B~_~ in X 0 schneider), (1) 12) 
so sind diese die zwei gewiinschten R~iume. 

Jetzt projieire~ wir wieder yon A2'i'~)A2(~) respective die Predate 
A[S> . .  A(~'~+I); A'(~) . (,~), .~ --(~) , . . ,  A(~) (~+~) auf zwei neue I~ume  I~(~ 1 li~1, 
,lie durch A(I~)A(~ ~) uud einen Punkt A(~: I) der Geraden A~'(:OA~(:~) 

A '(a) ., A~;)(~+ ~) gehen, so dass die Projectionen A((~), ...~ AJ~+~); (~) ~ . .  

in zwei Ri~umen I~s a liegen, die sich in einem (n --4)-dimensionalen 
Raume /~,~_~ schneiden. Wir kgnnen diese zwei l-~s / R ( n ~ / / ~  

in der analogen Weise, wie wir vorher R(t)~ R:_(~ bestimmt haben~ 
bestimmen. 

Wenn man so forff~hri, so erh~itt man endlieh zwei l~iiume 
}i(~-~ ~) R~_-J)~ die durch n - - 1  fes~e Punk~e gehen, el. h. dureh 
A(?)) A (~) (s),.. A ( ~ I  und respective dutch A(($)_~), A ('~+~). A ' (,~) ,4 '(~,+, 
gehen, so dass die Geraden A,' (~) A (~+~). t.-~) (~-~) ~ A((~) A(.~ +~) in einem Punkte 
S o sieh schneiden. ~ Projieirt man endlieh yon S o aus auf einen Raum 
B ( ~  tier durch die (n -- 1) festen Punk~e A(~), A((~), . . . ,  A(($-~) geht, 

so erh~ilt man in der Tbat~ die n verlangten Punk~:e A([~), A(C~),... 
. . . ,  A(~) A'(~+1)~(~+1) aus welchen rfickwErts durch Projiciren und Schnei- 

den die gegebenen Gruppen ,con ~, + 1 Punkten erhalten werden 
kSnnen.*) 

�9 ) Ffir zwei Gruppen yon vier beliebigen Punki:en zweier Ebenen in .R.~ ist 
dieser Satz yon Grassmann Bd. 49, Crelie bewiesen worden. Der Beweis aber 
f/ir diesen Fail is~ viel einfi~cher als im altgemeinen Falle. 
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15. W i t  werden die Definition yon M ~ b i u s  iibcr collineare and 
reciprolce Gebilde des t~aumes R.~ aueh fiir die Gebilde im l~aume R ,  
gebrauchen. Zwei m - dimensionale R~iume S~, and S/, heissen also collinear 
oder reci29ro]~ verwandt, wenn einem 1)~,~nkte t t  o yon S,,, ein .Punkt Ito' 
oder ein t~aum 1~/~_~ yon S(~ entsprieht, so dass, wenn der Punkt 1~ o 
ein Gebilde p~" Stufe in S,,, beschreibt, das entsprechencte Element das 
entsprechende Gebilde ~v ~" Stale yon S/, beschreibt. - Es ist dann ohne 
Wei~eres klau dass 4 h~rmonisehen Elementen eines Gebildes 1L~' S~ufc 
you S~,, 4 harmonische Eiemenie des entsprechenden Gebildes yon 
S/, entsprechen. Man kann attch leicht beweisen, dass, wean zwei' 
collineare RSume S,, S~ in einem I~aume B,,,+t liegen and alle Punkte 
ihres Schnitt.raumes S,,-1, oder auch, wenn sie ineimmder liegeu, alle 
Puukte eines beliebigen in ilmen etithaltenen Ramnes S,,~_~, ent;- 
sprechend gemein haben, so liegen alle entsprechenden Punkte yon 
S,,, uud S,[, in Geraden durch einen Pmlkt So~ so dass also die 2 Gebilde 
S~,, and S,:, loerspectiviseh liegen ; S 0 ist~ dann das perspectivische Cenh'um 
and S,,,_~ der Collineationsraum einer m-dimensionalen ]'ersloeetivitiit. 

Matt kann auch fo]gelJden Satz beweisen. Zwei Riiume S,,,, S,~ 
kSnnen auf einander reciprok bezogen werden, indem man zwei Ge- 
hiiden ( m -  1) t~ Stufe lie(I) R J  -~ yon S,, zwei Gebilde ( m -  l) ~' 
Stufe R '(~) /~'~) yon S,~, entsiJrechen li~sst, so dass den R,, . .  �9 R,,_~ 

m--  l .i -- 1 

durch die Gerade /~0a)Re (~) (lie giiume /~,,,_:~ �9 �9 �9 1,~o des Schnittraumes 

S,,~S,~, dutch m + 2 al]gemein gelegene Paare yon entsprecheuden Ele- 
menteu l~o(~), . 2:~o(,,,+~); /~'o) . .  i~,(,~+2) reeiprok auf einander 

�9 ' m - - i  :' ") m - - i  

bezogen werden kSnnen. 
Wit  sagen ferner, duss zwei Gebilde mtr Stale um 2 Axe~ 

S . . . . . .  ~, S~_,,-~ in / ~  eolllnear oder reciprok auf einander bezogen 
sind, wean sie yon einem /~,,, in zwei collinearen oder reciproken Ge- 
bilde~t S,~ S,'~ geschniti~e~ werde,;  sie werdea daher dutch m + 2 
Paare entsprechender Elemente colliue~r oder reciprok auf einander 
bezogeff. Nur im Falle, dass /L, eine Geradc isis, wenn also die Ge- 

S '  erster Stufe sind, tritt  eine Be~ouderheit ein. 
Da ein Punkt der Gerade als duales Eleme~at in der Gerade den Punkt 
~elbst ha~, so sehen wir, (lass zwei prpjeetivische Gebilde 1 ~ Stu/'c in 
1~ gleichzeitig collinear und recil~rok sind. l)ies gilt nut  fiir CTebihle 
1 ~ Stale. Z.B.  zwei projectisehe Ebenenbiischel in 1~:~ kSnnen sowohl 
als collineare, wie ~uch als reciproke Gebilde 1 t~ Stufe betrachtet werden. 

Aus dem Vorhergehenden folgt~: We~m zwei collineare Gebildc 
S,,, und S/, 3 Punk~e eines geradea Gebildes~ 4 Punkte eiues ebenen 
Gebildes u. s. w. entspreehend gemein haben, so haben sie das ganze 
Gebilde entspreehend gemein. 
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Wenn wir anstatt S,:~ ein Gebilde S~:_,~,_~ betrachten,  das zu 
S,~ collinear ist, so gilt der analoge Satz. Wenn z. B. 4 R~ume 
S~_~,, yon S,~ . . . .  ~ durch 4 en~sprechende |)unkte eines Ebencngebildes 
yon S,,~ gehen~ so ]iegen a]le Punkte des Gebildes in ihren en~- 
sprecheuden RSumen S~-,~,. Das gilt abet nicht mchr ,  wenn das Ge- 
bilde S~ . . . . .  ~ reciprok zu S,~ is~, es gilt dann ~ur,  we~m S,~ . . . . .  ~ ein 
Gebilde 1 ~ Stufe ist, da dann die zwei Gebilde r als collinear be- 
trac]#et werden k6nnen. Ich mache auf diesen Ums~and aufmerksam, 
denn es scheint mir,  dass  derselbe auch in Lehrbtichern der projecti- 
vischen Geome~rie nicht geniigend beachie~ is~,.*) 

16. Zwei collineare R:~iume I~_~ in 1~, sind dureh n -~ 1 Pat~re 
yon Punkten bestimmt. Wir haben also nach dem Satze (let Nr. 13.: 
Zwci  collineare Gebilde (~ - -  1) ~" Sh~,fe S (~) S ~  in II~ lassen sic]~ 

dutch fortgcsetztcs l~rojiciren und Schneiden mi#elst der Elcmcnte eincs 
dri.tlen Gebildcs (n ~ ])~" Stufe S(,~) ~ in cina~dcr iiberfi~l~ren. 

Das gil~ durchaus nicht ftir reciproke Gebiide~ den~ aus Proj~- 
ciren und Schneiden kann man nur co]lineare Gebilde dersclben Stufe 
erhalten. Es gilt wieder nut  fiir reciprol(e Gebilde 1 ~r Stufe~ da sie 
auch als co|linear angesehea werden kSnnen. ~,:*) 

w  

In oinandor liegende collineare tt~urae. 

17. Zwei collineare R~ume 2.~2:~' in 1~ kbnnen nur n ~ - 1  
Punkte gemein haben, da sie d~rch n - -~  2 beliebige Paare ent- 
sprechender Punkte be st immt sind. **x') Denken wit uns,  es seien 
A o ( ' ) ~ . . . ,  Ao(~+~) dle n - ~  1 gemeinsam en~sprechenden Punkte yon 
2;~, 2;~" und betrachten wir den R~um A u) der durch die Punk~e n--l~ 

*) Reye in der 2. Abtheilung seiner Geomeflrie der Lage p. 20 sagt. ,,Wenn 
zwei co]lineare oder ~'ecip~'oke r~umliche Systeme (ira Raume R3) drei Elemente 
eines einfSrmigen Grundgebi]des oder auch vier gleichartige Elemeflte eines 
Grundgebildes der zweiten Stufe entsprechend gemein habcn, so hubert sie jedes 
~lement dieses Grundgebildes ents$rechend gemein, was unserer obigen Bemerkung 
widersprich~. 

**) Mau kann diesen Satz als Definition der projectivischeu @ebi]de I ~~ Stufe 
annehmen (wie z. B. in tier projec~ivischen Geometrie yon Cremona geschieht), 
nich~ aber ffir projectivische Gebilde 2 ~e~ oder 3 t~ Stale, denn sie schliess~ dann 
die reciproken Gebildc aus und fiberdies muss man, wenn man in einem Lehr- 
buche tier projectivischen Geometrie diese Definition ffir die collinearen Gebilde 
3 tc~ Stufe gebrauchen will, den Raum yon 4 Dimensionen her~nziehen. 

***) Analytisch sieht man in der Tha~, class zwei collineare l~,'~ume 2; n ,~ '  
m / ~  1miner n -~- 1 t'unkte entsprechend gemein haben, die theilweise oder allc 
imagin~r sein k~nnen. Der letzte Fall kann nut eintreten, wenn n gerade ist. 
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Ao(~) �9 . . ,  do~+~) bestimmt wird. Ira Allgemeinen haben 2~, Z'~' mit 
A ~ ,  nut die n Punkte Ao~), . . . ,  A0(,+l) entsprechend gemein; haben 

sie noch einen anderen Punl~ in diesem Raume entsprechend gemeil b 
so werden sic alle Pankte yon ~]~)-i gemein haben, und daher auch 

das Gebilde ( n -  1) L~ S~ufe um A0('). A1]e entsprechenden Punkte 
Po P, / l iegen daher in Geraden dutch A0111 , w~hrend die entsprechenden 

5) lg~iume t ,~ - lP~- i  etc. in R~iume 2~_~ yon A~')_, sich sehneiden, d. h. 

die Gcbilde X~ X~" lie(jen perspec~ivisch. Man sieht auch ]eicht, dass 
Ao~l) POP()' und der SchnittI)unkt dieser Geradeli mit A~t)_~ eil~ con- 

stantes 1)oplvelverh~ltniss bilden, die als Ch~raktc~istilc der n-dimen- 
sionalen Perspectivit~t bezeiehnet werden kunn. Ist die Charakteri.~tik 

---1~ so erh'ilt man eine involutorische PerspectivitSt oder Involution. 
Wir wollen uns die n + 1 Punkte Ao( ' t~-- . ,  Ao('*+1) in zwei 

I{'Sume, bez. yon ether und yon (n- -  2) Dimensiollen, vertheilt denken, die 
wir mit den Symbolen At (re) und ~ bezeichnen. Haben die beiden Gebilde 

22,,2~" mit dem R, aume A~_~)~ und mit der Geraden A ti~) mehr als n - - 1  

respective 2 Punkte gemein, so habea sie die ganzen Gebilde A (t~)~_~ und 

A~(l~) entsprechend gemein. .Irgend zwei entsprechende Punkte Pol)~( 
liegen in einer Geraden, die A~('~) und A ~ e  schneider, l)abei ist das 

Doppelverhiiltniss 2~/~o' A~ (t~) A ~ )  fiir zwei beliebige entsprechende 

Pun]~te constant; dasselbe kann als Charakteristik dieser Colli~w~tion 
2 ~ Species bezeichneg werden. Wenn die Char~d,:te~'istilc ~ l i s t ,  so 
haben wir eine involutorische Collincatio~t 2 ~'~ Si)ccics. 

Wenn wit so fortfahren, so habeii wir den Satz: Wcnn n - ~ - 2 r -  1 
(oder n ~ 2r) ist, so giebt es in R~ r Collineationcn bcziiglich yon 
~ler 1~% 2 ~', �9 . . ,  r ~" S2ecies, indem ~'es~vective alle l~unkte zweicr dualen 
~Sume, d. h. A~), A~_~; A~, A.~_~; �9 �9 .; A~_,, A~._~ (oder A~_~, A,.) den 
beiden collinearen ~ i u m e n  2;, ~ "  gemein sin& Die Gere~de zweier ent- 
s2~rechendon Punkte Po-P,( trifft die beiden Grr z. B. in Sol~ o, 
r die vier t)unkte Po -I'o'S~, 1~o bilden ein eonsta~,tcs Do2t)e~verhgltniss, 
die Cha~'akteristik der Collineation. 

Ist  die Charakteristik --  1, so i2t die Cbllineation involutoriseh. 
Ist sie gleich ether m t*~ primitiven Ei~heitswurzel, so ist die Collineation 

cine eyklische dcr Ord~zung m*).  
18. Es ist bekannt, dass im Raume R:) das DoppelverhRltniss 

der 4 Schnittpunkte einer Oeraden mit den Seitenfliichen eines Tetraeders 

*) Die verschiedenen Fille, die fiir zwei in cin~uder liegende colline,~re Ge- 
bildc vorkommen kOm~en, kiinaeu erschiipfend mit Hiilfe der sogenann~en ~'lemcn- 
tartheiler yon Weierstrass beh~ndelt werd~n (Weiers~rass, Mon~tsber. der 
Berliner Ak~d. 1858, 1858)~ die Boispiete des Textes gebzn nut die wich- 
tigsten Fille, 
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gleich i~t dem Doppelverhiiltnisse der 4 Ebenen, die dutch die Gerade 
und die Ecken des Tetraeders gehen. Ein analoger Satz fit~det in 
jedem Raume /~s,,,+i start. Man hat n'~mlich: 

Jeder tlau.m R,~ schneider eine (2 m -~ 2)- ecT~iye Py~'amide in I2~.,+~ 
in einer Configur~dion, die reci2rok der Config~ratio~ i~'t, wclche dutch 
die Projection dcrselben l~yrami& aus It,,~ cnlstcht.*) 

Abschnitt IIl. 

(n - -  1).dimensionale Fl~tchcn 2 ~~ Grades:  F 2 

Erzeugung einer F ~ 

w  

durch zwei ineinander liegende reciproke 
6ebilde n ~*" Stufe. 

19. Es seien zwei reciioroke Gebilde n t~ Stufe Z~,~, 2.:~" in R .  ge- 
gebea, so bewelst man leicht, dass alle Punkte (PoQo'), die in ihren 
entsprechenden IV~iumen P~-I oder Q~-l. liegen, eine ( n -  1)-dimen- 
sionule Fl'~che / ~  erfiillen, welche Polfl~iche der 2 reciprokea Gebilde 

genannt werden k~nn. Die Riume P~-I oder Q~-i umhiillen dann 
eine andere ( n -  ])-dimensionale Fl'~che 2 ~r Classe, die als Polar- 
fliiche bezeichnet werden mag. 

Wenn die reciproken Gebilde eine Involution oder ein sogenannbs 
Potavsystem bilden, d. h. wenn jedem Pankte Po i n / ~  derselbe I~um 
l~_~ in 2J,, wie in 2~,' entspricht, so hat man in jeder Geraden gj 
eine Involution, unstatt z~'eier allgemeinen projectivischen Reihen, 
wie im allgemeinen Falle; und die Doppelpunkb derselben gehSreu 
der Polfiiiche an. Zieh~ man aus einem Punkb -Po alle mSglichen 
Geraden, so schneiden dieselben die Polfl~iche in zwei Punkbn und 
der vierb harmonische Punk~ /)o' yon /)o in Bezug auf dieselbcn er- 
fiillt den Raum P , - i ,  den wit als Polarraum des Punktes tX~ ia Bezug 
auf die Polfl~che bezeichnen kSnnen. Die Bertihrungspunkte der yon 
P0 an die PolfiEche gehenden Tangeaten liegen natiirlich auch in 
dem Polarraume P~-b und da dieser Raum die Polfiiche in einer 
(n - -  2)-dimensionalen F1Eche/7'2~_2 schneider, so sehen wir, dass alle 

Tangenten dutch /Do an die F1Eche einen (n ~ 1)-dimensionalen 
B~-Kegel 2 t~, Ordnung bilden. Die Begriffe Polfi~che und Polarfl~che 

*) M~a k~nn diesen Sa~z beweisea, indem man eine iteciprocit~t bestimmt, 
bei weloher den Eckcn der Pyram, ide die gegeafiberliegenden ltiume 1~2, n ent- 
Bprechen, und so, dass den Punkten yon ~m clie dutch / ~  hindurchgehenden 
2 m-dimen~ion~len R'~ume oindeutig entsprechen. 
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fallen daher zusammen, d. h. eine (n - -  1)-dimensionale F16chc 2 e~," Ord- 
nur ist auch der z.xeiten Classe. Man sieht aueh ]eicht: ~in  Raum 
t~,~ schneider die (n-- l ) -dimensionale l~'liiche 2 t~ Grades JF~ in 

~2 einer _Flgche -~ .... l, in welchem die v]_~ yon dem cntsl)rechenden (n- -  l )- 

dimensionalen I~_,,_~-Kegel 2 *~ Ordnung des -Polarraumes R,_,,,_~ yon 
1r beriihrt wird. Man beweis~ ebenfalls, dass jedcr Tangential- 
raum R,-1  der fflS&e .~2__1 die+'elbc in einem (~ - -  2)- Kegel 2 t~r Oral- 

hung schneidet, dessen Scheitel der Beriihrungspunl~t ist. ~Ille Er- 
t~ .. $ )  zeugenden des Kegels geh6ren dcr 1 tache ~'~ selbst. n--1 

Man muss nattirlich beweisen, dass wirklich 2 reeiproke Gebilde 
X,2J,,' ein Polarsystem bilden kSnnen. Es ist aber leicht zu sehen, dass 
ein Polarsystem durch n @ 1 Ecken einer Fundamentalpyramide in 
B ,  Ao(~), . . . ,  Ao("+ 1) und deren I~:Sume A~)_~, . . . ,  A ~ l ) ,  wo z. B. 

A(~). =-Ao (2) �9 Ao('~+~) ist, und noch durch ein be]iebiges Paar 

entsprechender Elemente 1 i und P~-i  bcs~immt wird. 
20. Einc Pyramide, wie sie soeben be~rashtet wurde, nennen 

wit in Bezug auf dis Kernfi~che 2 J~" Grades 1 r des Polarsystems 
' ~ t - - 1  

conjugirt. 
Wenn man einen Punkt Po und seinen Polarraum I),,_1 in Bezug 

a u f / ~  betrachtet, so schneider 1~_1 die ~'~ in einer //'~ �9 jede 
n - - 1  n - - 1  " n - 2 ~  

n-eckige conjugirte Pyramide you /~'~_~ giebt mit Po verbunden eine 

conjugirte Pyramide im Bezug auf F~_~. Wir habea daher in I'o 

n Kan~en der Pyramide, die sin ~.tupel co~jugirter Geraden in Bezug 
(~uf die F~_~ bilden, indem wir als Conjugirts einer gegebenen Geraden 

g~ diejenigen bezeichnen, die den Polarraum G~_,~ yon g~ sch~eiden. 
Wir haben also um Po so v~ele Entupeln eonjugirter Geraden, 

als es n-eckige conjuglrte Pyramiden in Bezng auf die ~ _ ~  giebt. 

Wenn insbesondere !'o der Pol des unendlichen fernen l~aumes 
i"~_~ ist, so wird er das Centrum der Fl~iche sein, and die EnCupeln 
conjugirter Geraden um /)o nenne~ wir d~nn Entupeln conjugirter 
Durehmesser der F~_~. Einem Durchmesser (j~ der Fl~che entsl)richt 

ein Raum G,,._e, der ganz im Unendlichea liegt. 
Man sieht auch, class zwei parallele t~ume  I~,,, die l"~_~ in ~hn- 

lichen (m ~ 1)-dimensionalen Fli~chsn 2 ~" Grades schneiden. 

*) Ich halte diesc Erzeugung als Definition dor Fl~che 2 t~ Grades f'iir besscr 
als die durch 2 reciproke Gebilde (n - -  1)'~ Stufo So (t~, So(~); denn so ziehen wir 
auch die imag[n~ren 2'~_ 1 heran. Wit werden abet spiiter auch die Erzeugung 
der /~'~n--I dutch 2 beliebige reciproke Gebilde mt~ wo m < n  ist, kennen lerncn. 
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w  

Die (n - -  1)-dimensionale Kugel und die Definition dor Perpondicularit~t. 

21. Wenn alle Durchmesser einer /~"~-t einander gleich sind*), 

so nena~ man die $'~-1 eine (n ~ 1).dimensionale Kugel und das zu- 
gehSri~'e Polarsystem kann als ei~t n-dimcnsio~aZes sphiirisches ]2olaf- 
system bezeichnet werden. Die (n ~ 1)-dimensionale Ku~'el bestimm~ 
im Unendlichen ein ( n -  1)-dimens]onMes sph~risches Polarsystem, 
das eine imagin~re (n - -  2)- dimensionale Fl~che 2 t~n Grades bestima~t, 
die wir als die une~dlich ferne imaginSre Kugel j 2  benennen wollen. 

So sieht man, dass jeder Raum/~,~ dutch das Centrum, und daher 
auch jeder Raum ~,~[, der zu diesem parallel is~ die (~ - -  I )-dimen- 
siona]e Kugel in einer ( m -  l)-dimensionalen Kugel schneider, deren 
Polarsystem durch das Polarsystem der ersten miibesiimmt ist. 

Je tz t  geben wir folgende Definition der Perpendiculurit~t der 
R~ume: 

Wenn zwei Riiume IJ.~ und I~,:~ in keinem ~iedrigeren I~aume ~ls 
B~ gegeben sind, so bestimmen sie im Unendliehen des I~  zwei Riiume 
1r R/,_~, die in J_3ezug a,r die imaginiiq'e Kuqel J~ des 1~ zwei 
Polarriiume R._,._~, ~,~-~-x haben. Die zwei lliiume 1l.~ und Ji,:, sind 
ztt einander senkrecht, wenn der I~aum I~,,,_, in dem l~aume tl~_.~_x 
enthalten ist oder dutch ihn geht. Wenn dagegen 1~o, und 1L',, is einem 
niedrigeren Ytaume I~ 2) als B .  gegeben sin(t, so gilt die ents'prechende Deft- 
nit,ion [iir R~, indem man das u~wndlich ['~rne s phiirische Polarsystem 
yon 1~ betraehtet. 

Wenn man ein Entupel conjugirter Darchmesser der ( n -  l)- 
dimensionalen Kugel betrachtet, so sieht man aus der vorigen Deft- 
nition, dass sle zu einander senkrecht sind~ und dass jeder Raum R,,,, 
&r dutch m eot~jugirte Durchmesser eines ~'ntupels der Kugel geht~ 
und jedcr l~aum J t~, der dutch eine beliebige Anzahl &r iibrigen 
n -- m D~rehmesser bestimmt wird, zu einander se~zkrecht sind.**) 

*) Ich nehme die Definition der L~nge der gewShnlichen Geometrie in der 
Ebene oder in /~ a,n. 

*') Bemerkung.  Wit kSnnen mit H~ilfc der Perpendicularit~t ~uch die 
Umklappu~g von zwei R~tumeu /~n-1, /~[-1 in ~ ,~usfiihren. Es gen~ig~, voa 
einem Pm~kte t)o" yon /~-1 ,  die senkrechte Ebene -P2 zu dem Schnittraume 
-~n-~ yon 1~n__1, R~_ I zu zieben, die ~n-e in eiaem Punkte //o trifft. Wenn 
wit das ffir alle Punkte des J~ - i  maehen, und wit lassen diese Punkte in dea 
entsprechenden senkrechten Ebenen P~ in einem Kreise mit dem K~dius /~0Po' 
sich gleichfSrmig bewegen, so sagen wir, dass der B aura /~' n-1 um Rn_ ~ sich 
dreht. Schlicsslich, wenn einer der Punkte Po" des/r in l~n_ t f'~l[t~, so ist der ganze 
Raam R~_~ in R~_ 1 umgeMappt. 
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w  

Biischel y o n  ( n - - -  1 ) -d imensionalen  Fl~chen F ~ speciell  von einer 
.F~_~ mit  ein~r Kugel K ~ , .  

22. Es ist ]eich~ zu beweisen, dass im Allgemeinen zwei Polar- 
systeme des 1~, eine co~jugirte Pyramide gemein haben. Die beiden 
~'~_~ der beiden Polarsysteme kSnnen verschiedene Lagen gegen ihrc 

conjugirte Pyramide haben. Wir beh'achten nut  dig allgemeiuen FSlle*) 
und haben : 

W e n n  die ( n -  1)-dime~sionalen Fliichen z weilcn Grades z~rcier 
Polarsysteme zwei rec@rokc Biiumc A , ,  ~- ....... ) A(,,*+ ~ ...... +1) .i]o'cr c~)n- 

jugirten t )yramide in densclben ( m - -  1) und (n - m ~ 2)-dimensionalen 
Fli~:chen zweite~ Grades s&neiden,  so habcn sic a~tch die (n ~ 1)-di'~en- 
sionalen ~'eriihrungskegel, dercn Scheitelr&~r A(~, ' ....... ) A ~'+' ....... +') 

u~ ) ?t--~n - J 

sind, gemci~z. Sie habe~ noch unendlich v ide  conjugirle Pyramiden 
gemei~t, dcren ];,'ckc~ respective in den l)eiden tt i iumcn AI]/~ ....... ~, 
A (.~+' ..... ~+'~ cnthalten sind. 

Im allgemeinen Falle selmeiden sieh die beiden Fl~tehen zweiten 
Grades in einer (~ ~ 2)-dimensionalen Flgche vierter Ordnung. In 
dem durch zwei Fl'g,chen bestimmten B~ischel giebt es (~ --}- 1) l~'o-Kegel 
yon n - - 1  Dimensionen, deren Schei~el i n d e n  Eeken der conjugirten 
Pyramide liegen und deren Erzeugenden die F ~_~ in zwei Pm~kten 
sehneiden. 

~Venn i~ zwei  Riiume~ B~_~ z w d  ( ~ -  2)-dimensionalc Fliichen 
zweiten Grades liege)h die eine ( ~ -  3)-~gmensionale Fl~i',che in dem 
Sch~zit~raz~me I~_~ der gegebe~zen l~iiume .~t,~_~ ge~ei~ habcn, so 
geht durch sie ein ~iischel von (n ~ l )-dimensionalen Fl~iehen zweiten 

Grades. **) 

*) Naeh deal Bezout'schen Theoreme weiss man, dass zwei (~--l)-dimea- 
sionule F1Eehml F~_I, F~_I sich in einer ( n -  2)-dimension:flen F[Sche /;,,-2 

.,re(l) ~m(~) ~,,n(~) schneiden. Maa finder aueh, dass, wenn s Fl@hen 2,(~) 1~ a[~) , .  �9 �9 1 a(z) gegcben 

sind und die beiden ersten einem Y~aume 11,~_ d, die drei erste~t einem ICaume 
l~n_d, q~,. S. W. angeh6ren, so sehneiden sie sich in eine~" Fl@he vo~: ~'dk2c 22a (1) 
-- sn Dimensionen und yon tier Ordnun9 m (0 .m(~).m (3). .-m (z), we einige d 
verschwinden kb'nne,n und we i =  i ~  2 ,  . .  , S u~d k ~ 0, 1 , . . .  s ~ 3 z,1 nchmen ist. 

**) :Beme@ung. Dic Zahl der Pt~ukte, die eine 1 ~-1 in It~ bestimmen, ist 

(in + l) (~ + e ) . - .  (m + ,) -- 1 ~ G(m ) . n! 
Fiir die Fl~ehen zwei~ea Grades ist; 

( n+ l ) (nq -~ )  _ l =  n ( n + 3 )  
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23. Wit be~rachten jetz~ eine 1~'~ und eine mi~ ihr coneen~rische 
n - - 1  

Kugel K~_ L. Da ihre unendlich fernen polarsysteme eine n-eckige 

conjugir~e Pyramide gemein haben, so sehen wit ,  dass die .F:2, im 
Allgemeine~ ein .Entupel, aber nur ein E~tupel se~krechter conjugirter 
Durehmesser besitzt. Diese Dumhmesser ~ennen wir die Axe~ der F ~ 
und die t~iume, die dutch sie gehen, Hauptviiume der FliicI~e. 

,Die 2 '2 und die Axen derselben k6nnen aus e&em Entupel con- 

fi~,girter Durehmesser, die in GrSsse and INchtung durch das Centrum 
Co der _Fliicl, e gegeben sind, eonstruirt werden. 

Denn es geniigt, zu jedem Raume 11,,_~ dnrc}~ das Centrum C O der 
Fl~che den conjugirten Durchmesser l~j und dle senkrechte Gerade 
~ zu ziehen, dana bildell R t u n d  hrt um C o zwei Gebilde ( n - - l )  tr 
S~ufe, welche n,S&ahlen gemein huben, die eben die Azen sin& Wie 
man leieht sieht~ is~ die Beziehung dieser zwei Gebilde um C O mi~ 
Hfilfe des gegebenen Entupels yon co~ljugirten Dnrchmessern in tier 
Tha~ bestimrnbar. 

24. Die unendlich t'erne i lache und J~_~ der 1~'~_ 1 und tier 

K 2,,_J haben eine FlSehe 1~ ~_.,~ gemein. Jede im Unendlichen gelegene 

Gerade, die diese F15che zweima] schneider, is~ die uneadlieh ferne 
Gerade yon ~ , - ~  Ebenen des 1G, welche 1 *'2 in Kreisen schneiden 7t--I 

Da die F4~-3 yon den n-Ecken der conjugir~en Pyramide yon ~'~_~ 
and J'~_~ dutch Geraden projicirt wird, die sie zweima] schneiden, so 

sehen wit, dass alle Ebenen, die dutch jede Axe einer a~lgemeine~ 
( n -  1)-dimensionalen l,'liiehe 1~_~ gehen und diese in einem ~[greise 
schneiden, el.hen ( n -  1)-dime~sionalen ls zwei~er Or&.~ung um- 
hiillen. 

Die im Unendliehen gelegene ~'~ kann im Besonderen zerfMlen, 

mid aus den verschiedenen F~llen, die entsfehen kSnnen, erh~l~ m~n 
( n -  1)-dimenslonaie Fl:~ichen zweiten Grades, dcren metrisehe Eigen. 
schaften versehieden sind. 

25. Wit  betraehten als Beis2iel dic 2~ ~ in R 4 . 
Sie schneider den uuendlieh fernen Raum in einer F ~  welche 

(lie imagin;ire Kugel J.22 in einer Cnrve C ~ trifft. Im Allgemeinen 
also giebt es keinen I~aum .lta des _1~, der die ~ in einer Kugel 
schneidet. 

Die C '~ kann aber auch in zwei Kreise zerf'allen. Dana giebt es 
nur zwei Kege] zweiter Ordnm~g, die beide Krei~e enth~dten; ihre 

d. h. gleich der &nzuht tier Punk~e. die eine Curve nter Ordnung in der Ebeae 
bestimmen. Allgemein iindet man so auch 

(n + ~) (n + ~) .. �9 (n 4- m) 
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Scbeitel _M o J-I/o' ]iegen in der conjugirten Geraden der Sehnittlinie der 
Ebenen der beiden Kreise im Bezug auf J2 ~, oder /~'22. --  In diesem 
Falle berfihren zwei Axen der F.3 -~ die Fl~iche selbst im Unendlichen, 
w~ihrend die beiden andern Axen dureh .M o M o" gehen. 

.Es giebt also eine 1r 2 in I44, die vier Axen a~(t) alt2) a~(a)al(4) hat, 
yon denen zwei a~ o) a~ (~) die Fliiehe im Unendlichen beriihren. Es giebt 
zwei 14iehlungen yon J~iiume~ 1~:~, writhe ~lie I,]~/ in 2s sehneiden. 
.Die beiden lNiume 1i3, wdcl~e &~rch alas Centrum der I,]~ "~ und parallel 
zu den genunnten l~iehtungcn verla,ufcn~ bilden mit den beiden Hau2l- 
rii/umen fia, die als a~t:) a~(~) a~l~)~ a~ o) a~(~)at(~t zr bezeiehnen sind, eine 
harmonische Gru_py)e. 

Die F~ '~ und die J:~ kStmen sieh auch lgngs eines Kreises be- 
riihren; sie haben dann unendlieh viele Polartetraeder gemein. In 
diesem _~dle ist c[ie ~ ~ eine llotations/liidte zweiten Grades um eine 
Axe a~: um die Axe~ die den Mittelpunkt yon /~'a~ mi~ dem Scheitel 
des gemeinsamen ]3erfihrungskegels yon / ~  und j 2  verbindet.*) 

Die Fliichen ~'~: und J:~ kSnnen sich aueh in einem wlndschiefen 
Vierseite schneiden. Dana haben sie wieder unendlich viele Polar- 
teLraeder gemein~ deren Eeken in zwei Geraden 1~14( liegen, d. h.: 
in den iibrigen Kan~en des Tetraeders~ das durch das Vierseit bestimmt 
wird. In  diesem lCalle ist die ff,~ eine ltotationsfliiehe zweiten Grades 
in Bezug auf zwei zu einander senkreehte Ebenen li~14.,', deren unendlieh 
ferne Geraden Ji~ 14( sind. Wenn man die Jiotation um 14~ ausfiihrt, 
so beschreibt jeder 1)unkt einen Kreis~ dessen ~bene durch It  t" geht, und 
umgel~ehrt. 

Die /~�89 und Jz~ kSnnen sich auch in einer Geraden und in einer 
C a schneiden~ was wit nieht niiher unternehmen. 

w  

Anzahl tier linoaren R~um% dio in einer (~ -- l)-dimensionalon F ~ n--I 
onthalten sind. Erzouguug dorsolbon durch reciproko 6ebilde. 

26. Wir wollen jetzt die Anzahl der g[tume bestimmen, die in einer 
(n--1)-dimensionalen Fl~che zweiten Grades liegen kSnnen. Zu diesem 

*) Die Bewegung um eine Axe ai oder um eine Ebene 1~'2 ill 1~ l kann mit 
tl i i lfe der Perpendiculant'~kt ausgeffihrt werden. W i t  zieheu durch einen Punkt  
Po den senkrechten Raum -R 3 zu al ,  der a~ in einem Punkte  -Po' trifft, in  der 
Bewegung um a I wird -Po eine 2-dimensionale Kugel mit  dem Centrum /)," be- 
schreiben,  die in /~a enthalten ist - -  oder wem~ es sich um die iRotation um 
eine Ebene ).'~ handel , ,  so beschreibt  der Punk~ -Po einen Kreis, dessen Cent rum 
2%' in .E,., l iegt  und zwar in dem Schuittpunk~e der senkrechten Ebene,  die man 
~on /~o zu E2 ziehea kann  und die rait  /~:, nieht in dem gaume _Po~2 liege; und 
dessen Ebene die senkrechte Ebene selbst ist. - -  
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Zwecke brauchen wir die stereographisehe l~rojeclion, d. h. wit projlcirell 
die ~ aus einem ihrer Punk~e 2 o in denjenigen Tangentialraum 

3--1  

S~-1, der zu dem Tangentialraume in t~o parallel ist. ~) 
Betrachten wir zuerst eiue 2'32 in / ~  uad projiciren wir sis yon 

einem ihrer Punkte Po auf dea Tangentialraum $3, der zu dem Tan- 
ge~tiaIraume ~+ in 1~o parallel ist. S~ und ~P3 schneiden sich in eiaer 
unendlich fernen Ebene, welche die Y32 in einem Kegelschnitte Kl~ 
trifft  u wit die Punkte dieses Kegelscihnittes mit  2 0, so be- 
kommen wir sines 2-dimensionalen Kegel zweiter Ordnung, dessert 
Erzeugenden in der F.~: selbst liegen. Dieser Kegeischnit t  kann nich~ 
in zwei Geraden zerfallen, dens sonst w~ire die unendlich ferne Ebene 
Tangentialebene all die Filch% was nicht mSglich ist. Jede Gerade 
g~ yon F:) ~ wird aus P,~ in sine Gerade g,' yon. S 3 projicir~, dig 
den Kegelschnitt K, 2 Irifft. Dens die Ebene durch /~o und gl 
schneider die ~'3 ~ in einer andern Geraden, die durch ~P0 geht und 
die parallel zu g(  int. Umgekehrt jede Gerade g(  in S~, die Kt  2 trifft, 
ist die Projection einer und nur einer Geraden der 2 ' J ,  die nich~ dureh 
2 0 geht. Zweien solchen Geraden g/~ die sich in eil~em eadlichen 
Punkte A 0, yon Sa treffen, eatsprechen zwei Geraden yon I~  ~, die sich 
in einem Punkte A0 schneiden. Wir sehen also, dass die Geraden der 
E.~ ~ sine <x~-faehe Mannigfaltigkeit bilden. 

Wenn drei belieblge Geraden der .F~: gegeben sind, die nieht in 
einem / ~  lieges and sieh nieht schneiden~ so haben sis nur eine 
Transversal% die auch in der Fl.~che liegt. In der That ,  der Raum 
1/~ der durch zwei derselben bestimmt ist, trifft die drifts in einem 
Punkte Ao, und wenn wir yon diesem Punkte die Transversals zu dea 
beiden ersten ziehen, so ist eben diese die gewiinschte Gerade. Man 
hat also: 

Wenn sin Quadru2el yon vier bsliebigen geradsn Linien einer ~.(~ 
derart gegsben ist, dass sich die Gsraden zu zwei und zwei nicht 
sch~eiden und auch nicht zu drd und drei in sisera t~aume 1~ lieges, 
so begtim,+t dasselbe vier Transversalsn, die auch in der _~'~ lieges und 
die das zu dem ersten com2~ementiire Q+tadrupel bilden. Wens [~inf be- 
liebige Geraden der ~.~ gegeben sind, so kan~ man in dieser Weiss 
beliebige viele andere Geraden d~r t~s ~ eonstruiren. 

*) In versehiedenen Aufsgtzen dcr Comptes l%endus (siehe z. B. t. LXIX 
,Sur une nouvelle sgrie de syst~mes orthogonaux algdbriques), sowie in seinem 
Buche- ,,Surune classe remarquable de courbes e~ de surfaces alggbriques (P~ris 
1873)" ha~ Darboux die stereogr~phische Projection der /'n~_l in einen 
l~n_ ~ f~ir metrische Geome~rie benutz~; desgleichen Lie in den GSttinger 
Nachrichten 1871', 1872, sowie Klein im V. Bande der mathem. Annalen 
(Usher Liniengeometric and me~rische Geometrie), oder G6~tinger Naehr[chten 
187"2 (Usher eincn linicngeometrischen Satz). 
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Da {elne F32 in Rn (lurch 14 beliebige Punkte bestimmt wird 
(siehe Bemerkung Nr. 24.), so kann man 12 you diesen Punkten drei 
zu drei in vier beliebigen Geraden w~ihlen. Das Qu~drupel dieser Ge- 
raden hat ein comp]ement~res Qaadrnpel yon vier Ge~'aden, die auch 
in der _F3'-' liegen. Somit sind die acht Geraden zweier complement~ire~ 
Quadrupel der vollst6ndige Durchschnitt yon drei ]J'lgehe~ Ira ~-. 

27. Wenn wir jetzt eine Fa 2 in Ir stereographisch yon einem 
ihrer Punkte /)~ in den Tangentialraum S.t projieirell, der zu dem 
Tangentialraum 2 4 in /)o parallel ist, so bel<omme,J wit' im Unend- 
lichen eine 2~22 (d. h. is dem Schnittraume yon S 4 m~d P4)~ die keia 
Kegel sein kann. Hieraus sehliessen wit, dass die 1",~ keinen 1Laura 
/is enth~ilt.*) 

Wenn wir die zwei Systeme yon Geraden yon 1;'~'~ mit /~0 ver- 
binden, so erhalten wir die zwei Systeme yon gbenen des 3-dimen- 
sionalen Kegels 2o,  der zur Flgche /;,2 gehSrt. Jede Gerade gl yon 
F42 wird in S 4 in eine Gerade g~' projicirb, welche die unendlieh 
ferne F|iiehe /F~: schneider, und nmgekehrt. Eine Ebene G~ yon 1,~'- 
wird yon /~o in eine Ebene G 2' yon S 4 projicirt, die dureh eine Gerade 
der ~,~e geht. Umgekehrt, jede Ebene G2' yon S~ welehe die / ~  in 
einer Geraden schneider, isg die Projection einer einzigen Ebene G2 
yon 2~'4 ~, die nicht dutch 1~0 geht. Zwei Ebenen G~' yon S~, die sich 
in einem im Endliehen gelegenen Punk~e A o' treffen und fiberdies die 
~',~ in zwei Geraden desselben Systems schneiden, entsprechen zwei 
Ebenen G~ der ff~, die sich nur in einem Punkte A~ schneiden; 
dagegen zwei Ebenen G~', die sich in einer Geraden schneiden (und 
also die ~'.~: in zwei Geraden yon verschiedenen Systemen treffen), 
entsprechen zwei Ebenen d e r / ~ ,  die eine Gerade gemein haben. Die 
Zahl der Ebenen dutch eine Gerade in I t  4 is~ o~ ~ und die Zahl der 
Geraden yon ~ is~ 2 ~  l, daher besi~zt die /~te zwei Systeme yon 
o~ '~ Ebenen.**) 

Wean wir eine /7'~ ~- in I~,; betrach~en~ so haben wir im Unend- 
lichen eine 1,' ~ die o~ ~ Ger~de hat ,  und d.~ die Zahl aller Ebenen 3 )  

durch eine Gerade 1~ o~  ist, so hat die ]2':," cx~:~ ~ o~ ~) Ebenen. 
Sie l~ann keinen h5heren Raum enthalten. 

Das Gesetz ist evident, und wir kSnnen daher sagen: 
Im  Allgemeinen enthiilt die (2m ~ 1)-dimensionale l~'liiche zweiten 

Grades in l~z,, ein System yon 

*) Das Studium der projectivischen Eigensch~ften der /~'42 in /~ ist naeh 
Klein (M~them. Ann~len V, p. 263) ohne Weitcri.'s ffir LinierJgeometrie zu ver- 
werthen und ~lso ffir projectivische Geometrie des gewiihnlichen/~a sehr wiehtig. 

~ **) C~yley hut diese zwei Systeme yon Ebenen der 1"42 bereits in einer 
Note: On the superlines ol'~ Qu,~drie surface in five-dimension~l sl)ace. Quarte[y XIl, 
1873, betrachtet. 
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O~ 3 . O D 3 . 4 . 5 , . , ( m - - l ) n  

Riiu~nen ]~,,,-1, dagegen die 2.m~dimensionale _b'liiche zweiten Grades in 
It~,~+~ zwei Systeme yon 

OO 3 . O O 3 . 4 . . . m ( m - - l )  

Riiumen Rm. Diese Fliichen ki~nnen keinen hb'heren t laum enthalten, 
ohne in einen Kegel auszuarten. Ftir m ---~ 1 hat die F~ 2 nur 2cx~ a I I ,  
wie bekannt. 

Man sieht aueh aus dem Vorhergehenden, dass ein R~-Kegel 
zweiter Ordnung in R~ und yon drel l)imensionen zwei Systeme yon 
Ebenen, ein 4-dimensionaler R0-Kegel zweiter Ordnung in R~ nur 
Ebenen und zwar cx~ 3 besitzt u. s. w. 

lm  All.qemeinen hat ein (2m ~ '2)-dimensionaler Ro-Igegel zweiter 
Ordnung im ]laume 1,)~2 .... ~ odor ein (2m ~ I)-dimensionaler l~o-Kegel 
zweiter Ordnung in JG,~ nut ]~&~tme I~,,, andern[alls artet er aus. 

28. Wit wollen tiber die Erzeugung der T ': dureh reeiproke n- - ]  

Gebilde nur die Sitze mittheilen. 
Bebachten wit zwei projectivische Btischel yon R~iumen /~,,-1 um 

S(~)_2, S(~_J 2. Diese kiinnen sowohl als reeiproke wie aueh als collineare 

Gebilde a~lgesehen werden. Wir haben: 
Zwei collineare (oder reciproke) Gebilde erster Stufe, deren Axen 

zwei t~iiume S (~),_2 , ~ I'~_ ~ sind, erzeugen einen (n - -  1)-dimensonalen Kegel 
zweiter Ordnung, dessen Scheitel ein t taum S,_~ ist. 

Wenn wir zwei beliebige reciproke Gebilde nehmen, deren Axen 
S(1), SJ 2) sich nirgendwo schneiden, so haben wir folgenden Satz: 

Die (n -- 1)-dimensionale leliiche zweiten Grades in R,, wird dutch 
~wei beliebige reciproke Gebilde erzeugt, deren Axen S/~), S~ ('~) sieh 
nirgendwo sehneiden und i~brigens ganz beliebig in der Fliiehe liegen 

oder - -  1 )  

Wenn eine einzige Gerade der ]: lache reell ist~ so sing alle l~iiume 
Rl ,  R~, . . . ,  R,_~ oder R~, . . . ,  l t ,  tier zV'liiehe q'eell. 

Wenn die zwei _/txen S~l), S(~) i~ einem Raume S~ sieh schneiden, 
so erzeugen die beiden reeiproken Gebilde einen ( n -  1).dimensionalen 
Nq-Kegel zweiter Ordnung. 

w  

Polarfiguron in Bezug auf eino (n -- 1)-dimonsionale F 2 
�9 q ~ - - I  ' 

29. Betrachten wir eine (n + 1)-eckige Fundamentalpyramide in 
/ ~ .  Wir kSnnen die Ecken und die gegeniiberliegenden Rgume //,,-i 
als entslorechende Elemente eines Polarsystems ausehen. Es giebt dann 
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c~ ~ reelle Po]arsysteme (in denen jedem reellen Elemente ein redles 
en~sprieht,)~ die die ~un~amentalpyramlde als conjugirt gemein habeu. 

Es sei dagegen eine Pyramide yon NR:~tumen I, 2, . . . ,  N,  wo 
< 2n is t ,  gegeben, so nennen wir sie~9olar in Bezug auf eine Fl:,tche 

o jedem Punkte der Pyramide z. B. 1 , 2 ,  3, ~, eiu 

Polarraum entspricht, der durch den l~aum geht,  in we]chore sich die 
fibrigen I~ume  n q- 1~ . . . ,  _N schneidcn. Es ist dann leicht~ fol- 
genden Satz zu bewdsen: 

Es gicbt m -  1 t'olarfiguren civics l,aumcs H .... die aus tinct 
1;~tndamentalpyramide dcr ]Nh~nm l~,,,+j, 1~, , ,+ , , , . . . ,  1?2 .... , dwrch 
Schneiden mit l~,,~ entstchcn. Sic s~nd l'olarfigurcn in Bezug a,~/' ~z ''+t, 
O~m+9 �9 ~2m- - i  '2 

) " "~ ~ . t - - 1  * 

30. Es sei wieder eine (n + l)-eckige Pymmide hi It;,, gegcben. 
Schneiden wir sie mit einem Raume S~-I, so erhMten wit in S , - , ,  
wie es aus Nr. 6. hervorgeht~ wenn man _ N ~ n +  1~ r ~ n - - 1  
setzt, eine Fignr yon 

9~ . . . .  -2 . . . .  ~''" ........ 2- 

so class in dieser Figur jeder Punkt einem l~aume J~;,,-a complementt~r 
ist. Dutch jeden 1~0 gehen n - -  1 ]l~, . . . ,  

(n -- I ) . . - (n- -~n)  ]~m, etc., .(n -- 1) (n-- 2) /t',,-a, n --  1 /~',,-t. 
(m - -  1) .~ 2 

In jedem ~ liegen 3 ]r e~c. in jedem /~_~ I n - - 1 ) ( n - - ~ )  1r 2 

Nun schneiden wir mit S~_~ auch ~lle ~'~/~"~ in Bezug auf welche 

die Pundamenta]pyramide in 17~ sich selbst conjugirt isk So erhalten 
wir in S~-~ oo"/e~ welche die Schnittfigur A als Polarfigur haben. 

Greifen wir eine solche F ~ heraus und bezeichnen wir die n + l rt--2 

l~:,'mme ]},**_e der Figur A mit den Zahlen 1 , 2 ,  . . . ,  n -[- 1 . .Der  PunkL 
]~0~ dcr dureh die I~Sume l ,  2, . . . .  n -  1 bestimm~ wird, hat in 
Bezug auf die gew:ahlte FlSche 1, '~,,_.~ cinch Polarraum II,~_~, der durch 

den Schnittraum ]{,,-a geht,~ der in dot Figur A zu dc, m Punkte 
1, 2~ . . . ,  n -- 1 complemcntiir ist, d. h. durch dei,jenigen Raum R,,_,a, 
der durch die iibrigen Rgume 1~, ,2, nhmllch n und n--~ l ,  gegcbeu 
isL Wenn wir das ffir alle Punkfc ]~o yon A machcn, so erhalten 
wir die polarreciproke Figur yon A in Bezug auf ff~,_u, die Mso aus 

,t(nq-1) 1~=_~ besteht~ welche einc (n q- 1)-eckige Pyramide in tg,_, 

bilden. Die n +  1 Ecken liegen nattirlich in n ( n + l )  Geraden die 

den lg~iurnen /~_a  der Figur A entsprechen. In dem Raume n, n + l  

~Vlathemo, tischo .A.imalon, XIX,  13 
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z. B. liegen, naeh dem Vorhergehenden, (*~ -- 1) (, - ~) /~o der Figur A. 2 
Die Polarr~ume /~,_~ dieser Punkte in Bezug auf ~ gehen durch 

die Polargerade des Raumes /~.-3 : n, n-~-1~ welche zwei Ecken 

der reciproken Figur verbindet~ die wir als n, ~-]- 1 bezeichnen. Die 

( n - l )  (n--2) /~o liegen abet auch in dem Polarraume I~_~ des 
'2 

Punktes 1~2 ,3 ,  . . . ,  n - -  1 der Figur A. Dieser Punkt muss daher 

in der Geraden n, ~-~- I liegen. 

Die n (n+ l )  Geraden tier reciproken Figur gehen also respective 
2 

durch die n(~+1) Punkte der Figur A. Die Pyramide aus n-~-1 
'2 

R~iumen .~._t und die reciproke in Bezug auf F 2 die aus n -~- 1 
n--2  

Ecken besteh~, bilden zusammen eine Yigur yon 

n(n 2 + 1) ~t_ n + 1 ~_ - (n -~- 1)2(n + 2) Ro und ebensovielen /~,,_~. 

Diese Punkte /~o liegen drei zu drei in 

n(n--l)(n-{-l)2.3 ~_ qr ~ ~z(n-~-l)(n-~2}2.3 

Geraden~ die n zu n dutch jeden Punkt /)o gehen. 
Wie aus Nr. 7. ersichtlich ist, ist dies die Figur yon zwei per. 

spectivischen n-eckigen Pyramiden in S,~_~; es geniig~ im Satze Nr. 7. 
r ~ n -  1 zu setzen. Das perspectivische Centrum der beiden Pyra- 
miden hat als Polarraum in Bezug auf ~ - 2  den perspectivisehen Raum 

R~-2. Somit haben wir folgenden Satz:*) 
Zwei yperspectivische -Fundamentalpyramiden 13, 14, . . . ,  1 (n ~ 1); 

23, 24~ . . . ,  2 (n -~- ]) in 1~,  die das t~erst)ectivische Centrum 12 haben, 
sind in tlezug auf eine und mtr eine ( n -  1)-dimensionaIe 1,'liiche 
zweiten Grades .F "2 einander 2olarreciprok, so dass der ])unkt 12 den n--1 

t~aum 3 4 , . . . ,  n-~- 1 als .Polarraum hat. 
Jeder _Punkt der _~,gur (Nr. 7.) kann ats Centrum yon zwei solchen 

in Y~exug auf ~,~_~ einander reciproken _Pyramiden angesehen werden, 
deren .Ecken zu der .l'~gur selbst geh6ren ; d. h. die ga~zze uon zwei per- 
speetivischen _Pyramiden gebildete .bTgur ist in ]3ezug auf  F~ sich 

n--1 
selbst reeiprolc. 

Aus Nr. 7. geht ferner hervor: 
�9 "iir eine jede der n ~- 3 Gru~pen, die aus der vorigen Figur ent- 

stehen, sind die (n --~ 2)- eckige 2yramide und die duale t~yramide in l~ezug 

�9 ) ich spreche den Satz ffir zwei perspeetivische Fundamentalpyramiden des 
/ ~ ,  start des /~n--~ aus. 
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auf die F ~._~ sich sdbst polar und cinander polarreciprol~'. Die Glcichungcn 

der 2"2.-1 bezogen auf die n + 3 (n + 2)-cckigen I~yramidc~n oder 

auf die n + 3 dualen Pyramiden enthalten daltcr nut die Quadrate 
der Variabeln.*) 

A_bsch]-" IV. 

~r ,e , l .  

w ]. 

Charaktero dor Curvon in /~. und dio zwischen ihnen stattflndendon 
unabh~ngigen Gloichungen.**) 

31. Fiir eine ebene Curve m t~ Ordnung und k t~ Classe mit D 
Doppelpunkten, J~ Spitzen, d Doppeitangenten und w Inflexionstan- 
genten hat man fo]gende drei unabhiingige P 1 iick e r '  sche Gleichungeu: 

h ~ k(k -- 1) - -  21) --- 3 R ,  k ~ n(n  - -  1) ~ 2d - -  3w,  

w - - / ~  = 3(k - -  n);  

man hat ferner aus diesen Forme]n 

P ~  (n --1)  (n--  ~) _ - D ~ I ~ _ _ _  (k - -1)  (k -- 2) ~ d ~ w .  
2 2 

Eine Curve C "~ in J~ hat im Allgemeinen neun Charal~tere und 
zwisehen ihnen bestehen zwei Gruppen yon drei unabh~ngigen Cay l  ey-  
P l i i c k e r ' s c h e  Gleichungen. 

Man erhiilt die erste Gruppe aus den P l i l c k e r ' s c h e n  Gleiehungen 
derjenigen ebenen Curve, die durch Projection der Raumcurve yon 
einem beliebigen Punkte in eine beliebige Ebene eni~steht; die zweite 
Gruppe aus den Plii  cke r ' s chen  Gleichungen der Schnitteurve der zur 
Raumcurve gehbrigen Developpab]e mit einer beliebigen Ebene. 

Betraehten wir jetzt  eine C" im R a u m e / ~ .  Wir bestimmen ihre 
Charaktere~ indem wir zuerst die Curve C" yon einem beliebigen Ptmkto 
0 in einen Raum yon drei Dimensionen S:~ projiciren und nachher die 
Developpable der C "~ mit einem 3-dimensionalen Raume 1~ schneiden. 

Es set .~C ~ dis Projeetionseurve in S s und :,Qm' die Schlfittcurve 
yon It  3 mit der Developpablen. Um die Charaktere der 3C'" zu erhalten, 
iorojiciren wir sie einmal yon einem Punkte O' yon S 3 in eine beliebige 
Ebene S 2 yon $3, und schneiden sodann ihre Developpable mit einer 
Ebene $2". 

*) Der Beweis vereinfacht sich ffir zwei perspectivische Dreiecke in der 
Ebene oder ffir zwei perspectivische Tet;raeder in .R s betriichtlich. 

**) Vergl. racine Notiz im 18. Bande dieser Annalen~ p. 448. 
13" 
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Um die Ch~raktere der 3CS zu erhalten, projiciren wit sie aus 
einem Punkte 01 ' yon R:~ in eine Ebene ] ~  yon R:~ und schneiden 
tibrigens ihre Developpable mit einer Ebene R.2'. Es ist klar, dass 
das Schneiden der Developp~ble yon .~C "~ mi~ der Ebeue S~' und das 
Projiciren der ~C~ ""' in eine Ebene ~quiv~tlente Operationen sind: d .h .  
die Curve in S 2' und die Curve in ~2 ]iefern dieselben Char~,ktere der C ,,~. 

Wit haben also fiir die C " nur drei Gruppen you unabhingigeu 
Gleichungen. 

Wenn man in dieser Weise fbrtf'~hrt, so sieht man, dass m~n ftir 
eine C ~ in einem n-dimension~len R~ume 1~ (wo m ~ n )  n - - 1  Grupl0en 
yon drei unabh~ngigen Gleichungen erh~ilt. 

Die erste Gruppe bekommen wir dureh successives Projieiren. Wit 
projieiren die C ~" zunhchst yon einem Punkte 0 aus in einem (n- -1) -  
dimensionalen [(~um S~-i in ~_iC m, d~nn lorojiciren wir die ~_lC ~ 
von einem Punk~e O(l) yon S , - i  in einen l~aum S~_s; etc.; endlich 
projieiren wit die ~C "~ aus efilem Punkte 0 (~-3) yon S~ in eine Ebene 
S~ als Curve 2C"~; d. h. wlr projiciren die C" selbst in S 2 yon dem 
(n - -  3)-dime~sionalen Raume aus, der dutch die n -- 2 Punkte O, O(l),.. 
. . ,  0(~-s) bestimmt wird. 

Die weiteren Gruppen erhalten wir~ indem wit die Developpable 
der C m und allot Projectionscurven ,~-iC", ,-~Cm~ etc., 3C "~ re- 
spective mit Ebenen sehneiden, die in S, -1 ,  S,~-e~ . . . ,  S.~ enthalten 

sind. Die Schnittcurven seien ~_~C~ "~(~-~), ~,_~C~'~,(~-~),..., ~C~ .,(~). 
Es ist night sehwer zu sehen, dass die n - - 1  ebenen Curven .,C', 

,~_~C ''t~-~), . . . .  .~C~ (~) gen[igen, um die Charak~ere und die Glei- 
chungen aller Curven zu bestimmen~ die aus der C"  durGh Schneiden 
und Projiciren entstehen kSnnen. 

32. Wir wollen jetzt die Charaktere der C"  mittelst der oben- 
genannten Curven finden. 

Um dies auszuffihren, fangen wir mi~ der ebenen Projeetionscurve 
~C" an, deren Charaktere m, k, w ,  1), R ,  d sein mSgen. Wir iHter- 
pretiren sie fiir die C ~. 

m liefert die Ordnung m alier Projeetionscurven und der C '~ selbst. 
k , den ersten Rang k der Developpabie der C '~, und aller Pro- 

jectionscurven, d. h. k is~ die Zahl der Tangenten der C "~, 
die einen I~aum 1r schneiden; 

w ,, ftir die Ca m die Classe, flit die 4 C'~ die Zahl der SGhmiegungs- 
ebenen, die eine Gerade schneiden, ftir die ~C" die Zahl 
yon Schmiegungsebenen, die eine beliebige Ebene treffen 
u. s. w., und endlieh die Zahl der Sehmiegungsebenen der 
C ~', die einen beliebigea Raum _R~_~ schneiden. W i t  nennen 
w den zweiten Rang der C m. Also: 
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Die Schmiegungsebenen der C"  bilden eine ei~(achc 
2]la~mig[hltiykeit, die eine 3-dimensionale 1,'liichc zv ~ Ordn~mg 
bilden. 

/~ liefer~ die Zahl der S2itzen der C " selbst m~d aller ihrer Pro- 
j eetiont cur yen ; 

D , die Zahl der g~iume t~,_~, die durch den Projectionsraum 
O,~-a ~ O~ 0 u), . . . ,  O(~-a) gehen und die Curve C ''~ zweimal 
schneiden ; 

d , die Zahl der g~ume /?,~-I dutch O,,-.a, die zwei nicht auf- 
einmlderfolgende Tangenten der C" en~halten. 

Hat die (J"~ Jr) l Doppcllmnl.'te and d, l)ol)pelttmgc~den, so vcr- 
mehren sieh D and d respective um I)  1 und d I. - -  

Ansiatt nun (lie versehiedenen Curven ,C "~) z ,,,(,,. ".') 
einzeln zu betraehten, wie wir es jetzt ffir die ,sC" gemacht haber~, 
wollen wit jeden Charak~er bei allen Curven zugleich far (lie C" inter- 
pre~iren. Es seiea 

) n ( 1 }  ,~),~(2) ~ . ' ' ;  ~n {n - -90 ;  ~ ; ( 1 )  k , (21 , o ";~ k { n - - 2 ) ;  ~,~){1) ~) (2)  1 . , " )  ~ { ; (n - -~ ) ;  

/~{1} l~(~)~ . .  ', t{(~-2}; / ) 0 ) / ) r  jO~,,-~); dO), d {~) . . . .  , d  (~-~') 

die Charaktere dieser Curven. Dann folg~ zuniichst: 

Die Ordnungen m(~)~ m(:~), . . . ,  rot. ~) sMd alle gb:ic]~ k. 

Die Znflexionstangcnten w (~) der ~(,~(o liefern die ~ion:~h'en Ebenen 
der aC"~ (lie Classe der aC'"~ and fiir die 
folgenden Curven C "~ C" ~ ,U"~ . . . .  (tie Zahl 
der Sehmiegnngsr[iume ]~'a~ welchc eine G erad% 
eine Ebene,  u. s. w., einen beliebigen gaum 
R._~ sdmeiden. W i t  nenncn w(o den dr#ten 
Rang der C% wie auch ihrer Projcctionscurven 

~m 

Wir kSnnen also sagen: 
Die Schmieffungsr&r I~:~ der C" bildcn cim; 
einfachc ~farmigf~dtigkcit vm~ llii,m~en R a ~r 
e'rzeuge~$ zu.s~t'tn~e~,ge~zomme~t circe 4-dimensionale 

1,'liiehe w ")~' Orclnu~ff. 

Die Zn[lcxio~stangcntc~ w (~ der ,aC('(~) liefern (lie stationih'en ]l'Xume 
-/ga der ~6'% die Classe der 5C' ,  dann ferner 

~t t i t  fiir die ~C , die vC," etc., die Zahl der 
Schmiegungsrilume /~,~, die eine Gerade, eine 
Ebene a, s. w., schneiden. Wir  nennen w (~1 
den viertcn Pang der C" ebenso yon ~-xCm~.. 

C'" Alle Sch~iieg,u, ngsriiume 1~ der C'" 
�9 " ~  6 " " 

bildcn eb~e 5-dimensionale :Fl&he w (~1 ~ Ordnm~g. 
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Das Gesetz der Bildung der R~inge der C mund ihrer Projections. 
curven ist hiernach k]ar; insbesondere giebt w(~-~) die Classe tier C m 
und w (~-~) die Zahl "ihrer station'~iren R~iume / ~ - l .  Die C ~ kann noeh 
w~ Inflexio~stangenten, wi r sta~ion~re Schmiegungsr~ume //~_~ haben, 
die dann auch respective bet den Projectionseurven vorhanden sein 
w e r d e n . -  Die C ~ hat also n - - 2  tl~inge k,  w ,  w(1) , . . . ,  w(~-a), und 
wit kSnnen sagen: 

JDie Schmiegungsrbiumc ~ der C "~ (p  ~ 1 ~ n - -  2) bi l&n eine 
einfache 21lannig['altigkeit yon Ri iumen 1~io ehwr (p-{-- 1)-dimensionalen 
_Fliiche der w (~,-~)~'~ Ordnung. Eiir p ~ 1 hat man  w - ~ - l ~ .  

Die fernere Uebersicht fiber die Singularitiiten unserer Curven ge- 
staltet sich folgendermassen: 

1) Die Classen 

7~(') yon ~Cl re(l) ist ~ w, 

(7 m (2) ~ W(1) ,  

o 

~(.--2) ~,' n_lC1m (n-2) ~ ~ W(n-3), 

2) Die Zahl tier Spitzen 

/2(') yon ~C: :') ist gleich der Ordnung yon ~C" d. h. --~ m ,  

1t (~) ,, 3C: '(~) ,, ,, dem Range k ,, 4C 'n , - -  - -  k ,  

/~(3) ~ 4C1  m(8) 7, ~ ~ ~ w ~ 5 ~ m  ~, ~- -  w ,  

o 

~("-~) ,, .-~Cl"~("-~) , ,, , ,, w(~-a) der C ~ - -  w("-~). 

3) 1)o22elpm~kte. 

a) Die Zahl  der 1)oiv!oelpunkte 1)(i) yon 2C "~0) liefert die Zahl der 
Paare yon nicht aufeinanderfolgenden Tangenten der 3C'~ die 
sich in einem Punkte ether festen Ebene schneiden. Insofern 
man die C ~ aus dem Raume O~_4 ~ O, 0('), . . . ,  O(~-4) projicirt, 
]iefert sie also die Zahl der Paare yon zwei nicht consecutiven 
Tangenten der C "~, die eiJaen beliebigen Raum /~ -1  (niimlich 

den Raum der durch 0~_~ und die Ebene der Curve 2C "(1) 
bestimmt wird) in zwei Punkten ether Gerade sehneiden, 
welche einen beliebigen Raum 0~_~ in R .  triffL H a t  die 

C m d~ 1)Ol~Teltangenten , so vermehrt sich D< l) ersich~lich u m  d 1 . 

b) 1)ie Zahl  der 1)olopelivunkte _D(2) yon .~C ~'('~. Ia analoger Weise, 
wie ffir /)(~), sieht man, dass .D(~) die Zahl tier Paare yon 
nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der C '' liefert, 
die einen beliebigen ~ _ ~  yon/~. in zwei Punkten einer Geraden 
sehneiden, welche einen beliebigen festen Raum 0 , ~  yon/~,_~ 
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~riff~. tTat die C" dlO) 1)ot~2~elschmicgungsebcnen ~ so vcrmehrt 
sich -D(:) um d~ O). 

Das Gesetz dcr Bildung dieser Charaktere is~ hiernach evident. 
Schliesslich kommt: 

Die Zahl der Dotgpelpunkte D('-~) yon ~_lC '''(~-~) liefert die Zahl 
yon Paaren nicht uufeinanderfolgender Schmiegangsr~ume/~,_o 
der C "~, die sich in einem Punkte einer festcn Ebeue schneider, 

]9( '~ ~) ,ist also (lie Ordnung dcr ( n -  2)-dimcnsionah, n 
Doppclfliiche derjen~len Developpablc, die aus den Schmieg~gs- 
riiumen 2r dcr C "~ tlebildet ist, etc. 

Hat  die C ~ d,( '2)  do2)pcttc Schmicg~wJsriiume I~_~, so 
vermehrt sich DI,~-'~) um d~(,,-~). 

4) Doppeltangenten. 

a) Die Zahl der _Doppeltangenten dO) yon .,C ''(~) liefert die Paare 
yon nicht aufeinanderfolgenden Schmiegungsebenen der :~C', 
die sich in einer Geraden einer festen Ebene sehneideu, d. h. 
dI'} liefert die Zahl der Paare yon nieht aufeinanderfolgenden 
Schmiegungsebenen der C "~, die einen Raum 1i,~_, in zwei Ge- 
raden schneiden, welche mit einem festen Raume On-~ you 
ii~_~ in einem t~ume I~_~ liegeu. Hat die C" dl(O doppdte 
Schmiegungsebenen, ~o vo'mehrt sich d (~) um d(~) etc. 

b) .Die Zahl der DoH)eltantjenten d ('-~) yon ,~_,C '''r liefert die 
Zahl der Paare yon nicht aufeinandeffo]genden Schmicgungs- 
riiumen R,-1 der C ' ,  die sieh in einer Geraden einer festen 
Ebene schaeiden. 

33. Jede der n -  1 Curven vC ''~, 2C1"~(1)~ . . . ,  ~-tC "(~-~ be- 
si~zt sechs Charak~ere, F~ir die C "~ ergeben sich also zuni~chst 6n- -6  
Charaktere. Wir  haben abet gesehen, dass: 

f~(~) ~--- m ~  ]~('~) ~ 1~, J~(~) ~ w ,  . . . ,  l ~  (~-~) ~ w ~ - ~ ) .  

Es sind also 3~ ~ 6 der ( i n -  6 Charaktere respective anderen 
gleieh. Daher h ~  die C "~ nur 3n allgemeine Charaktere; sic kam~ 
~berdies noch n -  2 verschiedenartige, sta~ionSre Elemente rest)ective 
in der Anzahl w,~ w~(:)~ " - ' ,  w, (~-~) und n verschiedenartige Doppel- 
elemente .D~, d,, d, ~, . . . ,  d, ('-'~), ni~mlieh D, Doppelpunkt% d, 
Doppeltangenten etc., d, (~-~/ Doppelschmiegungsriiume R , - t  besitzeu. 

Wir haben also fblgende ( n -  1)-Gruppen yon 3 Gleiehungeu: 

l~ --~ m(m -- 1) -- 2[D + _D,] - -  3R;  

( 1 )  m = tr - -  1)  - -  9[el ~- d , ]  - -  3 ( w  -{-  w , ) ;  
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w = 7~(k - 1) - 2[D(,)  + dl] - 3 ( m  + ~ ) ;  

('2) l~ = ~v(w - 1) - 2Ed(~) + dl (~)] - -  3 ( w  (~) + wL(~)); 

,~ + u,~ - -  (w (~) + ~v(~J) = 3(11 - -  w);  

w") ~ w(w -- 1) - -  2[D(~) + dr( 1)] - -  3(k + wl(~)); 

(3) w ----- w(~)(w (~) - -  J) - -  2 [ d  (~) + dL(2)] - -  3 ( w  (~) + w(~)); 

k + w( l )  - -  (~v(~)+ w(~)) = 3 ( w  - -  w(~)); 

�9 �9 . �9 �9 . �9 . * . . . .  , , . �9 * . . , 

�9 �9 �9 . , �9 . �9 . . . .  * . . . . . . . .  

�9 �9 , . �9 �9 �9 . . . . . .  , �9 �9 . . . �9 o . 

w(~- 3) = w(~-m(w~,~ -4)_ 1)-- 2 [D(~-'~)+dl('-3)]-- 3 (w('~-5)+w("-'J)); 

( n ~  1) w (~- 4)~ w~,~-~) (w(,~-'~) _ 1) - 2 [d('~-~) + d~l,,-~)] --  3 w(~-~) ; 

I z~("-~) + w (  " - ~ j -  ~v("-~)= 3 (w("-~ - -w("-~ ) ) .  

Fiir das Geschlecht ~ber erh'~lt man 2 ( n -  1) Gleichungen: 

~_~__!m-l)(m-'~),2 [ D + D ( ] - - I ~ -  (~-- l) (7c- o , ) 2  I d +  d~] 

- -  ( w + w , ) ,  

2 . . . . .  2 

- -  (do) + d,(~)) - -  (w")  + w , " ) ) ,  

(n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . .  . . . . .  . . �9 , o . . . .  , . 

(w( " - ~ ) -  1) ( ~ ( " - ~ -  ~) 

- ~  6 ~ ( " - ~ ) - 1 ) ( ~ ( " - ' ) - ~ )  - [ d ( " - ~ ) +  8 # - ~ ) ]  - -  w('~-2~. 
2 

Wir habcn also (lie S~ze:  
Eine Curve C "~ in einem n-dimensionalen I~aume ]l,, hat 3n all- 

gemeine Charaktere~ zwischen u, elchen n - - 1  Grup~ve~ vo~ 3 ~tnab- 
hiingige~t G~eichu~tge~ bestehen. 

Sie kann noch n ~ 2 Arten yon stationgren und n Arten yon 
Do~2elelementen enthalten. 

Wenn .Dol)pelelemente vorhanden sind, so treten sie in den voraus- 
gehenden Gleiehungen nut in den ecki.oen Klammern auf~ d. h. wit  
k6nnen alsdann die Summen [D + ~ t ] ,  [d + di] etc. a~s 2(~ - -  1) 
Charaktere betraehten. 

Man sieht zugleich aus dem Vorhergehenden, duss die Projec~ions- 
curven und die Schnit~curven mit ihren Deve]oppablen oder mi~ den 
yon C ~ selbs~ dassdbe Geschleeht p besitzen, wie es sein muss. 
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Ieh sage hurt iiberdiess: 
IVcnn 3 Charaktcre gegcben sind,  

berechnen. 
In der That, aus dem Ausdrucke 

so kann  man  die iibrigctt 

hat  man  

("  - l) ('~ - ~) - -  [ D  + .9 , ]  - - / ~  

. . . . . . .  2 . . . . . . .  ] )  ' 

and aus den Formeln (1),  (2), . . . ,  (n ~ t )  fl)lgL: 

k ~ 2 ( m - - l ) - - 1 ~  + 2p ,  

w ~- 3(m - -  2) - -  21~ - -  u', -q- 6p,  

w0) ~--- 4(~n - -  3) - -  3II  - -  2w,  ~ wt ~) + 12p, 

w~,~-~l = ( n -  1 ) ( m  - n  + 2 ) - - ( n  - 2) 1~ - [ ( n - - 3 )  ~ + ( ~ - - 2 ) w ~ ( ' ) + . - .  

+ w ? ' - ' ) l  + ( ~ - -  0 ( ~ - -  ~ ) p ,  

w<"-3~ = n (m - n-{- 1) - -  ( n -  1) 1~ - -  [(n - '2) w t + . - .  + w s I,~-~)] + n ( n - -  ] ) V, 

w(~'-21 = ( n  + I)(m - n) - n t ~ -  [ ( n -  1)w, + . - .  + 3  + n (n + 1)2. 

Diese Gleichungen geben m~s abet das Mittel um (lie Rih~ge, die Classe 
und die stationiir(m I_~'~tlll~e ]~n-t der C,, zu berechnen, wenn das Ge- 
schlecht p ,  die Ordnm~g m, die Zahl der Spitzeu und die andern 
stat ion~ren Elemente gegeben sh~d, was zu beweisen war. 

3 4 .  Die Projeetionseurveu der C"  des .1:,~ in die niedrigeren 
R~ume l ~ _ j ,  R , _ ~  . . . ,  R:l, 1~ werden, wie wit wissen, erhalte~b 
indem man yon einem /~c, -/~'l, "" ", l~--s respective projicirt. Wenn 
wlr specielle Lagers, der Projeetionsdiume II 0, 1~1, �9 �9 ", l l , - a  betrachten, 
so bekommen wir Curven der m t~" oder niedrigerer Ordnung, deren 
Singularit~Sten yon der speci~llen Lage der Projectionsr~iume abldinge~l. 

Eta  Kaum R~_,~ kann z. B. eine~ Pmfl~ A o mit der Curve gemein 
haben. Dann legen wir durch die Tal,geute in A o an die Curve einen 

der die Curve C "  noch in m . - - 2  Ptmkt, en sclmeidet. Raum ] ,_~, 
De.her wird [D + D~] sich um m - - 2  vermi~dern; und allgcmcin, 

n _Punkte mit  der C'" gemein h.at, so vcrmindert  sieh wenn R~_~ 

[19 + 19~] u m  m - n. 
Wemt der E~_~ cil~e Tangente schracidct, so erh~iAt die ebene 

Projectimtscurve der C "  eine Spit ze, dasselbe gesehleh~ fiir die Pro- 
jectionscurve in einem Raume I ~  (p < n), wenn der projicirende F~aum 
I I , _ r_ t  yon ether Tangente der C ~ getroffen wird. Trifft der Raum 
/3 , -~- i  eine Sehmlegungsebene der C 'n in einem Punk~e, so erhSl~ die 
Projectionscurve in R~ eine It~flexionsta, ngente; wenn R~_p-t einen 
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~hmiegungsraum /~ der Curve schneider, (s < p ) ,  so bekommt die 
:ojectionscurve einen sta~ion.~tren Raum /g,. 

Wir  sehen also, dass die verschiedenen Singularitiiten der-Projeegons- 
rye der C '~' aus den verschiedcnen Laqen der f'rojeetionsriiume 
~, l g ~ , . . . ,  R~__a yegen die C "  entslehen. Analoge 1)etraehtungen 
:~m man natiirlieh aueh mit cle,r Developl~ablen der C"' maeken. So 
~ennen wit ,  wie wichtig das lS"ineip des p~ojieirens und Sehnei&ns 
r das 5'tudium der Singularitgten der Curven und in analoger Weise 
~eh der Fliichen sein muss. 

Wir werdelt das besser in den folgenden Paragmphen durch Bei- 
iele verstehen. 

w 

Einfachst0  Anwondungen .  

35. Wenn wlr in den le~zten Forme]n Nr. 33. P~--G r . . . .  
:w~ ( " - a l ~ 0 ,  ~ - - - ~ 0 ,  n ~ m  
asse und die station~ren R, -1  
"Jr finden : 

setzen, so haben wir die Riinge, die 
der allgemeinen rationalen Curve C ~. 

1~ = 2 ( n  - -  1) ,  w ----- 3(n - -  2) ,  �9 -- ,  w ("-4) = 2 ( n  - -  1 ) ,  

W (n-~) ~ n~" W(n-3) ~ 0. 

Die l~ationalcurve C ~ in ~ hat also die B~inge I te,~ und ( n - - 2 y %  
'" und ( n -  3) ~~ Grades u. s. w. respective einander gleich. Sie hat 
e Ciasse n und ]~a~, keine stationiiren oder 1)oppele~emente. 

N.ua werde ftir das h'olgende verabredet: 
Wir nennen zwei Curven derselben Art, wenn sie dieselben Charaktere 

sitzen. 
Ftir jede C ~ des R ,  ist das Geschlechfi p noth.)vendig gleich null, 

td die Zahl tier Spitzen sowie der wirklichen Doppelpunkte auch 
Lll, denn sonst mfisste sie in e inem/~,- i  en~halten sein. Daher folgt: 

Alle C ~ des B ,  geh6ren zu derselben Art.  Wir  wolten sie daher 
tionale ~ormalcurven des Baumes R .  nennen. .Die rationalen Normal- 
rven des Baumes R~ haben keine stationiiren und lceine Doppdek, mente. 

FOr die elliptische Curve C"+l(p ~ 1), mi~ 

W 1 ~ Wl(I) . . . .  ~ Wl(n--3) ~ 0 
,t man : 

k~2(n-- 1) -Jr -2 ,  w ~ 3 ( n - - 2 )  q - 6 ,  . . . ,  w("-*)~- - -n  ~ -  1, 

w ( - - ~  = n ( n  + 1),  w("-~) = (n + 1) ~. 

Eine einfaehe Ueberlegung ]~isst nun folgenden Satz sehen: 
Die dliTtische Curve C~+ ~ des IG hat keine doppelten oder statio- 

',ren Elcmente~ sic hat nu t  (n ~ -1 ) :  stationiire J~iiume t~_ l .  Alte 
iptisehen Curven C ~+~ in R ,  geh6ren also zu derselben ,Art. 
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Wir  nennen die C ~+1 daher die ell~tische Normalcurvc des t~ .  
Sie hat die Classe n(n  ~- 1) und ihre I~inge sind respective 

k =  2 ( n - -  l )  + 2, w ~ - 3 ( n - - 2 ) + 6 , . . . , w (  "-4~==n ~ - 1 .  

36. Wi t  wollen jetzt die Charaktere einer Curve bes~immen, die 
den volls~iindigen Schnitt yon n -  1 (n ~ 1)-dimensionalen Fl~chen 
ist, deren Ordnungen respective 9(i), ~(~)~ . . - ,  /~('~-~) be~ragen, und 
zwar setze ieh zuerst voraus~ dass sie keine Doppelpunkte und keine 
Spitzen besitzt. Ich verallgemeinere zu dem Zwecke die Methode, die 
in der S a l m o a - F i e d l e r ' s c h e n  Geometrie des gaumes (Bd. 2, Art. 83.) 
angewandt ist. *) 

Es sei ein Raum 1~,_~ dutch folgende Gleichungen bestimmt: 

alx I -[- �9 �9 �9 ~ an+lx~+~ ~ 0, blx I ~ ~ " " "-~ b~.-~lXn-~.-I  ~ 0.~ 

und es seien 
U (l) ~ 0 ,  U (2) ~ O ~  �9 �9 "~ U ( n ' - l }  ~ 0 

als Gleiehungen der n -  I Fl~chen gegeben. Wit  
Determinante: 

(1) 

bilden folgende 

a i a 2 �9 �9 " an+l 
b 1 b~ . . .  b.+l 

q~| (1) ~2(~)  n-t-L 
�9 o . 

. . ~ ( u - - 1 )  

0~ 

wo u~ (1), uj (~), . . . ,  u1("-1); u~('), u2 (~), . . . ,  u2 (~-') etc. die ersten Diffe- 
rentialen yon u (~) �9 . .  u ('~-~) respective nach xl ,  x2, . . .~  x,+l siad. 

Die Determinante (1)"stellt eine (n - -  1)-dimensionale Fl~iche dar, 
die der Oft derjenigen Punkte z~ 0 ist, deren Polarr'~ume/~,_~ in Bezug 
auf die n ~ 1 Fli~chen u in einer Geraden Pl sich schneiden, die den 
gegebenen Raum ~,_~ trifft. Fiir die Punkte P0, in aenen die F1ilche 
(1) der Durehschl}ittcurve der n -  1 Fl~ehen begegnet, ist die Gerade 
1o 1 eiue Tangente derselben in I)o, m,d da die Fl~che (1) van der 
Ordnung 

i ~ - - - l , . . . , ( n - 1 )  

ist, so wird 

1) 

sein. 
Nunmehr kSnnen wit aus tier Gleiehung 

*) Man sehe auch den synthetischen Beweis yon Cremona: ,,Theorie der 
Oberfll~ehen", p. 99, ffir die Durchschnittcurve zweier Fli~chea in /~. 
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k ~  m ( m  _ 1 ) - - 2 / )  
D bestimmea. Wit finden: 

1 )  -~-  ~ l ~ # ( ~ )  . . . . ( , , - ~ ) [ ~ ( ~ l l ~ ( ~ )  . . . ~(~-~) - -  Z ~( ' }  + n - -  2]. 
ttieraus ergieb~ sieh sofort der Werth des Gesehleehtes. Wit 

haben in 
iv ~ (m -- 1) ( m -  2) __ .O 

"2 

fiir m u n d  D ihre Werthe einzuse~zen. Daan folgen alle anderen 
Singularii'aten ans den Formeln des vorigen Paragraphen. 

Haben zwei der ( n -  1)-dimensionalen Fliiehen u {~) eine einfache 
Bertihrung, so hal ihre DurehsehniLtsfl~iehe yon ~ ~ 2 Dimensionen 
einen Doppelpunkt B0, und daher wird auch die vollsfiindige Dureh- 
schni~tcarve der n -  1 FlY,chert ui an der betreffenden Stelle einen 
Doppelpunki erhalten. Alle Geraden, welehe in 1~ 0 mit der Schnitt- 
flgehe 3 Punk~e gemein haben, biIden nach Nr. 5. einen (n -- 2)-dime.n- 
sionalen //0-[(egel 2 t~," Ordnung. Zerf~tllt dieser Kegel in zwei Riiume 
R._~, so bleibt R o ffir die Durehsclmigtcurve noeh immer ein Doppel- 
punkt; fallen die beiden Riiume zusammen~ so sagen wir, dass die 
zwei ( n -  1)-dimensionalen Fliiehen u(0 sieh station&" beriihren. In 
diesem Falle ist 7~ eine Spitze der Durehschnitteurve der n -  1 
Flitchen u(~. Es wird daher: 

31{ 

sein, wenn D i einfaehe Beriihrungen und tg sta~iongre Bertihrungen 
stattfinden. Daraus folg~: 

and 

!o ~- (m - 1 )  (m--  ~ _ _ 1 ) _ _ D , _ _ 2 7 .  
2 

Wenn also die vollstgnd~te D urehsehnitteurve der n ~ 1 Flbichen 
u(i) l)~ Doppel~ounl#e und lg Spitzen o.hiilt, so vermindert sich das p 

Uebrigens sind ihre Charaktere, wie wir sehen~ volls~iingig be- 
stimm~. 

Als Beispiel nehmen wir 3 beliebige 3-dimensionale Fliiehen in 
~ ;  sie sehneiden sieh in einer C s. Somig kommt: 

n = 8 ,  k = 8 ~  D--~-16, 10-----5, w - - 4 8 ,  w(1)---~32~ w('~).~__.120, 

Die vollstiindige Durchschnittcurve yon 3 beliebigen 3-dimensionalen 
Fl6che~ 2 '~" Ordnung in lt~ hat den I t̀m l~ang-~-8~ de~ 2t~ 
sie hat die Olasse 32, das GeschlecM 5, u~wl 120 stationiire Riiume I t  a. 
Welche Lage haben diese 120 g~iume? 
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37. Wit  wotlen jetzt annehmen~ dass die Durchsch~ittseurve der 
( n -  1)-Fl~chen u(") in zwei Curven dot Ordnung m u n d  m' zerf~illt, 
und wolle~l unter dieser Annahme 1) berechnen, indem wir voraus- 
sctzen, dass weder Doppelpunkte l~och Spitzen vorhanden sin& 

Die Schnittpunkte eines ~ , - 2  mit der Durchschnittscurve, welche 
sic zweimal triffi, kSnnen entweder auf einer oder auf der andern 
Curve~ respective auf beiden Curve,, liegen. Wir benennen diese drei 
F~lle mit den 3 Zahlen /),  /) ', 1)2 Wir haben gesehen, dass im 
allgemeinen Falle 

2 D = ~d ~ ) - . .  ~ ( ' - ' ) ~ ( "  �9 �9  ('~-') - -  X/~l~) + n -- 2; 

ist. Es giebt dann eine (n - -1 ) -d imens iona | e  Fl:~iche der Ordnung 

(/x(~t. . . /~(.- ' ,  - -  X ~(~') + ,, - -  2),  

welche die Curve in denjenigen 2D Punkten schneider, die mit einen 
bestimmten Raume /~.-3 (welehem die Fl~che entspricht) verbunden, 
die D dutch ]L~-3 hind'urehlaufende RSume ~,~-~ liefern, die die Curve 
zweimul sehneiden*). Dieselbe Fliiche muss jetzt in den '2 (D + 1)'@ D") 
Punkten sehneiden. Daher mfissen wir haben 

m(,(~) . . . ~(~-,) _ ~ tt(~) + n - -  2 ) =  2D + D", 

, , ,  (~(,)  . . . r  _ ~ '  ~ , ,  + ~ - '~) = 2 s +  D". 

Daraus folgt: 

'~(1) - 1 ) ' ) =  ( , .  - ,~') (~(~, . . . ~ ~  - ~ ,  ~(') + ~ - -  2) .  

Wenn also die Char~ktere der einen Curve beka~nt sind, so kmm 
ma~ die der zweiten berechne~. 

Wir denken uns nun, dass die ~ ~ 1 FlSchen u (s) in einer festen 
Curve C '~' sich schneiden. Sie schneiden sich dana im Allgemeincn in 
einer andern Curve C '~, die im Allgemeinen keine Doppelpunkte odm- 
Spitzen besitz~. Wenn jetzt zwei Fl:~iche~ u (') eine einfache oder eine 
s~ation~re Bertihrung in /)~ respective J~ Punkten bekommen, so wird 
die C ~ D~ Doppelpunkte und J~ Spitzen erhalten, u n d e s  iblg~ dumb 
dass D um D~ sich vermehr~, and dass p um D~ -Jr- lg sich vermindert. 

Da man eine beliebige Curve in II~ als (vollstSndigen oder unvoll- 
stiindigen) Schnit~ yon n ~ I FIi~chen u (~1 betrachten kann~ so schliesst 
man allgemein: Wenn eine Curve C" vom Gesch~echte p m l t .  ge- 

*) Man sieht dies,-indem man die Gleichung des (n--l)-dimensionalen 
Kegels bildet, .~-elcher aus einem Raume ~ - 3 ,  der mit der Curve einen Punkt 
gemein hag, die Schnittcurve tier n - -  I Fl~chen u(l) projicir~. Man sehe auch 
den synthetischen Beweis yon Cremona, I. c. 1). 101~ f~ir den Fall ~r 
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geben ist und sie erhiilt noch D l n~e  .Dolopel2unkte und R S2itzen, so ver- 
mindert sich ihr Gescl~lec]# p um 1) 1 -Jr-/?. 

hls Beispiel betrachten wir drei 3-dimensionale Fliichen 2 re. Grades 
/~z in 174: 

1) Schneiden sich die drei Fl~ehen in einer C a eines Bs, so 
schneiden sle sieh im Allgemeinen noeh in einer C 5. - -  Wir haben, also: 

/)'-----1~ m ' ~ 3 ,  m = 5 ~  
daher: 

. D ~ 5 ~  _ p ~ l .  

Wit bekommen also die elliptische Normalcurve des /t4, die 
( m - ~ - 1 ) : ~  25 stationiire t~iiume /?3 hat*). 

Wenn sich zwei der Fli~chen in einem Punkte berfihren, so wird 
die C ~ einen Doppe]punkt erhaiten, d. h. 

/ ) ~ 6 ,  2 ~ 0  
sein. 

2) Schneiden sieh die /v32 in einem Kegelschnitte, so schneiden 
sie sieh welter in einer C~ 

1 ) ' ~ 0 ,  m ' - - - 2 ,  m ~ 6 ,  

D = 8 ,  /)----2. 

3) Schneiden sie sich in einer Geraden g~, so schneiden sie sich 
weiter in einer C:. Man hat far letztere: 

D ' ~  0, m ' ~ l ,  

D ~ 12, p ~ 3 .  

Diese C 7 hat also das Geschlecht 3. 
Die Gerade gl is~ einc dreifache Secante der C 7. (Uebrigens die 

einzige dreifache Sccante.) 
In der That, man betrachte~ um Letzteres nachzuweisen, drei 

3-dimensionale I/0-Kegel 2 t~," Ordnung in /74" Dieselben schneiden 
sich im Allgemeinen in einer C s. Haben sie aber eine erzeugende g~ 
gemein, so erzeugen sie eine C 7, die durch die Spitzen der 3 Kegel 
geht. Ueberdies gehen dutch die C 7 und die gl ~  ~]2. Oder auch 
so: Die 3 Kegel kSnnen so liegen, dass 3 :Ebenen derselben sieh ia 
einer Geraden gl schneiden. Dann legen wir dutch gl einen ]ia; er 
wird die 3 Keget in drei F.2 ~ sehneiden~ die dureh gl gehen und daher 
noch 4 Punkte gemein haben. Die Gerade gl ist also in tier That 
eine dreifache Secante der C v. 

*) Klein h~ in einer kurzen Note dieser Annalen, Bd. XVII, die elliptisehe 
Curve C n§ des R~umes /~ ~ls Ver~reterin des elliptischen Integrals 1 ter Gattung 
ungenommen. -- Die C~ in /~4 ist in diesem Sinne yon Dr. Bianehi in dem- 
selbea Bande studirt worden. 
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In dem Ne~ze yon drei beliebigen F:2, die sich i~ einer C 7 und 
einer Geraden g~ sehneiden, giebt es unendlich viele ]l~-Keget~ die 
dem Netze zugehSren, und zwar liegen ihre Spitzen iH der J a e o b i ' -  
sehen Fl'~che des Netzes. Daher ist unser Satz allgemein bewiesen. 

w  

Rationale Curven.*) 

38. Wir haben in w 1, gesehen, dass irgend zwei rationale 
Normalcurven C ~ des ] ~  dieselben Charaktere besitzen; sic sind yon 
der n ~n Classe und haben keine station'Sren Riiume. 

Das ergieb~ sich auch aus der Thatsache, class zwei rationale 
Arormalcurvcn C ~, C '~ des .1~oo ~ oft sich linea,r in cinandc,r transformircn 
lassen, wie wir jetzt  beweisen werden. Eine rationale Curve C" des 
/ ~  kann dutch n projectivische Biischel voa ( n - -  l~-dimensionalen 
Riiumen 

.4( ,~  + xB~:),  = o ,  . . . ,  A ( ~  + x B ( %  = 0 

erzeugt werden (wie wir im nEchsten Abschnitte niiher erl~iutern wollen). 
Es geht aus dieser Construction der C"  hervor,  dass die Coordinaten 
jedes ihrer Punkte bei Einfiihrung eines passenden Coordinatensystems 
sich folgendermassen dars~ellen lassen: 

(1) xj : x~ : x 3 : , , �9 : x~,+~ ~ 9." : X "-~ : X "-~ : �9 �9 .:  1, 

wo ~ ein Parameter ist. 
Betrachten wit nun eine andere Curve C '~. Wir  kSnnen dann 

die Coordinaten ihrer Punkte bei Festhaltung des Coordinatensystems 
dutch rationale g~nze Funetionen yon s darstellen: 

(2) x,' : x ;  : x.; : . . .  : x;+~---- f, (z) : f~(z) : f~(z) : . . . :  f~+~(x). 

Hier ]assen sich f l ,  f2~ ' "  f~+l linear durch Z~ ;~,-1, . . .  ] zusammen- 
seizen~ so dass wir zwischen den x~. und xi' folgende Transformations- 
formeln haben werden: 

(3) q x / =  a~lxl + a,~x~ + �9 . .  + a, ,x~,  

wo die aik die Coefficienten der Function/~(~) sind. 
Aus (3) geht  hervor, dass nieht nur einem Punkte xl der C" ein 

Punk~ der C '~ projeetivisch entspricht~ sondern auch dass jedem Punkte 
des l~aumes /~, ein anderer Punkt  des 1C, in projeetiviseher Weise 
en~spricht~ d. h. wir haben zwei collineare R~tume S,,-1, S~-1 in It,,, 
bei welchen die Curven C~ C ~' sich projeetivisch entspreehen. Wenn wir 
nun beaehten, dass derselbe Schluss bestehen bleibt, indem wir in (2) 

*) Siehe auch Abschnitt V, w 3. 
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durch _ffzq-_~ ersetzen~ so sehen wir in der T h ~ ,  dass die beide~t 

Curven, die auch zusammenfallen kSnnen, durch cx~ ~ lineare Trat ls -  
~brmationen in sich fibergehen. 

39. I3e~rachten wit je tzt  eine Normalcurve C ~ des R~. Wenn w i r  
sie aus einem ihrer Punl~te in einen I~mm R~-I pro jieiren~ so e r -  
halten wir eine Curve C ~-~  die auch eine rationale Normalcurve d e s  
/~,_~ is~. VerFahren wir in dersclben Weise mit der C ~--1 u. s. w ,  s o  
bekommen wit folgenden Satz: 

Jede rationale iVormalcurve C,~ des 1~,~ (m < n) l~ann (htreh _Pro- 
jection tier C" des R~ yon einem ]i . . . . .  1 aus~ der n -  m bclicbit~v 
_Punkte mit der Curve C ~ gemein hat~ erhalten werdcn. 

Be~rachten wir jetzt eine Rationalzurve C ''~ n ~~ oder n iedr igerer  
Ordnung in t~ .... so lassen sieh die Coordinaten ihrer Punkte d u r c h  
rationale ganze Funetionen n ten oder niedrigeren Grades eines Parameters  
it darstellen, d. h. wir h~ben: 

(1) x, 

Jetzt  ftigen wir noch n -  m Coordinaten x,~+~ . . . .  x.+~ u n d  
noch n -  m rationale ganze Functionen n ten Grades yon it hinzu, s o  
erhalten wit eine rationale Normalcurve des 1~,, aus welcher die g e -  
gebel~e Curve mit.tels~ Projection entsteht. Die Curve ( l )  mag a l s o  
Singularitiiten haben~ welche sie will~ sie wird immer als P ro jec t ion  
einer Normalcurve C ~ des / ~  erhalten, and da alle rationale Normul -  
curven des R,~ projec[ivisch sind, so sehet, wir, dass durch g e e i g n e t e  
Projection einer und derselben C ~ des II~ alle Arten yon Ra t ion~ l -  
curven ~t ter oder niedrigerer Ordnung in den R~umen yon weniger ~ l s  
n Dimensionen erhalten werden kSnnen. 

Dieser Satz ist dem fr~iher anfgestellten Theoreme analog, d ~ s s  
man aus einer Fundamentalpyramide des I~,~ a]le in n ied r ige ren  
R'Sumen gelegene Arfen yon Configurationen yon n -~- l oder w e n i g e r  
als n -[- 1 Punkten durch geeignete Projection erh:,llfl. Wir hab(in a l s o  
den folgenden Satz: 

Jede beliebige ttationaleurve ~t~ oder niedrigerer Ordnung in I~. z , 
~ ,  . . . ,  R,~_ ~ ist immer die eincleutige .Projection einer Normalcurve  
C ~ des It,,. Und umgekehrt aus einer I~ationaleurve der n to" Ordnu~tl7 
in B,~ kann man dureh geeignete Projeetion jede Ar t  yon l~ationalcurven 
tier n~oder nie~h'igerer Ordnung in den Iffiumen 1~-1~ lI~,~_~, . . . ,  I~ 3 ~ IL~ 
erhalten. 

Analog kommt : 
Jede rationale Curve ~tcr oder niedrigerer Classe in 1~ , I ~ ,  . . .  Zt,~_, 

kann immer dutch geeignetes Schneiden aus der develop2ablen F t~ iche  
einer C ~ in It~ erhallen werden, und umgekehrt. 

Also kSnnen wir auch sagen: 
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Wenn eine ~ationalcurve in ~ . . . .  ]~_~ yon der n t~ Ordnung 
and yon der m ~" Classe ist~ u,o m ~- n "k- q sein mag, so kann man sie 
dutch I~rojcction aus der _Yormalcurve Cn+~ des ~ + ~  oder dutch 
Schneiden der zugeh6rigen Develo2opabeln erhalten. 

40. Aus den Formeln der 33. Nummer finden wir ftir p ~ 0 und m = n 

/ )  -[- .R = (~ - 1) (~ - 2) , w = S ( n - - 2 ) - - 2 1 ~ ,  

so class die Maximalzatd der Spit~en einer Rationalcurvo n *~,' Ordnung 
in 3~ 2 

is~. 
Sind w Inflexions~angenten vorhanden, so komm~ entsprechend 

Ffir (lie ra~ionalen Curven in ~3 ergiebt~ sich als IVIaximMzahl der 

Spi~zen : 

und wenn w,( u station~re Ebenen und w 1 Inflexions~angenten vorhanden 

sind, so ist : 

[~' ( n - - 3 ) -  ~ 3 ~ ] (3) / t  = 3 ~ w~ -- . 

Allgemein erh~l~ man fiir die I~ationalcurve C ~ in R~ die Maximal- 

zahl der Spi~zen 

und wenn w 1 Inflexionstangenten, w~ (1) station~ire Ebenen u. s .w . ,  
w ('~.-~) station~re R~ume -/~.,-~ vorhanden sind, so ist: 

(m--~)] 
,~ w, 4 - - - ~ -  . . . .  

Wir  werden jetz~ sehen: Dass die C ~' in R~,~ wirklich das be- 
treffende Max imum erreichen kann~ dass iibcrdies auch alle anderen 
5t~ille wirkllch ~:orkommen. 

Beh:achten wir zu dem Zweeke die (7" des R ,  und projiciren wir 
dieselbe zun~chs~ yon einem allgemein gelegeuen i~aume 1r auf eine 
]~bene~ so has man ffir die Projec~ionscurve allgemein: 

D -~- (n - ~) (n - 3) 

Nun is~ ein /~n-~ in R .  durch n -  2 Punk~e bes~imm~; der ~ _ ~  
h~ngfi also yon 3(~, ~ 2) unabh~ngigen Cons~anten ab. Wenn x,O), 
m~(~), . . . ~  x,(~*-u) die Coordina~en der n ~ 2 be]iebigen lPunk~c you 

Mathematisoha Annalen. XIX. 14' 
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B~_a sine], so haben die Coordinaten jcdes [?tinkles dieses Ratlines 
die Form : 

~(~/x~(~) -{- ~(~ x~(~l _~_. . .  _{_ ~(~-'~) ~c~('~-~) �9 

Wenn eiue Ebene 

den R~um/~, - s  schneiden soll, so muss eine Bedi~gm~g erRil]~ werden~ 
niimlich es muss folgende Determinante verschwinden:  

Xl'(1) XI'(2) Xj ' (3)  XI(1) X2(2 ) ~ �9 �9 Xl(n -2 )  I 

(1 )  X2'(1)', X2'(2)'~ X2'(3)' X2(1);P X2(2) ~  X2(~--2) ~-----0. 

I x'n+l(1).. Xn+l '(~), x,~_t_i '(~}' X~_~, X ( ~ i . .  �9 x(n--~) [ ~ .  , 

Dagegen mfissen zwei Bedingungea erftill~ werden,  wenn eine 
Gerade den Raum R~_z schneiden soll, denn st~t~ einer ( n -  1)glied- 
rigen Determinante (1) haben wit eine Matrix rail n -{- 1 Zeilen und 
n Columaen. Also: 

Wenn ~ (~ - -  2) belieb'i.oe Geraden oder 3 (~ ~ 2) J~benen in I~. 

gegeben sind, so gid)t es wenigstens einen B~_~, der sie alle trifft.*) 

gen~en der C ~ annimmt und die C ~ yon einem Raume 1~.~_3, der diese 
Tangenten trifft., iorojieiren, so erh~l~ die Projee~ionseurve in der Ebene 

erreicht dann also die Maximalzahl der Spi~zen, und umgelcehrt sehe~ 

13 ( n - - 2 ) ]  Tan- wir ,  dass es keincn lfaum I~._3 giebt, der mehr als ~: 

genten der C ~ schneider. 
Wir kSnnen einen Raum 1~_~ nach Belieben natfirtieh auch so 

wi~hlen, (lass er wenlger als [ 3  (n - -  2)] Tangent:en der C" schneider. 

haulotet wurde. 
t_ -A 

Wenn ein 1~,~-3 elne Schmiegungsebene der C ~ trifft, aber nieht 
die Tangenten in ihr, so erh:~]t die C '~ eine Inflexionstangen~e. Soll 
nun ein tr w Schmiegungsebenen der C" in einem Punkte treffen, 

so kann man noch so tiber ihn verfiigen, dass er n -- 2) - -  .~ 

*) Dutch Ueberlegnngen, die ich hier nicht ausfiihre, kann man sich in 
aller Strenge /iberzeugen, dass die Zah[ tier betreffenden _Rn_ ~immer ~ 0 
aein muss. 
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Tangenten trifft; diese Zahl stimm~ mit der Maximalzahl der Spitzen der 
ebenen Ra~iona]cnrve, wenn w Infiexionstangenten vorhanden sind~ 
iiberein. Da 3 ( n -  2) be/iebige Ebenen in ]/,~ immer yon einem ~ - z  
respective in einem Punkte geschnitten werden, und im Allgemeinen 
fiir die ebene Curve 

w = 3 ( n  - -  2 )  

ist, so sehen wir umgekehr~, dass ein .1~_3 in It,, nur 3(n ~ 2) 
Sdtmiegungsebenen der C" schneiden ka~n, dass dies im Allgemeinen 
abet auch wirldich geschieht. 

41. Wit projiciren jetzt die C ~ yon einem t~aume ~ _ ~  in einen 
~aum ]~a. Der Raum 1~-~ hBngt yon 4 ( n - - 3 )  Constanten ab, und 

[ ~ (n - -  3)] beliebige Geraden, oder 2(n - -  3) be[iebige daher w~rden 

Ebenen, oder 4 ( n - -  1) 1}a, in / ~  wenigstens yon e i n e m  R,_~ in 
Punkten gesehnitten. 

Wenn wit so fortfahren und die ngmliehen Schltisse ziehen~ die wir 
vorher fiir die ebenen Curven gezogen haben~ so sehen wir, duss eine 
Curve n t~" Ordnung in einem Raume ~,,~ die Maximalzahl der Spitzen, In- 
flexionstangenten u. s. w. station~.ren R~ume /3,~_~ wirklich erreichen 
kann. 

Nun tiber[ege man sich, class, wenn die station~ren Elemente w1~ 
wlO)~ . . . ,  wl(~-4) gegeben sind~ man die anderen Charaktere durch das 
Geschlecht p,  die Ordnung m and Zahl der Spitzen berechnen kann. 

Man beachte ferner, dass, wenn ein System positiver ganzer 
LSsungen der 3 ( m -  1)Gleiehungen, die zwisehen den Singularit~iten 
der Curven in / ~  bestehen, gegeben Jst, aueh /~ ganz und positiv 
sein muss, zugteieh aber auch das Maximum yon _R nieht iiber- 
steigen kann. Somit haben wir folgenden Sate: 

Alle ganzen ~ositiven LSsungen der 3 (n ~ 1) Gleichungen einer 
C "~ in 1~, (daher auch der t)li~cker'sct~en Gleichungen in der _Ebene 
q~nd dcr Cayley-Pli~cker 'schen Gleichungen in ]ta) sind fiir p ~ 0 
Charol~tere wi~'l~lich existirender Curven. - -  

Audere Eigenschaften der Rationaleurven mittelst des Projicirens 
und Schneidens werden wit im ni~chsten Abschnitt ke~men lernen. 

w 
Elliptisch~ Curwn und Curven yon bdiebigem p. 

42. ~lli~tische Curven. 
Man hat auch ~ r  die el|il~fischen Norma[eurven das Analogon 

desjenigen Sa~zes~ den wir ffir die rationalen Normalcurven der Rgume 
R~, Ra, �9 �9 �9 B,_I in Nr. 38. gegeben haben, d. h. dass die eUi2tischen 
Normalcurven der Rgume R:,  R a, . . .  1~,_1 dutch :Projection der 

14* 



C n+l des 1~,~ hervorgehen, in derselben tVeise wie die rationalen Normal. 
curven derselben _Riiume aus der C n des 1~, entstehen. 

Die Coordinaten der Punkte ether elliptisehen Normalcm've C~+1 
des / ~  lassen sieh als elliptisehe Funetionen (n--]- 1) L~" Grades eines 
Parameters darstellen, welehe identisehe Periodieitiitsmoduln co, m' 
besltzen.*) 

Die Coordinaten einer elllp~isehen Curve C~ in einem Raume 
/~,~, wo m < n ist~ lassen sieh aueh als ellip~isehe Functionen eines 
Parameters darstellen, so dass man dutch Hinzufiigung yon n -  m 
Coordinaten und betreffenden ellit)tisehen Fuuetionen mit identisehen 
Periodicit~tsmoduln co~ m' eine Normaleurve in 7/,, erh'~lt, aus welcher 
die gegebene Curve in B,, als Projection entsteht. 

Wir haben gesehen~ dass alle elliptisehen Curven C'+ ~ des R,, 
dieselben Charaktere besitzen and also zu derselben Art gehSren. 
Somit: 

Jede dliptische Curve der (n + 1) ten oder niedrigcrcn Ordnung in 
einem R~,  wo m < n ist, l~:ann als eindeutige Projection ether elliptischen 
Nor~nalc~,rve des _Raumes B,, a~.gesehen wc~'den. - -  Und umgekehrt, aus 
clef einzclnen elliptise/zen Normalcurve C'+ ~ in t ~  kann man alle Arten 
yon elli2tischen Curven yon der (n + 1) t~" oder niedrigeren Ordnung 
in den l?~iumen I~2, I~.~ . . . ,  _R~_I erhaitcn, die bei demsdben Modul 
mSglich si~d. 

Es gil~ natiirlieh tier duale Sat% abet nicht in derselben Form 
wie bet den Rota~ionaleurven; denn die Classe der C" in 1~,, ist auch 
n~ wiihrend die Classe der e]liptisehen Cm'ven C ~+1 in 1~ gleich 
n(n  Jr- 1) ist (Nr. 36.). 

Dass bet allen diesen Projeetionen tier Modul der elliptisehen 
Functionen (der fiir die Curven ein Doppelverh'~ltniss bedeutet) un- 
geiindert bleibt~ erlgutere ich im Texte der Kiirze halber nicht. Der 
Hauptzweck m einer Arbeit ist der, das Stadium der projeetivischen Eigen- 
sehaften eines geometrischen Gebildes eines Raumes /~,,~ durch Pro- 
jection oder Schnelden eines allgemeineren und einfacheren Gebildes 
des / ~  zu erteichtern~ and in diesem Sinne z. B. die verschiedenen 
Arden yon Curven und Flgelaen nach ihren Singularitiiten zu studiren~ 
wie ich schon in der Einleitung betont habe. Daher werde ich die- 
jenigen S~itze der Theorie der algebraischen Funetionen als gegeben 
betraehten~ die reich zu meinem Ziele ffihren. 

4,3. Curven yon beliebigem Geschlechte I). 
Man unterseheide~ auf einer ebenen Curve ~(s~ z ) =  0 Punktgruppen, 

durch welehe keine adjungirie Curve ( n -  3) t~' Ordnung 9) hindm'eh- 
geht nnd Punktgruppen (Specia]gruppen)~ bet denen dieses der Fall 

*) Siehe Clifford l. c. and Ktein~ Math. Annalen Bd. XVII 1. r 
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ist.*) Wenn wit in irgend einer Curve ~F(s, ~ ) ~  0 der Ordnung n 
und des Geschlechfs/~, m Punkte nehmen~ die eine Gruppe der ersten 
Art bilden~ so geht durch sie keine q~, aber wohl eine adjungirie 
Curve C**'~ we n' ~ n - - 3  sein wird. Dana sind genau p der nn" 
Schnittpunkte der beiden Curven dutch die tibrigen bestimmt. Daher 
gehen dutch sic n ~ - - 2  q - 1  unabh~ngige Curven I a(1), ff(s), . . .  
E(,~-~ + 1). 

Setzt man jetzt  

x~ : x e : . . .  : x,,,_~+~ ~---/~(1) : F (s) : . . .  : F {''-:~ 

so hat man eine C "~ in ~,,,-7, mit dem Geschlechte p,  und eine solche 
C "  kann nicht in einem hSheren Raume als ]~,,,-1~ enthalten sein, ohne 
in einem l~,,,_p zu liegen.**) Wi t  sehen also: Dass die C" in 1~,, noth- 
wendig p~------- 0, die C '~+~ hSchstens p ~  1 etc., die C*'+~ we r ~ n  ist, hbch- 
stens p ~ r hat. Ftir die C '~+" hSr~ das Gese~z auf, well Punktsysteme 
2 t~ Art auftreten. Die C ~+~ kann hSchstens das Geschlecht n q - 1  
haben, wie z. B. die C 4 in der Ebene das Geschleeht 3 erreichen kann. 
Solehe Curven kann man C~trven 2 r A r t  des bezfiglichen l~aumes nennen. 
Wir werden aber fiir unsern Zweck nur Curven 1 tot Art betrachten, 
denn wit kSnnen immer in einem hSheren Raume Curveu 1 t~' Art mit 
eiHem bestimmten/9 flnden. So z. B. ist die C 7 in /~4 eine Curve 
1 '~ Art mit io ~ 3, wie die allge,neine C 4 in der Ebene, die eine 

Curve 2 t~" Art  ist. 
Die C n+~ des //~, mit p ~ - r  ~ n ,  kann keine Doppelpunkte 

oder Spitzen erh~lten, dean n~ch unseren frtiheren Untersuchungen 
(Nr. 37.) wtirde das p sieh dann vermindern. 

Sie kann ~ber s~ationSre Elemente erhalten. Daher zerf'allen die 
C~+ r in l ~  mit I 0 =  r in verschiedel~e Arten yon Curven~ die wir 
alle 2VormaZcurven des Geschlechtes 19 ~---r <. s in 1~ nennen. 

Wenn m~n eine solehe C ~+r yon einem Raume ]t~--~-s in einen 
/~+~ projieirt,  d e r m i t  der C "+~ n ~ m  ~ l ,  Punkte gemein ha~ 
so erhlilt m~n in /~+1  eine Normalcurve C s~+l desselben Geschlechtes 
r, und welche die le~zte Norm~tcurve des lt,.+, ist, wenn man als 
erste die rationale Normalcurve bezeichne~. Projicirt mun aber die 
C "+~ yon einem Raume ]~ . . . . .  t, der mit C,,+~ n - - ~ n  Punl<te gemein 
hat, in einen R. ,  so erhglt man eine C ~, die in 1~,. keine Normal- 
curve, in unserem Sinne, ist; nur die rationalen und elliptischen 
Normalcurven des I~,, haben die Eigenthfimlichkeit, dass sie yon einem 
be]iebigen solchen Raume I~,~_~_, in einen ]r projicir~, eine rationale 
oder elliptische ~ormalcurve des 1/~ liefern. Also: 

*) Bril l  und NSther: ,,Ueber a]gebr~ische Func~ionen und ihre An- 
wendung in der Geometrie," Math. Annulen Bd. VII, p. 269. 

**) Diesen S~tz hat Clifford I. c. mit Hfilfe des Abel'schen Theorems 
bewi'esen. 



214 O. V}:sos~ss. 

Jede Normalcurve C ~+r mit dcm Geschlechte p == r ~ n ergiebt, 
dutch geeig~wtes Projieiren, 21ormalcurven desselben Geschlechtcs in den 
I~iiumen I~.,-1, ~ , - ,~  . . . ,  Rr+l. 

4:4. Projiciren wir jetzt eine Normalcurve C n+~ des/~n yon einem 
beliebigen Raume/~.-m-1 in 1~,, so erha]ten wlr eiue Curve C'~+ ~ des 
B,~ yon dem Gesehleehie p---~ r und yon der Ordnung n--]-r, sofern 
l i  . . . . .  1 die C ~+~' nirgendwo schneider. 

Projiciren wit jetzt wei~er die C ''+~ in eine ebene Curve IC''+ ~. Diese 
Curve ~C '~+r and die Curve ~(s, z) ---~ 0 der vorigen Nammer, die uns 
zur Bestimmung der C "+~ gedient hat, sind auf einander trans[brmirbar, 
daher kann man die C'(~+ ~) auch durch algebraisehe Functionen eines 
Parameters darstellen, die nach R i e m a n n * )  mlt denjenigen der 
Normalcurven C ~+~ des /~, zu derselben Classe gehSren. 

Umgekehrt kann man yon jeder Curve (n -~ r) t~" oder niedrigerer 
Ordnung zur Normalcurve C~+ ~ des 1~,, aufsteigen. Also: 

Wenn man alIe .STormalcurven eines Geschlechtes p ~ n in R~ in 
allen m6glichen Weisen projicirt, so erhiilt man alle Arten yon Curven 
der (n-~-io) [~" oder niedrigeren Ordnung in den ~iedrigeren Riiumen 
als t ~  und umge]r 

Jede beliebige Curve der (n _~_p)to, oder niedrigeren Ordnung in 
l~m (wo m ~ n ist) yore Gesehleehte p kann als eindeutige Projection 'ether 
l~ormaleurve des GeseMechtes 19 des l~aumes ~ erhalten werden. 

45. Ob die ganzzahligen LSsungen der 3(n --  1) unabh~ngigen 
Gleichungen, welche fiir die Singularitiiten ether Curve in I ~ ,  p ~ O, 
bestehen~ die Charaktere existirender Curven sind, bleibt zu unter- 
suchen. Man muss zusehen, welches das Maximum yon Tangenten, 
z. B. der elliptisehen Normalcurve iss die yon einem It~_a etc. ge- 
schnitten werden kSnnen. Man bekommt dann in der Ebene u. s. w. 
die Maximalzahl der Spitzen der Projeefionseurve der Ordnung n -~ 1. 
Jedenfalls lassen sich, die Betrachtungen~ die wit ffir die rationale 
Normalcurve des /~, in Nr. 40. gemacht haben, ganz ebenso ftir die 
anderen Normalcurven des ~ anstellen und daher gewinnen wir fol- 
genden Satz: 

_Eine Curve in R~, t~ 3 etc. der (n-~-p)t~r Ordnung mit dem Ge- 

s (n--2)  respective 0, 1, ., ~ ( n - - 3 )  schleehte p kann wenigstens O, 1 , . . . ,  ~- .. 

etc. S~vitzen etc.; O~ 1, �9 �9 3(n --. 2) ~'espeetive O, 1, �9 �9 2(n - -  3) etc. 
Inflexionstangenten und eine Curve in 1~ 3 etc. O, 1, . . . ,  4 ( n -  3) 
stagon~ire JEbenen etc. erhalten. 

*) Theorie der Abol'schen Functionen; siehe Riemanns Werke, p. 11'2. 
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~bschnitt V. 

E r z e u g n i s s e  ( lurch co l l ineare  Grandgeb ih l e .  

w  

Doppdorzeugung dorsolbon. 

46. Die Erze6gnisse dutch collineare Grundgebilde in der 3-dimen- 
sionaIen Geometric besi~zea eiue doppelt, e Erzeugung. 

Zum Beispiel wird dig C ~ in der Ebene durch zwei lineare Systemc 
2 t~r Stufe yon colline~ren Geradensystemen erzeugt. Die 1~'~ a in ]~:: 
l~tsst sich dutch zwei llneare Systeme 2 ~'~ Stale yon collinearen Ebenen- 
btindeln erzeugen, deren Scheitel auf der Fz a selbst liegen. Diesen 
zwei Systemen entsprechen zwei 8ysteme yon Curvea 3 (r Ordnung der 
Fliiche, wie es bekann~ isL*) 

Ehe ich zu den Erzeugnissen des I~ ). iibergehe, die ich spii, ter 
behandeln will~ schicke ich dew allgemeinen Beweis ihrer doppelten 
Erzeugung voraus. 

Es seien /o~lx), p 2 ( ~ ) , . . . ,  pl~) m Riiume, die ein Oebitde SI~)_,, * 

(m - -  1) t~  ̀Smfe bestimmen, und in analoger Weise .pi (~, p~(~), . �9  pi(*) 
(wo i ~ 1 , 2 ,  �9 . . ,  m ist) andere s - -  1 Gruppen yon m Riiumen 
1~,_,, welche die Gebilde S ~ , , , ,  S ( ~ , , ,  . . . ,  SJ")_,,~ bestimmen. Um die 

ldeen besser zu fixiren~ schreiben wir die s Gebilde in folgender Form:  

{ i(1)~01 (1) -J- t(2)~02( ~} --[- . . .  --]- /~(m)l')(1) ~--_ (), 

(1) : . . . . . . . . . . . . . . .  

Das Erzeugniss dieser Gebitde wird dana durch das Verschwinden 
iblgender Matrix dargestellt: 

0(1) ~ oJ . . . ~o) 

(2) : . . . . . .  

l ~ f  ), P2 (~), "" "' -P~) i 

==0. 

Wean  wir uns nun folgende m collineare Gebilde M~_. ( s -  1) '*r 

S~ufe gebildet denken, n~imlich 

*) Herr Dr. Schur hat sich in sciner H~lfilitationsschrift, M~th. Annalen, 
Bd. XVIII, I. Heft, mit der doppelten Erzeugm~g der C a in der Ebene und in 
2~,~, der F2 ~, einer 1'~ t and der C ~ yore Geschlechte 19 ~ 3 des /t  s besehifftigt. 
Er giebt aber ffir jeden Fall dieser Erzeugnisse einen Beweis, obgleich er in der 
Vorrede bemerkt, d~ss ihre Doppelerzeugung uus den einf,~ehsten Determiaanten- 
eige~seha.ften hervorgehr 
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~(~).p~(') + ~(2)2(2) + �9 �9 �9 + #(,')p(~) ~ O, 
; , �9 , �9 , �9 * * , �9 �9 o �9 �9 

l 
so sehen wir, dass sie die nihnliehe 1 lathe (2) erzeugen. Denn der 
Uebergang yon (1) zu (1') kommt darauf hinaus~ die Zei]en mi~ den 
Colamnen der Mafrix zu vertausehen. 

Wenn wir jetzt aus dem linearen System (1) s beliebige eollineare 
Gebilde S,_~ herausgreifen~ z. B. 

. . .  + + "  + + " "  + = o 
etc.~ 

und diese vermBge der 6 co]linear beziehen~ so erzeugen sie wieder 
dieselbe Fl~ich% da die Matrix (2) unver~ndert bleibt; deml das kommL 
darauf hinaus, ffir das erste gesclariebene Gebilde die Colamnen 

�9 )~(-o zu multipliciren und zu tier ersten respective mit 3.'1)~ )~(e), . . ,  
zu addiren. 

Dasselbe gill natiirlich aueh fiir das System (1'). Liegt ein Raum 
S(~),, oder ein M(k) 'der  zwei Systeme (1 )und  (1') in der Fl~iche, d. h. 

gehSren alle seine Punkte der Fl'2ehe an, so liegt offenbar jeder solche 
Raum kS~ .... oder M,_~ in der Fl'2elie. 

Wit  wollen die zwei Systeme (1) and (1') conjugirt nennen. 
Man ha~ also folgende allgemeine S~itze: 
Ist eine _Fl;ich, e _F yon irgend einer 1)imension und Or&~ung dutch 

s collineare. Grundgebilde (m ~ 1) ~*~ 8tufe S~_) ,  S I ~  , . . . ,  S(~)_,,, er- 

zeugbczr, so ist sic es auch dutch m collineare Grundgebilde ( s -  1) ~*~ 
(m) 8tufe M(~_), M~'Z_), . . . ,  M ( _ .  Die s collinearen Gebilde S~) und 

die m Gebilde _,_ _~M(~) (we i ~  l ,  2, . . . ,  s; k ~  l ,  2, . . . ,  m ist) 

bidden zwei eonjugirte ~ineare Systeme res2eetive der ( s -  1) t~ und 
( m -  I) ~ Stufe. s beIiebige eollineare Gebilde des 1 u~ o&r m des 
2 t~ erzeugen eben['alls die Fl~iehe F ,  insofern sie nieht zu einem linearen 
Systeme niedriger Stufe gehLren. Wenn die ~tiume S(i)_,, oder M(~)_, 

in d, er tZl~iche F liegen, so werden aueh alle S~ .... oder 3I~_~ der beiden 
linearen Systeme in der .Fl~iehe enthalten sein. 

Man hat auch selbsLverstiindlich den Satz: 
Wenn irgend s oder m ents~vreehende Pdiume der s Gebihle S Io_,,, 

oder der m Gebilde M~_) in einem Raume I~q sieh sehneiden, der ent- 

weder in der l~lgche liegt, oder ein Secantenraum Rq*) derselben ist; 

�9 ) Es sei eine Fli~ehe ~q des 2~n gegeben (m<~n--1); ein beliebiger Raum 
.~ sehneider im Allgemeinen die ~q'm q in einer (m-[-s ~ n)-dimensionalen Flhche 
~t~ Ordmmg. SchneicleL abet /~, dig 2~ q in einer (m + S -- n + p ) -  dimensionalen 
Flgche qt~r Ordnung, so nenno ieh 2~, einen Secantenraum de~" ~m" 
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so kann man die ~iiumc I?~ der TTache auf die I)unl,'te eincs l~aumcs 
~,~-i oder R,,,-1 eindeutig abbilden. 

Greiff man aus der ~Iatrix (2) eine Determinanb mi~ m oder s 
Zeilen heraus, so sbllt sic, gleich Null gesetzt, eine ( n -  1)-dimen- 
sionale Fl~che vet, die offenbar die Fliiche (2) enthiilt. Also: 

.Die l~liiehe 1,' liegt in allen den,)enigen ( n -  l)-dimcnsionalcn 
r ,*  v I/lachen m t~" odor s t~ Ordnung, die dutch m collineare Gebildc S ..... 

oder dutch s eollineare Gebilde M .... der bHden lincarcn S ysteme (1) 
und (1') entdehen, 

47. Unter den FFSchen, welche durch das Verschwin(len einer 
Matrix dargestellfi werden, sind in erster Linie dicjenigen bemerkells- 
werth, bei denen sich jene Matrix (2) auf eine einzelne Determinantc 
reducirt.  Fiir sic insbesondere h~t man folgende Eigenschaffen: 

Alle l~'liichen 1~'" in I~,,~, die dutch m collinearc Gcbildc (m--  1) u'" 

b'tufe erzeugt werden, besitzen 2 L'rzeugungssystemc ( m -  1) t'' Stu['o, 
wdchen zwei Systeme yon Fliichen ~iedrigcrer Dimension, al~ t ~'''~ ent- 

sl~rechen, die ganz in 1,'"* liegen und untor einander gleichberechligt 
" ~t--I 

sind. 
Zwei Fliiehen M,  M '  derselben Or~b~ung und l)ime~,sion, die nickt 

zu demselben System geh6ren, licgen in ciner best#m~ten 1,'tiiehc N, 
die dieselbe Ordiu~ng und Dimension ['iir jedes l'aar yon leliichen 
M ,  M" hat. 

Wenn m ~ n + 1 ist, so sind die Axen de r m eollincarcn Gebilde 
Biiume S ....... die .in der ~liiche selbst liegen. Die llii.tone S ...... dcr 
F'"  k6nnen eindeutig auf die Punkte eines lla'umes 1~,,_~ bezogcn 

werden. *) 

w  

EinigB Specialf~lle.  

48. Ich will in diesem Paragraphen cinige der wichtigsteu Special- 
f~lle betrachten~ die ich im Folgenden zu gebrauchen habc. 

1) Z.wei projectivische Btischel S(!)~, S,I~ ~ in R,~ erzeugen einen 

(n ~ 1 ) - d i m e n s i o n a l e n  S,_~-Kegel 2 t~,' Ordmmg, drei solche projcc- 
tivische Biindel erzeugen d a g e g e n  e inen (n ~ 2)-dimensionalen Kegel 
3 re' O r d n u n g ,  und allgemein: 

*) Wean pl  (~}, �9 �9 pi(s); " "~ P~), �9 ", V~) start line,re ( n - -  1)-dimensio- 

nale R~ume (n--1).dimensionale Fliehen respective der 0rdnung t* 0) , t~ {'z), -.-, ~(m) 
bedeuten, so gelten, wi~ man sieht, einige ~naloge S~tze. 
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_ .q (',) in R~ erzeugen eine m projectivische B ih'ct~d S(~)~, S~J~, �9 �9  -~-2 

(n - -  m -~- 1)-dimensionale F15che m t~ Ordnung,  die auch ein Kegel 
sein kann ,  wenn niimlich S(~)~-2, "" ., S(~), z in einem ]~aume R ,  sich 

schnei&n. 

2) Zwei,  drei~ vier coll iaeare Gebilde 2 t~ Stufe in der Ebene  
erzeugen~ wie man ,we i ss ,  respective 3 P tmkte ,  eine Ca~ und 6 Punkte ,  
so dass zwei,  drei ,  vier  Biindel im Raume/ / :~  respect ive cine C 3, ~ a  
and eine a l lgemeine C ~ yore Geschlechte p ~ 3 erzeugen.*)  

Dementsprechend  finden wir fo]gende S~tze:  

n,  n Jr 1, n - } - 2  collineare Gebilde n ~ Stufe in R~ erzeugen 
n(n-]- l) 

res~pective eine 1,'liiche 1~_~ , eine P l & h e  ~_~ , und eine l~liiche 
( n + l )  (n-~- 2) 

2 
l~:_~ , und daher :  

n -  1, n ,  n -} -  1 collineare Gebilde ( n -  1) t'~ Stufe So (s) erzeugen 
n (n - -  1) n (n~-l) 

. ~  2 rt 
respective eine Fliiche n-e ~ eine Fliiche F,,_~, eine Fl~iche F,,,,_,~ 

Um die e r s b n  S~tze zu beweisen~ n i m m t  man  sie ffir den Raum 
R._~  als r icht ig  an ; dann be t rach ten  wir  n co]lineare Gebilde n t~F Stufe 
~ n  (1)', X(2)n , �9 �9 ., 2;,I') des ~ , .  Es seien S0(i), S0(2), �9 �9 ., So(") n ent- 

sprechende Gebilde ( n -  1) t~' Stufe derselben;  sie erzeugen eine 
_/~ ~. Beweg~ sich nun So Ct) in einer Geraden gt(~), so werden sich 

auch die entsprechenden Punk t e  S,(~)~ . - . ,  So (~) in Geraden g~(e), . .  ,, g~(,i 
bewegen.  Die bez[iglichen Fliichen / ~  bildea daher  ein Bfischel; 

n(n--~) 

sie schneiden sich aber  in der Fl~che F~_~ ~ ~ die durch die n col]i- 
nearen Gebilde ( n - - 2 )  ter Stufe g i n ,  g(:) ,  . . .  t~(,) nach den obigen S~tzen 
erzeugt  wird. Daher  schneiden sich die f f  '~ ausserdem noch in einer 

qt--1 

( n - -  2)-dimensionalen F l iche  yon der Ordnung  n ~ n(n --  I) n ( n +  1), 
2 2 

die das Erzeugniss  der n col l inearen Gebilde 2~.~ ~), ~,~(~), �9 �9  2~(')  ist. 

I a  tier vor igen  N u m m e r  haben wit  gesehen ,  dass n - ~  1 solche 

*) Die Viaupteige~schafien der C ~ lassen sich aus den vorhergehenden 
Sgtzen ableitea. Da sie yore Geschlechte 3 isis, so gehen durch ~eden ihrer Punk~e 
3 dreifache Secanten derselben. 

Diese C ~ and verschiedene Fille, bei welchen sie zerfillt, sind gleichzeitig 
yon C r e m o n a  (Rendiconti del R. Istltuto Lombardo, Mai 1871 und Math. Annalen 
Bd. IV, ,,Ueber die Abbitdung algehraischer Flichen") und yon N 5 t h e r ,  ,Ein- 
deui~ige iCaumtransformationen", Math. Annalen Bd. III, p. 345 untersucht worden. 
Man finde~ sie auch in der citir~en Abhandlung yon ScOur. 
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Gebilde eine /7~+11 erzeugen;  und wenn man  n - + - 2  solche betracbtet ,  
(n-t- ]) (n+2) 

2 
so fiudet5 man  in der Tha t ,  dass sie eiue / e _ ~  erzeugen. 

Da die S':itze f~tr n - -  1 ~ 3 r ichtig s ind,  so sind sie es auch ftir 
ein beliebiges n. 

w  

Rationalcurven.  

49. ]eh habe  im vor igen hbschni t te  bewiesen,  dttss die C" in 
/~,  eine Normalcurve  ist, aus welcher man dutch g'eeignctes Projiciren 
oder Sehneidcn alle Arten yon Rat ionalcurvcn in niedrigeren RSumcn 
erhal ten kann ;  es ist desshalb 5usserst wichtig,  die Eigenschaf ten dcr 
C '* zu studiren.  

Nach dem Vorhergehenden  15sst~ sieh die C = dutch n Btischel 

ziG, ~2~,. . ,  N G  bes t immen,  z. B. 

)!'(1)l)t(t) " - t - ~ ( ~ ) P l  ("0) = 0~ 

( l )  : . . . . . . . .  

�9 t(')_P,~ (t} -t- 2(~)2),, (~) ~ 0, 

d. h. sie is~ durch das Verschwinden einer Matrix der folgenden Art  

gegeben : 
.plO) pl (~) 

(2) : . . . .  o .  

1)~0) p,,(~) 

l )araus is~ crsictltlich~ dass die O '~ auch durch zwei collineare 
Gebilde So(l)~ S,  (~) (n - -  1) te~ Stufe erzefigbar ist ,  nihnlich: 

{ /,(')p~(') -1- �9 �9 �9 ~ / , ( ' ~ ) F d  ~) ~ 0 ,  

(1') /*(~)lh e) --1- 4-  ~(~)p,~('~) ~-  0 .  

N u n  sehen wit ,  dass die Axen S lt)~ dcr Gebildc des Systems (1) 

mit der C ~ n - -  1 Punkte gcmcin habcn; dahcr ncnncn wi t  de Sccanlcn- 

rs der C ~. 
In der Thalb, wenn wir z. B. S~(1)~ mi t  den tibrigen entsprechcnden 

Gebilden S(2) �9 S~(2~ schneiden,  so erhal ten wir in S(t_) 2 n -  1 

S(~) die nach dem Vorhergehenden  n - -  1 Puukte  B~ischel S l~a , . . . ,  ~-4, 
bes t immen ,  welche naltirlich in der C ~ liegen. Man hat  ferner :  

,Eine Gerade ]~t, eine Ebene ~ u. s. w., efn ~ a u m  1 ~  k6nncn 
mit der C ~ h6chstens rcs2ective 2, 3, u. s. w, m q- 1 Punkte gemein 
haben. HS, t te  z. B. eiu Raum /~,,, m -{- 2 Puukte  mit  der C ~ gemein,  
so kSnnten wir  durch ihn und durch anderc  n - -  m - -  t Punkte  einen 
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/~-1  legen, der die Curve in ~ ~ 1 Punkten sehneiden wtirde; was 
nicht mSglich is~, ohne dass die C '~ in /~-1  selbst~ liegt. 

Wir haben also n --  2 Arten yon Secantenrgumen zu be~racMen, 
nii'm~ich Secantengeraden, Secantenebenen u. s. w., Secantenriiume S~_2. 

Wir haben aueh: 
]st die Curve dutch zwei GebiIde ( n -  1) ~ Stufe So(a), So (~) er- 

zeugt, und schneiden sich 2 entsprechcnde Riiume S~!~, ~(~) in einem 

ttaume S~-l ,  so ist dieser ]~aum ein Secantenraum der Curve. 

In der Tha~, die projectivischen Gebilde in den R~umen S~), S(~), 

we]che zu den Gebilden (n - 1 )  t~ S~ufe So(i), So(~) gehScen, schneiden 
S,,-1 in zwei collinearen Gebilden ( m - - 1 )  re' Stufe, die m Punk~e 
gemein haben, welr wieder der Curve C ~ angehSren. 

50. Nehmen wir jetzt einen Punkt A o in 1~, und legen wit durch 
A o und Soo) eine Gerade S 1(1). Dieser Geraden entspricht eine Gerade 
$I(~) darch So(~)~ die im Allgemeinen nicht dutch A o gear; durch St(2) 
und A o geht aber elne Ebene S2(:)~ we]chef eine Ebene S._,(l) dutch 
S~(1) entsprichlk Die zwei collblearen Gebilde (n- -3)  t~ Stufe S2o), 32(~) 
erzeugen einen 3-dimensionalen Ao-KegeI ( n -  2) t~ Ordnung. Ist 
A o eiu Punkt der Curve~ so schneiden sich in ibm die beiden S~rahlen 
Sj(1), S~(~) und daher sind die Seeantenriiume dureh ihn Secuntenr~ume 
eines 2-dimensionalen Ao-Kegels ( n - - 1 )  t~r Ordnung. Also: 

Alle Secantenriiume S,_2 der C ~, die dutch einen I~unkt _d o gehen, 
sind die Secantenr6ume eines 3-dimensionalen Ao-Kegets ( n -  2) ~,r 
Ordnung. 

Alle Seeanten~'iiume S,~_~, die dutch einen Punkt A o der C ~ gehe% 
sind die Secantenriiume eines 2- dimensionalen A o -Kegels (n - -  1) t~' Ord- 
hung, niimlich des yon A o ausgehenden die Curve 2rojicirenden Kegels. 

Be~raehten wir jetz~ eine Gerade A 1 und verbinden wir sie mit 
S~)(z) durch eine Ebene S~(~), so entspricht derselben eine Ebene S~(~) 
dureh So (~), die A~ im Allgemeinen weder trifft ~meh enth~ilL 

Es geht aber durch S.~(~) und A~ ein Raum S~(~), welehem ein 
Raum Sa (1) (lurch S:(~) entspricht, und daher sind alle Secanie~r'2ame 
S,,_~, die dutch A~ gehen~ SecantenrSume eines 5-dimensionalen Kegels 
(n- -4)  t~r Ordnung. 

W~rd dagegen A~ yon S~('~) in einem Punkte geschnitten, so geht 
durch A~ yon S~(~) ein Ruum S~(~), welchem ein Raum S:~al dutch 
S,~ a) ent~slorieht; in diesem Falle sind daher alle Seeantenr~ume S._~ 
dutch A~ Seeanfienr~ume eines 4-dimensionalen A~-Kegels ( n - - 3 )  to*" 
Ordnung. Endlich wenn die Ebene S~(~) dutch A~ geht, d. h. wenn 
die Gerade A~ eine Seeantenger~de der C" ist, so sind alle Secanten- 
riiume S,_~ durch A~ die SecantenrSume eines 3-dimensionalen A~- 
Kegels ( n -  2) t~ Ordnung, niimlieh des yon A t ~usgehenden, die 
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Curve projicirenden t(egels. M.~ siehk wie man fortzuf~hren haL, um 
folgenden allgemeinen Satz zu beweisen: 

Dutch einen beliebigen ~ a u m  A,~ geht kein Seeantenraum S~_~ der 
C '~, wenn 2 m + 3 ~ n + i i s t .  J)em ]~au~ne ~So (t) A,,~ e~tspricl~t i~ 
dcm collinearen Gebilde So (2) ein ]~aum S(~_~. Liegen 5(2~ und A,, in 

einem l~aume 1~, wo s ~> m -~ I < n ist, so sind alle dutch A,, hin- 
durehgehenden Seeantenriiuine S,,_.~.Seeantcnr~iume eines (s -{- 1)-dimen- 
sionalen A,,,-Kegels (n ~ s ')" Ordnung. 

IsL speciell m ~ r ~ 3~ so geht darch A,_~ entweder ]rein 
Secantenraum S.-2 oder einer. ]s~ m = n - -4~ so geht durch A,_~ 
entweder kein Secantenraum S,_~, oder einer~ oder ~ 1 ,  die einen 
(~, - -  1)-dimensionalen A,,_(-Kegel 2 ~~ 0rdnung bilden. Wir erkennen 
aueh, dass keine ~nderen speciellen Lagen yon PSiumen A,~_3, A,,_~ 
gegen die SecantenrRume S~_s der C ~ vorkommen kSunen. 

51. Wir haben im vorigen AbschniRe (Nr. 39.) gesehen, dass 
yon den verschiedenen Lagen, die ein gaum A~-m-1 gegen die Curve 
C ~ annehmea kann~ die verschiedenen Arten yon gationalcurven n ter 
oder niedrigerer Ordnung im Raume/i , ,  abhSngen. Je nach der Lage 
des projieirenden ]~aumes A,~_,~_~ gcgen die Secantenr~ume S~_,~ der C ~ 
bekommen wir in IC~,~ verschiedene Haul)fatten yon rationalen Curven 
C", die wit Species nennen wollen. 

Aus der vorigen Nummer wissen wir, class eiu Raum A~_~ zwei 
verschiedene Lagen in Bezug auf die Secantenriiume S~_2 haben kann. 
Entweder n~mlich geh~ dutch ihn ein Seeantenraum S~_~ oder keiner; 
dahe~ sind die _Ratio~talcurven n ~" Ordnung in der ~Ebene yon 2 Sloecies~ 
entweder haben sie einen ( n -  l)-fachen _Punkt oder nicht, wobeE 
nat[irlich ausgeschlossen ist,  d~ss die Cur~en zerfallen. 

Die einzigen Ausnahmef~lle sind tier Kegelschnitt~ tier keinen 
Doppelpunkt haben kann~ ohne za zerfal]en, und die rationale Curve 
3 t~' Ordnang, die immer einen Doppelpunkt oder eine Spitze besitzt. 

Wit  sehen ferner, dass eJn R~um A,,_~ 3 verschiedene L~gen 
gegen die Secantenriiume S,_~ der C ~ haben kann. Entweder geh~ 
durch ihn kein Seeantenraum S~_~ oder einer, oder einf~ch unendlich 
viele~ die einen ( n - -  1)- dimensiona|en A~_~-Kegel 2 t~ Ordnung bilden. 
1)abet sind die l~ationalcurven n ter Ord~tu~tg in 1~ yon 3 Species: 
entweder ]ruben sic keine (n ~ 1)-faehe Secantengerade, oder eine, oder 
einfach u~wndIich viele, die dann einem Hyperboloid angeh6ren, das 
als Schnitt des 1t, 3 mi t  dem A~_~-Kegel 2 ~'" Ordnung erhalten wird. 

Die einzigen Ausnahmef~lle davon sind die rationalen Curven 
3 'r und 4 ter 0rdnung,  die nur yon einer Species sJnd, und die yon 
der 5 ~,, 0rdrmng, welche nur in 2 Species vorkommen. Die Curven 
fiinRer Or(lnung der einen Species haben nuz eine vierfaehe Secante~ 
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die der zweiten haben dcren einfi~ch unendlich viele, die einem Hyper- 
boloid angehSreu, wie es bekannt ist. 

Desgleichen finder man nach den S'~tzen der vorigen Nummer, 
dass die l~ationaleurven n ~" Ordnu~g des ~ ,  yon ~n S2ecies sind. ~ei 
der ersten hat die Cz~rve keinen ( n -  l)-[hchen Secantenrau,~ lt,~._2, 
bei der zweiten nut  einen, bei tier dr#ten einfheh unendIieh vide, die 
ehzen (~n - 1)-d'imensio~ale~ l t . ,_ , .Kegel  2 t~ Ordnung bilden etc., und 
bei der s~% we s ~ m i s t ,  einfcwh unendlieh vide, welche die Seeanten- 
riiume S._e eines (n ~ s q- 2)-dimensionalen ]~,~_~.~+~-Kegels (s --. 1) t~ 
Ordnung sind, der eine gewShnliehe Fliiehe (ohne Kegelspitze) sein 
wird, sobald ~ - -  2s + 2 eine negative Zahl ist. Wit finden auch: 

.Bei den I~ationaleurven n ~ Ordnung in I~,,~ k6nnen aueh ( n -  2)- 
faehe Seeantenrgume IQ~_~ (n - -  3)-faehe Seeantenrgume R,~_s ~. s. w. 
(n ~ ,~ -~- 2)-[hehe Seeantengerade~* au(treten, da ns der proji- 
cirende Raum A,_~_a in einem Secantenraum S~_~, S~_~ etc. S,_,~+~ 
der C ~ liegen kann. Daher hat man bei m > .3 noch Unters2eeies ' 
dig wir night welter studiren. 

52. Ffir die Ents~ehung der Singulari~ten der Ra~ionalcurven 
Jn niedrigeren R~ume~t als IQ will ich folgende Beispiele far die 
ratio~alen Curven C ~ und C ~ in l ~  und /~2 geben. Analoge Be- 
trach~ungen werden auch ffir solche Curven gelten~ die ein hSheres 
Gesehleeht besitzen. 

1. Be i sp i e l .  Die Rationaleurven C t  
Es geht aus der 50. Nummer hervor, dass alle Secantenebenen 

tier C ~ in lt,~ (welche die C ~ in 3 Punkten schneiden) eine 3-fach 
unendliche Mannigfaltigkeit bilden, und dass alle Secantenebenen durch 
einen beliebigen Punkt A o yon /g, ein einfach unendllches System 
yon Ebenen eines 3-dimensionalen A0-Kegels 2~ �9 Ordnung K:~ ~ bilden. 
Daher wird die C ~ yon einem beliebigen Punkte A 0 des R~ in einen Raum 
S:~ nach einer Curve C '4 projicir[, welehe mi~ den Geraden eines 
Systems yon Erzeugenden eines Hyperboloids (Schnitt yon B3 mit dem 
Kegel /s 3 Punkte gemein ha~. Dio C ,4 is~ ~lso eine ~llgemeine 
Curve 4 t~' Ordnung, wie sie gewShnlich yon tier 2 t~ Species genannt 
wird, die aber in unserem Sinne der 1 t~" und einzigen Species an- 
gehSr~, die ftir die rationalen C 4 in ~ existirt. 

Der Kegel Ks ~ hat aueh ein zweites System yon Ebenen, und d,~ 
zwei Ebenen yon verschiedenen Systemen ia einem /~s liegen, so s~ 
klar, dass die Ebenen des zweiten Systems yon K~ ~ die (~ur~re 6 ~ aes 
1r nut in einem Punkte schneiden. 

Lieg~ nun der Punkt A 0 in einer Secantengeraden oder in einer 
Tangente yon C ~, so erhglt die C "~ einen Y)op2el2unkt oder eine S~itze. 

Liegt A 0 in einer Schmiegungsebene der C 4, so erhiilt die C '4 
eine ]nflexio~stangente. Zwei nieht aufeinander folgende Schmiegungs- 
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ebenen der C 4 schneiden sich in einem Punkte _4t~ ; projiciren wir die 
C 4 von diesem Punkte aus, so crhSlt die C '4 zwei Inflexionstangc~ten. 

Projicirt .man ferner die C 4 yon einer beliebigen Geraden A~ in 
eine Ebene S2, so erh.~lt man in S 2 eine C" ~ mit drei Doppelpunktel~. 

.Eine beliebige Gerade A~ yon ]~4 schneidet also drei ~qecantenge- 
raden der C 4. 

Nehmen wir umgekehrt drei Secantengeraden der C ~, so giebt es 
immer eine Transvers,~le A,~ die sie all'e drei schneider (Nr. 26.); wcml 
eine~ zwei oder alle drei Secanten Tangenten sind, so crhiilt die C ''~ 
eine, zwei oder drei Ss 

Liegt A 1 in einer Secantenebene der C "~, so crhiilt dlc C ''~ cinch 
dreifachen _PuriSt mit getrennten Tangenten. 

Beriihrt die Seeantenebene die Curve, so c,rMilt die (,".1 ittt tb'ei- 
[hchen Punkte eine •itze. 

Liegt endlich A 1 in einer Schmiegungsebene der C ~, so erhSlt die 
C ''t einen drei[hehen 1)unkt mit Iauter zusammcnfallcndcn Tangc~t(,~. 

Diese Arten der rationalen Curven vierter Ordnung in 1~ 2 und 
-~3 sind alle bekannt; wir sehen auf unserem Wege, wie leicht und 
anschaulieh sie aus einer einzigen Quelle erhalten werden kSnnen. 

Zweites t~eis~iel. Die l~ationalcurven C ~. 
Wir wollen jetzt nur die verschiedenen Artender rationalen C:' 

in /~3 hervorhebea. M~n muss zu diesem'Zwecke die C ~ des /~;, yon 
einer Geraden A( in R,~ projiciren. Im  Allgemeinen gcht d,~rch cine 
Gerade A 1 nu t  ein Secanienrau.m S,~ der C ~,', dahcr beI;ommt die Pro- 
jectionseurve C "5 in 1~:~ im Allgemeinen nur einc vierfaehe Secante. Es 
kanu aber auch geschehen, dass durch _dj unendlich viele SecaJden- 
l~ume S~ gehen, die dann einen 4-dimensionalen Kegel zweiter Ord- 
nung bilden..Dcdtvr erhiilt danrt die C' ~ unendlieh vielc vie'rfaelte Seeanten- 
geraden, die eine ]~egelschaar in .R~ bilden. 

Lieg~ A l in einem Schmiegungsraume R 3 der C ~, so erldilt die 
C '~ eine dreifache beriihrende Ta~,~gente. Die C' ~ zweiter Species ]~'an~ 
zwei solche Tangenten haben, weil zwei nicht ~blge~de Schmiegungs- 
r~ume ~ der C ~ in einer Geraden A~ sich sehneiden. Schneider A~ 
eine oder zwei Seeantengeraden tier C~ so erhiilt die C '~ einen oder 
zwei ])oppelpunIgte; wenn eine dieser Geraden oder beide Tangenten 
sind, so erh~ilt die C "~ eine oder zwei S~itzen. 

Liegt A~ in einer Secau~enebene der C:', so erhiilt die C '~ cinch 
dreifache~$ Punkt  mit zusammenfallenden Tangenten. 

In analoger Weise kana man natfir]ich die versehiedenen Arten 
der rationalen Curven 6 ter, 7 te~ Ordnung u. s. w. in R~ und R~ etc. 
studiren. 

feb  bemerke auch, dass, wenn in einer Curve oder in einer .Fliiche 
_F~, ~ ,  _F~, . . . ,  F,,_~ des R,, Configurationen von ~unkten, Geraden, 
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t ~ , . . . ~  t~,,~_~ existiren, die gewisse projectivische Bez iehungen zu 
jener  Curve odcr Fliiche haben,  dieselben durc]~ die l 'rojeetion in einen 
niederen l~aum 1~,~ nicht ~erstb'rt werden kb'nnen. 

w  

Die in einer Eb~ne eindeut ig  abbi ldbaren  2-dimensionalen Linienflgchen.*) 

53. Die in eine Ebene  eindeutig" abbi ldbaren  Linienii~chen bilden 
die einfachste Classe yon den eindeutig abbi ldbaren 2-dimensionalen 
Fli~ehen~ yon denen wir in der A n m e r k u n g  sprechen.  Sie sind alle die 
Project ion einer , n o r m a l e n  ~' Linienfigche,  welche selbst eine Project ion 
der in der A n m e r k u n g  genann ten  ,~Normalflgehe" is~. 

Die J~'2~-I in ~ ist die 2-dimensionale  Fliiehe n iedr igs te r  Ord- 
rmng des I taumes 1~  (Nr. 4.); sie wird yon i rgend einem Raume  
/ t ._~ in ether Normalcurve  C ~-~ geschni t ten.  

W i t  wollen insbesondere diejenige / 7 ~ a  in /~.  be t rach ten ,  die 

*) AIZe 2-dime.nsio~za~en I~7~chen des t~aumes ~ ,  deren Schnittcurven mit 
den tr J ~ - t  yon R dutch Gurven n~e," Ordnu.ng in ether Ebene ei~deutig 
abbiZdbar sind, sind immer die Projectionen ei~er einzigen ~rorma~flS, che der Ord- 
nuq~y q~ des l~ctumes 1~(~+~), ~eren ~Punkte folgend~r.masse~ sich darstet~en lasse~r : 

(1) xl : x~ : x3 : x4 : x:. :... : x~ (~ + .~) + 1 - -  ~ ' '  : ~ :  ~3~ : ~ ~ -1  ~2: ~[~-1 ~3 : ' "  : ~2 ~3 " - t  �9 
2 

Die Glieder rechter .Hand sind die verschiedene~ .Potenzen der drei homogenen 
Coordinaten ~1, ~2, ~3. Die Parameter ~z, ~ ,  ~, als die Coordina~en eines Punktes 
der Ebene angesehen, liefern die eindeutige Abbildung der Fli~che (1) in der 
Ebene. Man sieht, dass die Schnitteurven der l~lSche (1) mit den Riiumen 
1~,~(~+,~)_~ des 1~,(,+.~) dutch Curven ~ter Ordnung sieh abbilden, die keine 

2 2 

l~ ( l~'undamentalp~nkte) gemeiq~ haben. 
Projicirt man die Fl~che yon einem ihrer Punk~e in einen Raum /~,(n+:~) ~, 

2 

so erhi~lt man eine Fli~che der Ordnung ~t~--1, die sieh evident dureh Curven 
~t ter Ordnung abbilde~, welche einen Fundamen~alpunkt gemein haben. Und all- 
gemein, ~r q~ta~ die Zro~'malfliiche du~'ch einen l~aum Rn(n_~) t" der mit ihr 

'2 

n(n-72 !) t)unkte gemein hat, in einen 1~aum 1~ n projicivt (da ]~n(n-~)~_~ und 
u 

//n duale R'2ume in /~n(~+~) sind), so e~.halt man in t~ n eine ~liiehe der Ofdnun9 
2 

n(n-~ 1) 
..... 2 - -, deren Schnitteurven mit den Riiumen z2~_ t des t~ n dutch Curven n ter 

Ordmung sick abbilden, we~ehe n ( n -  1) Fundamenta~punkte 9emein haben. 
2 

Eine so~ehe Fl(iche des i ~  wird dutch n collineare Gebi~de zweiter Stufe 
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d u r c h  n - -  1 p ro j ec t i v i s che  Bfischcl  oder ,  was  dasse lbe  i s t ,  durch  zwei  
c o l l i n e a r e  ( ] eb i lde  ( n - - 2 )  tr Stufe  S~(~), S~(s) e r zeug t  wird.  Es  se ien  

{ ;t(~)l;~ (~) - } -  �9 �9 �9 + ~ t ( ~ - ~ ) 2 ~ ( ~ - ~ )  = 0 ,  

Z:~)k,(~) -}~ + iU,,-~}p~v~-:)= 0 

die zwei  c o l l i n e a r e n  Geb i lde  S f f ,  8~ (~) (n 2) ('" ~,tufe. 
Die  F l g c h e  is t  d a n n :  

(,2) 1)|(1)~ ' " "' ]~)1"--1 i ~ 0 ;  

1)2(1) ~ .,  ~D./n-- l [ 

s ie  w i rd  a lso  zug lc ich  yon den n -  1 Bf ischeln  

,5'~3, . . ., S,In)_ 3 ode; dutch drci collineare Gcbilde ( n -  l)te," Stufe So ('), So ('a) , So (~) 
erzeugt. Wi t  schrcibe~ die conjugirten Systeme der Flllche foigendermassen: 

~ A  (1) -4- ~ B  (1) 21- ,~: C (1) = 0 ,  

~t A(2) "d- ~z B(2) "4- ~ 0(2) --~ 0, 
( ' )  

~ A  (') + ~ B  (~) + ~ r = o, 

t O) AO) "-b ' " ' -1- ;(~) AO0 ~ O, 

(I") ~:~) 2~(~) + ... + z(~l]3:") = o, 

~(:} C(:) _ j_ . . .  + ~(n) C(n) ~ O, 

Die Coordin,~tert der l 'nnkte dieser Flitehe aus dora System (1) la.gsen sich folgen- 
dcmm~ssen d~rstcllen: 

(2)  x j  : . . . . . . .  : x ~ + l  

(1) (1) {1) {1) (1) (1) (I) 9 1 {1) 

(2) (2) .(2) a(2 bt~) r .. a('2) b(2) c(2) 

: i 
~(,O• 7.01)• ,(~0 ~ a(~)_J_~ b('tLt-~ c(~) ... ~ a{=)~-4-~, b('~).~,.cl 'Q,| 

oder 
xl  : ' "  : x ~ + l  ~ f i ( f ~ ,  ~ ,  ~8) :" " " : f ~ + : ( ~ t ,  l ~ ,  i s ) ,  

wo L,  . . . ,  f~+l homogene rationale Functionen nee, Grades in ~1, ~2, ~.s sind. 
Be~rachtet man wie vorher ~,  ~z, ~ als Coordinaten eincs Funktes der Ebene, so/inder 
raa, n in der That ,  d~ss die Sclmi~tcurven der F]~iche (2) mit  den R~iumen .Bn_ z dea 

~(n - -  1) F~nd~mentalpunkte gemein h,~be~. /~n durch C ~ sich ubbilden, welche ~ - -  

JOie ~ormaZfliiehe (1) s~idt /~r die eindeutig in eine ~bene abbildbaren Fl~chen 

die analoge t~olle wie die rationale 2Vormalcurve C n fiir die rationalen Curven. 
lch w(insclxe das S~adium dleser Fliichen zu vervollstilndigen und werde bei 

einer andern Gelegenheit meine bctreffenden Result~ie publiciren. 

~a thoma t i s eb~  Ann~,len. XIX.  15 
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[ t~(t)pto) + V(~)p2o) ~--- O~ 
(t') 

#(IIjoI(Z*-1) + ~ll~(2)lj2(r } = 0 

erzeugt. _Die ~'liiehe hat ei'~/'aeh unendlich vicle erzeugcndc Geraden~ 
wie aus (i') ersichtlich ist, daher bczeichncn wi t  sic mit dem Symbol 

Betraehten wit die Erzeugung der Fl'Sche durch die zwei Gebilde 
$1(~)~ St(2) . Die Geraden S t (t), Sf2) sin(l zwei ~rzcugcnden dcr l~l-- f f  2 ,,-~, 
und daher auch naeh _Nr. 46. allc Axen der Gebilde des" Systems (1). 

Zwei entsprechende R~ume S[21 , S , ~  durch $1(~)~ S,(2) schneiden 
sich in einem I~autne S~-2~ der die FI "-I iH einer Curve C "-~ trifftl 
denn die collinearen Gebilde St (1), St (~) in S ( ~ ,  $2~ i schneidea S _  2 

in zwei colinearen Gebilden (n - - 3 )  t~ Stufe So(1), So (~), die eine C ~-~ 
der /r erzeugen. W i t  nennen 5'~_~ einen Secantenraum der Fliiche 
R t - -  _F2~7-~. Diese Seca~ztenriiume sind an Zahl  oo ~--~, und sehneiden 
die F2 "-I i~ rationalen 1%rmalcurven C ~-~. 

Schneiden sich zwei en~sprechende RSume S,,(1), S I ~) durch Sl(i), Si(2) 

in einem Raume 5~  a < m - -  1 < n -- 2, so sieht man in analoger 
Weise wie vorher, dass S~, a + 1 Punl~ie mi~ der / ~ - - t  gemein hat. 
W i t  nennen S~ einen Seeantenraum erster .Art. Derselbe hat mit der 
Curve a + 1 Punkte gemein~ wShrend im Allgemeinen ein Raum lt~ 
die Rt ~ - ~ - ~  nirgendwo schneider. 

Schneiden sich die beiden e~ltspreehenden Riiume S/~), S(~) in 

einem l~aume S, , - i ,  so beweist man in derselben Weise~ class dieser 
Raum die t ~ -  1r ~-i in einer Normalcurve C .... ~ schneidet. W i t  
nennen einen solchen Raum einen Secantenraum ,~,~_~ zweiter Art. 

Es ist nicht nSthig eine solche Unterscheidung ffir die Secanten- 
ritume S,_z zu machen~ da jeder beliebige S,,_~ die 1,,~-i in n - -  1 
Punl~teu schneider. 

Aus der Construction der Fl~che hat man schliesslich noch folgen- 
den Satz: 

Wenn man n - -  1 beliebige Secantenriiume S~_~ mit don Punkten 
der I~, - -  -Fi~-~ verbindet~ so erhiilt man n - -  1 projeetivische Biischd~ 
welche die _Fliiehe er~eugen. 

54. Betrachten wir jetz~ einen Punkt A o d e s / ~  und verbinden 
wir ihn mit St(i) durch eine Ebene $2(~); so entspricht derselben eine 
Ebene 32(~) dureh St(~)~ die im Allgemeinen nicht durch A~) geht. Es 
geht aber durch $2(~) und durch A 0 ein Raum Ss (~), welchem ein IZaum 
$3o) dutch $2o) entspricht. Die zwei collinearen Gebilde ( n - - 4 )  t~ Stufe 
Sao) , S~(~) erzeugen also oo~-4Secantenr~ume S~_~ der ~ t - / r  ~-l, welehe 
Sec~ntenr~iume eines 4.dimensionalen A0-Kegels ( n - - 3 )  to,' Ordnung sind. 
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Geht die Ebene $2(e) dutch Ao, so ist A~I ein Punk~ der T'., "-1 
selbst~ denn ein Ii,~_1 durch A o schneider die l ~ j - / ~ , , , - 1  in einer 
durch A o hindurchlaufenden C ~'-1. Also: 

Die R 1 - -  F2 "-1 ist der Oft aller de~jenigen Punkte, in denen sich 
zwei ents2~rechende t2~enen yon zwci collinearen Gcbilden des Systems 
(1) schneidcn. 

Dutch cinen bclicbigen Punkt  A o des R,~ ge]wn ~ " - 4  Sce~mtc~- 
riiume S,,_~, welchc Sccantenrii~tmc eines 4-dimc~siona~cn Ao-l(c[]cls 
( n -  3) t~ Ordnung sind. 

Liegt A o in der l"lgche~ so gehcn d~rch ihn c~ "-'~ S~'canb~trS,t~nr 
S,~-~ welehe Secantenriiumc cines 3-dimcnsionalen l(~ycls sind, ~Smlich 
des yon A o ausgehenden pro]icircnden Kcgcls dcr 1~ l - -  I".,"--L 

Betmchten wit jetzt eine Gerade AI~ so finden ~vir: 
Alle dureh eine beliebige Gerade hindurchgehendcn Sccantcn,r~iume 

S,~ 2 bilden cinc ~x~'~-6-['ache Mannig[dltigkeit, welche dic ~g'ccantenriiume 
cines 6-dimensionalen A1-Kegcls ( n -  5) t~" Ordnung sin& Die Gcrade 
A 1 kann auch so liegen, dass dutch ~ie ~'~-~ Secantenriiumc S,,_,~ bin- 
durehgchcn~ welche die Seeantenriiume cines 5-dimensionalen Al-ls 
( n -  4) t~r Ordnung bihlc~u 

Ist endlie]~ die Gerade A I dne Secantenyerade der 1r I --1~'., ''-l, 
d. h. trifft sie die R~ ~ l~'.J *-i in zwei I)unkten, so gehcn dutch sic 
c~ "-~ Secantenriiume S,-2,  weh.he die Seca~denriiume eincs 4-dimcn- 
sionalen Ai-Kegeh" (n --  3) ~' Ordmtng sind~ uiimlich des yon zl~ aus- 
gchcnden projicircnden Kegels der 1 ~ -  .I,'z'~ L 

Aus dem letzten Satze geht auch hervor: 
_ETne Gerade A~ kann mit der l~-J~'tiichc h6d~stens ~wci .l'unl,'te 

gemein haben, ohne ganz in der ]~'liiehe enthalten zu seth. 
Ist allgemein ein Raum A~ gegeben, so finder man: 
Verbindet ma~ A,, mit S~ (l~, so erldilt man einen ]~aum S!~_)~.~, 

welchem ein l~aum S I~) (lurch S~('~) entspricht. Liegcn A,,, und ,~") ,n-~-2 , '"[  "~ 
in einem Raume I~,, wo s _< n --  1 ~ m ~ '2 ist~ so sind alle Sccan- 
tenriiume S,~_~ tier R~-- l , , . ,~- i  durch A,,~ die b'ecanlenriiumc cincs 
(s -~- 1)-dimensionalen A,,~-Kegcls (n " s) ~," Ordnung. 

Im  specicllen 1,hlle gcht dutch cinch A,,._,~ kein Sccantenraum b',,_~, 

oder nur ether. 
Man finder aus diesem Satze: 
~Ein l iaum I~,, ist entweder kein ~S'eca~'ttenraum, oder ein Secanten- 

raum erstcr oder zweiter Art  tier l t ~ - - I ~ " - - L  
55. Wir kSnnen eine Parameterdarstel|ung der i~  - -  /~,~-i leicht 

aufstellen. Zu dem Zweeke schneiden wir sic mi~ zwei R~iumen /3~-i. 
Wit  haben dann zwei Normalcurven C '~-x, deren Punkie durch rationale 
Functionen (n - -  1) t~" Grades eines Parameters ~. sich darstellen lasseu. 
Die Fliiche hat einfaeh unendlich viele geradlinige Erzeugenden, die 

15" 
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auf beiden Curven zwei projeetivisehe Pnnktreihen aussehneiden~ Ein 
Punkt der /11 --  1r ~-I kann datmr in der Form: 

(1) q& = cp~'(;L) q- g cp/'@) 
gesehrieben werden. *) 

Umgckehrt k m m  jede ~ - F l S c h c ,  fi~r writhe die f f  o r m d n  (t) bestehe~a, 
durch n -  1 prqjectivi.schc lkiisc]~el e<zeuyt wcrden. Dies( Fliiehe ist 
daher auch dutch zwei collineare Gebilde ( n -  2 ) "  Stufe $1(~) ~ St(m 
erzeugbar. 

Die zwei Axen ~,(1) S~(~) kSnnen keine speeielle Gage unter einan- 
der haben. ])enn treffen sic sich in einem Punk te  l~o, so w i r d  (tie 
1~ 1 - -  1P.2 ~-1 (in l~o-Keyel, und diesen Fall haben wir hier nicht n'~iher 
zu betrachten. Die speciellen Lagen abet, die zwei entsprechende Riiume 
//: ,  R a ~ . . . , / ~ - 2  der beiden G ebilde S f ) ,  S l(~) fin einzelnen Fall( haben 
mSgen, kommen nothwendigerweise auch bei allen andern Fillen vor. 
Daher mtissen alle eigmafliehen R~ - -  Fd'-I  des R~ projectivisch gteich- 
berech{ig{ sein. 

W i t  nenncn die 1t I - _Fd'-I dahcr die in eine Xbene  cindeutitd 
abbildbare 17ormal tit-l;li:iche des 1~,,. 

Wenn man jetzt in irgend einem Raume 1~,, eine Linienfl~i~ehe 
( m -  1) t~ oder niedriger Ordnung hat, so kann man die Coord[naten 
ihrer Pm~kte in der Form (1) darstellen; wit haben also: 

Jede ~Yormal- I~  - -  F.~ .... i des IR,~ (m < n) k a n n  (lurch l~rojection 
der 2(ormalfliiche 1~ 1 - -  _F2~-I des 1~  yon einem t~ . . . . . .  1 aus ,  der n - - m  
bali(big( Bunkte  mi t  der R~ - -  _F~-~ gem(in ha~  erhalten werdcn. 

Jede bell(big( in einer l~'bene eindeutig abbiMbarc Linienfli iche i n  
l~a~ I ~ . . . ,  1t,_~ von niederer als dcr n ~ Ordnung ist immer  die c i n -  
deutige ~rojection einer -Normalfliiche I ~  - -  F ~ ' -  1 des 1G. Und  umgelcehrt  
aus ciner sol(hen Normalfl i iche kam,  m a n  durch geeigncte _Projection j e d e  
.Art yon in einer ~bene  eindeutig abbildbare~ l"liichen der ( n -  l) t ~  
oder niedrigerer Ordnung erhalten. 

Beispiele yon der Wichtigkeit dieser S~tze geben wir im n~ichsten 
Paragraphen. 

56. Wie bei den raLionaien Curven (Nr. 51.) kann man bei unseren 
Flit(hen ebenfalls eine Unterscheidung in Species machen~ je nach de r  

*) SieGe Clebsch, Mathem. Annalen Bd. I. Ueber die ger~dlinigen Flichen 
veto Geschlechfe/o ~ 0 (in ~a). 

Die Abbildungsgleichungen sind ~lso @x i ~- ~s' rPi(~a)+ ~ �9 %(~, ~), we 

~- ~, ~a eines Punktes der Ebe~/e a - - -  , t ,=~- 7,  und f~, die Coordin~ten 

andeutem 
Die Schnitte tier Ir - tr[,~-i mit den t~&~meq~ ten_ 1 des t~ n bildcn sich also 

als Curven n*e~ Ordnung ab. ])ieselbe,n habe~ ei~,en ( n -  1)['achen _Pu~ffct be i  
~ ~ O, ~ ~-- 0 und einen einfache** 2unkt  bei ~ ~ O, $a ~ 0 und daher ausser- 
dem noch n -  1 einfache ~htndamentallg'unkte gem(in. 
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L a g e  des proj icirenden I],~umes gegen  die 8ecanienrSume S,,_~ der 
Fli iche ~ - - I T : , ~ * ;  und in Unterspeeies je  naeh der L a g e  des pro- 
j i c i renden  Raumes  gegen  die anderen Seeantm~riiume derselben. Es 
ist  n ieht  schwer  zu sehen,  dass die Linienfliichen (2o = O) in 1~,~ (m < n) 
yon m -  1 Species sing. 

Im Igaume ~a sing sie speciell yon ~wei STecies , entweger haben 
sie, nach Nr. 54., keine (n - -  2)-[~whe Gera&, o&r nur eine. 

In  ~maloger Weise k~nn man die auf einen Ruum 28,,, eindeutig 
abbi ldbaren  /v,,~ s~udiren. 

w  

Die Flgchen I,'/% I,',~ ~, l"a ~ des R,~, die durch collinearo 6rundgebi lde 
e rzeugt  werden.*)  

57. 2.d,imensionale 1Pliichen driltcr Ordnu~g F~ a. 
W i t  be t rachten  zwei coll ineare Gebilde zwei~er Stufe S~o), Sfzl~ d.h. 

(1) Z('}P~ {~) -t- Z{~)P~ {~) + ~{~)1~ {'~} = O. 

Sie erzeugen eine /T z, n i imlich:  

p~{') T,~{ ~) pa('} I (2) p,(~) p~{~) pa(~ } = 0, 

die auch aus den drei ~olgenden projec~ivischen Biischeln Szu), S f  ~), S. 9 

*} Wenn nmn eine l~2m in ~n yon einem beliebigen Ponkte Ao in cinch /ta 
projicir~, so erhi~lt man in l(~ eine 2-dimensionale Fl.ache F./m derselben 0rdnung. 
Man kann die Charaktere der F2 m dutch diejenigen yon F/"~ best.immen, und 
umgekehrt kann m~n die Singulariti~ten der ,w/',~ dutch die /?m studiren. Ich 
will nut einige Ch~raktere hervorheben. 

Eine Ger~de dutch Ao, xvelche die Fl:Ache Fem in zwei Punkfen B~, C~ schneider, 
liefert einen biplanoa'en Punk~ B," : 5 Co' tier /~ '  m DieTgmgentialebenen inBound 
Co an die /~m warden in die beiden Tangentialebenen, welche in ~o' F2 '~'~ be- 
rfihren, projidrt. 

Liegen die zwei in B o und Co constr,drb~ren T~mgentialebenen in einem 
Ra.ume _R~ dureh Ao, so erh~l~ die I~ m in Be" vine.n ~niplanaren Punkt. 

Liegt Ao in der TangentiMebene yon Be. so erhiilt die 1#2' m cinen Y)ot~1)elpunlct, 
bei welehem der oscuZirende t(egel zweiter Ordq, ung sich auf eine Ge~'ade reducirt, 
ngmlich a~f die Schnittlinie der Tangentialebene in Be mit Rs. 

Ein coniseher Doppelpunkt der F / m  muss also dutch einen eonisehen Doppel- 
punk~ der F2 "~ selbs~ hervorgerufen seiu. 

Ein R~um $3, weleher durch die in Be beriihrende T~ngentialebene hindureh- 
geht, sdmeidet die F~ ~* in einer Curve mit einem Doppe|punkte in Be, deren 
zwei T~ngen~en in der T~ngenti~debene liegen. 

Aus einem parabolisehen Punkte der /e'2'm erh:alt m~n zwei unendlich ntthe 
Tangentialebenen tier te, m, die in elncm /g~ liegen, der durch Ao geh~, d. h. dic 
in einem Schmiegungsraume t/s der ~ ' ~  liegen. 
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{ 9a)l)jo) -[- ~('~)p1(21 ---~ 0, 

(1') t~(1)/)2a) -~- #(~)/)2(~) ~ 0, 

construirt werden kann. 
Aus dem vorigen Paragraphen geht hervor, dass dic ];~3 eine 

Linienfliiche t~, - -F23 ist, und dass sie ~2  Secantenebenen besitzt, die 
sie .in einem Kegelschnitte schneiden, wiihrend jcde andcre .Ebene die 
Ii I --F23 in drei Punkten schneider. 

.Die entsprechenden Ebcnen yon zwei collinearen Gebildcn des Systems 
(1) schneiden sich je in eincm _Punic:re, der der l"liiche angeh6rt. 

Betrachten wir jetzt drei Erzeugende der ~"~. Dieselben kSnnen 
sich nicht wechselseitig schneiden; denn durch einen Punk~ der /~.z a 
geh~ nut eine Erzeugejade derselbcn, wie aus der zweiten Erzeugung 
ersichtlich ist. Sie kSnnen auch nich~ in einem R 3 liegen, well eine 
Gerade, welche drei Erzeugende irifft, ganz in der Fl~che enthalten 
ist, und daher das durch die drei Erzeugenden bestimmte gYloerboloid 
zur I", '~'~ gehSren w~irde, die /v~, also in eine Ebene und ein gype r -  
boloid zerfallen wfirde. Aber drei beliebige Erzeugende der p a haben 
eine Transversale gemein (Nr. 26.), die nattMich alle anderen E r -  
zeugenden trif~t, da sie in ~ 3  selbst liegt. Wir haben also folgen- 
den Satz: 

Alle Erzeugenden ' der ~ haben eine und nut eine Transversale 
d~ gemein, die wir als Directrixgerade d, bezeichncn. 

58. Indem wir die erste Erzeugung unserer Fl~che n~her betrachten, 
sehen wir, dass man die Ebenen tier beiden collinearen Gebilde 
$1(1), S,(~) oder die Punkte der / , s  auf die Punkte einer Ebene X' 2 
abbilden kann. Wir haben: 

Die _ ~  ist I)unkt fiir Punkt in einer Ebene 22~ abbildbar. D e n  
Geraden yon-~2 ents2~redwn die Kegelschnitte der /~.3 den Raumcurven 
C 3 der F~ entsprechen Kegelschnitte yon 2.,:z, die durch einen Fun&t-  
mentalpu,~kt gche% wdd~.em die .l)irecbrixgerade d I der 2F.2~ cntspricht. 

Wir finden auch folgende S~itze: 
Sind vier beliebige Gerade in 1~ gegeben, die aber eine gemeinsame 

Transversale d, haben, so ist dwrch sie einc F~ :~ bestimmt. Denn nimmt~ 
nmn zwei yon diesen Geraden als S~('), S~( ~ an, so kann man die 
zwei collinearen Gebiide S~(~), S~(~) mit Htilfe der iibrigen zwei Geraden 
in nur einer Weise bestimmen. 

Durch zwei Kegdschnitte in zwei Ebenen S~(~), S:(~), die sich i n  
dem Schnitt:punkte der beiden ,Ebenen schneiden, und dutch eine dritte 
l~bene $2(~), ist eine und nur eine F~ ~ bestimmt, die S~(~) als Secanten- 
ebene hat, und dutch beicle ~Yegdschnitte hindurchgeht. 

59. Aus dem vorigen Paragraphen geh~ hervor, class d,o'ch einen 
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beliebigen 2unk t  A o yon B~ nut  ei~w Seea~tenebe~e tier F23 geht; wenn 
abet der t)unkt Ao i~z I~'~ 3 sdbst liegt, so bilden alle Secantenebenen 
dutch ihn alas System yon Ebe~wn eines 3-dimensionalen Ao-KeU,"?s 
zweiter Ordnung. 

Dutch eiuen beliebigen Punkt A o geht ~]so nur eine Sec~ntenebene/~. 
Es  giebt ausser dieser Ebene keine Gerade, die durch A o geht und dabei 
die F2 "~ in zwei :PunI#en schneider. Denn ist eine solehe Gerade vor- 
handen, so lege man dttrch sie und durch eine Gerade yon E ~  welche 
dutch A 0 hindurchgeht, eine Ebene. Diese Ebene hat dann vier Punkte 
mit der /~'~ gemein~ sie ist also llach dera letzten Satze der Nr. 54. 
eine Secantenebene tier 1;'~ :~, d. h. dutch den Punkt ~1 o gehe~ zwei 
Secantenebenen der ' '* /~-.2 , was nicht mSglich ist. Ziehen wir jetzt 
dutch A o in tier Secantenebene E.~ eiue Gerade, die den Kegelschnitt 
_~2 derse]ben~ der zu der/'~.,"~ gehSrt~ in zwei Punkten Xo, ](~ schneider. 
Dutch Xo, Yo gehen zwei Erzeugende X1, Y, der F~ ~, welche die 
Direc~rix in zwei Dunkten Xo' , :Yo' sehneiden. Dieselben liegen also 
mit d 1 i~1 einem Raume ~3, der natiirlieh dutch A o geht. Drehen wir 
die Gerade X 0 Yo um A 0 in E_~, so bildea X o Yo eine Involution in 
.K 2, und duher auch die Punkte X o' I7o ' auf d 1. Also: 

All'e l~iiume R:~, welehe dutch die 1)ireetrix d I und einen beliebigen 
1)unlit A o des I~  hindurchgehen, schneiden die F.~ :~ in Paa~'en van Er- 
zeugenden, die eine Involution bi~de~s. Man ha~ auch: 

_Die Directrixgerade d~ sch~eidet t~eine Secantenebenc der 27.~. 
60. Jetzt projiciren wir die 1~'.~ ~ yon einem beliebigcn l~unkte A o in 

allw~ mSglichen Weisen i~ einen I~aume $3; so erhalten w i t  in ~.~.~ nach 
den Siitzen der 2Vr. 55. alle Arten yon Linienfiii, cherb dritten und 
zweiten Grades. 

Wir bekommen im Allgemeinen in ~ eine LinienflSche dritten 
Grades Fz 'a. Alle Erzeugender~ der ~ werden yon A o in die Er- 
zeugenden der F.~'~ projicirfl, und da alle Erzeuge~den der / ra  den 
Kegelschnitt K ~ vo~ E~ sehneiden, so sieht man, dass die 2~ 'a eine 
Doppelgerade e, hat~ die yon allen Erzeugenden gesehnitten wird. Die 
Directrix d, der 27~ ~ wird in eine Gerade d( der 1~ ':~ projicirt, die 
alle ihre Erzengenden schneider. Dus Biischel yon l~.~u~fien i ~ ,  die 
durch A o und d, hindt, rchgehen, bestimmt in S~ ein Biischel yon 
Ebenen 2~, die durch d~' hindurchgehen, und welche die _F~ ''~ in zwei 
Geraden x~', y (  schneiden. Diese Geraden treffen sich offenbar auf 
der Geraden e~. Und da x,,  y~ eine Involution bildeu, so bilden aueh 
x ( ,  y," eine Involution. 

Liegt A 0 ausserhalb des Kegelschni~tes K z, so kann man dureh 
ihn an K"  zwei Tangenten ziehen, welehe die zwei in e~ gelegenen 
Cus2ida~punkte der/:~' ~ aussehneiden. Liegt dagegen A o innerhalb v,m 
K ~', so fallen diese Tangen~en und mi~ ihnen die Cuspidalpunkte fort. 
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Wenn A o in einer Ebene lieg[~ die durch d 1 und eine beliebige 
Erzeugende yon F2s geh~, so entstct# in S a sine F.~ 'a, [~ir wdche die 
Doppelgerade e 1 mit der Directrix d( zusammenfiillt. 

Projieirt man die _F~ yon einem ihrer Punkte Ao, so erh'~lt mall 
in S~ eine Linicnflgche zweiten Grades. Das Sys*em der Direetrieen 
derselben wird dureh die imendlich vielen dureh A 0 hindurehgehenden 
Seeantenebenen veranlassL 

Diese versehiedenen Arten tier ginienfl{iehen drltten Grades des 
R a sind lange bekannt,  aber wir sehen hier, wie man sic alle aus 
einer einzigen FP, tehe dutch Projection erhalten kann. Zugleieh erkennt 
man an diesem Beispiele~ wie man in andera F'51len zu verfahren hat. 

61. 2-dimensionalc I,'liiehen F2 [~, die dutch drei collineare Gebilde 
dritter Stufe Sou), So ('~), So (:~) oder dutch vier collineare Gebilde zweiter 
Stufe S~(~), S~(2), S~ (~), S, ('~) crzeugt werden. 

leh theile bier fiber diese Flfiehe nur die S~tze mii: 
Sie geht dutch alle Schcitel S odcr Gebildc des ersten Erzeugungs- 

systems, und sie hat alle Axen S, der Gebilde des zwcitcn als dreifaehe 
Seeantengeraden. 

Ein bdiebigcr l~aum 12.,~ des 1:14 schneider die .F26 in einer alIge- 
meinen C 6 veto Gesehlechte p ~ - 3 .  

Aus der ersten Erzeugung der .F26 geh~ hervor: 
Die _F 6 hat oca dreifache Secantengeraden. Dutch einen bdiebigen 

_Punkt des IR, geht nut eine solche Secante hindurch ; und die dreifachen 
Secantengeraden dutch einen 19unlit 17~ dcr F2 U selbst bilden einc~, 
'2-dimensionalen ~o-Kege~ dritter Ordnung. 

Aus der zwei~en Erzeugung haben wir: 
.Bezieht man eine Ebene Z 2 auf vier eollineare Gebilde zweiter 

Stufe des 1R4, welche dem zweiten Erzeugungssystcm gehSren, so ent- 
s~vrieht jedem _Punkte bez. jeder Geraden yon 22, rest)eetive ein Punkt und 
eine rationale 3~or.maleurve C 4 der F,~ 6. Zwei solehe Normaleurven 
schneiden sieh immer in c4nem und nur i~ einem Punkte. 

Den Schnittcurven C 6 aller R a des B~ mit _F26 enlslorcchen in 2Y 2 
Curven vierter Ordnung des Geschlechtes p = 3, die zehn l"undamental- 
punl~te gemdin habe% welche im Allgemeinen beliebig licgen. 1)en letzteren 
entsloreehen zehn Geraden der ~ .  -- Dieselben schneiden sich wechsel- 
weise nicht. 

.Den zehn Curven dritter Ordnung durch muff der zehn Fundamen- 
talpunkte in 27, ents2reehen zehn ebene Curven drifter Ordnung Z a 

.Den 45 Verbindungslinien der zehn _Fundamental!ounkte ent~Nreehen 
45 Kegelsch~zitte der F: ~. 

.Den Geracten~ die durch einen .Fundamenta~punkt hindurchgehen, 
entsprechen Baumcurven C a tier F~ ~. 
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Je zwei Kegdsehnitten i~ -,,.~',, die ~'esl~ective. dutch die zehn F.muta- 
mentalpm~ktc gehen, c~#~2rceI~en ein Paar yon ~au meurce'~ C :~ dcr 1".,. ~, 
die in einem 173 liegen. Es gicbt 120 solche P, tare. 

Ebzer Curve viertc.r O,~:dn~mg in X.,, die cinch Fm~d, mentaTpmdct als 
Doppelpu~kt ha~ m~d &treh die iibrigen hi'n~b~rch[leht, c~/s'pricht eh~e 
C ~ do" ~.J', die ' in einem I~. 3 liegt, wdcher church ei~ze Gerade der l, Taehe 
h,in~h~rehgeld. , 

De~z 45 C 4 yon 22z, die zwei 1,'~,ndam~e~#aOm~dde at.~ })oppdl)m~kle 
haben w~d dureh die iibroen hindurchgeh(;~ , e~#spred~e~ Cm'ven. C t 
der F~';~ die respective in de,n 45 lliiumen lt:; liegen, wdchc dm'cb die 
zehn Geraden der 1~', ~ zcvei zu z~vei beslimmt wcrden. Alle~ C a d~o'ch. 2 

aeht der zehn .~'m~damcnhdpunkte i~ ~'=, enlsprechc~ ('~wv~'n C ~ 
der F.~ ~, deren I~(iume 1~:~ dutch der~ Ke(jelsch~itt geho~,, wetcher dem 
verbindendc~ Strahle der zwei iibr~lcn 1,'undamenia?lm~kte ct#spriebt. 

62. Projiciren wir je~zL die b;J ~ yon einem beliebigen PunkW. A,~ 
des R 4 in einen Raum ~5'3, s'o erhiilt man einc I"z'~ ~ welehe, wic man 
leieht sieht, eine i)oppelc~rve siebenter Or~b~ung besilzt. D~ dutch A o 
eine dreifache Secantengerade der 1~ '~ geht~ so hat die ~"~ cb~en 
triplanaren I~m~kt, der in die Doppele~rve selbst [~illt. 

Die ~ ' ~  hat zehn Geraden, end es giebt zehn ]';be~wn (die de~t 
Czcrven Z'a der ~,~ entspreehen), welehe die I,'~' ~ in zwei Cu,rven dr#tot 
O r d ~ n  9 sehneiden. 

In ~naloger Weise finder man flit die 1'~'" die ent~preehenden 
S'2~ze zu allen andern Siitzen dec vorigen Nummer. x-) 

Man kaun dic ~e ~ insbSs(mdere aus einem ihrer Ptmkte projieiren. 
Man erh~lt dann in S 3 eine 1~'~, welche eine Ooppelcurvc drif, ter ()rd- 
~mng besitzt~ wie aus der vorigen Nummer hervorgeht. 

Andere interessante Fl'~chen erh:~H~ nl~ut in S 3, wenn man den 
Projeetionspunkt in versehiedenen andern Lagen gegen dia b2~ amfimmk 

tYenn die ~'zeugu~gssyste~zm der ~.J' sl)eciell si~zd, so bekommt 
man speeidle ~ ,  -F2:', IQ  ~ des 2R~, "~nd du,reh I)rq]ection erhiilt 
man in S~ speeidle ,in ether JEbe~w einde.~#ig abbildbare Fiachen 
~F~ "~, F~' ~, F.~" ~, F.~':', die ieh der K[irze ha|her nich~ wetter studircn will. 

63. Endllch ~,ollen wir etwas tiber die I~ ~ des J:~, ,lie dutch 
vier collineare GebiIde drifter Smfe erzeugbar ist, mittheilcn. 

Die F.,~ ~ ist Punkt  fiir ]:'unkt in einen Ilmm~ 22:, abbildbar uud 

man erh'~l~ folgende S.~tze: 
Vier eollineare Oebihle No(o, . � 9  So (4) driller Sh@ .in R.~ erzeugen 

e inc 3-di~nensionale Fliiehe 1'~ ~. #ie besitzt zwei eo~fltgirte Erzeugungs- 

*) Es scheint mir diese Fl'~che /,~'~ des Ks ganz neu zu seia, obgleich 
Clebsch ,  Cremona und NO~her mit andcre~ in eiaer Ebene eindeutig ~bbild~ 
b~rea ~'~'~, welche ~t~ch 10 Gcraden besitzen, sich beschi~ftigt haben. 
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systeme drifter Stufe, welchen zwc4 Systeme yon ~ormalcurven C ~ und 
zwei Systeme vo~ IP26 ents2rechen. (Nr. 47.) 

Zwei fflgehen I'~,~ G, die verschiedcnen Systemen angeh6ren~ l@gen i~ 
einer 2~ s. 

J~'ine C ~ und eine I,~ 6 desselben Systems treffen sich in c4nem und 
nur in einem _Punkte, sofern die C 4 nicht selbst in F2~ liegt. Zwei F~ G 
desselben Systems sehneiden sieh in ehwr C 4. 

.Die zwei Systeme der I,~ 6 und der C 4 sind gleichbereehtigt. 
Die f f  a hat c~ viele Geraden, die den _Punkten einer C TM des 

Bildraumes Z' 3 entspreel~en. 
_Es 9iebt ~2 vieIe I~benen, welche die F3 '~ i~ zwei Kegelschnitten 

schneiden. 

Ich habe in dieser Arbeit die n~ichtstliegenden projec~ivischon Be- 
ziehungen zwischei~ den R~iumen yon verschiedenen Dimensionen 
behandelt; es bleiben aber viele interessante Fragen nicht nur fiir den 
Raum yon n Dimensionen, sondern aueh fiir den gewShnlichen Raum 
zu erledigem 

L e i p z i g ,  im Sommer 1881. 


