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Alle Nechte, Lefonders vas RNedhit dey iiﬁn‘fr{umg in frembe Spraden,
werden borbehalten.

Povivort,

Die vorliegende Abhandlung bildet eine widtige Grgangung au
meinem vor brei Jahren erjdienenen metapf)l)ﬁfcfymatbematifcf)en
Werfe, Wabhrend i) midh in biefem lefteren auf den Gtanbpuntt
ber ftrengen SQogif geftellt, und, wie bdies bei einem exaft fein
tollenden Methaphyfiter nicht anders fein fann, eine Her Wictlichfeit
entjprechende Mathematit gefucht und gefunbden habe, Habe idh mid
bier auf den Standpuntt der fogenannten ,veinen” formalen Qogif
geftellt unb wvon bemfelben aus meine Geometrie neben der geltenden
al eine blof logifch mbglide hingeftellt. Der hier eingenommene
Standpuntt it alfo ein neutraler Boden, auf dem bielleiht die Ber=
ftandigung mit dben Gegnern meiner neuen Geometrie (unb fiehat itbrigens
bis febt nur Gegner) leichter gu exzielen fein wird, als bies auf dem
Gtandpuntte des ftrengen Weetaphyfifers, der nur bdas Wirtliche (vefp.
bas wirklidy Mogliche) fitr das BWahre Halt, mbglic it Auf dem
neuen Standpuntte fallen ndmlic) alle Hie metaphyfifhen Schwierig-
feiten fort, mit denen bdie meue Geometrie in ifhren erften. Grunb-
lagen au fampfen Bat, und Hie fonfefutive bHistrete Raumform wird
au einer logifth mindeftens ebenfo beredjtigten Raumform, wie dics
filv bie infonfefutive fontinuierlige Raumform faft ausnahmslos an-
gentommen wird und fiv bdie infonfefutive distrete Raumform von
bielen Geiten jugeftanben (vort vielen anbdeven wieder beftritten) wich.
Dte formelle Moglichteit Her beiden letteven Formen fann, wenn
man fid) nur den Unterfchied der formellen von bder Yogifdhen Mig=
lidyeit in eigentlidhem Sinne ¥ay bevgegenidrtigt, gar nicdht in Np-
rede geftellt werden, und i) glaube, dafp man basfelbe audy fitr bdie
fonfefutive Higtrete Raumform, die Raumform der neuen Geometrie,
nad) meinen nunmehrigen Ausfithrungen wird anerfennen mitffen.




Dorwort,

Yuper diefer erften widhtigen Folgevung in begug auf bie fon-
jefutive Nawmfjorm und bdie fitv diefelbe geltenbe Geometrie, die fich
auf dem in biefer Abhandlung eingenommenen Standpuntte ergibt,
befteht nod) eine aweite nicht minber widstige Folgerung in besug auf
biefelbe, und dies ift bie linabhingigfeit der fonfefutiven Raumform
bon ber Frage nad) der Wahrheit des Finitidmus und bes Jnfini-
tismus. Jn meinem Werte Hhabe idh bie logifhe Notwendigkeit dex
fonfefutiven Raumform aus bder logifdhen Notwendigteit bes Finitis-
mus tefp. aus ber logifdhen Unmbglichfeit des Sufinitismus bedugiert.
Hiev aber wird bdie Fonfefutive Raumform ganz unabhangig von bem
ginitidmus al8 eine formell mbgliche aufgeftellt, fo daf man gany
wohl Jnfinitift fein und trogbem die neue Geometrie vertveten fann.
Wem e alfo um Jufinitidmus um jeden Preid zu tun ift, der fann
e3 aud) auf dem Standpunfte ber neuen Geometrie Bleiben, ja c8
ftimmt jogar biefer neue Standpunft mit dem avithmetijGen Sn-
finitidmus beffer itberein, al8 bies fiir bden Standpuntt bex geltenden
Geometrie mit thren infonfefutiven Raumformen gilt, da ja bie un-
endlid) fein jollende Bahlenreihe ebenfo aus fonfefutiven Glementen
beftehtttoie bie fonfefutive Raumform.

Die allgemeine Iogifdhe Mbglichfeit der fonfefutiven Raumform
cinerfeits, die Unabhingigteit der neuen Geometrie von dem Finitis-
mus anbeverfeits find alfo die beiben vornehmiten Refultate unferex
Abhandlung. Jn bdiefelbe Habe i) aber nod) eine Unterfudhung ein-
gefdhobert, die diefem allgemeinen Plane berfelben gar nicht entfpricht,
©o fehr es mir in dem allgemeinen Plane der Abhandlung audy lag,
ben Jnfinitismus mit der neuen Geometrie ju verfdhuen, fo ftellte e
fi) miv dody bei ndhevem Bufehen Heraus, daf biefe BVerfohnung,
ftreng genommen, gar niht mdglich ift, und baf der Sufinitismus,
auf bdie fonfefutive Raumform angewandt, ju Widerpriichen fithut,
bie viel offenfundiger find, al8 dies bei feiner Ynwendung auf bie
iibrigen Raumformen (bei diefen lebteren in erfter Reihe in bejug auf
ihve Ausbehnung und exft in sweiter auf ihre Punttangahl) der Fall
ift. Und fo habe id) nidht wmbin Eonnen, bdiefe Widerfpriihe in

cinem befondever Abjdhnitt Hervorjuheben und bavauf eine neuwe Be-

gritnbung e Finitismus ju grinden. Derjenige, dem der Jnfinitis-
mug eine logifth notwendige Doftrin au fein fdeint, wird allerbings
in meinen biegbesiiglichen Ausfithrungen entweder Yauter Srrtitmer
erblicter miiffen — bann Beftehen fitv ihn Feine Bedenfen mebr, feinen
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Dorwort, g \Y%

Gtandpuntt mit demjenigen der teuen Geometrie au verfbhnen —
ober er wird, wenn er bag nidht tut, die fonfefutive Raumform ver=
werfer und nur eine mit der unbeftimmien Gndlichteit fachlich iiber=
einftimmende unendlihe Ausbehnung der infonfefutiven ujchreiben.
Aus diefen Gritnden Balte idh alfo bdie Cinjdyiebung bdiefer Unter=
judung in bdie Abhandlung fiir gevechifertigt, bemerfe aber, dap der
JSnfinitift diefen Abdhnitt aud) gang itberfpringen fann, wenn er ein
Ganges in feinem Sinne durcdhaus Haben will.

Bie man fidh nun aud) ju den eingelnen Ausfithrungen biefer
Abhandlung ftellen mag, id) hoffe, daf man in derfelben jebenfalls eine
Unterfudung iiber die in wahrem Sinne typifdhen Roumformen und
Geometrien finben wird, die bisher meines Wiffens gefehlt hat. Man
bat in leter Beit von nidjt-eutlidijthen und anderen Geometrien biel
gefprochent, dabei aber die lehte Struftur des Raumes immer in einem
ober Hodhitens in wei verjdhicdenen Bebeutungen in Betvadt ge:
sogen.  Gine fyftematifhe Unterfuchung der Raumformen in biefer
leteren Hinficht hat aber bisher gefehlt, und diefe empfindliche Litce
in bev allgemeinen Geometrie ausjufiillen, ift aud eine dex Aufgaben
biefer Abhandlung.

S fage abfihlich: eine der Unufgaben biefer Abhandlung.
Denn fo widtig diefe Unterfudyung an und fix fi) audy ift, fo Hat
fie dbod), ftreng genommen, nur einen vorldufigen Wert, denn dhlieh-
liy miiffen wiv und fiir eine der formell moglichen Raumformen und
Geometrien al8 die logifd) notwenbdige entjheiben. Daf biefe Gni-
jlheibung im Ginne dbev neuen Geometrie ausfallen wird, daran Hege
idy Teinen Bweifel, und die gegenmwirtige Abhanbdlung ift, wie oben be-
merft, aud) af8 ein widtiger Beitvag in diefer Ridtung zu betrachten.

Dr. Branislatr Pefvonievics,
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typifden Raumformen, auf bie fieh dicfe acht auf dem formellen Stany-
punfte der Mathematit suriictfithren.

Bweifer AOIhnitt,
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digtrete Geometrie filr alle Formen derfelben uncingejhrantt gitt.

Dritler WOThnifs,

Die fransfinifen Balilen wnd bax honlehufive Dishrefunr

Die transfiniten Zahlenlehren Kantors unp Bevonefes. Grundsiige der frans-
finiten 3ahlentehre Kantors. Unterfdjicde wifdhen der avithmetifchen toofl-
georoneten Menge 1, 2, 3, . . . . Viooo o wound der entfpredhenden
geometrijdhen (Eonfefutiven) toohlgeordneten  Punttmenge (w+ 1) Die
aug biefen Unteridhieden fich ergebenden Sdwierigleiten, die trangfinite
Bahl o RKantors auf die Tonfefutive Punitmenge anjuwenden. Die
evfte ntwort auf die Trage, welde Ordinalzahl dem bem o:=Bunfte in
ber geometrifen Punttmenge (w + 1) unmittelbar borausgehenden Puntte
entipricht, und die Unmbglidgleit derielben. Die giweite Antmort auf biefe
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fein @Ieicbr)eiigfriterium), breiggibt, und bie Unmbglichleit Derfelben.
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Deiden Grundvorausietungen Rantors (bte Bahl w und Has Gleichheitstri-
terium der eindeutigen Buordnung) preisgibt, auf die fonfefutive un-
endlidge Punttmenge nidht anwenden [aft.

Nachoeis, daf ber lefte Wefprung aff diefer Wiberfpriiche in v Ingifchen
Unmbglichleit bes Beltehens dex transfiniten Bahl o Rantors in dem fon=
fefutiven Distretum liegt,  Der barvaus folgenbe Tundamentaljay, daf
iede aus fonjefutiven Punften beftehende Bunttutenge, die einen erften und
einen legten Puptt Hat, nottoendigermeife endlid fein mug. Die drei
jungen, die fidh auf ven Widerftreit der avithmetiihen wohlgeordneten
Menge 1, 2, 8, 4, ., ce Ve oo und der entipredenden geontetrifdjen
wohlgeorbneten Punttmenge BHezichen. Die evfte 8bjung, mwelde in der

“evften die Bahl o und in pey groeiten den Puntt () Beftreitet und beive
fliv unbeftimmt endlich erfint, Die jtveite Wfung, weldie entiweder bie
Bahl o in der erften behauptet, ben o=Puntt in der sweiten dagegen be=
ftveitet oder biefe beiven gleidhermafen beftreitet, bie Deipen Mengen aber
fiir aftuell unenblidh evflivt, Die dritfe Sojung, welde bie [ogifdge Mig-
Lihteit Des fonfefutiven Distretums iiberhaupt Beftreitet.

Nadhroeis, dak diefe leptere Rbfung ben Nnendlichleitsvertreter nuy
fdheinbar von Hen Sdwierigeiten deg Unendlichteitabegriffs Defreit, 1n-
mbglidhfeit dex unendlid) fletnen Strefe i Raume, wenn dle unendlidh
grofe Gerade erfrer Orbnung mit hem Gubdpuntte im Unendlichen nicht
gugelafien wird, Nadjieis diefer Unmiglichleit im Tonfefutiven Diskres
tum. Nadweis berfelben im infonjefutiven Digtretum. Nadhreis der Not-
wendigfeit per unendlid) feinen Strede im infonfefutiven Distretunm,
wenn in demfelben unendlid) grofe Geraden hiherer Ordnung sugelaffen
werden, l’"(ﬁevtmgung derfelben ©dlupfolgerungen auf dag Kontinuwm,
hergang jum nidjften Abehnitt,
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Ginleitung,

Jn ber vorliegenden Abhandlung ftelle ich mir sur Aufgabe, das
Berhdltnis der thpifchen Geometrien gum Unendlidhen mbglichft vol-
ftandig gu beftimmen. Diefe Aufgabe fohlieft einerfeits bie Veftim-
mung dev thpifden Raumformen und andeverfeits bie Unterfuchung
be3 Berhaltniffes Hes Wnendlichen 3u diefen leteren in fih, Die
etftere bon diefen beiden Unterfuchungen fet wieder bie Beftimmung
aller formell miglicen Raumformen itberhaupt voraus und Hie leftere
fithet 3u ber Unterfudjung der widtigen Frage nach der {ogentannten
Madytigteit des Kontinuums, Und jo gliebert fich alfo bie allgemeine
Aufgabe bdicfer unferer Abhandlung in vier fpegielle Aufgaben, die
wir demgemdh in Hen vier Abfchnitten, in die wir unfeve Abhandlung
tetlen, behandelnn werben.

Sn dem evften Abjdhnitte berfelben werden iy alfo gunddft alle
bie formell miglidjen Raumformen beftimmen, um dany bon ihnen
biefenigen auszufdieiden, die von befortberer Bedeutung find.

i dem gweiten Abjdhnitte werden wir bann von diefen leteren
Weiter biejenigen audideiden, bdie wvon thpijher Bebeutung find, in-
bem wir bdie fiir biefe typifchen Raumformen geltenden thpifdyen
Geometrien aufftellen und ben @eltungsbereich Her lefteren in bejug
auf bie erfteven feftftellen erden. Das widtigfte Refultat biefer
Unterfudhung wivd in bem Nadweis beftehen, daf bie filr bas enbd-
lidge fonfefutive Distretum geltende biskrete Geometrie, deven Grund-
bringipien i in meinem metaphhfich= mathematifchen Werfe qus-
fithelidy bargelegt habe, und die neben ber geltenden fontinuierlicgen
Geometrie qf3 thpifd) 3u betracdjten ift, fig ohne Ginjohrantung

U Pringipien ber Metaphyiif, 1. Vand, 1. Abteilung, Allgemeine Onto-
Ingie unbd bie formalen Rategovien. Mit einem Anbang: Elemente der neuen
Geometrie und pyej Zafeln mit 56 geometvifden Figuren, Heidelberg, Garl
Winter, 19044

%Ettonichics, Die thpifden Geontetrion. 1




2 Cinleitung.,

auf einen fonfefutiven, aus unendlid) vielen Punften beftefenden
bigfreten Raum itbertragen lagt, wibrend wiederum fitv dag in-
fonfefutive unendlidhe Diskretum die fontinuierlige Geometrie (bie
Beometrie bes Rontimuums) fig) als uneingefdyvantt geltend evieift,
Durd) bdie Ubertragung ber bistreten Geometrie vom enbdlidjen auf
bas unendlide fonfefutive Distretum erieitern wir Has Geltungs-

gebiet des Jnfinitismus, dey fich bisher mit der fontinuierlichen und

ber infonfefutiv-bistreten Raumform identifigiert hatte, exheblich, in-
bem wir ihn mit der newen Geometrie, bie ihn im Pringip aufpu-
heben fchient, verfohnen wollen,

Sm britten Abdnitte wollten iy bann, wasg Has Rejultat und
bie ftilljhmeigende Borausfeung des jmeiten ar, bie Mbglichfeit
ber Crweiterung des Jnfinitismus im Sinne ber Anwenbdung besfelben
auf bie Fonjefutive Raumform, aud)y vom Stanbdpunfte ber ftrengen
Bogif aus unterfuden. Und als Rejultat diefer Unterfuchung ergab fid
ung bad gerade Gegenteil beffen, was iy urfpriinglicy wollten: Statt
bie Moglichteit ber Untwendung bes JSnfinitismus auf die newe Raym-
form, von ben allgemeinen Ingifdyen Griinden gegent den 1lnendlich-
feitgbegriff abgefehen, nadaumweifen, waven wiv Hald genbtigt eingu-
feben, baf biefe Antendung undurdfithrbar ift wnd baf in biefer
Unburdfithrbarfeit ein neuer Beweis per alfgemeinten Wahrheit Hes
ginitismus gu erbliden ift. Und fo fteht diefer britte Abjehnitt unfever
Abhanbdlung, was den alfgemeinen Standpuntt und die Refultate Her=
felben anbetrifft, im Gegenfal 3u den beiden erften unb bem folgenden
lefsten: Wahrend wiv ung in biefen breien auf den Ctandpuntt ber
fovmellen Togifdjen Mbglichteit ftellen und Hie Antoendbarkeit Hes
JSnfinitismug auf die fonfefutive Raumform, deven formelle Mibglich=
feit, wie in dem exften Wojdhnitte audgefithrt wird, nidyt in Ahrede ge=
ftellt werben fann, fidh als Refultat diefes Standpunttes ergibt, ftellen
ir ung in bdiefem dritten Abjdinitte auf den Stanbdpuntt der reellen
logifdien IMbglichleit (itber den Unter|dhied biefes Standbpuntts von
bem vorigen vergl. man den Cingang bes erften Abjchnittes) und als
Refultat erqibt fidy die logifehe Unmbglidyfeit des Jnfinitiamus, Diefer
britte\%[ﬁfcf)nitt bietet {o eine neue logifche Begriindung bes Finitiz-
mus, die von berjenigen in meinem obent erwahnten Werke gegebenten
barin abiweidit, daf, wahrend dort aus der Kritit Hes abftvaften Un-
endlidhleitsbegriffs auf Hie Ingifthe Moglichteit der fonfefutiven bis-
Treten Raumform gefdhlofjen tourde, hier umgefehrt von ber logifdyen

Einleitung. 8

Moglichleit diefer lesteren ausgegangen und daraus auf bie Unmig-
lichfeit Des Jnfinitismus gefthloffen wird. Dies wird fo ausgefithrt,
baf ausfithrlid) die Unwenbung dex trangfiniten  Bahlenlehre Can-
torg und Veronefes (insbefoudere dHer erfteren) auf dag fonfefutive
Oisfretum unterfudht und dHann bdie lefsten logijthen Griinde aufges
geigt wevden, bie bdie Unmbglichleit diefer Anwendung ferbeififren,
Am Cnbde biefes britten Abjhnittes werden dann nod) fehr widptige
Ronfequengen in besug auf bie Mnendlicdheit ber Ausbehnung nadh
obent und unten bei ben itbrigen Raumformen gegogen, die fich) aus
ber bvorhergehenden RKritif Hes Unenbdlidyfeitsbeqriffs ergeben, felbft
wenn die gange Grundlage biefer Kritif, das fonfefutive Raumbis-
fretum, al8 Iogifd) unmbglic) verworfen wirb.

Jm vievten Abfdhnitte {dlieflich unterfudjen wiv, inbem wir uns
wiederum gang auf den formellen Standpuntt der betden erften Stanb-
puntte ftellen, die Frage der fogenannten Madtigleit des Kontinuums.
Wiahrend nun bie brei erften Abihnitte unfever Abhandlung bdie fyfte:
matijhe Darftellung bder entfpredhenden Probleme exftveben, Habe id
mid) in diefem legten Ubjohnitte nur auf bas Notwendigfte bejdhrinkt,
inbem i) mur davauf Hinweifen wollte, wie fih bas Kontinuumpro:-
blem geftaltet, wenn die fogijde Moglichfeit ber fonfefutiven Raums=
form gugelaffen wird, A5 Refultat biefer Bemerfungen ergibt fidh,
baB bas Problem bes geometrijdien Kontinuums von bemjenigen bes
arithmetijhen Qontimuums ju trennen ift und baf fih) das erftere
Problem dann leicht Iofen laht, wdhrend Haz weite nad) wie bor,
ungeldft bleibt.
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Grfter RAbIdmity,

Buffellung aller Tormell wiiplidien Raum-
fornen,

Unter dem formel Miglichen verftehe idh hier (und in bent Laufe
Der Abhandlung itberhaupt) dadjenige, was gewdhnlich (unberechtigter-
weife) al8 logif mbglid) begeichnet itd, b. 5. alles basjenige ift
formell moglich, beffen allgemeine Cigenfdyaften in feinem unmittelbaren
Widerfprude mit feiner Definition als foldher ftehen. Dagegen ift
bei miv nuy basjenige in ftrengem Sinne alz logifd) miglicy 3u be-
geidnen, was audh reell mbglic) ift, b, p. Deffen Cigenfdaften nicht
nur Cigenjdaften eines in Worten befinterten Gedanfenmefens, fonbern
aud) Cigenjdaften eines in Her WirklicFeit beftehenben (refp., beftehen
fonnenbden) vealen Wefensd find, Gs bieBe aber fih in ben Gtreit
itber bas Verhiltniz dey Logif jur Meetaphy it vefp. bes Denfens jur
BWirtlichfeit einlaffen, wollten wir hier bHie Beredhtigung biefes nter-
{dhieds naher nadyweifen. e erwibne benfelben nur, um den Stanp-
puntt, auf ben id mid) in bdiefem Abfdynitt der Abhanbdlung ftelle,
gegen Denjenigen abugrenzen, ben id) in bem dritten Abjdhnitt ein-
nehmen werde und den id) in meinem oben exwdhnten metaphyfife-
mathematijhen Werke eingertommen Habe, Dier in bdiefem Abfchnitte
aber will i) alle bie Raumformen, die fid), formell genommen —
fovmell in bem eben erflgrten Ginne — Henten laffen, feftitellen, ohne
mid) in bie Frage nad) ihrer veellen (vefp. Yogifdhen) Moglichteit ein-
sulaffen, bie dann aber in dem britten Abjdynitte nur yon einer be-
fonberen Geite beleudjtet werben wirh, ba bag Ubrige in dem oben
erwdhnten Werke johon audgefithrt wurhe,

Wenn wir uns nun nad) den Gefichtspuntten umfehen, denen
gemdh Diefe Aufftellung der formell mbglien Raumformen 3u ers
folgen Bat, fo ift feicpt eingufehen, baf biefe Gefidhtapuntte nur Hie
leten, aufeinander nidht guritctfiGrbaren Cigenfhaften Hes Raumes
betveffer fonuen, mogen Ddiefe mehr formaler nber mekhy inhaltlichey

Aufftellung alfer formel mdéglidien Raumformern. 5

in. Die formale Seite bes Raumes befteht und fafm nu
iatfzirnef:etggiftengarz liegen; bie infaltliche Seite besfelben bejieht ﬁfi)
aber auf bie Avt und Weife feiner %u%e@nun.g, . . darauf, n');e
befchaffen und in was fiix einem ﬂ}erf)dIt'm? feine %Iuﬁbef)nungﬁtet'e
sueinander ftehen. Jn diefer lehteren @mftd)t Beftef)ep entmeber‘m
bem Raume Feine einfachen Teile, ober e3 find fn'Ic[)e einfaden Ee;[e,
bie Roumpunite, davin al3 bdeffen lehte $eftunbteﬂe borhanden, drtn
erften Talle werden bie einfadjen ‘.Bunft'e in bem ﬂ%aur'ne bIo'ﬁ gebad%I !
. . fie find darin in vein fittiver @etfe norf)anben', tm 3weiten a g
bilben fie bagegen bie lehten wirflidien Beftanbdieile beﬁi'elbe’n. D)
fittiv ober wirklid) vorhanden, in jebem Falle }E)aben bie etnfad)}an
Puntte im Raune gewiffe grundlegende BVerhaltnife, nadg) ben?n ﬁd’)
berfelbe in verfdhiedene Grundformen fpaltet. @ntmeber'ﬁnb bt; ;m:
fachen BPunfte, aud benen der Raum befteht, alle von einer und ders
felben Avt, ober ed find wei Avten non'foIcI)en %Raumpun'ften .'nm:=
handen: im erften Falle ift 3wifchen 3wei S'Bunften ftets ein britter
Puntt von develben Art vorhanben, im gweiten Falle dagegen f)gben
it fhlielich swifdhen toeien Punften einer und beri?lbet} Ant embe'n
bagwifchenliegenden Punft von anderer rt, l@nb fchlieplich fann ;e
Anzahl der Puntte im Raume al8 eine uneni')hcf)e .nber ald eine er; b:
lidhe gedbacht werben. Demgemdp ift o3 Ietcﬁt'etnaufef)?n," baf ut:
folgenben vier Gefichtspuntte in erjdhdpfender Weife alle die itberhaup
aumjormen Deftimmen: '
benfbi.ret;h‘;}; bein Gefidytapuntte der Realitat ift eit Raum ent-
weber leer ober veell. Seer ift ber Raum, wenn ex ein Beionbereg
Wefen neben dbem reellen Seinsinhali bebeutet (mag man fich bet'x=
felben af8 ben objeftiven abjoluten Rawm neben ber'rec}len Materie
im Ginne Jewtons ober ald eine Anfhauung a pr11or1 neben' b;m
reellen Empfindungdmaterial im Sinne Kants benfen?). §Re;e[[ ift bex
Raum, wenn er mit dbem vealen Geinsinhalt 3ufammenfgﬁt', b. .
wenn die Ausdbehnung die Befdaffenheit biefes 're2aIen Geinginhalis
felbft ift (Uriftoteles, Desfartes, meine ‘metapbl)fff ). i
2. Mad) bem Gefichtapuntte der Teilung (in Punkte a'IQ toirf:
lidhe oder fittive Raumbeftandteile) ift eirf E]’cau'm entweber fnnttnuterj
lihy ober bistret. Rontinuierfich HeiBt ein Raum, beffen (auﬁge-
1 fiber bie teelle Unmbglihteit eined folhen Raumes vergl. man meine

JPringipien ber Metaphyfif 2. ..., ©. 168—171,
2 Ih, &, 171.
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behnte) Teile aftuell gav nidht voneinander getrennt find, bey alfo
aus wirkli geteilten Teilen (in lehter Snftang einfachen Puntten)
nidgt Defteht (jo wird bev Raum von Newton und von bder itber-
wiegenben Mehraahl bdev Bertveter der geltenden Geometrie — in
neuefter Beit befouders von BVevonefe — aufgefaBt).!  Distret feift
ein aum, deffen (ausgedehnte) Teile wirflidh) voneinander getvennt
find, ber aljp aus wirflidhen Teilen und in lehter Snftang aug ein-
fadjen (unausgebdehuten) unteilbaven Puntten befteht (Bolzano, Cantor,
neine Metaphyitf und viele Yeutigen BVevireter dex geltenden Geometric).?

3. Nady dem Gefihtspuntte der Sequeny der einfacdjen Puntte
ift ein Faum entweder infonfefutiv oder Eonfefutiv, Jnfonfefu-
tiv Beifgt ein Raum, in dem zwijdhen jwet Puntten ftets ein dritter
Punft von derfelben Art dagwifdhenlieqt (fo ift ber Ffontinuierliche
Raum dev geltenden Geometrie und ber distrete Bolzanos und Can-
tora infonfefutiv). Ronfefutiv Yeift bagegen ein Raum, in dem in
legter Jnftans swifden zwei Punflen fein bdritter PBunft mehr von
berfelben At dagwifdhentiegt (ber bisfrete RNaum wmeiner Beometrie
ift ein joldher Raum, benn in bemfelben liegt wifdhen 3wei reellen
Mittelpuntten, die fih) miteinander unmitelbor bevithren, fein foldher
mehr Dagwwifthen, ba der Ddazwifdhentiegende Punkt nicht mehr veell,
fonbern {rveell ift).

4. Nad) dem Gefichtspuntte der Sahl (ber einfachen Puntte) ift
ein Raum entweder unendlid) oder endlidh. Unendlid) Heift ein
Raum, in dem eine unendliche, endlich, in dem einte enbliche Anzah!
bon Puntten befteht (fo ift ber Raum der geltenden Geomelrie une
endlidh, derjenige unferer newen endlidh).

DBon Dbiefen vier Gefichtspuntien, denen gemdB die Auffudhung
aller itberhoupt dentbaren Raumformen au erfolgen Hat, hat die bis-

t {iber bie Togifthe vefp. veelle Unmbglichteit eines foldhen Raumes ib.
©. 231—244,

2 €8 ift fehr widtig, den Unterfdied awifdhen Den ausgebehnten Teilen
be8 Raumes und beffen unausgedehnten Teilen, den einfadhen Puniten, u
madjen, denn nur auf Grund diefes Unterithieds laffen fich Die beiben folgenden
Gefihtapuntte (Gefihtapuntt 3 und 4) wiberfpruchslod aufftellen, da fie nur in
begug auf bie einfachen Seile, nicht aber in begug auf bie ausgedehnten, gelten.
Denn aud) in einem in Hegug auf bie Puntte infonfefutiven Raume find bie
audgedelhnten Teile (3, B. die Jeilftvedten einer gangen Gtrece) in Yebter Sn=
ftang fonfefutiv und ebenfo fann in einem Raume die Bahl der ausgedehnten
Teile (nad) vben) endlidh fein, wihrend die Angahl der Punfte dabei unendlich ift.
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herige Mathematit nuv den jweiten, und swar erft in dex lefsten 3Beit,
voll Dbevitfichtigt, wahuend fie in dem Odritten und vievten bis jet

~ nmur die Merfmale der Jnfonfefution und der Unendlichheit beriick-

fidtigt, bagegen bie entgegengefesten Merfmale bex Sonfefution und
ber Gubdlidhfeit gang aufer adjt gelaffen und in bem erften faft aus-
flieBlich bas Meerfmal dev Qeevheit in Betvacht gegogen. Der lehte
Grund bdiefed Nictberittfidhtigens o fundamentaler Mertmale liegt
in ber Nidytberiidfichtigung bes dem lestermahnten entgegengefepten
Mertmals der NRealitat, Denn wenn einmal bie Mbglichfeit bes
veellen Raumes in Betvacht gegogen wird, dann laft fih bag Mert:
mal dev Disfretion von bem Teeven auf den rveellen Raum ithertragen,
bann aber hindert nicdyts, bie veellen Puntte fich als fonfefutive 3u
benfen (wag in dem leeven Raume wegen der Seerheit dex Puntte un=
migli) gu fein fdheint, da bann dev swifthen gwei foldjen Buntten
liegende Punft wiederum Yeer gu fein {eint, wibhrend bei dem reellen
Raume bdie beiden fonfefutiven Puntte einerfeits und der fie trenmnende
oleeve” Puntt andeverfeits ohue weiters wei verjdhiedene Puniten:
avten Ddarftellen), in weldjem Falle bann aud) bie MiglichFeit der end-
lidhen Anzahl der Raumpuntte leidht eingefehen wird.

DaB man aber dasd Merfmal der Realitdt in der reinen Mathe-
motit nidt beviidfidtigen will, fiegt nur an einem IMifgverftindnis
threr formalen Natur. Man glaubt namlidh, durdy die Bevitdjidhti-
gung bed veellen Raumed jugleih den formalen Boden der veinen
Mathematit verloffen und fidh anf den Boden ber mathematifhen
Metaphyfit geftellt su haben. Dies ift aber ein Syrtum. Denn Hie
reine Mathematit fann nidht von bder allgemeinen Realitdtafrage bes
Raumes (ber Frage, ob ber Raum ein befonderes ,lecres” Wefen
neben bem rveellen ihn erfilllenden Seindinhalte darftellt, ober mit
biefem lepteven — af8 beffen blofe formale Ovbnungsform — ju=
fommenfallt) in bem Sinne abftrahieren, baf fie itberhaupt feine An-
nafhme itber deffen RNealitdtsart madht, fondern nur in dem Ginre,
baB fie fih in bie Diskuifion ber Frage nadh) bder Berechtigung einer
bon ihr vorausgefehten Realitdtsart nidt einlaft. St dem aber fo,
bann ift 8 infonfequent, in ber veinen Mathematif nur ben leeven
Raum ald formelle logifdhe Mbglicheit 3u bevircfichtigen, weil Has
eben BeiBt, nur ein foldher Raum fei aud) in ber Wirklichleit dent:
bar, man ftellt fih alfo nur befto entidhiedener auf den Boben der
mathematijdhen (und gwar einer beftimmien mathematifchen) Metas
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phyiif, je mehr man nur ben feeven Raum als logifche Moglichfeit
betont. Dddjtens founte man in dber veinen Mathematit von dex
Realitdtsfrage bes Raumes nod) in dem Sinne abftrahieren, baf man
feine beftimmte Annahme in diefer Hinfidht iber den Raum madht,
nur darf man dann, wie gefagt, widht aus den Augen verlieren,
baf, fobald ber Raum al3 beftehend gedacdht werben foll, bexfelbe
entweder ald veell oder ald leer ju denfen ift, benn Bedentt man dies
nidt, dbann fann man Yeidht ju dem faljchen Sduitt verleitet toerdern,
bie bloBe Abftrattion der vein geometrifhen Seite bes Raumes 3u
einer befonbeven Realitdtgart bes Raumes ju madien, in eldjemn Falle
man dann gleidjam u einer ,Yeeren” Raumform gweiter Potens ge-
langen twitvde (in Waheheit ift audh bie ,leere” Raumform exfter
Poteng in erfter Rethe auf ahnliche vt und Weife aus der reellen
entftanden). Der von unsd in bdiefem Abjhnitte eingenommene Stand-
puntt ift bemnad) eingig und allein al3 der walhre formelle Stand:
puntt ber reinen Mathematif ju begeichnen, und wir gehen nunmehe

bagu itber, aus ben obigen vier Gefichtspunten alle bie itberhaupt,

b. . alle die formell denfbaven Raumformen zu bebugieren.

Wm nad) diefen bier Gefidhtspuntten alle die itberhaupt denfbaren
Raumformen gu beftimmen, ift e3 offenbar gundchit notwenbig feftju-
ftellen, in was fitr Berhaltniffen die in diefen Gefichtspuntten ent-
haltenen Raumpradifate jueinanbder ftehen, refp. welde von thnen fich
alg Prabdifate eines und bdesfelben Raumes denfen laffen unb weldhe
nidt. Die Reihenfolge, in der dies ju gefdhehen hat, evgibt fich un=
mittelbar aug ber Reihenfolge jener vier Gefichtapuntte.

Daf ein Raum, der leev ift, Fontinuierlidh fein fann, ift ohne
teitered flar, ba ja feit jeher dem Yeeren Raume die Gigenfdhaft der
ftrengen Kontinuitdt beigelegt worden iff, 1nd ebenfo ift e flar,
baf fidh ein veeller Raum als fontinuierlidher Rawm denfen [agt,
Daf fid) berfelbe aber aud) ald biskreter Raum denfen lakt, muB man
ebenfo gugeben, jobald man einen folchen Raum itberhaupt alg denfbar
guldBt. Denn ber einfache teelle Punkt, als ber Tefste Beftanbdteil
eined folden Raumes, ift offenbar mathematifeh gang toohl benfbar,
ba er ja nur bas reale Rovrelatum ber einfachen arithmetifhen Gin-
heit Darftellt, beren Dentbarfeit niemand in Ubrede mwitd ftellen
fonmen.t Qapt fich nun der veelle Raum Higkret benfen, fo fteht nichts

1 Bgl. davitber ,Pringipien der Metaphyfit 2", ©. 203 im Bufammens

=
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im Wege, fid) aud) den leeren Raum ald einen diskreten 3u benfen,
benn ber leeve einfacie Puntt eined folden Raumes ift aus demfelben
Grunde dentbar, aus bdem e3 der reelle einfache Raumpuntt ift.,
Dafs ber leere Raum, wenn er alg Fontinuierlider gebacht wir,
gugleidy infonfefutiv ift, folgt ofhne weiteres baraus, daB Konfefution
notwendigerweife getrennte Teile borausfest, ein fontinuierliher Raum
bemnach nidht fonfefutiv fein Fonne, alfo infonfefutiv fein mitffe, unb
e8 ift leiht eingufehen, daf dasfelbe auch fitv ben veellen Raum gilt,
wenn ev al8 fontinuierlidher gedacht wird. Daf der Yeere Raum
aber, wenn ev al8 bisfreter gebacht wird, foroohl fonfefutiv al3 in-
fonjefutiv fein fann, (@Bt fich nicht auf ben erften Bl cinfehen.
Denn auf den erfen BIict fdheint e8, bafy berfelbe nux infonfefutiv
fein fonne, da ber jwifdhen jmei Fonjefutiv boraudgefesten leeren
Puntten notwendigerweife liegende Bwifdenpuntt wiederum nur Yeer
fein gu fonnen fdeint undb bdemnadh gwifden ihm und bden beidben
etften Puntten wicderum Yeere Bwijdenpuntte liegen mitffen ufw.
in infinitum, fo daf der leere disfrete Raum nur al8 infonfefutiver
gedbacht werben Ju Eonnen fheint. Dem ift aber nicht fo. Denn
ber wei leere Punfte des Yeeren fonfefutiven Raumes trennende
Bwifdenpuntt ift nidht mehr als leer in bemfelben Sinne ju benfen,
in bem bdiefe lehteven al8 foldhe gelten. Die leeren Puntte des leeren
Raumes find nur in dem Sinne leer u mennen, dafy fie lehte Teile
Desd veinen |, Yeeven” ©einsinhalts, bes cben eine befondere wunder-
bare ,leere” Wirtlichfeitsart barftellenben Teeren Raumes finb, nidht
aber in dem Ginne, daf fie itberhaupt feinen wirflicgen Wert refp.
JSnhalt befiben, in weldem Falle fie jo mit bem abjoluten Nicts
ibentif) wdven und dag abfolute Nihts eben gar nidts ift, alfo
aud) nidts Raumliches darftellen Fann, Dagegent find bdie ,Yeeren”
Bwifdhenpuntte zwijden diefen oleeen” Mittelpuntten fiberhaupt mit
feinem wivflichen SJnhalt mephr erfitllt, fie find in abjolutem Sinme
als Nidhts8 su betradhten, fie Ffind eben bloe ZTrennungsgrenzen
ber leeren Mittelpunfte, fie Bebeuten eben Has blofe unmittelbare
AuBereinanberfein der nebeneinanbder beftehenben Yeeren einfachen
Mittelpuntte, find aljo ein bloBes Berhaltnis und Fein oirklider
Snbhalt. Als foldhe find fie feine Puntte im eigentlichen ©inne, jon:
Mm%. fber bie allgemeine MbglichFeit bes einfadjen Raumpunttes

Bat treffende Bemerfungen B, Ruffel in deffen «Principles of Mathematics»,
vol. I, 1908, gemadt,
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bern einfache Raumbdiftangen, die ifhrer geometvijthen Natur nadh bes bisfreten Yonfefutiven Raumes gar nidht in Frage geftellt, wie |
bon den leeren Mittelpuntten eben toto genere berfdjieden find, | id) bies hier nadyweifen wif,

Diefer Sadhverhalt wird nod) viel einlenchtender bei dem veellen f , Az Hauptgrund firr die Behauptung, der irreelle Bwifden=
bistveten Raume. Der zwei veelle, fid) unmittelbar miteinander Be- puntt des Fonfefutiven Raumes miiffe eine leeve, einfache, nichtfeiende
vithrende  Mittelpuntte trennende Buwifdenpuntt ift nicgt Yeer” in - Sitde barftellen — bdie al3 folche notwenbdigerweife durd) Befondere
bemfelben Sinne zu nennent, in dbem bdies von dem Yeeven Mittel= auBerhalb bdiefes Raumes liegenbe veelle Punfte, die reellen Jegations-
buntte des leeren Raumes nad) dbem Obigen gilt, Denn wdre er in afte, erfitllt werben muf —, Babe i) in meinem Werke bie JNot-
biefem Sinne leer, dann hatten wiv ftatt des veellen Raumes, Hei Hem ‘ wenbdigfeit, baf ihre Grdfe in geomtetrifhem Sinne = 1 fein mitffe,
Raum  und Materie (Seinsinhalt) miteinander gufammenfallen, in angefithvt,  Sn meinem Auffage ,Il6er die Grife der unmittelbaren
Wahrheit einen leeven Roum, in dem bdie biskrete veelle Materie Berithvung zweier Punkte, Beitrag Jur Begriinbung der distreten
fiden(os verteilt ift, dev irveelle Bwijdenpuntt fann bemnady in dem  Geometrie” ! Habe ity dann fitr biefe lettere Behauptung und damit ins
veellen Raume nur al3 abfolutes Nidhts betvachtet terden, Has gar bireft fitv die exftere als Hauptgrund angefithet, baf, wenn bdie Grife
feinen WirklichFeitsinGalt irgenbeiner vt bavftellt. St dem nun ‘ der unmittelbaren Berithrung weier Mittelpuntte = 0 mdare, dann
aber bei dem reellen Raume fo, dann ift e8 flar, baf bdasfelbe aud biefe lefteren fich notwenbdigerweife als Gange miteinander berithren und
fiir Den Yeeren fonfefutiven Rawm gilt, baB alfo unfex obiger Nach- bemnad) miteinander sufammenfallen mitten. Man fann nun foroh!
wei3 ber Moglichteit besfelben auf Wahrheit berupt. biefent Legteven Grund unferer grundlegenben Behauptung, daf bie Brife

Wie man alfo Yieraus fieht, ift ein fonfefutiver bistveter Raum bes ivveellen Punktes in geometrijdhem Sinne = 1, dagegen bie Brife
gar nidht o unmdglidh), wie das gewdhnlich hingeftellt wirh. S bes reellen (vefp. JLeeven”) Punttes im distreten fonfefutiven Raume in
will mid) hier nicht ndher in die Distuifion feiner Yogifden Mig- 1 geometrifdem Sinne = 0 fein miiffe, beftreiten, wie bie obige Folgerung
lichteit hineinlaffen, will aber ausbritctlid) hervorheben, baf die Grund- aud ber lepteven, daff namlich der irveelle 3wifGenpuntt eine leeve,
jdwievigleit, die in dem Begriffe beg diskreten fonfefutiven Raumes einfache, nidhtfeiende Qiicke barftellt. Denn man fann behaupten, daf
liegt — baf ndmlich ber ivveelle Bwifdenpuntt eine lecre einfadie nicht= ! gwei veelle Puntte, aud) wenn fie fich abjofut unmittelbar bevithren,
feienbe Siide davftellt —, vein metaphyiijder Ratur ift und bie all- b. b, wenn ber irreelle Bwifdhenpuntt 3wifden ihnen in abjolutem
gemeine mathematifdje Miglichfeit desfelben gar nidht tangiert. Ginne gar nidts ift, dbod) swei folde BHleiben fonnen, baf fie ficg
Denn obgleidh der irreelle Bwifdenpuntt, dex goifdien weien Mittel- wohl al8 Gange miteinander berithren (ba bei Puntten nue einte foldhe
puntten eines foldhen Raumes liegt, auf Grund tieferer Ingifdyer Griinde Art und Weife dex Berithrung dentbar ift), bodh) aber auBereinander
notwenbigerweife al8 eine Iecre,einfa&)e,nicbtfeienbe it dfe betrad- bleibert, und demnag biftintte Raumpuntte fein fonnen.® Das ift
tet werben mitffe, fo find doch alle biefe Gritnde fohliehlich rein meta= bag Grfte. Bweitens aber fann, obgleidh auf biefe Weife der irreelle
phyfifher Natur, die man beshalb gelten Yaffen fann, aber ebenfoqut Bwifdenpuntt in qualitativem Sinne abjolutes Ricgts ift (b, h. feine
beftreiten fann.! Damit ift aber die allgemeine Iogifdie Moglidyteit leeve, einfache, nidhtfeiende Qiice darftellt), bodh feine geometrifche

" Die Grundidwievigeit, die in dem Begrifie des diskreten fonfefutiven GrbBe gang gqut = 1 fein. Und gwar  folgt bies Bweite un-
Raumes Tiegt, daf ber rveelle Bwifdenpuntt in bemfelben ndmlich notwenbdiger- ? wittelbar aus Hem Criten. Denn febt man einmal boraus, bdaf
weife eine leeve einfache ni tetenbe Ritcfe darftellen muB, ift offenbar rein meta- e ! ! vel
pr)t);ifcf)er Natur. gerr?n nu&zr oenn man behauptet (vgl. weiter im Feyte), bdaf ; g;f?)'i:fzmggtzg?gm"ﬁ%ﬁ nﬁe;; bi;tgtggpgiofgﬁg;@%[:ift' fcbl’ ii.te%f-inen
3“?“ Buntte fidy nidst abfolut un_mitte'Ibar mitei'na'nbu’: Bevithren fijnn'en, ohne Quantitdt beftveiten, da man dann fitr gwei Puntte, bie fig miteinander un=
tmteinanbe'r 3u1amt'nen3ufallen, it biefe Swierigheit borb.anben, biefe Be- mittelbar bevithren, notwendigeriveife behaupten miiBte, baf fie ausdeinander
bauptung ift abet cine aus bem Ceften Wefen bes Puntes fio ergebende, sy finb, ober man mithte fiix bie an einem wnd bemelben Ronmorte fidy Befinbens

metaphyfifher At Man bergl. ither bie obige Grunbdidmierigfeit o« Pringipien

ben etnanber durddringenden Ravmpuntte Hehau ten, fie bevithren fid) mitein-
ber Metaphyfif 2.”, &, 255—256. hbring b baupten, fie Geritfren fidy

anber nidt,

|
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gwet Mittelpuntte, aud) wenn fie fih in abjolutem Sinne unmittel-
bar miteinanber Deviihren', gwei biftinfte Raumpuntte find, fo ift
bamit eo ipso gefagt, bafp aud) bie geometrifche Grofe des irveellen
Bwifdhenpunttes = 1 ift, da dbann bder ivreelle Swifhenpuntt eben
bie einfachite Raumbdiftany jweier Mittelpuntte darftellt unbd in
bicfem Ginne bie Ginbeit biefer Diftany ift. So wie bie Brife des
Mittelpunttes, tropbem daf feine Groge in qualitativem Sinne = 1
ift, in geometrijthem Sinne = 0 betvigt, weil der Mittelpuntt afa
foldjer nod) feinen Rawm barftellt, fondern der Raum erft mit dem
Aupeveinander jweier folder gegeben ift, ebenfo muf umgefehrt
bie GriBe des irveellen Bwifdenpunttes in geometrifthem Sinne = 1
gefet werden, weil berfelbe eben bdie Grlenfion, bie Diftany, bdas
Raumliche des fonfefutiven Raumes darftellt, obgleidh defjen Grife
in qualitativem Sinne = 0 ift.2 So aljo bietet bder Begriff bes
fonjefutiven bisfreten Raumes auf dem Standpunkie dex formellen
Mathematit, ben wiv hier einnehmen, gar Feine logifdhen Sdwierige
feiten und ift in Demfelben Sinne al8 logijhe Moglichleit 3u be=
tradyten, in bem bdied von den von dev Mathematit Hisher eingig
und allein af8 ,logifdhe” Mbglichleiten ugelafjenen Raumformen Hes
infonfjefutiven fontinuierlihen und distveten Raumes gilt, Dex His-
Erete Mathematifer (b. h. dbev Bertveter bes Yonfefutiven distreten
Raumes) braudt fih alfo um bie Letten Logijchen Sdwierigfeiten bes
Begriffs des bdistreten fonfefutiven Raumes ebenfowenig qu fimmern?,

1 3n abfolutem Sinne fidh bevithren, Geifgt fich jo Herithuen, baf e8 gar
feine nidhtfeiende Ritcte gibt, bie die fich bevithrenden Puntte voneinanber trennte.
Jn diefem Ginne mithten fid) die vealen TNegationdpuntte mit den entfpredhenden
Raumpuntten, die fie tvennen, bevithren. Man vergl. davitber +Bringipien dev
Metaphyfit 2", &, 271—-278,

2 Man vergl. davither ,Pringipien der Metaphyfit 2c.”, &, 251—253,

* Und dies um o weniger, da, wie gefagt, diefe Shwierigteiten rein meta-
phyfiider Natur find. Man founte namlid gang qut behaupten, dbaB swei reale
Puntte, aud) wenn fie fih abjolut unmittelbar miteinanber berithren, nicht
réumlid) gujammenfallen werben, denn wenn bdied fiir jwei Ravmpuntte gilte,
milBte e mit bemfelben Rechte auch fiir den tealen Negationsatt einerfeits
unb jeben eingelnen ber gwei durd) ihn getrennten Rawmpuntre gelten. A3
DMetaphyfiter halte ih aber dodh an meiner urfpriingliden Behauptung feft, dap
ber irveelle Bwijdhenpuntt eine Leeve einfadhe nidytfeiende Qiicte darftellt, die nux
burd) bie Borausfebung des vealen Negationsattes alz foldhe veell beftehen fann,
inbem id) gwar anerfenne, dah swet Punfte, die fich abjolut unmittelbar mit-
einander berithren, wohl nidt in riumlidem Sinne miteinander sufammenfallen,

T —
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wie fid) der fontinuierliche Mathematiter (0. b. ber Vertreter des in-

fonjefutiven fontinuterlichen und distreten Raumes — man vergl, fiber -

biefe Ausdriide aud) den gweiten ABJHnitt) um bie Testen [ogifchen
©dywierigteiten der von ihm vovausgefesten Raumformen nidht Fitmmert.

Was jlieplih daz Berhaltnis der Prabdifate bes Unendlichen
unbd des Endlichen zum leeren ober reellen Raume und 3u ben itbrigen
Pradifaten betrifft, fo Lapt fich Teicht einfeben, dafy jowohl der leere
wie ber reelle Raum fowohl unendlich rie endlid) gebadht rerben
fonnen.  Gin fontinuierliger Raum muB nun. notwendigerweife un-
endlid) fein, weil er ja notwenbdigerweife infonfefutiv und ber infon-
fefutive Raum notwendigermeife unendlidy fein miiffe (benn e8 ift in
einem foldyen RNaume swifden jwei Punften tmmer ein dritter umnd

b. . audeinander find (benn fonft fonnte der Negationsaft nidht auBerhalh
ber realen Raumpuntte fein), anbeverfeits wieder bin idj (als Metaphyfiter)
nod) immer dex Meinung, dak swet foldje Puntte feine rdumlidge Strecde
bilben fdnunen, weil biefe notwendigeriveife eine beftimmite Ridhtung  dar-
ftellt, bie einfadjen Punite aber, wenn fie fih alsg Gange berithren, offenbar
Teine verfthiedenen Seiten und Ridytungen in begug aufeinander Haben Fumen,
thr AuBereinanbderfein alfo al8 ein gang unrdumlides gedbad)t werden muf.
Wie man aber Hieraus fieht, find alle biefe Gritube und Gegengriinbe rein
metaphyiifer Avt und tangieven bdie alfgemeine mathematifhe Moglichfeit des
Tonfefutiven Disfretums gar nidt.

! Denn bie leten logijhen Shwievigteiten Diefer lepteven Begriffe find
mit nidhten fleiner ala biejenigen bes fonfefutiven Disfretums, Wenn man in
bem vdumlidgen AuBeveinanbderfein gweier figh bevithrenben Punfte einen un-
mittelbaven Widerfprud findet, fo fann man in dem Begriffe eines aug un-
getrennten Zeilen Beftehenden Raumes ebenfo einen unmittelbaven Wibey=
fprud) finben, ba ungetvennt und auBerveinander mindeftens in eben bemjelben
Grabe einander ausfliehen, wie bies fitr bas Sidj=Berithren und AuBeveinanber-
fein gelten foll. Und ein analoger Widerfprudy Ykt fih in dem Begriffe des
aus einfadjen Puntten beftehenden infonfefutiven Raumes finden: benn etnfadje
Puntte vorausfehen, die veell beftefen, und bdie fih dbod) nicht unmittelbar
miteinander Hervithren, fondern tmmer gwei von Ddenfelben dburd) eimen dritten
dagwifdenliegenden getvennt find, BeiBt das nicht einen nod) grofeven Wiber-
fprud ftatuieren, als s biejenigen ber beiben evften Fdlle find? Denn bdie ein-
fadjen Puntte, die veell, D. ). getvennt voneinander im Raume beftefhen und Hies
bod) nur durd) die bagwifdenliegenden Puntte tun, folde einfaden Puntte
find in Wahrheit gar nidt boneinander getvennt, denn fie find immer wiederum
burd) Punite getvennt, die wieherum burd) Puntte getvennt fein follen ufw.
in infinitum, a3 offenbar einen Iogifthen progressus in infinitum bebeutet,
alfo einen Widberfprud. Wie man alfo fieht, find bdie lehten logifdhen Sdvierig-
Teiten aller drei grundlegenden Raumfornen minbeftens gleich fhwer.
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14 Erfter Abfchnitt.

bemnady cine unendlidhe Nenge von Puntten vorhanden). Ein bis-
freter Naum Fann dagegen fowohl unendlich) wie endlich gebacht
werden: wenn er infonfefutiv ift, dann ift er notwenbdigertoeife unend-
lid), wenn er aber fonfefutiv iff, dbann fann er offenbar fowohl un-
endlich) wie endlidh fein, dba man fidh eine endliche Anzahl von fm}fe=
futiven Punften gang ebenjo denfen fann, wie man fid) eine unendliche
Artzahl von jolden (formell) benfen Fann.

Wit wollen nunmehr bie gewonnenen Refultate iiber dag Wer-
haltnis der mibgliden Pradifate eined Raumes in folgenden adht
Sdemen anfdaulic) barftellen.

1. ber Teilung f[a) fontinuierlid
nad \b) biskret

L
I Der leeve Raum |2, der Sequenz
fann nad) |

fein

infonfefutiv i

fa)
b) fonfefutiv
fa) unendlid ., i
3. ber Bahl nadh b) enbdlic fein. ‘
L

a) fontinuierlid
b) bisfret

II. Der reelle Raum | 2. ber Sequeny fa) infonfefutib“n
fann nad) ib) fonfefutiv !

unendiid) ..
3. ber Bab! nacb{tg PO
fa)

1. ber Realitdt :
nad ib) reell Tein

4
1. ber Teilung {

0 fein

IIL Der Fontinuiers J2. bev Sequens [ yyonsotutiv foin
lide Raum fann nad) |

3. der Bahl nad
1. ber Nealitdt a) Leex

unenblid) fein.

) :
na D) reelt " |
IV. Der bistrete Raum) 2. der Sequeny (a) infnniefutibf.
fann nad ib) fonfefutiv
) fa) unendlidy .,
3. der Zah! nadh ib) enblid fein. |

R N T R Y

V. Der infonjefutive

Aufftellung a

Faum. fann

VL. Der fonfefutive
$
Raum fann

VIL Der unenbdlide
Raum fann

ller formell méglichen Ranmformen, 15

L. ber Realitat fa) Yeer e
nad) )b) reell e

2. ber eilung {fa) fontinuier(ic e
nad) \b) distret o

3. ber 3ahl nadh unendlid) fein

(1. ber Realitdt fa) leer fein
nad ‘{\b) veell 1

2. ber Seilung ! s
0§ bistret fein

fa) unendlicy . .
3. ber Bah! nad ib) enblid fein,

1. ber Realitdt fa) leer Tt
nag \b) reert 1

2. ber Zeilung fa) fontinuierlics £
na \b) bistret .

fein.

VIIL. Dex enblide
Raum fann

3. ber Gequeny fa) infonfefutiy
nad {‘b) fonfefutiv

1. ber Realitat (a) Leer i
nad) \b) rveell

2. ber Teilung |
tag | Distret fin

3. ber Sequen;

Aus biefen Sthemen

nads { fonfefutiv fein,

folgt nun ohne reiteres, baf nux folgenbe

adt Raumformen als formell miglich suzulaffen find:

I Der Raum fann 1. leer, 2, fontinuierlich, 3. infonfe-
Futiv und 4. unendlich fein.

IL Der Raum fann 1. veell, 2. fontinuier(idy, 8. infonfe-
futtv und 4. unendlidh fein.

o
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16 Erfter Ab{dnitt.

II Der Raum fann 1. Teer, 2. disfvet, 3, infonfefutiv
und 4. unendlid jein.
IV. ®er Raum fann 1. veell, 2. disfret, 3. infonjefutiv
und 4. unendlidh fein.
V. @er Raum fann 1. feer, 2. bizfvet, 3, fonfefutiv und
4. unendlid) fein.
VI Der Raum fann 1. veell, 2. distret, 3. fonfefutiv und
4, unendlid) fein.
VIL Der Raum fann 1. leer, 2. disfret, 3. fonfefutiv und
<4, enblid) fein.
VIIL Der Raum fann 1. veell, 2. disfret, 3. fonfefutiv unbd
4, endlid) fein.

Wie man alfo fieht, haben wiv unter diefen adht formell mig-
lihen Raumformen bvier leeve und vier veelle, zwei Fontinuierfiche
und fechs bistrete, biev infonfefutive und vier fonfefutive und johlief
lich fechs unendliche und swei endliche Raumformen. Die erfte und
bie adyte bilben vollftandige Gegenjdse jueinanbder, da jedes Pribdifat
ber einen bas divefte Gegenteil des entiprechenben Pridifatd der an-
beren ift, wahrend bie ibrigen fechs Ilbergangaformen swifdhen diefen
beiden Crtremen darftellen. So widhtig nun die Pradifate des Qeeven
und des Feellen audh find (indbefonbere waren fie dies im Falle, wenn
bie logifthe vefp. reelle Mbglichfeit ber obigen Raumformen in Frage
ftiinde), fo fonnen wir fie dod) in ber folgenden Betradhtung der

Ginfachheit Halber auslaffen, ba fie mit allen itbrigen Prabdifaten -

ofhne Ausgnahme und jedes von ihnen in gleidher Weife fombiniert
werben fonnen, fo daf, wenn im folgenden von irgendeiner durch bie
itbrigen Prabdifate darafterifierten Raumform bdie Rebe ift, man ein
fitr allemal beffen eingebent fein mufp, dah eine joldhe ftetd entwebder
al8 leer ober al8 veell u benfen ift. €8 bleiben alfo fitr die nad:
folgende Betradtung nur bdie brei ibrigen Gefidht8puntte mapgebend
und von den adt obigen Raumformen verbleiben alfo nur vier i’tBrig,’
die gu beritcfidhtigen find.

Wenn wir nun dabei von dem Gefidhispuntte der Teilung als
bem maBgebenden ausgehen, jo Haben wiv unter biefen vier Raum-
formen nur eine fontinuievlide, wahrend bie iibrigen brei bisfret
find. Unter biefen vier Raumformen Haben wir alfo 1. ein in=
fonfefutives unendlidhes Kontinuum; 2, ein infonfefutives
unendliches Disgfretum; 3. ein fonfefutives unendlidhes

e ——————————— —
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@fﬁf?etur'n und 4. ein fonfefutives endlides Disfretum.
Die bisherige Mathematif Yat allein Hie beiben exften als die formell

. mbglichen in Betradt gesogen unb disfutiert, bie beiden anberen

bagegen hat fie gar nicht bevitcfichtigt, obgleich fe, tie man aus dem
obigen erfieht, dodh) ganz ebenfo formell moglidy find.: Das Ber-
jaumte wollen wir nun in dem nddften gweiten Abjdhnitte unfever
Abhandlung nadfholen, indem mwix barin bdie geometrifthe Stuftu
all diefer ver{thiedenen Raumformen unterfudgen werden,

A 1 ﬁﬁ;nn bie ingifdje MbglichTeit diefer viex fnrmeli mbglidhen Htaumforﬁen
w $rage fommt, bann Wit ber Streit baritber in olgenbem & i
abliquateften Ausbruct finben: Il el

Der Raum 1t
fontinuierlich Digtret

infonjefutiv fonfefutivn

- o unendlidh enblid),

j (&Eﬁ n?n:b fih alfo sunddhft darum handeln u entidheiden, ob bHer Raum
fontinuier(ic) ober distret ift. Jft ex distret, bann wird €3 fid) barum Handeln
au entfheiden, ob derfelbe infonfefutiv pber fonfefutiv 3u bdenfen ift, und jehlie-
Il.tf), wenn fonfefutiv, ob unendlidy oder enblich, Sm nddften %hfdl')nitte terden
bie fitr biefe Raumformen geltenben Geometvien juy Darftellung fommen,

Petronievics, Die thpifhen Geometrien,

= i e
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Bweifer Fbhnitt,

Die et fppifden Ravmformen wnd Geonelvien
und bie geomefrildie Bicukine des wnendliden
Pishrefums,

Dafy die erfte und die vierte von dben obigen vier Raumformen
al8 vollftandige Gegenfibe nidht eine unbd diefelbe geometrifthe Struftur
refp. eine unbd bdiefelbe Geometrie haben fonnen, ift ohne weiteres flar,
Denn der Raum bder erften Raumform ift al3 abjolutes Kontinuum
etmas, wasd ald Ganged jeinen Teilen vorvausgeht, was nidht aus den
Zeilen entfteht vefp. jujammengefelt werden fann, vielmehr find die
eingelnen Raumteile in einem foldhen Raume nur ald (fiftive) Gin-
fdranfungen Des einen gangen Raumes denfbar: ein foldher Raum
ift ein Totum, fein Kompofitum. Dagegen ift der Raum bder
bierten Raumform etwasd, wad ausd der Jufammenfitqung aus feinen
einfachen Teilen, den Raumpuntten, entfteht, Hier gehen alfo die Teile
bem Gangen voraus: ein foldher Raum ift alfo ein Kompofitum,
fein Totum. Wus bdiefem Gegenjahe folgt mit einlenchtender Not=
wenbdigfeit, daf fidh in bem fontinuierlidhen Totum alle geometrijdhen
Figuren (Figuren im allgemeinften Sinne eines Raumgebildes itber-
haupt verftanden) denfert laffen, die itberhaupt denfbar find, dagegen
werben in“dem bdisfreten enbdlihen RKompofitum offenbar nur bie
jenigen geometrifhen Figuren fich denfen lafien, die aus der Bu-
fammenfitgung von einfachen Raumpunften, bdie fich unmittelbax
miteinander bevithren (vefp. fonfefutiv find), entftehen fomnen. Daf
fid) auf diefe Weife nicht alle die itberhaupt denfbaren geometrijdhen
giguven evzeugen laffen, baB vielmehr nur eine duperft Hefohrantie
Anzahl von jolden ald miglich guciictbleivt, Hhabe ich an einer anberen
©telle ftvenge mathematifd) gezeigt’ und will Hier nur bie Haupt-

b 3n meinem oben erwihnten Werte ,Pringipten der Metaphyfif 2¢.” und
ingbefonbeve tn bem die fyftematijhe Darftellung ber distreten Geometrie (itbex

.
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refultate, bie fid) mix in Diefer Hinficht ergaben, bier mitteilen. Sn
bem endlidhen Disfretum find:

L alle frummen geometrijdien Figuren ausdgefdhloffen.?
IL Bon ben gerabdlinigen Figuren find:

' 1 bie unregelmaRigen in potentiellem Ginne alle mig-
lidh, in aftuellem Sinne hangt thre Moglichteit von Hex Anzahl
ber Raumpuntte des gegebenen bdiskreten Raumes ah?;

2. von ben rvegelmafigen:

o) i bem gweidbimenfionalen Raume: a. alg einfade mur
ba3 Dreied, dHas Quadrat, und Has Gedised®; b. als 3u=
fammengefeste nur das Dreted, dbas Quadrat, das Sedsed
und bag Bwblfed miglich, alle anderen unmbglidy*;

B) in bem breidbimenfionalen Raume: a) al8 einfadhe Has
Tetvaeder, bas Heraeder und das Oftaeder’; b) als zujams-

’

mengefeste nur dag Heraeder mdglid), bdie andeven bagegen
unmbglicy®; _

7) in Dem vierdimenfionalen Raume: a) al8 einfadje das
Pentaeber, dbad Oftaedroid, das Heradefa — und das Jfofa-
t?traebrnibﬁ b) al3 sulammengefeste nur dag Oftaedroid mbg=
lic), bie anbdeven dagegen unmbglich®;

9) in dbem n:=dimenfionalen Raume: a) al3 einfache Has
n~+1— (b. 5. dbag bem Pentaeder) und Hag 2n — (d. 5. bas dem

biefen Ausbdruct vergl. weiter unten) enthaltenben Anphang »Clemente der newen
Geometrie”. S werde tm folgenden von nun an Heide getrennt jitieven und
gwar , Pringipten der Metaphyfit’ als #Br. D MY und |, Glemente Her Teien
Geometrie” als , 6L 5. n @&.”. 3 benterfe gugleidy, dak bie Paginievung der
betben in bem Werte nigjt getrennt fourbe.

P b M, S, 278, 9, und im Bufommenhange damit &, 305, 6,

2 Diefer Sap ift nirgends ausdritctlich ausgefproden, ift aber eine un-
mittelbave Folge dev Sehriabe 11 und 18 im evten Abjdhnitt des erften Teils
ber ,GL b. n. G.” (vergl. &, 858—355 und ingbefondere bie Anmerfung um
gef)rfage 11, ©. 853), Die Tatfache bex unvegelmdBigen Figuven ift itbrigens
in Def. 58 (ib. ©. 844) inbegriffen, ZWas Biex fir ben aweidtmenfionalen Raum
gilt, LaBt fich Yeicht auf den brei=, bier= und den n-bimenfionalen itbertragen.

:L,6L b 0 8., &, 851, — 4 »CL b 1 8", ©. 382385,

5 6L b, n. 8., &, 412. — s «CLoDon 8., . 420.

" ,6L bon B.Y, &, 487, — 8 «CL b1, 8.7, ©. 444,

PEd




20 Sweiter Abfdhnitt,

Hegadefaedroid vefp. dem Oftaeder entfprechende) Gebilbe mbglich!;
b) als jujammengefete find bagegen feine mehr miglic.2

Wie man hievaus fieht, ift bev disfrete endliche Raum viel drmer
an geometrijhen Figuren al3 der fontinuierlicdhe unendlide. Da fich
nunt ein einfadyever Raum, als es bevjenige ift, der bistret unbd su-
gleic) endlich ift, nidht Denfen YaBt und da fich ein Raum, der U=
fammengefegter d. h. an geometrijhem Inhalt veicher wave, af8 es
berjenige ift, der fontinuierlich und unendlich ift, nicht denfen laft,
fo find bdiefe beiden Rdaume offenbar die typifdhen Raumformen
unb die ihnen entfpredhenden Geometrien ftellen typijde Geometrien
bar. Dap nun bdiefe Geometrien niht mur in dem Sinne typijeh
find, Daf3 fie Geometvien von jwei gany eigenartigen einander ent:
gegengefesten und itberhaupt eptremen Raumformen darftellen, fondern
baf fie bies aud) in einem andeven evweiterten Sinne find, d. 5. aud
in bem Ginne, dap fitv jebe mbgliche Raumform eine diefer Geiden
Geometrien gelten muB, bies ju zeigen ift die eigentliche Unfgabe
biefes gweiten Abjdhnittes unferer Abhanbdlung. Da e8 nun aufer diefen
beiben eptremen Raumformen nur nod) jwei folche qibt, die ugleich
Tibevgangaformen gwijden ihnen darftellen und da jede biefer beiben
Roumformen ein unendliches Distretum darftellt, o fann man aud
jagen, bafy bie Unterfudhung der geometrifdhen Struttur des unenbdlicdhen
Distretums die eigentliche Anufgabe diefes Abjdhnitts unferer Abhand-
lung ift, und wir gehen nunmehr zu derfelben iiber.

Dag fitr dag unendlidhe infonfefutive Distretum bdie Geometrie
be3 fontinuierlihen Raumes ober fury die fontinuierlidhe Geometrie
gilt (im Gegenfah su welder wiv die Geometrie beg endlidhen Dis-
fretums fuvy die disfrete nenmen wollen), (Bt fih unjdhwer geigen.
Bunddit ift es fav, baf, obgleidh das unendliche infonfefutive Diskye-
tum ein Rompofitum und fein Totum ift, dasfelbe fich boch nicht aus
ber Bujammenfitgung von einfadhen Rawmpuntten yujammenieben laft,
b. 1), dasfelbe [aBt ficdh nicht aus fonfefutiven unmittelbar aneinander an=
gevethten Puntten ergengen. Cin Kompofitum in eigentlichem Sinne ift e3
alfo nidht, ein Rompofitum ift e8 nur infofevn, intwiefern e8 aus getrenn:
ten Teilen befteht, alfo distret ift, die anbere wefentliche Gigenjdhaft bes

L6 b n. 8., ©. 437,

? Da ndmlid) der n-bimenfionale (bolfommen) ausgebreitete, d. §. (voll=

fommen) gujommengefebte Raum von n-Dimenfionen, wenn n >4 fiberhaupt
unmbdglidy ift. Bergl. 6L b n. B.”, ©. 434, und die Bevidhtigung dazu.
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Kompofitums, die Entftehung aus einfacgen ZLeilen, Hhat es nicht,
ba Dbiefe Zeile nicht Fonfefutiv find. Da thm nun biefe anbere

- wefentlihe Geite besd Rompofitums fehlt, die dem endlidhen Distretum

eigentitmlid) und von diefem untvennbar ift, fo ift foviel gewif, bafs
bie Geometrie diefes lehteren ober bie bistrete Geometrie, wie wir fie
oben ber Riirge halber nannten, fiix basfelbe in ihrem vollen Um-
fange nid)t gelten fann. Denn nur wenn die Puntte derfelben Fon=
fefutiv wdren, fonnte man dies leftere behaupten, aber aud) Hann
nidht mit voller Siderheit und jedenfalls nidt, ohne befonderen Be-
weis, Da aber die Puntte ded distreten Raumes nicht Tonfefutiv find,
fo fann offenbar bdie bisfrete Geometrie in ihrem vollen Umfange
nidt mehr gelten und fie fonnte dann nuv fo gelten, wenn ihr geo-
metrifdher Jnhalt evheblich evmweitert wiirde. OB nun aber Mhnliches
in begug auf die fontinuierlige Geometrie au fagen ift, ober ob biefe
vielmehr nidht uneingefdhrantt fitr ein folches infonfefutives Digtretum
gelten miiBte? Wenn nun die fontinuierliche Geometrie fity ein folches
Digtretum nidht uneingefohrantt gelten follte, dann wiitde fie, wie wix
gleidy fehen wevden, fitv dasfelbe itberhaupt pringipiell nidht gelten
und e8 wire dann bdie Hisfrete Geometrie biejenige, die eine folche
pringiptelle Geltung in bejug auf basfelbe Hatte,

Wo liegt nun der pringipielle Punft, der die fontinuierlihe Geo-
metrie bon ber bistreten jdeidet? Gy liegt in der Zatfache der
Brummen  geometrifdhen Siguren.  Denn daf diefe in einem aus in:
fonfefutiven Teilen Heftehenden Raume mbglich find, folgt ohne weiteres
aud ber Definition einer frummen Linie hervor! (ba febes Frumme
geometrijdie Gebilde notwenbdigermeife Frumme Qinien enthalten muf),
al8 einer Sinie, in der e8 nivgends (mebreve) Punfte gibt, die in einer
unb Dderfelbenn Ridhtung liegen. Denn da in einem folchen Raume
ftets swifdhen 3wei Punften ein dritter und alfo eine unendliche
Meenge von folden liegt, fo ift damit bie MoglichFeit der Frummen
Linien ofne weiteres8 gegeben, denn in einem joldgen Raume fann
offenbar jeber Punft einer Qinie in eimer anbderen Ridhtung liegen,
ba in einem foldhen Raume von einem Punfte aus die verjdhiedenften
Ridytungen gegeben find. Sn dem endlichen fonfefutiven Distretum
find bagegen die Frummen Qinien unmittelbar ausgujdlicgen: bdenn
gwar Eonnten, tein formell genommen, qudh in der Frummen Sinie

1 Bergl. davitber ausfithulicher ,Pr. b. M., &, 278, 9.
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awei Puntte beftehen, die in einer und derfelben Ridtung liegen (bas
find bie fogenannten ,im Unendlicgen benadybarten” Punfte), aber
bie gwet Punfte ditrften bann Fein Sinienftit bilden?, juei fonfefutive
Puntte bes endlichen Diskretums bilden aber eo ipso ein Sinienftiict,
ndmlid) die einfachite Gerabe oder bie Clementargevade?- affo find die
frummen Sinien und die Frummen geometrijthen Gebilde itberhaupt
in bem endlichen Disfretum abjolut ausgejdloffen. Aus diefer Aus-
fithrung folgt, daB, wenn in einem Raume die frummen Qinien
mbglid) find, fitx denfelben die fontinuierlidhe, und wenn feine
joldhen moglich find, die bistrete Geometrie gilt.

DaB nun fiir den unendlichen infonfefutiven disfreten Raum die
fontinuierlidhe Geometrie pringipiell gilt, folgt wnmittelbar aus der
obigen Ausfithrung. Denn wenn bdie Teile eines Raumes infonjefutiv
find, dann ift bie Unzahl biefer Teile jugleid) johlechthin unendlid
unb bdie beiden Bedingungen zux Crifteny ber frummen Qinien und

bemnad) der frummen geometrijthen Gebilde itberhaupt find erfitltt.

Dies beides nun trifft audh bei dem infonjefutiven disfreten Raume
au, alfo gilt die fontinuierlihe Geometrie pringipiell fiiv denfelben.
b fie nun niht nur pringipiell, fondern aud) vollftandig und wun-
eingefthrantt fiir denfelben gilt? Dies hangt bavon ab, ob, der
Definition bev fontinuierlihen Geometrie gemdR, alle bie itberhaupt

1 Jebe Rurve, bie eine Tangente bat, Bat mit diefer (wie fith Divett e-
weifen [dBt) nidht einen, wie Hies gewdhnlich behauptet wird, fondern 3tvet
Puntte gemeinfam, nur mup man dabei borausdfeben, daf diefe beiden Puntte
feine Sinte bilden, wasd fie in dem Kontinuum audy in ber Tat nidht u tun
braudjen, da Hier gwet Puntte, die fith unmittelbar miteinanbder berithren (und
man mup von ben wei gemeinjomen Puntten der Rurve und {hrer Fangente
borausfegen, bah fie fi) unmittelbar miteinander bevithren), Yein Sinienftict
swijdeneinander Haben fonnen, ihre Diftang alfo = 0 fein muB. Sn dem
endlidjen Disfretum bdagegen muf bdie Diftang wifden awei fich unmittelbar
bevithrenden Puntten, wie frither audgefithrt, = 1 fein, gwijhen swei joldgen
Puntten Yiegt alfo ein Sinienfticd, Da nun eine Kurve nur in einem infonfe-
futiven Roume mdglich ift, in biefem aber feine Tonfefutiven Punfte mbglich
und dod) fitr die zwei gemeinjamen Punifte der RKurve und bder Tangente nur
bag Berhiltnis der Konfefution boraudgefebt werden fonne (benn fonft Hitte
bie Tangente unendlich viele Puntte mit der Kurve gemeinfam), jo fommen iy
damit auf eine Shwierigleit in dem Unendlidhteitabegriff, bdie von pringipieller
Bebeutung ift, auf die wir aber Hier nux hinweifen fonnen und nuv nod e-
merfen wollen, daf3 Hier in bdiefer Gdwierigfeit Hag Geheimnis der Sufinitefi=
malmethode liegt, was wir an einem anberen Orvte ausfithrlich barlegen werden,

2 ,6L b n. B.", &, 842, Def, 16 und 17,
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bentbaven geometrifhen Figuren in bem infonfefutiven Distretum
ebenfo gegeben vefp. gebacht werden fonnen, wie died in begug auf

_ ben fontinuierlidhen Rowm gilt. Da nun alle die Wberhaupt dentbaren

geometvijdjen Figuven in dem RKontinuum nur deghalb gedacht werden
fonnen, weil barin alle die iiberhaupt denfbaren frummen Tiguren
mbglidy find — benn diefe fegen in lehter Jnftans als Bedingungen
ihrer Mbglichfeit die Unenbdlichleit ber Richtungen von einem Puntte
aug und bdie unendliche Anzahl bder RNaumpunfte voraus, und o
unendlid) viele Ridtungen von einem Punfte aus und wo eine un-
enblidhe Anzahl von Puntten gegeben find (mit jener erften Bedingung
ift bie gweite, nidht aber umgebehrt — vgl. baritber nodh weiter unten
— gegeben), ba find offenbar aud) alle bdie iiberhaupt dentbaren gerad-
linigen (und felbftverftandlic) gemijchten gevabdlinig-Frummen) Figuren,
alfo aud) alle Figuren itberhaupt, mdglich —, und da in dem unend-
lidhen infonfefutiven Disfretum bdie beiden Bedingungen der frummen
Siguren erfitllt find, fo find offenbar aud) darin alle bdie itberhaupt
benfbaven Figuren mbglidh, alfo gilt die fontinuierliche Geometrie
nidht nur pringiptell, fonbern aud) uneingefohrantt fiix benfelben.t Die
mobernen Mathematifer, die bie Distretheit bes Raumes Tehren, haben

! Gelbitverftindlid) gilt dies nur folange, jolange man die formelle MBglicheit
ber nidgteutlidviffen Raumformen niht in Betradht 3ieht. Bieht man diefelbe in
Betradgt, dann ift s offenbar, daf in jeber eingelnen diefer Raumformen nidht alle
die geometrijdhen Gebilde mbglich finb, die in dem allgenteinen euflidifhen n- (rejp
unendlidh-) bimenfionalen infonjefutiven RNaume dentbar find (3. B, auf einer Kugel-
flide find biele geometrijhe Gebilde undentbar, die in dem breidimenfionalen en=
tlivijhen Raum Beftehen),

Der allgemeine Gefichtspuntt, von dem aus unfere Beiden typijdhen Geometrien
aufgeftellt find, unterfdeidet fich von dem allgemeinen BGefichtspuntte, bon bem aus bie
euflidijdhe und die nichteutlidijhe Geometrie als thpijdhe Geometrien aufgeftelt worden
find, barin, baf in bemfelben bie leften elementaren Seiten bes8 Raumes jum Boy-
jdhein fommen, wihrend der lestere die Ausdehnungsform des Raumes als Gangen
in Betradt zleht. Jm erften Falle Hanbdelt e3 fih in leter Snftany um die Wnt, in
ber ber Raum aus feinen Teilen aufgebaut ift, in dem geiten Falle dagegen Hanbelt
¢5 fid) um die Geftalt, in ber ber Raum als Ganges in feiner Ausdehnung gegeben
ift.  Bormell genommen find affe die nidteutlidijen Raumformen verjdjichener
Dimenfion (und ebenfo eutlivijhe Raumformen verfdyiedener Dimenfion) mdglich, und
deghalb mifste eine umfaifende Unterfudjung aller typijhen Geometrien aud) Ddie
typijhen Geometrien diefer Yt in Betvadyt siehen. Da nun bies leytere mehrfach
getan worden ift, fo Haben wir in ber vorlegenden Abhandlung eine widhtige Er-
glingung diefer Unterfucdhungen der typijthen Geometrien liefern .wollen, allerbings
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alfo mit ihrer Behauptung recht, bdaf fiiv denfelben bdie Yontinuier-
lihe (ober bie geltende) Geometrie uneingefdhrintt gilt, ba fie ben-
felben zuglei) als infonfefutiven unendliden Raum auffaffen.

eine Grgingung, bie mehr als Crgangung it, da fie typifee Geometrien umfafit, bie
viel fundamentaler find al8 bie bigher bevitidtfichtigten.

DaB fi) ber Gefihtspuntt unferer Geometvien mit bemjenigen ber nidht-
enflidifdhen mehrfacy Freuzt, ift Yeiht eingufefen.  Grftens find, wie i) dies anber=
drts gegeigt habe (vergl. ,Pr. b. M.”, ©. 291), die nidhtentlivijen Raumformen in
bem Ddisfreten endlichen Raume gar nidt dentbar und, wiv fligen Bingu (vergl.
davitber meiter unten), fie find Wberhaupt in den Reumen, fiiv die bie distrete Geo-
metrie gilt, unmbglich. Pringipiell mbglhi find fie nur in denjenigen Raumformen,
fiir die die fontinuterliche Geometrie gift und gwar gilt Hberhaupt bie fontinuierlide
Geometrie in einer nigjteutlidijgjen Raumform ftets eingejdhrantt.

39 mup GlieRlid) nodh ausdrictlich bemerfen, baf i in biejer AbYandlung
nur von Reumen gefproden Habe, die ({icfenlns ftnd, b. . in Denen ¢§ Feine, fet
¢5 ausgedehnte, fei 8 unausgedehnte Siden gibt, Bwar milffen, toie i) dies an
einem anberen Orte ausfithrlid bargelegt Habe (vergl ,Pr. d. M!, ©. 255), die
irreellen Puntte tm distreten Yonfefutiven Maume leere nicbfieienbe Qitdten darftellen,
ood) find biefe Shiden evftens einfach und gweiten3 Yaffen fie fich burdy die reellen
RNegationgatte, die auferrdumlic find, ausfiillen, auBerdem fnnen dbiefelben, wie in
vem erfters UBJnitt nachgetwiefen, auf dem Standpunite der veinen Mathematit als
nidt beftehend betrachtet werben, fo baB ber distrete Yonjebutive Raum als ein poll=
Tommen Yiidenlofer betvadhtet werben fnne. Die Iidenhaften Raume Betrachte ich
berhaupt als Réume, bie nicht einmal formell mdglid) find; denn man Fann den
Raum nur al§ eine lidenlofe Bielheit (oder fagen wir meinetwegen Mannigfaltigteit)
von Puntten definteven (Jei s, daf die Punite als wirflid) gegebene oder fingierte
orausgefest twerben), fo ba, bem Begriffe ber formellen MBglichleit folgend, der
liienhafte Raum als formelt unmbglid) gu Betrachten ift, da bderfelbe unmittelbar
gegen die Definition ves Raumes als foldge verftdht (Raumbiicten witrden auggedehnte
ober einfache nidhtieiende Ausdehnungen bedeuten und dem abjoluten RNihts als
ioldern fann dodh feine Qogit Ausdehnung wie Hberhaupt ivgendeine anbdere demr Re-
alen gufomutende Gigenfdhaft guidjreiben). Mur eine Wiffenjchaft, bdie aud) die fo-
genannten logiid) unmdgligen Gegenftinde in Betvadht 3oge (wie Meinongs Gegen:
ftandstheorie bied fein twill), fonnte die liidenhaften Raumformen in ihre Domdine
gieBen und wir Hberlaffen es by gerne bies 3u tun. Das Formell=Mbgliche liegt eben
an der Grenge swijdhen bem Sogifdh-Mbglichen und dem Logijd-Unmdglihen und der
reinen Mathematit fann man nod erlauben, fid) damit 3u Hejhaftigen, nur muf fie
fid) dabet vor der Gefahr Hiiten, bag Tormel=Mdgliche mit dem Logijdh-Unmbglichen
au verwedyfeln. Bon biefem Yegteren Borwurfe find gevade bie modernften Matheima-
tifer nidht fretguipredien (o gilt dies in Yohem Mafe 3. B. fiir den aud) an jonjtigen
Iogijhen Mingefn leivenden Verfud) Dav. Hilberts, die Grundlagen der Geometrie in
umfaffender Weife u entwideln. BVergl. deffen , Brundlagen der Geometrie”, 2. Aufl.,
1903),

3

felben pringipiell die distrete Geometrie, D. h. bie Geometrie bes
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Daf dagegen filr den Tonjefutiven unendlidhen digfreten Raum
bie fontinuierlihe Geometrie nicht meby gilt, bafy vielmehr fiiv den-

bisfreten enblichen Raumes gilt, das ift eine Behauptung, die den
DBertretern dev geltenden Unendlichfeitsmathematit auf den ecften Blick
vielleiht fehr parabor erfdheinen wirh, deven Walhrheit aber unmittel-
bar aus unferer Ausfithrung iiber den pringipiellen Punft, der bdie
fontinuierlide Geometrie von ber distreten {cheidet, einleuchtet. Denn
wenn die Teile vefp. die Punfte ded Raumes fonjefutiv find, dann ift
biefer Raum disfret und bipuntuell, bie einfachen Diftangen 3wifden
gweien fid) bevithrenden Punften eines oldhen Raumes (bie ivreellen
Bwijdenpuntte) maden aber, da fie einfacje gerablinige Sinienftiide
bilben, frumme Qinien und demnad) frumme geometrifde Gebilde
itberhaupt in einem foldhen Raume unmigli). €8 ift alfo ungweifel-
haft, dap die distrete Geometrie fiix ben unendlidhen bdisfreten fonfe-
futiven Raum pringipiell gilt, und es fragt fi) nur, ob fie fiir
benjelben ebenfo uneingefdhrantt, 5. . in threm vollen Umfange gilt,
wie dieg fitr bie fontinuierlihe Geometrie in besug auf bas infonfe-
futive unendlidhe Distretum bder Fall ift. Wahrend nun in der Gin-
{drinfung ber Geltung ber fontinuietlichen Geometrie in diveftem
Ginne bie Rede fein fann, d. 5. diefe Cinfdyranfung hier nidht nux
in rein formell=begvifflihem, fondern aud inhaltlihem Sinne gilt, ift
bies bei ber disfreten Geometrie nidt mebhr ber Fall, hier bedeutet
offenbar bdie Cinjhrinfung in formell-beqrifflichem Sinne eine Gr-
Weiterung in inhaltlihem Sinne, da bdie bdiskrete Geometrie - (b, Y.
bie Geometrie des endlichen Distretums) in begug auf den Reidhtum
an geometvijhen Figuven offenbar das Minimum, die fontinuierliche
bagegen bag Magimum darftellt, fene alfo nur evweitert, bdiefe ver:
engert werden fann., Wabhrend nun bei dem infonfefutiven Digtretum
nut gwei fpezielle Raumformen zu unterjdheiden find, je nadhdem
basfelbe feiner Ausdehnung (und nicht bloB Dber Ungzahl feiner
Punite) nad) endlich ober unendlich ift und wahrend diefe beiden
gormen offenbar eine und bdiefelbe Geometrie haben, finb in biefer
Hinfiht bei dem Fonfefutiven unendlidhen Distretum im toefentlichen
folgende drei fpesielle Faumformen 3u unterfceiden:

1. Dag unendliche fonjefutive Disfretum ift nur nad) oben un-
enblid), nad) unten dagegen endlich, b. h. e8 exiftievt nur das unend-

Tid) Grofe, bagegen fein unendlich Kleines in bemfelben, oder, anbers
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audgebritdt, jebe endliche Strede in biefem Raume befteht aus einer

enblidhen Anzahl von Punften. Wir werden biefe Raumform fur;

bag nadh oben unenbdliche Fonfefutive Distretum nennen.

2) Daz unendliche fonfefutive Diskretum ift nur nad) unten
unendlidh), nad) oben dagegen endlich, d. . es eriftiest nur bag un-
endlid) Rleine, bagegen Fein unendlich Grofes in demfelben; jebe
endlihe Strede in biefem Raume befteht aus einer unendlichen Un-=
30! vort Puntten. Wir werdben diefe Raumform fury bas nady unten
unendliche fonfefutive Distretum nennen.

3) Das unenbdlihe fonfefutive Distretum ift fowohl nad) oben
wie nad) unten unendlich, 5. §. e8 eyiftiert in bemfelbert jorohl bas
unendlichy Grofe wie bas unendlich Kleine; jede endlidhe Strecfe in
biefem Naume befteht aus einer unenbdlichen Anzahl von Puntten.
Wir werden diefe Raumfjorm Fury das beiderfeitd unenbliche Ffonfe
futive Distretum nennen.

Da wir nun nod) dag Beftimmi=Unendlihe von bem fdhlechthin
Unbeftimmi-Unendlidhen u unterjdeiden Haben, fo wird jebe biefer
bret Hauptformen fe zwei Nebenformen Haben. Wir wollen nunmehr
fiir jebe biefer fechs Fonfefutiven unendlicgen Raumformen unterfudhen,
ob fitr jebe berfelben die distrete Geometrie uneingefrantt qilt ober
nidt, und gwar werben wiv dies jundchft fitx die drei beftimmt= und
bann fitr die brei unbeftimmt-unendlichen RNaumfornen tun.

BWiv fommen nunmehr dagu, bdies fir die etfte einfachfte und
natitrlidhfte von ihnen allen 3u tun, fiir bas nadj oben beftimmt-un=
endlihe Disfretum, €8 ift nun leicht feftauftellen, baf fitr biefelbe
bie bistrete Geometrie uneingefhrantt gelten mu. Diesd wollen wir
sunddyft an bem einfadhften Beifpiele einer joldhen Raumform zeigen,

an bem Beifpiele einev dreiectigen Ghene. Wie
id) an einem anbdeven Otte ausfithrlic dargelegt
habe, bildet diefe Das erfte unb einfachfte Bei-
fpiel eines Raumes, bdeffen Dimenfionsangahl
_ = 1 ift, vefp. bas einfachfte Beifpiel bes wei-

&ig. 1. bimenfionalen bisfreten Raumes.! Die Fig. 1
aeigt ben endlidhen Teil einer folhen Gbhene. Sie befteht aus ein-
facdgent gleichfeitigen Dreiecken, b. b. aus Dreieden, beren Seiten ein-
facdje Clementargevaden barftellen, da jedes foldje einfache Dreiect aus

1P b MY, ©. 263, und 6L 5. 1 6.7, . 877 und 353, 4.

.
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ber unmittelbaren Berithrung dreier (veellen) Puntte miteinander befteht
vefp. entfteht. Ob fich nun die innere geometrifdye Struttur diefer Ghene

~ dnbern wirh, wenn wir ftatt der endlichen Anzahl von Mittelpuntten,

aud Denen fie entfteht, eine unendliche Anzahl von foldhen vorausfesen?
Offenbar nidht im geringften. Denn dann wird nicht jede veelle ober
imagindre Gevabde (vefp. Teilgevade), die in bdiefem Raume befteht,
nur aug einer endlichen Unzahl von Mittelpuntten (vefp. den eni-
Tprechenbden Berithrungdentfernungen) beftehen, fondern e8 wird daneben
aud) (gange) Geraben geben, die aus einer unendliden Anzahl von
folhen Puntten und Bevithrungsentfernungen beftehen, fie werden
aber al8 foldje, obgleidh unendlich, ifhre geometrifhe Natur als Gerade
nidht verlieven. Ob fie bies letere tun, wenn fie jdhlechthin un-
beftimmt unendlid) werden, ift eine Jrage, die wir fpiter bei Gelegen-
heit ber unbeftimmt=unendlichen Raumformen gu entfdheiden Haben
werden, dafy fie es aber, jolange fie beftimmt unendlich find, nicht
tun, ift ofne weiters flar. Denn, wie i) bies an etnem anberven
Orte ausfithelicher gegeigt Habe, fann fih bie Gerade in bden Kreis
{olange nidht umwanbdeln, folange man fih in dem raumliden Ge-
biete beg beftimmt 1nendlichen bewegt, weil bann die RKritmmung
bes Rreifes nod) immer, wie grof audh ber unendlid) groBe Kreis-
tabiug geworden ift, eine beftimmte wenn aud) unendlich=fleine Grope
barftellt.' €8 fann alfo Hie BorvausfeBung, die beftimmi-unendlid
groBe Disfrete Gerade werde im Unendlidjen gum Kreife, niht ge-
madyt werben. Wave biefe Borausfehung richtig, dann miirde alfo
an ber Grenge Hes mnad) oben unendliden fonfefutiven Disfretums
eie frumme Sinie auftreten unbd bie distrete Geometrie wiirde offen=

bar nidht mebhr uneingefdhrantt fiir dasfelbe gelten, bann wiirde viel=

mehr fiir basfelbe teilweife audh die fontinuierlidge Geometrie Geltung
baben, wie jo anbers aud) nicht su erwartent ift, da eine Grweiterung
ber Disreten Geometrie offenbar mit ihrer teilweifen Aufhebung iden=
tifdy ift.

Dasfelbe, was Hier fitr bas nacdh oben beftimmt=unendliche fon-
fefutive Distretum ausgefifrt tourde, gilt offenbar audy fitr das nad
unten  beftimmt-unendliche Fonfefutive Distretum. Denn Hhier fann
vor einer Vertwandlung der Geradben in den Rreis Ffeine Fede fein,
ba eine foldhe Berwandlung nur in dem Unendlich-Grofen miglich

t,Pr. b M, &. 285,
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ift, felbft wenn alfp jede endliche Strecte in bem fonfefutiven Dis-
fretum aus einer (5eftimmt=)unenbﬁcﬁen Anzabl von Punften befteht,
ift baburd) in ifrer geometrijhen Struftuy gar nidyts gedndert, fie
bleibt aus fonfefutiven Puntten beftehen, fiitt bie entfprechende dis-
frete Roumform muf alfo die bistrete Geometrie uneingefdhrantt
gelten.

Gilt fie nun fir die beiden erftenn Formen bHes fonfefutiven be-
ftimmtzunendlichen Distretums uneingefdyrantt, dann mug fie aud
fitr bie britte uneingefdrantt gelten, da biefe ja nur bie unter-
fdheidenden Merfmale dex betben erften in fidy veveinigt. Filr bas
beftimmt=unenbdlie fonfefutive Distretum gilt alfo die distrete Gep-
metrie uneingejchrantt,

Ob fie died aber aud) fix das unbeftimmt-unendliche fonfefutive
Disfretum tut? Die Antwort auf biefe Frage fdheint aquf ben] erften
Blid vedht [dwierig u fein. Denn wenn iv junddit Hie eintfachfte
gorm eines foldhen Disfretums, biejenige Hes nad) oben unbeftimmi-
unendlidgen etndimenfionalen Raumes, in Betradyt ziehen, io fdheint uns
auf den erften Blick unmbglid) 3u fagen, ob fich der Rreis — und davauf
fommt es offenbar an — in e Hnbeffimmt=llnenblicf)en, went diefes
fonfefutivsbistret ift (und nidt infonjefutiv), in die Gerade verwanbdeln
witd ober nicht, DaB fih der Rreis in dem infonfefutiven nady oben
unbeftimmt=unendlichen Raume in die Gerade vermanpeln wird, daran
fann es feinen Bweifel geben, Ha in biefem Falle, mwie i) dies anber-
warts  gegeigt Habe! und ie fi) bas Yeidit einfehen laBt, bie
Krilmmung des Rreifes gur abfoluten Reull witd. Daraus folgt aber
gar nidht, dah fid) die Gerade an ber Grenge bes unbeftimmtzunend-
lidgen fonfefutiven Distretums in den Kreis berwanbdeln wirh. Denn
bei jener Wimwanbdlung bes Rereifes in die Gerade in dem tnfonfefu-
tiven unbeftimmt-unendlichen Raume war eigentlid) nicht das 1Un-
Beftimmt=unenblitf)e, fonbern dag Snfonfefutive besfelben ent-
fcheidend. Das Unbeftimmt-1nendliche ift dabei wohl bas conditio
sine qua non, ¢8 ift aber niht bie vollftandige Bedingung fener
Umwandlung, bielmehr ift bHas Snfonfefutive die hingugefommene
Bedingung, bdie biefelbe ermbglicht hat. Denn damit die Kritmmung
bes Rreifes jur abfoluten Null wird, mup die unendlich=fleine Strede,
bie die Diftany Hes Rreifes von der Geraden (a8 feiner Grenge im

PP b M, . 235,
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Mnenblichen) darfteltt, ur abjoluten Nulf werden tonnen, was fie aber
offenbar, wie id) Hies andevtodrts geeigt habe!, in Hem fonjefutiven
bistreten Raume nidht tun Yann, weil ia hier zwei fonfefutive Puntte
in einer Diftang voneinander liegen, bie nicht — ift.  Wenn nun
jo aud) ber nadh oben unbeftimmi-unenbdliche Fonfefutive distrete Raum
bie geometrijhe Struftur der bistreten Geometrie uneingefdhranft
befiben muB, bann laft fic) dasfelbe leicht aud) fitv die beiden qn-
beven entfprechenden Raumformen Hes fonfefutiven unenbdliden Dis-
tretums einfefen. ,

Wag wir nun fo indiveft, durd) die Betraditung bHey Unmpg-
lichfeit ber Umwandlung Hes Rreifes in die Gerade in bem  unend-
licdhen fonfefutiven Distretum, nadigemwiefen Haben, baB namlidy ity
alle mbglichen Tpesiellen Raumformen Hes unendliden fonfefutiven
Distretums bdie diskrete Geometrie uneingejdrantt gelten mug,
fonnen wiv audy direft qus ber Natur bes fonfefutiven Distretums
nadweifen.  Sn dem fonfefutiven Diskretum als foldjem, wenn von
beffen Tebten Glementen wnd ihrer Anordnung ausgegangen ipich
(ogl. Fig. 1), ift offenbar nirgends ein Rreis gu treffen.  Bundachit
ift dies unmittelpay einleuditend fitr das enblidhe Gebiet biefer Gle-
mente (mag biefes enbdliche Gebiet felbft in bem unendlich-Fleinen Ge-
biete De3 gangen Raumes liegen), wiv Haben aber gar feinen Anlaf
bovaussufeben, baB dem anbers in bem unenblig groBen Gebiete
berfelben (vefp. dem endlichen ober unendlic) groBen Gebiete Hes
gangen Raumes) fein wird, da Hie Clemente offenbax aud) in dem
Unenbdlidjen abolut biefelben geometrijden Begiehungen gueinander
behalten werben. Die Behauptung, daf im Unendlidhen die Geraden
eined folden Raumes gu Kreifert werden (und Ha infolgebdefien 3. B,
bie in Fig, 1 davgeftellte breiecfige Gbene gu eirter gefchloffenen un=
endlid) grofien Rugelflade mwird), ift eine biefen Naume gan3 frembde
Betradtung. Denn nur in einem Raume, in dem ber Kreis als
digur befteht, hat e8 Sinn au behaupten, derfelbe werde im Unend=
lidden sur Geraben und es mitffe deshalb aug umgefehrt jede Gerade
eines folhen Raumes imi Unendlidhen ein Kyeis fein. ©olange i
ung aljo ftreng auf dem Bopen bed fonfefutiven distreten Raumes
aufhaltenr, Haben wir fein Nedht, von einer tefentlichen %"Inberung
feiner  geometrifchen Ctruftur (die in biefem Falle allerdings nuy

P b M, . 237 Anm.
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bie Geftaltform des Raumes als Gangen, nicht aber auc) feine innere
geometrijhe Struttur betreffen witrde) su fbrechen; wenn wir aber
andere Rdume in Betradyt jiehen, in benen entjprechendes mpglich
ift, bann fehen wiv audy ein, daf die wefentlichen Bebingungen, die
bied bei ibnen evmbglicdhen, bei unferem Yonfefutiven disfreten Raum
ebent fehlen.

! Wenn nun o bie geometrijhe Shubtur des fonjefutiven Digfretums un-
gednbert bleibt, aud) wenn die Anzahl jeiner Puntte unendlid) ift, jo ift alfo unjeve
Geometrie mit dem Jnfinitismus ebenfo vereinbar, wie fie dies bon vorneherein mit vem
Tinitismus ift.  Jn meinem Werle Habe idh die distrete Geometrie auf Grund der
finitiftijen Doftrin entwidelt und will Hier die fundamentalen PBuntte Hervorheben,
in denen meine Beweisfilhrungen umgedindert werben milffen, wenn man biefelbe Gen-
metrie auf infiniftitijher Grundlage entwideln wil.

3 exfter Reihe ift e8 der Lehrfay 9 im exften Abjdhnitt ves erften Teils (vergl.
#CL b n. 8.7, &.847), deffen Beweisfithrung von Grund aus umgeftaltet werden
muB.  Diefer Whrfah lautet: ,Jeder Punft in ber urfpriinglidhen auggebreiteten
Gbene berithrt fich unmittelbar mit fechs Puntten”. Derfelbe wird bewiefen aus der
Unmbglichleit einer unendlichen Anzahl der Punfte im Raume (Aygiom 2 pergl. ,GL.
b.n. 6., &.344). Nun, derfelbe [ehrfab lakt fi9 aud) aus ben Hlogen Ridhtungs-
verhiltniffen der entpredjenden Bevithrungsentfernungen fithren, wie fid) dies Yeicht
geigen LaBt, o baB bie Ridytigleit diefes Rehriaes unabfhingtg von dem Finitis:
mug ift.

Weiter ift 8 dann nod) Lhrjas™59 ebenfo im erften Abjhnitt des erften Teils
(ib. ©.382), ber, infofern e die Unmbglidhleit bes einfaden Fiinfeds auf Grund
beg povigen Lehrfabes Behauptet, bahin umzudndern ift, baf dlefes leptere mibglich
wird, in weldhem Falle dann die Wrgumentation jum Qehriat 1 bes 3weiten Teiles
(ib. &.3882), ber bie Unmiglichfeit ves drefedigen (vefp. tetracbrijchen) dreidimen-
fionalen Raumes behauptet, infofern fich diefelbe auf die Unmbglichfeit e einfachen
Tiinfects griindet, auf die entfprechenden Cntfernungsverhilinifie, die man leiht duveh
Beredhnung feftftellen fann, ju fHigen ift. S mufp im Sujommenhang mit diefen
Ausiiihrungen ausdriictlich bemerfen, baf die Frage der Moglicheit e einfachen
Tiinfeds Teine pringiptelle Bedeutung fitr die diskrete Geometrie Hat,

Dritter RAbJhnift,

Die fransfifen Bahlen und dax konfekufive
Diskrefum,

Nadhdem wir nun fo nadgewiefen Haben, da bad fonjefutive
Disfretum feine geometrijhe Stvuftur nicht dndbert, aud) wenn bie
Bahl feiner Puntte unendlich wird, mitflen wir nunmehr unterfudjen,
ob die Anzahl ber Puntte in einem foldhen Distretum wirflich) unendlich
fein fonne oder nicht, wiv wollen hier alfo die Moglichfeit der Anwendung
der transfiniten Bahlen auf dad fonfefutive Distretum unterfuchen.

ber transfinite Bahlen find awei verdiedene Sheorien aufge-
ftellt orden. Die erfte von ihnen, diejenige von Cantor, ift ftrenger,
aber aud) abftrafter, die weite von ifhnen, diejenige von BVevonefe, ift
weniger {trenge, aber anjjaulicher und Ffonfreter begriinbet worden.
Wir werdbent die nwendung beider Theorien, uerft derjenigen Cantors
und dann Dderjenigen BVevonefes, auf Has fonfefutive Distretum unter-
fuchen, wobei fidh Hevausftellen wird, dap die beiben Theorien nidht
gar fo grunbverfdhieden voneinander find, wie thre Urheber bied Be-
haupten, und dafy feine von ifhnen auf das fonfefutive Distretum an-
wendbar ift. Da bies aud) fiiv die dritte, swifdhen ihnen in dex
Mitte {tehende (unb, wie wiv {ehen werben, natitrlichfte und l(ogijdefte)
gilt, jo wird fih und baraus als Endergebnis ergeben, dap die An=
3ahl Der Punfte in dem fonfefutiven Disfretum nicht unendlich fein
fonne, woraus wir dann nod) widhtige Folgerungen in bezug auf die
Ausdehnung nad) oben und unten bet den anderen Raumformen ziehen
werbett,

Die transfinite Sahlenlehre Cantors bildet einen Teil feiner all-
gemeintent trandfiniten Mengenlehre.

Den Kern der transfiniten Mengenlehre Cantors bilbet befannt:
lig bie Behre von ben twohlgeordreten Mengen, auf der die trans-
finite Babhlenlehre unmittelbor aufgebaut ift. Die wohlgeordneten
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Mengen bilden einen Spegialfall der einfac) georbneten Mengen.
Wahrend in einer einfad) geordueten Menge die eingelnen Glieder fo
geordnet find, dah swifdhen je swei Glementen berfelben eine beftimmte
Rangordnung befleht, wonad) bas eine von ihnen ben niedrigeven, das
andeve den hheven Iang einnimmt, vefp. bas niebrigere vor dem
hoherem, das Hobhere nad) dem niedrigeren gu frehen fommt?, find die
Clemente einer roflgeordueten Menge nod) den folgenden awet  fpe-
siellen Bedingungen unterworfen:

1) Jn jeder woblgenrdneten Menge gibt e8 ein dem Nange
nad) nieberfted . Y. erftes Glement.

2) Jebes Glement eirner wohlgeordneten Menge Hat, falls es nidt
bag hodfte ift, ein nadfthvheres ». h. bie Glemente der yoohlge-
ordreten Menge find unmittelbay aufeinanderfolgend oder, anbers
ausdgedriidt, fonfefutiv.?

Den Ordnungstypus einer einfach geordrieten Menge M (wiv be=
fhranfen ung BHier nur auf die einfad) geovbueten Mengen, da bdie
mehrfac) geordneten feine bringipielle Bebeutung fiix unfere Unter=
fudjung Haben) definiert Cantor als »ben Allgemeinbegriff, weldjer fich
aus M ergibt, wenn wir nur von ber Befdhaffenheit der Glemente m
abftrahieren, bie Rangordbnung unter ihnen aber behalten” b, §. ber
Ordnungstypus, den Gantor mit M beeidhnet, ift felbft eine einfadh
geordnete Menge, deren Glemente aber Yauter Ginfen find, die die-
felbe Rangordbnung untereinander haben wie bie entfprechenden Gle-
mente von M, auz denen fie duveh Ubftrattion Bervovgegangen find,®
Diefer Definition gemdf wird nun offenbar der Ordnungstypus einer
woblgeordneten Menge, da deffen Glemente qus Ginfen beftehen, bie
bon einer erften Ging anfangend fonjefutiv aufeinanderfolgen, eine
Bahl darftellen und swar folf er nad) Cantor bie fogenannte Ordinal-
3ahl barftellen, da, wie ex borausjeht, bie weitere Abftraftion von dex
Ordbung bder Glemente einer einfad) georbrieten Menge bie fogenannte

! Bergl. G. Cantor, «Beitrdge Jur Begritndung ber transfiniten Mengen-
lehre” in ,Mathematijche Unnalen”, Bbv. 46, §7, ©. 496, und €. Hundington, «The
continuum as a type of orders in «Annalg of Mathematics», vol. 6, § 12,
p. 157,

* Gantor, Mathematijhe Annalen, Bb. 49, §12, ©. 207, und . Sdydnflies,
»Die Cntwidelung dex Lehre von ben Punttmannigfaltigleiten’ im nasahresbericht der
beutjdhen Mathenatifer-Bereinigung”, 8. Bd., 2. Heft, ©. 36.

¢ Gantor, Math. Unnalen, By, 46, ©. 497,
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Kardinalzahl ober Madtighett evqibt (Cantor begeichnet fie beahalh
mit M, wenn M eine einfac) geordnete Menge darftelrt).!

Am einfacdyften laffen fich alle diefe Begriffe an Bahlen unb Bahl=
mengen felbft iluftrieven und gwar wenn jebe Bahleinbeit durch ifren
natiteliiten und im Grunde eingig adbdquaten Reprafentanten darge-
ftellt wivd, ndmlich duvch den einfachen Raumpuntt.  Dies will i
in ber {ig. 2 tun, bie uns jugleid) jpater von grofer Bedeutung fein

(o +1)
TR - A
e W
HE | s
.J |
J
Fig. 2.

wird. Die Vertifalveihen bdiefer Figur ftellen durg ihre Punftmengen
bie Baflen 1, 2, 8, 4, 5, ....v.... 0 dar (die Gtrede —— bes
deutet bas ing Unbeftimmte {id ausdehnende Gebiet der endlichen
Bahlen, wihrend die Strece ben begrifflichen Bujammenhang dex
Bahl o mit diefem Gebiet bebeutet). Sebe foldhe vertifale Bunftmenge
foll nun ein Glement der Menge aller diefer Mengen bebeuten. Wie man
fieht, ftellt biefe Gefamtmenge eine wohlgeordnete Menge dar, denn in
ihr ift ein erftes mit 1 begeihnetes Glement gegeben unbd auf jedes,
aufiev dbem leten mit w begeichneten, folgt unmittelbar ein nachfolgen-

1 Ih. ©. 498.
Petrontevics, Die thpifhen Geometrien. 3
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bes. Ubftrahiert man nun in diefer Menge von der Bejhaffenbeit
threr Clemente und faht man jebed von ihnen ald eine einfache Eins
auf, fo ldBt fidh die burd) eine foldhe Wbftvaftion gewonnene Menge
refp. ber Ordnungstypusd oder die Ordnungszahl der erfteren ald bie
burd) bie Hovizontalveihe der Fig. 2 bavgeftellte Punttmenge auffaffen,
und wir gelangen fo ju einer villig faven anjhaulichen Darftellung
ber Ordinalzahl einer wohlgeordneten Menge.

Da fid) nun bei einer endlichen Menge (und jedbe endlidhe einfadh
georbriete Menge ift sugleich, wie leiht eingufehen ift, eine wohlge:
otdnete Menge) der Ordnungstypus derfelben nicht dnbert, man mige
bie gegenfeitige Stellung ifhrer Glemente wie immer dndern, fo
entfpricht einer und derfelben enbdlichen RKardinalzahl ftets eine unbd
nur eine endlidhe Ordinalzahl. Dagegen dndert fich der Ordbuungs-
typus einer unendlichen Menge, wenn thre Elemente in eine veranderte
©tellung sueinander zu ftehen fommen®, jo daf einer und berfelben
unendlidhen Kardinalzahl (die Karbinalzahl ift ja ifhrer Definition
gemd von bder Ordbnung der Elemente unabhingig) unendlid) viele
Orbinalzahlen entjpredhen. Alle bdie unendlich vielen transfiniten
Ordinalzahlen, die gu einer und derfelben transfiniten Kardinalzahl
gehdven, bilden ein einbeitliches sufammenhingendes Syftem ober eine
trangfinite Bahlentlaffe. Und zwar bilden alle die unendlid) vielen
transfiniten Ordinalzahlen, bie aus ber feinften von ihnen, welde bdie
Gefamtheit aller endlichen Ordinalzahlen darftellt und bdie Cantor mit
o begeidhnet, Hevvorgehen und weldhe der Machtigheit der Gefamtheit
aller enbliden Orbinalzahlen (obev ber Madytigteit von o) entjpredhen,
bie erfte transfinite BahlElafje ober die Bafhlentlafie IT [die Bahlen-
Haffe (I) umfafst bie enblichen Orbinalzahlen]. So follen weiter alle
bie unenbdlid) vielen Orbinalzahlen, die ber Machtigeit der Gefami-
heit aller Bahlen dber Bahlentlaffe (II) entfprechen, die Bahlentlafje (IIT)
bilben ufw. in infinitum. Sdlieflich follen alle bdie iberhaupt

1 Der Ordnungstypus einer Menge wird nadh) Cantor niht geindert, wenn
ihve Glemente bet ihrem Oriswedfel nur folde Umformungen exfahren, welde fich auf
eine enblidhe oder unenblihe Folge von (gegenfeitigen) TranSpofitionen von je swei
Glementen gurlidfithren faffen. WBet einer (beftimmien) endlichen Menge find die ents
fprecdienden Umformungen ftets von diefer Urt, o bah ber Ordbnungsiypus einer end=
lijen Menge ftets ungetindert Bleibt. Bei den unendlichen Mengen ift bied nicht
mehr ber Fall und baher die entfprechende Anderung bes Orbnungstypus; bvergl.
Cantors , Mitteilungen gur Yehre vom Transfiniten” in , Beitihrift filr Philofophie
und philojophijce Kritit”, Bb. 91, &. 96, 7.
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bentbaven endlichen und transfiniten Orbdinalzahlen, ihrer Grife nad
geotdret, eine lefite wohlgeorbrete Denge, die fogenannte Menge W

‘bilben, bie aber nach Cantor feinen Ordnungstypus und demnady feine

Madytigteit mehr befigen foll,

Naddem wir uns jo mit dem Wefentlichen unbd fitv unfeve Unters
fudpung Unentbehrlichen aus der transfiniten Sahlenlehre Cantors
befannt gemadht Haben, wollen wic nunmehr die Mioglichfeit der An-
wendbung Dderfelben an bdag fonfefutive Distretum unterfuchen. Wix
werben bies an der evften einfachften Form begfelben, an dem nady
oben unendlichy fein follenden Distretum, vornehmen, weil fich bdie
baran gewonnenen Refultate febr leidht auch auf die ibrigen Formen
ibertragen loffen. Dag einfachite Beifpiel ded nad) oben unendlichen
fonfefutiven Disfretums ift offenbar eine gerablinige Punfienmenge,
beren Punftengahl gleich Cantors w ift vefp. fein foll, Wir ftellen
fie in ber Fig. 3 dar, worin die Streden und bie
ihnen in ber Fig. 2 gegebenen Bedeutungen haben. Da nun eine
foldhe Punttenmenge der Bovausfebung gemdf aus lauter Fonfefutiven

3 2. 3 4 v ®
Fig. 3,

@ \: 4 3 2 1
Tig, 4.

Puntten befteht, fo entfpricht jedem eingelnen ihrev Punfte, von dem
mit 1 begeichneten angefangen, eine beftimmte Ovdinalzahl aus der
wohlgeordneten Menge enbdlicher Ordinalzahlen 1, 2,8, 4, ....v,...,
wie dies aus dem Bergleich Hex Big. 8 mit Fig. 2 leicht eingufehen
ift. Dem Yegten in der Unendlichteit liegenben Punfte diefer Menge
entfpricdht bie Fleinfte transfinite Ordinalzahl, weldhe den Ordbnungs-
thpus jener Menge aller enbdlichen Ordinalzahlen barftellt, aljo die
Ordinalzahl o,

Die geometrifthe Menge der Fig. 3, die fo ber arithmetifden woll-
geotdreten Menge 1, 2, 3, 4, ....v, .... 0 entfpricht, ift offen-
bax felbft eine wohlgeordnete Menge, da fie in folgenden Cigenfchaften
mit ihr ibereinftimmt: 1) fie Hat ein erfted Clement, e3 ift ber der
Orbinalzahl 1 entfprechende Puntt; 2) fedes ihrer Glemente hat ein

ihm unmittelbar nadhfolgendes, fo wie auf jede enbdliche Orbinalzahl
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eine nad)fthohere vefp. nddhftgrdBere folgt; 38) ber ber Ordinalzahl
o entfprechende Punft liegt ebenfo auBerhalb des Gebietd der bden
enbdlidhen Ordinalzahlen entiprechenden Punfte, d. h. er legt in bejug
auf dern Punft 1 in unendlidher, wahrend jeber eimer endlichen Orbi=
nalzahl entfprediende Puntt in endlidher Entfernung von diefem Puntte
liegt, wie bie Ordinalzahl o auBerhalb deg Gebiets enbdlicher Ordinal:
sahlen liegt, b, . in die Reihe berfelben gar nidht hineingehort. Auf
Grund diefer drei vbllig ibereinftimmenden Gigenjdaften YaBt {ich
alfo bie geometrijche wohlgenrdnete Menge ber Fig. 3 gang wohl unter
ben Begriff der avithmetijhen wohlgeordreten Menge 1, 2, 3, 4., . v
oo ..o jubfummicren unbd biefe lefstere alfp auf bdie exftere wenigftens
formell ganz tabellod anwenden. Die geometrijthe wohlgeordnete
Menge der Fig. 3 hat aber gewiffe Cigenjdhaften, durd) bdie fie fich von
ber entfprechenden avithmetijdhen wofhlgenrdneten Menge wejentlicy
untericheidet, fo daf dadurd) die nwendung des Begrifis der lesteren
auf bie evfteve su TWiderfpriihen fithet, die die transfinite ahlenlehre
Cantors nidht gu itberwinden vermag, jo dap wiv baburd) su gewiffen
funbamentalen Umbilbungen bdiefer Qelhre genbtight find, durdh bie abex
bie eigentlichen Widerfpriiche des Unendlichen nur defto offenfunbdiger
sutage freten.

Der exfte und gugleidh dev begrifflich primere Unterfdhied swifchen
ben Deiben nten der twoblgeorbneten Mengen Befteht davin, baf,
wdhrend dem hochjten Elemente o dber avithmetijdhen wohlgeordneten
Menge 1, 2, 8, 4, ....v....o (ebenfo wie dem erften Glement
berfelben) fein jolched unmittelbar vorausgeht — bda ed Feine quipte
endlihe Ordinalzahl gibt und nad) Cantor © — 1 (refp. @ — v itber-
haupt) gleidh o fein foll —, bem hichiten Glemente dex entfprechenden
mohlgeordneten geometrifthen Menge ber Fig. 3, d. h. dem der Ordi-
nalzahl o entfprecjenden Puntte, unmittelbar ein foldher vorausgelt,
ba ja biefe Menge ber Borausfehung gemdB aus lauter fonfefutiven
Buntten befteht.

Dev gweite aus diefem erften unmittelbar fich evgebende nicht
minber widtige Unteridhied befteht bavin, bap, wabhrend die Nmfehrung
ber avithmetijdhen rohlgeordneten Menge 1, 2, 8, 4...v,... 0, b, h.
bev entfprechende inverfe Orbnungstypus *o 41 unmiglidy ift — meil
bem @liebe o in diefer Menge fein Glied unmittelbar borauggeht —,

1 Bergl. A Shpnflieh, ,Jahresbericht ber beutjohen Mathematifer=Beveinigung”,
Bbv. 8, Heft 2, &. 36.
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pie Umfehrung bei ber entfprecienden  geometrifdhen wohlgeordueten
Menge offenbar mdglich ift, denn Hier geht bem dex Ordinalzahl o

entiprecdhenden Puntte unmittelbar ein anderer Puntt vorous ufy.

Die Fig. 4 ftellt diefe Umfehrung der geometrijthen Menge Hex
&ig. 3 bdar, inbem barin der ber Ordinalzahl o entfprechende
Puntt dev lebteren der Orbinalzafhl 1 entfpricht und umgefehrt Her
ber Orbinalzahl 1 entfprechende Punft der Ordinaliahl o in ihr
entfpridht. Auf Gvund bdes erften wefentlichen Unterfchieds zmijhen
ber avithmetijthen woflgeordrieten Menge 1, 2,8 4....v....0
und ber entfprechenden geometrijdhen wohlgeordueten Menge bex
&ig. 3 erhebt fidh bie widitige Frage, was fitr einer Ordinalzahl der

bem letsten o=Puntte diefer lehteven Menge unmittelbax borausdgehende

Puntt entfpricht? Auf diefe Frage find offenbar nux folgenbe brei
Antworten mglich: 1) entweber entfpricht diefer Puntt einer von den
o vorausgehenden Ordinalzahlen der obigen wohlgeordneten arithme
tifgen Menge, alfo einer endlichen Ordinalzahl; oder 2) diefer Puntt
entjpridht ber Ordinalzalhl o felbft; ober 3) entfpricht biefer Puntt
einer 3wifhen ben endlidhen Ordinalzahlen und Her Ordinalzahl o
liegenden Ordinalzahl, alfo einer von o Eleineven tvansfiniten Orbdi-
dinalzahl.

Die erfte Antwort ift an und fiir fich die natitelichfte, weil fie
fidy unmittelbar aus ber vorausgefesten Natur der geometrijthen Menge
ber Fig. 3 ergibt. Denn bev Borvausfehung gemdf foll ja die Yn-
3ahl aller bem lebten o=Puntt diefer Menge vorausgehenden Punite
glei) o fein, wovaus ohne eiteres folgt, daf jeder diefer Lunfte
ebenfo einer endliden Ordinalzahl entfpredhen muf, wie die dex Orbdi-
nalzahl o vorausgehenben Orbinalzahlen alle endlich find. Aber vh-
gleid) biefe erfte Antwort bie natinfidhfte ift, ift fie bodh sugleih die
unmbglicdhfte, weil fie einen unmittelbaven Wiberfprudh in fich enthalt.
Denn wenn dev dem w=Puntte dev geometrijhen Menge bdex Fig. 3
unmittelbar bovausgehendbe Puntt einer endlichen Orbinaliahl ent-
fpridyt, fo bebeutet bas nicht mehr und nicht weniger, als daf die
Angahl dev dem w-Punfte vorausgehenden Puntte jener Menge eine
endlidje ift, wovaus folgen miifite, dafy die Ordinalzahl o felbft end=
lidy ift, wag ein offenbaver Wiberfpruch ift.: Diefe erjte Moglidyfeit

! Dicfer Widerfprud) entipricht dem fogenannten Wiberfprucge dex unendlidjen

Bafl, bem erften Grundmidveripruche des Unendlichen. Bergl. dariiber B b MY,
&. 195.
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it aljo gang ausjuidlieBen, wenn Cantors transfinite Bafhlenlehre
auf bag fonfefutive unendliche Diskretum widerfpruchalos angewandt
terden {oll.

Die gweite Antwort fdeint bagegen die eingige legitime u fein,
wenn man auf dbem Boden ber transfiniten Baflenlehre Cantors
ftebt. Denn ba bie geometrifhe Menge bder Fig. 3 umfehrbar ift,
io ift e8 tatfachlic) in besug auf diefe Menge einerlei, 0b wir in bdem
Ausbrud o — 1, bie bie nad) Wegnahme eines Puntted aus diefer
Menge itbrighleibende Menge darftellt, biefen Punkt als den Anfangs-
ober ald den dem Endpuntte derfelben Menge borauggehenden Punft (ba
ber Cndpuntt felbft nicht su ber Punttmenge gehrt) betradhten, fo bdaf
alfo, wenn, wie Cantor behauptet, 0 — 1 = ift, ber dem Enbpuntte
o in jener Menge unmittelbar vorausgehende Puntt tatfadhlich
wieberum nur ein o=Puntt fein fonnte (5. . bie Anzahl aller ihm
boraudgehenden Puntte wiirde wieberum o fein). Auf Grund bes-
felben Avguments mitBte dann aber aud) ber diefem wunmittelbor
bovausgehende Punft wiederum ein w=Puntt fein ufw., fo dap
itberhaupt jeber dem Endpunft o jener Menge borausdgehende, in enbd=
liher Diftans von ihm {fich ‘befinbende Puntt wieberum nur ein o-
Buntt wire,

©olange wir nun bei der geometrijdhen fonfefutiven Menge
erfter Ovdbnung verbleiben, liegt fein Widerfprudh in biefer Antwort,
wenn bie Moglidyfeit einer foldhen unendlichen fonfefutiven Menge
iiberhaupt vorvausgefest wird (was bdiefe Hypothetijhe Ginjdhrantfung
bebeutet, werdben wiv evft fpater fehen). Sobald wir aber eine geo-
metrijde fonfefutive Menge zweiter Ordnung in Betvadht jiehen,
fithet bie Borausfebung, auf der die weite Antwort beruht, 3u offen-
funbigen Widerfpritdhen, die fich (allerdings nur borldufig) nur durd
eine tiefgehende Umbilbung der transfiniten Bahlenlehre Cantors ver-
meibent laffen. Wiv betrachten alfo nunmehr eine geometrifthe wohl-
geordnete Mienge, deven lepter, in der Unendlichfeit [tegenber ‘Buﬁft
ber Ordinalahl -2 entfprechen foll. Die Big. 5 ftellt eine foldje
Punftmenge bdar: die Streden und ———— fhaben in
biefer Figur bie ihnen frither gegebenen Bedeutungen.

Wenn nun bdie aweite Antwort auf die oben geftellte Frage,
vefp. Deren Borvausfeung, ridhtg wire, fo liege fi) bie Puntten=
menge der Fig. 5 itberhaupt nicht fonflruieren. Die Mbglicyleit diefer
Punttenmenge fteht aber von vorneherein feft. Denn wenn bdie be-
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ftimmt unendliche, der Orbinalzahl o (vefp. 0 4-1) entfprechende Puntten-
menge ein letes Glied, d. §. einen Endpuntt in der Unenbdlichfeit Hat,
dann fonnen diefem Puntte offenbar — und died ift bei der fonfefutiven
Raumform um fo einleuchtender, da Hier fein wefentlicher Unterfchied
gwifden Anfang und Ende einer unendlichen Strece befteht — mweitere
Punfte und alfo eine unendlidhe Wnzahl von jolden Hingugefitgt
werben. Steht nunmehr die Miglichleit einer foldhen Punttenmenge
bon vorneherein feft, jo lapt fih leicht zeigen, dap die Grundvoraus-
fepung o — 1 refp. @ — v fei = o, aus ber fich die obige Antwort
ergab, fich nicht mebr fefthalten Yigt, wenn die Punttenmenge der Fig. 5
fonftruiert erden joll. Denn wenn jeder in endlidher Diftans von dem
legten Der Orbinalzahl o entfpredhenden Punfte der geometrijchen
Menge der Fig. 3, die offenbar ben integrierenden Veftandteil der
PBunftenmenge dber Fig. 5 bilden mup, liegende Punft ebenjo der Ordi:
nalzahl o entfpricht wie ithr lepter Puntt, dbann fann, wenn die Punit-
menge ber Fig. b mbglid) fein foll, offenbar fein bdiefem lehteven in
ber Punttenmenge 5 nadfolgende Punft der Ordinalzahl o mehy
entjpredjer, da fie den Orbinalzahlen 0 +1, 0 +2, 0o +3 . ..
o v und jdlieBlih ©-2 entjprechen miiffen. Jft dem nun jo, dann
ergibt fich eine merfwilvdige Schwierigleit, die nur durd) das Fallen-
laffen ber Grundvorausfebung, wonad) o — 1 refp. © — v gleih o
ift, behoben werben fann. Denn wenn jeder Puntt, der bem lehten
Puntte der erften beftimmi-unendlidhen Strede in der Fig. 5, vom
mit 1 begeidhneten Punfte angefangen, vorausgeht, ebenfo wie biefer
ber Orbinalzahl o entfpridht, dbann fann offenbar jeder biefer Puntte
mit gleichem Rechte al3 der lesste in biefer Menge betradhtet werben,
b. §. in ber beftimmi-unendlidhen Strede sweiter Ordbnung ber Fig. 5
gibt e3 in der mittleven Region feinen beftimmien Punft, der den
Tegten Punkt der erften Menge erfter Ordnung und den Anfang der
sweiten Wienge erfter Ordnung in biefer Menge bdarftellen witrbe,
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wad nid)ts andeves bebeutet, als Haf es itberhaupt Feinen folchen gibt
(benn er miifgte offenbar ein beftimmter fein), wovaus folgte, bap die
Punttenmenge der Fig. 5 felbft unmbglich wave, Man Fann bies
aud) anderd und jdharfer ausdritcen: ift jeder dem Punfte o voraus-
gehentde Punit felbft ein w-Punkt, fo muB aud) jeber Hem (etsten)
o=Puntt nadfolgende Puntt ein o=Punft fein, dbenn jeder o=Puntt,
bem ein anbever o-Punft borausgebt, ift jo in bejug auf den legteren
felbft ein nadjfolgender Punkt, alfo ift in ber mittleven Region der
Punttenmenge bder Fig. 5 jeder Punft ein w-Punkt, ein o -+ 1-
refp. o - v=Puntt fomit unmdglid) und diefe Punttenmenge ferbft
als Ganged unmoglic.
© Diefe Shwierigleit (4Bt fich offenbar nur fo beheben, wenn bie
Grunbvorausieung, von bder wir audgingen, baf namlih o — 1,
tefp. © —v=o ift, fix falfd erflart wivd und alfp o —1, 0 — 2,
0o—3, ...., ®—v, ... fiir von o verfdhiedene, von thr fleinere
unenbdliche Bahlen erflivt werben, wie o +1L o042 043 ....
oY, ....00n o verjdhiedente von ihr groBere unenbdlidje Bahlen
find. Wird bies boraudgefest, dann verjdmwindet die obige Shwierig-
feit von felbft. Denn dann gibt e8 in der Punttenmenge ber Fig. 5
einen gang beftimmten Punkt, der da8 Gnde der erften Menge erfter
Orbnung und ben Anfang der gweiten Menge erfter Ordbnung darin
barftellt, ba in ber Borausfehung eines folden Punttes fein Wider-
fprud) mehr liegt (felbftverftandlic ift hier nur von einem o=Puntte in
feftgeftelltem arithmetijhen Sinne bie Rede), weil ja dann jeder ber thm
borausgehenden, in endlidher Diftang von hm fich befinbenber Punkte
einer der Bahlen o — 1, 0 — 2, ©—3, ...0—v, ... entfpricit
und alfo jeder der ihm nadyfolgenden ebenfo in endlicher Diftans von
ihm fidh befinbenben Puntte einer dex Bahlen o 1, 0 42, o 4 3,
o+4, ..., 04y .. .. entfprict und demnach Hie Punttenmenge
ber Fig. 5 gang woh! mbglid) ift,
©o hitten wir alfo biefe Cdywierigleit, die fih) aus ber An-
endung der transfiniten Bahlen Cantors auf bdie geomtetrijdyen
woblgeordneten Mengen ergibt, durd) die Borausfelung transfiniter
Bablen von ber Form o — 1, 02 1 o~ Gl MM gy
glitdlic) itberwunden. Um biefe TeBteren Baflen g ermiglicien,
mitBte nun eine tiefgehende Umbilbung ber tranafiniten ahlenlehre
Cantors vorgenommen werden. Bon den beiben Grundvorausiesungen,
auf benen bdiefe Cefre beruht, der Borausfebung ber Ordinalzahl o
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al3 bev @efamtheit aller endlichen Ordinalzaflen und ber Vorvaus-
feBung ber Gleidiheit ber Teilmenge einer unendlichen Nenge mit

_bem Gangen dex Menge, muf namlic) diefe sweite Borausdjehung fallen

gelaffen werben, wenn bie Mbglichleit der obigen Ordinalzahlen ju-
aelaffen werden foll,

Dap nun diefe jweite Borausfepung fallen gelafien werden fann,
b. . baf fie von ber exften Borausfeung der Zahl o unabfhingiq
ift, ift leiht nacdhzumeifen. S will Hies sundchit an einem Beifpiele
bevbeutlichen. ehmen wiv die Gefamtheit aller endlichen Orbinal-
sablen, wie fie, ihrer Grdge nadh geordnet, Hie mwohlgeordrete Menge
bort dem Ordnungstypus o bilden:

1208, 4 BB, o W b
unb vergleiden fie mit der Gefamtbheit aller geraben endlichen Or-
binalzahlen, die, ihrer GroBe nadh geordnet, nad) Cantor wiederum
eine wohlgeordnete Nenge vom Ordbnungstypus o bHilden:

24,6, 8, 00,12, . 00w 2% 0y vnns

Diefe leptere wohlgerdnete Menge foll alfo nad) Cantor biefelbe
Anzahl von Elementen wie die exfie Menge befiben, weil jedem Ele:
mente ber erften Menge ein foldhes in der gweiten Menge entfpricht,
weil in ber unendlichen Menge aller enbdlichen Bahlen jebe 3ahl eine
gweimal von ihr grdBere Yat. Da aber alle Glemente der weiten
Menge in der erften Menge audh borfommen, o bildet fie offenbar
eine Teilmenge von ihr, alfo witrbe eine eilmenge biefelbe Anzah!
bort Elementen enthalten wie bie gange Menge. Wie man Hieraus
fieht, befteht bas Gleichheitstriterium Cantors in begug auf die Or-
binalzahlen (er dehnt dasfelbe bann aud auf bie Kardinalzahlen aus,
was und hier jedodh) nodh nichts angeht) in Hem eindeutigen Gin-
anberentipredyen der Glemente gweter unendlichen Mengen
nad) ivgendeinem befondeven Berhaltnis in dem diefe Ele-
mente gueinander fehen,

Auper diefem Gleichheitstriterium fitv bie unenblichen Mengen nun
laBt fid) aber offenbar nodh ein anbdeved mit ebenjolcher Bevehtigung
benfen. Dafy bie gwei obigen unendlichen Mengen im Ginne Cane
torg einanber gleidy (vefp. ahnlich) find, ift ungweifelhaft. €8 fann
aber die Frage erhoben werben, b nidt dasdjenige RKriterium, bem=
gemdR eine unenbliche Menge al3 Tetlmenge einer anbeven unend-
lichen Menge gu betrachten ift obex nidht, ob bdiefed Rviterium, auf
bem ja {dfieBlich dasjenige Cantors, inwiefern basfelbe die Gleih-
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heit awifdhen dem Gangen und dem FTeile ftatuiert, beruht, nidt
alg Gleidhheitstriterium fitr die unenbdlidhen Mengen bienen fonnte ?
Nnd tatfad)lid Fann dasfelbe gang qut al3 {oldes gelten. Diefem
Kriterium gemdp witrden zwei unendlidhe Mengen nur dann
gleid) fein, wenn fie (qualitativ) biefelben Glemente ent-
halten, fo dah biefem Rriterium gemdp die beiden obigen Mengen
nidt gleidh fein toilvden, vielmehr wdre die exfte Menge doppelt jo
grof toie die sweite, d. §. die Wnzahl ber Clemente in ber erften
Neenge wdre gweimal fo grof ald die Unzahl der Elemente in ber
sweiten Menge. Wenn die unendlichen Nengen gezdhlt oerden
follen, miifte, um bdiefes Gleichheitsfriterium anwenden zu Lonnen,
bie qualitative Bejdaffenheit der Elemente in Betradt gegogen werden,
dies mitfite aber gleichjam vor bem Wbftraftionsprogeh, durd) ben bie
Orbinalzahl im Sinne Cantors entfteht, vorgenommen werben, um
feftsuftellen, 0b bie beiben Mengen bdiefelben Elemente enthalten ober
nidyt, bemgemdp fie einander gleid) oder verjdhieben voneinander find,
weldhe Gleihheit ober Beridiebenheit bdann einfad) auf bie ent:
fprechenden Orbinalzahlen su itbertragen wive.!

1 Daf man ein {oldes Gleihheitsfriterium flir die unendlichen Mengen auf:
ftellen fann, ift mindeftens ebenjo exlaubt, toie e8 exfaudt ijt, das Gleichheitsfriterium
Gantorsd fitr diefe Mengen aufjuftelen. ~Bur BVelriftigung diefer Behauptung berufe
i) mid) auf Cantor feldbft, ver in feinem Wufjage ,Mitteilungen sur Lehre vom
Transfiniten” (, Jeitfhrift fiir PHhilojophie und philojophijche Kritit”, Bb.91, &.123, 4)
bas von ihm aufgeftellte Gleihheitstriterium nicht gleichbedentend mit dexr Behauptung,
,D0f Den fonfreten Mengen M und M’ (wobei M bdie ganie unendliche Menge und
M’ eine Zeilmenge von ihr begeichnet) eine und diefelbe Realitdt jufomme”, fein ldft,
jo ex gibt fogar inbiveft die Miglichleit des sweiten Gleichheitsfriteriums 3u, indem
et fagt, daf ,der alte, jo oft wicderholte Saf: «Totum est majus sua parte»
ofne Beweis nur in bezug auf die, dem Gangen und dem Teile jugrunde (Hegenben
Gntititen jugeftanven werben” darf. Mehr al8 dies will aber aud) unfer Gleicy
eitglriterium nidht: ftatt die eindeutige Juordnung bver Elemente einer unendlichen
Menge und ihrer Teilmenge um Gleichheitsfriterium der unendlichen Mengen 3u
madjen, fbnnen wir fa, wm in ﬁbereinftimmung mit den endliden Mengen ju Hleiben
(bet Denen itberhaupt beide Gleichheitsiritevien jujammenfallen), bas Verhilinis des
Gnthaltenjeing bderfelben Elemente in ifhnen (oder ber Realitit in Cantors Sprade)
3u einem foldjen Rriterium madjen, wie die8 aud) tatjachlich von Veronefe in feiner
transfiniten Zafhlenlehre (davgeftellt in feinem grofen Werte «Fondamenti di Geo-
metriay — befjen {1berfesung unter dem Titel , Grundalige der Geometrie von mehreven
Dimenfionen” von A Scdhepp, Leipzig 1894 exjdhienen ift) getan worben ifft. Da Can:
tor, wie aug feinen obigen Wusfihrungen erhellt, die Mbglichfeit diefes von dem
feinigen abweidenven Gleidheitsiriteriums implizite sugibt, jo ift e um jo mehr ju
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Wie man hievaus fieht, ift das Gleichheitsteiterium Cantors eine
fpesielle Annabhme, bdie fih) von feiner erften Bovausfebung bder Fahl
o gany gut tvennen ldBt und Ddied8 um o mehr, da ja das Gnt
Haltenfein berfelben Glemente bas eingige denfbare Kriterium sur Gnt-
jheibung Dder Frage, ob eine unendliche Menge Teilmenge einer
anberen ift ober nidht, bilbet und ohne dasfelbe Cantors Kviterium
felbft itberhaupt undentbar wdve, dba man ja bdie Glemente smweier
Meengen nur nad) einem befondbeven Buordbnungsgefel einanbder 3=
oednen fann, ein foldhed Gefe aber ohne Ritctficht auf die qualitative
Befdaffenheit ber Elemente undbentbar ift.

Wird nun fo bas Gleidhheitstriterium Cantors fallen gelaffen unbd
basjenige Veronefes (vergl. bdie vovige Unmerfung) an jeine Stelle
gefet, fo werden bie Ordinalzahlen von der Form 0 — 1, 0 —2,
©—3, o—4, .. .. 0—v.... gang wohl miglich. Denn
biefe Bahlen entfprechen bann den wohlgeordneten Mengen

2 8, 406, L Y e e
8, 4, 5,00, bk sV
4,8, 8, v Wby 4 e
0,006, L ATV s ;

wa3 ausd bem Bergleid) bdiefer Mengen mit dev woflgeordneten Menge
L 208, LB, b s s s :

hevoorgeht. Denn bie erfte feer Mengen enthalt alle Glemente dex

leteren aufer dem einen (bem erften), die zweite alle auffer sweien

bermunbdern, daf er in ben diesbesiiglichen Ausfithrungen Beronefes (vexgl. ingbejonbdere
§ 45¢c und § 93, Bem. I, im Bujammenhang mit § 27, Def. T und II, in Hem
angefiijrten Werfe Beronefes) lauter widerfpredhende Uufjtellungen Hat erblicen
Ionnen (vergl. Gantor, , Mathematijhe Annalen”, Bb. 46, &. 500 f. und bdie Untwort
Beronejes darauf in derfelben Beitjohrift, Bd. 47, ©. 427 if.). {ibrigens Hat jehon Bol-
gono (vergl. deffen ,Parabogien bes Unendlidhen”, 2. Aufl. 1889, § 21—24, &. 31
bis 36) ben Unteridhied beider Gleichheitstriterien Hax aueinanbergefelt und fich ent:
idhieden fiir dasjenige Veronefes ausgefprocen, obgleid) ex in ber Antwendung aunf
Ginelbeifpiele diefelben nod) nicht geniigend gu unterfeiden weif (o in bem Beifpiele
ouf &. 54, § 33, wo bas fehlerhafte Rejultat, daf die Grife ber Summe aller
uabratjahlen in der natiirlichen Bahlenreife grdfer als die Summe der exften
Potengen diefer Jahlen fei, nur dadurd) gewonnen wird, baf Volzano einmal das
Cantorjhe und bann bas Beronefejhe Gleidhheitstriterium antoendef, tihrend bie
alleinige Untwendung jedes von diefen beiden Kriterien 3u abweidgenden Refultaten
fithrt, biefenige des Cantoridhen néamlic gur Gleihfheit der beiven Summen, diejenige
beg Beronefejden jum entgegengejesten Refultate des Grbferfeing der Summe erfter
Botengen).
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(bem exften unbd bem zweiten), die dritte alle auBer bdreien (bem
evftenr, zweiten und britten) ufw. ©obald alfo bag Gleidhheits-
fritevium Cantors fallen gelaffen witd, find aud) unendliche Sahlen,
bie fleiner al3 o find, mbglid), Wahrend o bdie Gefamtheit aller
endlidhen Ordinalzahlen darfellt, ftellt o — 1 die Gefamtheit aller
endlidhen Orbinalzahlen auber einer, ® — 2 bie Gefamtheit aller
aufer jweien, o — 3 bie Gefamtheit aller aufer dreien ujw,,
o —v bdie Gefamtheit aller endlihen Ordinalzahlen auper v jolden

ujw.*  Da e3 nun feine grbfpte endliche Orbinalzahl gibt, fo with

¢ offenbar aud) feine fleinfte unendliche Ordinalzahl o —v geben,
und diefer lepteven Bahlen wird ed offenbar nad) dem BVevonefejdhen
Gleichheitstriterium o geben, weil jedes Element der Menge (w) in
ber Menge 0 — 1, 0 —2, ©—3, ... o—v ..., nur mit ne
gativen Borzeichen, vorfommt.?

Diefes lepteve Rejultat ift nun an und fitv fih etwas fehr
Mertwiirbiges: die unendlichen Bahlen von der Form o — 1, » —2,
©o—3, ....V.... weden auj Grund desfelben Gleichheits-
friteviums, auf Grund deffen die Ordinalzahl o ieu‘{? Cingigartigs
feit af3 die fleinfte transfinite Orbinalzahl verlievt, biefer Bahl unter-
geordnet, D, f). durd) diefelbe gezahlt. Die Sadhe Hat aber an fidh
fohlieBlich nichts Wunbderbares, wenn wiv bedbenten, dbap die Ordinal=
3050 o beqrifflic) ben Ordinalzahlen von bder Form o —v vorauss
gehent muB® und in diefem Sinne unter allen tvansfiniten Bahlen

1 Da eg feine grbfte endlidge Jahl gibt, fo ift e8 Har, daf, vein arithmetijh
abjtraft genommen, die bon der 3ahl o abjusiechenden endlichen Jahlen bem vorderen
Feile der wohlgeordneten Menge (w) angehdren werben, da ein Hinterer Teil berfelben
ftreng genommen gar nidgt exiftiert. Da aber dle geometrijdhe wohlgeordnete Menge
(w 4 1) umfehrbar ift, jo legt feine Shiwierigteit der Anwendung diefer Jahlen auf
iefelbe.

2 Gemwif ift biefe Behauptung, daf die WAnzah! der Jahlen von ber Form w—v
aleidh der Unzahl ber Babhlen v iff, paraboy, wenn man aber nun einmal joldhe
Babhlen suldft, bann ift e8 offenbar, baf w—v nie einer endlidhen Jahl gleich werden
fann, fo grof v aud) fein mag, und da e8 w=3ahlen von ver Form v gibt, jo mup
8 aud) w=Jahlen von der Form w—v geben.

3 Dag bem wirtlic) jo ift, Wkt fich auch folgendermafen einjehen, Die Bahl
o—1 ift night eine Bah!, die der Jahl o o Horausdginge, wie etwa ber Jahl 2 die
Bahl 1 vorausgeht, denn wihrend 2—1 nur veshalh = 1 ift. wetl 2=1 4 1, ift o nidht
in bemjelben Sinne = o — 1 41, jondern, damit die Zahl w—1 alg joldhe begrifflich
mbglid) werde, ift suvor der Vegriff der Jahl w nbtig. Denn damit die Anzahl alle
endlidhen Bahlen auBer einer begrifflich mogli werde, ift gubor ber Begriff einer

-
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eine Augnahmeftelung einnimmt: fie ift eben die evfte tvansfinite
Orbinalzahl, bdie auf bem diveften Wege aus den endlichen Ot

~ dinalzahlen entfteht, und bleibt unter den transfiniten Ordinalsafhlen,

bie auf Grund der beiben befannten Crzengungspringipe Cantors in
biefer biveften Weife entftehen, die Eleinfte. Gantors transfinite
Bahlen im engeven Sinne bleiben alfo aud) bann Beftehen, wenn
folhe von ber mnegativen Form (o0 — v, wev —vy, 0¥ —y ujw

&

ba ja, fobald biejenigen vbon ber Form o —v aud) bdiefe andeven

hoheren miglich finb) sugelaffert werben, fo bafi alfo bie Abzihlung
ber lepteven duvd) die erfieren nichts Wunbderbares mehr an fich Hat.

Wir fragen ung nunmehr, ob durd) die Cinfithrung der trans-
finiten  Bahlen von bder Form o —v die tvansfinite Bahlenlehre
Cantord ju einer widberfprudhslofen Anwendung auf Had fonfefutive
unendlidhe Distretum befdhigt wird, ober, mit anbeven Worten, wir
fragen ung, ob bdie dritte Uniwort auf die oben geftellte Frage,
welder Ordinalzahl der dem w=Punfte der geometrijhen Menge bder
gig. 3 unmittelbar vorausgehende Punft entfpricht, richtiq fei ober
nidht? Die Antwort auf diefe Frage wollen wir nun mit Hitlfe dex
dig. 6 geben. Die obere (Biffern= vefp. Budftaben-) Reibe bdiefer
Figur entfpricht bev unteven Reihe der Fig. b von 1 i3 o, die nad

(A B~ . ]
i1 3 8 4 v é'aém
1" 218 y € 38 € el ‘g £ | &

L t O O M o
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Fig. 6.

unferen bizhevigen Ausfithrungen die rvidhtige Deutung ber geo-
metrijhen Menge dev Fig. 3 darftellt; die unteve Reife diefer Fiqur
entfpridht Dagegen bder gangen unteven Reihe der Fig. 5 von 1 bis
-2, bie nac) unferen bisherigen Ausfithrungen die ridhtige Deutung
bev Punttenmenge diefer legteven Figur felbft darftellt (die vbere Reife
wuzde alg in diefer Hinficht unrichtig ausgelafien). Die Fig. 6 beveinigt
Babl, die alle enbdlihen Bahlen umfabt, notwendig. Diefes Begriffsverhalinis
swifhen beiden Bahlenavten rithet hlieRlic), toie leicht eingufehen, Ddaher, dap bdie
wohlgeordnete Menge, deven Orbnungsdippus o ift, nur ein erftes, aber fein lettes
Glement Hat und bap demnad) bie Subtrattion von o gletdhfam nur bon vovne voll-
gogen werden fann, fo daf die Bahl w—1 ber Bahl w in der Bahlenreipe 1, 2, 8,
v Va0, 041, » begrifflich genommen, nicht unmittelbar vorausgepht.
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fomit in fid) bie Figuven 8 und 5: bie barin bargeftellte Puntten-
menge ift diejenige der Fig. 8 (bied ift duvc) bie obere Reihe aus-
gebrildt), die Orbinalzahlen aber, durd) bdie die Punkte diefer Punttens
menge abgezdhlt werden follen, entfpredjen der Punftenmenge bder
Jig. 5, wag eben in ber unteren Reihe ausgedrictt iff. Denn baf3
bie Anzahl aller dem w=Punfte der geometrijthen Menge bder &ig. 6
(vefp. der Fig. 3) vovausgehenden Punfte gleich w-2 ift (wag in bex
Jigur fo angegeben ift, daf unter dem Beidhen o dad Seichen w-2
fteht), folgt aus bem oben usgefithrten, wonad) die Anzahl der un-
endlidhen Ordinalzahlen von dber Form o — v gleid) o fein muf,
ohne weiters, da bie Punfte bdiefer Menge auBerdbem nodh bder wre
fpriinglichen Borausfebung gemdf allen endlichen Ordinalzahlen ent:
fprechen, beven Anzahl ebenfo gleidh) o ift. Wie nun die Unzahl aller
bem o-Punfte vorausgehenden Punfte jener Menge gleich w-2 ift,
ebenfo ift nun teiter bdie Wngahl dber bdem o — 1-Punfte bdiefer
Menge vorausgehenden Punfte ©-2 — 1 (wad in der Figur fo an
gegeben ift, daf ba3 Beiden -2 — 1 unter bem Beidhen o —1 fteht),
— benn die Punftenmenge (0-2 —1) umfaft in bdiefem Falle alle
Puntte der Menge (2-2) auBer bem Punfte w-2—1 felbft (w-2-
Puntt gehrt ja dev Vorausfeung gemdh nicht in bie Punfimenge
felbft hinein) — unbd ebenfo ift die Unzahl aller dem w-2—2 por-
audgehenden Punfte glei) ©-2—2 ufw., fo dap itberhaupt bie
Angahl bder bem -2 —v-Punfte vorausgehenden Punfte gleich
o-2—v ift, wo bie Punttenmenge (0-2—v) alle Punkte der Menge
(0-2) umfaBt auBer ben Punften ©-2—1, ©.2—2, ©-2—3,

c0:2—y ..., b b alle Puntte der Menge (0-2) auper
ben v erften, dem GEndpuntte w-2 diefer Menge vorausgehenbden
Puntte. Davaus erfieht man, daB bdie Orbinalzahlen -2 und
©-2—v gur Abzahlung dber dem Endpuntte einer geometrijchen Menge
erfter Orbnung vorausgehenden Punfte fidh volfommen eignen.

©Ob aber diefe Abzdhlung, wenn fie nod) weiter fortgefest wird,
nidt auf Widerfprithe fithet, die {fich durch Feine Umbilbung bder
transfiniten Bahlenlehre Cantors mehr vermeiden laffen? Wenn wix
nun jene Abzahlung noc) weiter fortfehen, fo werden wiv offenbar,
wennt alle Ordinalzahlen von der Form -2—v erfhopft find, u
ber Ordinalahl o fommen miiffen (wie died aud) in ber unteren
Reihe der Fig. 6 ausgedriidt fteht), und von diefer weiter ju ben
Ordinalzahlen von der Form 0o—1, 0—2, ©—3, . ... 0—v,

s wr
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: BWiv gelangen fomit, inbem wir eine Punttenmenge mit dber
Punftenanzahl -2 abzihlen wollten, wieberum zu einer Puntten-

~menge, beven Punftenanzahl gleih o ift, refp. fein jolf, und das ift

gerabe bie Punttenmenge, von der wir urfpriinglidh ausgingen, und
beren Punftenanzahl wir nadhher gleith w-2 fehen muften, um bie
tranafinite Bahlenlehre Cantors von den ihr Bei ihrer Anwendung
auf bag fonjefutive Disfretum anhaftenden Wiberfpriihen befreien
gu fommen, Wiv drehen ung fomit in einem Rreife, benn wir
miiffen nunmehr aud) fiir die neue Punttenmenge (v), die al3
Deftandteil ber wrfpritnglidhen Punftenmenge (0) auftritt, bdas-
felbe vorausfehen, was wir fitr diefe lehtere getan Habem, b. Y. wix
mitffent audy beven Punttengahl gleich w-2 fehen, dann wird fich aber,
wenn wir diefelbe in obiger Weife abzahlen, in ihr wiederum eine
Punttenmenge (o) als Beftandteil ergeben, deven Punttengahl wiederwm
glei) ©-2 gefet werden miiffe ufw. in infinitum. PMan meine
nidt etwa, biefer progressus in infinitum Yaffe fidh einfach durch
bie Bovausfebung beheben, die Punttengahl der geometrijdhen Menge
(0) fei johlechthin unbeftimmt unendlich und abgdhlbar alfo erft durch
bie wohlgeorbnete Nenge aller denfbaren Ordinalzahlen iberhaupt,
ndmlid) burd) bie jogenannte Menge W:

1,284....v,....0,04+1, 04+2 0+3,....
O+v. ... 02 038 04 ..., 0 ..., 6% 0 of
w
v (Dm (Dm
Aslge 0L A B e ® e wle O oy N AT
6 B Tl A

Denn aud dann Beftdnde in der Punttenmenge (W) bie Puntten-
menge (») al8 Beftandteil, was ein einfacjer Blick auf die Bahlen=
menge W lehrt, und bann miifgte weiter dasfelbe aud fitr biefe Menge
(o) gelten, man mitte fo 3u ber unbeftimmi=unendlich grofen Penge
bon unbeftimmt=unendlic) vielen Punttmengen (W) feine Buflucht
nehmen, eine foldye Menge witrbe aber offenbar wiebersm die Menge
(0) al3 Beftandteil in ficdh enthalten, dem Berhingnis wiivbe man
alfo aud) damit nidht entrinnen.

Jn jenem progressus in infinitum fommt eben ein {ogifcher
Birtel jum Ausbdrud, der fih auf feine Weife vermeiden ldgt, da ex
einen inneven Wiberfprud) darftellt. Und an biefem inneven Wiber-
fprud) geht alle Hoffnung einer weiteren Umbildung dex transfiniten
Bahlenlehre Cantord gur Cvmibglichung ifhrer Unwendung auf bas
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unenbdlidhe Tonfefutive Disfretum jugrunde. Denn diefer innere
Widerfprud) exfdhitttert diefe Lehre in ihver Grundfefte, in ber Vor-
ausfegung der Grundzahl o felbft: wenn die Bahl  im Gebiete ber
fonjefutiven unendlicdhen Raumform mbglid) wdave, dann miiBte eine
PBunftenmenge (o) fonflruiert werben Linnen, eine joldhe Punften=
menge fann aber nidht fonflruiert werben, weil fie fich felbft immer
wieder vovausfeht, weil fie beftehen mitfte, bevor fie befteht, was eben
widerfprechend und unmdglich ift, die 3ahl o ift alfo im Gebiete ber
fonfefutiven Raumform unmbglid.

Wir fehen nunmehr vor einem Dilemma: . entweber dpt fich
eine transfinite Zahlenlehre denfen, in der bie Ordinalzahl o Can:
torg itberhaupt nicht mehr befteht, ober basd fonjefutive Disfretum
fann nidt aus einer unendlichen Wnzahl von Puniten beftehen. Wir
haben nun im Anfang diefed Wbjdhnitts bemerft, dap Veronefe den
Berfud) einer von derjenigen Cantors verjhiebenen transfiniten Jahlen-
lehre gemad)t Hat, die mit den beiden Grundvorvausjehungen ber
transfiniten 3ahlenlehre Cantors bricht und dbemnad) aud) die tvans-
finite Ordinalzahl o Cantord umgeht. Nad) den bigherigen Aus-
fithrungen, die ung bie eine Grunbdvorausfepung Cantors zuguniten
berjenigen LVevonefed aufzugeben zwangen, wdre nun ju ervwarten,
baB wir ebenjo den obigen Widerfprud) bduvc) bie Preidgabe ber
sweiten Grundvovausfebung Cantors und die Annahme bder ent=
fprechenben Grundvorausfepung Beronefed vermeiden. Um Hied su
entcheiden, mitffen wir juvor bie transfinite Jahlenlehre Beronefes
in thren Grunbdzitgen fennen lernen.

Bon den adht Hypothefen, in deren Weronefe feine transfinite
Bahlenlehre ausgedriitt Hat, begiehen fidh die erften fitnf auf bas
Unendlic)=Groe und die drei lehten aufj dasd Unendlich):-RKleine. Wir
werden Hier nur bdie erften finf bevitdfichtigen, da fie filr unfere
Unterfuchung bed nad) oben unendlichen fonfefutiven Distretums mak-
gebentd find,

Wehrend Cantor feine transfinite Jahlenlehre auf vein arith-
metifdher Grunbdlage aufgebaut YHat, baut Beronefe die jeinige auf an-
{dhanlidh-genmetrifher Grundlage, inbem er von bem Begriffe der
Geraben pber der Grumndjorm (Hyp. I) ald ded ,in ber Qage feiner
Feile ibentifthen Spftems einer Dimenfion” (Hyp. II) ausdgehend?

1 Bergl, Veronefe, a. a. O, § 71, &. 77, 8, im Bufammenhang mit der
Def. I, § 68, und Def. I, § 70.
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baran unmittelbar feine auf a3 Unendlidhe fidy begiehenbden Hypo=
thefen anjdliept. Bevonefe felbft beleuchtet den Unterfhied zwifdhen
feiner Hhpothefe IT und der entfpredenden Hypothefe Cantors, und
wir fonnen bdiefen Unterfthied anjhaulich in dben Figuren 7 und 8
iluftrieven. Wahrend der Hyp. II Beronefes gemdf in der Ridtung
ber Geraben AB, e ftetd um einen Punft X zwei Segmente A,X
und XB, gibt, die dbem Segmente AB mit dem Unfang A ibenti|d
find (Ftg. 7), ift nadh Cantor nuv ein jolthes Seqment XB, = AB
notwenbdigertoeife gegeben (fo ift, wenn X ein oo-Puntt ift, nach Cantor
mir o + 1> o Hagegen oo — 1= oo, wihrend nadh Beronefe

A B Az X B:
- -
Fig, 7. !

A B X Bi1
| | 1 |
l | | |

Fig. 8.

audy oo —1<T oo fein mitffe)? Der Hier bargelegte Unterjchied
swifhen Cantor und Vevonefe drviidt nichts anberes aus als den
Unterjchied Dder beiden won ihnen verivetenen Gleichheitsfriterien in
bejug auf die unendlichen Mengen.

Die Hyp. T Beronefes bdriidt nun den anderen funbdamentalen
Unteridyied beiber Bahlenlehren aus, Wdhrend Cantor namlid) von
bem arithmetifhen Begriffe endlicher Bahlen ausgehend su bder erften
transfiniten 3ahl o als der Gefamtbheit aller diefer Bahlen gelangt,
geht Beronefe von bem geometrifchen Begriffe des Gebiets der Stala
endlidher Segmente aus und gelangt ju dem biefes Gebiet in fidh
umfafjenden unendlidh-groBen Segment, ofne daf bdiefes letere aus
bem erfteren mit Notwenbigfeit hervorgehen foll. Unter der Stala
verfteht Beronefe bie unbegrengte Reibe von endlichen, einem erften
endlidhen Gegment (AB, Fig. 7) in einer Geraben gleihen Segmente
und unter dem Gebiet der Stala das unbegrenste, alle Glieer diefer
Reihe in fih umfaffende Segment.? Wabhrend nadh Cantors Lehre
nun diefes unbegrengte mit bem Gebiet dev Stala ibentifche Segment
jugleiy basd unendlidh-grofe Seqment erfter Ordnung darftellt, ol

1 Beronefe, a. a. O., § 90, Hyp. I und Vem. I, &. 117, und Vem. IV, S, 119.
2 QBevonefe, a. a. O., § 80, Def. T und III, S. 89.
Petronobicyd, Die typijhen Geometvien, 4
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nady ber Hyp. III von Beronefe dod unendlichqrohe Segment exfter
Ordbrnung nidht mit bem unbegrengten Segment des Gebiets ber Stala
felbft ibentijh fein, jonbern pasfelbe in fich umfaffen.t Ober, anbers
ausgedritctt, nad) Cantor foll dad Gebiet ber Sfala al8d foldes ein
erftes, auBerhalb bdiefes Gebietd liegendes Element (vefp. Puntt) be=
ftimmen (o daB, wenn wiv denfelben mit Ao begeichnen und den An-
jangspunft mit A, bann das Segment AAo mit bem Gebiet bex
Sfala felbft ibentifdy ift), wdahrend nady Beronefe der exfte, auferhalb
be8 Gebiets der Stala im Unendlich-Grofen liegende Punit gang un-
abhangig von dem Gebiet der Stala 3u benfen, refp. su fepen ift,
was Beronefe eben in feiner Hhpothefe III ausbritdt.?  Writhmetijd
ausgedritdt bedeutet diefer Unterjdyied, dap bie unendlich-groBe Bahl
erfter Ordnung nad) Bevonefe nidht bie Gefamtheit aller endliden
Bahlen darftellen folf, daf alfo oo, (fo begeichnet Beronefe feine un=
enbdlich-qroBe Bahl exfter Ordrung) nicht gleih Cantord o fein foll.3

Bu unferen Bweden wave dasd itber die transfinite Bahlenlehre
Beronefes bisher Mitgeteilte genitgend, ber Bollftandigleit Halber
mitfien wir aber weiter nod) feine Hypothefe IV unbd Hypothefe V
barlegen, da in Denfelben Beronefe eben den Berfud) madt, Cantors
o i der tvansfiniten Bahlenlehre vollftandig gu umgehen. . Wenn
namlid der im Unendlich=Grofen liegende Puntt auferhalb des Gebiets
per Gfala (enblidher Segmente) liegt, dann fheint feine Stelle in ber
Grunbform gang unbeftimmt und willfinlid) ju fein, fo bafy ung an=
foheinend fein Mittel su Gebote fteht, 3u unterjcheiden, ob ein joldhex

Punft dag Unendlih-Grofe evfter, weiter, britter ujw. Ordnung ,

barftellt, Die Hypothefe TV Beronefes foll nun biefes Mittel dar-
bieten. Diefelbe befteht aus swei Teilen und loutet folgenbermafgen:

MBenn man in dem in bejug auf eine beliebige Ginbeit
(AA,) im Unenbdlidh-Grofen [iegenden Gebiet 1. ein beliebiges
Glement Bo) qusmwahlt, jo exiftievt in bem Segment (AB(e))

1 Beronefe, a. a. O., § 82, Ga R, &. 101, 2.

2 Beronefe, 0. a. O., § 82, Hyp. IIT und Gaf a und b, und Def. III,
S. 96—99.

8 Bergl. Beronefe, a. a. O, § 90, Bem. IV und Sag b, ©.119. Beronefe
Befindet fich aber im Jnvtum, wenn ev hier meint, e8 geniige Bahlen bon der Form
0, —n porauszufepen, um Cantord o augaufdhlicken, denn wiv Haben frither ges,
funden, bak fi) mit Cantors w gany gut Baflen von der Form w—vy berfragen
fonnen.
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ein joldes Clement X, dap AX und (XB(®) ebenfalls in
besug auf (AA;) unenblidg=grof find, und 2. exiftiert ein
Tinld)eﬁ Glement A(®), bah dasg Segment (AX) fiiv jebes be=

A Ax . X Ar A(OO)
| | | | |
| | 1 | —
Fig. 9.

liebige X in begug auf (AA() endlid) ift". Der Sinn diefer
vierten Hypothefe BVeronefes lapt fich an der Fig. 9 exliutern. Wenn
AA(®) bag unenblid)=grofe, bas Gebiel der Sfala” mit dem Anfangs-
fegment AA, umfaffende Segment ift, dann gibt e8 in diefen Seg-
men? eiten Punft X, fo dap AX und XA(®) in bejug auf AA; un-
endlidh=grof find (. §. bap jebes von ifhnen ein eigenes Gebiet dex
Cfala in fid) enthalt und zwar AX basjenige mit dem Segment
AA; und XA(o) dHagjenige mit dem Segment A(®)A,), in begug auf
AA(o) gber endlidh, 3 B. AA(o) =2 AX, DBeronefe mbdhte biefe
Teine Hypothefe als villig unabhingig von ben jritheven Hinftellen, {ie
ift e8 aber nidht, denn fie folgt unmittelbar aug den beiben fritheven
und feinem allgemeinen Gleichheitafriterium,

: Wenn namlid) nad) der Hypothefe IIT der im Unendlich-Grofen
liegenbe Puntt Alo) gang auBerhald Hes Gebiets der Stala mit dem
Anfangsfegment AA, liegt, fo muB e8 nad) der Hypothefe II vom
Puntte A(o) qus in entgegengefepter Ridhtung ein ebenfoldhed Gebiet
bgt Sfala mit bem Anfangsfegment A(©A, = AA, geben.! Wenn
b'teﬁ nun feftfteht, fo ift e flar, dak e3 nad) Hypothefe ILL ebenfo
eien auBerhalb Hes Gebiets biefer ziweiten Stala im Unendlid-GroBen
liegenben Puntt geben muf, wie der Punft Aloo) nad) derfelben Hypo-
tf')efe auferhalb des Gebiets der erften Sfala liegt. Gewif braudt
bteie\'c Bunft vorerft nicht aud) auferhalb dbed Gebiets ber lesteren Stala
gu liegen (e3 fomme 3. B. ber Unfangdpuntt A felber al3 joldher be-
tradytet werden), und Vevonefe Hat recht, daf aud den Hypothefen II
uftb IIT ber Puntt X, ber auferhalb des Gebietd beider Stalen liegt,
n}cf)t unmittelbar folgt.? Diefer Puntt folgt aber unmittelbar aus
biefen beiben Hypothefen und feinem allgemeinen Gleichheitsfriterium,
aud dem aud) die Hypothefe II unmittelbar folgt.? Wenn ndmlid

1 Beronefe, a. a. O., § 84, Sap b und ¢, &. 103—105.

2 Beronefe, a. a. ., § 85, Bem. I, &, 105.

8 Beronefe, a. a. O., § 90, Hyp. II und BVem. 1T, &. 118,
4%
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% niht = oo; ift (wie nad) Cantor 2—= o, ba 20 = o ift), dann

muf es jwifhen den Punften A und Alo) in bem unendlidh-groBen
Gegment AA() einten Puntt X gebent, jo bap AX = A—gf unbd diefer
Puntt hat nun die Cigenjdaften der beiden Teile der Hypothefe IV
Beronefes, denn das 6egment AX (refp. XA(oo)) mufy unendlich=qrop
feirt (jonft wave AA (o) endlidh) unbd der %oraugfegung nad) ift AA(oo) =
2AX, DWeiter folgt dann aber, daR in jebem ber umendlich-grofen
Segmente AX und XA(o) e8 wieberum je einen Punkt X, geben mup,
ber wiederum in bejug auf biefe Segmente den beiben Eigenjdaften
ber Hypothefe IV Beronefes geniigen muf ufw. in infinitum, o daf
bag unendlidh-groge Segment AA(o) unendlic) viele Gebiete der Stalen
mit ben endlichen Anfangsfeqmenten enthalt.

MWie nun Has unendlich=groBe Segment AA(©) in begug auf das
endlidhe Unfangsfegment AA; (ober ein endliches Segment itber=
Haupt) bas Unendlic)-Grofse erfter Ordbnung darftellt’, jo milb ein un:
endlid-qrofes Segment AB (%), weldhed in begug auf AA() bas Un-
endlich-GroRe erfter Orbnung darftellt (d. . meI&)eﬁ pag Bebiet ber
Stala mit dem unendlidhen Unfangsfegment AA() in fihy umfaft),
bas unendlich=qroBe Segment zweiter Ordnung in Begug auf AA,,
barftellen ufw.?  Wenn nun die Hhpothefe IV unendlich viele Male
auf ein unendlidh: groBes Segment endliher Ordbnung angerendet

wirh, bann entfteht das unendlicdh=grofe Segment unendlidjer Ordnung

unb bdies ift die Hhpothefe V Bevonefes®, die ung hier nicht weiter
inteveffiext.

Auf Grund der fiinf Hypothefen Bevonefes nun entiteht die ab-
folut unbegrenste Reihe von enbdlidhen und unendlidh=groBen Bahlen,
beren jebe eirem begrensten endlichen oder unendlich-groBen Segment
ber Grundjorm entfpridit:

1'%, 8, o STy, o 00 e S MEEORG, 0, — 2,
o, —1, o, ® 41, °°1‘|“2 ©, + 3, L T b (P

1 {iperhaupt ftellt jedes in besug auf das endliche Einheitsiegment AA, uns
endligg-grofe Segment, teldhes dem IT Teile der Hyp. IV geniigt, nad) Bevonefe ein
unendlidh - grofes Segment exfter Orduung dar. Bergl, BVeronefe, a. a. O, § 86,
Def. II, &. 111.

2 Beronefe, a. a. O., § 86, Def. II, &, 111.

s Bevonefe, a. a. O, § 91, BVem, I und Hyp. V, . 121,

B
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Wir wollen nunmehr, nadhdem. wir und mit den Grundziigen
ber transfiniten Babhlenlehre Veronefes befanntgemadht Hhaben, auch
beven Wnwendbarfeit auf bag fonfefutive Diskretum unterfuchen.

Dasd wollen wir nunmehr an der Figur 10 vornehmen, die das
Beronefejdhe Analogon der Cantoriden Figur 2 in dbem fonfefutiven
Disfretum darftellt. Wahrend in der Figur 2 die Strece
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bebeutet, dag ein begriffliher Bufammenhang 3wijdhen ben endlichen
Bablen 1, 2, 3, 4, . .. . v und ber unendlichen 3ahl erfter Ord-
nung o befteht, begeidynet in ber Figur 10 bdie unausgezogene leere
Ctrede 3wifdhen n und oo, —n 1efp. oo, daf Ffein unmittelbarer
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begrifftiher Bufammenhang swifdhent den endlichen Jahlen 1, 2, 3, 4,
..... n und bder erften unendlichen 3ahl oo, Veronefes befteht,
ba die leptere nicht bie Gefamifeit ber erfteren bebeutet. Jft bies
Tetere nun ber Fall, fo ift 8 flar, daB e& swifhen pem exften
Punfte 1 und dem das Enbe bes urnendlich-grofen Segments evfter
Ovdbung  darftellenden lepten Punfte oo, ber Figur 10 notwen:
bigermweife einen Punft geben muB, der jwifden beiden gleihweit
entfernt ift. Telder unenbdlichen Bahl im Sinne Beronefes entfpricht

nun biefer Puntt? Der Bahl % antoortet Beronefe. Fragen iiv

nun nad) dem Grunbde bdiefer Wntwort, fo fann diefer Grund nur in
ber Behauptung liegen, daf der Punft oo, eben die unendlich-grofe

Babl erfter Ovdwung unb ber Punkt L deafalb die Hilfte diefer
Baphl darftellen wirdb. Fragen wir un3 nun aber, worin der begriff-
licdge Unterjchied swijdhen dem Punfte 001 unbd ?;—1 in bejug auf bas
Gebiet der endlichen Stala refp. ber unendlichen Menge ber endlichen

Bahlen 1, 2, 8, 4, . .. .n, ... . liegt, fo ift e8 offenbar, daf
fein folder anzugeben ift, ba beide Puntte in qleicher Weife auper= |
Halb biefer Bahlen liegen, fo dap in besug auf das Gebiet ber leh=

teren jedber auBerhalb derfelben in ber Ridtung bdev Geraben 1 ooy
liegenbe Bunft gleidhermaBen den im Unendlidhen (iegenden Punft
oo, barftellen fann. Der Begriff der unendlidh=grofen Bahl oo, Bero-
nefes ift alfo vollig unbeftimmt. Nur wenn man von vornehevein
bas Unendliche als feftftehend betvadhtet, Yaht fich auf Beronefeidhem
Wege noch, allerdingd aud) dann nur jdeinbar, ju einem foldhen ge-
langen: wenn aber diefer Begriff sugleich) die objeftive Cyifteny des
Unendlichen gewdahrleiften joll, dann ift der Beronefejhe Weg bdazu
villig ungeeignet. Jn ber Tat unterfcheidet fich der Punit 32'3 in
bejug auf dad Gebiet ber enblichen 3afhlen 1, 2,38, 4, ....n....
begrifflich) in gar nidhts von dem Punfte ooy, da beide Puntte in
gleiem Sinne auperhalb bHiefes Gebieted liegen und bdie dazwifdhen:
liegenben ©trecfen notwenbigeriveife jede eine unendliche Menge von
Gebieten endlidher Stalen enthalten miiffen. Freilid) fonnte man
fagen, baf biefe unendlidhen Mengen nidht einanber gleidh) find., Ge-
wif find fie nicht gleich, enn die unendlich=groke Strece exfter Ordnung
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1 oo, jéhon al8 Heftehend vbovausgefeht wird, denn dann ift die Strede
i !

(vgl. Figur 11) R offenbar <Z oo, umb in dhnlicher Weife wird
O—Z‘—< % 2. fein. Wber damit die unendlich-groe Strede 1-00; be=

ftehen fann, miiften jubor die Strecen 1% 1 034‘— ac, beftehen fonnen,

biefe fonnten aber mur bann beftehen, wenn wir einen Grofenunter:
fhied wifdhen ben entfprechenden unendliden Mengen barin enthaltener
enblicdher Sfalen, unabhangig von bem BVeronefefchen Begriffe dber un-
endlidh=grofsen Bah! exfter Ovdnung, feftitellen TWnnten, wovin fid) eben
bie vbllige Unbeftimmiheit biefes lehteven Begriffs flav offenbart.
Auf Grund diefes Refultats fann man nun Yeicht einfehen, bap
bie transfinite Bahlenlehre Bevonefes in ihrer Anwendung auf bas
Yonfefutive Disfretum zu dhnlichen Widerfprithen fithet, su denen
ung bie Anwendung der Cantoriden gefithrt hat. Wie wiv in bejug
auf bie Teptere fanben, dafp die aus fonfefutiven Puniten beftehende
o:Menge in Wahrheit eine abolut unbeftimmt = unendlidie Anzahl
pon jolden Puntten enthalten miifite, und dbap aud) in diefer lepteren
filr bie o-Seilmenge wieberum bdasfelbe gelten miifite ujt. in in-
finitum, worin fid) die vbllige Unbeftimmibheit diefer Mienge in bem
fonfefutiven Distretum ergab, ebenfo ift e nach bem Obigen Teicht ein=
sufeben, daf3 bei der Antoendung der Beronefejdhen 3ahlenlehre auf bas-
felbe bie oo, =Menge vbllig unbeftimmt wird, b. . daf fie in Wahrheit
eine abjolut unbeftimmt=unenblidhe Anzahl von folden Mengen in fid
enthilt ufw. in infinitum, dap alfo bie oo -Menge, alfo eine aus
einer unendlichen Anzahl von Yonfefutiven Punften beftehende Menge,
aud) wenn diefe in BVeronefejhem Sinne gefapt wird, unmbglich ift.
G3 erqibt fich davaus aber aud) ein widhtiges Refultat in bezug
auf bie Ingifthe Begritndbung ber beiben transfiniten Bahlenlehren.
Sn ihrer Unwendung auf das fonfefutive Distretum treten die Wiber-
fprithe der transfiniten Bahlenlehre Cantors viel offenfundiger al3
biejenigen Beronefes einfac) deshalb Hervor, teil die erftere logifd) in
ihrer erften Grundlage viel jdharfer gefaht ift, inbem fie bie Gefamtbeit
aller endlidhen Baflen au der erften unendlichen Bahl wmadt, und
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unenbliche NMengen, die nicht gahlenmdapBig ausbritdbar waven, nidht
sulaffen will, wihrend die gweite diefe lebteren guzulafien genbdtiat ift, ba-
durd) aber die lefste logifdhe Grundlage des Begriffs der unendlich=grofen
Bahl erfter Ovdnung verliert.’ Cantors Ausgangdpunft Hilben bdie
fonfefutiven Bahlmengen, Beronefed Ausdgangspuntt bdie fonfefutiven
Gegmentamengen, der Bielpuntt Cantors liegt aber in ben infonjefu-
tiven Punftmengen, derjenige BVevonefed dagegen fillt jufammen mit
feinem Wusgangspunfte. Cantors Ausgangdpunft verfete ihn in die
Rage, u dem Yogifdh harf gefaten Begriffe ber Bahl o ju gelangen,
fein Bielpuntt verhindevte ihn baran, bie Unmbdglicheit der Unmwen-
bung bderjelben auf die geometrijhe Gerade einjufehen (benn, wie wix
fpater fehen werben, laffen fic) leicht bie Wiberfpriidhe der aus Ffon-
fefutiven Puntten beftehenden unendlidhen Gevaben auf die aus fonfe-
futiven Segmenten beftehenden unendlidhen ausd infonjefutiven Luntten
beftehenden Geraden itbertragen), BVeronefed Ausgangspuntt dagegen
verhinderte ihn ju dem logifh fdharfen Begriffe der unendlidhen Zah!
evfter Orbuung 3u gelangen, indem diefer Audgangspuntt sugleicdh fein
Btelpunft war. Unfere Betradhtungen an dem fonfefutiven Disfretum
setgen und, dap eine transfinite Bahlenlehre, wenn fie nicht jdhon in
ihrem Wnjang begrifflich vdllig unbeftimmt daftehen jolf, notwenbdiger-
weife mit Cantors o anfangen mufp, fie geigen aber ugleid) aud
mit aller Deutlichfeit, bafy bdie Anwenbdung bdiefer lebteren auf das-
felbe au unlbdbaren Widerfpriichen fithrt, wovaus indiveft Hervorgeht,
bap bas tonfefutive Diskretum itberhaupt nicht unendlidh fein fonue,
baB dasfelbe nur endlidh gebacht werben miiffe.

Dasfelbe Rejultat werben wir nunmehr aud) direlt gewinnen,
inbem wir ben legten Urfprung aller diefer Widerjpriihe aufzeigen
wollen.

Der lesgte Urfprung all der Wiberfpritche, die aus der Uniwendung
ber transfiniten Bahlenlehre Cantors auf das fonfefutive unendlidhe
Digfretum entjpringen, legt einfac) darin, dap in einem foldhen Dis-
fretum bie 3ahl o von borneherein audgefdhloffen ift, dah bag Wefen
besfelben mit bem Begriffe ber lehteren in einem uniiberbriictbaren
Begenfaly fteht. JIn einem joldhen Disfretum bedbeutet namlich bdie
Fig. 2 nidht mehr eine blofe bilblidhe Darftellung der Zahl », fondern

1 Die Ridtigleit diefed Vortourfs wird evibent beim Yonfefutiven Distretum,

bennt in biefem Yepleren Yann e5 offenbar von vornehevein feine jahlenmafig nicht
augbrlidbaren unendlidhen Mengen geben.
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fie hat in bemfelben eine unmittelbave veelle Bebeutung, ed Yaft fich
namlid) gang gut ein mit der Fig. 2 vollftandig ibereinflimmendes
vdumlicges Disfvetum denfen, in bem jede vertifale Punftmenge bie
entfprehende endlidhe Bahl unmittelbar barftellt. €8 Yaft fich nun
leidyt einfehen, daB in einem foldhen Disfvetum auf jede vertitale
Punftenmenge, die einer endlichen Zahl entfpricht, wiederum nur eine
Punttenmenge folgen fann, die einer enbdlidhen Zahl entfpricht, da o
bie entfprechenden Punfte ber Horigontalmenge unmittelbar aufein=
onberfolgen, fonfefutiv find, fo baff in Der Reibe bdiefer vertifalen
Punttenmengen nie eine unendliche Punttenmenge wird folgen nnen,
b. . eine der Bahl o entfprechende Menge. Wie namlich bdie Bahl
o gang auBerhalb der Menge ber endlichen Jahlen liegt, jo miifte
ebenfo biefe entfprechende vertifale Punftmenge gang auferhalb dex
Reie endlidher vertifaler Punftmengen liegen, was eben unmiglich
ift, dba ber Borvausfebung gemdB alle itberhaupt dentbaren vertifalen
Punttmengen biefer Art in einer und berfelben Reihe liegen, da fie
ja alle (refp. bie entfprechenden Puntte dev Horizontalreihe) fonfefutiv
find. Gine vertifale, der Bahl o entfprechende Punftmenge ift alfo
in bem fonfefutiven Distvetum ber wefentlichen Natur diejes leteven
gemdf ausgefdloffen unbd es ift bann Fein Wunber, daf ber Berfud,
biefelbe dod) barin zu ftatuieven, ju unlvabaren Widerfpritden fithren
muf. Die Ridtigleit diefer Behauptung aft fich gang ftrenge folgen=
dermafen begriinden.

Die endlichen Bahlen ber Reibe 1,2, 3,4,....v,.. .. entftehen,
ie gefagt, fo bak, von ber exften urfpriinglidhen Ginheit, der Jah! 1,
ausgehend, jeber vorhergehenden Bafl eine meue Ginbeit Hingugefiigt
wird, und e3 hat infolgedeffen jedes Glied in biefer Reibe (jebe eingelne
endlidhe Babl), auBer bem erften, ein ihm unmittelbar vorausgehendes
und ein ihm unmittelbar nadyfolgendes, fo dak, wenn von ber quali-
tativen Bejdhaffenheit biefer Glieder abftrabhiert wird, d. h. ein jebes
folches als eine einfadje Ginbheit betrachtet wird, die Reihe aus lauter
fonfefutiven Ginfen befteht. Genau bdiefelbe Befohaffenheit hat nun
audy die aus fonfefutiven Punften beftehende Punttenmenge, die einen
etften Punkt hat. Denn fie ift in Wahrheit nichtd anbdeves als ein
vbllig abdquates fontretes Beifpiel jemer abftraften Reibe: wie jebe
eingelne Ginbeit in fener Reihe unteilbar ift, fo ift hier jeber eingelne
Punft vollfommen einfad), alfo eine fonfrete einfache Ginfeit; und
wie bovt jebe einfache Ginbeit (aufer der evften) eine thr unmittelbax
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poraudgehende und nachfolgende hat, ebenfo Hat aud) hier jeber Puntt
(aufer dem exften) einen ihm unmittelbar vorausgehenden unbd einen
ihm unmittelbar nadfolgendert. Wenrn nun in jener exften Reihe durd
bie fufseffive Adbition einer Einheit su ber vorausgehender Jahl frets

eine enbdliche Bahl entfteht und entftehen fann, fo wird aud) in diefer

sweiten Menge durd) bdie fulseffive Addition e einen Punfted ju
bem voraudgehenden nur eine endliche Punftmenge entftehen fonmnen.
Wahrend wir ung nun — unbd Hievin legt dev Schwevpuntt unferer
?Bem'eis‘sfﬁf)rung —, rein abftraft genommen, gang gut eine gang neue
Bahl o denfen fonnen, die die Gefamtheit allev enbdlidhen Bahlen be-
Deutet, refp. bie bie gange Reihe der der exften EinYeit jutzeffive ju ad-
bievenben Ginbeiten, jufammen mit biefer evften felbft, enthdll, weil e3
in einer foldhen feine Yehte Ginheit gibt (vefp. su geben braudt), ift eine
entfpredhende o:=Menge bei fener fonfreten Punttmenge nicyt mdglidy,
ba s bei biefer notmendigerweife einen lepten, bie ganze Reihe von
Puntten abfdlieBenden Puntt geben mup. Denn iwie bie Gefamiheit
aller endlichen Bahlen, in ber es feine grbfite endliche Bahl gibt, u
ber newen unendlichen Bahl o fithet, bie auperhalb biefer Reihe end-
licher Bahlen Yiegt und auf fie alle unmittelbar folgt, ebenfo mitpte
e5 auferhalb ber unendlich vielen Puntten ber Punftmenge o, in ber
¢8 feinen Yeten Punft gibt (vefp. geben foll), einen Buntt geben, der
bie gange urnendliche Rethe yum Abjohlufp bringt, die betreffende Bunit-
menge 3 eimer aftual unendlidhen (vefp. au einer unendlidj=grofen
Geraden erfter Ordnung) madit, Jft aber ein foldher gegeben, dbann
befteht fein begrifflicher Unterfthied mehr jwijden einer foldhen o 41—
Menge fein jolenden Punfimenge und einer endlidhen Bunttmenge.
Denn in beiden gibt es einen erfen und einen lepten Puntt, in betden
Bat jeber Punft auber dem erften und dem lebten einen unmittelbar
bovausgehenbden und einen unmittelbar nadhfolgenden Puntt, in jeder
ergibt bie (im Geifte gemadyte) Adbdition eines Punkted su den voraus-
gebenben, wenn von dem exfen Punkte ausdgehend diefe Adbition
fufjeffive ausgefithet wird, immer eine endliche PBunttmenge. NMan
with vielleiht im Anfchluf an das Ceptere fagen: ber begriffliche
Unterjhied Deftehe eben darin, bah in ber erfleren Dabei nie auf eine
leste endliche Punftmenge su gelangen ift, wdhrend bieg in ber jweiten
(relativ) bald der Fall fein wird. Aber diesd ju behaupten, hieBe in
einem circulus vitiosus fidh bewegen: denn die Behauptung, jene erfte
Menge fei aus unendlich vielen Puntten sufammengefest, mup fid) auf
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eittent begrifflichen Unterfhied in den beiden Mengen ftitgen, folglidh) fann
biefer begriffliche Unterjchied nicht in der Borausdfehung der unendlichen

- Anzahl felbft liegen. Daf ein foldher begrifflicher Unterfhied swifchen

Beiden Mengen in ber Tat nidt befteht und beftehen fann — und bies
ift bas Entfdheibende —, ergibt fich eben unmittelbar aus dbem Bergleidh
ber beiden Puntimengen mit ben entfprechenden Bahlmengen. Dex Unter-
fhied 3toifdhen einer endlidhen Bafhlmenge und der unendlichen Sahlmenge
(w -+ 1) befteht darin, daf, wihrend die erfte aud Lauter fonjefutiven
Bahleinheiten befteht, b. §. jebe Bahleneinbeit davin, auber der erften
und ber lehten, eine unmittelbar nadhjolgende und vorausdgehende hat,
die gweite nicht aus lauter vollfommen Ffonfefutiven Einfeiten befteht,
ba wohl aud) in ihr jede Babhleinheit, felbjtverftandlid) auper dex
erften 1 und ber lepten o, eine ihr immittelbar nachfolgende Hat,
ber lepten Bahl o darin aber feine Bahl unmittelbar vorausgeht. [ Da-
gegent befteht ein entfprechender begrifflicher Unterjdhied jrijchen einer
enblidjen und der o 4 1 — Punttmenge nicht, ba beide einen erften
und einent lepten Puntt haben und beide ausd vollfommen fonfefutiven
Puntten beftehen, e entjprechen alfo beide begrifflich volfommen der
endlidhen Bahlmenge, woraus fih) unmittelbar der folgende funba=
mentale Saf ergibdt:

Gine aus fonfefutiven Punften beftehende Bunfimenge,
bie einen erften und lepten Punft Hhat, ift endlid.

Daf bdiefer Sap ridhtig ift, wird man nad) bder obigen Aus-
fithrung nicht begweifeln Lonnen. Durd) denfelben find alle einen
Anfang und ein Gnbe Habenben unendlichen Punftmengen vefp. un-
endlidh=qrofen Geraben im fonjefutiven Disfretum ausgefdhlofen.
Durd) diefes Refultat gevdt aber unjer Denfen in feltfame Untino-
mien. Denn wenn irgendwo, fo miilte gerade im fonfefutiven Dis-
fretum bdie Bahl o unb bdie ausd ihr weiter entftehenden transfiniten
Bahlen, wenn fie wirflid) logijd) mdglich wdven, beftehen fonnen.
Denn, wie wir frither fagten, in biefem Disfretum bebeutet bdie
Figur 2 nidht eine blofe bHildlihe Darftellung bder Bahl o, fondern
fie hat in bemfelben unmittelbarve veelle Bedbeutung, fie ift der villig
abdquate fonfrete Yusbrud ber endlidhen und ber umendliden Bahl-
menge, da in ihr jede vertifale Punfimenge einen Ffonfreten vbllig
abdquaten all einer (abftvaften) enblichen oder transfiniten Bahl
barftellt. Aber nuv ein B¢ auf die Figur itberzengt uns, wenn
ber obige fundamentale €ap ju Hiilfe genommen wird, dap in einem
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folchent fonfefutiven Disgfretum (bie Figur ftellt einen bHejonbeven Fall
ber quabratifdhen bistreten Ebene bar)' die Bahl o und dbemnad) die
transgfinite Sahl diberhoupt unmodglich iff. Denn wenn bie trans=
finite 3ahl o in demjelben beftehen fdonnte, dann miifste, wie in dex
Jigur dargeftellt, auf alle vertifalen endlichen Punftmengen eine
unendliche der Bahl o entfprecdjende vertifale Punttmenge folgen, die
entfprechende Hovizontale Punftmenge, deven Punftenangahl o 1
fein miifgte, hat aber offenbar, wie die Figur zeigt, einen erften und
einen legten Punft, und da fie, der BVovausjehung gemdf, aus lauter
fonfefutiven Punften befteht, jo mup fie nad) dbem obigen Sabe end-
lidh fein, alfo ift bie transfinite Zahl © und jede anbere transfinite
Bahl itberhaupt in dem fonfefutiven Diskretum unmiglich, diefed Dis-
fretum farmn demnad) nicht unendlich, fondern nur endlich fein.
Andererfeits wieber mup, gerabe deshalb, weil das fonjefutive
Distretum, fpeziell der Figur 2, den vollfommen abdquaten fonfreten
Nusbrud der abfivaften arvithmetifden Reihe endlidher Jahlen bilbet,
in demfjelben gang ebenfo die Bahl o mbglich fein, wie fie in biefer
abftraften Reihe der Borausdfebung gemdp mbglich ift. Somit ge-
vaten wir in eine offenbare Untinomic: einerfeitd fann infolge bder
bollen Kongrueny der abftvatten arvithmetijdhen Reihe endlicher Jahlen
mit ber fonfreten geometrifdhen Neihe von fonfefutiven Puntten (mit
einem erften angefangen) bie Yehtere, da fie ftetd auBer bem erften
aud) einen legten Puntt Hhat, nicht unendlich fein, und anbeverfeits
muB fie fraft derfelben Kongruens aud) unendlich fein Limnen, da bie
entfprechende avithmetijde Reihe unendlidh fein fonne. Die Antinomie
ift, fowie fie Hier formuliert worden, ungweifelhaft und man muf fie
nun ju IBfen verfudhen. €8 find nun offenbar nur drei Vbdfungen
derfelben mbglich, je nadydem ob man bdie eine ober bie andeve Geite
berfelben gelten (afgt, ober ob man einfad) die gange Grundlage der=
felben, bad fonfefutive Disfretum, fitr eine Unmbdglichfeit erflart.

1 Rach den Pringipien der distveten Geometrie (vergl. ,El d. n. @.", &. 345,
und ,Pr. b M.”, &. 252, 3) befteht bie Grbfe einer veellen Geraben nur in der
Gumme der trrecllen Swifchenpuntte. Filr die Hier gefilhrien Beweisfithrungen ift 8
aber irrelevant, ob man bie Grdfe der veellen Geraden in die Summe der rveellen
Punfte allein ober in dle Summe der irreellen Punfte allein ober in die Summe
beider fet, in jevem Jalle find bie entfprechenden Puntte (refp. Glementargeraben)
Yonfefutiv. {lber diefe verfchiedenen formellen Mbglichfeiten der Shikung der Grie
veeller @eraden (und der Geraden itberhaupt) in ver disfveten Geometrie vergl. man
meinen erwifhnten Auffa in den , Unnalen der Raturphilofophie”, IV. BVd., S. 239 ff.
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Die erfte und, meiner Anfidht nady, die eingige Iogifeh Haltbare
Sojung ber Antinomie befteht in bev Behauptung, dafy eine aus fon=
fefutiven Puntten beftehende Punttmenge notwendigerweife einen erften
und einen lebten Punft Hhaben und infolgedefen, dem obigen un=
sweifelhaften Sae gemdP, endlid) fein milffe und dap bdaraus su-
gleidh), auf Grund jener vollen RKongruens ber beiden Reihenarten,
bie Endlichfeit dev abftraften arithmetijdhen Reibe folgt. Der Schein,
aug bem bdie Untinomie in lehter Jnftans entfpringt, befteht in der
Moglichteit dev potentiellen Fovtfegung bdiefer lepteren ind Unbe-
ftimmte, d. ). bie Endlichfeit ber abftvaften arvithmetijthen Reibe ift
nidht bie beftimmte, fonbern bie unbeftimmte Cndlichfeit. Sn bem-
felben Sinne fann aber aud) bie geometrijthe Menge unbeftimmt end-
lidh fein: awar ift jebe einmal gefeste Punttenmenge ald BGeftimmt
endlid) gu Denfen,. nichts hindbert aber diefelbe fich nod) grofer u
benfen, wenn dabei nur nidht vevgeffen wirh, dak fie als foldhe, ein-
mal gefebt, beftimmt endlich ift.t Wie jede Punftmenge, die wir
uns, diefer Behauptung gemdp, denfen, enblich ift, obgleich jede nod)
grbBer gedadyt werben fonnte (burd) Hingufitgung neuer Puntte), ebenfo
wire jede Bahl, die wir unsd denfen, endlid), obgleich jede, durd) Hin-
gufitgung einer neuen Ginbeit, vergrbBert werben Fonnte; und wie
jebe fonfefutive BPuntimenge einen Yepten Puntt Hatte, fo Hatte aud
jede beftimmte Bahlmenge eine Yehte Bahl in fich.?2

Die gieite Bdfung beftiinde barin, die Notwendigleit der Jabh!
o afg der Gefamtheit aller endlichen Bahlen ju behaupten, den ent-
fprechenden o:Punft ber w=-Punftmenge bdagegen zu Yeugmen. Und
biefe 8bfung wirve in ber Tat die eingige logifdh bentbare, wenn man
ben Jnfinitidmus des fonfefutiven Distretums um jeden Preid vetten
will.  Man fann in der Tat die BVovausfebung, von bder wir aus-
gingen, al8 wir bie Notwendigleit des auperhald der w-Punftmenge
liegenben w=Punfted al3 bez RKorrelatums der auf alle endlichen Bahlen
folgenben Bahl o behaupteten, anjdeinend mit qutem Grunbde in Ab-

! Man vergl. daviiber ausfihrliey ,Pr. b. M.”, S. 178 fj.

2 {ber die Motmendigheit der Borvausjepung ber griften endblihen Zah! der Raums=
punite vergl. man dagegen ,Pr. b. M.”, &. 807—312. I mup Hier ausbriteilich
bemerfen, daf diefe Notwendigleit nur auf_bem Standpunite bes ftrengen Finitismus
gilt und daf vag Dilemma: entmebeffbi’é Bufdalligleit der vielheitlichen Welt vder die
Notwendigleit ber griften endlidhen Bahl (a. a, O., &.811) nicht mehr gilt, wenn

bie Mbglichfeit Des Jnfinitismus auf dem Standpunite der neuen Geomehie (vefyp.
bie Vereinbarteit beiber) sugelaffen wird.
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ebe ftelfen. Denn wenn ed in ber Bahlenmenge (w), d. §. in Dex
Menge aller endlichen ahlen, deren Bahl o ift, fein leptes Glied,
b. . feine groBte vefp. lepte enbliche Bahl gibt, dann fann es in ber
Punftenmenge (o) fein leptes Glied, d. h. feinen lepten Punft geben,
fo daf wir einfad) nur bie Punftmenge o al3 mbglid) vorauszujehen
Haben, unendliche Punftmengen Ddagegen, bie grdfer als o wdren,
ober, prajifer ausgedritdt, unendliche Punftmengen mit einem erften
Punfte (bem Anfang), die groBer ald o wiren, als unmbglide aus-
suidlieBen Haben, da folde Mengen notwenbdigerweife die Punft-
menge (o -+ 1) al8 Teilmenge enthalten mitten, diefe aber nady dem
pbigen Fundamentalfage iber fonfefutive Punftmengen mit beiden
Gnben notwendigerweife endlich fein mifite, woraus bdann aud) die
Gndlichteit der w-Menge und alfo aud) die Endlichfeit jeber nadh
einer endlichen oder unenbdlichen 3ahl vielfachen Punftenmenge jolgen
witehe (nidht nur alfo wiren Mengen von der Form w-v, fonbdern
aud) die Mengen von ber Form ov ufw, endlich), denn wenn bdie
w-Punftmenge endlidh ift, dbann mup audy 3 B. die w’-Puntimenge
endlich fein, da fie in begug auf die erfte endlidhe w=PMenge felbit
eine o-Menge wire 2c.).  Abftraft genommen wiitde zwar aud) in
biefem Falle die umendlidhe 3ahl o auf alle enblichen Bahlen un-
mittelbar folgen, ihr witvbe aber im Gebiete der Tonfefutiven Punit-
mengen fein Punft mehr entfpredien, der Bahl o wittbe in diefem
Falle einfac) bie gefamtie unendliche Punttenreihe der Punftmenge
(w) entfprechen.

Diefe Behauptung lepe fidh fogar vom abitraften Standpunite
aus verteibigen. Denn das Gigentitmlihe bder 3ahl befteht eben
barin, dag fie die Gejomtheit aller endlichen Sahlen bebeutet, daf fie
bie Jealifierung der gefamien Reihe diefer Jahlen als gegeben unbd
polljogen fest, fo baf man in biefem Bolljug unb Gehung biefer
Reibe, bie fein lehtes Glied hat, gleihjam bdie eingige Aufgabe der
Bahl o erblicfen fann. Auf die mit einem erften Punkt beginnenbe
Punftenreihe itbevtragen, wiirde alfo diefer Auffafjung gemdp die Zahl

o einfad) die ben endlichen Bahlen entfprechende Realifierung biefer

gangen Reihe (wad aus der Fig. 2, wo jebem Punkte ber Hhorizon=
talen mit einem erjten Bunfte Heginnenden Puntiveihe eine vertifale,
ber endlichen Bahl entjprechende Punttenveihe entiprict, unmittelbar u
erfefen ift) bedeuten, ofhne Ddap dadburd) ein auBerhalb biefer gangen
Reihe liegender, der Bahl o felbit entfprechender und biefelbe im Un-
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endlichen abfchlieBender Punft gefest werben miifte (in ber Fig. 2
witrde alfo in bdiefem Folle auf alle die endlichen vertifalen Puntten-
mengen feine unendliche vertifale Punftenmenge (o] folgen, jo daf aud
in ber hovizontalen Punttenmenge fein diefer vertifalen w=Nenge ent-
fprechender o=LBuntt vorfommen wiirbe).

Wenn man nun fragt, ob man bei bdiefer jtweiten Bbjung anbeven
transfiniten 3ahlen auBer o eine geometvifhe Bedeutung beilegen
fann oder nidht, jo fann man fi) gany qut denfen, daf aud) iHnen
eine folde sufommi, Denn bie 3ahl o bebeutet in diefem Falle nux
bie mit einem erften Puntte beginnende und mit feinem lehten ab=
{chlieBende Punftmenge, b. Y. diefelbe Hebeutet eine aus fonfefutiven
Puntten beftehenbde, einen Anfang, aber fein Enbe Habende Gerade.
Da {ith aber die Fortfehung einer Geraben aud) in der entgegen=
aefebten Ridhtung denfen ldBt, {o Hinbert nichts, dbak bie Gerabe von
pemfelben eviten Puntte, wie in dem erften Falle anfangend, aud in
ber entgegengefehten Ridtung fih ind Unendliche erftvectt, 5. Y. ber
Bahl o entfpricht, wie dies bie Fig. 9 zeigt. Alerdings ift dies nur
jo mbglidh), wenn der transfiniten Sahlenlehre Cantors ftatt feiner Has

— +
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Sig. 12.

Gleichheitstriterium Bevonefes jugvunbde gelegt wird, bda eine Forl-
febung der o=Punttmenge ebenjowenig nad) vorne (in bder negativen
Rigtung) moglidy ift, wie fie nach Hinten (in der pofitiven Richtung)
unmbglid) war, folange dad Gleichheitstriterium Cantors galt. Hiex
ift bies nod) viel einleuchtender, al3 e in jenem Falle der Fall waz.
Denn wenn nad) Cantor die Menge
e T R R
mit ben Nengen

2,3 45 ...... D onn o
3,4 5, . . Vo oo e
4,5, ,..... s Vo e e s

gleic) (vefp. ahnlich) ift, bann ift fie auch mit den Mengen
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gleih (refp. dhnlidh), woraus unmittelbar die Unmbglichfeit einer' %prt=
fegung ber aus fonfefutiven Puntten Bef.te.f)enben' @etabgn in ber
negativen Ridhtung (wenn die erfte alg pofitiv begeichnet wird) f'n'Igen
wittde, da jeder Punft, ber dem Anfangspunft der in der pnft'tmen
Richtung verlaufenden Gevadben hingugefitgt wird, ferft' 3u'bte,iem
threm Unfangspuntte wird. Wird bdagegen das Gleidhheitstriterium
Gantors aufgegeben (man vergl. davitber bie Anmerfung €, 42), ban'n
feudhytet von felbft die Mbglichfeit diefer Fortjehung be'r Beraben in
ber megativen Ridhtung ein und es wiitde bemgemdap die Unzahl ber
Bunfte einer folchen Feinen Anfang und fein Cnbe habenben @elra_ben
ber Cantorfhen transfiniten Bahl w-2 entfprehen. Den tranﬁfm'tten
Bahlen von der Form © -4 v witvden offenbar die Teilgerabden biefer
Geraden entprechen, die aus einer w=Punfte enthaltenden Halbgeraden
und v vor diefer liegenden Punkten beftanden. Den transfiniten Zahlen
®-3, o4 c. und den bagwifhenliegenden Bahlen von ber Form
®-v - v witeden nur nod) ftrahlenformige und gebrodene (in einer Ehene
liegenbe) Sinien entfprechen tomnen, wdhrend 3. B. der Zahl w? offen=
bar ein Sechftel vefp. ein Biertel einev aus fonfefutiven Puntten beftehen-
bert unendlicdhen (breiectigen odber quadratifthen) Ebene entjpredyen wiirbe.
Allgemein gefprochert witrben unter ben fvansfiniten Bafhlen nur den
unendlicdhen Bahlen bon der Form o, w2, ... 0y, ... 0% o, ...,
w® g, feine Punfte im Raume entfprechen, dagegen allen Zahlen von
ber Form o 4 v, 0oy v, @ v, 0¥ 4 v 2. wilvben eingelne Puntte
entfprechen, gang ebenfo wie endlichen Bahlen joldye entipredhen, qﬁem
bings mit dem tidtigen Unteridhiede, dafy, wdhrend et en'bItcﬁel}
Bahlen ohne Unlerbrechung bdie eingelnen ‘Bunftg enﬁprecbgn, bte§ bet
jernen l_!a:an@finiten Bafhlen nidt mehr der Fall ift, da zwifdhen thnen
&;B{en porhanden find, dbenen feine joldhe entiprecf)e'n. '
Iie plaufibel diefe Sbfung auf den erften Blid aud erlfcf)emen
mag, fo fithet fie dodh, Iogifch fonfequent audgebadht, dagzu, die Bc}bl
o al3 foldje, b. Y. als eine befonbdere Bahl, u Ieugneft, alfo nuy eine
Bahlmenge (o) sugulaffen, obhne diefer Menge felbit einen Orbnungs-
thpus refp. eine Bahl juzujdhreiben. Denn e3 laft fid) nicht leugnen:
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wenn die Bahlmenge (w), b. . die Menge aller enbdlichen (in Cantors
©pradie) Ordinalzahlen, ofs wohlgeordnete Menge aufgefaht einen
Ordnungstypus hat, und e8 alfo eine 3ahl bdiefer Menge gibt, dann
ift biefe Bahl begrifflih etwad ganz MNeues, was mit jener Menge
felbft nidht mehr sufammenfallt, und e8 mup bann notwendigermeife,
wie auf alle bie endlidhen Bahlen ber Bahlmenge (w) bie unendliche Sahy
o felbft unmittelbar folgt, ebenfo auf alle Punite der fonjefutiven
Punttmenge (0) ein o-Punft folgen, der diefe Menge im Unendlidhen
ebenfo abjdhliefst, wie die Bahl o ben begrifflichen. Ubjhuf dex Bahl
menge (o) bildet. Jft bem nun fo (bie Fig. 2 iberseugt uns un-
mittelbar bon beffen Wabhrheit), bann muf, wenn bie Punftmenge
() wiberfpruchslos gedacht werden foll — und fie laft fidh, ie wix
fahen, nur fo widerfpruchslos denfen, wenn fie feinen w=Punft aufer
fih im Unendlidhen hat —, offenbar die Bujammenfaffung bex Bahl=
menge (o) in ein Ganges, d. h. die Behauptung, dah diefelbe einen
Ovdbnungstypus befist, fallen geloffen terden. Jn diefem Falle hitten
nun die der Bahl o mnadjfolgenden Jahlen von ber Form o 41,
o -+ 2 ujw., wie alle trandfiniten Bahlen iiberhaupt, feinen diveFten
arithmetijhen Sinn mehr, fie wdren bloge Beichen bafitr, daf au ber
Puntimenge (w) neue in derfelben Ridhtung nicht mehr egende Puntte
bes fonfefutiven Distvetums, deffen Beftanbdteil jene Punttmenge Hildet,
hingugefitgt werden follen, vefp. daf3 e3 foldge Puntte qibt.

Wenn wir nun u all diefem nod) Hingufiigen, dak auf Grund
besfelben Gates, auf Grund beffen fonjefutive w-Punftmengen mit
einem (feften) Gnde im Unendlichen unmdglih find, aud) unendlich
fleine, aus fonfefutiven Punften beftehende Strecfen in bdem fonfe-
futiven Distretum ausgejdlofien find, — denn in biefem Falle miifte
notwenbigermeife eine enbdlidhe Stvede aus unendlich vielen foldjen
unendlid) fleinen Strecen, den einfacgen Glementargeraben, beftehen,
alfo aus einev unendlidhen nzahl von fonfefutiven Punften, was
eben nad) jenem Sake unmbglich ift, da jede endliche Strecte in diefem
dalle eine einen erften und lehten Punft Habende, aus fonjefutiven
Puntten beftehende (o - 1) Punftmenge darftellen witrbe (vgl. davitber
ausfithlidher weiter unten) — wenn wir, jage idh, aud diefes in Be=
tradjt giehen, Dann exft wird uns flav werben, wie drmlid) einem fon-
fequenten Unendlichfeitavertreter die Wnwendung des Unendlichteits-
begriffs auf bas fonfefutive Distretum erjheinen wird, Und doch ift

bies das uperfte, was fich nod) von dem Unendlichfeitsbegriff, wenn
PBetvonievicd, Die typifhen Geometrien, b
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man fih nidht dabei in unldsbave und Hanbgreifliche Wiberfpriiche
verwideln will, vetten fann, wenn derfelbe auf bag fonfefutive Distre-
tum angewenbet werden, wenn aljo diefes lehtere unendlich fein joll.
Wie man aus dem Obigen fieht, {tellt diefes in dem fonfefutiven Dis-
fretum nod) mbgliche Unendliche logifeh das Minimum bdes Unend-
lidgen bar, eir Minimum iibrigens, weldhes, wenn man nur ftreng
Iogifd) Denfen will, gevabe an ber Gvenge der Unmbglichfeit fteht.
Dennt wenn die Bahlmenge (o) felbft feine Bahl mehr Hat und
die Punfimenge (o) feinen lehten Diefelbe im Unendlichen ab-
fhlieBenden Punft, dann gibt e3 feinen begrifflichen untericf)i'eb mehy
swifden der unbeftimmien Enbdlichleit ber avithmetifhen Reihe enbd-
liger Bahlen, bie berfelben nad) unferer erften Lodjung ufommi,
und diefer vermeintlichen aftuellen Unenblichfeit der Bahlmenge ('m)
einetfeits und ber unbeftimmien Cnblichleit ber geometrijdhen Reibe
einer mit einem exften Punfte anfangenbden fonfefutiven Punttmenge,
bie Derfelben nad) unferer erften Rwfung sufommt, und Dbiefer vet=
meintlihen aftuellen Unendlidhfeit der Punttmenge (w) anbeverfeits,
Denn bie unbeftimmte Endlichleit der arvithmetijhen Reihe bebeutet
im erften Jalle nichtd anberes, alg dap fidh biefe Reihe nie alg ein
Ganges benfen aBt, baf bie Unendlichfeit derfelben nur in poten-
tiellem, nicht aber in aftuellem Sinne befteht, bak eine unendliche
Bahl aller endlicherr Bahlen nicht befteht, daB vielmehr bdiefe Reihe
ftets mit einem [lehten endlichen Gliede endigt, daB fie alfo,
aftuell gegeben gebacht, {tets (beftimmt) enblich ift, und dasjelbe
bebeutet die unbeftimmie Cnblidhfeit der mit einem erften Punite
beginmenden fonfefutiven Punftmenge. Hievaus ift es flar, dap
— ba bie weite Sdjung, wenn fie logifh fonfequent durdhgefithrt
wich, {ich von ber erften nur formell unterjheidet —, toennt die exfte
Lojung vichtig ift, bie gweite niht tidhtig fein fann et vice versa.
Denn wenn die erfte Lojung fiiv eine unvidtige ecflart wird, jo bes
beutet das nicht mehr und nidht weniger, al3 bap die unbeftimmte
Gndlicheit vefp. die potentielle Unendlichleit dber arithmetijhen und
bet geometrifchen fonfefutiven Reihe als folde unmbglich ift, daf bief?IBe
notwenbigermeife su ber Borvausfepung der aftuellen Unenbdlichfeit Betb'er
Reiben fithrt, woraus dann, wie oben audgefithet, mit TNotwendigteit,
wenn alle weiteren Wiberfpriiche bes Unendblichfeitsbeqriffs aufgehoben
wetben follen, die Ridhtigkeit der gweiten Lbfung folgent witvde. ﬂBer'm
fih aber bie erfte Qdfung ftveng logifd begriinden (aht, wie id)
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bies an einem fhon angefitheten Orte gegeigt Hobe, dann folgt
bavaus ungweifelhaft, daf fih dag Ffonfefutive Diskretum nur als

~endlich denfen Yafpt.

Wie bem nun and) fei, jedenfalls. wivd fich ein fonfequenter
Unenblichfeitsvertreter mit ber sweiten Cdfung, bdie ihm nur bas
allerfleinfte Mintmum ber Realifievung feiner Kieblingdidee bietet,
nidht gufriedengeben, fonbern er wivd feine Buflucht ju einer dritten
et - vabifalen Sbjung nehmen — er wird namlig einfad) bie
Ingifdhe Moglichteit bes fonfefutiven Disfretums, bas ihn in foldhe
Berlegenheiten bringt, in Abrebe ftellen. Damit witrbe bdie gange
Untinomie, aus der jene Heiben Lwungen entfprungen, hinwegfallen,
benn fie hatte, fo dheint s wenigftens, dann feinen Boden mehr, da
ihr ber Gegenftand, auf ben fie fid) begieht, dadurd) witrde entzogen
werden. Dennt mit der Wnfhebung des aus fonfefutiven Punkten be-
ftehenden Raumes jdeint der Unenbdlichleitavertreter aller obigen Sorgen
entlebigt gu fein, ein folder Unenbdlichteitavertreter, wenn er nur fon-
fequent genug ift, wiirbe fogar bereitwilligft sugeben, Haf ein foldher
Raum nue endlidh, ja nod) mehr, mur beftimmt endlich fein onne, da ex
fonfequentermweife bie unbeftimmte Gnbdlichteit eines foldgen gur aftuellen
Unendlichyteit (obiger Art) evheben mithte und ba bdiefe unmvglich ift —
wag er wiedevum nod) bereitwilliger gugeben witrbe —, fo wittde ex
eben Davaus den Sdluf giehen, dak das fonfefutive Diskretum nur
beftimmt enbdlid) fein fonne. Da biefe Beftimmte CEubdlidyfeit, Fonfe-
quent gebadyt, au einer griften endlichen Bahl der Fonfefutiven Raum:
puntte fithren mitpte, fo wave das nur ein Grund mehr, die Ingifdhe
Miglichfeit des fonfefutiven Distretums ju Yeugnen.?

Wiare nun wivkflid) ber Unendlichfeitavertreter mit diefer feiner
DBeftveitung dev logifden Miglichteit des fonfefutiven Distretums mit
cinem ©dlage all der Sorgen fret, bie ihm biefes beveitete, folange
e8 nod) als [ogijde Mbglichfeit galt? Leider nidht. Denn wenn
man einmal den Unendlichleitsbegriff bei einem folhen, dem Bahl=
bistretum unmittelbar entfprechenden Raumbdistretum nad) feiner
Miglicyeit gepritft Hat, dann Yat man in ihm und damit aud) im
Begriffe des unendlichen Rauntes mandhe Shwidjer und Mingel wabr-
genommen, die fonft billig verborgen und unbemertt blicben. Und wenn
man bann felbft bie logifche Mbglichteit eined foldhen Raumbistretums
in Abvede ftellt, bleiben diefe Ginfichten in bie Shwachen und Mangel

U {Tber die guifte endlidhe Bahl vergl. man jebodh aucy dvie Anmerfung auf &, 61.
B
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beg Unendlichfeitsbeqriffs in feiner Anwendung auf den Raum davon
unberithrt und man fann fie dann aud) auf andere Raumformen diber=
tragen. Died wicd freilich nur dann der Fall fein, wenn ed gelingt, in
biefen Yepteren eine vt fonfefutiver Teile ju entdedfen, denn find die
Teile derfelben, mdge man unter biefen leteren weldhe Teile immer ver-
ftehen, ftets infonfefutiv, dann laffen fih jene Schwierigfeiten bes
Unendlichfeitsbeqriffs, die aus beffen Anwendung auf das fonjefutive
Digfretum entfpringen, nidht auf diefe anderen Raumformen itber=
tragen.

Nur eine einfache Iberlegung itberzengt uns nun davon, daf
folche fonfefutive Teile aud) et diefen lehsteren Raumformen exiftieren.
Denn nad) dem in dem erften Ab[dnitt diefer Wbhandlung Aus-
gefithrtert begieht fich die Jnfonfefution der Teile in Der fontinuier-
flichen und in der infonfefutiv disfreten Raumform nur auf die
Yettenn Teile, ausd benen biefelben (vefp. Die davin) beftehen, dad heift
auf bie einfachen Raumpuntte, dagegen find bie ausgedehnten, das
heit zujammengefeten Teile derfelben ftetd fonfefutiv, da 3 B. in
einter ausgedehnten Strede die ausgebehnien Teile, aus denen fie befteht,
felbft wieberum ausgebehute Streden find ufw. in infinitum. Dex
eingige Unterjhied, Der in biefer DHinfiht awifdhen dem Fonfefutiven
Distretum einerfeits und diefen beiden infonfefutiven RNaumformen
anbererfeits befteht, Yieat bavin, daf es in dem erfteren, ba die ausg:
gedehnte Gtrede eines foldhen Raumes in lepter Jnftang aus einfaden
Yonfefutiven Puntten befteht, eine fleinfte unteilbare Strede gibt (fie
fillt mit bem 3wei rveelle Punfte trenmenden irveellen Puntte u-
fammen), wifrend es in den lYepteven feine folche Eleinfte Stede
gibt, ba es barin zwifden soet Punften fletd einen dritten und alfo
eie unenbdliche Mienge von foldjen gibt, die offenbar immer eine
©tredte fonftituieren. Obgleid) man nun fitr eine aus infonfefutiven
Punften beftehende Strede felbftverftandlich niht behaupten Fanm,
bafp fie aus fonfefutiven Teilen befteht, wenn unter den lehteren
bie einfachen, fie Yonftituievenden (refp. davin af8 vorhanden gu denfen-
ben) Puntte felbft verftanden werdben, o it fid) dies offenbar gang
wohl tun, wenn unter diefen Teilen die Streden felbft verftanbden
wecbert, ausd benen fie befteht. Daf e in einer folden Stvede feine
Heinfte einfache Seilftrece gibt, ift babei offenbar irvelevant, denn
wenn wir irgendeine folde Seilftvede aur Einbeitsitrede nehmen,
fonnen i bann ftets die gange Strede afd8 ausd einer (rvationalen

T
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ober irvationalen) Angahl von folden Teilftvecten beftehend auffaifen,
inbem bdiefe Teilftreden unmittelbar aufeinanderfolgend bie gange

GSlrede ausmaden.

Wenn nun eine aud infonfefutiven Puntten beftehende Strede
(velp. Gerabe) gang wohl al3 ausd fonfefutiven Teilen beftehend auf-
gefafst werden fann, fofexn unter diefen bie fie fonftituievenden Teilz
ftrecfert verftanben wevden, dann laft fidh) offenbar auf biefelbe ohne
Ginjdhranfung bie fiiv die aus fonfefutiven Puntten befiehende Gerabde
geltende Behauptung itbertragen, dap ndmlid) eine folde Strece nur
fo unendlid) fein fonne, wenn fie fein Ende im Unendlichen Hat (und
baf fie, wenn dieg lebtere unmbglidh ift, nur endlich fein fonne). Denn
gibt man einmal bie Ridtigleit diefer Behauptung fitr die aus fonfefu-
tiven Punkten beftehende Gerabe ju, dann mup man mit (ogifher Not=
wendigfeit diefelbe fitv jede Gervabe itberhaupt sugeben: denn daf bei
per erften Geraben bdie Teilgeraben mit den fie fonftituierenden ein-
fadhen Zeilen, den Raumpuniten, in lebter Inftany ufammeniallen,
ift nuv ein befonberer Umftand, der mit bder Konfefution der Teil-
geraden einer Gervaben iiberhaupt, wenn die logifhe MbglichFeit
anderer Gerabenarten (vefp. der aus infonfefutiven Punften Heftehen:
ben) gugelaffen twivd, in Teinem Dbeqrifflic) notwendigen Bujammens
hange fteht, da ja in diefen lesteren fonfefutive Teilgerade befteher, ohne
bafy bie einfachen Teile derfelben, die Raumpuntte, fonfefutiv find.!

1 G5 ift jogar meviwiivbig feftyuftellen, dap bie Willkiirlichfeit ber angenommenen
Ginpeitstrede bei diefen Geraben alle Bebeutung verliert, wenn die Frage nady der

Unendlidhleit einer foldjen Gevaden erhoben wird, d. ). wenn vovausgefest toird, eine
folche Gevade fei aftuell unendlid). Jn der Fig. 13 ift eine Gerabe davgejtellt, die als
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ing Unendlide fich exftrecfend su benten ift, in der uerft eine mit 1 und 1, bezeichnete
Strede gur Ginbeitsitrede genommen worden iff und aufferdem nod) eine jweite mit
2 und 1, begeichnete Strede, bie bas Doppelte ber erften Ginheitsftvecde betrigt,
Nad) dem Gleichheitstriterium BVevonefes ift nun offenbar bie unendlidge Reife
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sweimal grbfer als bie unendliche Reife
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Wenn bem nun fo ift, wenn alfo bdie unendlich grofe Gerade
mit dem GEndpunft im UWnendlihen nicht befteht, dann laft fidh
baraus leicht der merfwilrdige Shluf siehen, dah fidh eine unendlich
fleine Stvede im Raume, mbdge die Struffur bdesjelben wie immer
fein, iiberhaupt nicht denfen lifgt. Dap in dem fonfefutiven Dis-
fretum eine foldhe unbentbar ift, folgt unmittelbar aus der Unmog-
lichteit Der umendlich groBen Strede mit dem im Unendlichen (iegen=
pert Enbpuntte in demfelben. Denn bie unendlich fleine Strece eviter
Orbnung, wenn nuv eine folde (um gunddit diefes einfachfte Beifpiel
in Betvadht su jiehen) ald mbglic) sugelaffen witd, wiivde offenbar in
biefem Falle mit der fleinften Strece im fonfefutiven Disgfvetum ju-
fammenfallen, fo daf jebe endlihe Strecfe in bemfelben bdann aus
unendlid) vielen fonfefutiven, unendlich fleinen Teilftreden biefer Ast
beftehen wittbe, alfo in bejug auf die fleinfte Teilftvecte eine unend=
i) groBe Gerabe mit Anfangd= und Endpunft bdarftellen wiirde,
biefe letere aber nad) dem oben Wusdgefithrten unmbglidy ift (nodh
unmittelbarer (aft fich dies einfehen, wenn in Betradht gezogen wixd,
baB jebe endliche Stvede in biefem Falle eine unenbdliche Bunften-
menge mit einem erften und lebten Punfte darftellen witrde, die aber
nad) bem befonnten Sahe unmdglich ift), woraus nur bie Unmbglich=
feit dev unendlich fleinen einfadhen Seilftvede jolgen wiirde. Da nun
in jebem unendlich) Rleinen beliebiger Ordnung in dem Tonfefutiven
Disfretum notwenbigerweife died unendlid) Kleine ber einfaden Teil-
ftrefe al8 lehter Beftanbteil auftreten milfite (e8 geniigt audy) die un-
endlic) fleine Strede nadyft niedever Ordnung in Betvadht ju ziehen),
fo folgt baraus ofue weiteres, bap i) eine unendlich fleine Strede
in bem fonjefutivenDisfretum, wenn in demfelben bicunend=

fo daf, wenn o die Bahl jener erften Reihe ift, g dicjenige ber jweiten fein wird,

Die unendliche Gerade, welthe dev exften Reihe entfpricht, wird offenbar ebenjo grof fein
toie bie Gerabe, die ber zweiten Reihe entprichi: denn die Ginbeitsftvecte der weiten
ift 3weimal grbBer alg biejenige dev exften, jo dak, obgleidh die Bahl diefer Eineits=

fttcden% ift, die vefultievende ®erodengrifie dody diefelbe wie im erften Falle
fein wird, da ‘;_’ e 2e=w., (hnlides witrde fich evgeben, wenn wei Gevaden mit
ben Ginfeitsitrecten 1 und 3 2, angenommen werben.) Da nad) dbem Gleichheits=
Friteriumt Gantors. bon vorneherein % refp. % (0o % bernt Ausbruct vew entipricht)

= o tft, Jo folgt daraus ohne weiteres dasfelbe Rejultat.
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lid) grofe Strecde mit dem Endpuntt im Unendlichen nidht He-
fteht, nicht denten Lapt, dap in bemfelben dann jede endliche Strecte
aud einer endlichen Anzahl von Punften vefp. Heinften Teilftvecten befteht.

Fragen wir und nun, ob fid) in dem infonfefutiven Distretum
bie unendlich) fleine Strecte denfern (aft ober nidht, o ift Yeiht ein-
sufehen, daf, wenn bie unendlidh grofe Strede mit einem
im Unendliden liegenden Endpunfie dervfelben in einem
folchen Disfretum undenfbar ift, aud) eine unendlich fleine
©trede davin nidyt wird gedbadt werden Eonnen. Denn
wave eine foldye denfbar, danun miifte jebe endliche Strece aus einer
unendlidhen (o) Unzahl von folden unendlich fleinen, Lonfefutiven
Teilftreden erfter Ordnung beftehen, fie mithte alfo in bejug auf bie
legtere al8 Ginheitsftvede eine unendlich grohe Strvede (erfter Orbd-
nung) mit einem im Unendlichen liegenden Endpunfte darftellen, bdie
aber Der Vovausfehung gemdp unmbdglih ift, fo daB dbavaus un=
mittelbar die Unmbglidhfeit ber unendlicd) fleinen Strede in einem
foldjen Distretum folgt. Wahrend nun in dem fonfefutiven Disfres
tum untex ber gemadhten Borausfehung fede endlidhe Strece aus einer
endlicgert nzahl von einfaden Letlftvecter vefp. Puniten beftehen mup,
(aBt fich) dies fitv die endliche Strecte desd infonfefutiven Digtretums nidt
befhaupten, da es in bdiefem TLeine fleinfte endliche Strede qibt, fo baf
man i begug auf diefelbe nur behaupten fann, fie beftehe ftets aus
eirter endlichent Unzahl von fonfefutiven, endlichen Feilftveden, diefe
oieberum aus einer endlichen Anzahl von folden ujw. in infinitum.
Dennt wie e3 in diefern Raume nad) oben feine gripte endliche Strecte
qibt, 5. §. feine endliche Strece, von ber fich nidht eine grdfere denfen
lieBe, und dies jhlechthin ing Unendliche geht, ohne dap man bdabei
auf einte Strecte ftogen wittbe, die nicht wieberum endlid) wive, ebenjo
ift in demfelben nach) unten fLeine Stvee bdentbar, die nicht endlich
pdve und von der e3 nidh)t nod) eine fleinere enbliche Strede gdbe.
Wie man hieraus fieht, mitgte man, {obald man in einem foldjen
Disfretum die Unendlichfeit nad) oben in dem eben evdrierten Sinne
Teugren, d. §. fitv unmbdglich Halten twitvbe, mit Notwendigleit aud
die Unendlichfeit nach unten in dbem eben evdrteviten Sinne lengnen,
in weldem Falle dann aber in einem folhen Raume die Tatjadpe
einer fleinften endlichen Strede jugelaffen twdve, woburd) fidh das in=
fonjefutive Disfretum notwenbdigerweife in dad Yonfefutive verwanbeln
witrbe. Hierausd folgt alfo ungweifelhaft, daff dag infonfefutive
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Digkretum nad) oben notwendigerweife feiner usdehnung
nad) unendlic) fein mup, da bdasfelbe feiner wefentliden Natur
(vefp. der Punttenanzahl) gemdp e3 nad) unten ift, wahrend das fon-
fefutive Disfretum nad) oben audh endlid) fein fonne, bda
basfelbe feiner iefentlichen Natur gemdh nad) unten — unter der
gemadten Bovausfebung — endlidh fein muf.

Die Mnendlichfeit nad) oben und unten, von bder Hier BHei dem
infonfefutiven und dem Tonjefutiven Disfretum bie Rede wax, ift nux
bie fein Gnbe im Unendliden Habende Unendlidhfeit, und biefe fann,
wie frither ausgefithet, nur Unendlichfeit dev exften Ordnung fein. Fite
unfere usfithrungen im nddften Wbjdhnitt ift es aber von grofem Jn-
tereffe su exfabren, wie e3 fich mit der Cyiftens der unendlidh Lleinen Strecte
in dem infonfefutiven Disfretum verhalt, wenn unendlid) grofe Strecen
hoherer Ocbnung davin ald midglid) jugelaffen werben, d. Y. wenn bie
unendlid) groBe Strede exfter Ordnung ald einen Endpunft im Un=
enblichert Habend aufgefafpt wird. Sobald nun fiv die aus enbliden
fonfefutiven Teilftvedfen unmittelbar Hervorgehende unendlidh grofe
Gtrede angenommen witd, bap fie einen lepten Grengpunft im ln-
endlichen Yabe (Der der transfiniten Zahl o Cantors entfpricht), mup
man aud) eine unendlidh) leine Strecfe vovausfesen, deven im unend-
i) Kleinen liegende Grengpuntt jugleih die Grenge darftellt, der die
immer fleiner werbenden endlidhen Stvecen juftveben, ofhne fie je ju
ervetchert.  Um died ju veranjdhaulichen, bedienen wir ung der Figur 14,
worin eine enblide Stvede guerft in wei Halften, dann jede von
biefen in jwei DHdlften ufo. geteilt ift. Wenn die gange Strede
mit 1 Begeichriet wird, bann twird fie offenbar aus 2 Streden be:
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Fig. 14.

ftehent, bie burd % pavgeftellt {ind, aus 4, bie durdh %, und itber-
haupt aus v foldhen, die durd —} davgeftellt find, b. §. bie ben v-ten Teil

vort 1 darftellen. Jft nun die Strede 1 aus infonfefutiven Puntten
sufammengefest, fo witb fie ind Unenbdlidhe teilbar jein, b.§. iie
grof die enblidhe Bahl v aud) angenommen wird, with e8 nod) eine
su ber endlidhen Bahl v 41 entfprechende fleinere Teilftvede der
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Gtrede 1 geben. Wenn nun die ber Reihe enbdlicher Jahlen 1, 2, 3,
4, ....v ... entfpredjenden Zeilftvecdfen einer ins llneanth)e
wadhfenden endlidhen Strede einen lepten der ahl o entfprechenden
Puntt im Unendlidhen Hhaben, bann mufp ebenfo die Reihe der den

Bahlen 1, —;n %, %, Tlé cee T . entfprechenden Feilftrecten

einer in3 Unendlidje abnehmenden endlidhen Stredfe einen Yegten bex
Bah! % entfprecdhenden Punkt im unendlich fleinen Gebiete YHaben.

NMan fonnte nun gunddit meinen, diefer Punft fonne mit dem Un-
fanggpuntte 0 ber Strede 1 gujammenfallen, fo daP, jelbft wenn in
bem infonjefutiven Distretum unendliy groBe Strecten verfdhiedener
Ordnungen gugelafen werden, man gav nidht gendtigt ift, die unenbdlich
fleine Strede exfter und diejenigen hoherer Ordnungen uzulaffen. Und
biefe Shlufpfolgerung Hatte wenigftens auf den erften Brick (vgl. jebodh
bie nidhite Anmerfung unten) nichts Antvpiges, jolange man die logijde
Moglidyfeit des fonfefutiven Distretums nidht in Betrvacht zieht, denn
fobald man biefelbe in Betrad)t zieht, fieht man ein, dba eigentlich,
wenrt dev im unendlid) Kleinen liegende Grenzpuntt einer ing Unend-
lidhe abnehmenden enbdliden Stvede mit dem Unfangspuntt bdiefer
Strede jujammenfillt (ober in abfolutem Sinne % = 0 ift), biefe

bann in Wahrheit aus einer unendlid) grofen Anzahl (der Zahl o)
bor foldhen unmittelbar aufeinanderfolgenden Punkten beftehen wiirde.

Denn oie bie Strede 1 aus v fonfefutiven —}-—%eilftrecfen befteht,
ebenfo mitfite fie aus o fonjefutiven %ﬁei[ftre&en beftehen, und, wenn

% mit bem AnfangBpuntte refp. mit dem einfachern Puntte sufammens

fallt, demnadh) aus o fonfefutiven einfachen Punften Beftehen. Sn
diefem Falle hatten wiv aber offenbar Fein infonfefutives Disfretum
mehr vor uns, dasfelbe hitte fich mit einem Sclage in dasd fonfefutive
unendlihe Distretum verwanbdelt. Will man alfo diefes leptere ver-
meibert, d.h. foll bag infonfefutive Distretum infonfefutiv fein und

bleiben, bann fann% nidht mit dem Unfangdpunfte 0 der endlichen
Gtrede 1 gujammenfallen, fonbern dasfelbe muf eine unendlich eine

©tvede barftellen, deven im unendlidh Feinen Gebiete liegende Enb-
punft von dem Unfongspunfte O ber Strecfe 1 verjhieden ift.r St

1 Denfelben Beweis Lann man aud) unabhingig von der Borausiehung des Yone
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bem aber fo, Dann muf aud), wie der Zahl -2 eine unendlid) grope
Gtrede entfpricht, deven im Unenbdlichen liegende Puntt von dem An

fangspuntte 0 die doppelte Entfernung bes Punttes o Hat, ebenfo-

ber 3ahl (ﬁ eine unendlidh) fleine Strecte entiprechen, deven im un=

endlic) fleinen Gebiete liegenbe Enbpunft die Halbe Entfernung ber-
jenigen Gnifernung von bem Unfangspuntte O BHat, die ber ent

fprechende Bunft der unendlich Fleinen Strede -01; bon biefem An:
fangspuntte Hat ufw. in infinitum.!

Hievaus folgt nun, daf, wenn in dem infonfefutiven
Digfretum bie unendlid) grofe Strede einen Puntt im
Unendlidhen Hat, in demfelben die unendlid fleine Strede
notwendigerweife exiftieren muf. i

Was wir nun in begug auj die Cyifteny ber unendlich Lleinen
Strecfe in bem infonjefutiven Distretum feftftellten, Yaht fich ohne
Anberung auf das Kontinuum itbertragen. Wie im Falle, daf bdie
unendlich groBe Strecfe in demt infonfefutiven Disfretum feinen Enbd-

fefutiven Distretums jo foffen: wenn die unendlid) feine Strecte in dem infonfefutiven
Distretum mit vem Anfangsdpuntte 0 Jujanmmenfallt (und fie braudt dies nur dann nidht
s tun, wenn fein o-Punft im unendid) Grofen vorausdgefest wird), dann befteht jede
endlidhe Stredfe in demfelben aus einfadjen Lonfefutiven Puntten (denn die unendlidh
fleinen 0-Streden — Punfte — find eben als Teilftvecten fonfefutiv), womit eben
dag infonfefutive Disfretum ald joldhes anfgehoben ift (man fann daselbe Rejultat
aud) o ausdrlicfen: ausd Hlofen NRullen — Nul-Streden — L6t fich feine ausgedehnte
Strecte aujammenichen). _

1 Yuf Grund diefer Ausfithrungen ift es leidht etngujehen, daff der CantorsPeanojde
Beweis (vergl. Cantor, eitjchrift flir Bhilojophie und philofophije Kritif, BD.91,&.112
b8 114, und Peano, Rivista matematica, vol. IT, p. 58—62) filr bie Unmbglichteit
der unendlich Feinen Strece im intonjefutiven Disfvetum, da beide Forjdher in demielben

dent w-Punft im Unendlichen julaffen, von vorneherein unvidtig fein mup. Jn der Tat’

aelingt ihnen biefer Beweis — ich laffe eifeite, ob er aud) fo gang einwandfret ift —
nut o, daf fie, wie fie der unendlich gvoen Geraben Feinen (feften) Anfangdpunit,
fo ber unendlic) fleinen Strece feinen (feften) Enbpunit ujdhreiben. Wiv Haben
aber gefefen, daf im Falle der Bulaffung eined o-Punites tm Unendlidhen, wenn
nifht bon vorneherein bie Anwendung der transfiniten Jahlenlehre Cantors unmoglidh
gemacyt werben foll, bas Gleichheitsiriterium Cantord notwendigeriveife mit bemjenigen
Beronefes vertaufht werden muf, was wieverum, geontefrifd) ausgedrilct, bedentet,
dafy jebe Strede, fei fic unendlic) groff odber unendlich flein, notwendigerweife joroohl
cinen (feften) Unfangs= wie einen (feften) Endpuntt Haben muf, womit die Geltung
p¢8 Cantor-Peanofdhen BVeweifed pringipiell aufgehoben ift. Bergl. daritber aud) bie
Bemerfungen BVeronefes in deffen ,Srundzitgen der Geometrie”, &, 701—705.
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puntt im Unendliden Hat, in dbemfelben die unendlich fleine Strecke
nidht denfbar ift, ebenfo und aus demfelben Grunde ift cine foldhe
Ctrede in diefem Falle aud) in bem Kontinuum undenfbar., Wenn
bagegen die unendlih) grofe Strecfe einen Cndpunft im Unendlicdhen
hat, dann wird im Kontinuum bie unendlid) leine Stvee ebenfo
exiftievent milffen, twie fie in dem infonfefutiven Distretum exiftieven
mup, ja fogar ift biefe Notwendigleit Hier nodh einleuchtender. Denn
wihrend wir dort auf biefe Notwendigleit davaus jhloffen, da man
fonft den einfadjen Punft ald den Guengwert der ing Unendliche
abnehmenbden enbdlihen Strece annehmen mitfte, in weldhem Falle
fih dann aber dag infonfefutive Disfretum in das fonfefutive ver-
anbeln witvde, fallt diefe Miglichfeit Hier bon vorneherein eg, weil
ber einfache Puntt in bem Kontinuum feine veelle Bebeutung Hat, nidht
alg beffen wirfliher Beftandteil exiftiert, jo daB alfo Hier aud) vein
formell nur die unendlich leine Strecdfe den Gremywert der ing lUn-
endlidge abnehmenden endlidhen Strede veprdafentieren fann, Wufper=
bem, wie wir filr dag infonfefutive Distretum feftftellten, dafy bas-
felbe feiner Ausbehnung nadh nac) oben notwendigermeife unendlich fein
mitffe, ebenfo und aug demfelben Grunde muf died aud) in begug auf
bag Kontimum gelten. Sobald man vorausfepen witrbe, dafp Heide
nad) oben ihrer usbdehnung nad) endlid) find, wiivben fich beide mit
einem Sdlage in bas Tonfefutive Distretum verwandeln, denn nur
biefes fann jorwohl nad) oben wie nad) unten endlich fein.

©obald man nun aber bdie Mbglichfeit der unendlidh grofen
Streden mit dem unendlid) fernen Cndpunfte in dem infonfefutiven
Digfvetum und dem Kontinuum julafen wiivde, mitte man, nadh
bem oben Ausdgefithrten, mit demfelben Rechte folche Geraben audh
in bem fonfefutiven Disfretum zulaflen, in weldhem Falle dann in
diefem lefteven die unendlich fleinen Strecten ebenfo wie in den Heiben
erften exiftieven witvben, nur mit dem Unterfdhiede, daf, wahrend Hie=
felbert in ben erfteren notwenbig twdven, biefelben in ihm offenbar
mit demfelben Rechte gugelaffen wie beftritten werden Lonnen. Freilich
fonnten Diefelben Darin nur fo sugelaffen twerben, twenn es ges
linge, all ber Wiberfpritche Inszuwerden, die fid) ber Anwenbung
per transfiniten ahlenlehre Cantors auf bas fonfefutive Distretum
wiberfeben. Wir wollen nunmehr borausfeben, bies Unmbglide fei ge-
Tungen, und unterfuchen nunmehr in dbem nacdften Abjhnitt, wie fich dann
bieFrage nadh dex jogenannten Madhtigkeit des KRontinuums geftalten wird.
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Bemerkungen o Rontimoomgpesblen,

Dag Kontinuumproblem befteht befanntlic) in bev Frage, weldhe
Madtigteit ber Gefamtheit aller veellen (gangen, gebrodjerten und
irvationalen) 3ahlen, vefp. aller veellen Bahlen, die zwifdhen 0 und
1 fiegen, gufommi. Man glaubt allgemein, daf die Antwort
auf biefe Frage zugleich die Wntwort auf bie JFrage der Madhtigheit
der unendlichen (infonfefutiven) Punftenmenge einer endlidhen Strece
in fidh fehliet, da eine eindeutige Buordbnung ber Punfte der lebteren
mit den 3ahlengliedern der evfteren su beftehen fheint. Da nun, wie
Gantor gegeigt hat', die Madtigleit des unendlichen, infonfefutiven
Raumed von unendlid) vielen Dimenfionen mit der Madhtigfeit der
Punftmenge einer begrengten Strede (bag lineare Kontinuum) u-
jammenfallen foll, fo witd die Untwort auf die Frage der Madtig-
feit bes Bafhlenfontinuums fiiv ibentijd mit der Untwort auf bie
Jrage der Madytigleit bed Raumfontinuums gehalten.

Jm Folgenden wollen wiv auf bie Frage der Madhtigleit bes
Bahlenfontinuums al3 folde gar nidht eingehen, was wir nadweifen
wollen, ift nur, dafy die eben erwdfhnte Bovausjebung der Jdentitdt
biefer Madtigleit mit devjenigen des Raumfontinuums unridtig ift,
bafs biefe beiben Fragen gany unabhingig voneinander finb, und bak
bie Jrage nady dev Madtigleit bes Raumfontinuums, wenn fie ein=
mal von Devjenigen ded Bahlenfontinuums getvennt wixd, fidh leicht
beantworten [dBt, wabhrend diefe nad) wie vor offen Hleibt.

Wm bie Ridhtigleit diefer unfever Trvennung ded 3ahlen= von dem
Raumbontinuum einfehen ju Lonnen, wollen wiv unsd junddft mit dem
PBroblem bes Zahlenfontinuums befannt maden, was wieberum juvor die
Befannjdhaft mit ber transfiniten Machtigkeitalehre Cantord vovausfest.

L Bergl. Cantor, ,Mathematijge Annalen’, Vb, 46, &. 488: ,Dag v-bimen=

fionale, tie dag §o-dimenfionale Rontinuum Haben bdie Mudtigleit bes einbimen-
fionalen Sontinuums”.
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Wir Haben frither gefehen, dap Cantor unter bder Madtigleit
ober der Kardinalzahl eine Bahl verfteht, in der niht nur, wie in
der Orbinalzahl, von der BVefdhaffenheit der Elemente, jondern in ber
aud vor ifrer Ordnung abftrahiert wird.! Wahrend nun bei bden
endlichen Bahlen nur diefer rein begriffliche Unteridhied jwijdhen den
Kardinal= und den Ordinalzahlen befteht, fo daB jeder endlichen
Kardinalzahl nur eine endliche Ordinalzahl entfpricht, ift bei den un-
endlichen Bahlen, wie wir frither {ahenr, dad nicht mehr der JFall, bei
ihrien entfpricht einer und derfelben Kardinalzahl eine unendlidje
Menge von Ordinalzahlen. Denn die Orbinalzahl der unendliden
Menage

1, 2, 8, 4, S,
ift yoof)l von ber Drbma[gaf)[ ber unenb[td)en PMenge
1, 2, 3, 4, e ®

verjdhieden (bie erfte Hat bie Qxbmalaabi ®, bie weite © + 1), ihre
Karbinalzahl ift dagegen bdiefelbe, e3 ift bie erfte ober bie Ileinfte
unendlidhe Karbinalzahl &, (Alef-Null), welde die Gefamtheit aller
endliden Kardinalzahlen :
LR e D
bebeutet, Denn bdie Abftraftion von der Orbnung der Clemente in
ber sweiten Menge ift gleichbedeutend mit dbem Gefen bderfelben in
ivgendeine Ordnung, alfo aud) in die Ordnung:
o, 1, 2, 3, 4, ) L
und in diefer lepteren Form Hat ﬁe oﬁenbm btefeIBe Kardinalzahl

mit der Menge
1,25 3,/ 4,

alfo die Karbinalzahl Alef-ERuII2 @6 Iaf;t fuf) eiter auf biefelbe
Weife nadweifen, dbap aud) die unendlihe NMenge

1 Menn man fi§ auf den Standpunit der ftrengen Logit ftellt, b. h. nuy dass
jenige flir logijeh mbglich zuldft, was aud) reell mdglich ift, dann ift e8 nidht fdhwer
einzufehen, bap diefe Cantoriden Karbinalzahlen logijd) gar nidht dentbar find. Denn
wennt unter der Ordinalzahl die Bahl von Einbeiten mit BVeibehaltung ihrer Orpa
nung verftanden wird, dann ift berhaupt nur eine jolde Jahl dentbar, ba reelle
Ginfeiten (indbejondere die einfachen Raums und Jeitpunfte) nur befiehen Fdnnen,
wenn fie in einer Veftimmien Ordnung gegeben find. Die Kardinalzahl Cantors ift
demnad) eine Hloke Yogijch-formelle Fiftion, dev in der Wirtlichleit gar nichts entfpridht.
ither bie logifthen Mingel der transfiniten Bahlenlehre Cantors vergl. man aud
meine ,Pringipien der Metaphyfit 2c.” die Unmerfung S. 219.

2 Man fieht Hleraus am beften, daf unfeve Vehauptung in dexr vorigen Ans

—r— e
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1,2 8,4 ...v....0 041,
welder die Ordinalzahl o -2 entfpridht, der Karbinalzahl ¥, ent=
foricht ufw.  Alle bie unendlichen Orbinalzahlen nun, demen die
erfte unendlidge Kardinalzahl 8, entfpricht, bilden nady Cantor (ogl.
©. 34 Dbiefer Abhandlung) die Bahlen der Bahlentlaffe (1), wihrend
bie endlichen Ordinalzahlen die Jahlen der Jahlentlafie (I) ausmadien.
Wie mun die Gefamtheit bdiefer lehteven Bahlen die erfte unendliche
Madtigleit ober bie Kardinalzahl 8, hat, jo Hat aud) die Gejamtheit
alfer Bahlen ber Bahlenflaffe (II) die zweitgrdfte unendliche Madhtig-
feit ober die Kardinalzahl ¥, (Alef-Gins). Uuf diefelbe Weife ent=
fpricht dann der Gefamtheit aller Bahlen der Bahlenflaffe (IIT) die
Madtigleit 8, (Alef-Bwei) ufw., fo baf auf diefe Weife die un=
begrenste Folge von unendlichen Kardinalzahlen
Moo Moo Mor S hw oY b M

entiteht. Jn diefer Weife fortihreitend Fommi man jdhlielich 3ur
Frage, ob ber Gefamtheit aller enbdlichen und unendlichen Ordinal-
sahlen itberhaupt, der fogenannten Menge W, eine Machtigleit, die
in biefem Falle die leBte wdve, sufommt ober nidht. Sn biefer Frage
ftimmen befanntlichy die Vertveter der Mengenlehre nicht miteinander
itberein.  Cantor {elbft betvadjtet die Menge W fitr eine ,infon-
fiftente”, . §. filv eine Menge, die Feinen Ordnungsinpus und dem-
nach aud) Leine Madptigteit Hat.

Mit bdiefer jdhwierigen Frage nady der Madhtigheit der Menge
W verbindet fidh weiter die Frage nad) der Bevechtigung der Sahlen-
flaffen, bie hoher al8 bie gweite find. Da bdie Bahlen der Hoheren
Bahlentlaffert auf Grund berfelben beidben Grundpringipe entftehen,

merfung, Cantors Kardinalzahl jei eine blofe Fiftion, vidhtig ift. Denn bak wel
unendlidje Ordinalzahlen eine unbd diefelbe Kardinalzafhl befien, gelingt 8 Cantor
nur fo nadjjutveifen, dap er die ber einen von diefen Bahlen eigentiimliche Ordnung
ihrer Glemente auffebt und ihr diejenige ber anbeven jubftituiert, wodurd) dle ln=
miglihfeit bes felbftdnbigen Beftehens der Kardinalzahl in jeinem Sinne am beften
pofumentiert wirh. Freilih mub man ansdrclich Hervorheben, dah die Nichtigteit
per trangfiniten Ordinalzahlentehre von ber Riftigleit der transdfiniten Kardinal-
johlenlehre unabhingig ift und dah audh, wenn'bdie legtere gang verworfen wird (wie
bies 3. B. Vevonefe tut), dag Kontinmuumproblem nodh imumer Veftehen bleibt, nur
fithet fih dasfelbe in diefern Falle auf dag einfache Dilemma der Heftimmien ober
unbeftimmten Unendlichleit (vergl. weiter unten) juriict,

¥ Bergl, Daviber 3 B. ven Wuffah von F. Vernftein ,iber die Reihe ber
transfiniten Orbinalzahlen” in , Mothematijhen Unnalen”, Bbd. 60, 1904, &, 187—189.
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auf Grund deren die Bahlen ber weiten Jafhlentlaffe entftehen und
in diefem Ginne alfo nuv eine einfade Forifebung der lehteven ves

prafentieren, o erhebt fidh die Frvage, ob man denn iiberhaupt von

ber Gefamtheit der Bahlen jweiter Zahlenflaffe in demfelben Sinne
au fprechen berechtigt ift, wie died von Der Gejamtheit der Bafhlen
exfter Bahlentlajfe qilt. Wud) in diefer Frage ftimmen die BVertveter
per Miengenlehre miteinanber nidht itbevein, e3 gibt unter ihnen folche,
bie nur bie 3ahlen gweiter Jahlentlaffe sulaffen, wwahrend Cantor
felbft audh an ben Hoheven ahlentlaffen fefihalt.! Sollten nun alle
bie unendlidhen Ordinalzahlen bder Menge W eine eingige Jahlen=

1 @p 3 B. beftreitet Hobjon entichieden bdie Guifteny Hohever Bahlentlafjen
(vergl. deffen Auffay «The general theory of transfinite numbers» in «Pro-
ceedings of the London math. Society», Ser. 2, vol. III, ingbe]. p. 185—187),
Jn ver Tat hHat Cantor fein befondeves Pringip angegeben, bas fihig wdre, die
hiheven Bahlentlafjen ol8 befondere Wb{dhnitte ber unendlichen Reihe der Orbinals
3ahlen abjugrengen, Denn ba die Bahlen der jweiten und aller #Hbrigen vorausgefelten
Bahlflaffen auf Grund ber beiden erfen Pringipe der Crjeugung transfiniter Sahlen
(Pringip der Tonjefutiven Hingufiigung von Cinheiten und Pringip der Simeszahl)
entftehen, jo geniigt dag (dritte) Jogenannte Madtigeitspringly als joldhes nicht, um
diefe Bahlen in Bahlentlaffen abjuteilen, da fich) Der Begriff ver Machtigleit auf dem
Begriffe ber Gefamtheit griinbet, die diesbeitgliche Sujammenfafjung ber transfiniten
Bahlen, bdie auf Grund ber Deiden erften Pringipe entftehen, in ein Ganges aber,
wenn diefe Sujommenfafjung nidht alle diefe Zahlen auf einmal umfaffen foll,
offenbar ein neues befonderes Pringip vovausfelt und evfordert, Hiev legt alfo eine
offenbare Ingijhe Qiidte in Cantors BVegriindbung bder transfiniten Jahlenlehre. Aud
ift ¢8 febr johroer, fich irgendeinen YWeg su denten, auf dem fie 3u vermeiden wire.
Bielleiht lieke e fich benfen, dap die Einfilhrung der Hiheren arithmetijohen Opera-

w w ‘
tionen, ofne dle fi) itbrigens transfinite Sahlen, die grdfer als o
find, toeder begrifftic) fizieven nod) zeihenmifig darftellen Yaffen, 3u einem foldhen
Biele fithren fonnte. Wenn man die Multiplifation al8 die erfte aus ber Adbition
(3 B. 3weier gleigen Bahlen) Hervorgehende Hhere Operation mit a 20, bie Potens
slerung mit a2 begeidhnet, dann fann man die nadhit Hoheve aus der Potenzierung
Derborgehende mit a22 ufw. Dbegeihnen, und fo wivde man JHlieRlich su einer
avithmetijhen Operation a29 fommen milfen, und da lieke ¢8 fich nun denfen, bap
diefe arithmetijhe Operation unendlicger Ordnung jugleidh eine Jahl Vefert, deren
Madtigheit nicht mehr pg, fei, die alfo bie exfte Jahl der britten Bahlentlafie dar-
ftellt. Dann twitrde weiter die unenblidhe Operation a2° W2 bie exfte Bahl der vierten
Bahlentlaffe Yefern ufw. I Hberlafe es ginglich den BVertretern der Mengenlehre
au pritfen, ob fich mit diefem Gefichtapuntte etwas anfangen laft, und bemerfe nur,
daf i) aus allgemeinen logijdhen Gritnden nidht an den Grfolg ber Sade glanbe.
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tlaffe bilben, fo wittbe man bann nur nod) u fragen hHaben, ob bie
Gefamtheit berfelben eine Machtigheit hat ober nicht.  Befteht eine
folche, bann Hitten wiv nur wei transfinite Machtigleiten, 8, unbd
Ny, befteht eine joldhe nicht, dann Hatten wiv nur eine eingige trans-
finite Madtigleit, eben die Madtigleit .

Naddem wiv uns fo mit der transfiniten Madptigteitslehre Can-
tovs befannt gemacht Haben, wollen wir nunmebhy feine Formulierung
bes Kontinuumproblems befpredhen. Cantor hat befanntlid) zwei For-
mulierungen bed8 Rontinuumproblems gegeben: in der dlteren Form

hat ex es in mehr geometrijthem Sinne getan (wie ja itberhaupt das

geometrijde Kontinuumproblem der Ausgangspuntt feiner transfiniten
Bahlenlehre gewefen ift), in der fpateven Fovm bagegen Hat er es in
rein arithmetijfem Sinne getan. Wir wollen uns hier nur mit
biefer lehteren befdhaftigen.’

Das Bahlenfontimum it nad) Cantor und Dedefind? ibentifdh
mit Der Gefamtheit aller veellen Bahlen, . h. mit der Gefamtheit
1. aller gangen pofitiven und negativen Bahlen mit Cinjohlup
der Null:

eV oy, '——51 ——'41 —31 -—2/ _11 01 lr 2! 3! 4/ 5! 6;

R
2. aller gebrodenen pofitiven und negativen ahlen, bie zwijthen
je aweien Baflen ber exften Reife eingujdhalten feten (fo Yiegen 3. .
gwifden 0 und 1 alle echten Britche, bHie fih leiht in threr natiix-

lidhen Ordnung gewinnen laffent auf Grund ber Formel x = m‘TH’,
n--q
P

m '
wenm = und b=a groei {don befannte Brithe find:

1 1 9 14 & .92"8

?. aIIe'r irvationalen pofitiven und negativen Bablen, bie zwifden
ie 3weien gabren ber erften durd) die gweite ergdnzten Reihe eingu-
fhalten feten (o 3. B. liegt V2 jwifhen 1 und 2 in dey erften Reibe).

! {iber pen Nnteridhied diefer beiden Definitionen ves Rontinuums Cantors pgl.
man den Aufjag von 8. Couturat «Sur la’definition du continues in «Revue de
Metaphysique et de Morale», 1900, p. 1571 V

# Bergl. Cantor, Math. Annalen, Bb. XXI, ©. 574, und Devetind, ,Ctetig-
Teit unb frvationale Bahlen’, 2. Aufl,, 1892, § 3.
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Wenn bdie erfte Reihe durd) die sweite vervollftandigt wird, dann
liegt in ber fo gewonnenen Menge aller pofitiven und negativen
tationalen Babhlen wifdhen je zwei Clementen ftets ein brittes, jo baf
bie Menge aus infonfefutiven Clementen befteht. Cantor nennt
eine folche infonfefutive Menge ,iberalldidht”.t Jn ber itberall-
bidhten Menge aller vationalen 3ahlen laht fih) nun jede Bahl al3

Grengelement einev unendlichen Menge andever Bahlen dicfer Menge
’ 1 1
barftellen (fo 3. B. ift 0 das Grengelement ber Reibe % O "11—6

T ART W
..... , fo it 1 bas Grengelement der Reibe 5, 7 5 -+

fo ift 2 bad Grenzelement der NReihe %, ZT' 1@5 ...... , o it 5

pa8 Grengelement, der Reibe %, —2—, 116, ..... ufw.). Jebe folche
unendliche Reihe von vationalen Bahlen Yat offenbar den Ordnungs-
thpus o (oder *o0) und wird von Cantor eine Funbamenialveihe
(exfter Orbrung) genannt und jebes Clement einer Menge, diwy Grens-
element einer Junbamentalveihe derfelben barftellt, nennt er ba3
Hauptelement derfelben und eine Menge, in ber, wie in der
Menge aller vationalen Bahlen, jedes Element bderfelben Fugleid
Hauptelement ift, nennt ex ,infihdbiht".* Aus der Definition dex
itberallbidyten Menge folgt, wie leicht eingufehen ift, dap biefelbe gu-
gletdh audh infichdicht fein mufp.

Obgleid) nun jedes Glement der Menge aller vationalen Bahlen
als Hauptelement, 5. Y. als Grengelement einer Funbanientalveihe in
betfelben 3u betracjten ift, hat umgetehrt nidht jede Fundbamentalrveihe
in berfelben ein Grengelement, e3 gibt in bdiefer Menge fogar une
endlid) viele Fundamentalreihen, denen Yeine (vationalen) Grenss
elemente entfprechen. o Yat 3. B. bie Fundbamentalveihe der Dei-
malbriiche

0.1, 0.12, 0,123, 0.1285, 0.12357, 0.1235711, .....
(in demen bdie Degimalftellen aufeinanderfolgenden Primzahlen ent
fprechen) fein Guengelement in ber Menge aller rationalen Bahlen.
Dies ift nun der Grund, ber ung nad) Cantor und Dedefind  dazu
nbtigt, die Menge aller vationalen Bahlen durd) irvationale Bahlen
au ergdngen, jo baf bie fo vervollftdndigte Menge aller veellen Sahlen

1 Gantor, Math. Annalen, Bd. 46, § 9, &, 504.
2 ib. § 10, &. 509—510.
Petvontevicsd, Die thpijden Geometrien.
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feine Sitden mehr Hat und in bdiefem Sinne das abiolute Jahlen:
fontinuum barjtellt. Eine Menge num, in der, wie in der Menge
alfev veellen Bahlen, jebe Funbamenialveihe ein Grenzelement Hat,
nennt Cantor ,abgefdloffen”, unbd eine Menge, die, wie die Menge
aller veellen Bahlen, nicht nur abgefdhloffen, jondern audh infichdicht
ift, nennt er eine ,perfefte” Menge.

Auf Grund aller diefer Beftimmungen folgt, dah bas Bahlen:
fontinuum eine Menge dbarftellt, die 1. perfeft (b. §. infihdicht und
abgefdhloffen ift) und 2. iibevallbidht ift, und zwar jo itberall-
bidt ift, dbaB swifden je swei Clementen ber Menge des
Bahlenfontinuums Elemente der Menge aller vatio:
nalen Zahlen Yiegen. Und damit ift eine erfohopfende Definition
be3 Kontinuuma im avithmetijhen Sinne gegeben.?

€8 erhebt fih nun die Frage nad) ber Machtiateit diefer Menge,
unbd in diefer Frage befteht das fogenannte Qontinuumproblem. Daf
bie Menge allev vationalen Bahlen bie Madtigleit 8, Hat, bas Y&kt
fih leicht beroeifen. Bundadft ift es Yeicht eingufehen, daf fich alle
rationalen Bahlen, bdie ywifden 0 und 1 legen, in die Form einer
einfacdjen unendlichen MReihe bringen laffen, was in bder einfachften
Weife jo gefdiehen fann, daB der Nenner v einer jeden von ifnen
einer enblichen Bahl in bder natirliden Jahlreihe entfpricht, im Bahler
aber Bahlen von 1 bis v—1 vorfommen, wobei Briihe, die [dhon
vorfommen, auszulaffen find. Man gelangt jo zu ber folgenden
einfad) unendlichen Reihe aller echten Briiche:

i1 2 1 3 1 2 3 4 1 5 1

2" 8’ 8" 4' 4’ 5' 5' 5’ 5' 6' 6’ 7T ° ¢

Da biefe Reihe einfach unendlich ift (5. h. beren Orbuungstypus o
ift), o Hat fie bie Madhtigleit x,.°

€benfo laffen fidh woeiter alle pofitiven vationalen Zahlen in eine
einfad) unendliche Reibe bringen, was in dem folgenden Shema ges
fchieht:

! Gantor, Math. Unnalen, Vb, 46, § 10, &, 510.

? Cantor felbit gibt diefe Definition in den Math. nnalen, Bb. 46, &, 511,
mue in begug auf das lineave Jahlenfontimuum 0 . . . . 1 (die Menge X), invem
er Deffen Ordnungstypus mit @ und den entjprechenven Ordnungstypus der Menge
ber vationalen 3ahlen 0 . . .. 1 (bie Menge R) mit v DHegeichnet.

® Bgl, N. Baire, Legons sur les fonctions discontinues, 1905, p. 28.
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worin in jebem Brud) Jahler und Nenner ohue gemeinjamen Teiler
find unb daher jebe rationale Bahl nur einmal vorfommi', und das
man nue in diagonalen Ridtungen su lefen braudht, um bie Form
einer einfachert unendlichen Reihe su Haben. Jn dhnlider Weife laft
fih dbann dasfelbe fiir alle rationalen Bahlen itberhaupt nadweifen.
Wie aus diefen Wusfithrungen erhellt, hat die Menge ber rationalen
Bahlen, bdie zwifden 0 und 1 liegen, ober bie Menge R, wie fie
GCantor nennt, diefelbe Madtigleit wie die Gefamiheit aller ratio:
nalen Bahlen fiberhaupt.

Dementiprechend nun fdhlieft Cantor, dap aud) die Madhtigleit
alfer teellen Bahlen itberhaupt biefelbe ift wie bie Madhtigleit der
veellen Babhlen, bie zwifhen O und 1 Tiegen. Diefe lehtere Menge
nennt ex die Menge bed , Sinearfontinuums X und beweift, baf die=
jelbe nidht bie Machtigleit der Menge R hat, indem er ausfithet, da
fid) die Glieber derfelben nicht in bie Form einer einfachen unendlichen
Reihe bringen laffen. Weiter bewoeift er dann, dap aud) die Menge aller
veellen Bahlen iberhaupt nicht abzahlbar ift und jhlieplich, dafy fie die
Madtigheit des Sinearfontinuumad X hat. Er vermutet, dap bdiefe
Madtigheit mit ber aweitqrbften Madtigleit ¥, ibentifd ift, aber
einen ftrengen Beweis dafiir Hat er nidht geliefert, jo baB die Frage
biefer Machtigteit nod) immer ungeldft ift, und davin befteht eben bas
fogenannte Kontinuumproblem.

Gantor und bie itbrigen Vevtreter der Mengenlehre find nun der
Meinung, dap mit der Qbfung biefes Problems dber Madytigleit bes
Bahlenfontinuums guglei) aud) bad Problem bder Machtigheit bes
Raumbontimmms geldft wdre. Wir wollen nunmehr nadweifen, dafh
bies nicht ber Fall ift, dah dad Problem bed Raumfontinuumsg ein
befontderes, bon bemjenigen bed Bahlenfontinuums unabhangiges ift.

Die eindeutige Buorbnung ndmlidh), bie man zwifhen ben
Gliebern Ded Bahlen= und benjenigen bed Raumfontinuums be-

1 9. Shdniliel, Jahreaberidht der deutjdhen Math=Bevein., Vv, VIIL, §.2, S.12,
6%
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ftebend vovausjeht, befteht nidht. Dah jeber rativnalen Bahl bex
fontinuierlidhen Bahlmenge 0. ... 1 ein Punkt in der infonfefutiven
Punftmenge einer begrensten Strece (vgl. Fig. 15) entfpricht, das ift
etwag  Cinleucjtendes. DaB aud) jeber irvationalen Bahl in der
fontinuietlichen 3ahlmenge 0 ... . 1 ein Bunft in dex infonfefutiven

| ]
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Tig. 15,

Punttmenge dev Fig. 15 entfpricht, ift etwas, was swax nicht ebenfo

einfeucdjtend ift, wag aber notwendigerweife vorausgefest werden mup,
wenn bie infonfefutive Punttmenge feine Litcken in fich entGalten folr.t

Daf aber aud) umgetehrt jedem Puntte in der infonfefutiven Punft=
menge 0 ... 1 eine 3ahl in dev fontinuierlichen Bahlmenge 0 ... 1
entfpricht, ift etwasd, worauf wohl auf Grund bder beiden aletd) unten
angufithrenden Analogien swijden beiden gefthlofien wird, was aber
ungevedtfevtigt ift, da eine tiefere Betvadytung zeigt, daf bdiefe Ana-
Ingien nid)t genitgen, volle Jbentitit in der Befagten Beziehung
swifdyen beiden ju ftatuieren. Die Analogien find folgende:

1. 3wifden je zweien Bahlen der fontinuierlichen Bahlenmenge
ift immev eine britte vorhanbden, fo wie wifdhen je sweien Punften
ber fontinuierlidhen Punttenmenge ein dritter bazwifchenliegt.

2. Jebe Bahl der fontinuierlidhen Bahlmenge ftellt bas Greny-
element einer Fundamentalreihe von Bahlen berfelben Menge bar,
fowie jeber Puntt der Fontinuierlichen Punttmenge ben Grenzpuntt
einer qud unendlid) vielen Punften beftehenden Teilmenge biefer
Menge darlellt.

Auf Grund diefer beiden Analogien Tommt man dann gum
Sdlup, dah jedem Punkt der Fontinuierlichen Punttmenge cine ay!
in bev fontinuierlihen Bahlmenge entfpricht, dah alfo bie unenblidhe
Menge bder Clemente bded Jahlenfontinuums mit ber unendlichen
Menge der Clemente ded Raumbontinuums dquivalent iff, will
nun beweifen, baB Dbiefe SdhluBfolgerung auf Grund jemer beiden
Unalogien nicht gegogen mwerden fann,

! Bergl, daxiiber Dedefind, ,Stetigleit und irvationale Jahlen”, 2. WYuil,, &, 11,
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€3 braudt ndmlid) daraus, dap die Glieber ber fontinuierliden
Bahlmenge infonfefutiv {ind, gar nidht su folgen, dap aud) die Punkte
per gevaben ©trede infonfefutiv fein miiffen, died wdre nur dann
der Fall, wenn e8 bon vornehevein feftitiinde, daB jeder Punft ber
geraden Gtrede einer 3ahl in der infonfefutiven Zahlmenge entfpricht.
Gerade Diefe Bovausfehung ift e3 aber, die in JFrage fteht. Wix
fonnen ung in der Tat gany gut eine aus fonjefutiven Punften be-
ftehenbe begrenste Stvede denfen, in bder es zu jeder Bahl der Fon-
tinuierlidhen Bahlmenge entprechende Punfte qibt, in ber es3 aber
aud) Punfte gibt, die diefen Bahlen nidht entfprechen, und zwar ift
die Mioglidhfeit einer foldhen Bunftmenge nicht ju beftreiten, fobald
bic Moglichteit ded fonfefutiven Distretums in Vetvadht gezogen wird.
Denn bann ift e3 offenbar, daf die begrenzte Strede der Figur 15
al8 eine aud einter unendlichen Anzahl von fich miteinander unmittel-
bar berithrenden Punlten beftehende Strede gebacht werden Fonmne.
S einer foldjen Strede aber ftellen die einfadjen ivveellen Bwijdhen=
puntte offenbar unendlic) fleine Strecen erfter Ordnung dav, und
ba bie Bahlen bder fontinuierlichen Bahlenmenge 0....1 nur den
endlichen Segmenten der begrengten Stvede der Figur 15 entfprechen
fonnen vefp. nur den Puniten, die mit dem Unfangspunfte 0 in
endliden Abftanden liegen, fo ift e8 flar, dap es jwifdhen je 3woeien
Buntten einer jolden aus unendlid vielen Lonjefutiven Punften be:
ftehenben Strece ftetd Puntte geben twird, denen feine Bahlen in dex
fontinuieclidien Bahlenmenge 0. ... 1 entfpreden (fo 3. B. entjpricht
pem erften Puntte, dber fidh mit dem 0=Punft berithrt, gar feine Jahl
in ber 3ahlmenge 0...1, dba dasd entfprecdhende Segment eben un:
endlich flein ift, und basdfelbe wird aud) fitv den jweiten, dritten ufw.
Puntt gelten).

Sft bem nun fo fitr die aus einer w=Unzahl von Punften be-
ftehenbe fonfefutive Punftmenge, fo wirh ¢ um fo mehr filx die
aus ivgendeiner beftimmien unendlichen Ordinalzahl vou Punften
beftehende Punftmenge gelten und jhlieplidh aud) filr die unends
lidhe lineare Punftmenge, deven nzahl {chlechthin unbeftimmt un-
endlidhy, d. h. gleih der Menge W ift. Die Puntte ber lehteren
werben nun aber offenbar nicht mehr fonfefutiv fein fonnen. Denn
fegt man einmal fonfefutive unendliche Punftmengen vovaus, fo
ift e flar, dafy, ba eine jede folche Puntimenge ein erftes und ein
leptes BGlied fHhat und bie Glieder vom erften angefangen aufein:
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anberfolgend finb, die Clemente derfelben fich nur bden Elementen
einer Deftimmi-unenblichen Reihe von endlichen und unendlidhen Ot=
binalzahlen, bdie ein lehtes Glied Hhat, einbeutig juorbnen Yaffen
werden, die letere aber {tetd einen Orbuungstypus Hhat und demnadh
aud) bie entfprechenbe unendliche, fonfefutive, lineare Punttmenge einer
beftimmi-unenbdlichen Ordinalzahl entfpreden wivd. Davaus folgt
bann umgefehrt, daf bdie Menge W nicht mehr einer Fonfefutiven,
lineaven, unendlichen Punftmenge entfprechien fann, und daB, wenn
eine unendlicge lineare Punfhmenge exiftieren foll, die ifhr entfpricht,
biefelbe nur infonfefutiv fein fomne. Alfo fann, da jebe beftimmte
nod) fo qrofe unendlidhe Orvdinalzahl einer Fonfefutiven lineaven
Punttmenge entfpridht, dev infonjefutiven, linearen Bunftmenge nur
bie Gefamtheit aller endlichen und unendlichen Ordinalzahlen ober
die Menge W entfprechen. Sobald man alfo bie Mbglichleit einer
aud unendlid) vielen fonfefutiven Punften beftehenden endlich-linearven
Punttmenge in Betradt zieht, mup man einfehen:

1. ba nidht jeber Punft der begrenzten Geraden (dex
lineaven unendlidhen Puntimenge) einer Jah! in der fonti-
nuierliden Bahlmenge 0.... 1 entfpricht, und

2. bag die Unzah! der Punfte in einer aus infonjefu:-
tiven Puntten beftehenden begrenzten Geraben nur eine
unbeftimmt=unendliche fein Eonne.

Ginbd biefe beiden Sibe ridhtig (und fie ftehen und fallen mit-
eitanber, da fie beide aus einem und demfelben gemeinfamen Grunbde,
ber Bovausfehung der fonfefutiven, lineaven, unendlichen Punttmenge,
folgen), dbann ift dbamit erftens unfere Behauptung, daf dad Problem
bed Bahl= mit demjenigen des Raumbontinuums nidht sufammenfalt,
betoieferr, unbd jweitens ift bamit jugleich bdasd lehteve Problem prin-
sipiell geldft. Der sweite der obigen Sabe ftellt namlich) feft, dbap die
Anzahl der Puntte in der infonfefutiven Yineaven Punftmenge nur eine
unbeftimmi=unendliche fein fonne, dap alfo dasg lineare Raumbonti-
nuum (und dbemnad) das Rawmbontinuum iiberhaupt) entwebder bie
hodyite mogliche MachtigEeit (wenn die Menge W noch eine foldhe
hat) obexr iberhaupt feine joldhe Hat. Wie man alfo Bieraus
fieht, 1aft fidh) bas Problem des Raumfontinuums, jobald bdie Togifche
Moglicdhteit bes fonfefutiven Disfretums in Betradht gejogen wird,
ofne teiteves [ofen, wihrend dag Problem bdes Bahlenfontinuums,
alg ein bavon unabhingiges, nad) wie vor offen bleibt.
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Am Shlufje unferer Ausfithrungen angelangt, wollen wir nun-
mehr nur nod) unfere Lojung bdes Problems ded Raumfontinuums
mit ben thpijden Geometrien in Berbindung bringen, was in folgen-
ben beiden Sdben feinen Ausdruct finbet:

1. Fitr ein unendlides Distvetum, dbeffen EBunftenmenge
eine beftimmte Madtigleit hat (ein beftimmies Alef) obex
beffen Punftenanzahl beftimmt-unendlidy ift, qilt die dis-
frete Geometrie,

2, Fitr ein unenblidhes Disfretuwm, deffen Punften-
menge feine Madtigfeit Hat (e3 fei denn die Hddhfte) ndex
beffen Punttenanzahl unbeftimmizunendlich ift, gilt die
fontinuierlide Geometrie.?

t Mur in einem Falle wiiven unfere obigen Shluffolgerungen iber Hag Nidhts
gufammenfallen beg Problems bes Raum:= mit demjenigen des Jahlenfontinuums uns
vidhtig, wenn man ndmld in dem infonfefutiven Raume nur unendlich grofe Geradven
ohne einen Gndpuntt im Unendlidhen, gang abgefehen davon, ob man dabet die Mige
ligteit Des Fonfefutiven Distretums leugnet oder nidht, sulaffen witrde. Denn in diefem
Talle Wnnten, wie in bem vorigen AbiGnitt ausgefithet, in dem infonfefutiven Dis-
Tretum unendlid) leine Streden nidht exiftieren und bdie eindeutige Buorbnung dex
Puntte in der infonfefutiven (begremsten) linearen Punitmenge mit den Gliebern ber
fontinuterlichen Bahlmenge wive widerjprucislos.

Wenn aber in dem infonfefutiven Raume unendlid) grofe Streden mit dbem
Cndpuntt im Unendliden jugeloffen werden, dbann (uBt fich Yeiht auf Grund unferex
Uusfilhrungen auf ©. 84 einfehen, bah, da in diefem Falle, wie im vovigen b=
fognitt ausgefihet, in bem infonjefutiven Naume notwendigertvelfe unendlich Heine
Streden eyiftieven mitffen, jene eindeutige Suordbnung ber BGeidben Mengen nicht Hes
ftebt.  Wie man BHievaus fieht, loffen fih alfo unfere Geiden Funbamentaliige auf
©eite 86 aud) gang unabhlingig von ber Vovauslegung ber Yogijhen Miglichleit bes
Tonfefutiven Distretums fithren, jobald die Rihtigleit unjever Behauptung in dem
borigen 2Abjdnitte iiber die unendlich Fleinen Streden im infonfelutiven Distretum
gugeftanden wird, die ihrerfeits wiederum unabhiingig von ey Borausfehung bdes
Tonfefutiven Distretums feftgeftellt werden ¥ann (vgl. insbejondere die Unmerfung auf
Seite 73).
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