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Ai Signori Professori

Soltanto dall’esame accurato del testo il lettore potra
farsi un’idea esatta di questi Elementi; ma differendo essi
piu nelle prime che nelle ultime pagine da altri trattati
congeneri, parmi opportuno dare ragione delle principali
differenze. .

In questo secolo la Geometria si € arricchita di im-
portantissimi risultati intorno ai suoi principi, ma gli studi
moderni, pur affermando da un canto che I’ eleganza geo-
metrica del metodo di Euclide é sempre degna di imita-
zione, e sollecitando dall’altro canto una riforma dell’inse-
gnamento geometrico nelle scuole secondarie, inspirata al
rigore e ai metodi moderni compatibilmente colle esigenze
didattiche, hanno avuto finora nessuna od assai scarsa in-
fluenza su questo insegnamento.

I.a mia opera ha lo scopo di conseguire nell inse-
gnamento della Geometria elementare razionale « quello
" stretto rigore scientifico » che ¢ vivamente desiderato dai
‘nuovi indirizzi della scienza ed é prescritto dai programmi
governativi coordinando con vedute moderne, per quanto €
consentito dalle esigenze della scuola, il materiale degli
Elementi di Euclide, generalmente riconosciuto come
quello che nel suo insieme meglio corrisponde agli scopi del-
I'insegnamento della Geometria nei Licei e negli Istituti
tecnici, senza alterare quel metodo geometrico che i pro-
grammi vogliono giustamente conservato.



Fin da quando pubblicai i miei Fondamenti di Geome-
tria mi parve che un metodo atto a conseguire tale intento
fosse quello ivi esposto per la Geometria euclidea *). Con la
cooperazione dell’egregio prof. Paolo Gazzaniga pubbli-
cai I'anno scorso una litografia dei primi tre libri, la quale
servi a lui di guida nell'insegnamento della Geometria nel
R. Liceo di Padova. In seguito a piti maturo esame ho ri-
fatta e semplificata questa prima parte allo scopo di ren-
derla sempre pil accessibile alla scolaresca.

Uno dei principi ai quali si informano i Fondamenti
e la detta litografia € quello secondo il quale la retta viene
considerata come la figura fondamentale della Geometria,
tanto per la costruzione, quanto per la misura delle altre
figure; e fuper cio che diedi nel libro I della litografia tutti i
postulati della retta per trarne il maggior vantaggio possibile.
Cosi facendo era perd necessario introdurre nel libro I i
concetti di segmento indefinitamente piccolo e di segmento
limite; ma nella stampa, pur rispettando in massima quel
principio, trovai opportuno per ragioni didattiche di differire
quei concetti al libro V coi postulati della continuitd e di
Archimede (XI, XII). Per questo mutamento dovetti dare
alcuni postulati in pitt del necessario, rimandando all’' Ap-
pendice la dimostrazione di essi.

Non vi pud essere stretto rigore scientifico se non
si enunciano tutti i postulati necessari, o se si dedu-
cono da alcuni di essi delle conseguenze che dipendono
anche da altri sottintesi. Ma se ! intuizione € necessa-

*) Pref. pag. XXXVI-XXXVIL
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ria per stabilirli e I’ uso frequente di essa é di potente
aiuto alla concezione delle veritd geometriche, nondimeno
manca il rigore scientifico se, astraendo dall’intuizione, del
sistema geometrico non rimane un sistema di veritd logi-
camente ben determinato, indipendente cioé dal loro signi-
ficato geometrico *). Per queste ed altre ragioni liberai fin da
principio il ragionamento dai concetti intuitivi di linea e di
superficie, e da altri simili che portano negli enunciati delle
proposizioni e nelle dimostrazioni geometriche concetti logi-
camente indeterminati. Cosi dico del concetto del movimento
dei corpi senza deformazione, quando sia usato per definire
e dimostrare 1’ eguaglianza delle figure; il quale, come si
pud vedere nel libro IV, corrisponde a proprietd geometri-
che molto complesse. A parte la petizione di principio che
si pud riscontrare nella definizione dell’eguaglianza per es.
di due segmenti rettilinei, tenendo conto delle considera-
zioni suesposte, ognuno si accorge che il movimento senza
deformazione non solo € superfluo, ma restringe altresi il
concetto dell’eguaglianza a quello della congruenza **). Non
si creda perd che io voglia escludere il linguaggio del mo-

*) E. G. pref. pag. XVL

**) Specialmente dopo i lavori di Helmholtz sui principt
della Geometria, il quale dichiara che « non si pud parlare di
congruenza se non si pussono muovere dei corpi rigidi, o si-
stemi di punti senza deformazione, I'uno verso 1’altro » da al-
cuni si sostiene che questo principio ¢ indispensabile allo svol-
gimento della geometria e di esso si fa uso pitt che in Euclide
nei trattati moderni di Geometria elementare. Cost Newton
disse che la Geometria & una parte della Meccanica. Come si
vedrd in questo libro, il movimento senza deformazione & invece
un mezzo pratico non necessario per lo sviluppo della Geometria ;.
anzi le leggi di esso si deducono da leggi geometriche. Vedi la
nota XX dell’ appendice i F. G. pref. pag. XXXV, XXXV], ecc,
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vimento; solo sostengo che prima di farne uso nel ragiona-
mento deve esserne spiegato il senso geometrico preciso. Si-
milmente se il sistema logico geometrico vuol essere indi-
pendente dall’intuizione, cid non significa che la vogliamo
bandire dall'insegnamento ; tutt’altro, desideriamo anzi che
ogni proposizione ed ogni ragionamento siano continua-
mente vivificati dall'intuizione spaziale mediante l’osserva-
zione di figure o modelli che aiutino lo svolgimento della
imaginativa geometrica, si che il ragionamento stesso ap-
parisca agli alunni conseguenza pit dell’ intuizione che di
una logica arida ed astratta. E percid che nelle osserva-
zioni empiriche premesse ai postulati o a qualche definizione,
si ricorre a concetti intuitivi, come a quelli di linea, di su-
perficie e di movimento senza deformazione per far meglio
comprendere i postulati e le definizioni stesse. Ma nell’enun-
ciato delle proposizioni e nelle dimostrazioni sono svolti sol-
tanto i concetti contenuti nei postulati e logicamente de-
terminati. D’altro canto non ho creduto di scendere a troppi
minuti particolari, i quali, se sono utili per la critica scienti-
fica, fanno perdere per6 di vista ai giovani le veritd princi-
pali, delle quali « essi devono ricevere e conservare una
forte e durevole impressione »*). Tuttavia le lacune che si
riscontrassero in questo senso possono essere colmate colle
considerazioni svolte o nella Appendice o nei Fondamenti.

Gid nella prefazione di questi avevo manifestato la
convinzione che per trattare bene il problema didattico della
Geometria elementare razionale bisognasse conoscere a fondo
le relazioni dei postulati e delle loro principali conseguenze.
E poiché i pregi principali di un libro scolastico sono la
precisione, la chiarezza e la breviti, alle quali talora bisogna

*) Istruzioni sui programmi governativi, 1894.
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sagrificare alcuni sviluppi scientificamente opportuni, ognuno
vede come alle difficoltd dello studio scientifico dei postu-
lati si aggiungono anche quelle di indole didattica *). Il me-
todo vuol essere percio elementare e svolto col processo co-
struttivo dell’ intuizione spaziale, avendo di mira che la
Geometria euclidea elementare € principalmente di na-
tura melrica, a base della quale sta il concetto dell’ egua-
glianza. Sicché i postulati hanno da esprimere anche scien-
titicamente delle proprieta semplici ed evidenti che possano
essere verificate direttamente sugli oggetti esteriori, oppure
delle ipotesi che non contraddicono alle premesse e alle loro
conseguenze, e tanto nell'uno quanto nell’altro caso siano
indimostrabili colle premesse o gli uni mediante gli al-
tri. Anche didatticamente si deve cercare di ridurre i po-
stulati al minor numero possibile, fin che cid non richie-
da degli sviluppi poco convenienti agli scopi dell'insegna-
mento o non abbastanza facili nel principio di esso. Ho ri-
mandato percid, come ho detto, i post.” XI e XII al libro V,
mentre potevano essere dati nel libro [, risparmiando i po-
stulati IIl, VIIl e IX; ed ho dati due postulati XIII, XIV per
I'equivalenza, 'uno per le figure poligonali (e parti poligo-
nali di esse) l'altro per le figure poliedriche (e parti polie=-
driche di esse), mentre sono proposizioni dimostrabili; non
cosi facilmente perd come si € recentemente creduto **). Gli

*) Questo accordo fra le questioni scientifiche relative alla
matematica elementare e I’ insegnamento di essa, fu da me scm-
pre propugnato e svolto, per quanto il tempo me lo consentisse,
nelle conferenze da me tenute nel tricnnio 1891 - 1394 nella
Scuola di Magistero di matematica annessa all’ Universita di Pa-
dova, non gia allo scopo che i giovani ne facciano sfoggio
nel futuro loro insegnamento ma perch¢ acquistino il sicuro pos-
- sesso della materia che dovranno insegnare.

**) Vedi I"appendice note XXVI-XXVIL
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altri postulati I I, IV, V, VI, VI, X e XI sono fra loro indi-
pendenti, ma non tutte le parti di alcuni di essi. E quanto
al numero dei postulati non si pu6 dire che un sistema sia
pit semplice di un altro, perché ne contiene un minor nu-
mero; ché anzi pud essere pili complesso. Ad es. il postu-
lato dato ordinariamente per I' equivalenza riguarda molte
pitl figure di quelle considerate dai due postulati XIII e XIV
di questo trattato, tanto € vero che nel testo esso é dimo-
strato per il cerchio e per i corpi rotondi. I postulati indi-
pendenti qui dati, tranne quello delle parallele, espresso in
modo diverso, sono contenuti in quelli degli altri trattati
che seguono il metodo Euclideo, mentre in essi non sono
contenuti molti dei postulati che si ammettono ordinaria-
mente. Né cid, come € facile persuadersene, ha richiesto una
maggiore mole del libro in confronto di altri gid in uso
nelle nostre scuole. ,

I postulati sono distinti nel testo in due categorie ; in
postulati necessari, o ritenuti tali, e sufficienti allo svolgi-
mento logico della Geometria, e in postulati pratici (quello
delle tre dimensioni dello spazio esteriore e quello del mo-
vimento senza deformazione), necessari coi primi alle pra-
tiche applicazioni di essa *). Come postulato pratico poteva
essere considerato anche quello d’Archimede (XII) se
cid non avesse avuto per conseguenza un maggiore svolgi-
mento del testo.

Neila prefazione dei Fondamenti e altrove ho sostenuto
che le ragioni della veritd e dell'indipendenza dei postulati
si devono ricercare piuttosto nelle leggi del pensiero logico
eccitato dall’osservazione, che nella sola osservazione esterna;
ma questo metodo per le ragioni gid esposte non pud es-
sere accolto in un trattato scolastico elementare.

*) F. G. pag. XVL
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A stretto rigore, non si potrebbero dare quindi i postulati
in un tale trattato che per figure corrispondenti agli oggetti
che si possono osservare. Ma anche questo metodo richiede-
rebbe delle restrizioni e distinzioni poco confacenti all' inse-
gnamento. Pur essendo qui enunciati i postulati per la retta
illimitata (e quindi anche per il piano'e lo spazio illimitati),
essi soddisfano al principio che tutti i postulati sono tratti
direttamente da oggetti sensibili, in guisa che essi e le loro
conseguenze possono essere riguardati, con alcune restri-
zioni, come valevoli soltanto per la figura corrispondente al
campo della nostra osservazione esterna. Nell’ Appendice sara
dimostrato che i postulati Il e V, XI e XII possono essere
ammessi per la retta illimitata e che gli altri postulati val-
gono in tutto la spazio illimitato. E per questo che ncn po-
tevamo esprimere il postulato delle parallele definendo le
parallele come quelle rette del piano che prolungate inde-
finitamente non si incontrano mai, perché due tali rette
nessuno le ha mai vedute. D'altra parte dovevamo rendere
il postulato indipendente dal piano, di cui dimostriamo le
proprietd fondamentali. Cosi pure non potevamo dare il po-
stulato che la retta viene divisa da un suo punto in due
parti (che é conseguenza di quello delle parallele) e final-
mente quello generale e poco intuitivo, da altri usato, che
due grandezze variabili convergenti ammettono sempre una
grandezza limite.

*
* %

Quanto alle jnnovazioni di metodo osservo anzi tutto
che mi sono valso di un.principio moderno (che se non erro
-non fu ancora applicato all’ insegnamento elementare), se-
condo il quale data una figura A mediante alcuni postulati e
un’altra figura B, in tale corrispondenza con A che collo



scambio di alcune parole valgono per B le proposizioni con-
tenute nei postulati di 4; per B si deduce che collo scam-
bio di quelle parole, valgono, anche colle stesse dimostrazioni
tutte le proposizioni dedotte per A*). Ad es. dati i postulati
della retta (considerata in sé), cioé I, XI e XII, e dimostrate
pel fascio di raggi, per la circonferenza e pel fascio di piani
le proposizioni ottenute da essi collo scambio di alcune pa-
role, valgono pure per queste figure le proposizioni della
retta dedotte da quei postulati, Cosi per la stella di rette
valgono le proprieta che, mutando alcune parole, derivano
dai postulati, dai quali si deducono le proprieta del piano,
tranne quello delle parallele; di guisa che si possono enun-
ciare senz’ altro per la stella i teoremi del piano indipen-
deati da quel postulato, valendosi delle stesse dimostrazioni
quando o esse siano indipendenti dal postulato o siano ba-
sate su proprietd comuni al piano e alla stella, anche se la
loro dimostrazione per il piano sia stata data coll’ aiuto
delle parallele.

Un tale metodo, che ritengo assai vantaggioso anche
didatticamente, prova che non € sempre indifferente ammet-
tere un numero maggiore o minore di postulati, perciocché
se ad es. per la retta si desse un altro postulato oltre quelli
del testo, per estendere al fascio di raggi, alla circonferenza
e al fascio di piani le proposizioni dedotte dai postulati
della retta, bisognerebbe dimostrare per ciascuna di quelle
figure la proposizione contenuta nel postulato suddetto.

Cosi ho cercato di trar profitto da tutte le analogie
possibili fra teorie diverse; ad es. da quella che ha luogo
fra le figure eguali e le figure simili, si.cché parecchi dei

*) Egli & su questo ovvio principio generale che trova la sua
giustificazione il principio di dualitd nella Geometria proiettiva.
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teoremi di queste derivano con le loro dimostrazioni da
teoremi di quelle sostituendo alla corrispondenza di egua-
glianza la corrispondenza di proporzionalita. Questa € un’al-
tra prova dell'utilita che si trae dal sostituire la corrispon-
denza di eguaglianza al movimento senza deformazione
nella dimostrazione dell eguaglianza di due figure.

Nel libro Il sono introdotte le locuzioni di punto,
retta e piano all'infinito al fine di rendere piu generali al-
cune proposizioni e pil semplici l¢ loro dimostrazioni, senza
biscgno di considerare tanti casi particolari dello stesso teo-
rema o della stessa dimostrazione. Sono locuzioni queste
della geometria proiettiva che ritengo utili alla trattazione
delle proposizioni di posizione della Geometria elementare.
Occorre perd evitare ogni equivoco, mostrando cioé che i
punti all'infinito si possono sostituire a quelli effettivi nella
determinazione della retta e del piano, onde per il principio
suesposto valgono per essi soltanto quelle proposizioni che
si possono dedurre da siffatta determinazione. L' uso degli
elementi all'infinito € fatto pero sempre con speciale avver-
tenza, e soltanto laddove 1iesce utile la loro considerazione *).

Nei migliori trattati italiani si € gia introdotto il con-
cetto di limite, che in alcuni libri esteri si nasconde, male
a proposito, sotto il concetto del numero irrazionale. Qui la
nozione di limite € ridotta allo stretto necessario ed € data
nella sua forma piu intuitiva (§ 1 lib. VI).

.

Sebbene 1" indirizzo di questi Elementi sia nuovo, pur

non ho cercato mai di mutare per amore di novita, ma solo

*) Questi punti impropri all’ infinito non sono da confondersi
coi punti all’infinito attuale dei F. G.
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quando cid mi é parso utile per qualche parte del libro. Ad
es. nel § 4 del libro II si potrebbero seguire senz'altro le dimo-
strazioni ordinarie; ma pel teor. I del num. 27 si deve mutar
-metodo, perché ordinariamente questo teorema si dimostra
ricorrendo ad altre proposizioni la dimostrazione delle quali
si basa o sulla retta infinita, o sulla somma degli angoli di
un triangolo, se non si ammette poco opportunemente, come
Legendre, il postulato che il segmento rettilineo € mi-
nore di ogni altra linea avente gli stessi estremi. Di tali .
dimostrazioni non si potrebbe perd valersi per la stella nel
. modo sopra indicato, né si potrebbe estendere senz’altro
ai triedri la maggior parte delle proposizioni colle relative
dimostrazioni date pei triangoli nel § 5 del libro IL

I postulati sono tanto pid semplici quanto pit semplice
€ l'ente a cui si riferiscono, e sotto tale aspetto la cosi
detta fusione della Geometria solida colla piana non €
scientificamente possibile finché non siano costruiti il pia-
no e lo spazio, e dimostrate le loro proposizioni fon-
damentali, Nei miei lavori geometrici io sono stato fau-
tore non solo della fusione della geometria dello spazio
ordinario con quella del piano, ma eziandio di quella de-
gli spazi superiori con gli inferiori, perché appunto lo
studio delle proprietd proiettive di questi trova per mezzo
~di quelli la sua pid completa e pid alta estrinsecazione,
tuttavia non posso non riconoscere che la Geometria so-
lida € in questo senso di poco aiuto alla Geometria elemen-
-tare del piano e della retta, perché questa. come dissi, é per
sua natura metrica. Ho dato perd nella dimostrazione del
teor. VI del num. 38 un esempio di tale fusione che ha ser-
vito al De Paolis per dare la dimostrazione di una co-
struzione del pentagono regolare indipendentemente dalla
equivalenza e dalle proporzioni. D'altronde sono anche di-
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scordi i pareri sulla opportunitd didattica della trattazione
simultanea della Geometria piana e solida, che fu tentata
negli ultimi anni anche in Italia da egregi autori. Per parte
mia ritengo che nel primo insegnamento della Geometria
sia di regola piu utile procedere dal particolare ‘al generale
e dal semplice al composto. Cid che perd riesce senza dub-
bio utile anche didatticamente é la trattazione simultanea
delle teorie speciali, dopo aver premesse le proprietd gene-
rali della retta, del piano e dello spazio, cioé le teorie della
congruenza e simmetria, della equivalenza, delle proporzioni/
delle figure simili e della misura; raccogliendo cosi in un
solo capicolo le proprieta della retta, del piano e dello spa-
zio che dipendono dagli stessi principl. In tal modo non
solo si consegue nell insegnamento un notevole risparmio
di tempo, ma cid che pid importa, lo scolaro comprende
meglio le relazioni che sussistono fra le figure piane € le
solide raccolte nello stesso capitolo e s'accorge di leggeri
che molte dimostrazioni date per le seconde sono una fa-
cile estensione di quelle date per le prime. Con cid0 € pos-
sibile ovviare all'inconveniente da alcuni lamentato, che
cioé, al contrario di quanto avviene nell Istituto tecnico,
nel Liceo non si svolgono alla fine della classe [ o in prin-
cipio della classe II le proprietd delle tigure solide utili ad
alcune parti delle Fisica e della Cristallogratia. Che se I'in-
segnante anche per le teorie speciali sopra nominate cre-
desse di dover premettere tutta la Planimetria, potra pure
seguire questi Elementi, perché le proprieta delle figure
piane sebbene siano trattate nello stesso capitolo con quelle
analoghe delle figure solide, sono perd enunciate separata-
mente *).

*) Le istruzioni dei programmi del 1894 pei Ginnasi e pei
Licei oltre che non prescrivono il testo euclideo mentre prescri-
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I programmi prescrivono giustamente il metodo eucli-
deo che « si riassume nell’esclusione di ogni sussidio aritme-
tico o algebrico prima del trattato della misura ». Con cid
s’ intende che non si faccia uso, come sogliono alcuni trat-
tati, specialmente francesi e tedeschi, di proprietd dei numeri
estendendole senza alcuna giustificazione alle grandezzegeo-
metriche, e tanto meno di operazioni aritmetiche e alge-
briche.

L’aver trattato nel libro I della somma e della diffe-
renza di due segmenti rettilinei e accennato ai multipli e
summultipli di un segmento rettilineo, non significa che
siasi alterato il metodo geometrico. Nel testo infatti fino al
libro [X non si ammette che la nozione dei numeri interi
ordinari. Nella teoria delle proporzioni invece di esporre
sempre in parole certe operazioni geometriche, le indico per
maggiore semplicitd con simboli (che poi nella teoria della
misura diventano numeri) allo stesso modo che col simbolo
a n essendo @ un segmento e n un numero intero, si indica
il segmento multiplo di a secondo il numero n. Cio per-
mette di ottenere una notevole semplificazione nella teoria
delle proporzioni.

Quanto alla esposizione ho scelto una via media, né
troppo estesa né troppo concisa. Nei primi libri le dimostra-
zioni sono complete, in seguito alcuni corollari sono dati senza

i
vono il Libro I nel ginnasio superiore, lasciano al discernimento
dal professore I'ordine della materia da seguirsi in ciascun corso.
Se una maggiore cstensione nou & certo una questione di
grande importanza pel Ginnasio - Liceo, occorre perd sia mutato
I’ ordine della materia in quanto riguarda almeno la teoria del-
I’ equivalenza, come & mutato del resto in tutti i trattati oderni
che io conosco.
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dimostrazione perché facili conseguenze di teoremi prece-
denti, e di certi teoremi si € accennato che le dimostrazioni
sono analoghe a quelle di altri teoremi quando si ottengono
da queste collo scambio gia indicato di alcune parole. Come
i postulati sono dati quando se ne presenta la necessita,
cosi le definizioni sono date immediatamente prima, o pid
spesso dopo che si é dimostrata 1’ esistenza delle figure a
cui si riferiscono, di guisa che I’alunno comprende meglio
la necessitd delle definizioni e pill facilmenté le ritiene.

Non € qui il luogo di dire come deve essere inse-
gnata la Matematica elementare; solo € da avvertire che
I’ insegnante insista con amore e con cura sui concetti e
sulle proposizioni fondamentali, accid la scolaresca se ne
impossessi e le applichi alla dimostrazione di semplici teo-
remi e alla risoluzione di facili problemi con speciale ri-
guardo a quelli di pit frequente applicazione. Ma se si
vuole che lo studio della Matematica contribuisca a svilup-
pare nei giovani P’attitudine a pensare scientificamente e ad
accendere in essi I"amore alla scienza € necessario il fre-
quente esercizio *). Un esercizio utile sara quello che gli sco-
lari svolgano per intero le dimostrazioni accennate ad es.
per i triedri, che si ottengono da quelle dei triangoli se-
guendo l'esempio dato nel testo pel teor. I del num. 46. In
questo modo nella mente del giovane rimarrd impressa non

*) Se & falso il pregiudizio che occorra una disposizione spe-
ciale per comprendere la matematica elementare, che segue nel
suo swiluppo le leggi semplici e chiare del pensiero logico, e
per farne delle semplici applicazioni; fa d’ uopo perd che I’alunno
sia costretto a studiarla sin da principio sotto la guida del do-
cente con attenzione a diligenza.
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soltanto la forma, ma eziandio la sostanza dei principali ra-
gionamenti e delle idee cardinali sulle quali si appoggiano.
Alla fine del libro sono indicati parecchi esercizi, ordinati
paragrafo per paragrafo, e scelti in modo da soddisfare ai
vari scopi ai quali devono servire.

Al testo seguira I’Appendice che conterra lo svolgimento
delle note in esso indicate con numeri romani, e nella quale
saranno dimostrate le proposizioni date come postulati in
pia del necessario. Questa Appendice di carattere scientifico,
sebbene elementare, sard pubblicata a parte e destinata ai
professori e ad altri studiosi. Credo perd che gioverebbe se
alla fine dell'insegnamento della Geometria elementare, spe-
cialmente del Liceo, fosse richiamata brevemente I’ atten-
zione dei giovani sulle relazioni che hanno luogo fra le di-
verse proposizioni fondamentali di essa e la forma geome-
trica del mondo esterno. Si farebbe cosi un po’ di sintesi
utile e dilettevole della scienza nel senso pit proprio e piu
preciso.

Ho gid detto che nella compilazione della litografia
dei primi tre libri ebbi il consiglio illuminato e I’aiuto
premuroso del professore Gazzaniga. Per la stampa di
tutto il libro egli continud a prestarmi 1'opera sua allo
scopo di renderlo pit agevole agli alunni delle scuole se-
condarie, curando con-me la torma e il metodo di esposi-
zione. Egli mi aiutd altresi nella revisione e trascrizione
del manoscritto e nella correzione delle prove di stampa, e
sebbene quale autore io assuma |'intera responsabilitd del
libro ho da riconoscerlo e ringraziarlo per questi titoli quale
mio collaboratore. In nome suo aggiungo che i risultati da
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lui ottenuti in pid di due anni nell’insegnamento di que-
sti Elementi sono ottimi e che il metodo di essi viene ap-
preso dai giovani a preferenza di altri e pil facilmente di
quello che si sarebbe aspettato. Occorre perd che i concetti
fondamentali siano dati poco per volta e che le dimostra-
zioni siano svolte con pazienza e con cura. Certe proposizioni,
come sard indicato nelle Avvertenze, o per mancanza di
tempo o per altre circostanze, potranno essere fatte leggere
solamente, essendo di per s€ evidenti, ed altre potranno es-
sere tralasciate *). '

Ho da ringraziare anche tutti quegli insegnanti che
esaminando la litografia dei primi tre libri mi furono cor-
tesi di aiuto per la migliore riuscita del lavoro, e fra essi
devo ricordare in modo speciale il prof. Corrado Ciam-
berlini del R. Liceo di Fermo, il quale vide anche gran
parte del manoscritto dei libri rimanenti, e mi fece delle
osservazioni assennate, specialmente intorno alla semplifi-
cazione di alcune dimostrazioni, che in parte ho accolte nel
testo. Ed anche di quelle osservazioni che mi furono fatte:
da altri e non potei accettare, mi giovai per rendere piu
chiara la dizione di alcuni punti del testo.

Le ricerche puramente scientifiche sui principi della
Geometria sono difficili di per sé e domandano tempo e sa-
crifizl non lievi. Se i coucetti generali vi attraggono, i par-
ticolari, che pur sono necessari, vi affaticano; tanto piu che

ncn semgre leidee e i metodi nuovi si presentano dapprin-

*) Sari opportuno che i giovani siano invitati, dopo la le-
zione in classe o dopo aver studiata a casa la lezione nel testo,
arifare a parte le figure e a ripetere le proposizioni e le dimo-
strazioni senza 1’ aiuto del testo.
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cipio allo spirito nella forma pitu limpida ed elegante. Ma
queste ricerche sono rese ancor piu difficili dai pregiudizi
inveterati che le attraversano quando si allontanano dai me-
todi e dalle idee predominanti. Molti di coloro che hanno
gia fatto l'abito di vedere superficialmente queste cose sotto
un determinato aspetto, difficilmente vi seguiranno, e sarete
fortunati se non vi prenderanno per metafisici visionari o
se, per dare ad intendere che hanno letto e compreso il vo-
stro lavoro, non getteranno con parole ambigue il di-
scredito sull’opera vostra sfuggendo perd dal darvi qual-
siasi doverosa spiegazione. Siffatte ricerche speculative sui
principi della Geometria non dovete dunque tentarle, se
non quando credete di adempiere ad un dovere verso la
scienza, per quanto lo consentano le vostre forze, contentan-
dovi della sola intima soddisfazione che da I'opera com-
piuta,

Se la novita € un ostacolo per la pronta diffusione di que-
ste ricerche scientifiche, a maggior ragione lo é per quella
di un’ opera scolastica. Ho posto ogni cura nel tener conto
delle esigenze didattiche; ma non € certo per la speranza di
fama o di lucro che ho impiegato tanto tempo in questa non
affatto agevole impresa ; perché avrei potuto dedicarlo a studi
forse pit graditi, e perché, come ben disse iI Cremona,
in Italia non accade sempre che un libro non pessimo trovi
fortuna. Ho fatto il Libro nella sola speranza che esso
porti un non spregevole contributo alla soluzione del pro-
blema dell’ insegnamento della Geometria elementare, e
che i professori imparziali e volonterosi delle scuole secon-
darie superiori i quali hanno fede nel moto progressivo
della scienza e non hanno I'animo preoccupato da pregiu-
dizi esaminino l'opera mia con benevolenza, e se la trovano
buona nel suo insieme, come io spero, ne tentino I'esperi -
mento.
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Nonostante tutte le cure perché il libro riuscisse me-
glio che fosse passibile, pud darsi che si trovino qua e la
delle mende, scusabili in parte in una prima edizisne. In
tal caso, come accetterd di grato animo le osservazioni della
critica imparziale e diligente, cosi gradird i consigli cortesi
dei professori acciocché il libro meglio raggiunga il suo
scopo, se ad esso tocchera I’onore di una ristampa.

Padova, 15 Decembre 1896

G. VERONESE



AVVERTENZE

1. — Premettendo nell’insegnamento tutta la Planimetria alla Ste-
reometria sari opportuno di dare dopo il num. 36 il post. X
e il teor. X, 39 coll’ oss. relativa.

II. — Proposizioni che possono esser lette senza dimostrazione :
Teor. 1, 7; Teor. I, IV, 21; Teor. I, Lem., Teor. III e cor. 23;
Teor. 1,11, I1I, 24; Lem, Teor. IV, V ¢ cor. 44; Teor. I, 49:
Teor. I, cor. Teor, 1I, s0; Teor. IV, g2; Teor. IV e V, 94;
Teor, II, 96.

III. — Proposizioni che possono essere tralasciate nell’ insegna-
mento liceale se il tempo fa difetto.

LIBRO II. — Teor. XI, XII e XIII, 28 e per conseguenza i
Teor. I e 1I, 35; Teor. 1V, 35.

LIBRO NI, — Teor. VI e cor. 38; oss. Teor. I e cor., Teor. II,
47 ; Teor. I1, I, IV, V, VI, 49; Teor. VII e def, VI, oss,
V, VI, 52; Teor. IlI, 53; Teor. VI, def. X, Teor. VII e
cor. §54; tutto il num. §5; def. I, Teor. I e II, 56.

LIBRO IV. — Teor. I, II, 60.

LIBRO V. — Teor. I, 73.

LIBRO VI. — Del Teor. III, 75 si possono dimostrare i tre primi
casi dando un cenno della dimostrazione dei rimanenti. Teor.
1V, 76 ; Teor. I, 78; Teor. II e Probl. I, 80 ; Probl. II, 83;
Teor. II, III, 84; il numero 85; Teor. III, 10 ei cor. IV e
V del Teor. IV; Teor. V e cor. I, II, 111, 88.

LIBRO VIL. — Tutto il § 2.

LIBRO VIII. — Teor. 1I, 111, 94.

LIBRO IX. — Alcuni dei problemi del § s.

Non si sono indicati qui alcuni teoremi, come ad es. i teor.
VI, VIL. 27, IV, VI, 45; I e II, 64, perch¢ quantunque non
siano indicati nei programmi né negli Elementi di Euclide
pur tuttavia sono proposizioni importanti perché fanno me-
glio conoscere la costituzione degli enti a cui si riferiscono.

Nel 1. biennio dell’ Istituto tecnico potranno essere tra-
lasciate quelle fra le proposizioni accennate che non lo sono net
programmi governativi. Qui s'¢ voluto indicare soltanto alcune pro-
posizioni che possono essere tralasciate e di cui non si ha bisogno
per la dimostrazione delle altre proposizioni del testo, ma ¢ lasciata
al discernimento dell’insegnante la scelta di esse.
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PRELIMINARI

§ 1.° Gli enti geometrici - Postulati.

1. L’ osservazione dei corpi naturali fa nascere
in noi I'idea dello spazio.

Non sapendo concepire limiti allo spazio, di-
ciamo che esso & illimitato; e poiche esistono in-
numerevoli corpi, che si muovono per ogni verso,
ed al di la (*) di essi altri ne possiamo concepire
quanti si vogliano, diciamo che 'lo spazio & infinito,
e non presenta interruzioni, cioé & continuo.

2. Ogni corpo occupa una parte di spazio, cioe
ha una particolare estensione, e presenta un parti-
colare aspetto o forma.

3. La Geometria studia nei corpi I’ estensione
e la forma, e per quecsto non & necessario tener
conto della materia di cui i corpi sono costituiti;

1

() Il est dans la nature de 1’ esprit humain d’ aller
toujours au dela de ce que les sens lui présentent. Aussi,
quoiqu’ il ne connaisse par leur moyen que des corps trés-
iimités, congoit-il la possibilité que ces limites soient beau-
toup moins resserrées, et ne voit-il méme aucune borne as-
signable & leur étendue, soit idéale, soit méme matérielle.
‘DunaMEL: Des méthodes dans les sciences de raisonmement,
euxiéme partie, pag. 4).

RIBONI 1
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cosl che in Geometria dicendo corpo o solido s’in-
tende I’ éimmagine del corpo naturale, astrazion fatta
dalla materia, immagine che si confonde colla parte
di spazio da esso occupata.

4. | corpi differiscono 1' uno’dall’altro in gene-
rale, sia per la estensione che per la forma. Cosi
ognuno sa che significa un corpo piit grande di un
altro; come pure ognuno fa distinzione tra la forma
di una palla, per es., e quella di un dado. '

Due corpi possono avere la stessa estensione
pur differendo nella forma: ne danno I'idea ad es.
le capacitd di due vasi diversamente foggiati e che
possono essere riempiti da -una stessa quantitd di
liquido: in questo caso i due corpi si dicono equi-
valenti. Possono avere invece la stessa forma, dif-
ferendo nella estensione, come ad es. quelli raffi-
gurati da due palle di diversa grossezza; e allora
si dicono simili. Infine se non differiscono né nella
.estensione, né nella forma, talché si confondono
I’uno coll’altro, sono eguali. Su questi concetti
puramente intuilivi torneremo pil innanzi per dar
loro una forma. pilu razionale.

5. Tornando all’estensione, occorre di dover
considerare nei corpi questa proprieta sotto diversi
aspetti. Cosi, per es., le pareti di una camera, le
facce della lavagna su cui scriviamo, una regione
ecc. hanno una estensione, che non & quella dei
corpi da esse limitati: anzi le medesime possono
essere considerate a se, come indipendenti dal corpi
" stessi; e si dicono superficie.

Cosi pure gli sp1g0h delle paretl, gli orh delle
facce della lavagna, i confini di una regione ecc.
hanno una estensione che non & quella delle su-
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perficie da esse limitate: detti spigoli od orli o con-
fini possono essere considerati a se, come indipen-
denti dalle superﬁcie stesse, e si dicono linee.

Anche qui, facendo astrazione dai corpi che
danno il concetto, di questi diversi modi di esten-
sione, si hanno le superficie e le linee geometriche:
ed in analogia a quanto si & osservato pei corpi
materiali, si dice che la superficie & cid che limita
un corpo, la linea c¢id che limita una superficie. La
poi dove termina una linea si ha il punto. Un punto
non ha estensione di nessuna materia.

6. Le idee di superficie, di linea, di punto ven-
gono anche fornite da certi corpi materiali, Cosi,
per es., un foglio di carta sottilissimo, un velo li-
quido danno I’idea di superficie: un filo sottilis-
simo, un raggio luminoso !’idea di linea: infine un
granello di polvere, una piccolissima macchia la idea
del punto, quando si pensi diminuita la loro gros-
sezza fino a renderla nulla. ‘

7. Riassumendo adunque, gli enti studiati dalla
geometria sono:

Il corpo o solido, che, come si & detto, & I'im-
magine del corpo materiale, che si confonde colla
parte di spazio occupata dal corpo stesso. Un corpo
si pud pensare decomposto in parti.

La superficie, che & cido che limita un corpo, o
che in generale separa due parti di un corpo. Una
superticie si puo pensare decomposta in parti.

La linea, che & cio che limita una superficie,
o che in generale separa due parti di una super-
ficie. Una linea si pud pensare decomposta in
parti.

1l punto, che & cio che llmlta una linea. o che
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separa due parti di una linea. Il punto non & de-
componibile in parti. )

I solidi, le superficie, le linee hanno estensione,
percheé si possono pensare decomposti in parti: i
punti non hanno estensione, perché indecompo-
~ nibili.

8. Un solido si puo pensare decomposto in
parti in infiniti modi diversi, percio diciaino che in
un solido vi sono infinite superficie: analogamente
diciamo che in una superficie vi sono infinite linee
ed in una linea infiniti punti ().

9. Si possono pensare superficie non limitate
da alcuna linea, come ad esempio quella rappre-
sentata da una palla; cosi si possono pensare linee
pon limitate da punti, come quella rappresentata
dall’orlo di un disco. Non sappiamo invece conce-

pire solidi non limitati da superficie.
" 10. Dicesi figura un complesso di enti geome-
trici, cioé di corpi, superficie, linee, punti.

11. Per lo studio delle figure conviene appro-
fittare del movimento. L’ idea del movimento & data
dai corpi naturali. In accordo coll’esperienza (fin
dove & possibile) noi ammettiamo adunque: ,

1.° che una figura geometrica possa muoversi,
ed in modo che un suo punto venga a coincidere con
un punto fissato qualsiasi. :

2.° che una figura possa muoversi, conser-
vando fermo un punto. :

In questo caso si dice che la figura ruota in-
torno a quel punto.

(*) Non si pud dire perd che il solido sia composto. di
superficie, né la superficie di linee, né la linea di puanti.
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3.° che una figura possa muoversi anche con-
servando fermi due punti.

Ammettiamo infine che le figure siano pene-
trabili, cioé che una stessa parte di spazio possa
essere occupata contemporaneamente da due o piu
figure. Cid veramente non & in accordo coll’ espe-
rienza, perche i corpi materiali sono impenetrabili ;
ma e del tutto in armonia colla natura astratta
‘delle figure geometriche: e d’altra parte agevola
di molto lo studio delle figure stesse.

12. Quando una figura si muove, ciascun suo
punto (in generale) va a coincidere successiva-
mente con punti diversi dello spazio, che diremo
le posizioni diverse del punto mobile.

E diremo posizione di una figura 1’ insieme
delle posizioni dei suoi punti.

Si ammette che una figura mobile F possa ri-
prendere una posizione gia occupata, tornando cia-
scuno dei suoi punti nella primitiva sua posizione;
e che se un’altra figura F' pud prendere una delle
“posizioni di F, la stessa figura F’ possa prendere
anche le altre posizioni della F.

Due posizioni diverse di una figura mobile si
possono acunque considerare come due figure tali,
che a ciascun punto dell’una ne corrisponda uno
particolare dell’ altra, chiamando corrispondenti due
punti che sono due posizioni diverse dello stesso
punto mobile ().

13. Diremo eguali due figure, che possono con-
siderarsi come due posizioni diverse di una stessa
figura.

() Se qualche punto non si & mosso, quel punto corri-
sponde a sé stesso.
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Ne consegue:

1.2 Se una figura F, é eguale ad una - figura
F,, la F, é eguale alla F,.

Il che equivale a dire che se la figura F, puo
prendere la posizione F,, questa (per quanto si &
ammesso al n. 12) puo prendere la posizione di F,.

2.° Due figure equali ad una terza sono eguali
tra loro.

Se le figure F, ed F, sono eguali alla figura
F, sono eguali tra loro. Infatti le figure F, ed F,
possono prendere entrambe la posizione di F,,
dunqde F, puo prendere una posizione di F, (cioe
F,), ossia F, & eguale a F,.

14. Partendo ora dall’idea del punto si puo tor-
nare alle idee di linea, di superficie, di corpo per
mezzo del movimento; e renderle anzi piu generali.

Si ammette che un punto mobile generi una
linea, cioé che I’insieme delle posizioni di un punto
mobile sia una linea; una linea mobile (in gene-
rale) una superficie; una superficie mobile (in ge-
nerale) un corpo: e se si pensa che tali movimenti
continuino senza fine, si avrd l’idea di linea inde-
finita, di superficie indefinita, di corpo indefinito.

15. Ritornando per un momento su quanto si
¢ detto, i corpi, le superficie, le linee non sono
cose realmente esistenti; non si vedono, neé si toe-
cano, vale a dire non impressionano i nostri sensi;
ma sono creazioni della nostra mente: solo esi-
stono delle cose, che ce ne danno I'idea.

Per procedere al loro studio conviene adunque
che cominciamo col dichiarare quelle proprieta, che
riteniamo le piu semplici e primitive, e che ser-
vono a distinguere un corpo da un altro, una su-



perficie da un’altra, una linea da un’altra. Queste
proprietd ci sono rivelate dalle somiglianti di quei
corpi materiali, che ci danno I'idea degli enti
stessi.

16. Si chiamano postulati gli enunciati di que-
ste veritd primitive, che, ripetiamo, sono per noi
evidenti, in quanto ¢i vengono attestate dall’ espe-
rienza (*). :

Cosl abbiamo enunciati dei postulati dicendo
che s’intende per corpo, superficie, linea, punto ;
cosi pure quando si & detto del movimento delle
figure e dei diversi suoi modi, e cosi via. -

Quando si spiega il significato d’ una parola o
d’una frase per mezzo di parole naturalmente note,
si dice che si da la definizione di quella parola o
di quella frase. .

Dai postulati e dalle definizioni si deducono
per via di ragionamenti quelle veritd che diconsi
teoremi (%).

(M) I postulati in alcuni casi, come quello cui si allude
sopra, tengono luogo delle definizioni, ma ne differiscono in
questo che la definizione presuppone I’ esistenza di cid che
si definisce, mentre col postulato si chiede di ammettere la
esistenza di una cosa intanto che si definisce: in altri casi
invece si chiede la concessione di una certa proprieta (vedi
ad es. il n. 83) in accordo col fatto (fin dove & possibile
verificarlo).

(%) Ordinariamente oltre ai postulati ed ai teoremi si
distinguono gli assiomi, dicendoli verita evidenti logicamente;
tali cioé che riesce impossibile il negarli. Ma siccome po-
trebbe essere questione di maggiore o minore evidenza, pre-
feriamo omettere questa distinzione: perché anche queste
veritd sono conseguenze di postulati o di definizioni, in
quanto che I’ evidenza logica consiste in questo, che il pro-
cesso logico di deduzione é cosi breve, da non averne si puo
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Ad es. I’enunciato al n. 13: Due figure eguali
ad una terza sono eguali tra loro, & un teorema.

Talvolta la verita d’un teorema & cosi imme-
diata da essere inutile uno schiarimento; ma or-
dinariamente per renderla evidente occorre una
serie di ragionamenti, che dicesi. la dimostrazione
del teorema.

Si dice corollario un teorema, conseguenza im-
mediata di uno o pilt teoremi o postulati o defi-
nizioni.

Infine si dice talora proposizione un postulato,
un teorema, una definizione ed in generale qua-
lunque enunciato vero o falso che sia.

17. In una proposizione conviene distinguere:
1.° I’ente o gli enti di cui si tratta (il soggetto).
2.° le proprietd attribuite all’ente (1’ ipotesi).
3.° le proprieté dedotte (conseguenza o test).

Es. Nella proposizione:

Due figure eguali ad una terza sono egualz tra
loro (1), il soggetto &: due figure; |’ ipotesi: egualé
ad una terza; la tesi: sono eguali tra loro.

Scambiando in una proposizione I’ipotesi colla
tesi si ha una nuova proposizione (vera o falsa)
che dicesi la reciproca o 1’inversa della prima.

Es. La reciproca della proposizione (1) é:

Due figure eguali tra loro ~s0no equali ad una
terza (2).

dire quasi coscienza. Da non confondersi -coll’ evidenza in-
tuitiva dovuta piu all’ esperienza che ad altro. Ad es. 1’ as-
sioma : una parte é minore del tutto, si deduce dalle defini-
zioni di somma e di differenza di due grandezze: cosi que-
. st’altro: due grandezze eguali ad una ferza sono eguali tra
loro, risulta dalla definizione di eguaglianza, e via dicendo.
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Si noti che come la (2) & reciproca della (1),
cosi la (1) e reciproca della (2).

Se in una proposizione si mutano !’ipotesi e
la tesi nelle loro contrarie (cioé¢ si negano l'una e
I’ altra), si ha una proposizione (vera o falsa), che
dicesi contraria della prima.

Es. La contraria della (1) &:

Due figure non eguali ad una lerza mon sono
equali tra loro. :

Si noti che, come la (3) € contraria della (1),
cosi la (1) & contraria della (3).

Finalmente si pud ottenere una quarta propo-
sizione formando la reciproca della contraria della
prima o la contraria della reciproca, che coinci-
dono. Questa proposizione si deduce direttamente
dalla prima, cambiando !’ipotesi nella contraria
della tesi e la tesi nella contraria dell’ipotesi.

Es. La reciproca della contraria (o contraria
della reciproca) della (1) &:

Due figure non eguali tra loro non sono egquali
ad una terza (%)

Notisi che, come la (4) & reciproca della con-
traria della (1), cosi la (1) lo & della (4). Cosl pure
la (2) e la (3) sono I'una reciproca’ della contraria
dell’ altra. ,

Queste quattro proposizioni possono essere o
tutte vere, o tutte false, od anche due vere e due
false, come nel nostro caso.

18. Fra queste proposizioni a due a due vi &
una relazione, detta comunemente la legge delle
reciproche, e che si enuncia cosi:

Se é vera una proposizione, & vera anche.la re-
ciproca della contraria.
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Cosi nei nostro esempio essendo vera la (1), &
vera anche la (4). Ed infatti se si negasse la (4),
converrebbe ammettere che due figure non eguali
tra loro fossero eguali ad una terza, il che & in
contraddizione colla (1).

E se é falsa una, é falsa anche Ualtra.

Cosi essendo falsa la (2), & falsa anche la (3).

Se ne deduce allora che:

Se & vera una proposizione e la sua reciproca,
sono vere le due contrarie: oppure se é vera una
proposizione e la sua conlraria, sono vere le due re-
ciproche.

19. Se in una proposizione si muta la tesi (sola)
nella sua contraria, si ha una proposizione che di-
cesi contraddittoria della prima.

Ad es. le due proposizioni:

Due figure non eguali fra loro non sono eguali
ad una terza; '

Due figure non eguali fra loro sono eguali ad
una terza,

sono contraddittorie.

Di due proposizioni contraddittorie una & ne-
cessariamente vera e I'altra falsa (3.

(* 1l sig. DUHAMEL (op. citata, premiére partie, pag. 25)
avverte di non confondere le proposizioni contraddittorie colle
proposizioni incompatibili, tali cioé che non possono essere
vere ad un tempo; perché di due proposizioni incompatibili
una pud essere vera, ma possono essere entrambe false. Cosi
ad es. le due proposizioni: Il corpo A & bianco, il corpo A é
nero sono incompatibili ed una di esse pud esser vera; ma
sono entrambe false, se il corpo A é per es., di color rosso.
Invece le due proposizioni: Il corpo A é bianco, il corpo A
non é bianco, sono contraddittorie ed una delle due deve essere
vera e )’ altra falsa. '



920. La dimoslrazione di un teoremua & diretta,
se da una veritd nota si deduce la verita da pro-
varsi: indiretta o per assurdo, se si dimostra falsa
la contraddittoria. Cosi la dimostrazione data al
n. 18 & per assurdo. Il primo modo & preferibile
perché pilt naturale e chiaro, mostrando il legame
che esiste tra la veritad nota e quella da provarsi (1;
il secondo ¢ comodo per lo piu a dimostrare il re-
ciproco di un teorema gia noto (*).

21. Studiando le figure noi vedremo che, quando
possono ridursi a coincidere certi elementi di una
figura con altrettanti di un’altra, anche gli altri
elementi delle due figure e percid le figure stesse
coincidono e sono eguali. Si dice allora che una
figura & determinata in modo unico da quegli ele-
menti.

Per enunciare una figura si leggono certi suoi
punti: i punti si nominano colle lettere dell’alfabeto
ed ordinariamente colle maiuscole.

§ 2.° La retta.

22. Tra le linee consideriamo in primo luogo
la retla.

L’idea di questa linea si acquista osservando
un filo ben teso, un raggio luminoso che si pro-
paga in una camera oscura, ecc. Queste cose pero

(1) Lo Chasles dice che le dimostrazioni dirette sont les
seules qui mettent une vérité dans toute son évidence, et qui
éclairent et satisfassent pleinement U’ esprit. (Apergu hist.,
pag. 9).

(?) Questo metodo fu adoperato per la prima volta da’
Euclide nei suoi Elements.
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danno piuttosto 1’idea di una parte di retta, che
noi dobbiamo pensare prolungata indefinitamente.

23. Quanto si ammette intorno alla linea retta
¢ contenuto nel seguente

POSTULATO. La retta é una linea indefinita, de-
terminata in modo unico da due punti (n. 21); ogni
suo punto la decompone in due parti, ciascuna delle
quali rotando intorno al punto di divisione, puo ri-
dursi a passare per un punto qualunque dello spazio.

COROLLARIO 1.° Per due punti dati si puod far
passare una data retta, ma una sola.

Si faccia rotare la retta prima intorno ad un
suo punto fino a passare per uno dei punti dati,
poi intorno a questo fino a passare per I’altro. Se
allo stesso modo si fa passare un’altra retta per i
due punti, questa coincide colla prima, perché due
punti determinano in modo unico una retta.

Per enunciare una retta e sufficiente leggerne
due punti: cosi la retta, che passa per due punti
A e B, si dice la retta AB.

COROLLARIO 2.° Tuite le retle sono eguali.

COROLLARIO 3.° Una. retta é divisa da ogni suo
punto in due parti equali: il che equivale a dire
che una retta rotando intorno ad un suo punto puo
riprendere la primitiva posizione, essendosi scam-
biate quelle delle due parti.

COROLLARIO 4.° Per un punto passano infinite retle.

24. Due rette che hanno un solo punto comune
si dice che si intersecano, o concorrono, o s incon-
trano in quel punto.

25. Le due parti in cui una retta & divisa da
un suo punto A si dicono raggi uscenti da quel
punto.
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Un raggio rappresenta quel che comunemente
dicesi la direzione da un punto (il punto A da cui
esce) ad un altro qualunque del raggio stesso: di
guisa che un punto, che partendo da A si muove
sopra un raggio uscente da A senza mai ritornare
sulle posizioni gia occupate, si dice che si muove
nella stessa direzione. '

I due raggi in cui una retta & divisa da un suo
punto si dicono opposti, e rappresentano cid che
comunemente dicesi due direzioni opposte.

Per enunciare un raggio si legge prima il punto
da cui esce, poi un altro punto del raggio stesso.

26. postuLAaTO. Una retta pud muoversi conser-
vando la sua posizione nello spazio; allora si dice
che scorre su sé stessa, e questo pud avvenire in
due opposte direzioni: in tale movimento i punti .
della retta percorrono la retta stessa.

27. Una retta che ha due punti fissi & immo-
bile (n. 23 1.* parte del Postulato). ’

28. Quando una figura si muove tenendo fermi
due punti, si dice che ruota intorno alla retta di
quei due punti, che & pure immobile, e che prende
il nome di asse di rotazione.

§ 3.° 11 piano.

29. Tra le superficie consideriamo in primo luogo
il piano.

L’idea del piano si acquista osservando la su-
perficie libera delle acque tranquille, una lastra di
vetro, una parete ben liscia ecc. L’idea che cosi ci
formiamo & piuttosto di una parte finita di piano,
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la quale noi dobbiamo pensare estesa indefinitiva-

" mente.

30. Quando si ammette intorno al piano @&
espresso nel seguente

POSTULATO. Il piano é una superficie, che contiene
tutte le retle che hanno comuni con essa due punti
e come lale é indefinita: decompone lo spazio in due
parti: una sua retta la decompone in due parti, cia-
scuna delle quali, rotando intorno alla retta di di-
visione, puo ridursi a passare per un punto qua-
lunque dello spazio.

31. TEOREMA. Un piano é delerminato in modo
unico da tre punti non in linea retta; in altre pa-
role: per tre punti non in linea refta puo passare
un piano, ma uno solo.

Siano A, B, C (fig. 1) i tre punti dati. Preso
un piano ad arbitrio, che chiamo P, lo si faccia
passare per A mediante una ro-
tazione intorno ad una sua retta,
indi per B colla rotazione intorno
ad una sua retta passante per A,
ed infine per C colla rotazione
intorno alla retta AB. Un altro
piano Q condotto nello stesso
modo a passare per A, B e C
dico che coincide col primo. Intanto & chiaro che
i due piani P, Q hanno in comune le rette AB,
BC, CA determinate dai tre punti A, B, C a due
a due. Importa ora osservare che due relte di un
piano, come le AB, AC, che hanno un punto co-
mune A, si dividono mutuamente in modo che le
due parti dell’una sono situate da bande opposte

Fig. 1.
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rispetto all’altra (*). Ci0 posto, se M & un punto del
piano P, dico che esso appartiene anche al piano
Q. Infatti, poiché la AB & divisa in A dalla AC,
una parte della AB si trovera rispetto alla AC daila
banda opposta a quella ove trovasi il punto M.
Preso su questa un punto D, s’immagini la retta
DM, la quale necessariamente incontrera la AC in
un punto E. Ma i punti D ed E sono comuni ai
due piani, dunque la retta DE ed il suo punto M
sono comuni ai due piani. Similmente dicasi di un
punto del piano Q.

COROLLARIO 1.° Un piano, é determinato in modo
unico da una retta e da un punto esterno ad essa
od anche da due rette concorrenti.

Per enunciare un piano & sufficiente leggeme
tre punti non in linea retta. Cosx (fig. 1) si dice il
piano ABC.

COROLLARIO 2.° Tuiti i plam sono eguali.

COROLLARIO 3.° Un piano é diviso da una sua

(1 Una superficie, presa comunque in un solido o nello
spazio, ha (in generale) due bande nel solido e nello spazio,
che si dicono opposte; cosi una linea di una superficie (che
non la limita) ha due bande opposte sulla superficie; infine
un punto di una linea (che non la limita) ha due bande op-
poste sulla linea.

Due linee di una superficie che hanno un punto comune
si dice che s’ intersecano o s’ incontrano in quel punto,
quando un punto mobile sopra una delle linee, oltrepassando
quel punto, passa da una banda all’ altra della seconda linea;
analogamente dicasi di due superficie che s’irncontrano secondo
una linea.

Due rette nel piano poi, che hanno un punto comune,
non solo 8’ incontrano in quel puato, ma ciascuna é divisa
da esso in due parti situate da bande opposte rispetto al-
1’ altra.



16 —

retta in due parti eguali; il che equivale a dire che
un piano rotando intorno ad una sua retta puo ri-
prendere la posizione primitiva, essendosi scambiate
quelle delle due parti.

Chiameremo falde le due parti in cui un piano
¢ diviso da una sua retta.

32. postuLaTo. Un piano, conservando la sua
posizione, pud muoversi in modo che una sua retta
scorra su sé stessa: si dice allora che il piano scorre
su sé stesso strisciando lungo un asse (la retta scor-
rente). Questo movimento puo avvenire in due sensi
opposti. ,

33. posturato. Un piano, conservando la sua
posizione, puo muoversi tenendo fermo uno de’ suoi
punti: si dice allora che il piano scorre su sé stesso
rotando intorno al punto fisso. Anche questo movi-
mento pud avvenire in due sensi opposti.

34. postuLATO. In un piano dati due punti qua-
lunque A, B si ammette di poter costruire la retta
AB e cid0 mediante la riga (stramento ideale di cui
la riga usata nel disegno & una rappresentazione
materiale). '

35. Si usa (%) dividere la Geometria in due parti,
che sono:

(*) Abbiamo detto si usa dividere la Geometria in Pla-
nimetria e Stereometria, perché tale divisione non é neces-
saria e non mancano trattati di Geometria dove si studiano
insieme figure piane e solide. Uno dei migliori tra questi &
I’ aureo libro « Elementi di Geometria — Torino, E. Loescher
1884 » del chiarissimo prof. R. De Paolis, di cui si deplora
tutlora la perdita immatura: di quel libro (e di altri molti
pregevolissimi che non & il caso di nominare qui singolar-
mente) ci siamo serviti largamente nel compilare questi
elementi. '
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1.° La Geometria piana o Planimetria, che
studia le figure piane, ciot le figure i cui elementi
sono in un piano.

2.° La Geometlria solida o Stereometria, che
studia le figure solide, cioe le figure i cui elementi
sono situati comunque nello spazio.

Questa distinzione pero non esclude che nello
studio delle figure piane si possa approfittare dello
spazio; cioé si possa trasportare una figura piana
fuori del suo piano.

Per facilitare lo studio delle figure si usa di
rappresentarle con disegni. Ma non bisogna dimen-
ticare che, per quanta cura si abbia nel fare i di-
segni, essi non sono le figure, ma una loro rappre-
sentazione materiale, perche le figure sono affatto
ideali, cioe sono creazioni della nostra mente.

Ed a proposito del disegno delle figure & op-
portuna una dichiarazione. Se talvolta ci permet-
tiamo qualche locuzione scorretla, come ad esempio
quando si dice che si prolunga una retta (la quale
per sé¢ e indefinita), si deve intendere che eci rife-
riamo al disegno della figura, anziche alla figura
ideale; perche nel disegno la retta non pud natu-
ralmente essere rappresentata che da una parte
finita, la quale in certi casi occorre di prolungare.

RIBONI 2



PARTE. PRIMA

PLANIMETRIA

CAPITOLO 1

RETTE ED ANGOLI - PRIME NOZIONI SUL CERCHIO

§ 1.° I segmenti.

~ 36. Dicesi segmento una parte di retta limitata
da due punti. Un segmento si enuncia leggendone
i punti estremi. Cosi i due punti A, B (fig. 2) as-
segnano sopra la retta AB il segmento AB (oppure
BA). Le altre due parti della retta (che sono due
raggi opposti (n. 25) ) si dicono i prolungamenti del
segmento AB.

37. Un segmento AB si puo supporre generato
da un estremo A (o B) che si muove sulla retta
verso I’altro estremo B (0 A) fino a coincidere con
esso. Talvolta conviene tener conto del senso se-
condo il quale si suppone generato il segmento; ed
allora si deve leggere prima 1’ estremo mobile, o
punto di partenza, e poi I'altro. Cosi dicendo seg-
mento AB, s’intendera il segmento generato dal
punto A che si muove sulla retta fino a coincidere



con B. D’ordinario perdo & indifferente la lettura
nei due modi.

38. Due segmenti si dicono consecutivi, se hanno
un estremo comune senza
essere sulla stessa retta, A
A'B, B'(Y (fig. 2): adiacenti,
se situati sulla stessa retta ° /;‘\
con un estremo comune e . c'
da bande opposte del me-
desimo, come AB, BC (fig.2).
Il segmento AC dicesi la loro somma e si scrive:

AC = AB + BC.

39. Fare U addizione di due segmenti, vuol dire
trovare la loro somma: se di piu segmenti, vuol
dire trovare la somma dei primi due, poi della
somma trovata e del terzo e cosi di seguito fino
all’ ultimo. Cosi AE & la somma dei segmenti AB,
BC, CD, DE (fig. 2) e si scrive:

AE = AB 4+ BC + CD + DE.

40. La somma di due, tre... segmenti eguali ad
AB si dice 1l doppio, il triplo... di AB (o multiplo di
AB secondo i numeri 2, 3...) e si rappresenta con
2AB, 3AB..

Inversamente se il segmento AB & la somma
di due, tre... segmenti eguali tra loro, ciascuno di
questi dicesi la meta, la terza parte.. di AB (sum-
multiplo o parte aliquota di AB secondo i numeri
2, 3..) e si rappresenta con % AB, —13— AB..

41. Fare la sottrazione di due segmenti, vuol
dire trasportarli sulla stessa retta e sovrapporli in
modo da avere un estremo comune, come i segmenti
AB, AC (fig. 2) che hanno I'estremo A comune. Se,

B ¢ bk

Fig. 2.
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come in questo, caso, gli altri due estremi B e C
non coincidono, i due segmenti sono diseguali; il
segmento AB contenuto nel segmento AC si dice
minore di AC, ed AC maggiore di AB, e si scrive:
AB < AC 0 AC > AB
il segmento BC dicesi la diﬂ’erenza tra AC ed AB,
e si scrive: ,
“AC — AB = BC.
B chlaro poi che
AB = AC — BC e AC = AB + BC

Ma se anche gli altri due estremi coincidono,
i due segmenti coincidono e sono uguali.

In questo caso si dice che la differenza & nulla,
intendendo per segmento nullo, quello 1 cui estremi
coincidono.

49. posTuLATO. Si ammette che la coincidenza di
due segmenti possa aversi an-

che capovolgendo uno di essi. 4 B
In altre parolé, se sovrappo- c D
nendo due segmenti AB, CD : '
(fig. 3) in modo che C cada in Fig. 3.

A, anche D cade in B, porendo D sopra A si potra
far in modo che C cada in B.

§ 2.° Le spezzate - Linee equivalenti.

43. Una linea formata da piu segmenti conse-
cutivi, ma non adiacenti, dicesi spezzata o poligonale.
I segmenti sono i lati della spezzata. La spezzata
si enuncia leggendo successivamente gli estremi dei
lati: cosi si dice la spezzata ABCD (fig. 4) I punti
A, D sono gh estremi della spewata



— 9 —

Una spezzata & piana se tutti i suoi lati soho

in uno stesso piano; gobba, se cid non si verifica.

Si tratterd sempre di spezzate piane a meno che
non sia detto esplicitamente il contrario.

Una spezzata {piana) & convessa, se & tutta da

una banda di ciascun lato prolungato; altrimenti

& concava; e fi- m
nalmente & én- - 8 C Q
trecciata sedue / \
lati non conse- A F 0

A - N
cutivi si inter- p p
secano. Cosi £ /\/ H
(fig. &) la spez- G-
zata ABCD & A B’ ¢ D' p

convessa, la g

EFGH & con- ' 5
cava,la MNPQ i3 e H
& intrecciata. Fig. 4.

4%. Una linea finita, come un segmento, una
spezzata, ha una estensione determinata.

45. L’intuizione ci avverte come vi possano es-
sere linee che, pur non essendo eguali nella forma,
cioé considerate come figure, abbiano perd eguale
estensione. Questo concetto intuitivo non puo essere
a questo punto tradotto in forma razionale, se non
dicendo chie sono linee composte o decomponibili
nello stesso numero di parti uguali e le diremo
equivalenti. Cosi ad es. (fig. 4) se sopra una retta
siimmaginano successivamente i segmenti A’'B’= AB,
B'CC = BC, (/D" = CD, il segmento A’D’ e la spez-
zata ABCD sono equivalenti.

46. Addizionare due spezzate (od un segmento
ed una spezzata) vuol dire ridurle consecutive, cioe
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con un estremo comune. La spezzata risultante &
la somma delle due spezzate.

La definizione si estende facilmente al caso di
pill spezzate.

Due spezzate possono ridursi consecutive in
quanti modi si vuole; le somme ottenute sono di
forma diversa; perd sono equivalenti, perché com-
poste di parti rispettivamente eguati. Percid & in-
differente considerare 1’ una piuttosto che I’altra.

47. Con due spezzate non si pud in generale
fare la sottrazione, come si & fatto coi segmenti,
perché non si possono sovrapporre, cioé non si
puo trovare la differenza. Percid volendo eseguire
questa operazione, conviene trasformarle in seg-
menti equivalenti alla somma dei lati di ciascuna
delle due, ed operare con questi; poiché qualora si
consideri la sola estensione, ad una linea si pud
sostituire una sua equivalente.

48. La trasformazione delle spezzate in seg-
menti permette di asserire che:

TEOREMA. Date due spezzate, é possibile decom-
porle in parti in modo da verificarsi uno dei due
casi: ’

o le spezzate risultano decomposte nello stesso
numero di parti eguali ciascuna a ciascuna ;

oppure una é formala di parti eguali rispet-
tivamente a quelle dell’ altra; pii altre parti.

Infatti le due spezzate ABCD, EFGH (fig. 4) si
trasformino nei due segmenti A'D’, E'H’ addizio-
nandone rispettivamente le parti. I due segmenti
A’'D’ ed E'H’ sovrapposti -0 coincidono oppure no.
Se coincidono, i punti di divisione dell’ uno suddi-
videranno le parti dell’altro e reciprocamente. E



allora, se nelle parti delle due spezzate si fanno le
stesse suddivisioni che si osservano nelle parti cor-
rispondenti dei due segmenti equivalenti, le due
spezzate risultano decomposte nello stesso numero
di parti eguali.

Se non coincidono, uno dei due, p. es. E'H’,
sard maggiore dell’ altro. Allora i punti di divisione
di A’])’ (compreso il punto D’) suddivideranno le
parti di E'H’ ed i punti di divisione di questo (od
alcuni di essi) suddivideranno le parti di A'C’.
Dopo cio, se nelle parti delle due spezzate si fanno
- le stesse suddivisioni avvenute nelle corrispondenti
parti dei due segmenti A'D’ ed E'H’, risulta ap-
punto che la spezzata EFGH conterra le parti eguali
rispettivamente a tutfe quelle della spezzata ABCD
piu altre parti.

Nel primo caso-le due spezzate sono equiva-
lenti; nel secondo la spezzata EFGH & maggiore
dell’altra e la differenza & rappresentata dalla
somma di quelle parti che non hanno le corrispon-
denti nella ABCD.

Si pud adunque concludere, quanto alla esten-
sione, che due spezzate o sono equivalenti, oppure
I’una & maggiore dell’altra.

§ 3.° Gli angoli.

49. Due raggi o direzioni OA, OB (fig. ), che
partono da uno stesso punto O, dividono il piano
in due parti, ciascuna delle quali dicesi angolo. 11
punto O & il vertice ed i raggi OA, OB sono i lati
sia dell’'uno che dell’altro angolo. 1 raggi opposti
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"OA’, OB’ sono i prolungamenti ,

dei lati; questi prolungamenti ca- \/ D

dono in generale in uno dei due

angoli in cui & diviso il piano: M

questo dicesi concavo e 1 altro [
i

cOnvesso.

Puo avvenire perdo che i due
lati siano i prolungamenti I’uno Fig. 5.
dell’altro, come ad es. i lati MC, MD (fig. 5), che
formano una linea retta: allora i due angoli in cui &
diviso il piano si dicono piatti.

TEOREMA. Gli angoli piatti sono eguali (n. 31,
Cor. 3.9).

50. Un angolo si enuncia leggendo successiva-
mente un punto sopra un lato, il vertice ed un
punto sull’altro lato, ed aggiungendo 1 aggettivo.
convesso 0 concavo:-siccome perd quasi sempre si
considerano angoli eonvessi, questo aggettivo si
sottintende. Cosi i due raggi OA, OB dividono il
piano nell’angolo AOB (o BOA) (convesso) e nel-
I’angolo concavo AOB (o BOA). Talvolta, quando
non possa nascer dubbio, si legge il solo vertice,
dicendosi I’ angolo in O (convesso 0 concavo).

L’angolo AOB si scrive AOB se convesso,
AOB se concavo, AOB se piatto.

51. Un angolo si puo supporre generato dalla
rotazione di un lato intorno al vertice fino a coin-
cidere coll’altro lato (n. 11, 2.° e 14). La rotazione
pud avvenire in due sensi opposti. Quando si voglia
tener conto del senso della rotazione, si deve leg-
gere prima il lato mobile e poi I’altro. -

Cosi nella fig. 5 il lato OA rotando in un senso
fino a coincidere con OB genera I’ angolo convesso

4 B C
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AOB e rotando nel senso opposto 1’angolo con-
cavo AOB. Di solito perd & indifferente leggere
AOB o BOA.

0 52. Due angoli si dicono adia-
centi, se disposti col vertice ed
un lato in comune e da bande
opposte di questo; come ad es.
gli angoli AOB, BOC (fig. 6).

A BY ¢ L’angolo AOC si dice la somma

Fig. 6. dei due angoli AOB, BOC e si
serive: - : '
AOC = AOB + BOC.

53. Fare I’ addizione di due angoli, vuol dire
trovare la loro somma; se di piit angoli, vuol dire
trovare la somma dei primi due, poi della somma
g trovata e del terzo e cosi di se-
7 guito fino all’ ultimo.

Se, fatta 1’addizione di pil
angoli, ‘i lati della somma coin-
cidono, come ad es. per la somma:

¢ XOB + BOC + COD + DOE + EOA

(fig. 7), questa & uguale all’in-
tero piano e dicesi un giro, che & eguale alla somma
di due angoli piatti. :

Pu6 avvenire che I'intero piano non basti a
costruire la samma di pid angoli: cosi, per es., se
gli angoli da addizionare fossero : AOB, BOC, C/D
DOE, EOF (fig. 7), dlsponendoh adiacenti succes-
sivamente, come nella figura, si vede che la somma
sopravanza il plano allora I’ angolo EOF (nel
quale trovasi il primo lato OA della somma) si
considera decomposto nelle due partl EOA ed AOF;
colla prima unita ai precedenti si completa il piano

Fig. 7.



e si conta. un giro; rimane poi I’angolo AOF;
percid la somma risulty formata di un giro e del-
’angolo AOF (che contiene gli angoli, se ve ne
fossero, che non fanno parte del giro).

La somma pud contenere anche piu giri.

Le definizioni di multiplo e summultiplo date
per i segmenti (n. 39) vanno estese anche agli
angoli. .
b4. Fare la sottrazione di due angoli, vuol dire
sovrapporli I’uno all’altro in modo che abbiano in
comune il vertice ed un lato, come gli angoli AOC,
AOB (fig. 6), che hanno il vertice ed il lato OA
comune. Se, come in questo caso, gli altri due lati
OB, OC non coincidono, i due angoli sono dise-
guali: I’angolo AOB contenuto nell’angolo AOC
si dice minore di AOC, ed AOC maggiore di AOB,
e si serive: ,

KOB < AOC oppure AOC > AOB
I’angolo BOC dicesi la differenza tra AOC e AOB,
e si scrive: '

£0C — AOB = BOC.

E chiaro poi che:

AOB = A0G — BOC
e che AOC = AOB + BOC.

Ma se anche gli altri due lati coincidono, al-
lora i due angoli coincidono e sono eguali.

In questo caso si dice che la differenza & nulla,
intendendo per angolo nullo, quello i cui lati coin-
cidono (ed i prolungamenti sono esterni all’angolo).

55. posTULATO. Si ammette che la coincidenza
di due angoli possa aversi anche rovesciando uno



0 o di essi. In altre parole, se so-
.vrapponendo due angoli AOB,

A'OB’ (fig. 8) in modo che

O’A’ coincida con OA, anche

O’B’ coincide con OB ; ponendo

A B\/4 B\ invece O’'B’ sopra OA si potra
Fig. 8. farin modo che O’A’ cada su OB.

§ 4.° Circonferenza e cerchio.

56. Se si immagina che un segmento OA (fig.
9) ruoti nel piano intorno all’estremo O e in un
dato verso, si amunette che esso possa ritornare
nella posizione iniziale (*). Con tale movimento
I’ estremo mobile A descrive
una linea (n. 14 Post.) chiusa,
che dicesi circonferenza.ll punto
O dicesi il centro, ed ogni seg-
mento, che unisce il centro con
un punto della circonferenza,
raggio. E chiaro che tutti i

Fig. 9. raggi sono eguali, perché sono
le posizioni diverse del segmento mobile OA.

57. La circonferenza, essendo una linea chiusa,
divide il piano in due parti, una finita che dicesi
cerchio o circolo (che contiene il centro) e 1'altra
indefinita. I punti del cerchio si dicono interni al
circolo ed alla circonferenza, gli altri esterni. I seg-
gmenti che uniscono i punti interni col centro sono
minori del raggio, e quelli che uniscono i punti
esterni col centro sono maggiori del raggio.

() Non mancano fatti sperimentali, che giustificano
questo postulato.
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Reciprocamente si puo dire che un punto & in-
terno od esterno ad un cerchio secondo che il seg-
mento che lo unisce col centro & minore o mag-
giore del raggio.

Una figura & inferna o esterna ad una cnrcon-
" ferenza, quando lo sono i suoi punti.

58. Una circonferenza od un cerchio si enun-
ciano leggendo il centro ed un raggio: quando non
nasca dubbio si puo leggere il solo centro; cosi si
dice la circonferenza od il cerchio O.

Dicesi diametro ogni segmento che passa pel
centro e termina alla circonferenza, come AA’. Tutti i
diametri sono divisi per meta dal centro e sono eguali.

59. TEOREMA. Due circonferenze (due cerchi) di
raggi eguali sono eguali. .

Si ‘verifica per sovrapposizione. La coincidenza
per sovrapposizione si puod ottenere in quante si
vogliano posizioni diverse, poiché¢ un raggio del-
I’una circonferenza si pud far coincidere successi-
vamente coi raggi dell’ altra.

E si puo anche ottenere dopo aver rovesciato
una delle circonferenze sul piano.

Si deduce che se una circonferenza (un cer-
chio) si fa rotare intorno al centro, essa non cambia
posizione nel piano. Si dice allora che la circonfe-
renza (il cerchio) scorre su sé stessa. i

Una circonferenza (un cerchio) pud scorrere
su sé stessa in due sensi opposti.

60. postuLaTo. Dato un punto, come centro, ed
un segmento qualunque, come l'aggio, si ammette di
poter costruire la circonferenza, e cio mediante il
compasso (strumento ideale, di cui il compasso del
disegno & una rappresentazione materiale).



61. Una retta, che passa per un punto interno
ad una circonferenza, ha due punti comuni con
essa. Ed infatti la retta rotando intorno al punto
interno pud ridursi a passare per qualunque punto
del piano (23 Post. 2. parte); ci0 significa che la
retta ha certamente punti esterni alla circonferenza,
sia da una banda che dall’altra del punto interno.
Epperd dovra incontrare la circonferenza almeno in
due punti situati da bande opposte del punto in-
terno. Dimostreremo pilt innanzi che i punti co-
muni a queste due linee non possono essere piu
di due.

62. Una circonferenza, che ha un punto interno
ed uno esterno rispetto ad un’altra, deve necessa-
riamente incontrarla almeno in due punti, perche
un punto mobile sulla prima circonferenza puo pas-
sare dalla posizione del punto interno alla seconda
a quella dell’esterno movendosi in due sensi op-
posti. Dimostreremo pitt innanzi che due circonfe-
renze non possono avere pil di due punti comuni.

63. Due punti A, B (fig. 9) presi sopra una
circonferenza la dividono in due parti, che si di-
cono archi; i punti A e B ne sono gli estremi. |
due raggi OA, OB dividono il cerchio in due parti,
dette settori; i medesimi raggi prolungati dividono
il piano in due angoli, che si dicono angoli al cen-
tro. Ciascun angolo al centro comprende un settore
ed un arco. Questo si dice anche opposto all’ an-
golo al centro che lo comprende.

64. L’ arco si enuncia leggendone gli estremi;
siccome perd vi sono due archi cogli stessi estremi,
cosi a togliere I’ambiguitd dicendo arco AB s’in-
tende quello opposto all’angolo al centro convesso:
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per I’ altro si pud leggere un terzo punto fra i due
estremi, dicendo per esempio I’arco ACB.

L’arco AB si rappresenta con AB.

65. Dei due settori, in cui il cerchio & di-
viso dai raggi OA, OB, si dice convesso quello
compreso dall’angolo al centro convesso, concavo
I’ altro.

Un settore si enuncia come I’angolo al centro
che lo comprende, leggendo pero gli estremi dei
raggi invece di due punti qualunque sui lati: cosi
si dice: il settore AOB (convesso) ed il settore con-
cavo AOB.

66. Tenendo presente quanto si & detto intorno
ai segmenti ed agli angoli e procedendo cogli stessi
criteri, si possono dare analoghe definizioni per gli
archi ed i settori di un dato cerchio (o di cerchi
eguali). Cosi si possono definire gli archi, ed i set-
tori adiacenti, la somma di due o piu archi o set-
tori, la differenza di due archi o settori, I’arco ed
il settore nullo, ecc.... il che lasciamo per esercizio
allo studioso.

OSSERVAZIONE. -Se si immagina che il raggio OA
(fig. 9) indefinito ruoti intorno ad O fino a coin-
cidere con OB, & chiaro che questo genera I’ angolo
al centro AOB, il raggio finito OA il settore AOB,
ed il punto A I’arco AB (n. 14). Cio stabilisce una
certa relazione o corrispondenza fra gli angoli al
centro, gli archi ed i settori; corrispondenza di
posizione e di estensione. _

Fermandoci per ora alla corrispondenza di po-
sizione, si vede che ad angoli adiacenti corrispon-
dono archi e settori adiacenti, ed all’angolo somma
o differenza di altri due corrisponde l'arco od il
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settore somma o differenza dei due corrispondenti.
Torneremo pil innanzi su tale corrispondenza.

§ 5.° Generalita sulle grandezze.

67. Si dicono grandezze tutti quegli enti dei
quali si possono stabilire i concetti di eguaglianza
(equivalenza), di somma e di differenza (disegua-
glianza). -

Cosl i segmenti, le spezzate, gli angoli, gli archi
di una stessa circonferenza, i settori di uno stesso
cerchio sono grandezze; e studiati sotto questo
aspetto si viene a considerare la loro estensione.

68. Gia fin da questo punto si sono presentate
due specie di grandezze.

Appartengono alla prima specie quelle, per le
quali I’ eguaglianza di estensione (equivalenza) si
verifica insieme all’ eguaglianza come figure; come
i segmenti, gli angoli.

Appartengono alla seconda quelle, per le quali
I’equivalenza non porta di conseguenza 1’ egua-
glianza come figure: quali ad es. le spezzate, le
quali possono essere equivalenti, pur essendo di-
verse come figure.

Per le prime il concetto di differenza si ottiene
colla semplice sovrapposizione: mentre per le se-
conde la cosa non é possibile (in generale), se non
trasformandole in grandezze della prima specie:
come si e fatto ad esempio nel caso delle spez-
zate, sostituendo a queste i segmenti ottenuti ad-
dizionando i lati di ciascuna.

Si troveranno in seguito altre grandezze si del-
I’una che dell’altra specie. Si troverda ancora una
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terza specie di grandezze, delle quall a questo punto
¢ prematuro il trattare. -

I teoremi che seguono valgono per le gran-
dezze finora considerate. . .

69. TEOoREMA. La somma di pm grandezze gode
della proprieta commutativa, cioé le somme ottenute
coll’ addizionare in diverso ordine pin grandezze sono
equali.

Indicheremo le grandezze colle lettere 4, B, C...

Cominciando dal caso di due grandezze si ha:

44+ B =B+ A

Lo si verifica sovrapponendo 1’ una somma al-
I’altra rovesciata e tenendo presente il postulato
n. 42 dei segmenti e gli analoghi per le altre gran-
dezze.

Pel caso di pi grandezze dimostriamo prima
che si possono scambiare due consecutive, cioé che:
A+B+C+ D=4+ C+ B+ D

Infatti alle due grandezze B e C consecutive

si pud sostituire la loro somma parziale (B 4+ O),
il che & evidente, e la somma diventa: 4 4 (B 4
0) 4+ D: alla somma (B 4 O), la stessa capovolta
(C 4+ B) (post. n. 41 e analoghi) e la somma di-
- venta: 4 4 (C 4+ B) 4 D; finalmente alla somma
(C + B) le sue parti C e B, il che & pure evidente,
e si ha infine: 4 4+ C + B 4 D,
' Due grandezze non consecutive poi si scam-
biano per mezzo di scambi fra grandezze conse-
cutive: cosi nella prima somma 4 + B 4+ C+ D
volendo scambiare B e D si proceda nel modo
seguente:

A+B+C+ D=4+ C+ B+ D

=4+ C+ D+ B=A4+ D+ C+ B.
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COROLLARIO. Le grandezze della prima specie
che sono equivalenti sono anche eguali.

70. 1.° TeorREMA. La somma di piu grandezze
non si altera, se ad alcune di esse si sostiluisce la
loro somma parziale; cioe la somma di pii ‘gran-
dezze gode della proprieta associativa.

Infatti se le grandezze alle quali si vuol sosti-
tuire la somma parziale sono consecutive, la cosa
e evidente. [E ne abbiamo approfittato nel teorema
precedente]. Se non sono consecutive, si possono
rendere tali per la proprietd commutativa.

2.° Reciprocamente : TEOREMA. La somma di
pitt grandezze non si allera se ad una di esse se ne
sostituiscono altre, delle quali questa ¢ la somma
parziale ; cioe la somma di piw grandezze gode della
proprieta dissociativa.

Cosi la somma 4 + B+ C, ove B =D 4+ E,
equivale ad 4 + (D + E) + C, e questa ad 4 +
+ D+ E + C

~ Circa poi alle grandezze nulle che indicheremo
con O, faremo osservare che per ciascuna classe di
grandezze si ha:

0=004+0=044+0=0+44=4
4—0=aA

71. Dopo cid0 si possono ritenere evidenti le
veritd rappresentate simbolicamente dalle seguenti
relazioni. Invitiamo lo studioso ad enunciarle ed
a verificarle. Per brevitd si indicano con 4, B,
C.... le grandezze e con m un numero intero qua-
lunque : :

1°Se A—=BeB—=0 ¢A4=C

RIBONI 3
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2.°SeAzBeB=C, e A2 00,
3°SedZ BeBZ (. A C
4°Sed=BeC=D. A=+ C= B D.

COROLLARIO. Se A = B, ¢ md = mB, e

T Ly
m m

o > . a4+ >

D2 Se 4 = BeC=D, eAxC z B =& D.

o ] — > pe . < J—

6.SeA—BeC<D, e A C’>B D.

~o > > S >

1.° Se A<BeC<D, eA—l—C<B+I).

COROLLARIO. Se A4 i B, emd ? mB e
1 > 1

m < m -
8° mA = mB = m(A &= B)
ed anche
L+l p=Laxn,
m ) m
72. Ammetteremo infine che:
Date due grandezze diseguali, esiste una multipla
della minore che supera la maggiore (*).

>
. . 0 0 < L)
intende che vanno considerati separatamente prima tutti i

superiori e poi gli inferiori. Cosi la 2.2 proposizione si com-
pone delle due: 1.2 Se A >Be B=20C, ¢ 4> €:22 Se
A< Be B=C,é A< C; cosi per le altre. Ove trattasi di
sottrazione, s’ intende quanto sia possibile nel modo indicato.

(?) Questa proposizione ¢ nota col nome di postulato o
principio di Archimede. Veramente, ammessa la proposizione
per alcune grandezze, per altre diventa una conseguenza logica.
Cosi se & vera per gli angoli, é di necessita vera per gli archi
della stessa circonferenza. Ma non é qui opportuno di sta-
bilire questa distinzione.

(*) Nelle relazioni ove appaiono i doppi segni — o = si
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Cioé se A < B esiste un numero intero m tale
che sia m4 > B.

§ 6.° Alcuni teoremi sugli angoli.
Rette perpendicolari.

73. Due angoli la cui somma & eguale ad un
angolo piatto, st dicono supplementari.

TEOREMA. Gli angoli supplementari di angoli -
eguali sono eguali.

Infatti se da due angoli piatti che sono eguali
si sottraggono due angoli eguali, i risultati sono
eguali (n. 71, 1.°.

74. Due angoli si dicono opposti al vertice, se
B 1 lati dell’uno sono i prolunga-
menti dei lati dell’ altro.

1.° TROREMA. Gli angoli opposti
' ¢ al vertice sono ogualz

D Gli angoli AOB, COD (fig. 10) .
Fig. 10. opposti al vertice sono eguali,
perché supplementari dell’ angolo- BOC.

2.° Reciprocamente; ‘

TEOREMA. Se da un punto O partono quattro
raggi OA, OB, O(‘, OD (fig. 10) tali che AOB =
COD e BOC = DOA, i raggi OA ed OC sono op-
posti e cost pure i raggi OB ed OD.

Infatti se

AOB = COD e BOC = DOA
addizionando membro a membro si ha
AOB + BOC = COD + DOA
e poiche la somma dei quattro angoli & eguale ad
un giro, ciascuna delle somme AOB + BOC e
COD + DOA & uguale a mezzo giro, ossia ad un
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angolo piatto; dunque i raggi OA ed OC sono op-
posti. Similmente dicasi dei raggi OB ed OD.

75. Rette perpendicolari — TEOREMA. Data una
retta ed un punto, esiste una retla ed una sola che
passa per quel punlo e forma colla prima quatiro
angoli eguali.

Possono darsi due casi: 1.° il punto & dato
fuori della retta; 2.° il punto & dato sulla retta.

1.° caso. Sia AB (fig. 11) la retta data e C il
punto dato fuori di essa. Si faccia rotare il piano

c intorno alla AB di mezzo giro,
in modo cioé che le due falde
in cui & decomposto dalla AB

E . e e
AT A To g Si scambino di posizione (n. 31,
Cor. 3.%: il punto C cadra dal-
I’ altra banda della AB in un

o punto D; di poi si riporti il
Fig. 11 piano nella posizione iniziale e
_ si conduca la CGD, la quale incontrerd necessaria-
mente la AB in un punto O: dico che i quattro
angoli in O cosi formati sono eguali. Infatti questi
angoli a due a due sono eguali, come opposti al
vertice; d’altra parte ripetendo la rotazione del piano
intorno alla AB, gli angoli adiacenti BOC, BOD e
AOC, AOD vengono a coincidere, e sono eguali:
dunque i quattro angoli in O sono eguali. ‘
Un’ altra retta condotta per C., come la GE, non
pud formare colla AB quattro angoli eguali: ed in-
fatti se cosi fosse, ripetendo la rotazione del piano
attorno alla AB, gli angoli CEB, CEA dovrebbero
coincidere coi loro adiacenti e CE col suo prolun-
gamento; ma la CE cade in ED, perche C torna in
D; dunque ED sarebbe il prolungamento di CE,
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e pei due punti C, D passerebbero due rette
CED, COD, il che & impossibile (n. 23 Postulato).

2.° caso. Sia ora AB la retta data e C un punto
sopra di essa (fig. 12). Presa una retta qualunque
MN ed un punto P fuori di D F
essa, si ripeta la costruzione .
del primo caso: si otterra cosi
una retta PQ che forma colla 4 B
MN nel punto d’incontro O
quattro -angoli eguali.

Si faccia scorrere la figura
nel piano fino a che il punto O
cada in C e la si faccia rotare 0
intorno a C fino a far coinci-
dere la MN colla AB: la PQ 0
prenderd la posizione di una
retta DE che passa per C e Fig. 12.
forma colla AB quattro angoli eguali.

Ogni altra retta che passa per C forma colla AB
angoli adiacenti diseguali. Infatti sia, p. es., la CF
che cade nell’angolo DCB. Dalla figura si ha:
ACF > ACD, ACD = DCB e DCB > FCB.
dunque ACF > FCB (n. 71 2°, 3°).

Se il raggio CF cadesse nell’angolo ACD si
concluderebbe ACF < FCB.

76. Due rette, che incontrandosi formano quattro
angoli eguali, diconsi perpendicolari I’una all’altra ;
se formano angoli diseguali, oblique.

11 teorema precedente pud dunque enunciarsi
cosi:

TEOREMA. Da un punto ad wuna retla si puo
condurre una perpendicolare ed una sola.
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77. Gli angoli formati da due rette perpendi-
colari diconsi retti. Un angolo retto si indica colla
lettera R. Un angolo (convesso) maggiore di un
retto dicesi ottuso, un angolo minore acufto.

1.° TEOREMA. Un giro equivale alla somma di
quattro angoli retti, o pil brevemente, a quattro
retti; un angolo piatto a due retti.

2.° TEOREMA. Gli angoli retti sono equali.

Infatti se gli angoli piatti sono eguali, le loro
meta, cioeé gli angoli retti, sono eguali (n. 76, 4.°,
Cor.%). .

78. Due angoli, la cui somma & eguale ad un
retto, diconsi complementari.
‘ TEOREMA. Gli angoli complementari di angoli
equali sono eguali.

Si dimostra come il teor. 73 (n. 71, 1.°).

§ 7.° Rette parallele.

79. Due rette AB, CD (fig. 13) tagliate da una
terza GH nei punti E, F formano otto angoli; di
questi i quattro angoli AEH, HEB, CFG, GFD si
dicono esterni, e gli altri quattro, interni rispetto
alle AB e CD.

Due angoli non adiacenti, uno interno e I’altro
esterno e dalla stessa banda "
della segante GH si dicono cor-
rispondenti, come HEB, EFD. 4 B

Due interni o due esterni )
non adiacenti si dicono alterni, D
se da bande opposte della GH, €
coniugati se dalla stessa banda. e

Cosi gli angoli AEF, EFD Fig. 13.
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sono alterni interni; AEH, GFD alterni esterni;
BEF, EFD coniugati interni; HEB, DFG coniugati
esterni.

Gli otto angoli danno cosi luogo a quattro coppie
di corrispondenti: oppure a due coppie di alterni
interni ed a due di alterni esterni; od ancora a due
coppie di conlugatl interni ed a due di coniugati
esterni.

[ coniugati interni da una banda della segante
sono eguali ai coniugati esterni dall’altra banda.
perche opposti al vertice; cosi per es., BEF ed EFD
sono eguali rlspettlvamente ad AEH e CFG. Per
la stessa raglone due alterni interni, come AEF, EFD
sono eguali ai due alterni esterni H/\B CFG. Percid
parlando di alterni e di coniugati, ci riferiremo solo
agli interni, perche le stesse cose varranno anche
per gli esterni (opposti al vertice).

80. 1.° TEOREMA. Se due rette tagliate da una
terza formano:

1.° o una coppia di corrispondenti equali,

2.° 0 una coppia di alterni eguali,

3.° 0 una coppia di coniugati supplementari,
tutle le coppie di corrispondenti e di allerni sono
equali, e le coppie di coniugati sono supplementari.

Sieno le rette AB, CD (fig. 13) tagliate dalla
GH nei punti E, F. Comunque sieno queste rette,
si ha che HEB = AEF e EFD = CFG, perche
opposti al vertice; per la stessa ragione AEH = BEF
e CFE = DFG; di pit questi quattro angoli sono
ordinatamente supplementari dei primi.

Ne consegue che, se si verifica una delle con-
dizioni enunciate nel teorema, i primi .quattro an-
goli sono eguali tra loro; lo stesso vale degli altri
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quattro. Percio combinandoli a due a due nel modo
indicato dalle definizioni (n. 79) risultano verificate
tutte le condizioni enunciate.

Il fatto che ciascuna delle condizioni esposte
nel teorema precedente trae con sé necessariamente
le altre, conduce a concludere che, mancandone una
manchino necessariamente le altre. Percio sono vere
anche le proposizioni contrarie a quelle contenute
nel teorema stesso, proposmom che riassumiamo
cosi:

2.° TEOREMA. Se due retle taglmte da una tevza
non soddisfanno ad una delle condizioni enunciate
nel teorema precedente, non sbddisfarnno a nessuna
altra. )

Si fa notare che la somma dei quattro interni
¢ sempre eguale a 4R; percid in questo caso da
una banda della segante la somma dei coniugati
interni & magglole di 9R, dall’altra minore.

81. Due o piu rette (nel piano) che non s’in-
contrano si dicono parallele. Ad esempio

TEOREMA. Due o pii -rette perpendicolari ad una
medesima retta sono parallele. '

Infatti se si incontrassero, pel loro punto co-
mune passerebbe piu di una perpendicolare ad una
stessa retta, il che & impossibile (n. 76).

82. 1.° TEOREMA. Due relte, che tagliate da una
terza soddisfanno ad una delle condizioni, di cui
al Teor. 80, 1.° (e quindi alle altre), sono parallele.

Sieno le due rette AB, CD (fig. 14) tagliate
dalla GH nei punti E, F che soddisfanno alle note
condizioni. Si faccia muovere la figura nel piano
per modo che il segmento EF ricada nella primi-
tiva posizione, ma capovolto. E chiaro allora che i
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prolungamenti EG, FH del P
segmento stesso si scam-

biano di posizione, e per o A F/ B
I’eguaglianza degli angoli 9
AFE, FED, la stessa cosa <(' l/ D><

avviene dei raggi ED, FA,
nonche dei loro opposti ¢
EC, FB: in conclusione la Fig. 14.
figura coincide colla sua posizione iniziale. Cid
posto, se i due raggi ED, FB avessero un punto
comune O, questo, dopo il descritto movimento della
figura, cadrebbe in punto O’, che dovrebbe essere
comune ai due raggi FA, EC; ed allora le due rette
AB, CD avrebbero due punti comuni, il che & im-
possibile. Dunque le AB, CD sono parallele.

2.° TEOREMA. Due rette, che tagliate da una terza
non soddisfanno alle condizioni di cui al Teor. 80,
1.° possono incontrarsi da quella banda della segante
dove la somma dei coniugati interni ¢ minore di 2R.

Siano le due rette AB, CD (fig. 15) che tagliate
dalla GH nei punti E, F non soddisfanno alle dette
coadizioni, e sia BEF + EFD
< 2R: siccome

HEB + BEF = 2R ‘i _______________

si ha L
BEF + EFD < HEB 4 BEF
da cui

EFD < HEB, Fig. 15.
cioe¢ I'interno minore del corrispondente esterno.
Si faccia muovere la figura per modo che la GH
scorra su st stessa fino a che F cada in E: il

raggio FD assumerd una posizione EM tale che ri-
sulti : HEM = EFD, percio interna ad HEB e pa-
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rallela a FD, e il raggio opposto FC cadrda in EL
interno ad AEF. Riportando la figura nella posi-
zione iniziale si osserva che i raggi EA, FC non
possono incontrarsi, percheé situati da bande op-
poste del raggio EL, mentre cido & possibile per i
loro opposti EB, FD per essere dalla stessa banda
del raggio EM. ) v

83. Che I'incontro avvenga effettivamente non
si puod dimostrare; noi pero ) ammettiamo, perche
non contraddetto ne dall’esperienza, né da nessuna
delle veritd esposte. Si ha dunque il

POSTULATO. Due rette, che tagliate da una terza
" non soddisfanno alle condizioni del Teor. 80, 1.° si
incontrano da quella banda della segante, dove la
somma dei coniugati interni & minore di 2R.

84. Si deduce senz’altro che:

TEOREMA. Da un punto ad una retta si pud con-
durre una parallela ed una sola.

Infatti le precedenti considerazioni mostrano,
come pel punto E si possa far passare la LM pa-
rallela alla CD, ma che ogni altra retta condotta
per E incontra la CD.

COROLLARIO. 1.° Due retle parallele ad una terza
sono parallele tra loro.

Infatti se si incontrassero, vi sarebbe un punto
(il punto comune), pel quale passerebbero due rette
parallele alla terza, il che non pud essere.

COROLLARIO 2.° Se due rette sono parallele, unca
terza retta che ne incontra una, incontra anche Ualtra.

85. Sono vere anche le reciproche delle pro-
_posizioni del n. 80 e cioe:

1.° TEOREMA. Due rette parallele tagliate da una
terza formano:
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1.° ¢ corrispondenti eguali,
2.° gli allerni eguali,
3.2 i coniugati supplementari.

Infatti, ove queste condizioni non si verificas-
sero, le rette si mcontrerebbero (n. 83 Postul.) contro
I’ipotesi.

COROLLARIO. Se due-rette sono parallele, la per-
pendicolare all’ una lo é anche all’ altra.

2.° TEOREMA. Due rette concorrenti tagliate da
una terza non soddisfanno alle note condizioni, e
dalla banda del punto d’ incontro la somna dei co-
niugati interni ¢ minore di 2R. "

Se le AB, CD (fig. 15} tagliate dalla HG nei
punti E, F sono concorrenti a destra della segante
dico che dalla stessa banda si ha: BEF 4 EFD
< 2R. Infatti, ove cid non fosse, dovrebh’ essere o
BEF + EFD = 2R, oppure BEF + EFD > 9R.
Ma nel primo caso le rette AB, CD sarebbero pa-
rallele contro 1’ipotesi; nel secondo risulterebbe
AEF + EFC < 2R (80 2° T. Osserv.) e le rette
s’incontrerebbero a sinistra della segante contro
I’ ipotesi. Dunque BEF 4+ EFD < 2R. '

ossERVAZIONE. Ne consegue che dalla banda del
punto d’incontro un angolo interno & minore del
corrispondente esterno.

86. Due raggi paralleli sono wnella stessa di-
rezione, come OA, O'A’ (fig. 16), se situati dalla
- stessa banda della OO0’; in direzione opposta, come
OA, OB’ se da bande opposte della 0O'".

TEOREMA. Due angoli convessi coi lati ordinata-
mente nella stessa direzione, come AOC, AO'C’ (fi-
gura 16) o in direzione opposta, come AOC, BOD,
sono eguali: due angoli con una coppia di lati nella
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stessa direzione el altra coppia in direzione opposta,
come AOC, A'O'D’, sono supplementari.

Infatti: 1.° Se M é il punto d’incontro dei raggl
OC, O’A’ si ha (n. 85. 1.°):

A A 0 A \
/ / AOT=AMCeADC = ANC
‘; ¢ percio AOC = A0C.
i M . y TN TV TNI
/ z . 2°BOD = ADC(74,19)
b — ¢ ¢ £0C = A0'C’ (1.° caso)
B/ dunque
Fig. 16. BOD — A/O\C;

. 83° A0D & supplementare di A0C e AOC
= AOC, dunque A’O’'D’ & supplementare di AOC
n. 73).
87. Due parallele dividono il piano in tre parti
di cui quella compresa tra le due parallele dicesi.
striscia.
~ Ritenendo le due parallele come i latz della
striscia, si possono definire le striscie adiacenti, la
somma, la differenza delle striscie ecc...; si pud in-
somma ripetere quanto e stato detto per gli angoli,
" ¢id che lasciamo per esercizio allo studioso. -
Le striscie sono grandezze di prima specie; an-
che per esse vale quanto si & detto al § 5.°

—_



CAPITOLO 1.

I POLIGONI

§ 1.° Definizioni.

88. Una spezzata & chiusa, quando i suoi estre-
mi coincidono, come ABCDEA (fig. 17); altrimenti
& aperta.

89. Una spezzata (piana) chiusa divide il piano
in "due parti, una finita che dicesi c
poligono (polilatero) I'altra indefinita.
La spezzata & il contorno del poligono: D
i vertici ed i lati della spezzata sono®
¢ verlici ed i lati del poligono. La
somma dei lati dicesi il perimetro del
poligono. Fig. 17.

Un poligono si legge enunciandone successiva-
mente i vertici: cosisidice il poligono ABCDE (tig. 17).

90. Un pollgono & convesso 0 concavo o inlrec-
ciato secondo che & convesso
0 concavo o intreceiato il suo M
contorno. Cosi il poligono v
ABCDE (fig. 17) & convesso,
il poligono LMNO (fig. I8) &
concavo, ed il poligono FGHI

(fig. 18) & a contorno intrec- . 0
ciato. Fig. 18.
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Noi considereremo sempre poligoni convessi.
91. Diagonale d’un poligono & il segmento che
unisce due vertici non consecutivi, come Al nel
poligono ABCDE.
. TEOREMA. Se n & il nwmero dei vertici d’un po-
nn—3)

2

ligono, il numero delle diagonali é

Infatti da un vertice A (fig. 17) si possono con-
durre tante diagonali quanti sono i vertici meno
tre (cioe meno A e i due vertici B, E a cui termi-
nano i lati che concorrono in A), cioé n—3: i ver-
tici essendo n, si avrebbero in tutto n(r—3) dia-
gonali. Ma, cosi facendo, ciascuna diagonale, come
AD p. es, & contata due volte, I’ una come diago-
nale condotta da A, l'altra come diagonale con-
dotta da D: percid il numero delle diagonali &:
n(n—3)

—5

92. Angoli inlerni, o semplicemente angoli del
poligono si dicono quelli contenuti da ciascun lato
col successivo (prolungati).

I1 poligono convesso non puo avere che angoli
convessi, ed & interno a ciascuno de’suoi angoli.

Difatti, se nel poligono convesso ABCD (fig. 19)
si prolunga un lato per- es. AB, si formano in A
ed in B due angoli piatti dalla stessa banda del
poligono, e i lati AD, BC (che sono dalla stessa
banda rispetto ad AB) cadono rispettivamente negli
angoli piatti in A ed in B; percido gli angoli del
poligono cogli stessi vertici A e B sono minori dei
rispettivi angoli piatti, cioé sono convessi. Lo stesso
dicasi per gli altci lati.

Dopo cid, & chiaro che il poligono convesso &
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precisamente quella parte di piano che & comune
a tutti i suoi angoli.

93. Se si prolungano in ambe le direzioni i
lati di un poligono, intorno ad ogni vertice si for-
mano quattro angoli; ciog I’interno, il suo opposto
al vertice, ed altri due, che si dicono esterni al po-
ligono e che sono eguali: di solito se ne considera
uno solo per ciascun vertice.

94. Un poligono ha tanti lati, quanti sono i
vertici, cioé gli angoli, e non pud avere meno di
tre lati; quando ne ha tre dicesi triangolo (trila-
tero); si dice quadrangolo (quadrilatero) se ne ha
quattro ; pentagono se ne ha cinque; esagono se ne
ha sei ecc.

Un lato del poligono & adiacente agli angoli che
hanno i vertici nei suoi estremi. In un triangolo
poi un lato ed un angolo non adiacenti si dicono
opposti. )

I lati e gli angoli di un poligono si dicono
anche 1 suoi elementi. '

95. Una retta che passa per un punto O in-.
terno ad un poligono ha certamente punti esterni
al poligono su entrambe le di-
rezioni che partono da O; ep-
perd incontra necessariamente
il contorno del poligono in al-
meno due punti E, F (fig. 19)
sitnati da bande opposte del
punto O: e sé il poligono &
convesso in nor pin di due
punti. Infatti se lo incontrasse
in pit di due punti, p. es. in tre, uno di questi
sarebbe interno al segmento che ha per estremi gli

Fig. 19.
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altri due, ed il lato del poligono passante per quel
punto non lascierebbe il poligono tutto da una
banda, contro 1’ ipotesi.

§ 2° Alcuni teoremi sui poligoni.
Sugli angoli.

96. TEOREMA. La sommd degli angoli d’'un trian-
golo ¢ uguale a due retti.
" Nel triangolo ABC (fig. 20) si prolunghi AB
in D e si conduca BE parallela ad AC, la quale
cadra necessariamente nell’angolo CBD, per essere

c . C/T>C/\Bn85Q°Tosserv)
Si verifica facilmente che (n. 85,

Teor. 1.°)
~ CAB = EBD e ACB = (BE
A B De percio i tre angoli del triangolo -
Fig. 20. = sono eguali ai tre angoli ABC,

(BE, EBD, la cui somma & appunto eguale a 2R.

COROLLARIO. 1.° Un angolo esterno d’ un trian-
golo ¢é eguale alla somma dei due interni non adia-
centi, percio ¢ maggiore di ciascuno dei due.

Infatti CBD = CBE +4 EBD = ACB -+ (AB.

CoR. 2.° In un triangolo non vi puod essere che
un solo angolo retto, od un solo angolo ottuso.

COR. 3.° In un triangolo rettangolo i due angoli
acuti sono complementari.

COR. &° Se due angoli d’ un triangolo sono
eguali & due angoli di un altro triangolo (od anche
se la somma dei primi due ¢& eguale alla somma
degli altri due), il terzo angolo del primo triangolo
¢ uguale al terzo angolo del secondo.



97. Un triangolo & acutangolo se ha i tre an-
goli acuti; ottusangolo, se ha un angolo ottuso;
rettangolo, se ha un angolo retto. In questo ultimo
caso si dice dpotenusa il lato opposto all’angolo

retto; e si dicono cateti i due ehe lo
comprendono.

98. TEOREMA. La somma degli an-
goli d’un poligono é eguale a tanle volle
2R quanti sono i lati meno iR,

Fig. 2t. Se n & il numero dei lati del po-
ligono, congiungendo un punto interno coi vertici
(fig. 21) si formano = triangoli. Ora la somma degli
angoli del poligono & eguale alla differenza fra la
somma degli angoli dei triangoli e quella degli angoli -
intorno al punto fissato. Ma la prima somma & eguale
a 2nR, la seconda a 4R; dunque la somma cer-
cata & uguale a 2nR—4R.

99. TEOREMA. La somma degli angoli esterni di
un poligono & eguale a 4R.
Se » & il numero dei vertici del .
poligono, la somma degli angoli in-
terni e degli esterni & eguale a
2nR; ma la prima somma @ eguale
a 2nR—4R, dunque Ialtra & eguale
a 4R. :
OSSERVAZIONE. S’intende che in Fig. 22.
ogni vertice si considera un solo angolo esterno.

COROLLARIO. In un poligono non vi possono es-
sere pitv di tre angoli acuti.

Infatti se un angolo del poligono & acuto, il
suo adiacente esterno & ottuso. Ora, se il poligono

avesse piu di tre angoli.acuti, avrebbe piu di tre

RIBONI L]
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angoh esterni ottusi: il che & impossibile per essere
la somma degli angoli esterni eguale a 4R.

§ 3.° Sui lati.

100. 1.° TEOREMA. ée due lati di un tnanqolo
sono eguali, gli angoli opposti sono eguali.

Se nel triangolo ABC (fig. 23)
¢ AB = AQC, ribaltando il triangolo
sul piano in modo che I’angolo in
A ricada nella posizione iniziale, i
puntl B e C, non che gli angoli in -

B ed in C si scambiano di posi- ¢ ~B
zione: dunque questi angoli sono
eguali. ,

Un triangolo che ha due lati eguali dicesi iso-
scele; il terzo lato dicesi base. Il teorema prece-
dente si usa enunciarlo dicendo:

Un triangolo isoscele ha gli angoli alla base
equali.

GOROLLARIO. Ui triangolo, che ha i tre lati equali
ossia ¢ equilatero, ha i tre angoli eguali, ossia é
equiangolo. .

2.° TEOREMA. Se due lati d un triangolo’ sono
diseguali, gli angoli opposti sono diseguali nello

A stesso senso, cipe al maggior lato e op-

posto il maggior angolo.
Se nel triangolo ABC (fig. 24) &

AB > AC, preso, AD = AC e con-
dotto CD, si ha:
ACB > ACD, ATD = ADC (n. 100, 1.°)
ADC > ABC (n. 96 Cor. 1.°)

B dunque ACB > ABC-

Fig. 2. 101. Reciprocamente:

Fig. 23.
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1.° TEOREMA. Se due angoli d un triangolo sono
equali i lati opposti sono eguali.

2.° TEOREMA. Se due angoli d’ un triangolo sono

- diseguali, i lati opposti sono diseguali nello .stesso
senso, cioé al maggior angolo & opposto il maggior
lato.

Questi due teoremi si dimostrano per assurdo.

COROLLARIO. Nel triangolo rettangolo 1’ ipotenusa
¢ maggiore di ciascuno dei cateti.

102. TEOREMA. In un triangolo un lato é minore
della somma degli altri due (*).

Nel triangolo ABC (fig. 25) sia AG il lato mag-
giore. Si prolunghi AB, e sul prolungamento si
prenda BD = BC; si congiunga
D con C. Si ha: BDC = BCD, »
perche il triangolo BDC é iso- B
scele; ma BCD < AGD, dacui
BDTC < ACD. Percid nel trian-
golo ACD & AC < AD (n. 101, C A
2%, ossia AC < AB -} BD, o .
finalmente AC << AB -} BC. Fig. 25

COROLLARIO. In un lriangolo un lato é maggiore
della differenza fra gli altri due.
Infatti se AC < AB 4 BC, togliendo BC si
ha (n. 71, 5.°),
AC — BC < AB
e togliendo invece AB
AC — AB <« BC .
& evidente poi che
AC > AB — BC.
(") 1l teorema da la condizione necessaria, perché tre

segmenti possano essere lati di un triangolo; si vedra piu
innanzi che tale condizione é anche sufficiente.




- 103. TEOREMA. In un poligono un lato & minore
della somma degli altri.

Nel poligono ABCDE (fig. 17) si conducano le
diagonali da un vertice A; sieno AD, AC. Si ha:
AE< AD+DE, AD<AC4CD, AC<AB 4 BC.

Addizionando membro a membro e togliendo
dalle due somme le parti comuni AD, AC, si ha:

AE < AB 4+ BC 4 CD +4 DE.
0sSERVAZIONE. Di tutte le linee (retta o spez-
zate) che terminano a due punti, il segmento & la
minore. Percio il segmento dicesi anche la distanza
dei due punti.

104. Un poligono si dice che é inviluppato da
un altro poligono, quando é tutto interno a questo.

TEOREMA. Il perimetro di un poligono convesso
¢ minore del perimetro di un poligono qualunque
che lo inviluppa. .

6L 11 poligono ABC (fig. 26)

F sia inviluppato dal poligono
DEFG. Si prolunghino i lati -
AB, BC, CA da una sola
)y banda ad incontrare il con-
Fig. 26. torno dell’altro poligono in

L, M, N. Dal poligono ANGL si ha:

AB -+ BL < AN 4+ NG + GL
dal poligono BLFM:
BC 4+ CM < BL + LF 4+ FM
‘dal poligono DEMCN;;
CA 4+ AN < ND 4+ DE 4+ EM 4 MC.
Sommando membro a membro e togliendo le
parti AN, BL, CM comuni alle due somme, si ha:

AB 4 BC + CA < GF 4+ FE -+ ED 4 DG.

N, (M
D




'0SSERVAZIONE. Il poligono inviluppato puo avere
qualche lato sul contorno dell’altro, come ad es.
il poligono ABDC (fig. 27) che ha il lato AB co-
mune col poligono ABFE che
lo inviluppa. Togliendo il
segmento AB comune ai due
contorni, si hanno due spez-
zate ACDB, AEFB, di cui

Fig. 27. la prima dicesi inviluppala
dalla seconda: ed & manifesto che la prima & mi-
nore della seconda. Fercid:

COROLLARIO. Una spezzala convessa & minore di
un’ altra qualunque cogli stessi estremi, e che la in-
viluppi (cioé che si trovi dalla stessa banda della
retta che passa per gli estr?mi).

. § 4.° Sull’ egunaglianza dei triangoli
e dei poligoni.

105. TEOREMA. Se due triangoli hanno un lato
e i due angoli adiacenti a questo lato rispettiva-
menle equali, hanno pure equali gli altri elementi
opposti ad elementi equali, ed i due triangoli sono
equali.

Se 1 due triangoli ABC, A'B'(" (fig. 28) hanno
BC = BC,B=PH, T = C, sovrapponendo il
secondo triangolo al
primo in modo che 4
B’C’ coincida con BC,
eprecisamente B’ con
B, anche (' cade in B r B
G, ed i lati B'A’, C’A’
cadranno rispettiva- Fig. 28.
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mente sui lati BA, CA per essere B'= B¢ C =TC.
Di pit il punto A’ (comune alle rette B'A’, C'A")
dovrda coincidere con A (comune alle rette BA,
CA). Percid A'B' = AB, A'CC = AC, A =7Aedi
due triangoli sono eguali.

COROLLARIO 1.° Se due triangoli hanno un lato,
I’ angolo opposto ed un angolo adiacente rispettiva-
mente eguali, hanno equali anche gli altri elementi -
opposti ad elementi equali, ed i due lriangoli sono
equali.

Se i due trlangoll ABC, A'B'C’ hanno BC —=
B'C, A = A, B = B, dev’essere anche C=C
(n. 96, Cor. 4.°) e si & cosi ridotti al teor. 105.

COROLLARIO 2.° Due triangoli rettangoli sono
equali, se hanno equali e similmerte posti un catelo
ed un angolo acuto, oppure se hanno egualz U ipo-
tenusa ed un angolo aculo. .

106. 1.° TEOREMA. Se due triangoli hanno due
lati e Uangolo compreso rispettivamente eguali, hanno
equali gli altri elementi opposti ad elementi eguali,
ed i due triangoli sono eguali.

Si dimostra come il precedente per sovrappo-
sizione.

COROLLARIO. Due triangoli rettangoli sono eguali,
se hanno i cateli rispetlivamente eguali.

2.° TEOREMA. Se due triangoli hanno due lati
rispettivamente eguali e gli angoli compresi dise-
guali, hanno i lati opposti a questi angoli diseguals
nello stesso senso.

Nei due triangoli ABC, A'B'C’ (fig. 29) sia

AB = A'B, BC = B'C' ed ABC > A'BC': dico
AC > A'C’. Suppongasi AB < B( e si sovrap-
ponga il triangolo A’B’C’ al triangolo ABC in modo
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che B’A’ coincida con BA e
precisamente B’- cada in B
ed A" in A. Il lato B'C cade
entro I’angolo ABC: di piu
il punto C' cade fuori del

B : B

A D 4 . . .
triangolo ABC. Infatti ogni

¢ segmento cheunisceun punto

¢ ¢ dellato AC con B, come BD),

Fig. 29. formando con AC due angoli

di cui uno almeno & retto od ottuso, il lato opposto
a questo angolo & maggiore di BD: ora questo lato
non puo esser che BC, per essere BC > AB; percio
B’C’ = BC interseca AC in un punto D. Cio posto sia
- ABC” la nuova posizione del triangolo A'B'C’. Si
avra 102):
AD 4+ DC” > AC” e BD 4 DC > BC
ed addizionando. membro a membro:
AC 4 BC” > BC 4 AC”
e togliendo BC = B(” si ha:
AC > AC", ed anche AC > A'C.

107. Reciprocamente: .

1.° TEOREMA. Se due triangoli hanno due lati eguali
a due lati ed il terzo eguale al terzo (cioé hanno @ tre
lati rispettivamente eguali) hanno eguali gli angoli
opposti ai lali equali ed i due triangoli sono eguali (*)

(! Dai teoremi sull’ eguaglianza dei triangoli consegue
che: Una figura piana che ha due punti fissi é immobile nel
suo piano.

Ed infatti se i punti A, B d’una figura (fig. 29) sono
fissi e un terzo punto C della figura potesse prendere una
altra posizione C’ (situata naturalmente dalla stessa banda
di C rispetto ad AB), ne verrebbe che il triangolo ABC po-
trebbe prendere la posizione ABC”, cioé i triangoli ABC,
ABC” sarebbero eguali, e precisamente BC—=BC"ed AC=AC,
da cui BAC = BAC” ed ABC = ABC", il che é impossibile
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2.° TEOREMA. Se due triangoli hanno due lati
eguali a due- lati ed il terzo diseguale al terzo, hanno
gli angoli, opposti a questi lati, disequali nello stesso
senso. ’

Questi due teoremi si dimostrano per assurdo,

108. Dato un poligono qualunque, & evidente
che se ne puo immaginare un altro che abbia i lati
e gli angoli ordinatamente eguali a quelli del primo,
e che questi due poligoni sono eguali. Per conclu-
dere pero all’eguaglianza di due poligoni non & ne-
cessario sapere a priori, che tutti i lati e gli angoli
dei dne poligoni sono ordinatamente eguali, ma
(come si & gia veduto per i triangoli) I’ eguaglianza
di alcuni elementi & conseguenza di quella degli
altri; cio che appare dal seguente:

TEOREMA. Se due poligoni d’egual numero di lati
hanno i lati e gli angoli ordinatamente eguali, ad
eccezione «
1.° di due lati consecutivie dell’ angolo compreso,

2.° di un lato e dei due angoli adiacenti,

3.° di tre angoli consecutivi,
sui quali non si fa alcuna ipotesi, anche questi ele-
menti sono eguali, ed i poligoni sono eguali.

1.° caso. I due poligoni ABCDE, A'B'C'D'E’
(fig. 30) abbiano per ipotesi: AB = A'B’, BC = B'(’
CD=CD,A=K,B=5, C=0, D= D.
‘ Sovrapponendo i due po-

2 2 . ligoni in modo che A cada

E C E su A’ ed AB su A'B’, & chiaro
che anche B cade su B, BC

B . su B'C" ecc., e cosi di se-

A 4 B guito si possono far coinci-

Fig. 30. “dere i vertici A, B, C, D del
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primo coi vertici A’, B’, C), D del secondo. Ora,
per essere A = A’ e D =T, i lati AE, DE ca-
dranno necessariamente sul lati A'E’, D'E’, ed il
punto E comune ai primi due dovra cadere sul
punto E’ comune agli altri due. Percio i due poli-
goni coincidono e sono eguali.

Analogamente si procede negli altri due casi.

OSSERVAZIONE. Se » & il numero dei lati d'un
poligono, questo & determinato quando si conoscano
2n—3 dei suoi elementi e la loro posizione rela-
tiva; e precisamente n—2 lati consecutivi e gli n—1
angoli adiacenti, oppure n—1 lati e gli —2 angoli
compresi, o ancora gli » lati ed »—3 angoli con-
secutivi. In particolare, un triangolo & determinato
quando se ne conoscano un lato e due angoli (e la
loro posizione relativa) oppure due lati e 1’angolo
compreso, o finalmente i tre lati.

§ 5.° Figure eguali direttamente
ed inversamente.

109. Nel paragrafo precedente si sono cercate
le condizioni di eguaglianza dei triangoli e dei po-
ligoni. Vediamo ora una interessante distinzione
intorno alle figure eguali.

Siano ABC, A'B'C/, (fig. 31), due triangoli
eguali: A ed A, B e B, C e C' i vertici degli an-

C C goli eguali. Si

ribalti il trian-

A golo A'B'C’ sul
i y A B' piano’facendo-

lo rotare intor-
" no ad A'B’; e
Fig. 31. sia A'B'C” la
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nuova sua posizione. Si faccia scorrere la figura
A’C’B’C” sul piano in modo che A" cada in A e B’
in B: & chiaro che uno dei due triangoli, per es.
A’'B'CY, verra a coincidere con ABC: dell’altro trian-
golo A'B’C” non & possibile ottenere la coincidenza
col triangolo ABC (salvo casi eccezionali, come &
detto in seguito) se non col rovesciarlo facendolo
rotare intorno ad A'B’ (coincidente con AB).

Per distinguere i due casi noi diremo che i
triangoli ABC, A'B'C’ sono eguali direttamente,
mentre i triangoli ABC, A'B'C” sono eguali inver-
samente. :

La stessa cosa dicasi di due poligoni, i quali
sono direttamente eguali, se la loro coincidenza pud
ottenersi facendo scorrere uno di essi opportuna-
mente nel piano: sono inversamente eguali, se per
ottenere la coincidenza occorre rovesciare uno di
essi.

Da quanto & detto risulta, che se due triangoli
o poligoni sono direttamente eguali, due osserva-
tori che percorrano i contorni dei due poligoni, per
modo da passare da vertici corrispondenti a vertici
corrispondenti (diciamo corrispondenti i vertici di
due angoli eguali), lasciano i due poligoni dalla
medesima banda, cioé o entrambi a destra o en-
trambi a sinistra: se invece sono eguali inversa-
mente li lasciano da bande opposte. 11 che puo
servire a riconoscere se due poligoni sono eguali
direttamente o inversamente senza spostare uno
di essi. * 4

Vi sono poi delle figure che, se sono eguali, lo
sono tanto direttamente quanto inversamente. Cio
si verifica se queste figure rovesciate sul piano pos-



sono riprendere la primitiva posizione. Ad es. due
triangoli isosceli, due circoli, due settori.

110. Passando ora al concetto generale di figure
eguali, si dird che:

Due figure sono eguali (diretlamente o inversa-
mente), se a ciascun punto dell’ una corrisponde uno
ed un sol punlto dell’ allra in modo che tre punti
dell’ una e i tre corrispondenti dell’ altra siano vertici
di triangoli eguali (direttamente o inversamente). E
se tre punti dell’ una sono allineati (in linea retla),
anche i corrispondenti dell’ altra sono allineati, e i
segmenti che hanno per estremi punti corrispondenti
sono eguali.

Questa definizione & giustificata dal seguente:

TEOREMA. Dati due segmenti eguali AB, A'B’

(fig. 32) se ai punti C,D,E.... del piano che si con-
siderino facenti partz d’ una figura insieme con AB
st fanno corri-
spondere rispet- ¢
tivamente i pun-
ti C,D,E... che
st considerino A B A
facenti parte di '
un’ altra figura E
insieme con A'B’ © Fig. 32.
e tali che le cop-
-pie di triangoli- ABC, A'BC'; ABD, A'BD ABE,
A'B'E ;... siano direttamente eguali e smulmenle di-
sposti, le due figure sono direllamente eguali. E se
le coppie di triangoli sono inversamente eguali, anche
le due figure sono inversamenle eguali.

Infatti se si fa scorrere la seconda figura sul
piano fino a che A’ coincida con A e B’ con B, &
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chiaro per l'ipotesi fatta che i punti C, D, E...
- vengono necessariamente a coincidere con C, D, E,....
sicche le due figure coincidono e sono direttamente
eguali.

~ Se invece i triangoli sono inversamente eguali
si ottiene la loro coincidenza, e percid quela delle
due figure, rovesciandone una di esse.

K chiaro poi che punti allineati della seconda
figura vanno a coincidere con punti allineati del-
I’ altra.

111. Data aduncque una figura ABCDE..... (tig. 32)
il problema di costruire una figura eguale alla data
sopra un segmento A’B’ corrispondente ad un seg-
mento eguale AB della figura stessa & ridotto a
costruire una serie di triangoli A'B'CY, A’B'D’..., eguali
(direttamente od inversamente) e similmente posti.
ai triangoli ABC, ABD,... della figura data.

§ 6.° Proprieta del triangolo isoscele — Applicazione
alla risoluzione di aleuni problemi.

112. 1.° TEOREMA. In wun triangolo isoscele la
perpendicolare alla base, condotta dal vertice opposto
divide questa e I’ angolo opposto in due parti equali.

Nel triangolo ABC (fig. 33) sia A
AB = AC e sia AD la perpendicolare
a BC.

I due triangoli rettangoli ABD,

ADC sono eguali per avere il cateto

AD comune e ABD = ACD (n. 108, 1.°); B L

percid BD = DC e BAD = CAD. Fig. 33.
2.° Reciprocamente: .
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TEOREMA. Se nel triangolo isoscele ABC wuna
retta AD condotta per A divide la base o 1 angolo
opposto in due parti equali, essa ¢é perpendicolare
alla base BC.

Si dimostra facilmente per |’ eguaglianza dei
triangoli ABD, ACD, i quali nel primo caso hanno
i tre lati rispettivamente eguali, nel secondo hanno
gli angoli in A eguali e compresi da lati eguali.

ossErvazioNE. Dato un segmento BC (fig. 33)
si possono sempre immaginare due angoli acuti -
uguali coi vertici in B, ed in C, come ABC ed ACB,
ed allora nel triangolo isoscele ABC la perpendi-
colare AD a B( divide questo in due parti eguali.
Cosi pure, dato un angolo CAB si possono sempre
assegnare sopra i suoi lati due segmenti eguali
AB, AC ed allora, uniti B e C col segmento BC,
la AD perpendicoiare a BC divide I’angolo dato in
due parti eguali. Ne risulta adunque che la possi-
bilita di dividere un segmento od un angolo in due
parti eguali si connette intimamente con quella di
condurre la perpendicolare da un punto ad una
retla; anzi I’una e conseguenza dell’altra. Di piu,
siccome da un punto ad unra retta non si puo con-
durre che una sola perpendicolare, cosi tale divi-
sione non si puo fare che in un modo solo (%).

(}) Potra sembrare a taluno oziosa la osservazione che
un segmento ed un angolo si possono dividere in due parti
eguali in un modo solo. Ma senza cercare altre ragioni, ci
bastera far notare che vi sono grandezze che si possono di-
videre in due parti eguali in una infinitd di modi (per es. un
parallelogrammo con una retta qualunque passante pel punto
d’ incontro delle diagonali, un cerchio da un diametro), come
si vedra pill innanzi.
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Applichiamo ora questa proprieta del triangolo
isoscele a risolvere i detti problemi.

113. prOBLEMA. Condurre da un punto dato la
perpendicolare ad una retta data.

Possono darsi due casi: 1.° il punto & dato
" sulla retta; 2.° il punto & dato fuori della retta.

1.° caso. Sia AB la retta data (fig. 34) e C un
punto su di essa. Fatto centro in C e con raggio
arbitrario descrivasi una circonferenza che incon-
trerd la AB in due punti D, E. Centro in D e con
un raggio maggiore di DC, p. es. eguale a DE, si
descriva una circonferenza : cen-
tro in E e collo stesso raggio
si descriva una seconda circon-
ferenza: questa ha manifesta-
mente un punto D interno alla
prima ed un altro esterno si- t 3
tuato sul prolungamento di DE.
Le due circonferenze s’incon- e
trano adunque in due punti Fig. 34.
(n..62): sia F uno di essi: congiungasi F con C, e
la FC @ la perpendicolare richiesta. — Allo studioso
la dimostrazione (n. 112, 2.° Teor.).

2.° caso. Sia AB la retta data (fig. 35) e C il
punto fuori di essa. Si fissi un punto M sulla AB;
di poi centro in C e raggio maggiore di CM de-
scrivasi una circonferenza, che dovra incontrare la
AB in due punti D, E (). Sopra il segmento DE e

¥

—
N,

() Ed infatti se il raggio ¢ maggiore di CM, il punto M é
interno alla circonferenza, perché la sua distanza dal centro C
¢ minore del raggio: percio la AB, che ha il punto M in-
terno alla circonferenza, incontra questa in due punti D, E
(n. 61).



dalla: banda opposta di G si c
operi come nel caso preceden- T
te: si avrd cosi un punto F: .
congiungasi F con C: la FC & D7y | &~
la perpendicolare richiesta. In- A -\ 4 B
fatti, per 'eguaglianza dei trian- % %
goli CDF, CEF (107,19, siha:  \ | /7
DCF = ECF: percid nel triangolo -
isoscele DCE, la CF & perpendi- NEE

colare a DE (n. 112, 2° Teor.). Fig. 35.

114. PROBLEMA. Dividere un segmento in due
parti equali.

Sia AB (fig. 36) il segmento. Centri successi-
€. vamente A e B e raggio AB, descri-
1NN vansi due circonferenze che si incon-
771 %)\ trino in due punti C, E: conducasi
i/ |p i CE, che incontrera AB in un punto D.
% %" Si avra AD = DB. Infatti unendo C
“% | // edEcon A econ B, per I'eguaglianza

\\J7/  dei triangoli CAE, CBE (n. 107, 1.%)
~E si ha: ACD = BCD: percid nel trian-
Fig. 36.  golo equilatero ACB la CD & perpen-
dicolare ad AB e lo divide in due parti eguali. '

Il punto D & il punto medio del segmento AB.
L

115. pROBLEMA. Dividere un angolo
in due parti eguali. Sia BAC (fig. 37) I'an-
golo dato. Centro A e raggio arbitrario,
descrivasi una circonferenza, che incon-
trera i lati dell’angolo in due punti B,
C: si unisca B con C e da A si con- /%
duca la perpendicolare a BC (n. 113, 2.°)
e sia AD: questa divide 1|’ angole dato
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in due parti eguali(n. 112, 1.°), cioe BAD =" CAD.
Il raggio AD dicesi bisettrice dell’angolo DAC. Il
prolungamento di AD & la bisettrice dell’angolo op-
posto al vertice a BAC e dell’angolo concavo BAC.

§ 7.° Quadrilateri.

L16. Il quadrangolo (quadrilatero) ha quattro
angoli, quattro lati, due diagonali.

Due angoli o due lati non consecutivi diconsi
opposti.

1.° TROREMA. La somma degli angoli A’ un qua-
drangolo ¢ uguale a quatiro retti (n. 98).

2.° TEOREMA. Due quadrangoli sono eguali, se
hanno eguali e similmente disposti

1.° tre angoli e ¢ due lati adiacenti;
2.° tre lati ed i due angoli compresi;
3.° i quattro lati ed un angolo (n. 108, Teor.).

117. Se due lati sono paralleli, il quadrilatero
dicesi frapezio; i lati paralleli sono le basi del tra-
pezio. 11 trapezio & reftangolo, se un lato & perpen-
dicolare alle basi; isoscele, se gli altri due lati non
sono paralleli e sono eguali.

118. T quattro lati d’un quadrilatero possono
essere a due a due paralleli, ed allora il quadrila-
tero dicesi parallelogrammo (). Le proprietda carat-
teristiche di questo quadrilatero sono contenute nel
seguente:

1.° TeorEMA. In un parallelogramimno

1.° gli angoli opposti sono eguali;

(") Talvolta, per brevita, scriveremo pllgr. invece di pa-
rallelogrammo.
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2.° ¢ lati opposti sono eguali;
3.° ciascuna diagonale lo divide in due trian-
goli eguali;
4.° le diagonali si tagliano scambievolmente in
parti equali.
Sia ABCD (tig. 38) il pligr. dato: le diagonali
AC, BD s’incontrino in O. )
1.° Gli angoli BAD, ADC sono supplementdrl,
perché coniugati interni formati

dalle parallele AB, DC colla se- 4 8
gante Bél) per. la stessa ra- ’V(
gione BAD, ABC sono supple-

mentari; percid (n. 78, Teor.) » A c
ABC = ADC: similmente BAD Fig. 33

— BCD. g

La seconda e la terza proprieta si-deducono dal-
I’ eguaglianza dei triangoli ABC, ADC i quali hanno
il lato AC comune e gli angoli adiacenti a questo
lato rispettivamente eguali (n. 85, 1.°); la quarta
dall’eguaglianza dei triangoli AOB, COD i quali
hanno AB = CD e gli angoli adiacenti a questo
lato rispettivamente eguali (n. 85, 1.°).

Queste proprietd le abbiamo dette caratteristi-
che del parallelogrammo, perché reciprocamente:

2.° TEOREMA. Un quadrilatero, che soddisfa ad
una delle quattro condizioni sopra enunciate, & un
parallelogranimo.

1.* Nel quadrangolo ABCD (fig. 38) siano A=C
e B = D. E chiaro allora che le somme A + Be
C + D sono eguali, e ciascuna & la metd della
somma dei quattro angoli; ossia & uguale a 2R;
percid AD e BC sono parallele (n. 82, 1.° Teor.);
cosi dicasi di AB e CD.

RIBONI ]
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2.* Se i lati opposti sono eguali, i triangoli
ABC, ADC (fig. 38) sono eguali per avere i lati ri-
spettivamente eguali; percid BAC = ACD; da cui
(n. 82, 1.°) si conclude che AB e DC sono parallele.
Similmente per le altre due.

3.2 1I quadrangolo ABCD sia diviso in due
triangoli eguali da ciascuna diagonale. Dai trian-
goli ABC, ADC eguali si ha B = D, perche op-
posti al lato comune AC: s1m11mente dai triangolj
DAB, DCB eguali si ha “A ="C: si ricade cosi nel
1.° caso gia considerato.

4* Se AO = 0OC e BO = OD (fig. 38)1i trian-
goli AOB, COD sono eguali per avere gll angoli
in O eguali e compresi da lati eguali; percio BAO
C = 6\ CD e le rette AB, CD sono parallele (n. 82,
1.°). Similmente per le altre due.

119. E pur vero che:

TEOREMA. Un quadrangolo, che ha due lali pa-
ralleli ed eguali, é un parallelogrammo.

Nella fig. 38 se AB & uguale e parallelo a CD
i -due triangoli ABD, BDC hanno AB = CD, BD
comune, e ABD = BDC; d’onde ADB = DBC e
percio (n. 82, 1.°) AD e BC sono parallele.

0sSERVAZIONE. Il punto d’incontro delle diago-
nali dicesi centro del parallelogrammo, perché ogni
segmento, che termina al contorno del parallelo-
grammo e passa per quel punto, & diviso da questo
in due parti eguali. Ciascuno di questi segmenti poi
divide il parallelogrammo .in due parti eguali. La
dimostrazione allo studioso.

120. Un angolo del parallelogrammo puo esser
retto; allora lo sono anche gli altri ed il parallelo-
grammo dicesi rettangolo (quadrangolo equiangolo).
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La proprietd caratteristica del rettangolo (fra i pa-
rallelogrammi) & data dal seguente:

1.° TEOREMA. Nel rettangolo le diagonali sono
eguali.

Se ABCD (fig. 39) & un rettangolo, si deduce

I’ eguaglianza delle diagonali , D
AC, BD dall’ eguaglianza dei S e )
triangoli ABC, BCD (n 106, 1.° ~_
Teor.). . B c
COROLLARIO. In un irian- Fig. 39.

golo rettangolo il punto medio dell’ zpotenusa & equi-
distante dai tre vertici.

2.° Reciprocamente:

TrEOREMA. Un parallelogrammo ABCD, che ha
le diagonali eguali, é retlangolo.

I triangoli ABC, BCD (fig. 39) per avere i lati
rlspettlvamente eguali, sono eguali, percid gli an-
goli ABC, BCD, sono eguali. Ma sono anche sup-
plementari, dunque sono retti.

121. Due lati consecutivi del parallelogrammo
possono essere eguali: in questo caso sono eguali
tutti e quattro i lati ed il parallelogrammo dicesi
rombo (quadrilatero equilatero). La proprietd carat-
teristica del rombo (fra i parallelogrammi) & data
dal seguente:

1.° TEOREMA. Nel rombo le diagonali sono per-
pendicolari fra loro e bisettrici
degli angoli.

Se ABCD (fig. 40) & un
rombo, il triangolo ABC ¢ iso-
scele; e la BO, che da B va
al punto medio O della base
AC & perpendicolare ad AC e
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bisettrice dell’ angolo B (n .' IIQ 2.° Teor.),

2.° Reciprocamente :

TEOREMA. Un parallelogrammo, che ha le dmgo-
nali perpendicolari fra loro o biseltrici degli angoli,
& un rombo.

Se nel pllgr. ABCD ﬁg 40) le diagonali si di-
mezzano in O ad angolo retto, i trlangoh rettan-

goli DOC, BOC hanno i cateti eguali, percido DC= CB.
Se la diagonale BD & bisettrice degli angoli in
B ed in D, gli angoli BDC, DBC sono eguali, perche
meta di angoli eguali; percio nel triangolo BCD &
CB = CD. . .
122. Un quadrilatero infine puo essere equilatero
ed equiangolo, ed allora & regolare e dicesi quadrato
123. Da quanto precede risulta che:
1.° Due parallelogrammi sono eguali, se hanno
due lati e U angolo compreso rispettivamente eguali.
2.° Due rettangoli sono equali, se hanno due lati
consecutivi rispettivamente eguali.
3.° Due rombi sono eguali, se hanno un lato
ed un angolo rispettivamente eguali.
4.° Due quadrati sono eguali, se hanno un
lato eguale. :

§ 8.° Distanze e luoghi geometrici.

124. Proiezione di un punto A sopra una retta
MN (fig. 41) &
I’estremo o piede
A’ del segmento u I/l A B A N
perpendicolare A’ B' C'B C l/ c
ad MN condotto
da A. La retta Fig. 41.
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AA’ dicesi la proiettante il punto A, e la MN I’ asse
di proiezione.

Se un punto giace sulla MN é proiezione di sé
stesso. :
125. Proiezione di un segmento BC sopra la
MN e il segmento B’C’ compreso tra le proiezioni
degli estremi B, C. Il segmento BC pud avere un
estremo sull’asse ed anche essere attraversato dal-
I’asse, come nella figura.

La proiezione di un segmento si riduce ad un
punto, se il segmento & perpendicolare all’asse, ed
e eguale al segmento stesso, se questo & parallelo
all’asse. :

126. TEOREMA. 1.° Se da un punto si conducono
dei segmenti terminali ad una retla dala,

1.° il segmento perpendicolare & il minimo;

2.° due segmenti che hanno proiezioni eguali,
sono eguali ;

3.° due segmenti che hanno proiezioni diseguali

sono diseguali nello stesso senso. 0 .

. Dei segmenti che partono
dal punto O e terminano alla
MN (fig. 42):

1.° Se OA & perpendicc-

MD B A C N

lare, & minore di un altro qual-
siasi OB (n. 101, Cor.). Fig. 42.

2.° Se AB = AC, anche OB = OC (n. 106,
Cor.).

3.°Se AD > AC, sopra AD prendasi AB = AC;
sard AD > AB. Si conduca 0B;'angolo OBD > OAB
(n. 95, Cor. 1.°, percid OBD & ottuso e maggiore
di ODB e nel triangolo OBD, sara OD > OB (n. 101,
2.° Teor.): ma OB = OC dunque OD > OC.
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Reciprocamente:

2.° TEOREMA. Se da un punto si conducono dei
segmenti terminati ad una relia,

1.2 il minimo é perpendicolare alla retia;

2.° due segmenti eguali hanno eguali proie-
zioni, :
3.° due segmenti diseguali hanno proiezioni
diseguali nello stesso senso.

Si dimostra per assurdo.

COROLLARIO. 1.° Da un punto ad una retta non
8i possono condurre pin di due segmenti eguali fra
loro. v

Infatti non vi sono che due segmenti, uno da
una banda e I'altro dall’altra della perpendicolare
che possono avere proiezioni eguali.

2.° Due triangoli rettangoli, che hanno U ipote-
nusa ed un cateto rispettivamente eguali sono eguali.

Infatti questi due triangoli si possono sempre
disporre come i triangoli OAC, OAB della fig. 42,
facendo coincidere i cateti eguali in OA, ed allora
gli altri due cateti si disporranno in linea retta, come
AB, AC, e saranno eguali.

Il segmento OA dicesi la distanza del punto O
dalla retta MN. .

127. Date due parallele, se dai punti di una di
esse si conducono le perpendicolari all’altra, i seg-
menti di queste compresi fra le due parallele sono
eguali (n. 118, 1.°. Uno di essi si dice la distanza
delle due parallele.

128. Quando tutti i punti d’una linea (o di un
sistema di linee) e solo questi hanno una certa
proprietd, si dice che quella linea (o quel sistema di
linee) & il luogo dei punti aventi quella proprieta.
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Ad es. la circonferenza é il luogo dei punti che
hanno da un punto dato (il centro) una stessa di-
stanza eguale ad un segmento dato (il raggio).

Per dimostrare che una linea & un luogo, si
puo procedere in due modi: o dimostrare che i
punti della linea hanno la proprietd enunciata, e i
punti fuori della linea non 1’hanno, cioé la propo-
sizione contraria: oppure che i punti della linea
hanno la detta proprieta, e che se un punto la pos-
siede, appartiene a quella lmea, cioe la proposizione
reciproca.

129. TEOREMA. Il luogo dei punti, che hanno da
una retta daota una stessa distanza eguale ad un
segmento dato, & formato da due parallele a questa
retta ad una distanza eguale alla data.

Siano AB (fig. 43) la retta data e PQ 1l seg-
mento dato. Da un punto A ¢ £
della AB si conduca la perpen-
dicolare alla AB, e su. di essa
dalle due bande del punto A 4 B
si prendano i segmenti AC,

AD eguali a PQ: le parallele " p—0 F
alla AB condotte da C e da D Fig. 48.
costituiscono il luogo enunciato. Infatti un punto
della CE o della DF ha dalla AB una disianza
eguale ad AC o ad AD, e percid eguale a PQ: ed
un punto fuori di queste rette ha dalla AB una
distanza maggiore o minore di PQ, secondo che si
trova fuori della striscia compresa fra le parallele
CE, DF, oppure nella striscia stessa.

130. TEOREMA. Il luogo dei punti equidistanti da
‘due punti dati & la perpendicolare al segmento che li
unisce passante pel punto medio del segmento stesso,
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Sia AB un segmento (fig. 44), C il punto medio
e CM la perpendicolare. E chiaro che essendo
CA = CB (n. 126, Teor.), per ogni
M .z punto M della CM si ha MA = MB.
4 D’altra parte se P & fuori della CM,
gli angoli PCA, PUB saranno dise-
guali, e percio (n. 106, 2.° Teor.)
anche PA e PB saranno diseguali.
131. TEOREMA. Il luogo dei punti -
Fig. 44. equidistanti da due rette, che s’ in-
contrano & costituito dalle, bisettrici dei loro angoli.
Siano le due rette AB, CD (fig. 45) che si in-
b, Qi ,B contrano in O, e siano MQ, NP le
bisettrici dei loro angoli. Preso un
punto M sulla MQ e condotte le -
0 ___  perpendicolari MF, ME alle AB e
- CD, & chiaro che i due triangoli ret-
- tangoli MOE, MOF sono eguali (n.
103, Cor. 2.°), percio ME — MF.
Al M ¢ D’altra parte se fosse ME = MF,
Fig. 45. congiunto M con O, i due triangoli
rettangoli MOE, MOF sono ancora eguali, (n. 124,
Corollario 2.°), percio OM & bisettrice dell’an-
golo COA.
132. TEOREMA. Il luogo dei punti equidistanti da
due parallele & la parallela alle medesime condotia
pel punto medio della loro distanza.

F, E

A E B Se AB e CD (fig. 46) sono
N le due parallele, AC la loro di-
0 M stanza ed OM la parallela ad
¢ esse, condotta per O punto
¢ F D medio della AC, & chiaro che

Fig. 46. un punto G della OM ha dalle



AB e CD le distanze GE, CF che sono eguali ri-
spettivamente ad OA, OC e percio eguali tra loro;
ed un punto N esterno alla OM ha le distanze NE,
NF dalle AB e CD che sono diseguali.

osservazIoNE. La OM é il luogo dei punti medi
delle distanze delle parallele AB e CD, nonche di
ogni segmento the termina alle parallele stesse; e
divide la striscia compresa dalle AB e CD in due
striscie eguali.

COROLLARIO 1.° In un triangolo il segmento, che
unisce i punti medi di due lati, é parallelo al terzo
lato, ed eguale alla meld di esso.

Nel triangolo ABC (fig. 47) se D, E sono i
punti medi dei due lati AB, AC, la DE @ il luogo
dei punti medi dei segmenti
compresi tra BC e la parallela
a BC, condotta per A ; dunque
e parallela alla BC. Perla stessa
ragione se F & il punto medio
di BC, sarda DF parallela ad
AC. Allora la figura DECF e
un pllgr., percio

DE =FC = _;_ BC (). Fig. 417.

/

(") Questo corollario offre il modo di dimostrare che:

In un triangolo due mediane si dividono scambievol-
mente in due parti, che (a partire dal vertice) sono I’ una
doppia dell’altra.

Mediana di un triangolo & il segmento che unisce un
vertice col punto medio del lato opposto.

Nel triangolo ABC siano CD, BE due mediane che 8’in-
contrano in M. Si dimezzi MB in F ed MG in H, e si._uni-
sca F con H e D con E. 1 segmenti DE, FH sono paralleli
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COROLLARIO I1.° In un trapezio il segmento, che
unisce i punti medi dei lati non paralleli, & paral-
lelo alle basi ed uguale alla loro semisomma.

* Nel trapezio ABCD (fig. 48) se E, F sono i
punti medi dei lati non paralleli AD, BC, la EF @&

D c il luogo dei punti medi dei
segmenti compresi fra AB e
M’ DC, percio & parallela a que-
4 g ste rette. Di pilt la diagonale
Fig. 48. DB & dimezzata dalla EF in
H. Cio posto, dal triangolo ADB si ha EH — % AB
e dal triangolo BCD si ha: HF = % DC: da cui

~ addizionando EF = % (AB + DCQC).

ed eguali, perché paralleli a BC ed
eguali a —;— BC: percio i triangoli
DME, FMH sono eguali (n. 103);

da cui DM = MH = % MC,

e EM.—:—.MF:%MB. B

Se ne deduce senz’ altro I'importante

TEOREMA. In un triangolo le tre mediane concorrono in
un punto.

Infatti la terza mediana, se deve dividere una delle prime
in due parti che (a partire dal vertice) sieno 1’ una: doppla
dell’ altra; deve passare necessariamente per M.




CAPITOLO I11

1L CERCHIO0.

§ 1.° Angoli al centro, archi, settori.

133. Al n. 66 trattando degli angoli al centro
degli archi e dei settori, si & osservato che in un
dato cerchio vi & una certa corrispondenza di po-
sizione fra queste grandezze. Aggiungiamo ora che
in uno stesso cerchio od in cerchi eguali vi & tra
le medesime una corrispondenza anche di estensione:
quanto la riguarda si riassume nei seguenti teoremi.

1.° TEOREMA. In uno stesso cerchio od in cerchi
eguali,

1.° ad angoli al centro eguali corrispondono
archi e settori eguali, '

2.° se un angolo al centro é eguale alla somma
di altri due, Uarco od il seltore corrispondente al
primo ¢é eguale alla somma degli archi, o dei setlori
corrispondenti agli allri due;
il che esprimeremo piu bre-
vemente dicendo : all’ angolo
al centro somma corrisponde
Uarco ed il settore somma.

Nei due cerchi eguali O,
O (fig. 49).
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1° se AOB = A'O'B’ & pure AB = A'B,

e settore AOB — settore A'O'B’:
20 Se AOC = AO'B’ 4+ CO'D’
& pure AC = AB' + CD

e sett. AOC = sett. A’'O'B’" + sett. C'O'D’

COROLLARIO 1.° In uno stesso cerchio od in cerchi
eguali ad angoli al centro diseguali corrispondono
archi e settori diseguali nello stesso senso.

Nella fig. 49 se AOC > A'O'B, cid significa
che AOC pud ritenersi la somma di un angolo
AOB = AOB’ e di un altro BOGC, percid 1’arco
corrispondente AC dovra essere la somma di un
arco AB = A’B’ e di un altro; dunque AC > A'B.

COROLLARIO 2.° Ogni diametro divide il cerchio
e la circonferenza in due parti eguali, che diconsi
rispettivamente semicerchi e semicirconferenze.

COROLLARIO 3.° Due diametri perpendicolari di-
vidono il cerchio e la circonferenza in quattro parti
eqguali, dette quadranti di cerchio e di circonferenza.

2.° Reciprocamente:

TEOREMA. In uno stesso cerchio od in cerchi
eguali,

1.° ad archi e settori eguali corrispondono an-
goli al centro eguali. -

2.° all’ arco od al settore somma di altri due
corrisponde 1’ angolo al centro somma dei due cor-
rispondenti.

COROLLARIO. Reciproco del cor. 1.°: allo studloso
enunciarlo e dimostrarlo.



134. Si dice corda il segmento che unisce due
punti d’una circonferenza, come ad es. AB (fig. 50).
La corda @ tutta interna alla circonferenza, ed in-
fatti i raggi OA, OB essendo eguali sono obliqui
ad AB e maggiori della perpendicolare OM alla AB
condotta da O. Il punto M (piede della perpendi-
colare) & dunque interno alla circonferenza e lo
sono pure tutti i punti della corda AB, come estremi
di segmenti obliqui minori di OA.

135. La corda si dice sottesa dall’arco che ha
gli stessi estremi: ogni corda percid & sottesa da
due archi; ma ordinariamente si considera il minore
di essi, quello cioé corrispondente all’angolo al
centro convesso.

Un diametro & una corda, e gli archi che lo
sottendono (semicirconferenze) essendo eguali, & in-
differente considerare ’uno o I’ altro.

Un diametro & maggiore di una corda che non
passa pel centro, come AB (fig. 50), perché se si
uniscono gli estremi A e B col centro O, dal tri-
angolo OAB si ha che OA 4 OB (che & eguale ad
un diametro) & maggiore di AB (n. 102).

136. TEOREMA. In uno stesso cerchio od in cerchi
eguali, ’

1.° archi eguali sottendono corde eguali;
2.° archi disequali sottendono corde diseguali
nello stesso senso (.

(!) S’intende che si considerano, come si & gia osser-
vato, archi minori della semicirconferenza.
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Nel cerchio O (fig. 50):

1.° se AB = CD, anche PP
AOB = COD, percid i triangoli v
AOB, COD sono eguali (n. 106 1.°),

da cui AB = CD.
9° Se invece AB > (‘D D
anche AOB > COD, e dai mede~
simi triangoli si ha: AB > CD ¢
(n. 106, 2.° Teor.). Fig. 50.
2.° Reciprocamente:

TEOREMA. I uno stesso cerchio od in cerchi eguali,
1.° corde eguali sono sottese da archi eguali;
2.° corde diseguali da archi diseguali nello

stesso senso.

Si dimostra per assurdo.

OSSERVAZIONE. Sebbene fra gli archi e le corde

vi sia una corrispondenza, come appare dai prece-
denti teoremi, si deve badare pero che essa & ben
diversa da quella fra gli angoli al centro, gli archi
ed i settori: poiché in questo caso all’ arco somma
di altri due nmon corrisponde la corda somma delle
corde corrispondenti.

137. TEOREMA. In un cerchio il diametro perpen-

dicolare alla corda divide la corda e gli archi da
cui & sotlesu in due parti equali.

D Infatti nel cerchio O (fig. 51)

[N se AB & una corda e CD ii dia-

' metro ad esso perpendicolare e

{) che la incontra in M, il triangolo

AOB essendo isoscele e la OM per-

4 X 3 pendicolare alla base, si  ha:
" AM = MB e AOC = COB (. 112,

Fig. 51. 12 Teor). da cui AC = (B ed
anche AD = BD.
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COROLLARIO. Il luogo dei punti medi di un sistema
di corde parallele é il diamelro ad esse perpendicolare.

osservAzIONE. La retta CD soddisfa a cinque
condizioni, e cio¢ passa pel centro, & perpendico-
lare alla corda e divide questa e i due archi che
la sottendono in due parti eguali. Si puo verificare
che, ammesse due di queste condizioni (sufficienti
a determinare la retta), se ne deducono le altre
tre. Si ottengono cosi diversi teoremi, fra cui & degno
di nota il seguente:

TEOREMA. In un cerchio la perpendicolare ad
una corda nel punlo di mezzo passa pel centro e
dimezza gli archi corrispondenti.

Difatti la perpendicolare alla corda AB (fig. 1)
nel punto medio M & il luogo dei punti equidistanti
da A e da B, percid passa pel centro e per i punti
medi dei due archi. '

138. Questo teorema permette di risolvere i due
problemi seguenti: v

1.° PROBLEMA. Dividere un arco in due parti
equali.

Sia AB (fig. 51) I'arco dato. c
Colla nota costruzione (n. 114) si . .
trovi la perpendicolare CD nel punto AN
medio di AB; questa divide I’arco Al )
AB in due parti egualiin M. Il solo "N_| 7}

%

.
N

B

punto M dimezza 1’ arco £B. _

2. PROBLEMA. Trovare il centro .

di una circonferenza data (o di un b
arco dalo ). Fig. 52.

Sulla circonferenza data (o sull’arco dato) si

prendano tre punti A, B, C (fig. 53) e si uniscano

colle corde .AB. BC. Si conducano le perpendico-
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lari a queste corde pei loro punti medi; queste si
incontrano necessariamente in
un punto O, che & il centro

cercato.
Difatti le dette perpendico- ¢

lari devono enirambe passare 4
pel centro; questo percid non
puo essere che il loro punto

comune. L

0SSERVAZIONE. Trovato il Fig. 53.
centro della circonfercnza (O) & determinato anche
il raggio (OA). Cid prova che E

una circonferenza & determi- 1
nata in grandezza e posizione »

da tre punti. In altre parole,

quando due circonferenze hanno 0

tre punti comuni, hanno lo

stesso centro e lo stesso rag-

gio, e percio coincidono. - F
139. TEOREMA. In wun cer- Fig. b4.

chio corde parallele intercettano archi eguali.

Nel cerchio O (fig. 5%) siano AB e CD due corde
parallele. Condotto il diametro EF, perpendicolare
alle corde,

si ha CE = DE, AE = BE,
da cul CE — AE = DE — BE
ossia @=l§-ﬁ

140. 1.° TEOREMA. In wuno stesso cerchio od in
-cerchi uguali, .
1.° corde eguali hanno eguale distanza dal
cenlro;
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B 2.° corde diseguali non han-

no eguale distanza dal centro e

A precisamente la maggiore ha di-
stanza minore.

1.° Nel cerchio O (fig. 55)

se le corde AB, CD sono eguali,

le loro distanze dal centro OM,

D ON sono eguali; il che si deduce

Fig. 85. dalteguaglianza deitriangoli AMO,
CNO (n. 126, Cor. 2.° e n. 137).

2.° Nel cerchio O poi (fig.

56) se le corde AB, BC sono di-

seguali ed ¢ AB > BC, & pure

MB > NB, e nel triangolo MBN

si ha MNB > NMB (n. 100, 2.°

Teor.); percio MNO < NMO (n.

71, 6.°); allora nel triangolo MON

Fig. 56. si avra OM < ON.

COROLLARIO. In un cerchio il luogo dei punti
medi delle corde eguali fra loro ¢ una circonferenza
.concentrica alla data, che ha per raggio la distanza
di queste corde dal centro.

2.° Reciprocamente :

TEOREMA. In uno stesso cerchio od iw cerchi
equali,

' 1.° corde equidistanti dal centro sono eguali;

2.° corde non equidistanti dal cenlro non sono

eguali e precisamenle é minore quella che ha distanza
.maggiore.

Si dimostra per assurdo.

ossErvazIONE. Di tutte le corde, che passano per
un punto interno ad una circonferenza, la massima
€ il diametro che passa per quel punto (evidente),

d ./"l

RIBONI 6
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la minima & la perpendicolare al diametro stesso,
ossia quella che & dimezzata in quel punto. Infatti
questa corda avra fra le altre la distanza massima,
che & la distanza di quel punto, dal centro.

141. La parte di cerchio compresa fra un arco
e la sua corda, nonché quella compresa fr. due
corde parallele, dicousi segmenti circolari. Le corde
sono le basi dei segmenti: si hanno percido segmenti
ad una base ed a due basi. Il segmento che unisce
il punto medio della base al punto medio dell’arco
0 dell’altra base dicesi alfezza, saetta o freccia del
segmento circolare.

I1 segmento a due basi si puod considerare come
la differenza tra due segmenti ad una base.

§ 3.° Posizioni relative di una retta
e di una circonferenza, e di due circonferenze.

142. 1.° TEOREMA. Una retta ed una circonferenza
POSSONO avere in comune 0 NESSUN punto od un
punto o due punti.

Infatti data una circonfe-
renza O e condotto un raggio:

1.° se si conduce la per-
pendicolare AB al raggio da un
punto C del prolungamento di 4 ]
.questo (esterno alla circonfe- Fig. 57.
renza) (fig. 57), & chiaro che la AB non ha alcun
punto comune colla circonferenza, perohé ogni seg-
mento condotto da O alla AB & magglore di OC
(n. 126, 1.°) e percido anche del raggio.

2.° se si conduce la perpendicolare dall’estre-
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mo A del raggio (fig. 58), la
retta ha comune colla circon-
ferenza il solo punto A, perché
ogni segmento condotto da O
alla retta & maggiore del rag-
B gio OA.
. Fig. 58. 3.° se infine si conduce
' la perpendicolare da un punto C del raggio (in-
terno alla cire.) (fig. 59), essa
incontra la circonferenza in due
punii A, B situati da bande op-
poste del punto C (ed equidi-
stanti da C). La AB poi non
S ANC _B pud avere altri punti comuni
Fig. 59. colla circonferenza, perche da
‘0 non si possono condurre pit di due segmenti
eguali ad OA ed OB (n. 126, Cor. 1.%).

1l ‘primo caso si verifica quando la distanza
della retla dal centro della circonferenza ¢ maggiore
del raggio, e la retta si dice esterna.

1l secondo, se la detta distanza éeguale al raggio
e la retta si dice tangente alla circonferenza nel
punto A (punto di contatto). (fig. 58).

Il terzo, se la detta distanza & minore del raggio
e la retfla si dice segante la circonferenza nei punti
AeB (ﬁg 59).

2.° Non vi sono altri casi possibili, percid re-
ciprocamente

TEOREMA. Secondo che una retla non ha punti
comuni con una circonferenza, oppure ne ha wuno
solo comune, oppure due, la sua distanza dal centro
& maggiore, eguale o minore del raggio.

Si dimostra per assurdo.




OSSERVAZIONE. Da quanto precede risulta:
1.° Che tre punli d’ una circonferenza per
quanto vicini non sono in linea retia.
2.2 Che per un punto d’una circonferenza si
pud condurre una tangente ed una sola.

Le posizioni relative di due circonferenze di-
pendono dalla grandezza relativa dei loro l'aggi e
della distanza dei loro centri.

143. TROREMA. Due circonferenze possono non
avere alcun punto comune. -

1.° Sia data una circonferenza O (fig. 60): si
conduca un raggio OA e sul suo prolungamento
si prenda un punto e .
0’; col centro O’ e [/ b
raggio OB < OA .
si descriva una cir- U A B ¢
conferenza: dico che \
questa non ha alcun ' -
punto comune colla Fig. 60.
prima.

Infatti il punto B & esterno alla circonferenza
" O per essere OB > OA. Preso ora un punto qua-
lunque C sulla circonferenza O’, lo si unisca con
O’ e con O: dal triangolo OCO’ si ha

' 0C > 00" — 0C
(n. 102, Cor.), ossia OC > OB e poiché OB > OA,
anche OC > OA; cioe il punto C & esterno alla
circonferenza O. Similmente si prova che i punti
della circonferenza O sono esterni all’altra. '

Le due circonferenze si dicono esterne I una
all’altra e non hanno punti comuni. Dalla costru-
zione risulta che

- 00" > OA + OB




percio: -
Se due circonferenze sono tali che la distanza
dei loro centri é maggiore della somma dei raggi, le
’ due circonferenze sono esterne
~Uwuna all’altra e non hanno
punti comuni.
2.° Data ancora una cir-
conferenza O (fig. 61) si con-
duca un raggio OA e si prenda
"su questo un punto O’; col
Fig. 61. centro 0" e raggio O'B < O'A
si descriva una circonferenza: dico che questa non
ha punti comuni colla prima.

Infatti il punto B & interno alla circonferenza
0, perche OB < OA. Preso ora un punto C sulla
circonferenza O’, lo si unisca con O e con O’; dal
triangolo OCO’ si ha:

0C < 00 + 0C,
ossia OC < OB, ma OB < OA, percio OC <2 OA;
cioe il punto C & interno alla circonferenza O.

La circonferenza O’ si dice interna alla circon- .
ferenza O e non ha con essa punti comuni. Dalla
costruzione risulta che ,

00" < OA — OB

- percio:

Se due czrconferen’e sono tali che la distanza
dei loro centri é wminore della differenza dei raggi,
le due circonferenze sono una interna all’ altra e non
hanno punti comuni. ,

144. TEOREMA. Due circonferenze possono avere
un solo punto comune. ,

1.° Sia una circonferenza O (fig. 62): si con-
duca un raggio OA e sul prolungamento si prenda



un punto O’: col centro O’ e col raggio O'A si de-
seriva una circonferenza; dico che questa e esterna
alla prima ed ha comune ,
con essa il solo punto A. TN

Infatti il punto A &
comune alle due circon-
ferenze per costruzione.
Preso ora un punto C
sulla circonferenza O’; lo Fig. 62.- 4
si unisca con O e con O'; dal triangolo OCO’ si ha

0C > 00" — 0C, ossia OC > OA

cioe il punto C & esterno alla circonferenza O. Si-
milmente si prova che i punti della circonferenza
O sono esterni alla circonferenza O

Le due circonferenze si dicono tangenti ester-
namenle.

Dalla costruzione risulta che

00" = OA 4+ O'A

percio:

Se due circonferenze sono tali che la distanza
dei loro centri ¢ eguale alla somma dei raggi, le
circonferenze hanno uno ed un solo punto comune
situato sulla retta che passa pei centri, e sono esterne
Vuna all’ altra.

2.° Sia ancora una cir-
conferenza O (fig. 63): si con- 7~
duca un raggio OA e su questo /
si prenda un punto O’; col |
centro O’ e raggio O'A si de- &0 0
scriva una circonferenza: dico
che questa & interna alla prima /
ed ha in comune con essa il T
solo punto A. Fg. 63.



Infatti il punto A & comune alle due circon-
ferenze per costruzione. Preso ora un punto C
sulla circonferenza O’, lo si unisca con O e con O’;
dal triangolo *OCO’ si ha: '

0C < 00" 4 0OC, ossia OC <« 0A
cioe il punto C & interno alla circonferenza O.
I.e due circonferenze si dicono tangenn inter-

namente.
Dalla costruzione risulta che .
00" = 0A — OA
percio:

Se due czrconferenzp sono tali che la dzstanza
dei centri é eguale alla differenza dei raggi, le cir-
conferenze hanno uno ed wun solo punto comune si-
tuato sulla retta che paesa pei centri, e I una & in-
terna all’ altra.

Quando due circonferenze sono tangenti I’una
all’altra, il punto comune si dice punto di contatto;
ed in questo punto hanno la stessa tangente, la
quale nel primo caso le lascia da bande opposte,
nel secondo dalla stessa banda.

145. TEOREMA. Due circonferenze possono " avere
due punti comuni e non piit di due.

Se nella circonferenza O (fig. 64) si traccia un
raggio OC e preso un punto M
sul raggio OC (interno alla cir-
conferenza O) e un punto N
sul suo prolungamento (esterno
alla circonferenza O ), sopra MN

Fig. 64. come diametro si descriva la
circonferenza Q’, questa incontrerd la circonferenza
O in due punti A, B situati da bande opposte della
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00’ (Y. I punti comuni non possono essere piu di
due, perche si & giad osservato al n. 138 (Probl. 2.°
Osserv.) che due circonferenze che hanno tre punti
comuni coincidono.

Le due circonferenze si dicono seganti I’una
|’ altra nei punti A, B. Se si unisce il punto A con
O e con O, dal triangolo OAOQ’ si ha che

OA 4+~ OA > 00" > OA — OA
percio: :
Se due circonferenze sono tali- che la distanza
det centri é minore della somma dei raggi e mag-
giore della loro differenza, le due circonferenze hanno
due punti comuni, nei quali s infersecano, e cia-
scuna ha una parte interna all’ altra ed una parte
esterna.

146. TEOREMA. La corda (AB) comune a due cir-
conferenze che si segano & divisa in due parti equali
e ad angolo retto dalla retla dei centri.

Infatti O ed O’ (fig. 6%4) sono equidistanti dai
punti A e B, percio la 00’ & il luogo dei punti
equidistanti dai punti A e B (n.'130), e come tale,
dimezza ad angolo retto il segmento AB.

147. Non vi sono altri casi possibili, percio re-
ciprocamente.

TEOREMA. 1.° Quando due circonferenze non hanno
punti comuni,
a) se sono esterne I’ una all’ ulira, la distanza

dei centri ¢ maggiore della somma dei raggi;

. (® Un puunto comune alle due circonferenze non puo
essere sulla retta dei centri, altrimenti la distanza dei centri
sarebbe eguale alla somma o alla differenza dei raggi e la
circonferenza dei punti M, N dovrebbe avere i suoi punti o
tutti esterni o tutti interni all’ altra (salvo il punto comune),
il che & contro I’ ipotesi.
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b) se una & interna all altra la detta di-.
stanza é minore della differenza dei raggi.
2.° Quando due circonferenze hanno un punto
comune,
a) se sono esterne U una all’altra, lo distanza
dei cenltri é eguale alla somma dei raggi;
b) se una & inlerna all’ altra, la detta distanza
¢ eguale alla differenza dei raggi.
Il punto comune sta sulla retta dei centri.
3.° Quando due circonferenze hanno due punti
comuni, la distanza dei centri é minore della somma
det raggi e maggiore -della differenza. :
Si dimostra direttamente oppure per assurdo.

§ 4.° Angoli al cerchio.

148. Un angolo si dice al cerchio (alla circon-
ferenza), quando il vertice trovasi sulla circonfe-
renza; i lati in generale sono seganti la circonfe-
renza, ma possono anche essere tangenti. L’angolo
al cerchio si dice che insiste sull’arco compreso
da’ suoi lati, ed & inscritfo nell’arco rimanente.

Cosi I’angolo BAT (fig. 65) al ecerchio insiste
sull’ arco ﬁb, ed & inscritto nell'arco BAC.

149. TEOREMA. L’ angolo al cerchio é la mela
dell’ angolo al centro, che comprende il medesimo
arco.

Possono darsi tre casi: 1.° che un lato dell’an-
golo passi pel centro; 2.° che il centro sia interno
all’angolo; 3.° che sia esterno.

1.° caso. Nella circonferenza O (fig. 65) il lato
AD dell’angolo al cerchio (TAD passi pel centro:
congiunto O con C, si ha (n. 96 Cor.)
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COD = CAD -+ ACO;
ma ACO = CAD, percid> COD = 2CAD, da cui:

CAD = —é— CcOD.

Se P’altro lato & tangente, come AC/, si ha che
DAT’ & retto (n. 142, Teor. 1.°, caso 2.°), e percid
metd dell’angolo piatto AOD che comprende lo
stesso arco ACD.

92.° caso. Sia il centro O interno all’ angolo BAC :
condotto il diametro BD, pel g A o
1.° caso si ha:

P 'poc
BAD = 5 BOD, e DAC = 3D0C ALY SN
e addizionando

Bm)wm:lgami poc B

D
ossia BAC = ? BOC. : Fig. 65 '
Lo stesso ragionamento vale se un lato del-

I’angolo & tangente, come per langolo BAUT, perche

DAC = o DOA (a destra)

Lo stesso vale anche se entrambi 1 lati sono
tangenti, come per l’angolo B’AC". Infatti

- IDAB’ =  DOA (a sinistra),

DAT =
addizionando
B'AC = % giro.

DOA (a destra)

19|'—* [9

3. caso. Sia il centro O esterno all’angolo BAC
(fig. 66); condotto il diametro AD si ha:
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DAC = DOC e DAB= - OB

e sottraendo membro a membro

]

DAc—ﬂ_ 1)’07;—T

ossia BAC = T BOC.

~|

Fig. 66.
Se un lato dell’angolo & tangente, come per
I"angolo Bfﬁ*‘ , vale la stessa dimostrazione:

DAC = @ )OA (a destra), ITA\B=§D6\B
da cui  DAC — DAB — —;-DOA _
ossia BAC = V%B()\A.

COROLLARI0 1.° Gli angoli al cerchio che insi-
stono sullo stesso arco (o iscritti nello stesso arco)
sono uguali. L’ arco in cui sono insecritti gli angoli si
dice capace di uno di questi angoli. Cosl I’arco
CAD ¢ capace dell’angolo CAD.

COROLLARIO 2.° Un angolo al cerchio & convesso,
e precisamente & acuto, retlo od ottuso, secondo che
U arco compreso & minore, uguale o maggiore della
semicirconferenza.

§ 5.° Alenni problemi.

150. Al n. 21 si & detto che una figura & de-
terminata in modo unico, quando siano dati alcuni
de’ suoi elementi (e le loro posizioni relative). Le
proprieta della figura, cioé le mutue relazioni dei
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suoi elementi, permettono di trovare anche gli altri
elementi, ossia di costruire la figura. In ¢id con-
siste risolvere un problema.

151. La costruzione di una figura si riduce alla
opportuna ripetizione delle due costruzioni fonda-
- mentali della retta ¢ della circonferenza di cui ai
nn. 34 e 60. _

Si & gia avuto qualche esempio ai nn. 113, 114
e 115. :

152. Talvolta avviene che la costruzione dia
luogo a piu figure, ma in numero finito, e diffe-
renti tra loro (di grandezza o di posizione), allora
la figura & semplicemente determinata, ed il pro-
blema si dice che ha piu soluzioni. Per es. il pro-
blema: da un punto condurre la perpendicolare ad
una retta data (n. 113) ha una sola soluzione;
mentre I’altro: da un punto condurre una retta che
faccia con una retta data un angolo dato;, ha due
soluzioni, come vedesi nella fig. 33, perché tanto
la AB quanto la AC condotte da A formano angoli
uguali colla BC. - '

E qui occorre fare una distinzione. Se la figura
richiesta deve avere certi elementi eguali ad ele-
menti dati, si hanno una o piu soluzioni, secondo
che vi sono una o piu figure differenti fra loro, che
soddisfano alle condizioni date. Ma se la figura &
richiesta anche di posizione (cioe & fissata la posi-
zione di qualche elemento), allora le soluzioni sono
tante quante sono le figure che soddisfanno alle
date condizioni, anche se eguali fra loro; percheé
diversa & la loro posizione.

Ad es. se si volesse un triangolo coi lati eguali
a tre segmenti dati, di siffatti triangoli, se ve n’ha




uno, ve ne sono quanti se ne vuole; ma la solu-
zione & unica, perché questi triangoli, essendo eguali
(n. 107, 1.°), si possono ridurre a coincidere. Ma
se fosse fissata la posizione di un lato, le soluzioni
sono piu d’una, sebbene eguali, perche su quel lato
fissato di posizione e cogli altri due lati si pud co-
struire piu di un triangolo.

Le risoluzioni dei problemi che seguono, quali
applicazioni di cid che si & trattato fino a questo
punto, metteranno meglio in chiaro questa di-
stinzione.

a) Sulle rette e sugli angoli.

153. PROBLEMA. Dati un lato ed il vertice co-
struire un angolo eguale ad un angolo dato.

Sia AB il lato dato (fig. 67), A il vertice e <

D I’angolo dato. Centro in G con

raggio arbitrario descrivasi una

04 circonferenza , c/lle incontrerd i

' lati dell’angolo C in due punti

D, E. Centro in A col medesimo

A g raggio descrivasi una circonfe-

renza, che incontrerd il lato AB

in un punto F. Centro in F con

Fig. 67. raggio eguale alla distanza DE de-

scrivasi una circonferenza, che incontrera la circon-

ferenza A in due punti G, H: congiungasi G (od H)

con A, e I'angolo GAB (o I'angolo HAB) & I'an-

golo richiesto. ,
Il problema & sempre possibile ed ha due so-

luzioni.
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OSSERVAZIONE. Questo 'problema insegna a co-
struire la somma di pilt angoli.

154. PROBLEMA. Da un punto dato condurre la
parallela ad una retta data.

Sia A il punto dato ( ﬁg ‘68) e BC la retta data.
Si unisca A con un punto qua-

4/ ﬁE lunque D della BC. Indi col
vertice A e col lato AD si co-
struisca un angolo eguale ad

B /D ¢ ADB, ma dall’altra banda della

Fig. 68. AD e sia DAE. La AE & la pa-
rallela richies'a ed & unica.

155. PROBLEMA. Dividere un segmento in un dato
numero di parti equali.

Sia AB (fig. 69) il- segmento da dividersi per
es. in cmque parti eguali. Si
costruisca in A un angolo acuto
qualunque CAB; di poi sul lato

~ AC ed a partire da A si por-
tino consecutivamente cinque
segmenti AD, DE, EF, FG, GH
eguali tra lorn. Si congiunga
Fig. 69. H con B; le parallele ad HB
condotte dai punti D, E, F, G ad incontrare AB
nei punti D', E', ', G', dividono il segmento AB
in cinque parti eguali.

Infatti condotte dai punti D, E, F, G le paral-
lele ad AB, come & indicato nella figura, i trian-
goli AD’D, DLE.... GPH sono eguali per avere eguali
i lati AD, DE,.. GH non che gli angoli adiacenti
a questi lati. Percido AD’ = DL =... = GP. Ma
DL = D'E.... GP = G'B, perche lati opposu di
parallelogramml dunque:
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AD' = DE = ... = G'B.

0SSERVAZIONE 1.2 La costruzione riesce pil spe-
dita operando nel modo seguente: si conducano da
A e da B due raggi in direzioni opposte tra loro
(fig. 69): si prendano su ciascuno di questi a par-
tire rispettivamente da A e da B, cinque segmenti
tutti eguali tra loro e si uniscano i punti di divi-
sione com’e indicato nella figura; queste congiun-
genti dividono il segmento AB in cinque parti eguali
perché sono parallele tra loro (n. 119).

OSSERVAZIONE 2.* Si pud domandare se & pos-
sibile dividere anche un angolo, un arco od un
settore in un numero qualunque di parti eguali.
Rispondiamo che no, salvo per certi angoli, archi
o settori particolari da dividersi in uno speciale
numero di parti eguali. Cosi ad es. essendo I’an-
—Q{T{\, la co-
struzione di questo triangolo fornisce il modo di
dividere un angolo retto in tre parti eguali: il che
lasciamo per esercizio allo studiosn.

“golo del triangolo equilatero eguale a

b) Sui triangoli.

156. PROBLEMA. Costruire un triangolo, che abbia

a un lato equale ad un segmento
/ X dato e due angoli equali a -due
A . . angoli dati o, come si usa dire

per brevitd, costruire un trian-
golo dati un lato e due angoli.
Siano a il segmento (fig.
70) e B, C gli angoli dati. Di-
stingueremo due casi:
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1.° gli angoli dati devono essere adiacenti al
lato dato: T

2.°. uno degli angoli dati deve essere opposto
al lato dato.

Nel 1.° caso preso sopra una retta un segimento
DE = a (fig. 70), si faccia in D e col lato DE I'an-
golo FDE = B ed in E col lato ED I'angolo
GED = E dalla stessa banda del primo: posto che
DF ed EG s’incontrino in H, il triangolo HDE &
il domandato, com’é evidente.

Nel 2.° caso si costruisca la somma dei due
angoli dati, facendo EDF =B
e FDG =C (fig, 71) e si pro-
lunghi ED in M. L’ angolo GDM
¢ eguale al terzo angolo .del
triangolo e percid all’altro an-
golo "adiacente al lato dato:
cosl si & ridotti al primo caso.

Percio fatto DE = a, si costruisca in E I’angolo
DEH = GDM; il triangolo DEH & il domandato.

Il problema ha una soluzione, ed & possibile
se la somma degli angoli dati & minore di 2R.

157. prROBLEMA. Costruire un triangolo dati due
lati e U angolo compreso.

Sieno a, b i lati e C I'angolo dato (fig. 72). Fatto
un angolo DAB = C, si pren-

dano sui suoi lati AB = a, 5 4
AD = b, si unisca D con B; ¢ :

DAB é il triangolo richiesto. \ D
Il problema & sempre pos- A
sibile ed ha una soluzione. i

158. PROBLEMA. Costruire un A B
triangolo dati i tre lati. / Fig. 72.

E
Fig. 71.
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Sieno a, b, ¢ (tig. 73) i tre lati. Si prenda un
segmento BC = a; centro in B e raggio
¢ si descriva una circonferenza ; centro
in C e raggio b si descriva una seconda
circonferenza. Posto che le circonferenze
s’'incontrino, sia A uno dei punti d’in-
tersezione: si unisca A con B e con
C, ed ABC @& il triangolo richiesto.

E chiaro che l'altro punto d’inter-
sezione delle due circonferenze darebbe
un triangolo eguale ad ABC.

11 problema ha una soluzione, ed & poss1b|1e
se uno dei lati (distanza dei centri delle due circon-
ferenze) & minore della somma emaggiore della diffe-
renza degli altri due (raggi delle circonferenze) (n. 145).

Merita speciale attenzione, per la discussione
a cui da luogo, il seguente:

159. prROBLEMA. Costruire un triangolo datz due
lati e Vangolo opposto ad uno di essi.

Sieno @ e b i due lati dati ed A" I’angolo dato
(fig. 74) che dev’essere opposto al lato a. Si-costrui-
sca un angolo EDF ="A e sopra uno dei lati si
prenda DE = b. Centro in E e raggio eguale ad a
si descriva una ciréonferenza, la quale supponiamo

intersechi l'altro lato DF in
. ' -un punto F; congiungasi
E con F ed il triangolo EDF
e il richiesto.
. Per la discussione con-
" verrd distinguere alcuni casi.
Suppongas1 prima che I'an-
golo A sia acuto. Se da E si
cala la EH perpendicolare a

S omp

Fig. 73.

RIBONI 7
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DF, (che & determinata dal lato b e dall’angolo A)
¢ chiaro intanto che, se @ << EH, il problema non
ha soluzione, poiche in tal caso la circonferenza di
centro E e raggio @ non ha punti comuni col lato
DF: se a = EH, la circonferenza & tangente in H
a DF, ed il solo triangolo DEH & soluzione del pro-
blema: se a > EH, conviene ancora distinguere

secondo che @« = b, Se a < b, la circonferenza.
>

E interseca il lato DF in due punti F, F' ed i due
triangoli EDF, EDF” sono soluzioni del problema :
se a = b, la circonferenza interseca il lato DF nel
punto D ed in un altro punto F”, ed il solo trian-
golo EDF” & soluzione del problema: sea > b, la
circonferenza interseca la DF in due punti, di cui
uno F” sul lato DF e I'altro sul prolungamento,
ed il solo triangolo EDF” & soluzione del problema.

Suppongasi ora 1" angolo A retto ed ottuso

a———— (fig. 75). Se a < b, il pro-
. b——— = ]

E \ blema non ha soluzioni, per-
A= che i punti comuni alla cir-
conferenza E ed alla DF (se
D ve ne sono) si trovano sul
~ prolungamento del lato DF;
se infine @ > b, la circonfe-
renza interseca la DF in due punti, di cui 'uno F
sul lato DF e I'altro sul prolungamento, e il solo trian-
golo EDF & soluzione del problema. Riassumendo:

a < EH . .. nessuna soluz.

a < b{a= EH ... una soluzione

a > EH . .. due soluzioni

a=5b....... . . . una soluzione
a>b.......... una soluzione

S

~
........

A acuto
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a b .
l <Yy nessuna soluzione
a =25 l

A retto od ottuso
: Ia > b una soluzione

¢) Sui quadrilateri.

160. proBLEMA. Costruire un parallelogrammo
dati due lati e U angolo compreso.
Sieno a, b i lati dati ed M I'angolo dato (fig. 76).
Si costryisca I'angolo BAC =M e sui suoi lati si
prendano AB = a, AC = b; di poi col centro suc-
cessivamente in B ed e b
in C e raggi b ed a, si
descrivano. due circon-
ferenze, che s’incontre-
ranno in due punti (n.
145, Teor.), dei quali
uno situato dalla banda
opposta di A rispetto
alla BC e sia D; si
unisca D con B e con Fig. 76.
C e il quadrilatero ABDC @& ll pllgr. richiesto (n.
118, 2.° Teor.).
Questo problema comprende come casi parti-
colari i seguenti:
a) Costruire un rettangolo, dati due lati con-
secutivi.
b ) Costruire un rombo, dati un lato ed un angolo.
c) Costruire un quadrato, dato un lato.
161. PrOBLEMA. Costruire un trapezio dati
1:° i quattro lati:
2.° le due basi e le diagonali.
1.° Sieno @, b, ¢, d (fig. 77) i quattro lati e
precisamente sieno a, b le due basi.
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a Sopra una retta si prenda AB = b
b—————— (base maggiore) e sopra AB a par-
: : tire da B il segmento BC = a (base
minore). Di poi coi tre lati ¢, d ed

=4 Y AGC = a — b si costruisca (probl.

158) il triangolo ACD, ed infine si

completi il pllg. BCDE (n. 160): il

A ¢ B trapezio cercato ¢ ABED. La dimo-
Fig, 77. strazione allo studioso. "

I1 problema ha una soluzione ed & possibile,
se & possibile costruire il triangolo ACD, ossia se
la differenza (AC) delle basi & minore della somma
e maggiore della differenza degli altri due lati.

2.° Sieno a, b le basi e ¢, d le diagonali. Sopra

K D una retta si prenda

- AB = a (fig. 718) e

di seguito BCG = b.
Di poi coi tre lati c,
I CdeAC,=al+bsi
costruisca il triangolo
_— ACD: si completi il
' pllgr. BCDE, si uni-
sca A con E; il trape-
Fig. 78. zio cercato & ABDE,

La dimostrazione allo studioso.

Il problema ha una soluzione, ed & possibile,
se & possibile costruire il triangolo ACD, ossia se

c+d>a+b>c—d
d) Sul cerchio.

4

/N o

-

162. PROBLEMA. Da un punto dato condurre una
tangente ad una circonferenza data. :
Il punto dato puo essere sulla circonferenza o
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esterno ad essa. Nel primo caso la questione si ri-
duce a condurre per quel punto la perpendicolare
al raggio del punto stesso (n. 113). La soluzione &
unica ed & sempre possibile.

Nel 2.° caso sia O la circonferenza ed A il punto
dato (fig. 79): sopra OA come e -
diametro si descriva una cir- - 3
conferenza, che incontrerd la
prima in due punti C, D. La A
AC e la AD sono tangenti
alla circonferenza O per es-
sere retti gli angoli ACO,
ADO (n. 148, Cor. 2.9 Fig. 79.

Il problema & sempre possibile ed ha due so-
luzioni.

COROLLARIO. Le tangenti condotle da wun punto
esterno ad una circonferenza sono eguali.

Nella fig. 79 AC = AD. Védasi n. 126- Cor, 2.°
del Teor. 2.°

ALTRE COSTRUZIONI. 1.2 Si unisca A con O e dal
punto d’incontro di AO colla circonferenza O si
conduca la perpendicolare ad AO. Centro O e raggio
OA si descriva una circonferenza ad incontrare la
perpendicolare anzidetta in due punti. Le rette che
unigcono questi punti con O incontrano la circon-
ferenza data nei due punti C e D.

2.2 Centro A e raggio AO descrivasi una cir-
conferenza. Centro O e raggio il diametro della
circ. O si descriva una seconda circonferenza che
intersechera la precedente in due punti. Le rette che
uniscono questi punti con O incontrano la -circon-
ferenza data nei due punti C, D. La dimostrazione
allo studioso.
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163. PrOBLEMA. Condurre una tangente qd unaw
circonferenza data, che sia parallela ad una retta
data.

Sia C la circonferenza data (fig. 80) ed AB la
retta data. Si conduca dal centro C
la perpendicolare alla’ AB, la quale
incontri la circonferenza in D ed in B
E. Le tangenti in D ed in E alla

~ circonferenza sono parallele alla AB >
(n. 81). A
Il problema ha sempre due s0- )
luzioni. : Fig. 80.

164. PROBLEMA. Descrivere un arco capace di un
angolo dato e che abbia per estremi due punti dati.

Sieno A, B i punti dati e C I’angolo dato (fig. 81).
Si unisca A con B e si conduca la MO .
perpendicolare alla AB nel punto me- :‘
dio M. Col vertice in A e col lato AB ¢4—
si faccia 1’angolo BAT = C (n. 153). :
Si conduca da A la perpendicolare alla
AT ad incontrare in O la MO. Centro
O e raggio OA si descriva la circonfe-
renza che passa necessariamente per
B (n. 130). L’arco AB esterno all’an- . P
golo BAT & I’arco cercato.

Infatti un angolo iscritto in qgne-

Fig. 81°

st’arco € eguale ad —- 1 AOB (n. 149); e poiéhé AATl
¢ tangente in A alla clrconferenza, per essere per-

pendicolare ad OA in A, anche BAT = —;— AOB
(n. 149), dunque un angolo iscritto nel detto arco

e eguale a BAT, e percido anche all'angolo dato <
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Il problema ¢ sempre possibile (quando C sia
convesso) ed ha due soluzioni.

Infatti nel punto A si possono fare due angoli
BAT, BAT eguali a C da bande opposte della AB,
e percio si hanno due archi eguali da bande opposte
della. AB, che soddisfanno il problema.

COROLLARIO. Gli archi che coi due primi comple-
tano le due circonferenze O, O' sono capaci dell’an-
golo supplementare di C (n. 149).

TEOREMA. I luogo dei vertici degli angoli equali
ad un angolo dato ((]7, © cui lati passano per due
punti fissi (A, B) é il sistema dei due archi capaci
dell’ angolo dato, che terminano ai punti dati.

Infatti ogni punto dei due archi capaci dell’an-
golo C (fig. 81) e che terminano ai punti A, B sod-
disfa alla condizione enunciata; mentre un punto
interno alla figura racchiusa dai detti archi da-
rebbe luogo ad un angolo magglore di C, ed un

. punto esterno ad un angolo minore (la dimostra-
zione allo studioso).

OSSERVAZIONE. Se 1’angolo C & retto, il luogo &
la circonferenza di diametro AB.

165. PROBLEMA. Descrivere una circonferenza tan-
gente ad una circonferenza data O e ad una retta
data’ AB in un punto dato A (fig. 82).

It centro della circon-
ferenza incognita trovasi
intanto sulla perpendico-
lare in A alla AB. D’altra
parte la sua distanza da O
deve essere eguale alla
somma (n. 145) (o alla dif-
ferenza) dei raggi, e la sua

.
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distanza da O al raggio incognito; percio se sulla
perpendicolare alla AB e dalla banda opposta (o
dalla stessa banda) della circonferenza O si prende
AC (o AC’) eguale al raggio della circonferenza O,
il centro incognito sard equidistante da C e da O
.(oppure da CO’ e da), e si trovera sulla perpen-
dicolare ad OC (o ad OC’) nel punto medio. Il punto
d’incontro O’ (oppure O”) delle due perpendicolari
ad OC e ad AB (ad OC’ e ad AB) & il centro cer-
cato. La dimostrazione e la discussione allo studioso.

e) Alcuni luoghi.

Daremo infine qualche esempio di ricerca di
luoghi geometrici, tanto utili nella ricerca delle so-
luzioni dei problemi.

166. PROBLEMA. Qual ¢ il luogo descmtto dal
punto medio M del segmento AB (fig. 83) ¢ cui estremi
scorrono su due rette CA, CB perpendicolari tra loro ?

Qualunque sia la posizione
del segmento AB, & chiaro che si
ha MC = MA = MB (n. 120 Cor.):
ma MA e quindi MC non variano,
dunque il punto M descrive la cir-

Fig. 83. conferenza di centro C eraggio CM, -
167. proBLEMA. Un triangolo rettangolo ABC si
muove in modo che gli estremi dell’ ipotenusa AB
scorrano su due rette OA, OB per-
" pendicolari tra loro; come si muove
il vertice C dell’ angolo retto? (fi-
gura 84%). '
Si unisca O con C: qualunque
sia la posizione del triangolo ABC,
la circonferenza di diametro AB passa

Ay
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per O e per C (n. 163, Oss.), percid BOC = BAC;
ma BAC e quindi anche BOC non variano, dunque
il punto C si muove sulla retta OC. -
168. PrOBLEMA. Trovare il luogo del terzo vertice
di un triangolo, dati due wvertici A, B (fig. 85) ed
una mediana (*).
Non consideriamo il caso che la mediana data
cada sul lato dato AB, per-
ché allora & evidente qual

: BY
¢ il luogo descritto dal terzo “
vertice. : \

Supponiamo che la me- 7 A B
diana parta dal vertice A, e ., Fig. 8.
sia AM una sua posizione qualunque. Si conduca
BM e prendasi sul prolungamento MC = MB: sara
C il terzo vertice. Sul prolungamento di BA pren-
dasi AB’ = AB e» si unisca C con B’; sara CB/,
= 2AM e parallelo ad AM (n. 132. Cor.); ma AM
e quindi anche CB’ non variamo; i punti A e B
sono fissi; dunque intanto che il punto M (estremo
della mediana data) descrive la circonferenza di
centro’ A e raggio AM, il terzo vertice C descrive la
circonferenza di centro B’ e raggio B'C = 2AM.

§ 6.° Poligoni iscritti e circoscritti.

169. Sopra una circonferenza si prendano suc-
cessivamente dei punti A, B, C, D, E (figure 86 e
95). Le corde AB, BC, CD.... che uniscono questi
punti formano una spezzata (un poligono se la

() Vedasi la nota a pag. 73.
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spezzata e chiusa), che dicesi
iscritta nella circonferenza: questa
& circoscritla alla spezzata.

Le tangenti alla circonferenza
nei punti stessi incontrandosi suc-
cessivamente formano un’ altra
spezzata (un poligono se la spez-

zata & chiusa) che dicesi ¢irco- Fig. 86.
scritta alla circonferenza, e questa & iscritta nella
spezzata. .

170. TEOREMA. Ad un -triangolo si puo circoscri-
vere una circonferenza ed una sola.

Nel triangolo ABC (fig. 87) le perpendicolari

: c condotte dai punti medi D, E dei

lati AB, BC si devono incontrare

in un punto O. Poiche il punto O
p trovasi sulla DO, si ha OA = OB

(n. 130), e poiche il punto O tro-
~_ vasi anche sulla EO, si ha OB

Fig. 87. .= 0C; dunque il punto O & equi-
distante dai tre punti A, B, C, ed & unico; in altre
parole, la circonferenza di centro O e raggio OA,
ed essa sola, & circoscritta al triangolo (*.

OSSERVAZIONE. 1.* Si confronti questo teorema
col problema 2.° n. 138.

OSSERVAZIONE 2.* Poiche OA = OC la perpen-
dicolare ad AC nel punto medio F passa per O,
ossia: , : :

In un triangolo le perpendicolari ai lati nei

(}) Circa alla posizione del punto O si pud dire che, se
il triangolo é acutangolo, questo punto é interno al trian-
golo; se ottusangolo, il punto O é esterno; se rettangolo, il
punto O ¢é il punto medio dell’ ipotenusa. N
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loro punti medi concorrono in un punto (centro del
cerchio circoscritto) (%).

171. Ad un quadrangolo non si pud in gene-
rale circoscrivere una circonferenza. La condizione
necessaria, percheé cio sia possibile, & data dal se-
guente:

1.° TEOREMA. In un quadrangolo iscritto gli an-
goli opposti sono supplementari.

Nel quadrangolo iscritto ABCD (fig. 88) I’an-
golo in B & eguale alla meta del- B
l’angolo al centro opposto all’arco
ADG, e I’ angolo in'D alla meta
di quello opposto all’arco ABUG. 4 c
Ma i due angoli al centro danno
per somma 4R, dunque B 4+ D

= 9R; e percid anche A + C . b
— 9R. Flgf 88.

La condizione & anche sufficiente, perche reci-
procamente:

2.° TEOREMA. Ad un quadrangolo, che ha gli an-
goli opposti supplementari, si puo circoscrivere una
“circonferenza.

Il quadrangolo ABCD (fig. 89) abbia gli angoli
opposti supplementari. La circonferenza dei tre punti
A, B, C non passi per D, se & possibile, ed incontri

(*) Se si congiungono i punti D, E, F, si sa che queste
congiungenti sono parallele ai lati del triangolo ABC, e percio
le OD, OE, OF prolungate opportunamente sono le altezze
del triangolo DEF, cioé le distanze di ciascun vertice dal
lato opposto. Se si considera come dato il triangolo DEF, si
dimostrera che le altezze d’un triangolo concorrono in un
punto, mostrando che esse sono le perpendicolari nei punti
medi ai lali del triangolo (ABC) ottenuto conducendo pei ver-
tici del triangolo dato le parallele ai lati opposti.



— 108 —

la AD in un punto D' Il quadran- ¢
golo ABCD’ essendo iscritto, I'an- /]
golo AD'C sara supplementare del-
I’angolo B, ma anche ADC & sup-
plementare di B, percio AD'C = ADC, pp———4
‘il che & assurdo (n. 95 Cor.). Dun-  Fig. 89.
que la circonferenza passa per D.

COROLLARIO. Al quadrato, al rettangolo ed al tra-
pezio isoscele si pud circoscrivere una circonferenza.

172. TEOREMA. In un triangolo si pud iscrivere
una circonferenza ed una sola.

Nel triangolo ABC (fig. 90) si conducano le bi-
seltrici dei due angoli A e B, che si dovranno in-
contrare in un punto O. Questo punto per essere
sulla bisettrice OA & equidistante dai lati AB, AC

‘ ¢ (n. 131), e per essere sulla bi-

A\ settrice OB & equidistante dai
l@  lati AB, BC, percid & equidi-
“ stante dai tre lati, ed & unico;

M in altre parole la circonferenza

Fig. 90. di centro O e raggio la distanza
OM del punto O dal lato AB & tangente ai tre lati
del triangolo, ed essa sola.

O0SSERVAZIONE 1.2 Poiche il punto O e equidi-
stante dai lati AC, CB, la bisettrice dell’angolo C
passa per O, ossia:

Le bisettrici degli angoli d’un triangolo concor-
roro in un punlo (centro del cerchio iscritto).

OSSERVAZIONE 2.* Se si prolungano i lati del
triangolo e si conducono anche le bisettrici degli
angoli esterni (fig. 91 a), queste a due a due s’in-
contrano in tre punti O,, O,, O,, che sono pure
equidistanti dalle tre rette che formano il triangolo




— 109 —

ABC, e percio sono centri
di tre circonferenze tan-
genli alle rette stesse. Que-
ste circonferenze, ciascuna
delle quali & tangente ad
‘| un lato del triangolo ed
\ ai prolungamenti degli al-
tri due, si dicono ex-iscritte
' , al triangolo. I punti O,
Fig. 91 a.  Fig. 91 b. 9, (), si trovano pure sulle
bisettrici degli angoli interni, e precisamente la
bisettrice di un angolo interno e le due biseltrici degli
esterni non adiacenti concorrono in un punto.

Esistono dunque in tutto quattro circonferenze
tangenti a tre rette che formano un triangolo; queste
si riducono a due, se delle tre rette due sono pa-
rallele (fig. 91, b); e mancano affatto, se le tre rette
sono parallele o concorrono in un punto.

173. In un quadrangolo non si puo in generale
iscrivere una circonferenza. La condizione necessaria,
percheé cid sia possibile, & data dal seguente:

1.° TEOREMA. Se un quadrangolo ¢ circoscritto ad
una circonferenza, la somma di due lati opposti é
eguale alla somma degli allri due,

Sia ABCD (tig. 92) un quadrangolo circoscritto

ed M, N, P, Qi punti di contatto. ]
Si sa che (numero 162 Cor.°) 4 1
AM = AQ ¢ BM = BN
da cui addizionando (
AB = AQ 4+ BN J
analogamente: c
CD = DQ - CN.

Addizionando nuovamente Fig. 92.
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AB + CD = AD + AC.

La condizione &.anche sufficiente, poiché reci-
procamente:

2.° TEOREMA. In un quadrangolo, in cui la somma
di due lati opposti é eguale alla somma degli allri
due si puod iscrivere una circonferenza.

Nel quadrangolo ABCD (fig. 93) sia

- AB 4+ CD = AD + BC.

Descrivasi la circonferenza tangente ai tre lati
CB, BA, AD; se CD non & tangente ad essa, sara
esterna o segante. Sia esterna se & possibile; si con-
duca dal centro O della circonferenza descritta la
perpendicolare alla CD, la quale incontri la circon-
ferenza in M. Da M conducasi la tangente alla cir-
conferenza (che sard parallela alla CD) ad incon-
trare in E, F rispettivamente i lati BC, AD. 1l qua-
drilatero ABEF & circo-
scritto, percio:

AF 4+ BE = AB -} EF.

Addizionando membro
a membro questa rela-
zione colla data, e toglien-
do dalle due somme eguali
le parti comuni AB, BE,
AF risulta
DC = EF 4+ FD 4 EC

Fig. 93. il che & assurdo (n. 103).

Alla stessa conclusione si giunge supponendo CD
segante: dunque la circonferenza & tangente a CD.

GOROLLARIO. Nel rombo e nel quadrato si puo
iscrivere una circonferenza.

174. Una spezzata (un poligono) & regolare, se
¢ equiangola ed equilatera. E chiaro che si possono
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costruire spezzate regolari con quanti e quali si vo-
gliano lati ed angoli. Di poligoni regolari abbiamo
avuto due esempi nel triangolo equilatero e nel qua-
drato: ne vedremo altri in seguito.

175. TEOREMA. Ad ogni spezzata (poligono) rego-
lare convessa 8i pud circoscrivere ed iscrivere una

circonferenza.
Sia ABCDEFG una

spezzata regolare (fig.
94): si conducano le
bisettrici di due angoli
consecutivi B, C;il loro
punto d’incontro & il
centro tanto della cir-
conferenza circoscritta
che della iscritta. Infatti
nel triangolo OBC si

~ Fig, 94 ha: OBC = OCB, da
cui: OC = OB. Congiunto O con D i due trian-
goli OCD, OCB sono eguali per avere OC comune,
BC = CD ed OCB = OCD, percid OD = OB = OC,
1

ed ODG = OBC; e poiche OBC = ABC, @
pure ODC = 1 CDE. Cosi continuandosi dimostra

2
che le congiungenti il punto O coi vertici della spez-

zata sono eguali: ossia la circonferenza di centro
O e raggio una di queste congiungenti & circoscritta
alla spezzata.

Di piu le corde AB, BC..... eguali sono equidi-
stanti dal centro (n. 140); dunque la circonferenza
di centro O e raggio la distanza OM del centro
dalla corda AB & iscritta nella spezzata. I punti di
contatto sono i punti medi dei lati.
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176. TEOREMA. Se sopra wuna circonferenza si
prendono successivamente degli archi equali, la spez-
zata iscritta, che ha per vertici i punti di divisione,
¢ regolare; e la spezzata circoscritta formata dalle
tangenti nei punti stessi (che ha per vertici i punti
@ incontro delle successive tangenti) & pure re-
golare.

Sulla circonferenza O (fig. 95) si abbiano gh
archi adiacenti ed e-
guali AB, BC..., EF,
FG; si conducano le
corde corrispondenti
a formare la spezzata
iscritta ABCDEFG e
le tangenti nei-punti
di divisione, che in-
contrandosi succes-
sivamente formino la
spezzata circoscritta
MNPQRS. Dico che Fig. 9.
le due spezzate sono regolari. :

Infatti le corde AB, BC.... sono eguali, perche
corrispondono ad archi eguali, e gli angoli ABC,
BCD,..... sono eguali, perche iscritti in archi eguali:
percid la spezzata iscritta & regolare.

I triangoli ABM, BCN.... sono isosceli ed eguali
per avere eguali rispettivamente le basi AB, BC....
e gli angoli adiacenti ad esse (n. 149). Percio la spez-
zata circoscritta ha gli angoli M. N.... eguali, ed i
lati MN, NP..... eguali, perche formati di parti eguah ;
ossia la spezzata stessa & regolare.

OSSERVAZIONE. Da questo teorema consegue, che
la questione di costruire un poligono regolare di
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n lati e ridotta alla divisione della circonferenza
in n parti eguali; il che tratteremo in seguito.

§ 7.° Simmetria rispetto ad un punto.

177. Due punti si dicono simmetrici rispetto ad un punto
se questo dimezza il segmento che unisce i primi due. Questo
punio dicesi centro di simmetria.

178. Due figure si dicono simmetriche rispetto ad un
punto, se ogni punto di una figura é simmetrico di un punto
dell’ altra rispetto allo stesso centro di simmetria.

Ad es. Due lati opposti di un pllgr. sono simmetrici ri-
spetto al punto d’incontro delle diagonali. Due angoli op-

L. posti al vertice sono
simmetrici rispetto al
vertice comune.

Data una figura
ABC... (fig. 96) ed un
punto O qualunque
del suo piano, e sem-
pre possibile costruire
la figura simmetrica
della prima rispetto

: ad O. Basta infatti
"Fig. 96. condurre i raggi OA,
OB, OC,... e sui raggi opposti prendere OA’, OB, 0C,....
rispettivamente eguali ad OA, OB, OC,... La figura A'B'C'.....
€ simmetrica della prima rispetto ad O.

Chiameremo raggi di simmetria i raggi OA ed OA’, OB
ed OB': ecc.

179. Una figura pud essere simmetrica di sé stessa ri-
spetto ad un punto, ed allora quel punto & centro della figura.
Ogni segmento che passa per quel punto e termina al con-
torno della figura vien dimezzato in quel punto: lo stesso
segmento poi divide la figura in due parti eguali diretta-
mente, e percid chiamasi diametro della figura.

Ad es. Una circonferenza é simmetrica di sé stessa ri-

RIBONI 8
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spetto al suo centro. Un parallelogrammo rispetto- al punto
d’incontro delle diagonali.

180. 1.° TEOREMA. Due figure simmetriche rispetto ad un
punto sono eguali direttamente. I segmenti corrispondenti sono
- in direzioni contrarie.

Infatti sieno le due figure ABC,.... A'B'CY,... (fig. 96) sim-
metriche rispetto ad O. Se si fa rotare una di esse, per
esempio ABC.... di mezzo giro intorno ad O, i punti A,B,C,...
vanno a coincidere coi loro simmetrici A’, B’, C,... e le due
figure coincidono. Che due segmenti corrispondenti, come
AB, A'B’ sieno in direzioni contrarie & evidente perché pa-
ralleli e da bande opposte rispetto ad AA'.

COROLLARIO. Se una figura é simmetrica di sé stessa ri-
spetto ad un punto, e la 8¢ fa rotare di mezzo giro intorno
al suo ceniro, essa viene a riprendere la posizione iniziale.

2.° Reciprocamente:

TEOREMA. Se due figure direttamente eguali hanno i seg-
menti corrispondenti in direzioni contrarie, esse sono simme-
triche rispetto ad un punto.

Sieno infatti le due figure ABC... A'B’C'.... (fig. 96) eguali
direttamente e coi segmenti corrispondenti AB, A'B’: BC,
B'C’; ecc. in direzioni contrarie. E chiaro che i segmenti AA’
BB’, CC/,.... che uniscono i punti corrispondenti si dimezzano
scambievolmente, perché diagonali dei parallelogrammi ABA'B’
BCB'C’, ecc.; percio il punto O comune ai detti segmenti &
centro di simmetria delle due figure.

0SSERVAZIONE. In due figure simmetriche rispetto ad un
punto O, se si considera questo punto come appartenente ad

"una figura, il suo corrispondente nell’ altra figura ¢ il punto
stesso. Si dice allora che il punto O é un punto doppio 0 un
punto unito delle due figure.

181. TEOREMA. Date due figure direttamente equali esiste
(in generale) un punto del piano, ed uno solo tale che, se 8i
fa rotare una delle figure iutorno a quel punto, si puod ri-
durla simmetrica dell’ altra rispetto al punto stesso.

Sieno ABC.... A'B'C.... (fig. 97) due figure eguali diretta-
mente. Si uniscano due coppie A, A’ ¢ B, B' di punti corri-
spondenti, e dai punti medi dei segmenti AA’, BB’ si con-
ducano le perpendicolari ai segmenti stessi, le quali 8’ incon-
trino in O. Dico che O ¢ il punto cercato. Infatti i due tri-
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angoli AOB A'OB’ sono eguali per avere i lati ordinatamente
eguali, perci6 AOB = AOB". Conducendo ora i raggi OA”,
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Fig. 97.

OB” opposti ai raggi OA’, OB, si ha A"OB” — AOB’; ma
AOB’ = AOB, dunque A"OB” = AOB: ed aggiungendo ad
entrambi I'angolo AOB”, si ha: AOA” = BOB”. Percid fa-
cendo rotare la figura ABC... intorno ad O dell' angolo AOA’
il punto A eadra sul raggio OA” in una posizione A” sim-
metrica di A’ rispetto ad O; per la stessa ragione il punto B
si disporra in B”, simmetrico di B’; ed anche gli altri punti
come C, della figura stessa si disporranno simmetrici dei
punti, come C”, dell’ altra figura.

08seERVAZIONE [.° Se i segmenti corrispondenti come AB,,
A’'B’ sono in direzione opposta, le due figure sono gia sim-
metriche (n. 180, 2.0).

Se i detti segmenti sono nella stessa direzione, allora le
perpendicolari ai segmenti AA’, BB’ nei loro punti medi sono

parallele ‘ed il punto O non A A

esiste (fig. 98). e S
0SSERVAZIONE IL.* Il punto ; __J___ _

0 & anche punto doppio delle ¢ P

due figure, perché se la figura I/ ;_ g

ABC... ri fa rotare intorno ad

O dell’ angolo AOA’ (supple-

mentare di ADOA”) ed in senso Fig. 98.

inverso a quello sopra indicato, é chiaro che essa si sovrap-

pone alla figura A'B'C'... Percid si pud dire che: ‘
Due figure eguali direttamente (salvo il caso che i sejj-

\
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menti corrispondenti sieno nella stessa direzione), hanno un
punto doppio ed uno solo (%).

§ 8.° Simmetria rispetto ad una retta.

182, Due punti si dicono simmetrici rispetto ad una retta
quando il segmento che li unisce é dimezzato ad angolo retto
dalla retta stessa. Questa dicesi asse di simmetria.

183. Due figure si dicono simmetriche rispetto ad una
retta, quando i punti dell’ una sono simmetrici di quelli del-
I’ altra rispetto alla stessa retta.

Ad es. I lati di un angolo sono simmetrici rispetto alla
bisettrice dell’ angolo. Due parallele sono simmetriche rispetto
alla bisettrice della striscia.

184. Data una figura ABC... (fig. 99) ed una retta (del
suo piano) ¢ sempre possibile
costruire la figura simmetrica
della data rispetto a quella
retta. Basta infatti condurre dai
punti A, B, C.... i segmenti Aa,
Bb, Cc,... perpendicolari alla
retta e prolungarli in A’, B’,
C,... in modo che Aa = A'a, .
Bb=B'b, C¢c = C'c.... La figura
AB'C.... é simmetrica della
figura ABC.... rispetto alla retta

Fig. 99. data.

(M Cid equivale a dire che se si immagina che la figura
ABC... sia sopra un piano P, e la figura A'B'C’... sopra un
altro piano P’ sovrapposto al primo, i punti corrispondenti
dei due piani sono distinti, mentre il punto O del piano P’
& sovrapposto al suo corrispondente (0) del piano P. Lo stu-
dioso pud farne una verifica sperimentale disegnando due
figure eguali su due fogli di carta, di cui uno trasparente;
e poi, sovrapposto questo all’altro in un modo qualsiasi,
cercare colla costruzione indicata il punto O, e verificare ¢he
facendo rotare il foglio trasparente intorno ad O, si pud ri.
durre la figura rotante a coincidere colla sottoposta.
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185. Una figura puo essere simmetrica di sé stessa ri-

spetto ad unaretta, che diremo asse di simmetria della figura.

Es. Un triangolo isoscele ha per asse di simmetria 1’al-
tezza che concorre coi lati eguali.

Una figura puod avere anche piu assi di simmetria.

Ad es. Due rette concorrenti hanno per assi di simmetria
le bisettrici dei loro angoli: il triangolo equilatero le tre al-
tezze: il rombo le due diagonali: il rettangolo le congiun-
genti i punti medi dei lati opposti: il quadrato tanto le dia-
gonali, che le congiungenti i punti medi dei lati opposti. Il
circolo ha infiniti assi di simmetria nei suoi diametri.

186. TEOREMA. Due figure simmetriche rispetto ad una
retta sono eguali inversamente.

Infatti (fig. 99) se si fa rotare una di esse, per es. ABC...
intorno all’ asse di simmetria di un mezzo giro essa viene a
coincidere coll’ altra.

COROLLARIO. Se una figura é simmetrica di sé stessa ri-
spetto ad una retla, e si fa rotare di mezzo giro intorno alla
retta stessa, la figura riprende la posizione iniziale.

OSSERVAZIONE. In due figure ABC..., A'B'C... simmetriche
rispetto ad una retta, se si considera un punto M dell’ asse
di simmetria, come appartenente ad una di esse, il suo cor-
rispondente dell’altra é il punto stesso. Cid é chiaro perché
due triangoli, come MAB, MA'B’ sono eguali inversamente.
Percio: '

Due figure simmetriche rispetto ad una retta hanno in-
finiti punti doppi: il loro luogo é U’ asse ¢i simmetria.

~ 187. TEOREMA. Date due figure eguali inversamente esiste
una retta ed una sola tale che, se si fa scorrere una delle
figure parallelamente a quella retia, si pud ridurla simme-
trica dell’ altra rispetio alla retta stessa.

Sieno due figure ABC,... A’B'C.... (fig. 100) eguali in-
versamente. Si unisca A con A, B con B’, e si trovino i
punti medi M ed N dei segmenti AA" e BB". La retta MN ¢ la
retta cercata. Infatti dai punti A, B ed A’, B’ si conducano
le perpendicolari alla MN ad incontrarla rispettivamente in
a, b, a’, b'. Intanto dall’ eguaglianza. delle coppie di trian-
goli rettangoli MAa, MA'a’, ed NBb, NB'®’ *(perché equian-
goli e colle ipotenuse eguali) si deduce Aa = A'a’ e Bb =B'b".
Conducansi ora da B e da B’ le parallele alla MN ad incon-
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trare rispettivamente le :
Aa, e Bb-in P e P": si
avra Bb = Pa e B
= P'a’; ma Bb = B?Y,
percio Pa — Pu’; e
sottraendo membro a
membro dall’ egua -
glianza Aa — A'a’, si
ha infine AP — A'P".
Percid i due triangoli
rettangoli ABP, A'B'P’,
avendo AB = A'B" e
AP = AP, sono e-
guali, e sara BP =
B'P’; da cui ab = a'd’
(cioé le proiezioni dei .
segmenti AB ed A'B' Fig. 100.
sulla MN sono eguali); ed aggiungendo ad entrambi a'b si ha:
aa = bb’. Cid posto, se si fa scorrere la figura A'B'C'.... in
modo che i punti A’, B’ descrivano due segmenti eguali ad
aa’ e paralleli ad MN (cioé strisciando secondo la MN) é chiaro
che venendo a’ in @ e & in b" il segmento A'B’ risulterd sim-
metrico di AB rispetto ad MN, e lo stesso avverra della figura
A'B’C'.... rispetto alla ABC... (¥).

ossErRvAzIONE 1. Se la M N risultasse perpendicolare
ad AA’, aa’ sarebbe nullo; cosi pure bb': il che equivale a
dire che le due figure sarebbero gia simmetriche rispetto
alla M N.

0sSERVAZIONE II. Se si considera un punto M della
retta ab come facente parte della figura ABC,... il suo corri-
spondente nell’altra é un punto M’ della retta stessa e tale
che MM’ — aa’ e nello stesso senso. Basta infatti osservare
che se si uniscono M ed M’ con due coppie di punti corri-
spondenti A, B ed A’, B’ i triangoli MAB, M'A'B’ sono in-

(Y Si fa uso qui del teorema: Se una figura si MmuUove
sul -piano tn modo che due suoi punti descrivano due seg-
mentz eguah e nella stessa direzione, anche gl altrs punti
descrwono segmenti come © ‘primi: la cui faclle dlmostrazmne
lascxamo allo studioso.
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versamente eguali, perché diventano simmetrici rispetto alla
ab, quando si riduce la figura A'B'C’... a diventar simmetrica
dell’ altra. Si puo dire dunque che:

Due figure eguali inversamente hanno una retta doppia ;
nel senso perd che i punti della retta hanno per corrispon-
denti dei punti della retta stessa, situati ciascuna coppia ad
eguale distanza ; e che diventano altrettanti punti doppi,
quando collo scorrimento di una delle figure lungo quella retta
st riduce la detta figura simmetrica dell’ altra rispetto alla
retta stessa (V).

(*) Osservazione anaioga a quella della‘pég. 116.



CAPITOLO 1V.

POLIGONI EQUIVALENTI

§ 1.° Definizioni.

188. Nei capitoli precedenti si & trattato dei
poligoni considerandoli come figure, cercando le
mutue relazioni fra i loro elementi; o, per dirlo in
modo piu volgare, si & studiata pill specialmente
la loro forma.

Passiamo ora a studiare la loro estensione,
ossia a considerarli come grandezze. E necessario
percio stabilire per essi i concetti di eguaglianza di
estensione (equivalenza), di somma e di differenza
(diseguaglianza).

189. L’intuizione ci avverte che due poligoni
(ed in generale due superficie finite) anche senza
essere eguali, possono avere eguale estensione, cioe
essere equivalenti. Per dare a questo concetto una
forma razionale non possiamo a questo punto dire
altro se non che due poligoni (due superfieie finite)
sono equivalenti, se sono formati o decomponibili
nello stesso numero di parti eguali ciascuna a cia-

scuna 1 ).

(}) Resta perdo a questo punto impregiudicata la que-
stione, se possono essere equivalenti senz’essere’decompo-
nibili nello stesso numero di parti eguali.
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190. Due poligoni si dicono adiacenti, se esterni

I'uno all’altro e con una parte
di contorno comune, come i po- 4 @
~ ligoni 4 e B (fig. 101). P
191. Addizionare due poli-
goni vuol dire disporli adiacenti Fig. 10L.
e sopprimere la parte di contorno comune; il po-

ligono risultante & la loro somma. Cosi (fig. 101) C
¢ la somma dei poligoni 4 e B e si scrive:

C= A4+ B.

Addizionare piu poligoni vuol dire addizionarne
due, poi la somma trovata con un terzo, e cosi di
seguito. L’ operazione & sempre possibile, non solo
ma ha un po’ dell’arbitrario, perché due poligoni
possono disporsi adiacenti in quanti modi diversi
si vuole: ma le somme ottenute sono tutte equi-
valenti, e percio & affatto indifferente considerare
I’una piuttosto che I’altra.

Per la stessa ragione nel fare 1’addizione ad
un poligono si possono sostituire le parti, in cui
puo essere decomposto: e reciprocamente a due o
piu parti di una somma sostituire la loro somma
parziale. o

In altre parole la somma di piu poligoni gode
delle proprietd commutativa, associativa e disso-
ciativa. '

192. Dati due poligoni 4, B "\
(fig. 102), se & possibile disporli f A \\ / B\
in modo che uno di essi, per -
es. B, sia tutto interno all’altro C \ '
con una parte di contorno co- /. \
mune, si dice che si fa la sof~ ~ Fig. 102,




— 122 —
trazione del poligono B dal poligono 4. Il poligono
A & il maggiore, B il minore e si scrive
A> B o B < A,
il poligono C ottenuto sopprimendo la parte comune
ad 4 ed a B ¢ la differenza tra A e B, e si scrive

C= 4 — B.

E chiaro poi che:
B=4—C

e che: ’
A=B+ C

Anche questa operazione ha dell’arbitrario, e nel-
I’eseguirla possiamo sostituire ai poligoni le loro
parti, ove occorra; ma non & sempre possibile.

193. E qui occorre fare una distinzione. Vi sono
poligoni pei quali I’equivalenza porta con s¢ anche
I’ eguaglianza“di forma. Tali sono i quadrati (con-
frontati tra loro), i triangoli equilateri, i parallelo-
grammi equiangoli con un lato eguale, e cosi via.

Per questi la sottrazione & sempre possibile
colla semplice sovrapposizione. In altre parole si
comportano come grandezze di prima specie.

194. Ma cid non avviene se si confronta uno
di essi, per es. un gnadrato, con un’altro poligono
di specie diversa, o due poligoni qualunque; perche
sovrapponendo .uno dei due all’altro, in generale
avviene che ciascuno abbia una parte esterna ri-
_spetto all’ altro, e per le due parti non comuni
(colle quali si volesse ripetere 1’operazione) vale
la stessa osservazione ().

(Y Né sapremmo dimostrare a questo punto che ripe-
tendo 1’ operazione piu volte colle parti non comum, questa,
debba avere un termine, :
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E percid coi teoremi che seguono ci proponiamo
di risolvere la questione per due poligoni qualunque
col sostituire ai medesimi altri due poligoni che ri-
sultino formati dello stesso numero di parti eguali
a quelle dei primi, ossia col trasformarli in altri
equivalenti, ma che siano paragonabili per sovrap-
posizione; poiché qualora si tratti della sola esten-
sione, ad un poligono se ne pud sostituire un altro
equivalente.

195. TEOREMA. Dati tre poligoni A, B, C (fig. 103)
~se A e B sono decomponibili nello stesso numero di
parti equali, e B e C sono pure decomponibili nello
stesso nummero di parti equali (diverse dalle prime),
anche i poligoni A e C sono decomponibili nello stesso
nuwmmero di parti equali.

Siano 4 e B (fig. 103) decomposti in due parti
. rispettivamente eguali (che sono un trapezio ed un
triangolo rettangolo), e siano

A )
e/ N B e C decomposti in due
/ / \ parti rispettivamente eguali
B/

. (che sono due triangoli ret-
7 tangoli). In tal modo il po-

;7N

Fig. 103.

ligono B & diviso in parti in
due modi differenti, cosi che
le prime parti considerate vengono suddivise colla
seconda divisione e reciprocamente. Cio posto, se
nelle parti di 4 e di C si fanno le stesse suddivi-
sioni che si avvertono nelle parti corrispondenti di
B, i due poligoni 4 e C risultano decomposti in-
sieme a B nello stesso numero di parti rispettiva-
mente eguali (nel nostro caso in quattro parti eguali
ciascuna a ciascuna),



— 124 —

La pr0p0s1z1one puo essere estesa anche a plu
poligoni, e cioé:

Dati pin poligoni 4, B, C, D, . H, L se il
primo ed il secondo sono decompombah nello stesso
numero di parti eguali; cost pure il secondo ed il
terzo, il terzo ed il quanrto...., il penultimo e I ultimo,
anche il primo e U'ullimo si possono suddividere -
nello stesso numero di parti equali. :

Infatti il ragionamento fatto coi poligoni 4, B, ¢
basta ripeterlo coi poligoni 4, ¢, D; 4, D, E,... e cosi
successivamente fino ai poligoni 4, H, L,

196. 1.° In un parallelogrammo un lato qua-
lunque dicesi base, e la distanza del lato opposto
dalla: base 1’ altezza corrispondente. In un paralle-
logrammo vi sono due altezze.

2.° In un trianngolo un lato qualunque dicesi
base, e la sua distanza dal vertice opposto I’ altezza -
corrispondente. Un triangolo ha tre altezze.
' 4.° In un trapezio i due lati paralleli si dicono
le basi e la loro distanza 1 altezza.

197. 1.° Un rettangolo, che ha per lati conse-
cutivi due segmenti a, b, si dice il rettangolo dei
due segmenli a, b e si rappresenta con a. b (%)

2.° Un quadrato, che ha i lati eguali ad un
segmento a, si dice il quadrato di @ e si rappre-
senta con a* (*).

§ 2.° Trasformazione dei poligoni in rettangoli
e quadrati. ,

198. TEOREMA. Ur parallelogrammo equivale al
rettangolo di egual base e di eguale altezza.

®) S intende che ai simboli . b a* non va attribuito
alcun significato aritmetico.
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Immaginiamo il pligr. ed il rettangolo sovrap-
posti in modo che le basi eguali coincidano. Siano

D F C E D C F )
/ | /
A B A "B
Fig. 104.

adunque il rettangolo ABCD ed il pligr. ABEF
(fig. 10%) sovrapposti e colla base comune AB:
lati CD, EF opposti ad essa (per I’eguaglianza delle
altezze corrispondenti) dovranno trovarsi sopra una
stessa retta parallela ad AB. Possono darsi parec-
chi casi:

1.° Il punto F cade sul lato DC: in questo
caso i due parallelogrammi sono decomposti cia-
scuno in due parti, di cui I'una ABCF & comune,
e le altre due, cioe i triangoli ADF, BCE, sono ma-
nifestamente eguali (n. 126, Cor. 2.°; percio i due
parallelogramml sono equivalenti.

2.° 1l punto F coincide con C; come il caso
precedente.

3.° Il punto F cade sul prolungamento di
DC. Si prenda di seguito a DC una serie di seg-
menti adiacenti ed eguali a DC fino ad averne uno
sovrapposto in tutto od in parte ad FE (n. 72). 1
parallelogrammi costruiti su AB ed aventi per lati
opposti ad AB successivamente questi segmenti sono
a due a due equivalenti, perché decomponibili nello
stesso numero di parti eguali; percid anche il ret-
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tangolo ABCD e il pligr. ABEF sono equivalenti
perché decomponibili nello stesso numero di parti
eguali (n. 195).

COROLLARIO. Due parallelogrammi di eguale base
e di eguale altezza sono equivalenti.

Difatti essi equivalgono ad un rettangolo della
stessa base e della stessa altezza, e percid sono
decomponibili nello stesso numero di parti eguali
(n. 195).

199. TrOREMA. Un triangolo equivale al rettan-
7 OH golo di meta base e della stessa
altezza.

Nel triangolo ABC (fig. 105)
si trovi il punto medio D delle
base AB e si compia il paral-
lelogrammo CADF, e sia E il

Fig. 106.  punto d’incontro della DF con
CB. 11 triangolo ed il parallelogrammo sono com-
posti ciascuno di due parti, di cui una ADEC co-
mune; e le altre due, cioe i triangoli DEB, CEF,
eguali (n. 105); percio il triangolo equivale al pa-
rallelogrammo ed anche al rettangolo di metd base
e della stessa altezza (n. 198).

COROLLARIO. 1.° Un triangolo equivale al rettan-
golo della stessa base e di meta altezza; od ancora
alla meta del rettangolo della stessa base e della
stessa altezza.

Infatti (fig. 105) se si prende come base comune
al triangolo ed al parallelogrammo il lato AC, si
puo facilmente verificare (n. 132, osservazione) che
I’altezza corrispondente del parallelogrammo & la
meta di quella del tnangolo

Infine se da B si conduce la parallela alla AC

¢
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ad incontrare in H la CF, si ha il parallelogrammo
ABHC della stessa base e della stessa altezza del

triangolo.
Ora
ABC = ADFC, ADFC — % ABHC
dunque

ABC = % ABHC.

COROLLARIO. 2.° Due triangoli di basi eguali ed

altezze corrispondenti equali sono equivalenti (n. 195)

200. TEOREMA. Un trapezio equivale al rettan-

golo avente la stessa allezza e la base eguale alla

semisomma delle basi del trapezio.
Sia il trapezio ABCD (fig.

106); sul prolungamento della \\CE
base AB si prenda BF = CD; . F
si conduca DF, che incontrera A R
CB in un punto E. 1l triangolo Fig. 106.

ADF ed il trapezio sono equivalenti, perché com-
posti ciascuno di due parti, di cui 'una ABED e
comune; le altre due, cio¢ i triangoli DCE, EBF
sono eguali (n. 105). Ma il triangolo ADF equi-

vale al rettangolo che ha per base 5 AF, cioe

% (AB + DC), e la stessa altezza; dunque il tra-

pezio equivale ecc. (n. 195).

COROLLARIO. Il trapezio equivale al rettangolo
della stessa altezza e che ha per base il segmento che
unisce i punti medi dei lati non paralleli (n. 132.
Cor. 2.9), .

201. TEOREMA. Un poligono circoscritlo ad wun
cerchio equivale al rettangolo, che ha per base il
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semiperimetro del poligono e z;er altezza il raggio
del cerchio.

Sia il poligono ABCDE (fig. 107) circoscritto
' al cerchio O. Sopra
una retta si prenda-
no successivamente
A'B" = AB, BC =
BC..., E'A” = EA e

0 " sopra A’A”, eguale al

perimetro del poli-

4 B MDD E A gono, si costruisca il
Fig. 107. triangolo O’A’A” col-

I’altezza O'M eguale al raggio del cerchio. Il poli-
gono dato ed il triangolo A’O’A” sono equivalenti:
perché unendo O coi vertici del poligono dato ed
Q" con B, C, D, E', i due poligoni vengono de-
composti in altrettante coppie di triangoli AOB,
A’O’'B’; BOC, B'O’'C” ecc., equivalenti. Ma il trian-
golo A’0’A” equivale al rettangolo che ha per base
1
2
O'M = raggio del cerchio O; dunque il poligono
equivale ecc.... (n. 195).

202. TEOREMA. Un poligono qualunque si puo
trasformare in un rettangolo; cioé si puo costruire
un rettangolo equivalente ad un poligono dato.

Sia ABCDE un poligono qualunque (fig. 108):
si conduca una diagonale in modo da staccare un
triangolo AED: da E conducasi la parallela ad AD
ad incontrare il prolungamento di CD in F; con-
ducasi AF. Il poligono ABCF & equivalente al po-
ligono dato ed ha un lato di meno; ed infatti si
I’uno che I’altro sono composti di due parti di cui

AN = % perimetro ABCDE e per altezza
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’una ABCD comune, e le altre
due, cioe i triangoli ADE, ADF,
sono equivalenti per avere la
stessa base AD e le altezze cor-
rispondenti eguali (n. 199, co-
rollario 2.%).

Con analoga costruzione Fig. 108.
si passa dal poligono ABCF al triangolo AHF; e
poiché il triangolo si sa trasformare in un rettan-
golo, questo sard equivalente anche al poligono
dato.

203. Un poligono si puo trasformare anche in
un quadrato. Per far cid occorre premettere il se-
guente . ‘
TEOREMA. In unr triangolo rettangolo il quadrato -

di un caleto equivale al rettangolo dell’ ipotenusa e
della proiezione del cateto sull’ ipotenusa.

Sia ABC (fig. 109) un triangolo rettangolo in A;
si costruisca sul cateto AB il quadrato ABDE e si
conduca da A la perpendicolare AF all’ipotenusa;
BF & la proiezione del cateto AB. Si costruisca ora
il rettangolo BFHL col lato BL eguale all’ipote-
nusa BC. Dico che il quadrato ABDE equivale al
rettangolo BFHL.

Infatti si prolunghino LB, HF ad incontrare
la DE rispettivamente in M ed in P. I triangoli
ABC, DBM sono eguali per avere DB = BA,
BDM = BAC (retti) ¢ DBM = ABC’ pelche com-
“plementari dello stesso angolo ABM; percid BM
= BC = BL. Cio posto, il quadrato ABCE ed il
pligr. ABMP sono equivalenti per avere la stessa
base AB e la stessa altezza corrispondente; il pa-
rallelogrammo ABMP ed il rettangolo BFHL,sono

RIBONI ' 9
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p equivalenti per avere le
/E/ basi BM, BL eguali e
M . ~ la stessa altezza corri-
\ spondente. Percid an-
D AN che il quadrato ABDE
\J4 ed il rettangolo BFHL
sono equivalenti, perche
si possono decomporre
B 7 7. nello stesso numero di
parti eguali (n. 195).
204. TEOREMA DI PI-
TAGORA (). In un trian-
golo reftangolo il qua-

13 - drato dell’ ipotenusa e-
H . quivale alla somma dei-
Fig. 109. quadrati dei cateti.

Infatti (fig. 109) il rettangolo BFHL, equivale
al quadrato fatto sul cateto AB; allo stesso modo
si dimostra che il rettangolo che ha per lati CF, FH
equivale al quadrato fatto su AC; percio la somma
dei due rettangoli, cioée il quadrato fatto sulla ipo-
tenusa BC, equivale alla somma dei quadrati fatti
sui cateti. ' '

(*) Filosofo e matematico greco nato verso il 580 a C.,
discepolo di Talete; dopo aver visitato 1’Egitto, I’ India ed
altri paesi venne in Italia e si stabili a Crotone nella Magna
" Grecia, dove fondd la celebre scuola, che da lui prese il nome;
in seguito dovette fuggire a Taranto, poi a Metaponto, dove
mori. Nel campo della Geometria oltre il celebre teorema
sopra menzionato, devonsi a lui (od alla sua scuola) la di-
mostrazione che la diagonale del quadrato é incommensura-
bile col lato, la teoria dei solidi regolari, i fondamenti della
teoria degli isoperimetri (quantunque di questi ultimi non
si sia ben certi) ed altre scoperte. Perd la scuola pitagorica
non usci, si pud dire, dalla retta e dal cerchio.
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205. TEOREMA. Un poligono qualunque si pud
trasformare in un quadrato.

Si trasformi prima il poligono dato in un ret-
tangolo, e sia questo ABCD (fig. P
110). Sul lato maggiore AB, come .7\

diametro, si descriva una semieir- A'/ B

conferenza e sopra AB si prenda o)
AE = AD. Da E si elevi la perpen- | .~
dicolare ad AB ad incontrare in F D c

la semicirconferenza ; si congiunga  Fig. 110.

A con F: dico che AF é il lato del quadrato ri-
chiesto. Infatti congiunto F con B si ha un trian-
golo rettangolo AFB, da cui:

AF* = AB.AE = AB.AD.

206. La trasformazione di un poligono in un
quadrato permette di asserire che:

Dati due poligoni é possibile decomporli in parti
in modo da verificarsi o U wno o U altro di questi
due casi:

o le parti dell’ uno sono eguali ciascuna a
ciascuna a quelle dell’ altro;

oppure uno é formato di parti eguali ciascuna
a ciascuna a quelle dell’ altro, pin di altre parti.

Infatti sieno 4 e B i due poligoni; si trasfor-
mino in due quadrati, e sieno questi 4" e B’ rispet-
tivamente. I due quadrati sono eguali o sono di-
seguali. ' .
1.° Se sono eguali, sovrapponendoli oppor-
tunamente, essi coincideranno. Allora la rvete dei
segmenti che dividono in parti uno di essi suddi-
viderd le parti dell’altro e reciprocamente: cosic-
che tenuto conto delle nuove suddivisioni, i due
quadrati risultano decomposti nello stesso numero
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di parti rispettivamente eguali. Ci0 posto, se nelle
parti dei poligoni 4 e B si fanno le stesse suddi-
- visioni che si sono fatte nelle corrispondenti parti
dei quadrati 4" e B, anche i poligoni 4 e B in-
sieme ai quadrati 4" e B’ risultano decomposti
nello stesso numero di parti rispettivamente eguali.

2.° Se i quadrati non sono eguali, sovrappo-
nendoli con un angolo in comune, uno di essi, ad
es. B, sara tutto interno all’altro. Allora la rete
dei segmenti, che sta nel quadrato B’ (insieme ai
due lati che cadono nel quadrato A), suddividera
le parti del quadrato A’; e parte della rete dei seg-
menti del quadrato A’ (quella cioé che cade entro
il quadrato B') suddividera le parti del quadrato B'.
Di guisa che tenuto conto delle nuove suddivisioni,
il quadrato 4’ conterra tutte le parti del quadrato
B’ insieme ad altre.

Se ora nelle parti dei poligoni 4 e B si fanno le
stesse suddivisioni avvenute nelle corrispondenti parti
dei quadrati 4" e B, risultera che il poligono 4 con-
tiene le parti eguali a tutte quelle di B insieme ad altre.

Nel primo caso A4 risulta equivalente a B; nel
secondo sard 4 > B: e la differenza & rappresen-
tata dalla somma di quelle parti di A che non
hanno le corrispondenti in B.

Si conclude adunque che due poligoni o sono
equivalenti o 'uno & maggiore dell’altro; ed un
caso esclude !’altro.

Dopo cio & manifesto che i poligoni sono gran-
dezze della seconda specie, e che anche per essi
valgono le proposizioni di cui al n. 71.

207. Alle medesime conclusioni si pud giungere
anche per altra via. Premettiamo intanto il
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TEOREMA. In un parallelogramino se per un punto
di una diagonale si conducono le parallele ai lati,
il parallelogrammo & decomposto in quatiro paralle-
logrammi, dei quali i due, che si trovano da bande
opposte della diagonale, sono equivalenti.

Nel parallelogrammo ABCD (fig. 111) pel punto
O della diagonale BD si conducano le EF, GH paral-
~ lele ai lati; dico che i due parallelogrammi AEOG
OHCF sono equivalenti.

Infatti si conducano da E e da H le EL, HM
parallele alla BD. I parallelogrammi AEOG LEOD
sono equivalenti per avere la

stessa base FO e le altezze GA ] =7
corrispondenti eguali; per la H
stessa ragione i parallelogram- » A
mi OHCF, OHMD sono equi- M F
valenti. Ma i parallelogrammi Fig. 111.
OHMD, OELD sono equivalenti per avere la stessa
base OD e le altezze corrispondenti eguali (altezze
dei triangoli eguali OEB, OHB); dunque anche i
parallelogrammi AEOG, OHCF sono equivalenti
(n. 195).

208. Ne consegue:

TEOREMA. Un rettangolo si puo trasformare in
un altro di base data. '

Sia ABCD il rettangolo dato ,
(fig. 112) e sia DE la base data. Si
compia il rettangolo ADEF; si con-
duca la diagonale DF ad incontrare 4 3
CB in H (prolungandola ove oc- lig
corra); da H si conduca la paral-
lela a DC ad incontrare AD ed EF » AN
in L ed M: il rettangalo DEML co-  Fig. t12.

M_H
718

S

C
C

]
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struito sulla base DE & il richiesto. Infatti questo
rettangolo ed il dato sono formati ciascuno di due
parti di cui I’una, cioe ADEF nella fig. 102 a) e
LDCH nella fig. 102 b), & comune, e le altre due,
cioc LMFA ed FBCE nel 1.° casb, ABHL e HCEM
nel 2.° sono equivalenti (n. 207). Dunque il rettan-
golo DEML equivale al rettangolo dato.

Cio posto, & chiaro che un poligono qualunque
si puo trasformare in un rettangolo di data base;
percid quanto & stato detto al n. 206 si pud ripe-
tere, sostituendo ai due quadrati due rettangoli della
stessa base equivalenti ai poligoni dati.

. § 3° Alcuni teoremi sui quadrati e rettangoli dei’
segmenti divisi in parti. - Alcune conseguenze
del teorema di Pitagora.

209. TEOREMA. Il rettangolo di un segmento e
della somma di due (o piw) altri equivale alla somma
dei rettangoli del primo segmento e di ciascuno degli
altri. . 4

Se m, a, b sono i segmenti dati, si ha:

m.(@a+4+b) = m.a-+}+m.b.

In particolare se @ = b si ha:

m2a = 2m.a.

210. TEOREMA. Il rettangolo di un segmento e
della differenza di allri due equivale alla differenza
dei retlangoli del primo segmento e di ciascuno degli
altri due.

Se m, a, b sono i segmenti dati, ed ¢ a > b
si ha:

m.@—b=m.a—m.b
Nel caso che @ = b, la differenza, @ — b é un
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segmento nullo. Allora si dird che il rettangolo di
base m e di altezza nulla & nullo. Anche per questa
grandezza nulla vale quanto & detto al n. 70.

211. TEOREMA. Il quadrato della somma di due
segmenti equivale alla somma dei quadrali dei due
segmenti aumentata del doppio rettangolo degli stessi

segmenti.
Sia AB = AC 4 CB (tig. 113): si costruisca .
sopra AB il quadrato ABDE; e su , B

BD preso BL = BC si conducano
dai punti C ed L le CF, LG paral- 6——H—
lele ai lati del quadrato, che s’in-
contrino in H. Il quadrato ABDE ¢
cosi decomposto in quattro parti, e E————F 2
cio¢ in due quadrati GHFE, CBLH  Fig. 113.
coi lati eguali ai segmenti AC, CB, ed in due ret-
tangoli ACHG, HLDF che hanno i lati eguali ai
segmenti AC e CB; percio

AB® = (AC 4 CB)* = AC* 4+ BC* 4 2AC. BC.

COROLLARIO. In particolare: Se un segmento é
doppio di un altro, il quadrato del primo é quadiruplo
del quadrato del secondo. )

212. TEOREMA. Il quadrato della differenza di
due segmenti equivale alla somma dei quadrati dei
due segmenti diminuila del doppio retlangolo degli
stessi segmenti. H

Sia AB = AC — BC (fig. 114): 4
si costruiscano sopra AC e BC e da
bande opposte i quadrati ACDE,
BCFH. Sopra AE prendasi EM = BC M
e compiasi il rettangolo EMND; di p '
poi prolunghisi HB ad incontrare  Fig. 114.
MN in L. I rettangoli MNDE, LNFH sono eguali
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ed hanno i lati rispettivamente eguali ai segmenti
AC, BC. Cid posto se dalla somma dei due qua-
drati si tolgono questi due rettangoli si ha ABLM
che & chiaro essere AB?: percio
AB® = (AC — BCy = AC* 4 BC* — 2AC. BC
213. TEOREMA. La differenza dei quadrati di due
segmenti equivale al rettangolo della somma e della
differenza dei due segmenti.
Sieno ABDE, BCFH (fig. 115) i quadrati co-
struiti sui due segmenti

A e B AB, BC e dalla stessa
banda: si prolunghi FH
M__ L __F y la quale incontri AE in

L e si prenda di se-
guito LM = BC; di poi
si compia il rettangolo
| MLEN che sara eguale
N E D al rettangolo ACFL. Al-

Fig. 115. lora la differenza dei
due quadrati (che & la somma dei rettangoli EDHL,
ALFC) equivale al rettangolo MNDH, che ha per
lati

DN = DE 4+ EN = AB 4 BC
ed
HD = BD — BH = AB — BC:
percio:
~ AB* — BC* = (AB 4 BC). (AB — BQ().
214. TEOREMA. In un triangolo rettangolo il qua-
drato dell’ altezza equivale al rettangolo dei segmenti
in cut U allezza divide U’ ipotenusa (le proiezioni dei
cateti).
Sia ABC (fig. 116) un triangolo rettangolo in A:
si conduca 1'altezza AD: dico che:-
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4 AD* = BD.DC.
Si costruisca su BD il rettan-
D golo BDEF col lato BF = B(C, e su
BF preso BH = BD, si compia il
quadrato BDGH. Dal triangolo ABC

H G _rettangolo in A si ha: AB* = BD.BF

F E (n. 203) od anche, come appare dalla
Fig. 116.  figura:

- AB® = BD* + HG.HF.

Ma dal triangolo ABD rettangolo in D si ha
(n. 20%):
AB: = BD* + AD?
percio sostituendo:
BD* 4+ AD* = BD* 4+ HG.HF.
e togliendo BD* :
AD?* = HG.HF.

Ma HG = BD, HF = DC, dunque finalmente
AD®* = BD.DC.

OSSERVAZIONE. Questo teorema fornisce un’altra
soluzione del

215. PROBLEMA. Trasformare un rettangolo in un
quadrato. .

Infatti, se BD e DC sono eguali ai lati del ret-
tangolo dato, sulla loro somma BC, come diametro,
si descriva una semicirconferenza; dal punto D si
elevi la perpendicolare a BC ad incontrare in A la
semicirconferenza: il segmento AD e il lato del qua-
drato richiesto, come facilmente si puo dimostrare.

216. TEOREMA. In un lriangolo il quadralo di
un lato equivale alla somma dei quadrati degli altri
due aumentata o diminuita del doppio rettangolo di
uno dei due lati e della proiezione dell’altro su que-
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sto, secondoché I’ angolo opposto al primo lato é otluso
oppure acuto.
1.° Caso. Sia ABC un trlangolo B
(fig. 117) coll’angolo in A ottuso: si
trovi la proiezione AD del lato AB su
CA (che cade sul prolungamento del
lato stesso CA): dico che: C e~
CB* = CA* -} AD®* 4+ 2CA.AD Fig. 117.
Infatti, essendo CD = CA -} AD si ha:
CD* = CA* 4+ AD* 4 2CA.AD
_ ed aggiungendo BD?
- CD* 4 BD* = BD* 4 CA* 4 AD* 4 2CA.AD:
ma
CD*+ BD*=B(C* e AD*{ BD*= AB;,
percio sostituendo
BC* = AC® 4 AB? -} 2AC.AD.
2.° Caso. Sia ora il trian- ) B B B
golo ABC (fig, 118) coll’an-
golo A" acuto: si trovi an-
cora la proiezione AD di AB
su AC (che cade sul lato C—35— % 4
stesso AC) dico che: Fig. 118.
BC* = AC*4 AB* — 2AC.AD.
Infatti essendo CD = AC — AD (fig. 118, a),
oppure CD = AD — AC (fig. 118 b) si ha:
CD* = AC* 4 AD®* — 2AC.AD,
ed aggiungendo BD%
CD* 4 BD* = BD* 4 AC* 4 AD®* — 2AC.AD
ed anche (come nel 1.° caso):
. BC*= AC* 4 AB* — 2AC.AD.
0SSERVAZIONE 1.* Se 1’angolo A & retto, il doppio
rettangolo si annulla, perché la proiezione di un
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lato sull’altro & nulla, e si ricade nel teorema di
Pitagora.

0SSERVAZIONE 2.* Coi teoremi n. 20% e 216 si &
dimostrato che: Secondoché un angolo di un trian-
golo é acuto, retto od ottuso, il quadrato del lato op-
posto & minore, equivalente o maggiore della somma
dei quadrati degli allri due lati.

Reciprocamente :

217. TEOREMA. In un triangolo secondoche il qua-
drato di un lato ¢ minore, equivalente o maggiore
della somma dei quadrati degli altri due, I angolo
opposto al primo lalto & acuto, retto od ottuso.

Si dimostra per assurdo.

218. TEOREMA. In un triangolo la somma dei
quadrati di due lati equivale a due volte la somma
dei quadrati della mediana concorrenle con essi e
della meta del terZo lato.

Sia ABC un tria golo (fig. 4
119), AD la mediana condotta
da A: si proietti la mediana
sopra BC e sia DH la proie- B C
zione, che suppongasi cadere b H
sopra DC. Fig. 119.

Dal triangolo ABD si ha (n. 216):
AB* = AD* 4+ BD* 4 2BD.DH
e dal triangolo ADC:
AC* = AD* 4 CD* — 2CD.DH.
Addizionando le due relazioni e ricordando che
BD = CD si ottiene appunto:
AB® + AC* = 2AD* 4 2BD*
COROLLARIO. In un parallelogrammo la somma
dei quadrati dei lati equivale alla somma dei qua-
drati delle diagonali.

’
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Infatti sia ABCD un pligr. (fig. 38) ed O il
punto d’incontro delle diagonali. Dal triangolo ABC
si ha:

AB®* 4+ BC* = 2A0* 4 2BO®
e dal triangolo ADC
AD* 4- CD* = 2A0* 4 2DO*
addizionando, e tenuto conto che BO = DO
AB* 4 BC* 4 CD* 4 AD®* = 4A0* 4 4BO:®
ma AC = 2A0, BD = 2BO, percid (n. 211, Cor.)
AC* = 4A0% e BD? = 4B0? .
sostituendo
AB* 4 BC* 4 CD* 4+ AD®* = AC*'4 BD:

§ 4.° Seganti nel cerchio - Teorema di De Paolis e
sSue conseguenze. ' N

219. TEOREMA. Se da un punto interno od esterno
ad una circonferenza si conducono delle seganti, i
_ rettangoli dei segmenti che
' / M)K la circonferenza determina
* A \e " su ciascuna segante, @ par-
L tire da quel punto, sono
equivalenti.
1.° caso. Sia O la cir-
conferenza (fig. 120) ed M
un punto interno pel quale
passino due corde AB, CD.
Dico che
MA.MB = MC.MD.
Infatti si conduca OP perpendicolare a CD. Si ha
MC.MD = (CP — MP).(DP + MP)
ossia per essere GP .= DP (n. 137)
MCMD = (CP — MP).(GP -4 MP)

Fig. 120.
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ed anche (n. 202)
MC.MD = CP* — MP?
ed aggiungendo e togliendo OP?,
MC.MD = (CP* 4 OP*) — (MP* 4+ OP?)
ed ancora (n. 213)
MD. MD = 0C* — OM=
Per l'altra corda AB si dimostra in ugual modo
che
MA. MB = OA* — OM? .
e poiché OC = OA ed anche OC* = OA? si conclude
MC.MD = MA.MB
osseErvAzIoNE. I detti rettangoli "equivalgono al
quadrato nella semicorda minima,
perché questa & dimezzata in M M
(n. 140 Osserv.).
2.2 ¢aso0. Sia la circonferenza O
(fig. 121) ed M un, punto esterno Y /
pel quale sieno condotte due se- 'p ‘
ganti MAB, MCD. Dico che
MA.MB = MC.MD.
Infatti conducasi OP perpen- '
dicolare alla AB. Si ha P
MA.MB = (MP — PA).(MP + PB)
ossia per essere PA = PB. Fig. 121.
MA.MB = (MP — PA).(MP 4 PA)
ed anche
MA.MB = MP?* — PA*
ed aggiungendo e togliendo OP”,
MA.MB = (MP* 4+ OP?) — (PA* 4 OP?
ed ancora’
MA.MB = OM2 — OA*
Per l'altra segante si dimostra in egual modo che
MC.MD = OM* — OC?



. — 142 —
e poiche OC = OA ed anche OC* = OA?, si conclude

MA.MB = MC.MD.
0SSERVAZIONE. Se si conduce la tangente MT, si
dimostra che i detti rettangoli equivalgono al qua-
drato della tangente MT. Infatti dal triangolo ret-
tangolo OMT si ha che
MT®* = OM* — OT®* = OM? — OA®
dunque
MA.MB = MT=
CORQLLARIO. Di tulti i rettangoli equivalenti il
quadrato ha il minimo perimetro. v
Infatti nella fig. 120 le corde passanti per M
rappresentano i semiperimetri di rettangoli equiva-
lenti, e la minima & appunto quella dimezzata in M.
~ Reciprocamente
1.° TEOREMA. Date due rette AB, CD concorrenti
in M, se il rettangolo dei segmenti MA, MB presi
sulla prima da bande opposte di M (fig. 120), o dalla
stessa banda (fig. (121), equivale al rettangolo dei
segmenti MC, MD presi allo stesso modo sulla seconda,
i quatiro punti A, B, C, D sono sopra una circon-
ferenza. )
Infatti se la circonferenza dei tre punti A, B, C
incontrasse la MD in un punto D', si avrebbe
MA.MB = MC.MD’,
Ma per ipotesi
MA.MB = MC.MD
eppero
MC.MD’ = MC.MD.
il che & assurdo, se D’ non coincide con D.
2.° TEOREMA. Date due rette MT, MAB concoirrenti
~in M (fig. 121), se il quadrato del segmento MT preso
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sulla prima equivale al rettangolo dei segmenti MA,
MB presi sulla seconda dalla stessa banda del punto
M, la circonferenza dei tre punti T, A D ¢é tangente
in T alla MT.

Infatti se la circonferenza TAB non fosse tan-
gente in T alla MT. la dovrebbe incontrare in un
altro punto T e pel Teor. 219 si avrebbe:

: MT.MT" = MA.MB.
Ma per ipotesi '
MT* = MA.MB,
percio
MT? = MTMT’;
il che & assurdo, se T' non coincide con T.

220. In due triangoli cogli angoli eguali ciascuno
a ciascuno si dicono corrispondenti i lati opposti ad
angoli eguali.

TEOREMA. Se due- triangoli hanno gli angoli ri-
spettivamente eguali, il rettangolo di un lato dell’'uno -

£

- 7

\\B
A

--T &

vc'
Fig. 122.
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e di un lato non corrispondente dell’altro equivale al
rettangolo dei loro corrispondenti (*).

Sieno i due_triangoli ABG, A'B'C” (fig. 122) e
sia A=A eB =B, da cui C = C. Dico che
AB.A’'CC = ACAB.

Si prenda sopra AC (o sul prolungamento)
AD = A'B’ e sopra AB (o sul prolungamento)
AE = A’C’ e si conduca DE: il triangolo ADE sara
eguale al triangolo A’'B’C’. Cio posto, per essere
C="E & chiaro che i quattro punti B,C,E,D sono
sopra una circonferenza (n .149 e 164), percid (n .219)

AB.AE = AC.AD, ossia AB.A'C’ = ACAB.

0SSERVAZIONE. Se due lati non corrispondenti

come AC, A'B’ fossero eguali, si avrebbe AB.A'C’
= AC.

221. TEOREMA. In un triangolo il rettangolo di due
lati equivale alla somma del quadrato della bisettrice
concorrente con essi e del rellangolo dei segmenti in
cui vien diviso il terzo lato. .

Sia ABC un triangolo (fig. 123); AD la biset-
trice dell’angolo "A; dico che

ABAC = AD* 4 BD.DC
Si circoscriva la circonferenza A

al triangolo, si prolunghi AD ad in-
contrare la circonferenza in E e si
conduca BE. I triangoli ABE, ADC ()

sono equiangoli, perche BAE = DAT, B "
ed AEB = ACD (n. 149); perciod E

ABAC = AE.AD Fig. 123.

(*) Questo teorema é noto anche col nome di teorema di
De Paolis (Vedi nota a pag. 15).
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ma AE = AD 4 DE; percio (n. 209)
AE.AD = AD*®* 4 AD.DE

ma (n. 219) AD.DE = BD.DC, percio sostituendo
AE.AD = AD?® 4- BD.DC

ed infine
‘ AB.AC = AD®* + BD.DC.

223. TEOREMA. In un triangolo il reltangolo di
due lati equivale al rettangolo dell’ altezza che con-
corre nello stesso vertice e del diametro del cerchio
‘circoscritto.

Sia ABC il triangolo (fig. 124):
si circoscriva la  circonferenza e si
conduca |’altezza AH e il diametro
AD; dico che

AB.AC = AD.AH

Infatti si unisca. C con D; i due Fig. 124
triangoli ACD, AHB sono equiangoli, perche rettan-
goli 'uno in C (n. 149, Cor. 2.°) e I’altro in H; di pit
ABH = ADC (n. 149). Dunque pel teor. 220 & vero che

AB.AC = AD.AH '

223 TEOREMA (di Tolomeo) (). Se wun quadri-

( Claudio Tolomeo, geometra ed astronomo alessan-
drino, nato verso il 125 dell’ Era volgare. Tra le varie sue
opere citiamo le pi importanti: un trattato di trigonometria
rettilinea e sferica con applicazioni all’ astronomia, il pil
antico che ci sia pervenuto, detto in seguito con parola araba
I’ Almagesto ; il teorema sopracitato ne é uno dei fondamenti;
la dottrina della proiezioni, di cui diede i fondamenti e che
applico alla costruzione delle carte geografiche ed alla gno-
monica. In entrambe queste opere sembra pero siano ripor-
tate anche scoperte di Ipparco, il pitt grande astronomo del-
I’ antichita, vissuto quasi tre secoli prima, e le cui opere
andarono perdute.

Finalmenle un trattato intitolato Optice, dove tratta ce-
lebri questioni di ottica matematica.

RIBONI 10
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latero é iscritto in un cerchio, il rettangolo delle dia-
gonali equivale alla somma dei rettangoli dei lati
opposti.
Sia ABCD un quadrilatero iscritto (fig, 125) e
sieno AC, BD le diagonali; dico che
AC.BD = AB.CD + AD.BC
Infatti si formi in A con AB I’angolo BAE =
DAC (E & il punto d’incontro di AE con BD). I
due triangoli ABE, ACD sono equi-
4 angoli, perche BAE = DAC e
: ABE = ACD (n. 149), percid
D AB.CD = AC.BE
Similmente i triangoli AED, ABC
¢ sono equiangoli, perche EAD = BAC
Fig. 125. ¢ ADE = ACB (n. 149), percid
AD.BC = AC.ED,
ed addizionando le due equivalenze
AB.CD 4+ AD.BC = AC.BE 4 AC.ED
ma
AC.BE 4 AC.ED = AC(BE + hl)) = AC.BD
percid sostituendo
AB.CD, 4+ AD.BC = AC.BD.

OSSERVAZIONE. Se il quadrilatero & rettangolo,
la relazione diventa
AB®* + AD®* = BD?
cioé si ricade nel teorema di Pitagora.

§ 5.° Aleuni problemi.

224. pROBLEMA. Costruire un quadrato equiva-
lente alla sommma di due o pii quadrati.
Se a, b sono 1 lati di due quadrati, I’ipotenusa
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del triangolo rettangolo, i cui cateti sono eguali ad
@ ed a b, e il lato del quadrato richiesto (n. 204).

Se i quadrati dati sono pilt di due, si trova il
lato del quadrato equivalente alla somma dei primi
due; poi il lato del quadrato equivalente alla somma
di quello trovato e del terzo, e cosi di seguito fino
all’ ultimo.

225. PROBLEMA. Costruire un quadrato che sia

1.° multiplo di un quadrato dato;
- 2.2 summultiplo di un quadrato dato ;
3.° multiplo d’ un summultiplo di un qua-

drato dato. v

1.° Sia a il lato del quadrato e si voglia tro-
vare il lato del quadrato equivalente a 5a* Se si
costruiscono cinque
quadrati eguali ad a*,
ed adiacenti, come & in-
dicato nella fig. 1260, % ¢ @* @ @
¢ chiaro che la loro Fig. 126a.
somma equivale al rettangolo che ha per lati a
e 5a; per cui la questione & ridotta a trasfor-
mare questo rettangolo in un quadrato (n. 205 o
n. 215). ‘

2.° Per costruire un summultiplo di un qua-
drato dato, per es. la quinta parte, si dividano in
cinque parti eguali due lati opposti del
quadrato (fig. 126b) e si uniscano i punti
di divisione corrispondenti. II qua-
drato viene cosi decomposto in cinque
rettangoli eguali. La questione & cosi 1
ridotta a trasformare uno di questi Fig. 126b.
rettangoli in un quadrato (n. 205 o 215).

3.° Per costruire un multiplo di un summul-
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tiplo, per es. i ZT d’un quadrato dato, se ne trova

prima la quinta parte (2°; si sommano 7 di queste
quinte parti (1°) e si trasforma il rettangolo ottenuto
in un quadrato (n. 205 o 215).

226. prROBLEMA. Costruire un quadrato equiva-
lente alla differenza di due quadrati.

Se a, b sono i lati dei due quadrati ed @ > b,
il cateto del triangolo rettangolo, di cui I’ ipote-
nusa ¢ eguale ad @ e l'altro cateto a b, & il lato
del quadrato.

227. pROBLEMA. Costruire un rettangolo data la
somma di due lati consecutivi ed il quadl ato equi-
valente.

Sia a il lato del quadrato equlvalente al ret-
tangolo cercato e p la somma di due lati conse-
cutivi. Si prenda AB = p (fig. 127) e sopra AB
come diametro si descriva una semicirconferenza,

— il cui centro sia O. Da un punto
P— —i della AB, per es. O, si elevi la
D c perpendicolare ad AB e su questa
[ \ si prenda un segmento OC = a:
da C si conduca la parallela ad

ATE 0 B AB ad incontrare la semicircon-

Fig. 127. ferenza in un punto D; dal punto

D si abbassi la perpendico]are DE sulla AB. 1 se-

gmenti AE, BE sono i lati del Lettangolo cercato:
Infatti :

AE+EB=AB=p; e AEEB=DE*=0C*=a"
ossERvAzZIONE. Perche il problema abbia solu-

zione & necessario che DE, cio¢ @, non superi il

. oo 1 . .
raggio del cerchio, cioe - Piin altre parole il ret-
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1
X2 Per

a = ;—p i lati del rettangolo sono eguali ad %p,

tangolo non pud superare il quadrato di

ed il rettangolo & massimo. Si ha dunque:
TEOREMA. Di tutti i rettangoli che hanno eguale
perimetro il quadrato & massimo.

Per a > %p il problema & impossibile.

228. PROBLEMA. Costruire un rel-
tangolo data la differenza di due
lati consecutivi ed il lato del quadrato
equivalente.

Sia a il lato del quadrato equi-
valente al rettangolo, e d la diffe-
renza dei lati. Preso AB = d (fig.

Fig. 128. 28), sopra AB come diametro de-
serivasi la circonferenza, il eui centro sia O. Si con-
duca da A la tangente alla circonferenza, e si prenda
su di essa AC = a: si tracci la CO, la quale in-
contri la circonferenza nei punti D ed E. T seg-
menti CD, CE sono i lati del rettangolo cercato.

Infatti

' CD — CE = ED = AB = d:

di pilt: (n. 219, 2.° caso),
a* = CA* = CD.CE.

OSSERVAZIONE. 1l problema & sempre possibile.

229. prROBLEMA. Dividere un segmento in sezione
anrea, oppure in media ed estrema ragione: cioe
dividere un segmento in due parti tali, che il qua-
drato di una di queste (la wmaggiore) sia equiva-
lente al rettangolo dell’ altra e dell’ intero segmento.




Sia AB il geg- .-
mento dato (fig. 129): ’
si costruisca il trian- /
goto ABC rettangolo
in B e col cateto

BC = % AB; cen-

Fig. 129.
tro in C e raggio CB, si descriva la circonferenza,
che incontri AC in D: sopra AB si prenda
AE = AD; dico che AB & diviso in E in sezione
aurea, cioé che:

AE* = AB.EB.

Infatti si prolunghi AC ad incontrare nuova-
mente la circonferenza in F; si avra (n. 219, 2.° Caso)
AB® = AF.AD:

ora
AF = AD + DF, AD = AE,, DF = AB,
percio la relazione diventa:
AB* = (AE 4 AB).AE
ossia (n. 209):
AB* = AE* 4 AB.AE.
da cui
AE* = AB* — AB.AE
ed anche (n. 210) :
AE®* = AB.AB — AE)
o finalmente
AE* = AB.EB.
OSSERVAZIONE 1.* 11 segmento AF & diviso in
D in sezione aurea, perché (essendo AB = DF):
DF* = AF.AD.
E cosi risolto il problema:
Trovare un seginento diviso in sezione aureaw,
data la parte maggiore (AB).
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Il segmento cercato & AF.

OSSERVAZIONE 2.* Se si trasporta sul prolunga-
mento di AB a partire da A il segmento AH = AF,
il segmento BH & diviso in A in sezione aurea, per-
che: AH* = BH.AB.

Infatti dalle due equivalenze

AB® = AD.AF, AF.AB = AF.DF
addizionando si ha
AB? 4+ AF.AB = AD.AF + AF.DF
ossia ‘

AB.(AB + AF) = AF.(AD -+ DF)
ma ‘
AB+A¥=AB+4-AH=BH, AD+4DF=AF=AH:
sostituendo

AB.BH = AH*

F cosi risolto il problema:

Trovare un segmento diviso in sezione aurea,
data la parte minore (AB).

Il segmento cercato ¢ BH. ,

ossERVAZIONE 3. 1l segmento AF & diviso in
sezione aurea in D e sul segmento AB eguale alla
parte maggiore DF avendo portato la parte minore
AD in AE, AB & diviso in E in sezione aurea;
percio:

Se un segmento ¢ diviso in sezione aurea e si
trasporta la parte minore sulla maggiore, questa ri-
mane divisa in sezione aurea (V).

(!) Si pud dimostrare anche direttamente cosi: la relazio-
ne AE? — AB. EB si puo scrivere: AE? — (AE + EB). EB
ossia: AE* — AE. EB + EB?, da cui EB* = AE* —
AE. EB, od ancora: EB® —= AE. (AE — EB): la quale dice
che EB ¢ eguale alla parte maggiore del segmento AE diviso
in sezione aurea.
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230. PrROBLEMA. Costruire un angolo eguale alla
quinta parte di un angolo piatio.
Sia AB un segmento qualunque D

(fig. 130): lo si divida in sezione /N
aurea in C, in modo cioé¢ che AC?
= AB.CB: si costruisca sopra CB,

come base, il triangolo isoscele CDB 4 . cCEd
tale che CD = DB = CA; condu- Fig. 130. :
casi DA. L’angolo DAB & la qumta parte di un an-
golo piatto.

Infatti condotta la DE perpendlcolare a CB,
dal triangolo ABD acutangolo in B si ha (n. 212):

AD* = AB®* 4+ BD* — 2BE.AB -
ma 2BE = B(C e BD = AC: sostituendo si ha
AD* = AB® 4+ AC* — AB.BC
ed essendo AC?® = AB.BC. si ha infine AD* = AB?,
da cui AD = AB. Allora nel triangolo ABD si avra:
ABD = ADB: ma ABD = BTD e BCD, essendo
esterno al triangolo isoscele ABC, & doppio di DAB:
percid anche gli angoli ADB e ABD sono doppi di
DAB. Ne consegue che la somma dei tre angoli
del triangolo ABD (eguale ad un angolo piatto)
equivale a cinque volte DAB: dunque DAB & la
quinta parte di un angolo piatto.

Sebbene - estranei all’ argomento aggiungiamo i
due problemi seguenti, i quali (con altri che ver-
ranno in seguito), mostrano I'importanza del teorema
n. 219.

231. PROBLEMA. Descrivere una cérconferenza pas-
sante per due punti dali e ltangente ad una retla
data.

Sieno A,B i punti dati (fig. 131) ed MP la retta
data. Si-conduca la AB che incontri in M la retta
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data: si trovi colla nota
costruzione (n. 205 o
215) il segmento MP
tale che

MP? = MA.MB

La circonferenza dei

dei tre punti A, B, P e
la cercata. Infatti questa
pel reciproco del teore-
ma 219 & tangente in P
alla MP.
~ 11 problema am-
mette due soluzioni,
perche preso sulla retta il segmento MP" = MP dalla
banda opposta, anche la circonferenza A, B, P’ &
soluzione del problema.

Se la AB & parallela alla MP si conduca dal
punto medio di AB la perpendicolare alla MP ad
incontrarla in C. La circonferenza A, B, C & solu-
zione del problema, ed & I’ unica. *

Non vi sono soluzioni se i punti A e B sono
da bande opposte della retta data.

232. PROBLEMA. Descrivere una circonferenza pas-
sante per due punti datli e langenle ad una circon-
ferenza data.

Sia C la circonferenza data (fig. 132) ed A, B
1 punti dati ed esterni
ad essa. Si descriva una
una circonferenza pas-
sante per i punti A, B
e per un punto interno
alla circonferenza C,la -
quale incontrera la C

Fig. 131.
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in due punti; sieno E, F. Si conducano AB ed EF,
le quali si incontrino in M: da M si conduca una
tangente MP alla circonferenza C. La circonferenza
dei tre punti A, B, P & la cercata.

Infatti pel teor. 219 (2.° caso, Osserv.)

MP* = ME.MF
ma pel teorema 219

ME.MF = MA.MB

percio

MP* = MA.MB
da cui si deduce che la circonferenza A, B, P &
tangente in P alla MP e percid anche alla circon-
ferenza C.

Conducendo da M l’altra tangente MP’ alla C,
la circonferenza A, B, P’ & una seconda soluzione
del problema.

OSSERVAZIONE, Se le AB, EF fossero parallele,
si conduce una tangente alla C parallela alla AB
(n. 163): il suo punto di contatto insieme ai punti
A, B determinano una soluzione del problema. An-
che in questo caso le soluzioni sono due.

Se i punti fossero interni alla circonferenza C
si procede in modo analogo. Se un punto & interno
alla C e l’altro esterno non vi sono soluzioni.



CAPITOLO V.

MISURA DELLE GRANDEZZE - GRANDEZZE PROPORZIONALL

§ 1.° Grandezze commensurabili
ed incommensurabili.

233. Le grandezze, delle quali si tratta in que-
sto capitolo, devono soddisfare alle condizioni in-
dicale al n. 67 e segg., come quelle finora studiate:
e.siccome si considera in esse la sola estensione -
(non si bada ciot alla figura) la parola eguale va
intesa qui nel significato di equivalente.

234. Una grandezza A4 si dice doppia, tripla....
mpla di un’altra B, o multipla di B secondo il nu-
mero 2, 3,... m, quando 4 si puo considerare come
la somma di 2, 3,... m grandezze eguali a B, e si
scrive: 4 = 2B, 3B.... mB. La B si dice invece la
mela, la terza parte,... la m* parte di A, o sumniul-
tipla, o parte aliquota di A secondo il numero 2,
3,... m, e si scrive: B = %A,—‘} A.... %A.

Se 4 = B, A & multipla o summultipla di B
secondo il numero 1. ' '

Da queste definizioni risulta :

124 = n. —1—A ed anche 4 = L oua
n n
2° Se A = mB e B = nC, sara 4 = mnC.
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1 1 R
. Se C=-—-4e B= —A, sara
n m

C == ——1-.—1—A= i1‘]..
n m mn

m

Se A=mB e B =—1—C, sard 4 =—C.
n n

3°Se 4= LB, sara
] n

mnd — mn% B = mB (n. 70, Cor. 4.%.

Se A = =B, sara
1 1 1 : o
— A = —nB= — B (n. 70, Cor. 4.9.
mn mn ‘ﬂ?/

225. Pit grandezze A, B.. si dicono equimul-
tiple (equisummaultiple) di altre 4', B,...,se le prime
sono multiple (summultiple) rispettivamente di que-
ste secondo lo stesso numero; cioé se:

A= mA’, B=mwmB... (A = —I—A', B =—1—B'....),
m m

N < <
E chiaro che se 4' = B, anche 4 = B e re-
> >

ciprocamente (n. 71, 4.° e 7,° Cor.),

236. Di una grandezza A si puo trovare la mul-
tipla secondo qualunque numero, perche si possono
addizionare quante si vogliono grandezze eguali ad
A. Lo stesso non puo dirsi della summultipla se-
condo qualunque numero, la quale si sa trovare
solamente secondo numeri particolari.

- 81 vedra perd in seguito come debbasi conce-
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pire tale summultipla, quando non si sappia co-
struire (. . i ,

237. Le successive multiple di una grandezza 4
cioe; 4, 24, 34, 44... formano una serie di gran-
dezze che si dice crescente, perché ciascuna gran-
dezza & maggiore della precedente, ossia

Ad < 21 < 34 < 4A...

La serie stessa cresce illimitatamente, cioe tra
le grandezze 4, 24, 34... ve n’é sempre una mag-
giore di una grandezza omogenea assegnata qual-
siasi B.

Questo in altre parole non & altro che il prin-
cipio di Archimede (n. 72).

23R. Le successive summultiple di una gran-
deuza A, ciob 4, - 4,4+
di grandezze che si dice decrescente, perché ciascuna
grandezza € minore della precedente, ossia

A.... formano una serie

1 1 1
A>—%—A>§A>T Aa...
La serie stessa decresce illimitatamente, cioe
tra le grandezze A, —;—— A, % A.... ve n’¢ una mi-

nore di qualsiasi grandezza omogenea assegnata B.
In altre parole date due grandezze diseguali 4 >> B
esiste una summultipla della maggiore A inferiore
all’altra. Infatti si formi la serie B, 2B, 3B...; fra

(*) Vedasi in proposito la nota a pag. 190. Quanto &
detto in questo capitolo vale per le grandezze.di cui é asse-
gnabile la summultipla secondo qualunque numero: perciod
& da ritenersi generale solo dopo che si sara definita la sum-
multipla secondo qualunque numero anche per quelle gran-
dezze che fanno eccezione.
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queste grandezze (per quanto sopra si & detto) ve
ne sard una maggiore della 4; sia questa mB. Si
avrd dunque 4 < mB, od anche (prendendo le

equisummultiple secondo m) % 4 < B.

239. Una grandezza si dice comune multipla o
comune summultipla di altre grandezze, quando &
multipla o summultipla di ciascuna di queste. Per
esempio la grandezza 4 & comune multipla delle

grandezze %A, LnA, ed & comune summultipla delle

grandezze mA, nA.

240. TEOREMA. Se due grandezze hanno una co-
mune summultipla, hanno anche una comune mul-
tipla e reciprocamente.

Se C & comune summultipla di 4 e di B, cioe

c=Llae c=1p
m n

¢ chiaro che mnC & comune multipla di 4 e di B,
perche

mnC = mni—A = nd
m
od anche
' mnC = mn %B = mB.
Cosi pure se D & comune multipla di 4 e di
B, cioée D=mA e D=unB, si ha che ;r:—n D &

comune summultipla di 4 e di B; perche
L

1 1
— D = —md =— 4,
mn mn n

ed anche
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' p— 1 ,p-1p
m

mn  mn

241. TEOREMA. Se due grandezze A, B hanno una
comuue multipla (sununultipla) C, ne hanno infinite.

Infatti le multiple (summultiple) di C sono
anche multiple (summultiple) di 4 e di B.

- 242. Due grandezze che hanno una comune
summultipla si dicono commeusurabili.

243. TEOREMA. Se una grandezza C é swmmul-
tipla di A e di B, é summultipla anche di A + B
edi 4 — B (posto 4 > B).

Infatti se 4 = mC e B = nC sara

4+ B = (m + n)C
ed
A— B = m — n)C.

In particolare poi se C & summultipla di 4, &
summultipla di 24, 34...

244. Tra le summultiple comuni a due gran-
dezze & utile talvolla conoscere la piu grande, che
dicesi appunto massima comuue summultipla (m. c. s.)
La ricerca della medesima si fa col processo della
divisione. S

245. Dividere una grandezza A per wun’ altra
non ‘maggiore B significa sottrarre la grandezza B
dalla 4 quante volte & possibile, ossia cercare quante
volte la 4 contiene la B. Possono darsi due casi:
o che colla ripetuta operazione si esaurisca la gran-
dezza A, il che avviene se 4 ¢ multipla di B, ed
allora si dice che la B divide la A4; o che rimanga
una grandezza R minore di 4, che dicesi il resto
della divisione.

246. La ricerca della m. c. s. di due grandezze
4 e B si fonda sui teoremi seguenti:
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1.° TEOREMA. Se la grandezza A é multipla della
B, la m.c.s.di Aedi Bé la B. ,

Infatti la B & summultipla di sé stessa ed &
summultipla della 4 per ipotesi: d’ altra parte & la
massima, perché una grandezza maggiore di B non
puo essere summultipla della B.

2.° TEOREMA. Se la grandezza A non é multipla
della B (posto A > B) la m. c.s.di A e di B &
anche la m. c. s. della minore B e del resto della
divisione di A per B. .

Infatti si divida 4 per B e sia R il resto; cioe
si abbia 4 =mB + R. Ogni grandezza che divide .
B ed R, divide mB ed R, e percio anche mB + R
(n. 243), ciod A4; ed ogni grandezza che divide 4 e
B, divide 4 ed mB, ed anche A — mB, cioé¢ R
(n. 243); percio le due coppie di grandezze 4, B e
B, R hanno le stesse summultiple comuni, e la mas-
sima tra queste & la medesima per le due coppie.

247. Date ora due grandezze 4 e B per tro-
varne la m. ¢. s. (posto 4 > B), si divida 4 per B:
se non vi & resto, la B e la m. c. s.; se vi & un
resto R, si divida B per R; se non vi & resto, R
¢lam cs. di Bedi R e percid anche di 4 e
di B; se vi & un nuovo resto R, si divida R per R
Cosl continuando: se si giunge ad un resto che di-
vida il precedente, questo & la m. s. c. cercata, e le
due grandezze A e B sono commensurabili.

OSSERVAZIONE. Da quanto precede si deduce an-
cora che: :
1.° L’ ultimo resto, cioé la m. c. s., divide tutti
@ resti precedenti olire A e B.

2.° Ogni summultipla di A e di B & anche

summultipla della loro m. c. s.
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248. Reciprocamente:

Se due grandezze A e B sono commensurabili,
col procedimento delle successive divisioni si deve
giungere ad un resto che divida il precedente.

Infatti sieno R, R* R” R”.. i successivi resti
ottenuti: le grandezze A, B, R, R’ R", R”... formano
una serie decrescente: di piu per essere R < B &
anche

2R < B + BE;
e poiche B + R < 4, anche 2R < 4, da cui
1
R < 5 4, |
cioe il resto di una divisione & minore della meta
del dividendo. Per la stessa ragione

, 1 , 1
R < — ) B, R < 5 R,
ed anche (per essere — R <3 A)
R" < 4 4;
4 ’
cosl

R” < % R < 71— B, ecc....
11, 1

|
Ora la serie TZA’ ?B, TA’ 'TB’ ...... o per
lio dire le due serie -4, -A.... ed B, + B
meglio serie 5-4, -4... 5B 4B

di cui & formata la prima, decrescono illimitatamente.
Difatti se si confronta una di esse per es.

RIBONI . . 1
.
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1 1 1
"&z"‘A, TA, '§A,....
. 1 1
colla serie A, —A,....

2 3
¢ chiaro che i termini della prima (a partire dal
secondo) sono minori dei corrispondenti della se-
conda, e poiché questa decresce illimitatamente
(n. 238) lo stesso avviene anche della prima.

Cosi dicasi della serie %B, %B,....
. L 1 1 1 1
Cio posto siccome la serie -4, B, 4,

27727 & 4-
decresce illimitatamente, anche la serie R, R, R,” R™..
composta di grandezze minori rispettivamente delle
prime, ove non finisse, decrescerebbe illimitatamente.
Ma cido non puo essere, perche, detta M la m.c. s
di 4 e B, si potrebbe giungere ad un resto R(")
minore di M, mentre la M & summultipla di tutti
i resti (vedi Oss. n. 247). Dunque la serie deve ter-
minare; o in altre parole si deve giungere ad un
resto che divida il precedente.

Date ora due grandezze 4 e B, se col processo
delle successive divisioni non si giunge mai ad un
resto che divida il precedente, si deve .concludere
che le due grandezze 4 e B non hanno summulti-
ple comuni e percid neppure multiple comuni, poiche
se ne avessero, il procedimento dovrebbe terminare.

249. Due grandezze, che non hanno summul-
tiple comuni, diconsi incommensurabili. Ad es.:

1.° TEOREMA. Un segmenlto e la parte maggiore
del segmento diviso in sezione aurea sono incom-
mensurabili.

Infatti si e notato (n. 229, Oss. 3%, che por-
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tando la parte minore sulla maggiore, questa rimane
divisa in sezione aurea. Dunque non si giunge mai
ad un resto, che divida il precedente. .

2.° TEOREMA. Il lato di un quadrato e la sua
diagonale sono incommensurabili.

Sia ABCD un quadrato (tig. 133); sulla diago-
nale AC si prenda AE = AB; da E si conduca la
perpendicolare ad AC' ad incontrare , 8
BC in F e si conduca AF. | trian- <

goli ABF, AEF sono eguali (n. 126 e F
Cor. 2% e BF = EF. Ma il trin-

golo FEC & rettangolo ed isoscele, £

cioe EF = EC; percido anche BF = 7 ¢

EC. Dopo aver sottratto adunque il Fig. 133.
lato del quadrato dalla diagonale AC, e dal lato BC
il resto EC una volta, rimangono a confrontare EC
e CF, che sono alla loro volta il lato e la diago-
nale di un altro quadrato. Dunque I’ operazione non
puo terminare.

§ 2.° Misura delle grandezze commensurabili (e mi-
sura approssimata delle incommensurabili).

250. Quando esiste la relazione: 4 = kB, dove
k & un numero intero.o frazionario, si dice che %
¢ la misura od il valore della grandezza A rispetlo
alla B, oppure la misura della A presa la B come
unite di wmisura.

251. Date due grandezze commensurabili 4 e B
per trovare la misura di A rispetto a B occorre
conoscere una loro summultipla. Si ricorre percio
al processo delle successive divisioni, che fornisce
la loro m. c. s. Sia questa C, e si abbia;
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A = mC e B = nC:
si deduce:
1 . m

C =—B ed A = —B.
n T on

Se fosse gia nota una comune summultipla C’
e fosse: :
A= wC e B = n'(C’,

s1 dedurrebbe nello stesso modo:
w
A = —T.B.
n

) . . .omom
Si pud mostrare che i due numeri o han-

no lo stesso valore. )
Infatti la ¢, come summultipla di 4 e di B.
e summultipla di C (n. 247 Osserv. 2.%): sia per es.
C = pC’: allora dalle prime due eguaglianze e dal
n. 234, 2.°) si ha: :
A = mpC’ e B = npC,

percio: m = mp e n = np:
e dividendo membro a membro:
m mp m 0
W np  n "
Adunque;

1.° TEOREMA. Se A e B sono grandezze commen-
surabili, esiste un numero ed uno solo, che esprimma
la misura di A rispetto a B.

OSSERVAZIONE. |1.* Se 4 & multipla di B, cioe

(}) Si puo osservare che i termini della frazione %

sono primi tra loro, perché se avessero un fattor comune q.
cioé fosse m — rq, n = sq, e percid 4 = rqC e B — sqC.
la grandezza qC > C dividerebbe 4 e B, il che non pud es-

sere, perché C é la loro m. c. s. )
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4 = mB, la misura di 4 & data da un numero
intero m; ed in particolare dall’unita, se 4 = B.

m . . .
OSSERVAZIONE 2.2 Se . e la misura di 4 ri-

spetto a B, & chiaro che e la misura di B ri-

spetto ad A.

I numeri interi e frazionari, rappresentando le
misure di grandezze commensurabili coll’ unita di
misura, diconsi numeri commensurabili o razionali.

2.° Reciprocamente:

TEOREMA. Data una grandezza B come uniti di
misura, per ogni numero comimensurabile k esiste
una grandezza ed una sola, di cui il numero k &
la misura.

Infatti se & = %, si puo costruire () la gran-

1 m .
dezza W B ed anche la " B, che & la cercata, e

questa & unica.

252. Se le grandezze A e B sono fra loro incom-
mensurabili, non esiste alcun numero (intero o frazio-
nario) che possa esprimere il valore dell’'una rispetto
all’altra. Percio o rinunciarvi senz’ altro (*), od ammet-
tere, come si & fatto, che oltre gli interi ed i frazio-
nari esista un’altra specie di numeri atti appunto a

(?) S’intende che questo vale (per ora) per quelle gran-
dezze delle quali si pud costruire la summultipla secondo
qualunque numero.

(?) Vedasi quanto dice a proposito dei numeri irrazio-
nali il prof. G. AscoLt nella sua nota: I fondamenti dell’ Al-
gebra. — « Rendiconti R. Istituto Lombardo », Vol. XXVIII,
Serie 2., Auno 1895.



rappresentare il valore di una grandezza 4 incom-
mensurabile coll’unitd di misura B. Questi numeri
detti irrazionali od incommensurabili, sono oggetto
di un capitolo speciale dell’aritmetica.

E della misura delle grandezze incommensura-
bili ei occuperemo in seguito, dopo aver esposte
alcune nozioni sui limiti.

Per ora osserviamo che se 4 & incommensu-

rabile con B, presa della B una summultipla %—B

e divisa 4 per %B, si avra: 4 = 2@—B + R,
da cui m;l_lB>A>£&—B
Le frazioni ﬂ;n*_——l, % si dicono walori ap-

prossimati della A4 a meno di Ln (—;— ¢ il grado

di approssimazione),‘la prima per eccesso, la se-
conda per difetto : volendo dire con questo che dette
frazioni sono i valori di grandezze (ﬂ%_—l- B, % B)
commensurabili coll’unitd di misura B e che diffe-
riscono da 4 di meno di —:7 B, la prima in piu, la

seconda in meno. Ed & chiaro che coll’ingrandire
opportunamente il numero % si potra far si che
I’errore commesso sostituendo ad 4 una delle due

m—[—-l

grandezze B, 0 — B (come si fa in pratica)

sia piccolo quanto si vuole
253. TEOREMA. Se la grandezza A é mzsurata,
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rispetto alla B e la B rispetto ad una terza C, la
misura di A rispetto a C ¢ il prodotio della misura
di A (rispetto a B) per quella di B (rispetlo a C).

Se

4="p ¢ B=2 ¢
n q
dico che:
’ A="F¢
ng

Infatti dall’ipotesi si deduce:

' nd = mB e gB = pC
e prendendo le multiple secondo ¢ ed m rispetti-
vamente:

ngd = mgB, e mqB = mpC,

da cui:

ngd = mpC
e tinalmente‘:
4="2 ¢
nq
COROLLARIO. St 4 = ':: B, B= % c,
[
C= L D sara:
s
___mpr
T ngs
e cosi via.

|
esEMPIO. Il palmo napoletano equivale ad =<~ 000
del miglio geografico, questo equlvale a 1852 metri,

ed il metro equivale a 200

119 del braccio milanese,

dunque :
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Palmo nap. =: (7_0106 < 1852 3¢ %) Br. mil.

ossia

Palmo nap. — }jg% Br. mil.

25%. TEOREMA. Se due grandezze A e B sono mi-
surate rispetto ad una terza C, la misura di A ri-
spetto a B & il quoziente della misura di A per

quella di B.
Se
A =—’1;—‘o e B — % C
dico che: ‘
Ad=(". —)B
ossia:
4="4
=

Infatti essendo B = % C,e C = —% B (n.
' 234 oss. 2.2) e pel teorema precedente:

’)_'n_(__l

np

esempio. Il piede inglese equivale a 0,305 del
metro e il braccio milanese a 0,595 del metro,
dunque: :

. . 305 .o
Piede inglese = 595 Braccio milanese.

' Queetl teoremi servono a cambiare 1’unita dl
misura.,
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§ 3.° Classi e serie di grandezze.
Grandezze limiti.

255. Classe di grandezze (inteso nel senso pil
generale) & un insieme di grandezze della medesima
natura. Ad es. i segmenti formano una classe; cosi
gli angoli, i poligoni... sono altrettante classi.

Pit grandezze di una classe possono soddi-
sfare a una stessa condizione: in tal caso si dice
che esse formano ancora una classe, che & parte
di una classe pit generale. Cosi della classe dei
segmenti fa parte quella dei segmenti minori (o
maggiori) di un dato segmento: quella delle corde
di un dato cerchio parallele ad una direzione asse-
gnata, eec.

Della classe degli angoli fa parte ad es. quella
degli angoli acuti; quella degli angoli col vertice
in un dato punto, ecc... Della classe dei triangoli,
~quella dei triangoli d’una data base, ecc...

256. Se piu grandezze di una classe si succe-
dono con una certa legge o con un ordine presta-
bilito, si che presa una di queste grandezze resti
assegnata la sua successiva, diremo che queste gran-
dezze costituiscono una successione od una serie.

Ad es. le successive multiple di una grandezza
costituiscono una serie; cosi le successive summul -
tiple: similmente i triangoli (i poligoni) dedotti I'un
dall’ altro prendendo come verhcn 1 punti medi dei
latl .del precedente, ecc.

"Uua serie naturalmente e parte di una classe.

-Le grandezze appartenenti ad una classe o ad
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upa serie le diremo talvolta gli elementi della classe
o della serie.

257. Una serie di grandezze si dice crescente,
se ciascuna grandezza & maggiore della precedente ;
decrescente, se ciascuna & minore della precedente.

Non si esclude perd che qualche grandezza di
una serie crescente o decrescente possa essere eguale
alla precedente.

Cosi per indicare che una serie 4,, A,, 4,,.. €
crescente, scriveremo:

A4, <A, <A < . (Y
e se una serie B,, B,, B,,... ¢ decrescente, sc‘rive—
remo: ‘

B, > B, > B, > .. ()
volendo indicare che alcune wvolte possa verificarsi
I’ eguaglianza.

Potrebbe anche non essere soddisfatta né I'una
né ’altra condizione: ma qui non si trattera che
di serie crescenti o decrescenti.

258. Una serie crescente 4, < 4, < A,... puod

dar luogo a due casi affatto distinti. O & possibile
assegnare una grandezza B (e percid quante si vo-
gliano) maggiore di ogni elemento della serie, op-
pure non & possibile; il che equivale a dire che co-
munque si prenda la B, tra gli elementi della serie
4. ve n’ & uno (e percio tutti i successivi) maggiore
della B.

(*) 11 segno <C si legge minore o eguale ed il segno >

maggiore o eguale. Per brevita talora indicheremo una serie
4,, A4,, A;,... (crescente o decrescente) con An, dove & in-
tende che 1'indice » varia secondo la serie naturale dei
numeri,
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Cosi p. es., se AB & un segmento (fig. 134), A,

il punto medio

A48 D gi AB, A, il

v punto medio di

Fig. 134. AB, A, il punto

medio di A,B, ecc..., la serie dei segmenti AA,, AA,,

AA,.... & crescente, ma il segmento AB, od un seg-

mento maggiore di AB & maggiore di ogni seg-
mento della serie.

Invece se sopra una retta si prendono a par-
tire da A (fig. 135) successivamente i segmenti
AB, BC, CD,... adiacenti ed eguali, la serie dei seg-
menti AB, AC, AD,... (cio¢ la serie AB, 2AB, 3AB...).
¢ crescente non solo, ma in essa si potrd trovare
un segmento (e tutti i successivi) che sia maggiore
di un segmento qualunque fissato. '

Nel primo caso si dice che la serie cresce li-
witatamente, nel secondo che cresce illimitatamente

ALTRO EsEMPIO. Se dal punto A (fig. 135) si eleva,
la perpendicolare alla AB e si congiunge un punto
qualunque O di questa coi punti B, C, D.... gli an-
goli AOB, AOC, AOD... formano una serie che

A A Az

Fig. 135.
cresce limitatamente, perche tutti sono minori del-
’angolo AOP, dove OP & parallela alla AB.
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259. Cosi una serie decrescente pud dar luogo
a due casi: o si pu0 assegnare una grandezza (e
percid quante si vogliano) minore di ogni elemento
della serie, ed allora questa decresce limitatamente,
oppure non & possibile; il che equivale a dire che
comunque sia la grandezza assegnata, si puo tro-
vare un elemento nella serie (e percio i successivi)
minore di quella, ed allora la serie decrese illimi-
tatamendte.

Per es.: se AB & un segmento (fig. 136), C il
suo punto di mezzo, B,

il punto di mezzo di CB, ,___ e f’ j' .
B, il punto medio di 4 ¢ B
CB,, B, di CB,.... la serie Fig. 136.

dei segmenti AB, AB,, AB,.... decresce limitatamente
perché AC & minore dei segmenti AB,, AB,....

Invece la serie CB, CB,, CB,.... cioé¢ la serie

| 1
CB, 5 CB, T CB,....
per quanto si & detto al n. 231, decresce illimitata-
mente.

Autro Esempio. Se nella fig. 135 a partire da O
si prende OA" = OA e condotta da A’ la parallela
alla AB, si prendono su questa i segmenti A'B’, B'C’,
C’D'... eguali ad AB, e si congiunge il punto O
coi punti B,C,D,...., la serie AOB, AOC/, AOD',...
decresce llmltatamente perche questl angoli  sono
tutti magglorl di. AOP; mentre si puo verificare che
la serie POB, POC, P/T) (0 la serie eguale POB’,
POU/, P/\D’,..'..) decresce illimitatamente.

260. Si ritorni a considerare la serie AA,, AA,, e
AA,.... (fig. 134) che cresce limitatamente. E chiaro
che il punto B ed ogni punto a destra di B, come D,
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hanno da A distanze maggiori di qualunque seg-
mento della serie: invece per un punto a sinistra
di B, per es. C (per quanto vicino a B), cid non
“puo verificarsi (Y. Ed infatti se si continua la serie
colla legge anzidetta, siccome i segmenti A,;B,A,B,
A,B...,sono ciascuno meta del precedente, decrescono
illimitatamente, e si finird coll’ ottenerne uno A,B
minore di CB ed allora sard AA, > AC. Il segmento
AB adunque & il minimo tra quelli che sono maggiori
di qualsiasi segmento della serie, ed ha la proprieta
che le successive differenze tra esso e quelli della
serie, cioe A,B, A,B, A,B.... decrescono illimitata-
mente. Cio non si verifica per nessun altro seg-
mento come AD > AB, perche le differenze A,D,
A,D.... sono tutte maggiori di BD.
In generale, data una serie di grandezze
A, < 4, < 4, <...

che cresce limitatamente, esiste una classe di gran-
dezze che sono maggiori di qualsiasi elemento della
serie. Se questa classe ammette un elemento minimo,
questa grandezza dev’esser tale che le successive
differenze tra essa e gli elementi della serie decre-
scano illimitatamente.

Ed infatti, detta L questa grandezza, ove le
differenze L — 4,, L. — A,,... non decrescessero illi-
mitatamente, si potrebbe assegnare una grandezza
M minore di tutte le differenze L — A4, cioé

M< L— A,

-

da cul

(Y) Si puo dire che quel punto B divide la retta in due
parti, in una delle quali si trovano i segmenti della serie e
e nell’ altra ¢utti i punti le cui distanze da A sono maggiori
di ogni segmento della serie.
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M4+ 4, < L ed anche " Ado< L — M

cioé vi sarebbe una grandezza L — M (minore di L)
maggiore della serie 4, ; il che contraddice l’ipo-
tesi che L sia la minima.
Tale grandezza L si dice limite della serie 4,
Riassumendo, una grandezza L & limite di una
serie 4, << A, <.... crescente limitatamente, se sod-
disfa alle due seguenti condizioni:
1.° che sia maggiore di tutti gli elementi della
serie; '
2.° che le differenze L — 4,, L — A,,... de-
crescano illimitatamente,
261. Analogamente ragionando per una serie

B, > B, >....

che decresce limitatamente, si dird che, se la classe
delle grandezze minori degli elementi della serie
ammette un elemento massimo, e sia L, questa gran-
dezza & tale che le differenze B, — L decrescono
illimitatamente.

Ed infatti, ove ci0 non fosse, si potrebbe asse-
gnare una grandezza '

M< B, — L da cui L+ M < B,

cioe vi sarebbe una grandezza I. |+ M (maggiore
di L) che sarebbe minore delle grandezze B,. il che
contraddice I’ipotesi che L sia la massima.

Tale grandezza L si dice limite della serie B,,
La grandezza L adunque & limite-d’una serie B,
che decresce limitatamente, se soddisfa alle due
seguenti condizioni:
1.° che sia minore di tutti gli elementi della
serie: ’



2.° che le differenze B, — L., B, — L,.... decre-
scano illimitatamente. :

Questa grandezza e unica evidentemente, perciod

Due grandezze 1, ed 1. che sono limiti di una
serie crescente o decrescenle sono eguali (equivalenti).

Cosi negli esempi sopra citati il segmento AB
(fig. 134) & il limite della serie AA,, AA,, AA,.. ¢
I'angolo AOP (fig. 135) & il limite della serie AOB,
AOC...; il segmento AC (fig. 136) & il limite della
serie AB,, AB,, AB,.., e I’angolo AOP (tig. 135) &
limite della serie AOB’, AOC',...

262. POSTULATO DELLA CONTINUITA. Si amnumnette
che ogni serie crescente o decrescente limitatamente
abbia il limite (*).

0ssERVAZIONE. Una grandezza A pud essere
considerata (quando ci piaccia) come limite di ana
serie crescente o decrescente limitatamente. Infatti,
se si indica con n una serie di numeri che cresce
illimitatamente (ad es. n = 2k per k. =1, 2, 3,...) le

serie simboleggiate con ” ; 14 e &1_—1 A

(la prima crescente, la seconda decrescente) hanno
per limite A.

263. Due classi o due serie di grandezze 4,, 4,, 4,...
B,, B,, B,... sono dipendenti od in corrispondenza, se
ogni grandezza della prima ne assegna una od al-
cune speciali della seconda; la corrispondenza &
univoca e reciproca, o semplicemente wunivoca, se
ogni gramdezza A4, della prima ne assegna una sola
B, della seconda, e reciprocamente ogni grandezza

(M) Ricordiamo che si tratta di grandezze che soddisfanno
alle condizioni indicate al n. 67 e segg., cioé di 1.* e di 2.*
specie.
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B, della seconda assegni la stessa grandezza A,
della prima e questa sola (Y.

gsEMPL. 1.° In un dato cerchio ad una classe
di archi corrisponde la classe delle corde che hanno

gli stessi estremi, e ad ogni corda corrispondono
due archi.

' 2.° In un dato cerchio una classe di angoli al
centro corrisponde alla classe degli archi compresi
fra i lati, ed in questo caso la corrispondenza &
univoca, perche ad un angolo corrisponde ‘un solo
arco e reciprocamente.

264. Due serie omogenee ed in corrispondenza
univoca sono convergenti, se la prima & decrescente
e la seconda crescente, entrambe limitatamente; se
gli elementi della prima sono maggiori degli ele-
menti della seconda; e se le differenze fra gli ele-
menti corrispondenti formano una serie che decresce
illimitatamente.

EsEMPlo, Sia AB un segmento (ﬁg. 137) e C il
suo punto di mezzo:

- D il punto medio di E EE D:D D
CB ed E il punto j~—/

medio di AC; D, di

il

¢

CD e E, di EC; D, Fig. 137.
di CD, ed E,, di E,C ecc.... Le due serie AD, AD,,
AD,,... ed AE, AE,, AE,.,... sono convergenti.
ALTRO ESEMPIO. Le due serie
AOB, AOC, AOD'...
AOB, AOC, AOD,....."
della fig. 135, sono convergenti.

() Noi non ci occupiamo che di corrispondenze univoche
e reciproche, percio ci permettiamo di sottintendere la parola
reciproca. La relazione di corrispondenza pud essere qua-
lunque.
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265. TEOREMA. Due serie convergenti hanno lo
stesso limile.

Sieno

B > B >... By >.... (v A < A <. An<
due serie convergenti, e sieno B il limite della prlma
serie ed A quello della seconda: dico che B = A.
Infatti sia, se & possibile, B > A4; allora per qua-
lunque coppia di grandezze corrispondenti delle due
serie B,, 4, si avrebbe
By > B > A > 4.

n — 4w > B — 4

il che contraddice al’ipotesi che le differenze B,— 4 ,,
decrescano illimitatamente. Sia invece B < A:
poiché B & limite della prima serie si potrd trovare
in essa una grandezza B tale che:

B.—B< A—B, dacui B,< 4
e poiche 4 & il limite della seconda serie, si potra
trovare una grandezza A4, tale che -

A— A< A— B, dacui 4,> B:
ma cid e impossibile per essere le grandezze della
prima serie maggiori di tutte quelle della seconda.
Dunque B = 4.

COROLLARIO. Una grandezza sempre compresa
fra due serie convergenti ¢ il loro limite: e due gran-
dezze comprese fra le stesse serie sono egudli (eqm-
valenti).

Rapplesenteremo talvolta due serie convergenti,
come le precedenti, col simbolo (B, 4. ): e se 4
é il limite comune scriveremo; A = lim ( Ba, An ).

0SSERVAZIONE. Una grandezza 4 puod essere con-
siderata. come limite di due serie convergenti. Ad

n+1A n—1
n ’ n

da cui

esempio le serie

A, considerate

RIBONI 12



— 178 —

nell’ osservazione al n. 262 sono convergenti ed
hanno per limite 4.
~ 266. Date due serie A4,, 4,, 4,,... B, B, B,....
omogenee ed in corrispondenza univoca, entrambe
decrescenti illimitatamente, se si addizionano le
grandezze corrispondenti, si ha una nuova serie
(4, + B), (4, + B,).... che diremo la serie somma
delle due date, la quale pure -decresce illimitata-
mente. Infatti & chiaro intanto che

(4,4 By) > (4, -+ By) > (4; + By) 2
di pit detta M una grandezza omogenea alle date
e piccola quanto si vuole, nelle due serie vi saranno
due grandezze corrispondenti 4. e B tali che si
_abbia:

A < % M e B < % M
da cul addizionando:
4+ B < M

dunque la serie decresce illimitatamente. Analoga-
mente si ragionerebbe per due "serie crescenti illi-
mitatamente. K cosi dimostrato il

TEOREMA. La serie somma di due serie, che de-
crrescono o crescono illimitatamente, decresce o cresce
illimitatamente.

0SSERVAZIONE. |l teorema si estende facilmente a
piu serie, ma in numero finito. Per le serie crescenti
illimitatamente il numero pud essere qualunque.

COROLLARI. 1.° Le serie 24,, 24, 24,..; 34,
34,, 34,,... ed in generale mA, mAd,, mA,... decre-

scono illimitatamente.

o | 1 1
.2. Le serie @A,, §A,, 5
{ 1

nTA" WA”"" decrescono tllimitatamente.

A,,.... ed in generale
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3.2 Infine la serie %A L %A,, ..... decresce illi-

mitatamente.
'267. Date ancora due serie

A, < 4, < A,.., B <B,<B,.,
omogenee ed in corrispondenza univoca, che cre-
scano entrambe limitatamente, ed i cui rispettivi
limiti sieno 4 e B, se si addizionano le grandezze
corrispondenti, si ottiene una nuova serie

(4, + B) < (4 + B) < (4, + By).
somma delle date, che cresce pure limitatamente,
come & manifesto; percido avrd un limite: questo
limite dico che & (4 4 B). Infatti la grandezza
(4 + B) & maggiore di tutte le grandezze (4, + B,),
(4, + B,....; di piu detta M una grandezza omo-
genea alle date e piccola quanto si vuole, nelle due
serie vi saranno due grandezze corrispondenti 4, e
B, tali che si abbia nello stesso tempo:

A—A,<%M, e B—B,<%M

da cui addizionando:

(A—4. )+ (B—B. )< M
che si pud anche scrivere:

A+ B — (A& + B )< M
dunque le differenze:

(4+ B)— (4, + B), (4 + B)— (4, + B,)...
decrescono illimitatamente, e percio (4 - B) & il li-
mite della serie (4, 4+ B,), (4, + By).... (n. 260).

Analogamente si ragiona per due serie decre-
scenti limitatamente.

Rimane cosi dimostrato il

TEOREMA. La serie somma di due serie che cre-
scono o decrescono limilatamente, cresce o descresce
limitatamente ed ha per limite la somma-dei limiti,



— 180 —

0SSERVAZIONE. Il teorema si estende facilmente
a piu serie, purché in numero finito.
COROLLARI 1,° La serie 24, 24, 2A4,,.... ha per

limite 24 : cosi la serie 34,, 34,..... ha per limite 34

ed in generale la serie mA,, mA,..... ha per limite mA.

2.° La serie jTAl, %A,.... ha per limite > A’

, . L1 1 o

ed in generale la serie WA" WA’ ..... ha per li-
mite iA. .

m
. ., m m .
3.° Infine la serie 7‘4” - 4,,.... ha per li-

mite 2> 4.

n

268. Come applicazione di quanto precede si
possono dimostrare i seguenti teoremi:

1.° Una serie di retlangoli di eguale altezza -
cresce (decresce) illimitatamente, se le loro basi cre-
scono (decrescono) illimitatamente, oppure anche: se
le loro basi e le loro altezze crescono (decrescono) il-
limitatamente; oppure anche se le loro basi crescone
(decrescono) limitatamente e le loro altezze crescono
(decrescono) illimitatamente.

" 2.° Una serie di rettangoli di altezza A, di cui
le basi crescono (decrescono) limilatamente ed harno
per limite B, cresce (decresce) limitatamente ed ha per
limite il rettangolo A.B.

3.° Due serie di rettangoli, di cui le altezze
sono due serie convergenti al limite A, e le basi due
serie convergenti al limite B, sono convergenti al ret-
tangolo A . B.

Diamo la dimostrazione di quest’ ultimo, la-
sciando i precedenti allo studioso. Sieno
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4, > 4, > 4, > 4, >
4, < 4, < 4, <A’<‘
-due serie di segmenti convergenti al limite 4, e -
sieno
B, > B, > B, >..
B, < B, < B, <..
due serie di segmenti convergenti al limite B. Dico
che le serie dei rettangoli
AyB, > AyB, > AyB; >....
A'B, < AyB, < AyB, <.
sono convergenti al rettangolo A-B. Infatti & evi-
dente che la serie 4,'B, & decrescente e la serie
A’y By, & crescente; che 4, B, > A’y B'h. Resta ora
a provare che la serie 4, B, — 4’y By decresce illi-
mitatamente. Ora
Ay By—A'y By=Ay By, — Ay By+ Ap Bov— Ay B,
ed anche '

Ay By — 4’y B.._A,. (Ba — B') + By (An — A'n)
e poiche le differenze B, — B’y ed A, — A’y decre-
scono illimitatamente per ipotesi, anche le serie di
rettangoli

Ap(Ban— Bh) e By (dn— 44
decrescono illimitatamente (1.° Teor.); e lo stesso
avviene della loro somma (n. 266), cioe di

Ay By, — A'y B
Che poi A.B sia il limite comune, risulta dal

fatto che
dy'By > A'B> An By
qualunque sia n.

OSSERVAZIONE. 1l teorema regge ancora, se ad
una o ad entrambe le serie convergenti al limite 4
(o al limite B) si sostituisce una serie di segmenti
eguali ad 4 (od a B).
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§ 4.° Grandezze di terza specie. (}

269. Nel § precedente abbiamo tacitamente sup-
posto trattarsi di grandezze di 1.* o di 2.* specie,
per le quali sono stati gia dati i concetti di egua-
glianza (equivalenza) di somma e differenza. Ma vi
sono delle grandezze che diremo di 3.* specie, le
quali sfuggono a questa classificazione, come si
vedrd in seguito (tali, per dare un es. le parti di
circonferenza o di cerchio di raggi differenti). Per
queste grandezze, anzi per poterle dire tali, pos-
siamo ora stabilire questi stessi concetti; il che
converrd fare in modo perd da includervi quelli
gia dati per le prime due specie.

Intanto ogni grandezza vien definita come li-
mite di due serie convergenti (composte di grandezze
di 1.* o 2.2 specie).

270. Concetto di egunaglianza. — TEOREMA. Dale
due coppie di serie convergenti, se ciascuna serie
decrescente ¢ maggiore di ciascuna serie crescenle, ¢
limiti delle due coppie soro eguali.

Sieno (A4, B, ) € (Cn, D, ) due coppie di serie
convergenti che hanno rispettivamente per limiti
L ed M; (grandezze di 1.2 o 2.2 specie) e sia
A4y > Dy, e Cp > B,: dico che L = M.

Proveremo che anche le coppie 4,, Dy e Cy, By
sono convergenti. Infatti, essendo C7 > B, si ha

An—Dn<An—Bn+Cn—Dn

() Ove non si trovasse qui opportuno questo paragrafo,
si puod rimandarlo dove si hanno esempi di questa specle
di grandezze, e cioé aln. 375 e segg.
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e poiche per ipotesi le differenze 4, — Bye C,— D,
decrescono illimitatamente, lo stesso avviene delle
loro somme (n. 266) e delle differenze 4, — D,:
dunque 4,, D, sono convergenti.

Ma 4, ha per limite. L; D, ha per limite M:
dunque (n. 265, Cor.) L = M.

Se le grandezze L ed M sono di 3.* specie, si
assume come definizione che:

Due grandezze

L = lim (4,, By,) ed M = lim (C,, D,)
sono eguali (equivalenti) se An > D, e Cy > By.
~ 11 che equivale a dire che sono eguali, se scam-
biando fra loro le serie decrescenti oppure le cre-
scenti, si hanno due coppie di serie convergenti.

0SSERVAZIONE. S’intende poi naturalmente che
le grandezze L, M sono equivalenti, se le serie 4,,
C.., oppure le B,, D,, o entrambe queste coppie,
sieno composte di grandezze equivalenti, ciascuna
a ciascuna.

271. Concetto di somma, di multipla, di sum-
multipla. — TEoREMA. Dale due coppie di serie con-
vergenti, la somma delle serie decrescenti e quella
delle crescenti sono convergenti ed hanno per limite
la somma dei limiti.

Se L = lim (An, Bn) e M= lim (Cy,Dy)
si ha L+ M=!lim (4, + Cy, Ba + D)

La dimostrazione & ovvia tenendo presente il
teor. n. 267.

Il teorema si estende facilmente al caso di piu
coppie di serie; alle coppie multiple, summultiple
di una coppia data.

Se le grandezze L ed M sono di 3.* specie, si



definisce come somma L -+ M il limite delle coppie
(4An + Ca, By + Dy).
Si definisce mL come il limite delle coppie

(mAn, mBy); % L come il limite delle coppie

(L Ay, 1 B,.)ecc... ,
m m

272. Concetto di differenza. — Sieno (4., By)
e (Cu, D,) due coppie di serie convergenti .rispet-
tivamente ai limiti L ed M (di 1.2 e 2.2 specie), e
sia ad es. L > M. In tal caso si possono trovare
due termini delle serie B,, C, tali che da quelli in
poi si abbia B, > C,. Infatti le differenze L — B,
e Cob— M per ipotesi decrescono illimitatamente,
percid si possono trovare due termini By, Cy tali che

L — By < —~ \L—M)

G — M < - (L—M)

da cui addizionando
L—B.+G0CG —M<L—M

dalla quale diseguaglianza risulta chiaro che
Bx > Ck; e lo stesso sara di tutti i termini se-
guenti delle due serie.

-Se L ed M sono di 3.% specie si dird che L > M,
quando si abbia B, >> C,
' Cio posto, dico che: le serze (4n— D.,, B, — Cy)
sono convergenti.

Infatti (An — D.) & decrescente, (B, — Cp) &
crescente e 4, — D, > B, — C, ; finalmente
(An — Dy) — (Ba — Cu) =4y — By -+ Co — Dy
decresce illimitatamente (n. 266 ).
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Il limite delle due serie & evidentemente L — M

perche
Ay, — Dy > L — M > B, — C,.

Se L ed M sono di 3.* specie si definisce come
differenza il limite della coppia (dn — Dn, Bn— Ch),

OSSERVAZIONE. — Da questa definizione risulta
che se si ha L = lim (4., Ba), la grandezza L
deve ritenersi maggiore delle B, e minore delle 4,.
Infatti sia By uno degli elementi della B,: si tro-
vino due serie convergenti che hanno per limite
n t 1Bk, n = 1Bk
(pern = 2, 3, 4,...); (vedasi I'osservazione al n. 263);
si abbia cioé :

. 1 n — 1
Bk=lzm(n_: Bk -n" Bk>

Ora se By 41 ¢ l'elemento successivo. a By
pongasi By 4.1 — By = D.

By, e sieno ad es.

Poiche * ;t_ 1 By & decrescente ed ha per li-

mite By si potra trovare un elemento di questa
serie tale che la sua differenza da By sia minore "
n 1 .

+ By; sl a-

di D, cioé di By 4 1 — Bux; sia i

vra dunque:

g |
1‘1—’i_¢—Bk—Bk<Bk+l—Bk

4

.. n -+ 1 .\
da cui si deduce By 4 1 > — By, e percid

L > By.
Analogamente si dimostra essere L minore di
un elemento qualsiasi della A,
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Stabiliti in tal modo i concetti di eguaglianza,
di somma e di differenza, & facile vedere che anche a
questa terza specie di grandezze sono applicabili
le proposizioni di cui al n. 71.

§ 5.° Misura delle grandezze incommensurabili.

273. Le considerazioni esposte nei paragrafi
precedenti permettono di estendere alle grandezze
incommensurabili i teoremi sulla misura gla dati
per le grandezze commensurabili.

Sieno date due grandezze mcommensurablh
4, B: s’immagini la summultipla di B secondo un

g 1 . R
numero qualunque »; si divida 4 per - B: si avra:

m

Ad=— B+ R
ed anche:

m 41 - m
T BrAZo B

S’imagini ora una summultipla di "y B minore

diRedi ™t ' 4esia L lp—Ln (Y
n p N "

A__m

() Ove la B fosse una grandezza (ad es. un arco) di
cui non si sanno costruire summultiple che secondo le po-
tenze di 2, si cerchi una potenza di 2 tale che sia 2k > n’;

allorajik— B < — B: si divida 4 per %L B.
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ed anche:

m+1B>A>

. . o' o
minore di R e di n*’— B —d e sia

!B, e sidi-
n

vida nuovamente la 4 per questa summultipla. Cosi
continuando si otterranno due serie di grandezze:

m-+1 m 4+ | |
——B > —B = —B ... 1
n ~ n ~ " ~ )
e
m wocom”
—B < —B -~ —B<.. 9
n n n < 2)

che sono convergenti. Infatti per essere —%}B =

=nL,B< R, eéchiaroche an B & contenuto mp

. m . N
volte in —n—B ed almeno una volta in R, e percio

almeno mp 4 | volte in 4 = ﬂB + R. Cio equi-

vale a dire che
w mp -1 _ m
n = np B B

il che prova che la serie 2) & crescente.
D’altra parte per la divisione fatta si ha

m 1
.n’

|
. B -4 < WB
e per ipotesi

L,B{’n_l_‘B—-A
n n
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da cui
m+1B—A-<m;i_1B—A

7

ed anche
' +1 m 41
W BB

il che prova che la serie 1) & decrescente. Di piu
le grandezze della 1) sono maggiori di quelle della

2) e le differenze %B, %B,.... fra le grandezze cor-

rispondenti decrescono illimitatamente, poiché cia-
scuna e summultipla della precedente; dunque le
serie sono convergenti, e la grandezza .1 compresa
fra le serie stesse e il loro limite (}).

Le due serie di numeri

(*) Veramente la condizione ;11—,- B << R é sufficiente per

mk) 4 1

n(k) B,

concludere alla convergenza delle due serie

%B. Infatti, per quanto si é detto sopra,la 2; & crescente.
In quanto alla 1) é chiaro intanto che nessuna grandezza
della serie pud superare la precedente; percio o le grandezze
sono tutte eguali o vanno decrescendo (non escluso s’in-
tende che alcune consecutive possano essere uguali. Ora che
~ siano tutte eguali é impossibile, perché si ha
mk) 4 1 m (k) mk) |
Tam BT om B2 Tw B oA
e poiché le prime differenze decrescono illimitatamente, lo
stesso deve avvenire delle seconde, il che non potrebbe av-
mk) 4 1
tavia abbiamo preferito il procedimento sopraindicato, gen-
tilmente consigliatoci dal chiar. prof. Rozzolino, preside del
R. Liceo di Foggia, perché ci & sembrato piu spedito.

verarsi se la serie B non fosse decrescente. Tut-
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m +1 m w’
- < =

= e < —.,

m -+ 1
n n n n

misure delle due serie di grandezze rispetto a B,

sono pure convergenti ed hanno un limite (%), il

quale si definisce come la misura di .1 rispetto a B.

Questo numero limite (che non puo essere née
intero, né frazionario) si dice incommensurabile o
irrazionale. :

Adunque:

1.° TEOREMA. Se A e B sono due grandezze in-
commensurabili, esiste un numero ed uno solo, che
esprime la misura di A rispetto a B.

Notisi che lo stesso procedimento applicato a
due grandezze commensurabili pud condurre ad
analoghi risultati, colla differenza che in tal caso
il numero limite & commensurabile o razionale.

Vogliamo dire con questo che anche una
grandezza commensurabile coll’unita di misura
puo presentarsi come limite di due serie conver-
genti (n. 2656 Oss.).

Lo stesso dicasi del suo valore, che & razionale.

Coosi per es. se 4 =—;—B e le summultiple di

B adoperate nelle successive divisioni fossero EB’

] 1
m B.a-. m B..oc

grandezze
4 34 3 33

EB > l———B.... e EB < W)B""

si troverebbero le due serie di

(*) Le considerazioni da noi fatte sulle serie di gran-
dezze si possono ripetere sui numeri ed ammettere analogo
postulato. .
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convergenti, che hanno per limite la 4, e le due
serie di numeri
4 34 3 33
m, m e € 1_0, m....

. TR | S
convergenti, che hanno per limite il numero 5 mi-

sura di A4 rispetto a B.
2.° Reciprocamente: '
TEOREMA. Data una grandezza B ed un numero
incommensurabile, esiste una grandezza ed una sola
della quale il numero datlo é la misura rispetto a B.
Infatti col sussidio dell’ Aritmetica si calcolino
le due serie di numeri

m -} 1 m 41
n "

ed
Sl”_

convergenti, che hanno per limite il nmero dato (*):
si formino le corrispondenti serie di grandezze

m—l—lB>m+1

1

m
n

B < 7B....

che saranno pure convergenti: il loro limite & ap-

punto I'unica. grandezza, la cui misura & il numero
dato (%)

(*) Se la B fosse una grandezza della quale si sanno
costruire le summultiple solo secondo certi numeri, si scel-
gono i numeri n, #,... in modo da poter costruire le summul-
tiple secondo quei numeri. Ad es. se B fosse un arco, i
numeri n, #',... saranno potenze del 2.

(®) Collo stesso ragionamento si mostra, come debbam
concepire la summultipla d’ una grandezza data secondo un
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Per indicare che un numero irrazionale & & il
limite delle serie

m + 1 m’ 1
’n >

ed

"o <
o <<

convergenti, scriveremo talvolta per brevita:
. m-+41 m
h = lim (——i—, ——)
n n
274. Con somiglianti ragionamenti si possono
estendere alle grandezze incommensurabili anche i

numero qualunque, quando si sappia almeno costruirne la
summultipla secondo un particolare numero. Per es. se 4 é -
una grandezza, di cui si sa trovare la summultipla secondo
il numero 2 (e quindi secondo il numero 2v), come un an-
. 1 .
golo, un arco, ecco come va concepita per es. TA' Si cal-
colino col sussidio dell’ Aritmetica le due serie convergenti

2 3 6 1 22

A 8 16 32 64
e
{ 2 5 10 2t
F 8 T6 B e
1
che hanno per limite * Le corrispondenti due serie di
grandezze
2 3 6 1
—A, TA’ 164 '?EA
e .
1 2 5 10
Th w4t ot wmde

pure convergenti, che si sanno costruire, hanno per limite

1
54
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teoremi 253 e 2564 sul cambiamento dell’ umt& di
misura.
Cosi pel teorema 253 diremo:
1.° TEOREMA. Se 4 = hB e B = IC, dove
h = lim (w m
. n n

ed

I = lim (p +1, Q—),
, q q
sara: A = hlC, dove
hl — lim (( + 1)(p—|— 1) , mp) )
nq nq
Infatti dall’ipotesi si ha:

"tlpoaztip e Lllosps 2o

(%) Nei trattati di Aritmetica razionale si dimostra che se,

h = lim ('”,+ L ﬁ) ed 1 = lim (?—4-‘—1, l)
n n ‘ q .q
1.0 le serie -
((m + D+ m_p)
ng ' ng
sono convergenti: il loro limite, quando & ed ! sono razionali,
é kl; lo stesso limite serve a definire il prodotto Al quando
h ed I (0o uno dei due) sono irrazionali.
2 ° le serie
m+1 p m p+1
( n g ’n’ g )

cioé le serie

(m +1)g  mg
np *n(p + 1)
sono convergenti; il loro limite, quando % ed I sono razionali,

é % ; lo stesso limite serve a definire il quoziente % s

quando k ed ! (0 uno dei due) sono irrazionali.



ora essendo

anche
(m-+D(p+1) m-| 1
nq ’ n
ed essendo

anche
ﬂ B~ mp
ng
la quale prova che la grandezza 4 & compresa fra
mAOp ), , m,
nyq nq
‘e percio che la misura di 4 rispetto a C & il nu-
mero definito dalle serie

<<m+1><p+1) )

c

)

nq nq )’
cioe il numero hl.
E pel teorema 254 diremo :
2.° TEOREMA. Se 4 = hC e B = IC, dove

h = lim (ﬂ—+—1 ﬁ)
- n

n
ed .
L — lim (l’ + 1 i),
' q q
s h
sara: A = T B, dove

b (4 1) mq L
l_l@m< wp n(p—l—l))()'

(*) Vedi nota pagina precedente.

RIBONI 13
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Infatti si dimostra nell’ Aritmetica razionale
che se

= lim <p+l »12-).
q

. q ..
anche le serie o sono convergenti e il

p+l

; cioe
= lim —q—, _q
(p P+ l)
Percio se

= 10, si deduce C = -;- B

loro limite &

@.\_ NI_

¢ ricordando che A = rC
pel teorema precedente si ha che

A=(h><—:->B, ossia 4 = %B.
275. Da quanto & stato esposto sulla misura
delle grandezze si pud dedurre che:
Stabilita per ogni classe di grandezze quella che
si assume come unita di misura, ciascuna classe di
grandezze é in corrispondenza univoca colla classe
dei numeri, cioé: ad ogni grandezza corrisponde un
nimero ed uno solo e reciprocamente: a grandezze
eguali (equivalenti) corrispondono numeri eguali; alla
grandezza somma o differenza di altre due corri-
sponde il numero somma o differenza dei due cor-
rispondenti; alla graudezza nulla il numero zero;
alla grandezza doppia, tripla,... oppure metd, terza
parte... di un’ altra, il numero doppio, triplo... op-
pure meta, un lerzo... del corrispondente ecc.
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§ 6.° Rapporti e proporzioni fra grandezze.

276. Se 4 e B sono due grandezze omogenee,
si dice rapporto (o ragione) di A a B la misura di 4

.. . m . m
rispetto a B. Cosi se 4 = o B, il numero w ©
il rapporto di 4 a B, e si scrive:

%:;; oppure: A : B'=m: n

Il rapporto di due grandezze pud essere com-
mensurabile od incommensurabile.

Rapporto dit A a B e misura di A rispetto a B
hanno dunque lo stesso significato; ma ordinaria-
mente si preferisce la parola misura, quando la B
¢ quella grandezza. che si & stabilita come unita di
,misura; ed in questo caso si dice senz’ altro la
misura od il valore di 4. '

277. Dai teoremi 253 e 254 generalizzati al nu-
mero 274 si deduce:

1.° TEOREMA. Se A, B, C sono tre grandezze
omogenee, il rapporto A : C ¢ uguale al prodotto del
rapporto A : B pel rapporto B : C (*).

A4 m B p . A mp
Se _B~—17 e —C-—-—q— si ha: g — —’l_'l,—é
cioe:
A 4 B
T =B X

(*) Il rapporto 4 : C si usa dire che é composto dei rap-
portidi.4: Be di B: C.
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COROLLARIO, Se 4 =™ B_ D < _r
) B n’ C ¢’ D s
.. A mpr . .
sara: 5= ngs’ e cost di seguilo.

2.° TEOREMA. Se due grandezze A, "B sono mi-
surate rispetto ad una terza C, il rapporto A : B
¢ eguale al quoziente della misura di A per quella
di B. '

A m B p ... 4  mq
Se—€=—"— e ‘—0=?,Slha.v—§—"—p,
ciod:
A A B
B~ C T

OSSERVAZIONE. In Aritmetica si dice rapporto di
due numeri il quoziente della loro divisione; per-
cio il precedente teorema si pud enunciare cosi:

Il rapporto di due grandezze & eguale al rap-
porto delle loro misure. '

278. Da quanto si & detto al n. 275 si deduce:

1°A=xB):C=(4:C)x=B:0)

2°mA: B=m(4: B), -1—A : B -1 (4:B).
. m m

24:B =2 (4:B).
n n .

Di piu:

TEOREMA. Il rapporto di due grandezze ¢ eguale
al rapporto di due equimultiple, o di due equisum-
multiple, o di due equimultiple di equisummulliple.

Dico cioe:

1 1

m
A —
m

A:B = mAd: mB —— B="4."p
m n n
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Infatti se A=hC e B=IC, si ha m4 = mhC
e mB = mlC. Ora A: B=h:1(n 277, 2.9
ed mA : mB = mh : ml;
ma in aritmetica si dimostra che h : | = mh : ml,
dunque v
A: B = mAd : mB.
Analogamente per gli altri casi.

coroLLARIO. Si deduce che 4 :mB = %(A :‘B)'.
Infatti il rapporto 4 : mB (prendendo le equi-

summultiple secondo m) & eguale al rapporto

1 1 :
—"—&A B; e questo pel n. 278 ad o (4 : B).

279. Diconsi reciproci due rapporti come 4 : B
e B: A: & chiaro che il loro prodotto & eguale
all’ unita ; poiche se 4 : B = m (m numero qua-

lunque), B : 4 = —1% (n. 251, Teor. 1.°, Oss. 2.%) ,

e si sa che: '
1

m DX = 1

percid moltiplicare (o dividere) per un rapporto
val quanto dividere (o moltiplicare) pel suo reci-
proco. Ad es. .
A B A C
BXCT-B'F
280. Se due rapporti 4 : B e C: D sono eguali,
le quattro grandezze 4, B, C, D prese in quest’or-
dine si dice che formano una proporzione o sono in
proporzione, € si scrive:
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4
St
e si legge: A sta a B come C sta a D.

Si dice anche che le grandezze A, B sono pro-
porzionali (direttamente) alle C, D; che le grandezze
A, B sono proporzionali inversamente alle D, C; ed
infine che le grandezze A4, D sono antiproporzio-
nali alle B, C (%)

Le quattro grandezze sono i termini della pro-
porzione: A e C sono gli antecedenti, B ¢ D i con-
seguenti; A e D gli estremi, B ¢ C i medi.

Si dice anche che D & quarta proporzionale
dopo 4, B e C.

Notiamo che mentre devono essere omogenee
A e B tra loro e C e D tra loro, non & necessario
che lo sieno le prime colle seconde, percheé le quat-
tro grandezze sieno in proporzione.

Se in una proporzione i medi sono eguali, come
ad es. se: 4 : B = B : C, sidice che la B ¢ media
proporzionale fra la 4 e la C.

Si dice anche che C & terza proporzionale dopo
4de B.

281. TEOREMA. Se quatiro grandezze sono in
proporzione, anche le loro misure sono in propor-
zione e reciprocamendte. '

Se 4, B, C, D sono le grandezze ed a, b, ¢, d,
le loro misure (dove ciascuna delle due coppie
A, B e C, D si intende riferita alla stessa unita di
misura), si sa che (n. 277 Osserv.).

=%,oppure A: B=C:D

(* Togliamo 'quest’ ultima denominazione dall’ eccel-
lente libro: Geometria piana del prof. F. Giubice (Brescia,
Tip. Apollonio. 1897).
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