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Seitdem die Verdffentlichung von Riemann’s Abhandlung iiber die Hypo-
thesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, die Aufmerksamkeit der
Mathematiker wieder auf die Axiome der Geometrie speciell die Theorie der
Parallellinien gelenkt hat, ist das Interesse an der Frage nicht wieder erloschen.
Aus den letzten fiinfundzwanzig Jahren liegt eine stattliche Reihe von Arbeiten
vor, in denen von verschiedenen Gesichtspunkten aus die Fundamente der Geo-
metrie erdrtert und die unter gewissen Annahmen méglichen Systeme von geo-
metrischen Sitzen aufgestellt sind. Man hat sich dabei nicht begniigt, die Frage
nach der wissenschaftlichen Stellung des elften Axioms des FEuclid Kritisch zu
untersuchen, sondern hat auch seine Aufmerksamkeit dem fiinften Axiom des
Archimedes zugewandt.

Die meisten Arbeiten iiber die Nicht- Euclid'sche Geometrie beschriinken
sich, soweit sie rein synthetisch verfahren, auf die Lobatschewsky'sche Geometrie
oder, wenn sie die andern méglichen Systeme auch in Betracht ziehen, leiten
sie nach wenigen synthetischen Erorterungen die Eigenschaften der Raumfiguren
durch Rechnung ab.

Das Werk des Professors Veronese, dessen Uebersetzung wir hier den deut-
schen Mathematikern darbieten, ist wohl das erste, das streng synthetisch, ohne
Rechnung und in voller Allgemeinheit die Geometrie von den ersten Grund-
lagen an aufbaut und es ist bis jetzt auch, so viel wir wissen, das einzige, in
dem das fiinfte Axiom des Archimedes nicht durchgiingig vorausgesetzt ist. In
den historisch-kritischen Untersuchungen des Anhangs wird zum erstenmal eine
Besprechung siammtlicher Hauptarbeiten dieses Jahrhunderts iiber die Principien
der Geometrie geboten.

Da grade in Deutschland die Frage nach der Begriindung der Geometrie
besonders lebhaft erirtert wurde und noch wird, so glauben wir, dass die
Uebersetzung des Veronese'schen Buches, dessen Lectiire fiir einen Leser, der
die italienische Sprache nicht beherrscht, nicht ganz leicht ist, vielen deutschen
Mathematikern wi]lkommen sein wird. Indem wir wegen des Zieles, das er
sich gesteckt und des Planes, den er verfolgt, auf Veronese’s eigene Vorrede
verweisen, wollen wir nur bemerken, dass beim Leser keine besonderen Vor-
kenntnisse vorausgesetzt werden, sondern nur angenommen wird, dass er mathe-
matisch zu denken gelernt habe.
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v Vorwort.

Professor Veronese hat die Freundlichkeit gehabt, uns zu unsrer Ueber-
setzung die Correcturen und Abiinderungen zur Verfiigung zu stellen, die sich
seit dem Erscheinen des Buches als nothig oder wiinschenswerth heraus-
gestellt haben.

Wir haben uns bemiiht, den Sinn des Originals getreu wiederzugeben und
uns bei den Definitionen, Axiomen u. dergl. dem italienischen Wortlaut mog-
lichst genau angeschlossen. Bei schwierigen Stellen war Herr Prof. Veronese
so giitig, uns iiber die Richtigkeit unserer Auffassung Auskunft zu geben.
Wir fithlen uns gedrungen, ihm fiir seine Bemiihungen auch an dieser Stelle
unsren aufrichtigen Dank auszusprechen.

' Schepp.




Vorrede des Verfassers.

Der lebhafte Streit um die Geometrie von mehr als drei Dimensionen
zwischen Mathematikern und zwischen Mathematikern und Philosophen, welcher
unsrer Ansicht nach hauptsiichlich hervorgerufen wurde einerseits durch die
rein analytische Methode, mit welcher man die Geometrie behandelte und dann
durch die Vertauschung der abstracten oder numerischen Mannigfaltigkeiten von
n Dimensionen mit den eigentlich so genannten geometrischen Riumen; der
allgemeine Glaube, in der Betrachtung dieser Riume sei immer ein analytischer
Begriff verborgen und man konne diese Riiume nur mittelst der Analysis?)
sicher behandeln; die daraus folgende Verwirrung beziiglich des Begriffes des
Raums und mithin auch des Wesens der Geometrie selbst, hatten uns schon
1882 davon iiberzeugt, dass ein Buch bestimmt auf elementare Art darzuthun,
wie die Geometrie der Riume von mehr als drei Dimensionen als reine Wissen-
schaft vollkommen analog derjenigen der Ebene und des gewdhnlichen Raums
entwickelt werden kann, von Nutzen und Bedeutung sein wiirde, theils um den
rein geometrischen Begriff solcher Riume zu wahren und das Studium dieser
Geometrie zu erleichtern und zu verbreiten, theils um die Behauptung besser
zu begriinden, dass die Geometrie von mehr als drei Dimensionen unabhingig
von ihren Anwendungen auf den gewdhnlichen Raum ist.?)

Hitten wir die Geometrie des gew&hnlichen Raums als bekannt voraus-
setzen konnen, so hiitte die Arbeit weit weniger Schwierigkeit gemacht. Das
konnten wir aber nicht aus zwei Griinden: erstens, weil wir auf die ersten
Begriffe der Geometrie zuriickgehen mussten, um stufenweise den Begriff der

1) ,,Der Begriff von Raumgebilden, die der gewShnlichen Anschauung nicht entsprechen
sollen, kann nur durch die rechnende analytische Geometrie sicher entwickelt werden*
(v. Helmholtz: Die Thatsachen in der Wahrnehmung. 8. 24. Berlin 1879).

.Es gibt Leute, welche glauben es werde gelingen von analytischen Begriffen und der
Benutzung der Coordinaten sogar die Definition der Riiume von n Dimensionen zu befreien‘
(D' Ovidio: Uno sguardo all’ origine e allo sviluppo della matematica pura. S. 58. Turin 1889).

2) Auf diese Arbeit haben wir in einer Anmerkung zu unsrer Abhandlung ,La super-
ficie omaloide normale del 4° ordine a due dimensioni dello spazio a cinque dimensioni,
e le sue proiezioni nel piano e nello spazio ordinario* (Atti della R. Acc. dei Lincei. 1884)
hingewiesen; ebenso auf einen Cursus von Vorlesungen, welche wir an der Universitit su
Padua iiber diesen Gegenstand hielten und welche sich dann in den folgenden Jahren itiber
die Hauptpunkte dieses Buchs verbreiteten. Das Manuscript zu dem vorliegenden Buch
wurde der Konigl. Acc. dei Lincei 1889 iiberreicht; wir haben aber besonders im Anhang,
welcher zuletzt gedruckt wurde, die Arbeiten, welche nach 1889 iiber diesen Gegenstand
verotfentlicht wurden, noch moglichst beriicksichtigt.
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Graden, der Ebene und des Raums von drei Dimensionen zu entwickeln und
alsdann auf dieselbe Art zu dem Begriff der Riume von mehr als drei Dimen-
sionen iiberzugehen; dann aber, weil wir durch Annahme der Primissen und
Deductionen der gewéhnlichen Elementargeometrie, wie sie bis heute entwickelt
wird, unsern Betrachtungen die Eigenschaft hiitten zu Grunde legen miissen,
dass die physische Welt in dem Bereich unsrer Beobachtungen drei Dimen-
sionen besitzt, eine Eigenschaft, welche fiir die wissenschaftliche Entwicklung der
Geometrie durchaus nicht nothig ist.

Zum Neuaufbau der Grundprincipien dieser Wissenschaft mittelst der syn-
thetischen Methode schien es uns ferner unerliisslich zu sein, diese Principien
von einem allgemeineren Standpunkt aus zu betrachten derart, dass die Geo-
metrie des gewGhnlichen Raums, wie diejenige eines jeden andern Raums von
n Dimensionen ihre eigenen Grundlagen und eigenen Gesetze in den Grund-
lagen und Gesetzen eines allgemeineren Raums fiinde; auf der andern Seite
schien es uns auch, um jedes Vorurtheil aus dem Wege zu riiumen, nothwendig
zu sein, iiberhaupt keine mathematischen Kenntnisse sondern nur die Fihigkeit
und Gewohnheit mathematisch zu denken bei dem Leser vorauszusetzen.

Weil wir mit den Fundamenten beginnen wollten, so befanden wir uns
vor der sehr verwickelten Frage der geometrischen Axiome und mithin auch
der Principien der reinen Mathematik, welche beide eng miteinander zusammen-
hiingen und um welche sich nicht Wenige der beriihmtesten Mathematiker
besonders in unserm Jahrhundert abgemiiht haben.

In dieser Vorrede geben wir einen kurzen Rechenschaftsbericht iiber unsre
Methode und stellen Betrachtungen an, mittelst welcher man unter Zuhiilfe-
nahme des Anhangs die Ideen, welche in unserm Werk herrschen, besser be-
urtheilen kann. In diesem Bericht geben wir Erorterungen iiber die geometri-
schen Axiome und die eigentlich sogenannte Geometrie, welche man mit Nutzen
lesen wird, wenn man sich eine klare Vorstellung von den ernsten Schwierig-
keiten bilden will, welche eine solche Frage bietet, und von der Nothwendig-
keit, diese Schwierigkeiten aus dem Weg zu riiumen. Das Buch selbst aber
ist von ihnen unabhiingig; wer daher nicht geniigend vorbereitet ist oder wem
es schwer fillt, gewisse feine Discussionen, zu deren exacter Interpretation die
Entwicklung im Text néthig ist, zu verstehen oder zu beurtheilen, der kann
ohne Weiteres zur Lectiire des Textes iibergehen und sich vorbehalten spiiter
zu diesem Rechenschaftsbericht zuriickzukehren.')

1) Aus diesem Grund waren wir zuerst im Zweifel, ob es nicht besser wiire die Vor-
rede ganz zu unterdriicken und uns nur auf wenige Worte zu beschriinken, wie es heute
meistens geschieht. Die erbitterte Opposition jedoch, welche gewisse nie genau definirte
Vorstellungen finden, iiberzeugten uns, es sci, auch wenn es uns nicht geliinge so kurz zu
sein, wie wir wollten, durchaus nothig darzuthun, dass diese Opposition gegen gewisse von
unsern Definitionen oder Hypothesen der Grundlage entbehre. Denn es gibt kein Gebiet
der Mathematik, in welchem die Vorurtheile festere Wurzeln geschlagen haben als in dem
Giebiet der Principien der Mathematik und speciell der Geometrie und in welchem es
leichter wiire, sei es der Unklarheit wegen, in welche unbewusst auch beriihmte Autoren
verfallen, sei es wegen der wenig aufmerksamen und gewissenhaften Kritik die Begriffe
Andrer falsch auszulegen. Diese Vorrede soll kurz zusammengefasst die Zwecke, die Methode
und die Hauptresultate des Werks kennen lehren und die Lectiire des Textes denjenigen

-
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Nothwendigerweise haben die gedachten Dinge entweder ein Bild in einem
thatsiichlich ausserhalb des Gedankens existirenden Gebiet oder nicht; der Punkt
der Geometrie gehort z. B. zu den Dingen der ersten Kategorie, weil es #ussere
Gegenstiinde gibt, welche uns direct die Vorstellung des Punktes liefern oder
sie in uns erwecken und ohne welche es den eigentlich so genannten geometri-
schen Punkt nicht gibt.')

Die Zahl, welche in ihrer ersten Bildung das Resultat der Verrichtung des
Zihlens von Gegenstinden ist, die auch rein abstract sein konnen?®), gehort
dagegen der zweiten Kategorie an, weil kein Gegenstand ausserhalb des Ge-
dankens néthig ist, welcher sie darstellen d. h. ihr Bild liefern miisste, damit
sie ihre mathematische Bedeutung erhalte.?)

Die Dinge der zweiten Kategorie heissen Formen und die Wissenschaften
welche sich mit den Formen beschiiftigen, formale. Solche sind die Logik und
die reine Mathematik. In diesen Wissenschaften geht die Wahrheit aus der
Uebereinstimmung der verschiedenen Acte des Gedankens hervor.

Die Wissenschaften von den thatsiichlich ausserhalb des Gedankens exi-
stirenden Gtegenstiinden heissen experimentale. Die Wahrheit in diesen Wissen-
schaften beruht dagegen auf der Uebereinstimmung des Gedankens mit dem
Gegenstand ausserhalb desselben und wir sind daher gezwungen in ihnen alles
Dasjenige fiir unmoglich zu halten, was mit den Gesetzen des Gedankens und
des Gegenstandes oder besser der geistigen Vorstellung des Gegenstandes im
Widerspruch steht.

Die formalen Wissenschaften haben ihre Grundlage in den geistigen Prin-
cipien und Operationen und in Definitionen oder Hypothesen; der Beweis griindet
sich bei ihnen auf die Combination der verschiedenen Acte des Gedaukens
ohne andre Gebiete zu betreten. Da bei den experimentalen Wissenschaften
Uebereinstimmung zwischen dem Gegenstand und dem Gedanken herrschen muss,
so stiitzen diese sich auf diejenigen Wahrheiten, welche man mittelst der Wahr-

erleichtern, welche nur die Entwicklung in Bezug auf eine gegebene Idee priifen wollen;
denn nicht alle Grundideen sind derart abhiingig, dass der Ausschluss einer derselben dazu
filhren miisste auch die andern zu verwerfen. Sicher ist freilich, dass alle ihren Grund zu
bestehen in ihrer Gesammtheit haben und dass das Buch mithin in seinem Ganzen und
der Vereinigung seiner verschiedenen Zwecke beurtheilt sein will.

Es konnte auf den ersten Blick scheinen, als wiirde zu spiit mit der Behandlung der
Geometrie begonnen; es ist dies aber nur scheinbar so, weil die Vorrede eigentlich zum
Verstiindniss des Textes nicht nothig ist und in der Einleitung die einfachen Theile und
die Consequenzen des Axioms II und der Hypothese I des I. Theils entwickelt werden.
Lasst man daher die Siitze der Einleitung gelten, so kann man das Studium der Geometrie
direct mit Theil I und der Riiume von vier und n Dimensionen mit Theil II beginnen.

1) Einl. S. 54 und Theil I S. 225, 226.
2) Einl. S. 30, 31.

3) Damit meinen wir nicht, die Dinge der zweiten Kategorie wiirden nicht in Folge
der Beobachtung von Gegenstinden ausserhalb des Gedankens gedacht; das Wesentliche
ist sich davon zu iiberzeugen, ob das gedachte Ding ohne die nithige Beihiilfe der sinn-
lichen Beobachtung definirt oder mathematisch gegeben werden, d. h. ob es unabhingig
von dieser Beobachtung bestehen konne, wie es grade bei der Zahl, nicht aber dem Punkt
der Fall ist. Ebenso meinen wir nicht, der Punkt sei nicht ein Product unsres Geistes;
er ist ein solches Product aber in der nothwendigen Verbindung mit der iiusseren Wahr-
nehmung.
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nehmung dieses Gegenstandes anschaut, welche aber nicht auseinander-abgeleitet
werden kénnen. Diese Wahrheiten heissen Axiome und die aus den Axiomen
abgeleiteten Wahrheiten Theoreme. Es gibt ferner in der Geometrie als Wissen-
schaft Axiome, welche man mittelst der Beobachtung #usserer Gegenstinde an-
schaut und dann auf solche Gegenstinde ausdehnt, von denen wir die An-
nahme machen, sie existirten thatsichlich ausserhalb des Gebiets der #ussern
Beobachtung; es gibt dagegen andre, welche nur solche Gegenstinde betreffen,
die wir uns thatsiichlich ausserhalb dieses Gebiets existirend denken und welche,
obwohl sie den ersten in unsrer Vorstellung gleich sind, nur eine abstracte
Existenz haben; die Geometrie kann daher, wie wir sie auffassen, eine gemischte
Wissenschaft genannt werden. Diese letzten Axiome werden als Grundwahr-
heiten angenommen, obgleich sie durch unsere Erfahrung nicht erprobt sind,
unter der Voraussetzung jedoch, dass sie den Gesetzen des Gebiets unsrer
Erfahrung nicht widersprechen; sie haben daher nicht die Augenscheinlichkeit
der ersten und sind im eigentlichen Sinn Postulate oder Hypothesen.

Es ist ferner klar, dass man zu den Axiomen einer speciell experimentalen
Wissenschaft diejenigen Sitze nicht zihlen darf, welche der reinen Logik an-
gehoren, zum Verstiindniss néthig und Gemeingut aller Wissenschaften sind.

Die formalen Wissenschaften sind fiir uns exact und die experimentalen
sind dies um so mehr, je einfacher und anschaulicher die eigentlich sogenannten
Axiome sind, auf welche sie sich stiitzen, und je schneller sie ihre Gegenstiinde
durch abstracte Formen ersetzen konnen und sie sich auf deductive Art entwickeln
lassen. Die exacteste experimentale Wissenschaft ist die Geometrie, weil die
Gegenstiinde ausserhalb des Gedankens, welche zur Bestimmung der Axiome
dienen, in unsrem Geist durch abstracte Formen ersetzt werden und die Wahr-
heiten der Gegenstinde mithin durch die Combination der Formen bewiesen
werden, welche man vorher unabhiingig von dem, was ausserhalb vorgeht,
erhalten hat. Dies ist der Grund, wesshalb die Geometrie nicht ohne jede
Berechtigung (wie aus analogen Motiven die rationale Mechanik) zu der reinen
Mathematik gerechnet wird, obgleich’ sie nach dem Boden, in dem sie wurzelt,
eine experimentale Wissenschaft ist.') Man betritt schnell das praktische Gebiet,
wenn man eine empirische Construction dieser Wahrheiten sucht und mit den
urspriinglichen Gegenstinden auf analoge Art wie mit den abstracten Formen
operirt, welche von ihnen erzeugt werden. Diese Operationen kionnen ausser-
halb unsres Gedankens nur mit Gegenstiinden eines beschriinkten Gebiets
niimlich des Gebiets unserer thatsiichlichen iusseren Beobachtungen ausgefiihrt
werden; die praktische Unmdiglichkeit aber, es ebenso mit andern Gegenstiinden
innerhalb oder ausserhalb dieses Gebiets zu machen, nimmt den Wahrheiten,

1) Man kann jetzt wohl sagen, dass alle Mathematiker, welche sich speciell mit der
(Geometrie befassen, den empirischen Ursprung der Geometrie gelten lassen. Gauss spricht
in einem Brief an Bessel (Gottingen, 27. Febr. 1829, Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel)
die Ueberzeugung aus, die Geometrie lasse sich nicht a priori construiren, und wiederholt
dies in einem andern Brief an Bessel (9. April 1830). Ebenso driickt sich Grassmann (Aus-
dehnungslehre. Einl. Leipzig 1844) in demselben Sinn aus. Fiir sie hat aber die Geometrie
stets drei Dimensionen (siehe den Anhang).
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zu denen man in einem abstract viel ausgedehnteren Gebiet gekommen ist,
durchaus nichts von ihrer Geltung.

Wir machen sogar gradezw einen Unterschied zwischen der Geometrie und
thren praktischen Anwendungen und finden Axiome, welche zwar nicht fir die
wissenschaftliche Entwicklung der Geometrie aber fiir ihre praktischen Anwen-
dungen nithig sind.

Die theoretische Geometrie unterscheidet sich desshalb von den iibrigen
iusseren experimentalen Wissenschaften dadurch: sie hat die dussere Beobach-
tung nothig um ihre eigentlich so genannten Axiome festzustellen, macht sich
aber schnell von ihr unabhiingig, indem sie nicht mehr die Korper selbst son-
dern den Ort, den sie in dem leeren Anschauungsgaum einnehmen, betrachtet
und wird damit sofort zu einer rein deductiven Wissenschaft.?) Und selbst
die theoretische Mechanik kann sich streng genommen nicht von den Kérpern
absondern, da z. B. das Princip der Bewegung die Korper selbst und nicht
den von ihnen eingenommenen Ort betrachtet. Jedenfalls bedarf die theore-
tische Geometrie in ihren Grundziigen nicht der néthigen Beihiilfe irgend einer
andern experimentalen Wissenschaft z. B. der Mechanik und der Physik (wie
wir in der Folge noch niher ausfithren werden), wihrend dagegen diese Wissen-
schaften die Geometrie ndthig haben.

Wann ist eine mathematische Hypothes¢ moglich? In dem mathematischen
Gebiet ist dic Definition moglich, das Postulat oder die gut bestimmte Hypothese,
deren Glieder weder einander, noch den logischen Principien und Operationen, den
fritheren Hypothesen und den Wahrheiten widersprechen, die aus den letzteren
abgcleitet werden.

Gut bestimmt heisst, was nur einem Begriff entspricht, iiber dessen Be-
deutung kein Zweifel bgsteht. Eine neue Form oder eine Eigenschaft einer
gegebenen Form, welche mittelst einer Hypothese festgestellt wurde, darf nicht
einzig von den vorausgehenden Wahrheiten abhiingen, weil sie in diesem Fall
entweder die unmittelbare Folge dieser Wahrheiten ist oder nicht, in dem letzten
Fall aber aus ihnen abgeleitet werden muss.

Eine Hypothese ist mathematisch falsch nur dann, wenn sie eine Eigen-
schatt aufstellt, welche mit den vorhergehenden Wahrheiten oder denjenigen,
welche sich aus ihnen ableiten lassen, im Widerspruch steht.

Die Moglichkeit einer Hypothese hiingt nicht von ihrer Fruchtbarkeit ab,
welche den mathematischen Werth der Hypothese liefert. Eine Hypothese
kann moglich sein und zugleich derart, dass sie zu keinem Resultat fiihrt
oder das Gebiet unsrer Untersuchungen einschriinkt. Es ist dies eine andre
gewiss sehr wichtige Frage; denn die Hypothese soll der Deduction und dem
Bediirfniss unsres Geistes, sich keine ungerechtfertigten Schranken bei der
Erforschung des mathematisch Wahren aufzuerlegen, freies Feld lussen und
jede Hypothese soll zur Entdeckung neuer Wahrheiten oder zur bessern Ver-

1) L Theil S. 225, 226.
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bindung schon bekannter Wahrheiten fithren. Der geringe Werth einer Hypo-
these ist aber kein stichhaltiger Grund gegen ihre Moglichkeit.

Jede mittelst einer moglichen Hypothese aufgestellte oder gegebene neue
Form muss den Principien und den geistigen Operationen unterworfen werden,
welche zur Erforschung der Wahrheit nothig sind. Es ist dies eine logische
Nothwendigkeit. Die Gesetze der mathematischen Operationen jedoch, welche
mit ihnen vorgenommen werden, hiingen von der Definition oder Construction der
neuen gut bestimmten Form ab und es ist a priori nicht ausgeschlossen, dass diese
Gesetze von denjenigen, welche fiir die vorher betrachteten Formen galten, ver-
schieden sind.') Es ist desshalb a priori nicht erlaubt in einem solchen Fall
diesclben Gesetze auf die Operationen mit den neuen Dingen anzuwenden.

» Eine Hypothese 4 ist von einer andern Hypothese B unabhingig, wenn
A oder sein Gegentheil (Nicht-A) nicht aus B folgt.

Eine von den fritheren unabhiingige sich selbst nicht widersprechende
Hypothese fiihrt nicht nothwendiger Weise zu Widerspriichen. Denn die Ma-
thematik muss, da sie sich mit den Formen beschiftigt, wenigstens eine erste
Form betrachten und sie von den andern durch gewisse ihrer Eigenschaften
unterscheiden. Wenn eine dieser Eigenschaften 4 unabhingig von den andern
B, C, D, u.s. w. und gut bestimmt ist, so bedeutet das, dass 4 oder sein
Gegentheil keine Folge von B, C, D, u. s. w. ist. Wenn 4 nothwendiger
Weise zu einem Widerspruch fiihrte, so hiesse das, dass sich aus B, C, D,
u. s. w. die entgegengesetzte Eigenschaft Nicht-A ableiten liesse.y

Zweifellos ist die Unabhiingigkeit und Wahl einer neuen Hypothese
stets, wie gesagt, durch die frither aufgestellten Hypothesen bedingt. Man
kann daher sagen, dass, wenn die Kennzeichen der mathematischen Formen
festgesetzt sind, die mathematische Moglichkeit durch das Princip des Wider-
spruchs, nimlich: ,A-ist 4 und ist nicht Nicht-A“ geregelt wird. Und die
Miglichkeit wird fiir die Mathematik eine, wenn auch abstracte, Wirklichkeit,
weil die Formen des mathematischen Gedankens ebenso wahr sind, wie die
Formen der Sinnenthiitigkeit, welche eine concrete Wirklichkeit besitzen. Nie-
mand kann in der That an der Existenz unsres Verstandes und seiner logischen
Verrichtungen zweifeln, ohne sich zu widersprechen.

Beweist man die Unabhiingigkeit der Hypothese von den friilieren, so ist
damit auch ihre Moglichkeit dargethan und wenn man zuerst ihre Moglichkeit
beweist, was in der Mathematik durchaus néthig ist, so kann damit ihre Un-
abhiingigkeit noch nicht dargethan sein.

Wenn eine Hypothese auch nach einer langen Reihe von Untersuchungen
zu keinem Widerspruch gefiihrt hat, so kann man daraus auf die Maglichkeit
aber nicht die Gewissheit schliessen, dass sich bei weiteren Entwicklungen kein
Widerspruch zeigen werde, weil es sehr wohl miglich sein kann aus einer
Unwahrheit eine oder mehrere Wahrheiten abzuleiten. Und in der Mathe-

1) So untersteht z. B. die Summe der transfiniten Zahlen . Cantor's (Einl. 8. 118)
nicht dem Commutationsgesetz, wie di¢ Summe der endlichen Zahlen.
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matik geniigt die subjective Ueberzeugung von der Wahrheit, wie begriindet
sie sein mag, allein nicht, obgleich auch in den wmathematischen Disciplinen
eine personliche Meinung nothig ist, da von ihr speciell der Fortschritt der
Wissenschaft abhingt und eine blosse Combination von Zeichen und Gegen-
stinden ohne eine leitende Idee zu Nichts fithren kann.

Der Beweis der Moglichkeit der Hypothesen kann daher nicht umgangen
werden. Fehlt ein Beweis zur Rechtfertigung der Hypothese, so geniigt es,
wenn man sie durch die directe Erfahrung rechtfertigen kann, wie es z. B. bei
den geometrischen Axiomen der Fall ist, grade der Uebereinstimmung wegen,
welche, wie wir gesagt haben, zwischen der Wahrnehmung der Gegenstiinde
und den logischen Gesetzen des Gedankens herrscht. Man soll sich aber in
der That nicht eher zufrieden geben, bis man .einen rein logischen Beweis ge-
funden hat und um dies zu erreichen muss man vor Allein von einfachen
Axiomen oder auch von Axiomen ausgehen, deren einfache Theile gepriift
werden; kann man den Beweis nicht beibringen, so mige man wenigstens
Versuche anstellen, welche Anderen zu weitern Forschungen die Unterlage
bieten kénnen.

Es bleibt noch die allgemeine Frage zu behandeln, obund wann eine
Gruppe von Axiomen oder Postulaten fiir abstract moglich gehalten werden
kann. Wir sind der Ansicht, dass man eben die Operationen und Axiome der
Logik zu Hiilfe nehmen muss, wie wir es bei unsern Operationen und Hypo-
thesen der Einleitung gethan haben. Wenn aber auch aus einer falschen
Hypothese Wahrheiten abgeleitet werden konnen, so sind doch die in dieser
Richtung vorliegenden Beispiele so einfach und die Falschheit ist im Uebrigen
so offenbar, dass eine mathematische Hypothese, welche ganz oder zum Theil
falsch ist, unzweifelhaft sehr schnell zu irgend einem Widerspruch fiihrt.
Freilich ist man in der Vergangenheit oft blind genug gewesen und hat die
Wirkung der Widerspriiche durch andere falsche Hypothesen vermeiden wollen.
Solche Hypothesen darf man aber nicht mit denjenigen verwechseln, welche zwar
auch ganz oder zum Theil falsch, doch in dem Geist des Studirenden bei dem
weitern Verlauf der Untersuchung durch exacte Hypothesen oder solche ersetat
werden, welche die Falschheit der ersten vermeiden.

Wann ist aber eine Hypothese geometrisch miglich? Wie wir gesagt
haben, diirfen die Hypothesen einer experimentalen Wissenschaft nicht nur
den Grundsitzen und Operationen der Logik, sondern auch den Eigenschaften
des speciellen Gegenstandes dieser Wissenschaft nicht widersprechen. Nach
den Merkmalen, welche die Geometrie charakterisiren, ist eine abstracte Hypo-
these geometrisch mdglich, wenn sie weder den zur theoretischen Entwicklung
der Geometrie nothigen Axiomen, welche wir aus der Erfuhrung nehmen, noch
den Eigenschaften der Raumanschauung in ihrem begrenzten unsern #usseren
Beobachtungen entsprechenden Gebiet zuwider ist.

Die moglichen abstracten Hypothesen, welche das Gebiet der Geometrie
erweitern, konnen zur Erforschung der Wahrheit in dem beschrinktesten con-
creten Gebiet dienen, ohne dass desshalb diecse Hypothesen nothwendiger Weise
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die concrete Wirklichkeit der von ihnen definirten Formen voraussetzen. Darin
unterscheidet sich die Geometrie von den Wissenschaften, die sich bestindig
mit den Ereignissen der dusseren Welt beschiftigen und bei welchen, wie z. B.
‘bei der Physik, der einzige Zweck der Hypothese die Erklirung und Ver-
kniipfung der Naturerscheinungen ist, wobei diese Hypothesen nicht immer
den Thatsachen zu entsprechen brauchen und auch geiindert oder durch andre
ersetzt werden kénnen. Unser allgemeiner Raum ist geometrisch moglich, er
hat desshalb eine abstracte Wirklichkeit, womit wir aber nicht meigen, die
dussere Welt sei an sich eine vollstindige Darstellung dieses Raums. So haben
wir bei der Hypothese der verschiedenen gradlinigen Einheiten, welche eine
Folge unsrer Hypothesen iiber das thatsiichliche Unendlichgrosse und Unend-
lichkleine oder mit andern Worten der Unabhiingigkeit der Geometrie von dem
Axiom V des Atchimedes ist, nicht nothig an die concrete Wirklichkeit des
thatsiichlich Unendlichgrossen und Unendlichkleinen zu glauben. Auch .wenn
z. B. bewiesen wiirde, dass thatsiichlich in der Wirklichkeit unser allgemeiner
Raum nicht existirt, so hiitten wir desshalb geometrisch nicht néthig auf diese
Hypothese zu verzichten.') Wenn wir z. B. die Figuren von vier Dimensionen
nicht so wie die von drei anschauen konnen, so bedeutet dies durchaus nicht,
dass die Hypothese iiber die vier Dimensionen in geometrischem Sinn den
Hypothesen und mithin den geometrischen Eigenschaften des Anschauungs-
raums von drei Dimensionen widerspricht.?)

Dagegen sind diejenigen Hypothesen des Gebiets, welches dem Gebiet
unsrer #usseren Anschauungen entspricht, auszuschliessen, die der Raum-
amschauung widersprechen, wie z. B. die Hypothese, der Kreis sei keine ge-
schlossene Linie oder habe reelle Asymptoten.®)

Hiitte man genau festgestellt, wann eine Hypothese mathematisch oder
geometrisch moglich ist, so wiirden sich viele unniitze Streitigkeiten iiber die
Moglichkeit fast aller neuer Hypothesen, welche nach und nach das Besitzthum
der Wissenschaft bereichert habhen, haben vermeiden lassen. Die reine Mathe-
matik weist nur dasjenige zuriick, was falsch ist; um daher eine mathematische
Hypothese zu bestreiten, muss man beweisen, dass sie falsch ist; der Beweis
muss aber logisch-mathematisch nicht philosophisch in dem strengen Sinn des
Worts sein und es muss aus ihm hervorgehen, dass die Hypothese nothwendiger

1) Wir, deren Fach die Geometrie ist, haben daher mit den Spiritisten und der Fiihigkeit
der Media nichts gemein. Auch wenn uns angesehene Minner die Versicherung geben,
gewisse spiritistische Erscheinungen fiinden in der That statt, so mdchten wir dies der
gebeimnissvollen Art wegen, in welcher die Beobachtungen angestellt werden, bezweifeln.
So ist es z. B. mit den Knoten und dem Tisch, die Professor Zillner (Wiss. Abh. Leipzig.
1870) beschreibt und so freundlich gewesen ist uns in Leipzig zu zeigen.

Wenn aber die Hypothese iiber die vierte Dimension oder den allgemeinen Raum
dazu dienen kénnte in der Physik neues Licht iiber die Naturerscheinungen und ihre un-
bekannten Ursuchen zu verbreiten, dann wiire sie wissenschaftlich gerechtfertigt und der
Physiker wiirde in unserm Buch die geometrischen Grundeigenschaften tinden, die er ndthig
hat. Aber auch hier miissen wir hervorheben, dass der Werth der geometrischen Hypo-
these von dem Werth, den die physische haben kann, unabhiingig ist.

2) Siehe spiiter und den Anhang.
3) Siehe den Anhang.
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Weise zu einem Widerspruch fiihrt, wenn sie eine einf;che Hypothese ist;
denn ist sie zusammengesetzt, so kinnen einzelne Theile auch wahr und frucht-
bar sein. Wenn das mathematische Problem iiber die Fundamente der Mathe-
matik und Geometrie bis gn die Schwelle des philosophischen Problems iiber
den Ursprung der mathematischen und geometrischen Ideen vordringt, so geht
es doch nicht iiber diese Schwelle hinaus. Dies ist ohne Zweifel eine grosse
Wohlthat fiir unsre Wissenschaft, weil sie sonst in ihren Principien den viel-
fachen philosophischen Ansichten anheimgegeben wiire, die sich um die Wahr-
heit streiten.!) Aus Furcht in das Unbestimmte zu gerathen soll man aber
auch nicht die Mathematik und Geometrie in ihren Fundamenten auf einen
reinen Zeichenconventionalismus reduciren wollen, wohl aber soll man sie auf
philosophische Art behandeln, d. h. die Natur der Dinge, mit denen man sich
beschiiftigt, moglichst klar machen, ohne desshalb die Bedeutung andrer Me-
thoden zu bestreiten, die von einem andern aber beschriinkteren Gesichtspunkt
ausgehen.

Es ist ja moglich, ohne eine bestimmte Hypothese oder Uebereinkunft
z. B. ohne die imaginiiren Zahlen auszukommen; es hiitte dies aber nicht allein
eine durchaus ungerechtfertigte Beschrinkung des mathematischen Gebiets zur
Folge, sondern wiirde auch Nichts gegen die Hypothese und ihre Consequenzen
in dem Gebiet selbst unabhiingig von dieser Hypothese beweisen. Es kann
vorkommen, dass fruchtbare Hypothesen zu Widerspriichen fithren, wie bei der
Differenzial- und Integralrechnung der Fall war; man muss dann aber beach-
ten, ob dies die Folge des Princips der Hypothese ist, in welchem Fall sie
zu verwerfen wire, oder ob es daher kommt, dass dieses Princip nicht genau
definirt und mithin das Gebiet seiner Giiltigkeit nicht genau umschrieben
worden ist. Um solche Unzutriiglichkeiten zu vermeiden, muss man desshalb
die Hypothese in ihre einfachen Theile zerlegen, diese getrennt betrachten
und (wie wir spiter genauer ausfiihren werden) durch die Principien und
Operationen der Logik oder wenigstens durch Thatsachen der Erfahrung recht-
fertigen.

Will man uns der hier ausgesprochenen ldeen wegen Rationalisten oder
Idealisten nennen, so nehmen wir den Titel an zum Unterschied von denjenigen,

1) Wer sich eine Vorstellung von dem philosophischen Problem tiber die Grundbegritfe
der Mathematik und Geometrie machen will, mag z. B. F. Masci's: ,,Sulla natura logica
delle conoscenze matematiche* (Rom, 1885) nachlesen, welcher freilich ein Kantianer inso-
fern ist, als er die absolute Wahrheit aller Euclid'schen Postulate vertritt und die Mog-
lichkeit einer Geometrie von mehr als drei Dimensionen leugnet. Es scheint iibrigens, als
ob Kant nicht immer ein (egner dieser Geometrie gewesen wiire, weil er nach dem zu
urtheilen, was er in seinen ,Gedanken der wahren Schiitzung der lebendigen Kraft* sagt,
vielmehr an die Existenz verschiedener Riume glaubte. Kant's Werke Bd. V, 8. 25. Siehe
B. Erdmann: ,die Axiome der Geometrie*. Leipzig, 1871. Ebenso auch B. Bawmann:
,Die Lehren von Raum, Zeit und Mathematik in der neuern Philosophie nach ihrem ganzen
Einfluss dargestellt und beurtheilt.* Berlin, 1868 —1869. In dem ersten Band und einem
ossen Theil des zweiten wird eine weitliufige und kritische Auseinandersetzung tGber die
Eeen, welche die Hauptphilosophen von Suwarez an bis Hume iber die Grundbegritte der
Muthematik gehabt haben, vom philosophischen Standpunkt des Verfassers aus gegeben.
Man kann ibrigens behaupten, dass es keinen tiichtigen Philosophen gibt, welcher sich
nicht mit vielem Interesse mit den mathematischen Ideen beschiittigt und hiintig die Re-
sultate der Mathematik zur Unterstiitzung seiner eignen Betrachtungen benutzt hiitte.
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welche dem mathematischen und geometrischen Geist ungerechtfertigter Weise
die grosstmogliche logische Freiheit verweigern wollen und sich z. B. bei jedem
neuen Resultat und jeder neuen Hypothese fragen, ob sie eine wahrnehmbare
Darstellung, z. B. in der Geometrie eine wahrnehmbare rein iiussere Darstellung
besitze oder nicht. Wir nehmen den Titel aber nur unter der Bedingung an,
dass thm keinerlei eigentlich philosophische Bedeutung beigelegt wird.*)

Als Mathematiker stiitzen wir uns auf die Thatsachen des Geistes oder
der Wahrnehmung, welche von Niemand bestritten werden kdnnen und unser
Fiihrer ist das Princip des Widerspruchs. Wir miissen aber natiirlich Gegner
jener philosophischen Systeme sein, die eben zu Widerspriichen oder unnéthi-
gen Beschriinkungen in dem mathematischen oder geometrischen Gebiet fiihren.?)
Der Mathematiker mag in so fern ein Philosoph sein, als die Philosophie
aus einer neuen Darlegung seiner Principicn grossen Nutzen ziehen kann; seine
Beihiilfe zu dieser Wissenschaft ist aber immer indirect, withrend auf der
andern Seite der Philosoph als solcher die mathematischen oder geometrischen
Hypothesen nicht bestreiten kann, sondern suchen muss aus ihnen, wenn sie
gut bestimmt sind, einen moglichst grossen Gewinn zu erzielen.

Bei diesem Idealismus haben wir wenigstens vor dem Empiristen voraus,
dass wir alle moglichen Hypothesen bei der Erforschung der Wahrheit ver-
wenden und desshalb schneller und besser wie er zu neuen Wahrheiten in
eben dem Gebiet, in welches er sich einschliessen will, gelangen kionnen. Wir

1) In Du Bois Reymond's ,,Allgemeiner Functionentheorie. 'Fibingen, 1882% werden
die mathematischen Systeme des reinen Idealisten und Empiristen besprochen (Wundt,
sLogik. Bd. II. Stuttgart, 1835“ bemerkt, dass man in philosophischem Sinn besser
Rtealist und Nominalist sagt). Beide vertheidigen aber ihre Systeme mit philosophischen
Argumentationen, die wir nicht acceptiren konnen (a. a. 0. z. B. S. 86, 110—111 und
114—116). Das System des Idealisten ist, wie wir schen werden, nicht frei von Irrthiimern
und Unklarheiten.

2) Ist z. B. die geometrische Moglichkeit in Frage, so konnen wir, wie F. Klein
darthut (Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geom. Forschungen. KErlangen, 1872),
vor dem Problem nicht gleichgiiltig bleiben, ob z. B. das Euclid’sche Postulat iiber die
Parallelen in absolutem Sinn beziiglich unsrer Anschauung wahr ist oder nicht, wie die
Kantianer behaupten. Wiire es wirklich wahr, so hiitten die Khenen Lobatschewsky's und
Riemann's keine Existenzberechtigung und es bliebe nur die Geometrie der Pseudokugel
oder der Kugel oder des Sterns in dem FEuclid'schen Rauum oder andrer geometrischer
Darstellungen derselben in diesem Raum wahr. Als Mathematiker miissen wir Gegner
der Ansicht Kant’s sein, weil die Beobachtung. oder die thatsichliche Anschauung uns in
dem Theil des Raums, welcher dem Gebiet der iusseren Beobachtungen entspricht, nur
anndihernd bei der Entscheidung der Frage hilft. Dass wir meinen den ganzen Raum an-
zuschauen, erklirt sich daraus, dass wir uns mit der Einbildungskraft in jeden seiner
Punkte versetzen und auf ihn die in einem beschriinkten Gebiet ausgeiibte Anschauung an-
wenden. Rein mathematisch beriihrt uns diese Frage nicht, wohl aber geometrisch. Im Uebri-
gen, da es unentschieden bleibt, welches das richtige Postulat iiber die Parallelen ist, warten
wir ab, ob die Geometrie nach den Begriffen Kant's entwickelt und die Nothwendigkeit
des genannten Axioms anschaulich a priord bewiesen wird. v. Helmholtz hilt den Kan-
tinnern entgegen, dass der Raum eine Anschauungsform a priori sein kann, dass es aber
die Axiome nicht sind. Wundt (Logik. Bd. I) bemerkt, eine solche Ansicht scheine ihm
einen Widerspruch zu enthalten. Als Mathematiker miissen wir die Fiihigkeit, den Ruum
anzuschauen, welche in uns wohnt und Niemand leugnen kann, zugeben; die Fihigkeit
ist aber nicht die Anschauung selbst und der Entwicklung der Geometrie wegen miissen wir
dafiir halten, die Raumanschauung sei grade das Resultat dieser Fihigkeit mit der Kr-
fahrung combinirt (siehe S. 281 u. ).
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machen auch Anspruch auf grossre Gedankenschiirfe, weil fiir uns in absolutem
Sinn Nichts zu vernachliissigen ist nicht einmal das Unendlichkleine, wenn es
zu dem Endlichen hinzugefiigt wird und wenn Etwas im Vergleich mit Ande-
rem vernachlissigt wird, so muss dies aus einem mathematischen Grund und
nicht der praktischen Anniiherung wegen geschehen. Der Empirist kann uns
nicht vorwerfen, wir behielten den praktischen Zweck der Wissenschaft nicht
im Auge und unsre geometrischen Hypothesen wurzelten nicht in der Erfah-
rung und wiirden nicht durch geistige Thatsachen bestiitigt.')

Wir erkennen sehr gern die Hiilfe, welche die empirische Beobachtung
der Mathematik im Allgemeinen leistet, und die Nothwendigkeit an, die geome-
trischen Axiome durch sie festzustellen; wir kinnen aber andrerseits nicht ver-
kennen, dass der Rohstoff, den uns die sinnlichen Eindriicke liefern, durch
unsern Geist verarbeitet wird und dass das subjective Element in der reinen
Mathematik, der Geometrie und der rationalen Mechanik den Vorrang vor dem
objectiven Element hat und dass wir alle iiberdies die ersten idealen geome-
trischen Formen in uns besitzen, noch ehe wir mit dem Studium der Geometrie
beginnen und ohne voraussetzen zu miissen, diese Formen seien eben die
reellen Gegenstinde mit ihren simmtlichen Ungenauigkeiten. Es gibt nicht
wenige empiristische Philosophen, welche die Ansicht vertreten, die geome-
trischen Formen seien ideale Formen oder doch wenigstens nicht die sinnlichen
Eindriicke selbst, welche die Gegenstinde in uns hervorrufen.?) Sie sind ein
Product der Anschauung mit der Abstraction combinirt. Cayley bemerkt
Stuart Mill gegeniiber treffend, wenn wir den Begriff der graden Linie nicht
hitten, so konnten wir nicht behaupten, die Grade existire nicht in der Natur.?)

Was fiir eine mathematisch mogliche Hypothese gilt, muss auch fiir den
Beweis in der reinen Mathematik wie in der Geometrie giiltig sein; er muss
pimlich in allen einfachen Theilen, aus welchen er besteht, vollstindig
durch die vorausgehenden Eigenschaften oder Eigenschaften, welche die un- ’
mittelbare und augenscheinliche Folge oder verschiedene Formen dieser Eigen-
schaften sind, bestimmt sein und es darf in der Kette der Eigenschaften, welche
ihn zusammensetzen, kein Widerspruch vorhanden sein.

Die Bedingungen, welchen die geometrischen Axiome und die Hypothesen
unterworfen werden, miissen, wenn man das wissenschaftliche Problem, welches
uns vorliegt, in seiner ganzen Allgemeinheit und Einfachheit behandeln will,
sind nach dem, was wir gesagt haben und spiter ausfiihren werden, die
folgenden:

I Von den geometrischen Axiomen miissen die Wahrheiten, welche sich aus

1) Siehe dariiber den Anhang, in welchem wir das Buch von f’asch »ueber neuere
Geometrie. Leipzig, 1882* einer Besprechung unterzichen.

2) Siebe z. B. Masci, Erdmann, Baumann, Wundt a. a. O. Locke z. B., welcher
ein entschiedener Empirist ist, hillt dafiir, die Idee des reinen Raums sei von der ldee der
Starrheit oder Festigkeit der Kirper und diese von der Idee des Raums verschieden und
die Theile des Raums seien unbeweglich (Baumann, a. a. 0. S. 377).

8) Report of the 53¢ meeting of the Brit. Ass. 1883. London, 1883. Ins Franzos.
iibersetzt in dem Bulletin des sciences mathématiques. Jan. und Febr. 1884,
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den Azxiomen der Logik mit Hiilfe von Operationen der Logik ergeben, getrennt
gehalten werden.

II. Die ewentlich so genannicn Axiome miissen die ecinfachsten und anschau-
lichsten Wahrheiten ausdriicken und diirfen keine Begriffe enthalten, die erst
spiiter gegeben oder abgeleitet werden miissen. Aus den Axiomen miissen sich
alle andern Eigenschaften herleiten lassen ohne stillschweigend neue Axiome ein-
zufiihren und schliesslich sollen die Axiome von Anfang an so gegeben werden,
dass fiir die verschiedenen miglichen geometrischen Systeme freies Feld bleibt.

III. Die fiir das Studium der Geometrie nothwendigen Axiome sind von
denjenigen zu trennen, welche nur fir die praktischen Anwendungen der Geometrie
nithig sind. '

IV. Die Axiome sollen unabhingly voneinander sein, wobei man jedoch
auch auf ihre Ordnung und um so mehr darauf zu achten hat, dass sie einander
nicht widersprechen.

V. Die Behandlungsart sei elementar und auf das Constructionsverfahren der
Raumanschauung gegriindet.

VI Die Axiome, Sitee und Beweise sollen von Anfang an kein nicht defi-
nirtes Anschauungselement enthalten derart namlich, dass ber Abstraction von der
Anschauung von dem geometrischen System nur ein System rein abstracter Wahr-
heiten iibrig bleibt, in welchem die Axiome die Stelle von gut bestimmten Defini-
tionen oder abstracten Hypothesen einnehmen.

An erster Stelle darf man, was durch die Erfahrung oder Anschauung
gegeben ist, nicht mit den Erfordernissen oder Definitionen der Logik (oder
umgekehrt) verwechseln. So wird z. B. die Definition, zwei Figuren seien
gleich, wenn man die eine ohne Deformation auf die andre legen konne, ge-
wohnlich fiir eine geometrische gehalten, wiihrend sie wie die Definition der
Gleichheit zweier beliebiger Dinge aus dem Axiom der Logik iiber die Iden-
titit hervorgeht.') Dasselbe gilt von der Eigenschaft, dass zwei einer dritten
gleiche Grossen einander gleich sind. Aus diesem Grund haben wir die
Bedingung VI gegeben; mit ihrer Hillfe ist es leicht, die Principien und
Definitionen der Logik und die Eigenschaften zu erkennen, welche sich noth-
wendiger Weise aus ihnen ergeben und die verlangte Gedankenschiirfe ein-
zuhalten, ohne dabei den wesentlichen Theil, welchen die Raumanschauung
in der Geometrie einnimmt, zu iibersehen. Man braucht nur ein beliebiges
Buch iiber Elementargeometrie zu 6ffnen, wenn man sich tiberzeugen will, dass
diese Bedingung durchaus nicht eingehalten wird. FEuclid z. B. spricht in
seinen ersten Definitionen von Liinge, Breite, Grisse, ohne je gesagt zu haben,
was das ist. So jst die Grade fiir Euclid diejenige Linie, welche ebenmiissig
zwischen ihren Endpunkten liegt; der Winkel zweier Graden, welche sich
schneiden, ist ihre Neigung, wenn sie nicht dieselbe Richtung haben u.s. w.
In seinen gewihnlichen Begriffen spricht er von Addition und Subtraction der
Grossen, ohne anzugeben, was man unter diesen Operationen zu verstehen hat.

1) Siehe spiiter.
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So ist auch in den besseren modernen Abhandlungen gewGhnlich von Raum,
Fliche und Linien die Rede, ohne dass man ihre gut bestimmte Definition oder
mathematische Construction gegeben hiitte, so dass von allem Diesem, wenn
man von der Anschauung abstrahirt, kein bestimmter Gegenstand iibrig bleibt.
Man benutzt auch das Axiom iiber die Bewegung der Korper ohne zu sagen,
was ihr in abstractem Sinn entspricht und was abstract der Bewegung ohne
Deformation entspricht u. s. w.

Man behauptet, einige Begriffe, z B. derjenige des Raums, kinnten iiber-
haupt nicht definirt werden. Auch hier muss man unterscheiden. Der Raum
als Anschauung wird nicht definirt, als Begriff dagegen kann man ihn geo-
metrisch wie wir es z. B. thun, definiren.) Und wenn die Anschauung fiir das
Bestehen der Geometrie nithig ist, so muss sie desshalb, wie niitzlich sie auch
sein mag, kein nithiges Element bei der logischen Entwicklung der Geometrie
sein.) Der Unterschied, den wir zwischen eigentlich sogenannten Axiomen,
Postulaten oder Hypothesen gemacht haben, verschwindet und muss verschwin-
den, wenn man von der Anschauung abstrahirt.

Die Axiome miissen Eigenschaften der Anschauung zum Ausdruck bringen
grade weil die Grundbedingung der Geometrie die Raumanschauung ist; d. h.
sie miissen ein klares Bild der Dinge, welche sie definiren, geben.®) Zu diesem
Zweck haben wir jedem Axiom empirische Betrachtungen vorausgehen lassen,
welche jedoch der Bedingung VI entsprechend als nothige Elemente in der
Abfassung der Axiome und ihren Folgerungen nicht auftreten. Die Axiome
sollen einfach sein, damit man ihre Nothwendigkeit und Unabhiingigkeit besser
ersicht. Ein Axiom kann auch aus mehreren Theilen zusammengesetzt sein,
um mit ihm sofort die Kigenschaften, welche einen gegebenen Gegenstand von
den andern unterscheiden, bezeichnen zu kinnen, wie unser Axiom II iiber die
grade Linie; das Axiom muss aber in seinen einzelnen einfachen Theilen ge-
priift werden.

Offenbar diirfen stillschweigend keine wenn auch augenscheinliche Eigen-
schaften eingefiihrt werden, welche entweder von den Axiomen nicht abhiingen
oder deren Beweis zu viel Vorbereitung erfordert, um sie als unmittelbare Folge
der vorhergehenden Dinge betrachten zu konnen. So muss man es, um peti-
tiones principii zu vermeiden, auch so einrichten, dass die Axiome und Siitze
nicht aus Wahrheiten und Begriffen hervorgehen, deren Beweis oder Erklirung
spiter gegeben wird. Euclid z. B. benutzt bei der ersten Proposition seines
Buchs I der Elemente zur Construction des gleichseitigen Dreiecks, wenn die
Seite gegeben ist, zwei Kreise, welche sich in zwei Punkten der Ebene schnei-

1) Siehe Theil I, Buch III

2) Die Philosophen, welche bestreiten, der Raum sei ein Begrift und keine Anschauung,
haben insofern Recht, als rein abstracte Betrachtungen, um so weniger numerische, niemals
zu der Raumanschauung fiihren kénnen.

3) Monge (Séances des écoles normales Bd. I. Paris 1795 und 2. Ausg. 1800) bemerkt
z. B., dass die Definition der Graden als einer Linie, deren Punkte fest bleiben, weun ein
Korper um zwei seiner Punkte rotirt, nicht allein nicht einfuch ist, sondern grade den
Fehler hat, duss sie kein Bild gibt.

Verounese, Geometrie, b
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den, ohne vorhier diese Eigenschaft bewiesen oder als Axiom gegeben zu haben.
So kann die Prop. V, Buch XI nicht als bewiesen angesehen werden ohne das
Axiom, dass der Anschauungsraum drei Dimensionen hat u. s. w.

Die Unabhiingigkeit der Axiome ferner ist fiir die Einfachheit der Wissen-
schaft nothwendig. Und in der That, kénnte man auch nur eine wenn auch
intuitive Eigenschaft, die aber von den friitheren abhiingt, als Axiom geben, so
wiirde es erlaubt sein, die Theoreme als augenscheinlich wie Axiome zu be-
trachten.

Wenn zwei Axiome oder Theile eines Axioms zwei Eigenschaften einer
gegebenen Figur feststellen, von welchen sich die eine aus der andern ableiten
lisst, so hat man Grund anzunehmen, dass in abstractem Sinn Figuren existiren,
fiir welche nur eine dieser Eigenschaften gilt. Ein solcher Fehler ist z. B. in
dem Axiom, mit welchem gewdhnlich die Ebene definirt wird, verborgen, dass
niimlich eine Grade, welche zwei Punkte mit der Ebene gemein hat, in derselben
liegt. Mittelst dieser Eigenschaft lisst sich die Ebene entweder ganz oder zum
Theil construiren dadurch, dass man alle Punkte einer Graden mit einem Punkt
ausserhalb derselben verbindet; die ebene Fliiche ist damit vollstiindig bestimmt
und ihre Eigenschaften miissen siimmtlich aus ihrer Construction hervorgehen,
wenn die Elemente dieser Construction genau definirt sind. Das Axiom iiber
die Ebene sagt uns dagegen, dass jede andre Grade ausser den bereits betrach-
teten, welche zwei Punkte mit ihr gemein hat, vollstindig in ihr liegt. Dies
ist aber eine Eigenschaft, welche nach den vorhergehenden Betrachtungen aus
der Construction selbst abgeleitet werden muss. Ist dies nicht méglich, so
bedeutet dies, dass die Axiome iiber die Grade oder iiber das Paar von Graden,
welche sich schuneiden, die Ebene in abstractem Sinn nicht ausreichend be-
stimmen.

Wir sind zu dem Beweis dieser Eigenschaft in dem FEuclidschen System
durch die Nothwendigkeit veranlasst worden, die Eigenschaft fiir die Riume
von mehr als drei Dimensionen beweisen zu miissen, von welchen wir nur die
Construction haben und bei denen wir die iussere Anschauung nicht zu Hiilfe
nehmen kénnen.')

1) Diese Bemerkung iiber die Unvollkommenheit des Axioms iiber die Ebene ist nicht
neu. In einem Brief an Bessel (Gottingen 27. 1. 1829) schreibt Gauss:

n»Seltsam ist es aber, dass ausser der bekannten Liicke in Kuclid's Geometrie, die
man bisher umgonst auszufiillen gesucht hat und nie ausfiillen wird, es noch einen andern
Mangel in dersclben gibt, den meines Wissens Niemand bisher geriigt hat und dem abzu-
helfen keineswegs leicht (obwohl méglich) ist. Dies ist die Definition des Planums als
einer Fliche, in der die irgend zwei Punkte verbindende gerade Linie ganz liegt. Diesc
Definition enthiilt mehr, als zur Bestimmung der Fliiche néthig ist und involvirt tacite ein
Theorem, welches erst bewiesen werden muss.*

Grassmann (a. a. O. 8. 32) erkennt an, dass der Geometrie eine wissenschaftliche Basis
fehlt, und stellt analoge Betrachtungen iiber das Axiom beziiglich der Ebene an. Auf S. 34
sagt er dann sehr richtig: ,Wenn ein Grundsatz vermieden werden kann, ohne dass ein
neuer eingefiihrt zu werden braucht, so muss dies geschehen und wenn es eine giinzliche
Umgestaltung der ganzen Wissenschaft herbeifiihren sollte, weil durch ein solches Ver-
meiden die Wissenschaft nothwendig ihrem Wesen nach an Einfachheit gewinnt.*

Genocchi (Dei principi della meccanica e della geometria. Mem. della Societi italiana
dei XL. Bd.II. Scrie I1I. 1869, 8. 178) bemerkt, die Krzeugung der Kbene mittelst der
traden, welche die Punkte einer Graden mit einem Punkt ausserhalb derselben verbinden,
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Die Unabhiingigkeit der Axiome ist sicherlich von Nutzen; es ist aber
nicht zu verkennen, dass es sehr schwierig ist dieselbe zu beweisen. Wir haben
Axiome gegeben, welche einfache Eigenschaften (wie die Axiome IV und V)
aber fiir alle Figuren, die sich in gegebenen Bedingungen befinden, ausdriicken,
withrend man die Frage aufwerfen kann, ob man diese Eigenschaften fiir alle
solche Figuren oder nur fiir einen Theil geben muss. In diesem Sinn weisen
wir nach, dass die Annahme geniigt, eine Grade werde durch ein einziges Paar
lhrer Punkte bestimmt. Man muss ferner priifen, ob nicht dadurch, dass man
die Ordnung eines gegebenen Systems von Axiomen iindert, irgend ein’Axiom
die Folge eines andern wird.?)

Welche Methode ist fiir die Geometrie und speciell fiir die Behandlung
ihrer Principien die geeignetste?

Nach Bedingung V diejenige, welche aus dem Constructionsverfahren der
Raumanschauung hervorgeht, d. h. die reine oder synthetische geometrische
Methode. Und in der That, da die erste und wesentlichste Bedingung der
Geometrie die Raumanschauung ist, welche uns die ersten geometrischen Gegen-
stinde und ihre unbeweisharen Eigenschaften liefert, so ist diejenige Methode
die geeignetste, welche stets die Figuren als Figuren behandelt, direct mit den
Elementen der Figuren arbeitet und sie derart trennt und vereinigt, dass jede
Wahrheit und jeder Schritt des Beweises miglichst von der Anschauung be-
gleitet sind. Die Einfachheit und Eleganz der Geometrie bestehen grade in
der Leichtigkeit ihrer Constructionen. Die synthetische Methode macht dann
der Bedingung VI entsprechend der abstracten synthetischen Methode Platz,
wie in unserer Einleitung entwickelt wird.

Eine Methode, welche fiir das Studium der Fundamente einen Theil der
geometrischen Eigenschaften oder eine grosse Anzahl von Theorien, welche
der Geometrie selbst nicht angehdren, als bekannt voraussetzt, ist mindestens
kiinstlich und indirect und wird, wenn sie vielleicht auch dazu beitragen kann
die Genauigkeit eines Systems von Axiomen zu priifen oder diese Axiome mit
andern Theorien in Verbindung zu setzen, doch niemals zu einer besseren
Loésung der Frage dienen kénnen. Eine solche Methode ist z. B. im Allgemeinen
die numerische oder analytische. Ein Beweis dafiir ist, dass die tiefgedachten
Schriften beriihmter Autoren iiber die Hypothesen der Geometrie, welche sich
dieser Methode bedienen, die eigentlich elementare Geometrie nicht viel vor-
wiirts gebracht haben und dass, wiihrend die moderne Geometrie in diesem
Jahrhundert einen so grossen Reichthum an neuen fruchtbaren Gesichtspunkten
erworben hat, jene erstere man kann sagen stationiir geblieben ist und aus

enthalte das Euclid'sche Postulat iiber die Parallelen. Sagt man, die ganze Ebene werde
auf diese Art erzeugt, so wird das System Lobatschewsky’s, aber nicht das Riemann'sche
ausgeschlossen; im andern Fall nicht einmal die Lobutschewsky'sche Ebene.

1) Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn man von Anfang an die Stetigkeit dex Graden
definirt, mit deren Hiilfe sich nicht wenige Eigenschatten beweisen lassen, welche in den
Elementarbiichern als Axiome aufgestellt werden, wiihrend die Definition des Continuums
doch auch gebraucht wird (siche z. B. de Paolis, Elementi di Geometria. Post. XI).

’bt
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ihnen fast keinen Nutzen gezogen hat.") Wie kann man z. B. als Grundaxiom
der Geometrie die Hypothese annehmen, das Linienelement des Raums sei die
Quadratwurzel aus einem quadratischen und positiven Differenzialausdruck der
Coordinaten oder die Curvatur des Raums sei constant oder auch die von einem
Punkt bei seiner Bewegung beschriebenen Linien seien Functionen einer reellen
Variabelen, welche eine Derivirte besitzen; unter den Coordinaten zweier Punkte
gebe es eine und nur eine Function, welche bei einer gewissen stetigen Gruppe
von Transformationen unverindert bleibe, oder auch der Raum sei eine dem
Zahlencontinuum (z, y, 2) entsprechende Mannigfaltigkeit von drei Dimensionen
und andre ihnliche Hypothesen? Wo bleiben da die anschaulichen und ein-
fachen Thatsachen, welche sie erkliren und rechtfertigen? Setzen sie nicht
vielmehr die Kenntniss der Analysis mit Einschluss eines guten Theils der
elementaren Geometrie voraus?

So ist nach dieser Methode der Abstand zweier Punkte eine Zahl. Wenn
aber der Abstand durch eine Zahl darstellbar ist, so sagt uns die analytische
Methode nicht, was der Abstand ist, denn geometrisch ist er nicht eine Zahl,
wie die Grade, die Ebene, die Riume von drei u.s. w. » Dimensionen geo-
metrisch nicht die Gleichungen oder die analytischen Hiilfsformeln sind, welche
sie darstellen.

Das wissenschaftliche Problem ist von dem didaktischen verschieden, weil
es z. B. aus Unterrichtszwecken rathsam sein kann einige Axiome mehr zu
geben, um namentlich im Anfang verwickelte Beweise zu vermeiden; damit
aber das erste dem zweiten behiilflich sein kann, miissen beide Probleme auf
dieselbe Art behandelt werden. Es ist aber unmdéglich bei Schiilern voraus-
zusctzen, dass sie mindestens einen guten Theil der Analysis kennen.

Bei den Arbeiten, in welchen die analytische Methode benutzt wird und
die auch einen geometrischen Ursprung haben, fillt der Eifer auf, mit welchem
man moglichst schnell zu der Analysis zu kommen sucht; es gibt sogar unter
ihnen solche, welche die Axiome zu dem Zweck aussuchen, um diesen oder
jenen analytischen Theil anwenden zu konnen. Wenn wir auch die grosse
Bedeutung solcher Arbeiten in Bezug auf die Verbindung der geometrischen

1) Man darf dbrigens nicht glauben, man miisse dem Material der Elemente hie und
da wenn auch einfache Theorien der modernen z. B. der projectiven Geometrie aufpfropfen
oder ihren Inhalt @ndern oder die auf reine Vernunftschliisse basirte Anschauungsmethode
verlassen. Es heisst vielmehr, dass man suchen muss auch in der elementaren Geometrie
mit Hiilfe dieser neuen Theorien oder auf anderm Weg jene allgemeinen Gesichtspunkte
zu gewinnen, die das ganze Gebiiude der FKlemente beherrschen sollen und diese Elemente
in einer wissenschaftlichen und zugleich harmonischen Form so darstellen, dass man selbst
in einem Schulbuch, aus dem kritische Erirterungen verbannt sind, nicht mehr aufs Gerade-
wohl gegebene Axiome findet, bei denen man den inneren wissenschaftlichen Grund ihrer
Nothwendigkeit und Unabhiingigkeit nicht kennt. Es ist desshalb im Allgemeinen nicht
nothig den Klementen neue Theorien hinzuzufiigen; dagegen ist das Material der griechi-
schen Geometrie von weiteren und strengeren Gesichtspunkten aus zu sichten und neu zu
ordnen. Ueberdies dient dieses Material nicht nur den einfacheren praktischen Zwecken
dieser Wissenschaft, sondern bildet ebenso die Basis eines jeden Theils der (reometrie; bei
dem DProblem ihrer Fundumente nmss man daher nicht die einen Eigenschaften mehr be-
riicksichtigen, wie die andern, weil man sonst seine Losung den cinen oder den andern
unterordnet,
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Principien mit fruchtbaren Theorien der Analysis anerkennen, so konnen wir
uns doch der Thatsache nicht verschliessen, dass man auf solche Art die Be-
handlung des Problems von einem speciellen Gesichtspunkt abhiingig macht,
den man a priori vorwiegen lassen will, wiihrend man doch zusehen muss,
welche Methode sich fiir die Natur des Problems am besten eignet. Priift
man nun die Frage ihrem wahren Aussehen nach, so verdient die reine Methode
den Vorzug, weil ein von Allen anerkannter Fehler der analytischen Methode
gerade darin besteht, dass sie uns sehr oft von den Priimissen zu dem End-
resultat filhrt ohne uns die verschiedenen Ringe in der Kette der geometrischen
Eigenschaften, die man bei dem Uebergang von der ersten zur letzten nithig
hat, kennen zu lehren. So einfach und elegant auch der Beweis sein mag, bei
den Principien ist es vor Allem néthig, sich von jeder Einzelnheit genaue
Rechenschaft zu geben und sich von der Art, auf welche eine Eigenschaft aus
den fritheren abgeleitet wird, ein durchaus klares geometrisches Bild zu machen.
Ein andrer Fehler besteht darin, dass manchmal ein grosser Apparat von Sym-
bolen und Rechnungen néthig ist, wmn zu den einfachsten geometrischen Eigen-
schaften zu kommen. Newton selbst bemerkte, dass arithmetisch am einfachsten
ist, was durch einfache Gleichungen bestimmt wird; geometrisch dagegen, was
man durch einfaches Ziehen von Linien erhiilt, und dass in der Geometrie voran-
gestellt und vorgezogen werden muss, was nach dem geometrischen Begriff am
einfachsten ist.') Wir verwerfen daher die analytische Methode nicht aus dem
Grund, weil sie den umgekehrten Weg, wie die historische Methode, nach
welcher sich die Geometrie entwickelt hat, einschliigt und folgen der letzteren
nicht desshalb, weil sie dem Geist der griechischen Geometrie entspricht, sondern
weil sich die griechische Methode am besten fiir die Natur des Problems eignet.

1) Arithm. univ. Amsterdam. 1761, Bd. II. De constructione lineari. 8. 237 u. ff. Er
fiigt hinzu: ,Dic Einfachheit der Figuren hiingt von der Einfachheit der Genesis der Ideen
ab: die Gleichung ist es nicht, wohl aber die {geometrische wie mechanische) Beschreibung,
mittelst welcher die Figur erzeugt und leicht dargestellt wird.* Kr betrachtet aber den
Kreis als einfach, wie die Grade, withrend der Kreis wenigstens der Jbene bedarf, wie dic
Kugel zum mindesten des gewohnlichen Raums. Die Grade hat, um mittelst ihrer Eigen-
schaften abstract definirt zu werden, keine andern Fjguren nithig.

Wenn man auch andern Betrachtungen Newtor's bei dem gegenwiirtigen Stand der
(GGeometrie nicht mehr zustimmen kann, so bleiben doch die Ideen eines der grossen Erfinder
der Ditterenzial- und Integralrechnung tiber den Grundcharakter der Geometrie in ihrer ganzen
Allgemeinheit stets wuhr. Und wir verschliessen uns diesen Ideen auch in unseren Arbeiten
iiber die Geometrie von mehreren Dimensionen nicht; so wird z. B. unser Satz, dass alle
rationalen Curven der Ebene von der Ordnung n aus der normalen rationalen Curve des
Kaums von n Dimensionen durch Projection abgeleitet werden konnen, auf die Einfachheit
der Construction der normalen Curve selbst gegriindet.

Wiewohl Leibniz die Analysis schr bevorzugt hat, so erkannte er doch die Miingel
der analytischen Methode besonders bei der Behandlung der Principien der Geometrie und
versuchte sie desshalb durch seine geometrische Analysis zu ersetzen (siche den Anhang).

Und Gauss (Gott. Gelehrte Anzeigen. 1816. S. 619{ driickt sich so aus: ,Die logischen
Hilfsmittel zur Einkleidung und Verkettung der Wahrheiten in der Geometric konnen fir
sich Nichts leisten und nur taube Bliithen treiben, wenn die befruchtende lebendige An-
schauung des Gegenstandes nicht iiberall waltet. ¢

W. Killing theilt in seiner ,Erweiterung des Raumbegriffs. Braunsberg. 1534% mit,
dass Weierstruss einige Vorlesungen an dem mathematischen Seminar zu Berlin iiber dic
Principien der Geometrie 1872 gehalten hat und obwohl er von der Function des Abstandes
ausging, doch die Ansicht vertrat: duss es vor Allem nothig sei, eine rein geometrische
Behandlung zu versuchen.
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Die Analysis gibt uns in ihrer Anwendung auf die Geometrie auch bei
dem Studium der Principien Anleitungen; a priori weiss man von rein geometri-
schem Standpunkt aus aber nicht, ob sie verwendbar sind.

Die analytische Methode fiihrt uns ferner wegen ihrer Allgemeinheit, wenn
man die Anschauung nicht beriicksichtigt, zu Hypothesen iiber den Raum von
drei Dimensionen, welche der Erfahrung widersprechen. Denn von analyti-
schem Standpunkt aus hat jede Zahlenmannigfaltigkeit von drei Dimensionen
dieselbe Existenzberechtigung wie der Anschauungsraum; geometrisch aber ist
dies, wie gesagt, nicht dasselbe. Aus diesem Grund hat die analytische Methode
nicht nur die Frage der Grundlagen der Geometrie auf ein andres Gebiet ver-
pflanzt, sondern auch die oft in Schutz genommene Vermuthung aufkommen
lassen, ihre Resultate in der Nicht- Euclid'schen Geometrie und mehr noch in
der Geometrie von » Dimensionen seien geometrisch unmdiglich.

Es ist ferner zu beachten, dass das erste uns in die Augen fallende Unter-
scheidungszeichen der Figuren die Verschiedenheit des Orts ist und dass die
constructive Methode aus dieser Verschiedenheit entsteht und sich entwickelt.

Man darf bei der hier behandelten Frage auch nicht vergessen, dass das letzte
Wort iiber die Fundamente der Analysis, wic neuere Arbeiten hervorragender
Mathematiker und unsere Einleitung beweisen, noch nicht gesprochen ist; denn
die Principien der Analysis sind nicht alle logisch nothwendig und nicht wenige
enthalten, wenn man die Analysis direct zum Studium der Geometrie verwendet,
wahre geometrische Axiome wie z. B. das Princip der Continuitiit in seinen
verschiedenen analytischen Formen, welches nicht immer seine Rechtfertigung
in der Raumanschauung findet.

Wir bemerken noch, dass der Raum von n Dimensionen geometrisch wie
analytisch bei seiner Erzeugung aus Riiumen von weniger Dimensionen ab-
geleitet wird. KEs ist daher am einfachsten die Axiome fiir die Riiume von
weniger Dimensionen aufzustellen. Die Axiome, welche man direct fiir Figuren
z. B. des Raums von % Dimensionen gibt, sind natiirlich complicirter als fiir
diejenigen der Mannigfaltigkeiten von einer niedrigeren Anzahl von Dimen-
sionen. Mit andern Worten muss man der Bedingung II entsprechend von
dem Einfachen zu dem Complicirten vorschreiten. .

Man konnte uns vorhalten, wir fiilirten sofort den Bocrrlﬁ' des allgemeinen
Raums ein. Aber erstlich ist dles ein allgemeiner Begriff, in welchem weder
die Construction noch das Mass der Dimensionen auftritt, und dann bedienen
wir uns seiner nur, um grissere Freiheit in unseren Constructionen zu haben,
so dass die Betrachtungen, welche wir in dem ersten Theil {iber den allgemeinen
Raum anstellen, spiiter ohne Weiteres in einem Raum von einer beliebigen
gegebenen Anzahl von Dimensionen gelten. Ueberdies wiirde mit Ausnahme
einiger Eigenschaften der Text auch ohne die Definition dieses Raums der-
selbe bleiben.

Die Entwicklung nach der synthetischen Methode erfolgt direct in dem
allgemeinen Raum, welcher eine thatsiichlich unendlich grosse Anzahl von
Dimensionen hat, withrend die analytische Geometrie direct in einem solchen
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Raum noch zu behandeln bleibt. So ist es bisher auch noch nicht gelungen
die rein analytische Geometrie unseren Hypothesen iiber das Unendlichgrosse
und Unendlichkleine gemiiss zu behandeln. ,

Auys allem Diesem darf man jedoch nicht den Schluss ziehen, wir seien
Gegner der analytischen Methode. Imn Gegentheil; die Anpalysis leistet ohne
Zweifel der Geometrie grosse Dienste, wie diese der Analysis. Wenn der Ana-
lytiker die Geometrie zu Hiilfe nimmt, so macht er von einer Fihigkeit, der
Raumanschauung, Gebrauch, welche in der Analysis an sich nicht zur An-
wendung kommt und mit deren Hiilfe er sich durch einen Blick von vielen
Eigenschaften der ihm vorliegenden Gegenstiinde iiberzeugt; der Geometrie-
beflissene dagegen kommt durch richtig angebrachte analytische Formeln heute
oft mit grisserer Sicherheit zu seinem Endresultat. Damit aber ein analytisches
Resultat eine wirkliche geometrische Bedeutung habe, muss es sich auf ein
geometrisch existirendes Ding beziehen; jedenfalls kann sich die Geometrie nicht
damit begniigen zu wissen, dass z. B. eine gegebene Fliche existirt, sie will
auch die Gesetze kennen lernen, nach welchen diese Fliche construirt wird.

Man behauptet mit Recht, dass man bei den geometrischen wie den anuly-
tischen wissenschaftlichen Untersuchungen alle Methoden benutzen miisse, welche
zu neuen Resultaten fithren konnen.') Man muss aber auch anerkennen, dass
besonders ausserhalb Italiens heute eine starke Tendenz besteht, die rein geo-
metrische Methode zu vernachliissigen, eine Methode, mit deren Hiilfe noch in
diesem Jahrhundert Poncclet, Steiner, Staudt, Chasles, Cremona und so viele
Andre die Geometrie mit einer so grossen Anzahl fruchtbarer Theorien be-
reicherten und wir wissen wirklich nicht, von wie grossem Nutzen diese Tendenz
sein kann. Und da die beiden Methoden auch bei der Erforschung der Wahr-
heit eigenthiimliche Vorziige und Schonheiten besitzen, welche sie bei einer
gemischten Methode vielleicht nicht immer behalten, so halten auch wir aus
den angegebenen Griinden auch bei den hiheren Untersuchungen der Geometrie
die Versuche fiir mehr als gerechtfertigt, welche sich darauf richten, jede geo-
metrische Frage auf synthetische Art zu behandeln. Dem Vorwurf, den man
dieser Methode macht, sie sei bei gewissen Untersuchungen nicht ganz sicher,
kann man entgegenhalten, es sei dies kein der Methode anhaftender Fehler,
sondern eine Folge davon, dass ihr die néthige Entwicklung fehle. Uebrigens
sind wir der Ansicht, dass man im Allgemeinen strenge Regeln nicht aufstellen
kann und dass man wie in der Kunst allen Kundgebungen des wissenschaft-
lichen Gedankens je nach den individuellen Anlagen freien Spielraum lassen
muss. Man darf iberdies nicht vergessen, dass die Mathematik auch ihre
Philosophie hat und dass in dieser die Art, wie man zur Wahrheit kommt,
von nicht geringer Bedeutung ist.

1) Der grosse italienische Mathematiker Lagrange sagte: ,Solange die Algebra und
die Geometrie getrennt waren, blieben ihre Fortschritte unbedeutend und ihre Anwendungen
beschriinkt; sobald aber diese beiden Wissenschaften sich vereinigten, halfen sie sich gegen-
seitig und schritten zusammen rasch der Vollendung zu."*  Genoceli (a. a. O.), Klein (a. a. 0.
S. 14) und Segre: ,,Su alcuni indirizzi delle ricerche geometriche®, Rivista di matematica,
Febr. u. Mirz 1891 u. s. w.
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Beziiglich der Aufeinanderfolge der Axiome und Definitionen ist von
wissenschaftlichem wie didaktischem Standpunkt zu empfehlen, sie nach und
nach, wie sich das Bediirfniss einstellt, zu bringen; nur muss man, um nicht
eine allgemeine Definition, welche bei vielen Figuren Anwendung findet, wicder-
holen zu miissen, sich nicht scheuen manchmal von dieser Regel abzuweichen.
Auf keine Weise aber liisst sich die Methode Fuclids rechtfertigen, welcher
den grossten Theil der Definitionen im Anfang des Textes vereinigt ohne die
Existenz der Figuren, auf welche diese Definitionen sich beziehen, zu beweisen
oder ohne dass diese Existenz vorher oder gleich nachher gegeben wiire.

Aus den Bedingungen, denen wir die geometrischen Axiome unterworfen
haben, speciell aus den unter I und VI aufgefiihrten, miissen wir ersehen, auf
welche gewohnlichen Begriffe und Operationen der Logik sich die reine Mathe-
matik oder die Theorie der abstracten und concreten mathematischen Formen
und mithin auch die Geometrie griindet. Grade darauf beruht die Einleitung.
Die reine Mathematik stellt sich so als eine Wissenschaft von Begriffen und
nicht von reinen, conventionellen Regeln unterworfenen, Zeichen dar, wie méiglich
die letzteren auch sein mogen.

Wir gehen von den Begriffen der Einheit und Mehrheit aus, von den logi-
schen Axiomen, aus welchen wir einige wichtige Folgen ableiten. Aus dem
ebenfalls urspriinglichen Begriff von zuerst und nachher folgern wir den Begriff
der Reihe oder Aufeinanderfolge und der Ordnung mehrerer gegebener oder
gedachter Gegenstiinde. Aus der Operation des Stellens und Weguchmens und
des Zusammenbetrachtens oder Vereinigens entnchmen wir den Begriff der
Gruppe und der geordneten Gruppe. Und durch den Begriff der Gruppe
erhalten wir dann den abstracten Begriff von ausserhalb.

Es gibt begrenzte und unbegrenzte Reihen. Die begrenzte Reihe erster
Art oder die natiirliche Reihe ist die einfachste; sie hat einen ersten und letzten
Gegenstand und enthiilt keine unbegrenzte Reihe; dann folgt die unbegrenzte
Reihe erster Art, deren begrenzte Reihen alle von der ersten Art sind. Wir
geben die Principien, welche die Operationen des Vereinigens und Wegnehmens
regeln, und heben die Merkmale der abstracten und concreten mathematischen
Formen hervor. .

Ein Grundprincip ist das Princip iiber den eindeutigen und in derselben
Ordnung stattfindenden Zusammenhang zwischen den Reihen oder Gruppen
mehrerer Elemente, mit dessen Hiilfe wir verschiedene Siitze iiber die Reihen
oder geordneten Gruppen im Allgemeinen und speciell iiber die begrenzten
und unbegrenzten Reihen erster Art ableiten.

Wiihrend wir bis dahin nur den Begriff der Einheit und Mehrheit benutzt
haben, entsteht nun aus den geordneten Gruppen der Begriff der Zahl in seiner
ersten Bildung und aus dem Zusammenhang zwischen den Elementen der Gruppe,
welche geziihlt werden, und den Einheiten der Zahl werden die Grundsiitze
itber die den natiirlichen Gruppen entsprechenden Zahlen ahgeleitet. Zu diesen
Siitzen gehort auch, dass die durch eine natiirliche Gruppe dargestellte Zahl,
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wenn man die Ordnung der Elemente dieser Gruppe iindert, dieselbe bleibt.
Der genannte Zusammenhang gibt uns das Mittel an die Hand, auf natiirliche
Weise den Beyriff der grisseren und kleineren Zahl, die ersten Operationen
mit den natiirlichen Zahlen und die beziiglichen Gesetze festzustellen. Wir
betrachten also zuerst die Anzahl der Gegenstiinde einer Gruppe und leiten
daraus dann die Eigenschaften der Zahl als Zeichen ab.

Indem wir uns der Fiihrung des gradlinigen Anschauungscontinuums iiber-
lassen, welches wir in seinen verschiedenen Theilen priifen, definiren wir das
Grundelement, unterscheiden die Elemente in relativem und absolutem Sinn und
behandeln alsdann das System von Elementen einer Dimension, das homogene
und in der Position seiner Theile identische System.

Aus der Priifung der Consequenzen des Princips der Identitiit ergibt sich,
dass der Identititszusammenhang zwischen zwei Formen auf der Identitiit zweier
andrer Formen beruht, und daraus die Nothwendigkeit, wenn man diesen Zu-
sammenhang nutzbar machen will, von einer ersten Grundform auszugehen, fiir
deren Theile wir ohne Weiteres die Identitiit in Uebereinstimmung mit dem
Princip dieses Namens in § 8 annehmen.

Unsre Grundform ist ein System einer Dimension, welches in der Position
seiner Theile identisch und stetig ist und durch die kleinste Anzahl von Ele-
menten beziiglich der andern Formen bestimmt wird. Unabhiingig von diesen
beiden letzten Eigenschaften, welche wir spiiter feststellen, construiren wir auf
der Grundform die Scala mit einem gegebenen Segment als Einheit und finden,
nachdem ihr Gebiet definirt ist, die Bedingungen der Gleichheit zweier Scalen.

Wir fiihren dann den Begriff von endlichen, thatsiichlich unendlich grossen
und unendlich kleinen von zwei Elementen begrenzten Segmenten ein, stellen
die einfachen Hypothesen iiber ihre Existenz und Construction auf, die mit der
Definition des homogenen (und auch des in der Position seiner Theile iden-
tischen) Systems vereinbar sind und bestimmen dann durch sie die Beziehungen
zwischen den genannten Segmenten. Aus diesen Hypothesen wird eben der
Begriff mehrerer Arten von Masseinheiten, der Grundeinheit, auf welche sich
die Unendlichkleinen und die Unendlichgrossen beziehen, und der absoluten
Einheit abgeleitet, welche ein begrenztes beliebiges Segment der Grundform
ist und welches wir auch absolut endlich nemnen. Wir beweisen mit voller
Strenge, dass das Unendlichkleine von beliebiger Ordnung beziiglich eines
Unendlichkleinen von geringerer Ordnung zu vernachliissigen ist, obgleich es
beziiglich der absoluten Einheit oder in absolutem Sinn nicht vernachlissigt
werden darf.

Aus den unendlich grossen und unendlich kleinen Segmenten leiten wir
neue ganze unendlich grosse Zahlen ab, welche bei der Addition wie bei der
Multiplication den gewilnlichen Gesetzen unterliegen und sich mithin von den
transfiniten Zahlen G. Cantor’s unterscheiden, die sich zur Construction der
unendlich grossen Segmente unsrer Grundform nicht verwenden lassen.?)

1) Als schon ein grosser Theil unsrer Einleitung gedruckt war, erschien die klare
Darlegung der Theorie der Grossen von Prof. Bettazzi (Pisa 1890), in welcher der Verfasser
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Wir wissen sehr wohl, welche Abneigung heutigen Tages gegen das that-
siichliche Unendlichgrosse und Unendlichkleine besonders gegen das Letztere
besteht; die Griinde aber, welche gegen diese Formen, wie sie frither gegeben
wurden, angefiihrt werden, lassen sich gegen die unsrigen, deren Moglichkeit
wir iibrigens logisch nachgewiesen haben, wie gegen die Formen des thatsiich-
lichen Unendlichgrossen und Unendlichkleinen von Stole und Du Bois Reymond
nicht geltend machen. Was die Darstellung angeht, so kinnen wir uns das
begrenzte unendlich grosse oder unendlich kleine Segment der Grundform als
ein wahrnehmbares gradliniges Segment vorstellen, wie man aus den Anwen-
dungen, die wir auf die Geometrie machen, besser ersehen wird.")

Wir treten fiir das thatsiichliche Unendlichkleine ein, weil wir nicht nur
seine Moglichkeit sondern auch seine Niitzlichkeit in dem geometrischen Gebict
bewiesen haben; wir hiitten, so interessant eine solche Theorie an sich sein
kann, sie hier vielleicht nicht behandelt ohne die geometrischen Anwendungen,
die wir von ihr gemacht haben. Die analytische Behandlung der Geometrie
unabhiingig von dem Axiom des Archimedes miisste, so scheint uns, interessant
auch fiir die Analysis ausfallen.?)

Wir stellen dann die Hypothesen iiber die auf eine Einheit beziigliche Stetig-
keit (oder gewihnliche Stetigkeit) und dann iiber die auf die absolute Einheit
beziigliche (die absolute Stetigkeit) auf. Aus der absoluten Stetigkeit lisst sich
die erstere beziiglich jeder Einheit ableiten, aber nicht umgckehrt. Fiir das Gebiet
einer relativen Einheit wie beziiglich der absoluten Einheit wird bewiesen, dass
Jedes begrenzte Segment der Form in » (oder %) gleiche Theile zerlegbar ist,
dass (AB) 4+ (BC) == (BC) + (CB"), wobei (CB”) mit (AB) identisch ist
und dieselbe Richtung wie (AB) hat, dass das Segment (AB) in einer Rich-
tung durchlaufen demselben Segment in der entgegengesetzten Richtung durch-
laufen gleich ist und andre Eigenschaften, die sich auf die begrenzten Elemente
einer Elementengruppe auf der Grundform beziehen. Aus diesem Grund ist
auch unabhiingig von dem Unendlichgrossen und Unendlichkleinen unsre Defi-
nition des gewdhnlichen Continuums den andern vorzuziehen, welche dieselben
Principien zulassen aber z. B. auch das Commutationsgesetz der Summe oder

gewisse Classen einer Dimension zweiter Art untersucht, welche in n Hauptunterclassen
{unter n eine ganze endliche Zahl verstanden) erster Art zerfallen, die einzeln betrachtet
im gewGhnlichen Sinn stetig sind. Obgleich Betazzi nicht direct die Moglichkeit dicser
Classen beweist und ebenso die Principien wie die Art der Beweisfiihrung von den unsrigen
verschieden sind, so haben wir doch in diesem Theil einige ldeen gemeinsam gehabt. Er
bleibt bei der genannten Classe zweiter Art stchen, withrend die Clusse, welche aus unsrer
Grundform hervorgeht, eine derjenigen ist, die Betazzi absolut nennt und nicht untersucht
und aus der der besonderen Principien wegen, denen sie geniigt, auch ein Mass hervorgeht.

Unsre unendlich grossen und unendlich kleinen Zahlen sind im Grunde specielle
complexe Zahlen mit unendlich vielen Einheiten jedoch derart, dass das Product zweier
derselben sich durch die andern linear nicht ausdriicken lisst und fiir sie mithin, wie fiir
die gewoShnlichen complexen Zahlen und die Quaternionen Hamilton's, der Satz gilt, dass
wenn das Product zweier von diesen Zablen Null ist, einer der Factoren Null sein muss.

1) Siche die Anmerkungen S. 98—100, 184. Wir verweisen den Leser auf unsre Be-
trachtungen iiber die Beweise gegen das thatsiichliche Unendlichgrosse am Schluss des An-
hangs. Selbstverstindlich ist der Text unabhiingig von ihnen.

2) Siehe Anm. S. 138, 139 und die Betrachtungen iiber die absolute projective Geo-
metrie.

[ ]
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auch die Eigenschaft (AB) = (BA) voraussetzen. Wendet man die Principien
unsrer Definition auf die Grade an, so geben sie einfachen und anschaulichen
Eigenschaften der Graden Ausdruck.

Aus der Definition des Proportionalitiitszusammenhangs zwischen den Seg-
menten der Grundform leiten wir die Haupteigenschaften der Verhiiltnisse der
Segmente und insbesondere ihrer Gleichheit ab.

Nachdem wir die Formen von mechreren Dimensionen und ihr Gebiet de-
finirt haben, ohne hier den Begriff der Stetigkeit im Allgemeinen zu geben,
beschiiftigen wir uns mit der extensiven und intensiven Grisse der Grundform.
Dieser Entwicklungen wie des Kapitels beziiglich der reellen absoluten und
relativen Zahlen bedienen wir uns bei der Erirterung der Principien der Geo-
metrie nicht. Die Betrachtungen iiber das relative und ahsolute Zahlenconti-
nuum erlauben uns aber die Griinde der Auswahl unsrer Grundform zu er-
kliren. Aus den fritheren Hypothesen geht nicht hervor, dass diese Grundform
durch zwei und nicht durch mehr als zwei verschiedene Elemente bestimmt
werde.

Es leuchtet somit ein, dass wir bei der Construction der mathematischen
Begriffe iiberall von dem Einfachen zu dem Complicirten vorschreiten.')

Es konnte uns der Vorwurf beziiglich der Begrifte der rationalen und
irrationalen Zahlen gemacht werden, wir gingen von Hypothesen aus, withrend
die Analysis sich mittelst des Conventionalismus entwickelt und sich dabei nur
auf die ganzen Zahlen stiitzt.  Vor Allem haben wir in der Einleitung nicht
die Principien der Analysis allein, sondern der reinen Mathematik im Allge-
meinen, welche auch die Wissenschaft der abstracten Ausdehnung®) in sich
fasst, behandeln wollen; ferner kommt der Begriff dieser Zahlen fiir uns erst
in zweiter Linie, da es der Hauptzweck der Einleitung ist, dem geometrischen
Theil als Unterlage zu dienen. Ueberdies gibt es berithmte Vertreter der
Anulysis, welche, wie wir, der Ansicht sind, auch die Analysis miisse in ihren
Fundamenten auf philosophische Art in dem oben von uns erklirten Sinn?®)
statt in gekiinstelter Weise entwickelt werden.

Die Einleftung soll uns nicht nur die Grundmerkmale liefern, die wir in
demn geometrischen Theil nithig lraben, sontlern kann auch als ein in sich ab-
geschlossenes Ganze betrachtet werden; aus diesem Grund haben wir einige
ithrer Theile, welche auf die Geometrie keine Anwendung finden und auf die
wir oben hinwiesen, eingehender ausgefiihrt.

Nachdem mit Hiilfe der Erfahrung erklirt worden ist, was man unter
leerem Anschauungsraum und unter Punkt, welcher dus Grundelement der Geo-
metrie ist, zu verstehen hat, wird durch Ax. I festgestellt, dass es verschiedene

1) Siehe z. B. Anm. S. 1 und . 18.

2) Ausdehnungslehre nach H. Grassmann.
) Du Bois Keymond ist der Ansicht, wenn man bei den Operationen mit den Zeichen
nicht mehr auf ihre Bedeutung achte, bei der Erorterung der Grundbegriffe der Mathe-

matik der Ursprung der Zeichen nicht vergessen werden diirfe (a. a. 0. S. 50 u. f.). Siche
Einl. Anm. 8. 78.
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und gleiche Punkte gibt. Dann wird die Definition der Figuren und hierauf
diejenige des allgemeinen Raums gegeben.

Die Geometrie ist die Wissenschaft des allgzemeinen Raums und mithin
auch der in ihm enthaltenen Figuren. Die Betrachtungen aber, welche wir
anstellen, gelten mit Ausnahme weniger auch unabhiingig von diesem Raun,
obwohl wir immer in ihm arbeiten.’) Der Begriff ausserhalb in abstractem
Sinn findet hinreichende Rechtfertigung in dem ersten Kapitel der Einleitung.

Die einfachen Theile des ersten Theils des Axioms II iiber die Grade sind
schon in der Einleitung erortert worden. Da eine Hauptaufgabe dieser Studien
auch ist, moglichst viele Axiome zu ersparen, so haben wir nur nothig anzu-
nehmen, die Grade werde durch ein einziges Paar ithrer Punkte bestimmt; wir
vervollstiindigen dann dieses Axiom durch den zweiten Theil, welcher fest-
stellt, dass jeder Punkt ausserhalb einer Graden und ein beliebiger Punkt der-
selben eine andre Grade bestimmen. Dadurch wird es uns miglich gemacht,
die allgemeinen gemeinschaftlichen Eigenschaften aller bekannten méglichen
geometrischen Systeme zu entwickeln.

Die andern drei Axiome sind einfache Eigenschaften, welche die Identitit
zweier Graden, die einen Punkt gemein haben, die Differenz der zwei Seiten
eines Dreiecks, wenn die dritte unbegrenzt klein wird und die Identitiit zweier
Paare von Graden, die einen Punkt gemein haben, betreffen.

Den Hypothesen iiber das thatsichliche Unendlichgrosse und Unendlich-
kleine der Kinleitung gemiiss geben wir einige Hypothesen, die uns erlauben
eine absolute Geometrie unabhiingig von dem Axiom V des Archimedes aufzu-
stellen und aus ihr zwei allgemeine Systeme herzuleiten, in welchen die spe-
ciellen Systeme Euclid's und Iiemann's enthalten sind. In dem System der
absoluten geschlossenen Graden, welches wir uns zu eigen machen, erhalten
wir eben das System Euclid’s und Riemann's derart, dass die vorhergehenden
Hypothesen dazu dienen diese heiden Systeme in einem einzigen allgemeinen
System durch die Anwendung des Begriffs der verschiedenen Masseinheiten zu
verbinden.

Die Einheit, durch welche wir das Riemann'sche System erhalten, ist un-
endlich gross beziiglich derjenigen, auf welcher das Euclid'sche System beruht.
Die Leichtigkeit, mit welcher der Uebergang von der Euclid’schen Ebene zu
der vollstindigen oder Ricmann’schen Ebene stattfindet ohne jemals aus der
Ebene herauszukommen und die Leichtigkeit, mit welcher durch die unendlich
ferne Ebene des Iuclid’schen Raums von drei Dimensionen, welche eine voll-
stiindige Ebene ist, viele der Grundeigenschaften dieses Raums bewiesen werden
und ebenso analog bei den andern Riiumen von gegebenen Dimensionen scheint
uns bemerkenswerth zu sein. Man konnte uns einen Vorwurf daraus machen,
dass wir abstracte Hypothesen benutzen, wiihrend wir uns doch vorgenommen
haben die Anzahl der Axiome mdoglichst zu reduciren. Der Vorwurf hat von
einem gewissen Gesichtspunkt aus seine Berechtigung; aber auch auf ihn findet

1) Siehe Bem. III, § 1 und Bem. IX, § 4 in Theil L
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sich in unserm Buch eine Antwort. Denn die genannten Hypothesen fiihren
vor Allem, wie wir in den mit romischen Ziffern bezeichneten Anmerkungen
nachweisen, mit Ausnahme des Postulats iiber die Parallelen keine weiteren
Axiome ausser den schon gegebenen in dem endlichen Gebiet ein, wenn man
in diesem Gebiet allein bleiben will. In diesen Anmerkungen behandeln wir
in der That die Geometrie mit Hiilfe des Textes unabhiingig von diesen Hypo-
thesen; verfolgen dabei jedoch auch den Zweck, zu zeigen, wie wichtig diese
Hypothesen fiir die Entwicklung und Anordnung der Grundeigenschaften auch
des endlichen Gebiets sind. Da wir, wie gesagt, das wissenschaftliche Problem
in seiner ganzen Allgemeinheit behandeln wollen, so haben wir ferner diese
Hypothesen gegeben, um eine Geometrie unabhiingig von dem Axiom V des
Archimedes aufbauen und die verschiedenen bekannten geometrischen Systeme
besser behandeln und untereinander ordnen zu kounnen.

Ehe wir die genannten Hypothesen aufstellen, leiten wir aus dem Iden-
titiitszusammenhang zwischen zwei Formen, bei welchen die Grade die Grund-
form darstellt, die Sitze iiber die Gleichheit der Figuren ab, fir welche wir
das Axiom V nothig haben, obgleich aus unsern zu diesem Zweck angestellten
Betrachtungen ein sichrer Beweis fiir die Unabhiingigkeit dieses Axioms von
den friiheren nicht hervorgeht.

Am Schluss des ersten Kapitels des ersten Buches behandeln wir die ste-
tigen Systeme unveriinderlicher Figuren im allgemeinen Raum und insbesondre
stetige Systeme unveriinderlicher Segmente auf der Graden, ohne auf die Be-
wegung ohne Deformation zuriickzukommen; mit der letzteren beschiiftigen
wir uns in dem folgenden Kapitel als mit einem Princip, dessen man nur zur
praktischen Ausfithrung der geometrischen Constructionen bedarf. Bei den
stetigen Systemen unverinderlicher Figuren braucht man abstract alle Eigen-
schaften der Anschauungslinien, d. h. dass sie in jedem Punkt eine Tangente
besitzen, nicht zu beriicksichtigen; dies vereinfacht unsre Auseinandersetzung sehr.

In Buch II des ersten Theils studiren wir zuniichst die ersten Eigen-
schaften der Strahlenbiischel, ihrer Winkelsectoren und Winkel.?) Wir be-
schiiftigen uns dann mit den Eigenschaften des Parallelogramms und beweisen
den Grundsatz, dass, wenn von einem beliebigen Punkt einer Seite des Drei-
ecks eine Parallele zu einer andern Seite gezogen wird, diese die iibrigbleibende
schneidet und derart, dass die Segmente auf der ersten und dritten Seite in
Proportionalititszusammenhang stehen. Nachdem die Ebene als Figur definirt
worden ist, welche man aus dem Biischel erhiilt, wenn man in ihm den Punkt
statt des Strahls als Element betrachtet, erlauben uns der vorhergehende Satz
und die Sitze iiber das Parallelogramm die ersten Eigenschaften der Ebene streng
und leicht zu beweisen. Unter dicsen ist die Eigenschaft zu bemerken, dass
jedes Strahlenbiischel (Rr) im Unendlichgrossen ein absolutes Grenzsystem be-
ziiglich seines Centrums hat, von welchem man nicht behaupten kann, dass es

1) Ueber die bis jetzt gegebenen Definitionen des Winkels siehe den Anhang. Das
Merkmal, dem wir bei der Definition des Winkels in seinen verschiedenen Formen folgen,
scheint uns beuachtenswerth zu sein. Siehe S. 307 u. ff,, 442 u, tf, 532 u. ff.
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eine Grade sei, obwohl es viele charakteristische Eigenschaften mit der Graden
gemein hat, wie z. B. diejenige, dass es durch zwei Punkte bestimmt wird und
stetig ist. Es hat beziiglich aller Punkte des endlichen Gebiets der Ebene in
Bezug auf die Euclid'sche Grundeinheit und auf die unendlich grosse oder
Riemann'sche aber nicht in Bezug auf die absolute Einheit dieselben Eigen-
schaften.

Aus diesen ersten Eigenschaften geht die Identitiit der Biischel und die
Eigenschaft hervor, dass ein Biischel in der Position seiner Theile identisch
ist und dass mithin jeder Winkelsector («b) in einer Richtung demselben Sec-
tor in der entgegengesetzten Richtung durchlaufen gleich ist. Daraus folgt auch,
dass die Ebene durch eine ihrer Graden in identische Theile zerlegt wird und
dass jede Grade der Ebene zur Hilfte in jedem dieser Theile liegt. Es wird
die Definition von innerem und iiusserem Theil eines Dreiecks gegeben und
dann werden die Sitze bewiesen, die sich auf die Durchschnittspunkte einer
Graden mit den Seiten des Dreiecks beziehen. So werden ohne besondre aus-
driicklich ausgesprochene oder stillschweigend in den Siitzen enthaltene Axiome
die Eigenschaften beziiglich der Durchschnitte einer Graden mit einer Kreis-
linie und zweier Kreislinien untereinander bewiesen.

Wir definiren die Richtungen oder den Sinn der ebenen Figuren und der
Ebene, ohne auf iussere Gegenstinde oder Beobachter und auf den Begriff der
Bewegung zuriickzukommen; es wiirde dies empirische Elemente in unsre
Betrachtungen einfiihren. Wir geben die Bedingungen der Identitit zweier
Figuren in der Ebene und unterscheiden die identischen Figuren von derselben
Richtung oder demselben Sinn (congruente) von denjenigen von entgegen-
gesetztem Sinn (symmetrischen); es folgen die Haupteigenschaften der stetigen
ebenen Systeme unveriinderlicher Figuren und wir wenden dann diese Theorie
auf die Ableitung der Haupteigenschaften der Bewegung einer Figur der Ebene
an, wie bei der Graden.

In Kapitel II des zweiten Buchs erhalten wir dadurch, dass wir eine be-
ziiglich der Euclid'schen Grundeinheit unendlich grosse oder beziiglich der
ganzen Graden endliche Einheit als Masseinheit nehmen, die vollstindige Ebene.
Fiir den grossten Theil ihrer Eigenschaften gelten die frither fiir die Euclid'-
sche Ebene gegebenen Beweise. In Kapitel III behandeln wir speciell die
Lobatschewsky’sche Ebene und vergleichen die drei Systeme miteinander.

Mit dem Lobatschewsky'schen System beschiiftigen wir uns nicht weiter,
weil es uns bei der Anordnung der Eigenschaften der Luclid’schen geometri-
trischen Ritume nicht, wie das Riemann’sche System, von Nutzen ist.

Nachdem wir in dem dritten Buch den Stern zweiter Art und den Raum
von drei Dimensionen definirt haben, beweisen wir ihre ersten Eigenschaften
und zeigen, dass man annehmen kann, der Raum habe im Unendlichgrossen
beziiglich der Fuclid’schen Einheit eine Ebene, welche eine vollstindige Ebene
ist und leiten dann aus ihren Eigenschaften diejenigen des Sterns ab, gehen
von diesen zu den Eigenschaften der andern einfachen Figuren dieses Raums

N
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iiber und finden stets andre Figuren und andre complicirtere Systeme, die
immer neue Eigenschaften darbieten.

Der vollstiindige Raum von drei Dimensionen ergibt sich aus dem Euclid-
schen Raum mit einer unendlich grossen Einheit.

Am Schluss des ersten Theils wird das dritte praktische Axiom gegeben,
welches die Dimensionen des Anschauungsraums auf drei festsetzt. Wir haben
unsre Constructionen immer mit der Raumanschauung begleitet; weil diese aber
nach Bedingung VI fiir die logische Entwicklung der Geometrie *nicht nithig
ist und nicht nothig sein darf, so haben wir diese Eigenschaft nicht friiher
zu geben brauchen und auch in der Folge nicht nothig.

Nachdem wir soweit gekommen, gibt es der in Kapitel I, Buch I direct
in dem allgemeinen Raum (oder wenn man will auch unabhingig von den
Dimensionen des Raums) behandelten Principien und Eigenschaften wegen
keinen Grund, der es rechtfertigen wiirde nur den Raum von drei Dimensionen
fiir moglich zu halten desshalb, weil er die dem Anschauungsraum entspre-
chende Form ist'), da das genannte praktische Axiom nur fiir die praktischen
Anwendungen nithig ist, die wir streng von der eigentlich sogenannten theo-
retischen Geometrie getrennt gehalten haben.

Nach dem bisher befolgten Verfahren ergibt sich die Construction des
Sterns zweiter Art und des Raums von vier Dimensionen S, mittelst eines
Raums von drei Dimensionen S; und eines Punktes S, ausserhalb desselben
in dem allgemeinen Raum. Die Existenz eines Punktes ausserhalb Sy schliesst
noch nicht diejenige des Raums S, in sich, weil man abstract nur die Punkt-
gruppe (S5S,) hat. Auf Grund dieser Construction behandeln wir in derselben
Art die Grundfiguren des Raums S,.

Wir gehen dann zu dem Raum von n Dimensionen S, iiber, in welchem
die Beweise selbstverstindlich, weil es sich um eine gegebene wie immer
grosse so doch endliche Anzahl von Dimensionen handelt, einen allgemeinen
Charakter annehmen und die Beweismethode sozusagen sprungweise ist, weil
z. B. die Eigenschaften des vollsfﬁndigcn Raums S,_; nur abwechselnd mit
denjenigen des Raums S, in dem Fuclid’schen Gebiet behandelt werden konnen.
So muss man auch viele Beweise mittelst der sogenanten Methode der voll-
stindigen gleichzeitig auf mehrere Siitze angewandten Induction geben.?) In
diesem Theil behandeln wir die allgemeinen stetigen Systeme geometrischer
Dinge in dem allgemeinen Raum wie in dem Raum von » Dimensionen. Ehe
aber diese Theorie behandelt wird, welche auch beziiglich andrer schon con-
struirter geometrischer Dinge, welche keine Punkte sind, Geometrie von meh-
reren Dimensionen genannt werden kann, miissen vor Allem, will man in dem
geometrischen Gebiet bleiben, die Eigenschaften der Riiume festgesetzt werden,
in welchen diese Dinge gegeben oder construirt worden sind, ebenso wie die

1) Siehe die emp. Bem. I, § 1, Anm. II und das prakt. Ax. III
2) Siche Kinl. §. 22,
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Theorie der ebenen Curven n'* Ordnung Geometrie von L;-:*) Dimensionen
genannt werden kann.

Aus den Entwicklungen dieses Theils geht klar hervor, dass unser con-
structives Verfahren bei der Geometrie von mehr als drei Dimensionen ein
Process ist, bei welchem die Anschauung mit der reinen Abstraction ver-
schmolzen ist; es geht aus ihnen aber auch hervor, dass wir durchaus nicht
der Meinung sind, die Figuren von » Dimensionen oder des allgemeinen Raums,
wie die von .drei Dimensionen, welche den Gegenstiinden unsres Beobachtungs-
gebiets entsprechen, vollstdndig anschauen zu wollen.

Aus der Beilage, in welcher wir ausgefiihrt haben, auf welche Weise sich
die Principien der analytischen Geometrie von # Dimensionen aufstellen lassen,
ersieht man, dass wie der gewdhnliche Raum durch eine unsren Axiomen ge-
niigende Zahlenmannigfaltigkeit (x, y, 2), so der Raum von n Dimensionen
durch eine denselben Axiomen geniigende Zahlenmannigfaltigkeit (x,, @y, ..., 2.)
dargestellt wird. Wie aber die erste Mannigfaltigkeit nicht der gewihnliche
Raum, so ist die zweite nicht unser Raum von n Dimensionen. Wir haben
daher Recht, wenn wir darauf bestehen diesen Grundcharakter unsrer Unter-
suchungen hervortreten zu lassen; denn wenn es auch beziiglich des Substrats
einer geometrischen Wahrheit gleichgiiltig ist, ob sie in Zahlen oder mittelst
der entsprechenden geometrischen Dinge ausgesprochen wird, so hat dagegen
in den Fundamenten die wenn auch abstracte Existenz des geometrischen Ge-
genstandes eine wesentliche Bedeutung.?)

Wir haben hier speciell im Auge gehabt, die Principien der Geometrie
von mehreren Dimensionen zu entwickeln und jede Eigenschaft, deren wir be-
diirfen, zu beweisen. Davon ausgenommen sind nur zwei am Schluss gegebene
Eigenschatten, welche aber anderswo bewiesen wurden und bei welchen man
bereits die Sicherheit hat, dass in ihnen kein andres Axiom enthalten ist.
Sind die Eigenschaften dieses Abschnittes zum grossen Theil bekannt, so sind
die Beweise dagegen meistens neu. Ueberdies erleichtert eine systematische
Darlegung der elementaren Geometrie von mehreren Dimensionen nach unsrem
Gesichtspunkt, welche bisher nicht versucht wurde, die Forschungen in den
héheren Gebieten.

Am Ende des IL Theils haben wir den projectiven Zusammenhang zwi-
schen zwei Punktreihen festgestellt, welche dem Axiom des Archimedes nicht
unterliegen. Dieser Zusammenhang ist auch stetig.) Wir lehren ferner die
Operationen des Projicirens und Schneidens kennen und leiten einige wichtige
mit dem Zweck und der Natur dieses Werks vereinbare Consequenzen aus
ihuen ab.?) Der Vortheil dieser Methode beziiglich des gewohnlichen Raums

1) Man sehe die Untersuchung, welche wir im Anhang iiber die Definitionen des
Raums und der Geometrie von n Dimensionen anstellen.

2) Die Autoren, welche sich mit der Unabhiingigkeit der projectiven Geometrie von
dem Postulat iiber die Parallelen beschiftigten, haben dagegen unter der einen oder der
andern Form das Axiom des Archimedes vorausgesetzt.

3) Der Leser wird mit Nutzen die Arbeiten zu Rath ziehen kénnen, die dieses Verfahren
cinschlagen und nuch unsrer in den Math. Ann. Bd. XIX publicirten Abhandlung erschienen
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besteht grade darin, dass aus allgemeinen oder auch speciellen Dingen Classen
von Dingen in der Ebene und dem Raum von drei Dimensionen oder in einem
Raum von geringeren Dimensionen abgeleitet werden und umgekehrt und dass
dadurch neue oder schon bekannte Eigenschaften oder Dinge leichter bewiesen
und nach einem allgemeinen Gesichtspunkt geordnet werden.

Es ist dies die Verallgemeinerung des oft benutzten Princips, mittelst der
Geometrie des gewohnlichen Raums Eigenschaften der ebenen Figuren leichter
zu beweisen oder neue Eigenschaften dieser Figuren aufzustellen; ich mdchte
sogar behaupten, dass das Princip seine eigentliche Berechtigung in dem Raum
von # Dimensionen erlangt, denn in ihm gelten allgemeine Siitze zwischen den
projicirten Dingen und den Dingen, welche man durch die Projection erhiilt.
Die Existenz der Figuren und die Wahrheit ihrer Eigenschaften, welche man
mittelst dieser Methode, z. B. in der Ebene erhilt, kann man natiirlich auch
mit den Postulaten der Ebene allein (selbstverstindlich ohne eines derselben
auszulassen) beweisen; dieses bestiitigt aber vielmehr den Vortheil der Me-
thode.') Die Geometrie von % Dimensionen ist ferner auch in andrer Hinsicht
vortheilhaft, insofern viele Dinge der Ebene und des gewhnlichen Raums sich
durch einfachere Dinge z. B. durch Punkte eines hiheren Raums darstellen
lassen und ihre Eigenschaften somit oft leichter zu untersuchen sind.

Gewiss ist, dass man nicht behaupten kann, eine solche Methode konne
bei jeder geometrischen Untersuchung angewendet werden. So lisst sie sich
z. B. mit mehr Erfolg bei der projectiven, als bei der metrischen Geometrie
benutzen. Jede Methode hat ihre Vorziige und ihre Mingel; vor Allem muss
man ihrer vollstindig Herr sein, um den Nutzen aus ihr zu ziehen, den sie zu
geben im Stande ist; es geniigt natiirlich, wenn sie wenigstens in einer Kate-
gorie von wichtigen Untersuchungen wahrhaft fruchtbar ist. Wenn wir hier
weniger auf die Neuheit der Eigenschaften als auf die Principien eingegangen
sind, nach welchen sie entwickelt werden miissen, so darf man desshalb nicht
glauben, wir wollten Untersuchungen ermuthigen, welche nur leichte Verall-
gemeinerungen sind und weder fiir die Geometrie von drei, noch fiir diejenige
von n Dimensionen etwas Bedeutendes enthalten. So darf man auch nicht iiber-
treiben und sich der » Dimensionen bei Fragen bedienen wollen, bei welchen
man angemessener und leichter die gewGhnlichen Dimensionen benutzt.

Aus der Trennung der theoretischen Geometrie von ihren praktischen An-
wendungen; daraus, dass nicht alle Axiome, welche fiir diese nithig sind, es
auch fiir jene sind; daraus ferner, dass die Geometrie die der Mechanik und
Physik entnommenen Principien nicht néthig hat und schliesslich aus dem,

gind, sowie auch diejenigen, welche vorher und nachher auf rein analytische Art verfahren
vind und die in diesem Buch ihre wahre geometrische Basis finden.

1) Mit den Methoden der darstellenden Geometrie kaun man in der That diese
Figuren in der Ebene und dem gewdhnlichen Raum construiren. Siche des Autors Geo-
metria descrittiva a quattro dimensioni. R. Istituto Veneto. Apr. 1882 Ueber diesen
Gegenstand haben wir in dem mathematischen Seminar unter Prof. Klein im Sommer 1881
einen Vortrag gehalten. Siehe Note I im Anhang.

Voronese, Geometrie. C
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was wir iiber die Gleichheit der Figuren, iiber die Unterscheidung identischer
Figuren in congruente und symmetrische in jedem Raum von einer gegebenen
‘Anzahl von Dimensionen und iiber die stetigen Systeme unverinderlicher Fi-
guren gesagt haben, geht klar hervor, dass wir von der Bewegung der Korper
oder der starren Systeme bei der Behandlung der Grundbegriffe keinen Ge-
brauch machen.

Heute nach den beriihmten Arbeiten von Helmholtz, welcher behauptet
yvon Congruenz kinne keine Rede sein, wenn sich die starren Kirper oder
Punktsysteme nicht gegeneinander bewegen lassen®, erkliirt ein Theil der Au-
toren dieses Anschauungsprincip fiir unentbehrlich zur Entwicklung der Geo-
metrie und macht ausdriicklich in den Elementarbiichern der Geometrie Gebrauch
davon, wiihrend es nicht allein nicht unentbehrlich ist, sondern auch ohne
Einbusse an der néthigen Strenge nicht zur Verwendung kommen kann. Dieses
Princip hiingt vielmehr von den Eigenschaften des besonderen geometrischen
Dings ab, in welchem nach der Voraussetzung die Bewegung vor sich geht;
auf die Definition der Gleichheit der Figuren in e¢inem Raum von » Dimen-
sionen (n > 1) angewendet, schriinkt es diesen Begriff auf die Congruenz allein
ein und macht ihn von den Dimensionen dieses Raums abhiingig: ja es be-
schritnkt auch die Congruenz, indem es sie von allen Merkmalen der An-
schauungslinien abhiingen Lisst; es setzt nicht nur m dem Raum die Existenz
von Figuren voraus, welche jeder andern gegebenen Figur identisch sind, son-
dern sogar stetige Systeme unveriinderlicher Figuren, wiihrend sich doch alle
diese Kigenschaften aus der Construction des Raums ableiten lassen. Um er-
klirt zu werden, muss es sich selbst auf das Princip der Identitiit stiitzen.
Es kann daher nicht dazu dienen das geometrische Continuum abstract zu
definiren und ist, wie schon gesagt, nur fiir die pruktischen Anwendungen
nithig.

Mit diesem Allen wollen wir nicht sagen, dass man bei der Aufstellung
der geometrischen Axiome nicht von der Bewegung, welche eine urspriingliche
Idee ist, Gebrauch machen solle, wie auch nicht, dass die Bewegung zur Bil-
dung der geometrischen Vorstellungen nicht nithig sei; es ist dies ein psycho-
logisches Problem, welches uns nichts angeht; wohl aber behaupten wir, dass
die Bewegung als nothwendiges Princip aus den Fundamenten der theoretischen
Geometrie ausgeschlossen werden muss.?)

Bisher haben wir immer von dem wissenschaftlichen Problem in seiner
ganzen Allgemeinheit gesprochen. Die Erorterung der Grundbegritfe der Ma-
thematik kann aber die didaktische Seite der Frage, wie wir schon angedeutet
haben, nicht ausser Acht lassen.

1) Siche dariiber die §§ 9, 22 u. 23 des Buches I mit den beziiglichen Betrachtungen
der Einleitung, die §§ 18, 19, 20 des Buches 1l des I. Theils und die entsprechenden 'ara-
graphen der andern Biicher. Weil wir in dieser Beziehung von Helmholtz wie auch von
Newton abweichen, nach welchem die Geometrie nur ein Theil der Mechanik ist (Phil. nat.
Principia math. 2. Ausg. Cambridge. 8. 273) und es sich um so angeschene Autorititen
handelt, so haben wir geglaubt noch andre Griinde zur Unterstiitzung unsrer These an-
geben zu sollen; es wird dies im Anbang geschehen,

»
.
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Schon gleich im Anfang haben wir bemerkt, dass die elementare Geometrie
seit Euclid bis auf den heutigen Tag sehr geringe Fortschritte gemacht hat,
insofern auch in den besseren modernen Abhandlungen die Miingel der Principien,
welche man bei Ewclid findet, nicht systematisch entfernt worden sind. In einigen
sind allerdings hie und da Verbesserungen angebracht worden, wiihrend man
nicht leugnen kann, dass andre hinter dem grossen Griechen an Klarheit wie
an Priicision der Begriffe zuriickgeblieben sind. Das wissenschaftliche und
das didaktische Problem werden von verschiedenen Gesichtspunkten aus be-
handelt; die beste Losung des zweiten hiingt aber von derjenigen des ersten
ab; denn, wenn auch die didaktischen Anforderungen ihren gebiihrenden Ein-
fluss haben miissen, so will es doch in einer wissenschaftlich vorher fest-
gestellten Anordnung gelst werden; wiihrend das wissenschaftliche Problem
derart bearbeitet werden muss, dass es bei der Losung des andern mdoglichst
behiiltlich ist.- Wir sprechen speciell von den Biichern, die fiir die Schulen
bestimmt sind, in denen die Mathematik den Schiilern weniger als ein prak-
tisch zusammengestelltes Ganze niitzlicher Wahrheiten, denn als ein Modell
logischer Schiirfe vorgefithrt wird, ohne dass man dabei ihren praktischen
Zweck aus dem Auge verliert. Um dieses Ziel zu erreichen, kann, wenn es
nithig ist, der Strenge der Principien eine weitergehende Entwicklung des
Stoffs geopfert werden.

Zu diesem Zweck haben wir die auf die Grade und die Ebene sich be-
ziehenden Kapitel mit durch lateinische Ziffern bezeichneten Anmerkungen
begleitet und haben, uns auf das endliche Euclid’'sche Gebiet beschriinkend, ge-
zeigt, dass es moglich ist, sich an die Principien zu halten, welche unserm
Buch seine Gestalt geben, dass nimlich

1) die Grade als Grundelement zur Construction der Figuren und zur Be-
zugnahme auf die geometrischen Grissen angenommen werden kaun;

2) dass man von Anfang an weder ausdriicklich noch stillschweigend das
Axiom iiber die drei Dimensionen des Anschauungsraums oder die Definition
von Fliche und Linie bei der logischen Exposition néthig hat; jedoch immer
von der Anschauung und empirischen Betrachtungen Gebrauch macht, wenn
man sie zur Unterstiitzung abstracter Erdrterungen heranziehen muss.

3) Dass man das Axiom iiber die Bewegung nur als praktisches Mittel
nothig hat und dass ohne dasselbe die Beweise iiber die Gleichheit der Figuren
nicht complicirter werden.

4) Dass alle Grundeigenschaften der Ebene und des Raums von drei Di-
mensionen mit Hiilfe der von uns gegebenen Axiome und des Axioms iiber die
parallelen Graden bewiesen werden.

Wir haben zu diesem Zweck unser Axiom II in der Anm. IV aus didak-
tischen Griinden durch das Axiom II” ersetzt und haben die Geometrie in dem
endlichen Gebiet allein sowohl mit Axiom II des Textes, als mit Axiom II’
entwickelt, bis man in Anm. XLIV und den folgenden den Unterschied zwi-

schen den beiden Axiomen nicht linger zu beriicksichtigen braucht.

ct
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Weil wir ferner das Postulat iiber die Parallelen unabhingig von der
Ebene nithig haben, so haben wir in Anm. XVI eine neue Definition des Pa-
rallelismus zweier Graden gegeben.

Unsre Axiome driicken Eigenschaften aus, die auch in den Axiomen der
Elementarbiicher iiber Geometrie gewGhnlich gegeben werden mit Ausnahme
von Axiom IV und V, welche durch bei weitem complicirtere Eigenschaften
ersetzt werden.

Wir haben uns in diesen Anmerkungen auf die Grade und die Ebene be-
schriinkt vor Allem, weil man aus der Construction des Raums S, leicht sieht,
wie man bei Modificationen zu verfahren hat. Jedenfalls kann man, ohne aus
dem endlichen Gebiet herauszutreten, mit Vortheil die Ausdriicke: Unendlich
ferner Punkt zweier Graden oder unendlich ferne Grade zweier Ebenen ge-
brauchen, um anzugeben, dass die Graden resp. Ebenen parallel sind.

Wir hoffen diese Principien in einem besondern Elementarbuch iiber Geo-
metrie entwickeln zu konnen.

Es konnte auf den ersten Blick scheinen, als ob ein Theil des Textes
hiitte weggelassen oder abgekiirzt werden komnen. Das ist ja moglich; aber
nicht nur finden Theorien, welche im Anfang iiberfliissig erscheinen, in der
Folge ihre Anwendung, sondern es geht auch aus unsrer vorhergehenden Er-
orterung der geometrischen Eigenschaften und Beweise hervor, dass bei diesen
Argumenten Nichts iibergangen werden darf und dass die Kiirze, wenn sie die
Unbestimmtheit der Begriffe zur Folge hat, ein schwerer Fehler ist. In einer
einzigen Verschweigung konnen Eigenschaften verborgen sein, deren Beweis
eine griindliche Umiinderung der Principien selbst erfordert. Solange wman
beim Beweisen von der Evidenz Gebrauch macht, hat man niemals die absolute
Sicherheit, keinen Irrthum begangen zu haben. Es gibt zwei Mittel, um einen
Fehler moglichst zu vermeiden. Je mehr die Untersuchung ins Einzelne geht,
um so unbedeutender wird der begangene Fehler sein und mehr Formfragen
als Wesentliches betreffen und je ofter man die streitigen Punkte iiberlegt,
mit um so grosserer Sicherheit wird man einen Fehler vermeiden konnen.

Aus diesem Grund haben wir besonders in der Einleitung und in den
beiden ersten Biichern des ersten Theils oder wo wir es fiir angebracht hiel-
ten, die Eigenschaften in so einfache Theile zerlegt, wie uns nur moglich ge-
wesen ist und haben in den Beweisen an sehr vielen Stellen die Eigenschaften
angegeben, auf welche sie sich stiitzen; diese Angaben vermindern sich nach
und nach bei weiterm Fortschreiten, weil es nicht nothig ist den Hinweis auf
eine Eigenschaft, von welcher man bestiindig Gebrauch gemacht hat, zu wieder-
holen. Auf diese Art treten auch die schwachen Punkte, wenn solche vor-
handen sind, mehr hervor und erlauben Andern sie zu corrigiren und jene
Vollkommenheit zu erreichen, welche wir Alle im Interresse der Wissenschatt
wiinschen miissen. Man muss sich freilich auch hiiten pedantisch zu werden
und Dingen eine grosse Bedeutung beizulegen, welche sie nicht haben und
dariiber wichtigere Fragen aus dem Auge zu verlieren.
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Was nun den Gebrauch der in den Text eingeschalteten Figuren angeht,
50 haben wir sie in dem ersten Theil an das Ende der Beweise gesetzt um zu
zeigen, dass man mehr auf die logische Schlussweise als auf die Anschauung
zu achten hat; wihrend wir sie im zweiten Theil gleich zu Anfang bringen,
damit der Leser sofort von ihnen Gebrauch mache und so seine Raumanschauung
soviel als moglich in Thitigkeit setze und sie auch da anwende, wo die Figuren
fehlen; wir vergeben damit aber der Strenge der Beweise nichts.

Diese ins Einzelne gehende Methode ist gewiss bei hoheren Untersuchungen
nicht anzurathen, weil die Deduction auf dem Gebiet dieser Untersuchungen
leichter und sicherer ist und die Methode desshalb zu unnéthigen Liingen
fiihren wiirde.

Die Wissenschaft entwickelt sich nunmehr in zwei Richtungen, die Héhe
und die Tiefe und man kann noch nicht sagen ob man in der zweiten Rich-
tung an das Ende kommen wird, weil dadurch, dass man die Principien unter
neuen Gesichtspunkten betrachtet oder neue Principien einfiihrt, sich immer
neue Fragen bieten, deren Behandlung dann den Ursprung der Wissenschaft
immer mehr vertieft.

Wer keine Zeit hat, das ganze Buch zu studiren, kann viele Theile auch
getrennt fiir sich lesen; er muss nur das Vorhergehende gelten lassen und be-
stimmte vorher gegebene Definitionen und Sitze beriicksichtigen. So kann man
z. B. die Sitze der Geometrie des Fuclid'schen endlichen Gebiets allein priifen,
wenn man den mit Lateinischen Zahlen bezeichneten Anmerkungen folgt. Das-
selbe gilt fiir die Siitze iiber die Grade an sich oder als Element andrer Figuren,
iiber die Ebene, den gewdhnlichen Raum und die Réume von mehr als drei
Dimensionen, fiir die Unendlichkleinen und die Unendlichgrossen, die Bewegung,
fiir die Sitze, welche die Systeme Euclid's, Lobatschewsky's und Riemann’s charak-
terisiren u. s. w.

Will man bei dem Studium der Geometrie von mehr als drei Dimensionen
das thatsichliche Unendlichgrosse und Unendlichkleine nicht benutzen, so muss
man die uneigentlichen Elemente im Unendlichgrossen als Definition einfiihren.
Man definirt niimlich den Punkt im Unendlichgrossen mit Hiilfe zweier paral-
lelen Graden (Anm. XLIV), zeigt dann, dass der Ort im Unendlichgrossen eines
Gradenbiischels (und mithin der Ebene) mit jedem Punkt des endlichen Gebiets
ein andres Biischel und mithin eine andre Ebene bestimmt und dass desshalb
dieser Ort wnendlich ferne Grade heisst.

Aus der Geometrie des Sterns in Sy erhiilt man durch passende Definitionen
die Geometrie des unendlich fernen Orts von S;, den man FEbene nennen kann,
weil sich beziiglich der Positionsverhiiltnisse die unendlich fernen Elemente mit
den Elementen des endlichen Gebiets vertauschen lassen.

Betrachtet man den Strahlen- statt des Gradensterns, so gibt es wie bei
der Graden zwei entgegengesetzte Strahlen und im Unendlichgrossen Paare
entgegengesetzter Punkte, welche die Grade nicht bestimmen. Nachdem der
Euclidsche Raum S, construirt ist, zeigt man nach § 122, dass eine unendlich
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ferne Ebene von S, mit jedem Punkt des endlichen Gebiets von S; einen Raum
S, bestimmt. Der unendlich ferne Ort von S, besitzt daher dieselben Eigen-
schaften, wie der friiher untersuchte Riemann’sche Raum von drei Dimensionen.
Hat man Dies festgesetzt, so kann man ohne Weiteres dem Text folgen.
Vergleicht man diese Methode mit der im Text befolgten, so tritt der
Unterschied zwischen den uneigentlichen und den actualen Unendlichgrossen
klar hervor. Die actualen dienen vor Allem zur Construction der Geometrie
unabhiingig vom Axiom V des Archimedes, welche unendlich viele diesem Axiom
unterworfene Systeme enthiilt. Benutzt man sie zum Studium der Euclid'schen -
Réume, so dienen sie z. B. zur Definition des Parallelismus, wiihrend die un-
eigentlichen Unendlichgrossen mittelst der parallelen Elemente definirt werden.
Der Anhang soll schliesslich eine Anleitung zum Studium der wichtigsten
hesonders in diesemn Jahrhundert entwickelten Ideen iiber die Principien der
Geometrie sein. Um einen miglichst grossen Nutzen aus ihm zu ziehen, muss
man sich jedoch vorher mit den Grundideen unsers Buches bekannt machen.
Unser Buch wird auch den Philosophen willkommen sein, die sich mit
diesen  Gegenstiinden gern befassen, obwohl wir bei der systematischen Expo-
sition dieser Untersuchungen aus den friither angegebenen Griinden a priori

jede Betrachtung von eigentlich philosophischem Charakter ausgeschlossen
haben.

Auch die beriihmtesten Mathematiker, welche sich mit diesen Fragen be-
schiiftigt haben, sind nicht ohne gerechtfertigten Tadel davongekommen, auch
wenn ihre Arbeiten ohne Zweifel zum Fortschritt der Wissenschaft beigetragen
haben. Es wiirde daher unbescheiden sein, wollten wir uns besonders bei einer
so umfassenden Arbeit iiber jede Kritik erhaben diinken, obwohl wir andrer-
scits das Bewusstsein haben, diese Arbeit speciell bei mehr streitigen Punkten,
wiederholt iiberdacht zu haben. Wir haben aber mit Riicksicht auf die Resul-
tate die Gewissheit, ohne welche wir dieses Buch nicht veriffentlicht hiitten,
einen der einfachsten Wege eingeschlagen zu haben und sind iiberdies iiber-
zeugt, dass jeder Fehler, den man vielleicht bemerken kinnte, sich unter Be-
folgung derselben Grundideen entfernen liisst.
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GRUNDZUGE DER GEOMETRIE

VON MEHREREN DIMENSIONEN

UND MEHREREN ARTEN GRADLINIGER EINHEITEN

. s
IN ELEMENTARER FORM ENTWICKELT.






Hinleitung.

Fundamentalsiitze iiber die abstracten mathematischen
Formen.

I. Xapitel.
Die gewohnlichen Begriffe und Operationen.

1.

Einheit und Mehrheit. — Zuerst und nachher. — Begriffe und Bezeichnungen
der Dinge. — Die Operationen des Setzens und des Abstrahirens oder

Wegnehmens.
§ 1. Ich denke.?)

§ 2. Ich denke ein Ding oder mehrere Dinge.*)

Beisp. Mein Ich ist ein Ding; die Handlungen des Denkens, ein Urtheil, ein Schluss,
die Thiere und die Pflanzen sind mehrere Dinge.

§ 3. Ich denke guerst ein Ding, nachher ein Ding.

Def. Das zuerst gedachte Ding heisst erstes Ding, das nachher (spiiter)
gedachte Ding heilst zweites Ding.

§ 4. Def. Das, was in dem Gedanken einem Ding entspricht, wird Vor-
stellung, Begriff oder geistige Darstellung des Dinges genannt.®)

1) Damit driicken wir die Fihigkeit zu denken und die Handlung des Denkens aus
und leiten daraus die Principien der abstracten mathematischen Formen ab, ohne dass
jedoch das Denken ein besonderer Gegenstand der mathematischen Forschung wiire.

2) Siehe Bem. § 8. Wenn man denkt, denkt man irgend ein Ding. Ich denke kein
Ding, bedeutet: Ich denke nicht.

3) Wir haben nicht vor jeden neuen Ausdruck zu erkliiren, dessen wir uns im weiteren
Verlauf bedienen, noch wemger wollen wir jeden Ausdruck mittelst der vorhergehenden
definiren, sondern werden nur diejenigen Begritfe und Operationen durch den Druck beson-
ders hervorheben oder definiren, die zur Aufstellung der Grundsiitze {iber die abstracten,
mathematischen Formen dienen. Wir erkliiren ferner ein fiir alle Mal, dass wir uns statt
der nach und nach in den Definitionen und im sonstigen Text benutzten Waorter auch
anderer bedienen werden, die dieselben Begritfe ausdriicken, ohne daraut noch besonders
aufmerksam zu machen. Zweideutigkeiten sollen jedoch vermieden und anch nicht heimlich
Begriffe eingefiihrt werden, die erliutert und definirt werden miissen.

Die Definitionen der Namen, die Begritfe und die Operationen, die wir nacheinander
erkliren oder definiren werden, haben ferner nur in den Fillen Giiltigkeit, in denen sie
betrachtet werden. Wenn der Analogie wegen dieselben Benennungen danm auch in andern
Fillen gebraucht werden, so folgt daraus nicht, dass fiir die neuen Dinge dieselben Gesetze
gelten und dass sie denselben Bedingungen unterliegen miissen, wie die zuerst definirten

Veronese, Geometrie. 1
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§ 5. Bez. Ein oder mehrere Dinge oder Begriffe werden mit Zeichen, z. B.
mit Buchstaben des Alphabets, bezeichnet werden.

Def. Man sagt: Diese Zeichen stellen diese Dinge dar und diese Dinge
entsprechen ihren Zeichen und werden durch ihre Zeichen dargestellt.')

Bem. Wenn A und B einen Begrift darstellen oder, wie wir auch sagen werden, efnen
einzigen Begrift, so meinen wir, dass 4 und B nicht mehrere Begritfe darstellen (§ 2).

§ 6. Def. Wenn ich ein Ding denke, so sagt man: Das Ding ist von dem
Gedanken gegeben oder gesetzt; wenn ich an ein Ding denke, so sagt man: Das
Ding ist dem Gedanken gegeben.

Beisp. Der Autbau eines Urtheils ist ein von dem Gedanken gesetztes Ding; der
Mensch Carl ist ein dem Gedanken gegebenes Ding.  (Siehe § 18))

§ 7. Def. I. Wenn zuerst mehrere Dinge (§ 3), z. B. 4, B, (', D gegeben
oder gesetzt sind und ich nackher (§ 3) an die Dinge A, B, C denke, so sagt
man: Ich abstrahire oder sche von 1) ab oder auch ich nehme I) von den gegebenen
Dingen weg.- A, B, C heissen die dbrig bleibenden Dinge.

Def. I1I. Alle gegebenen Dinge, oder auch jedes gegebene Ding denken
bedeutet, von keinem von ihmen abstrahiren.

2.
Die Operation des Vergleichens. — Die dazn néthigen Sitze.

§ 8. Die Dinge 4 und B miteinander rvergleichen heisst die folgenden Siitze
anwenden:

I. Der Begriff A ist der Begriff 4 (Identitiitssatz).

Def. I. Wenn 4 und B einen einzigen Begriff ¢ darstellen, so ist der von
A dargestellte Begrift ¢ der von B dargestellte Begriff ¢ (Def, Bem. § 5 und I).
Wir sagen: Der Degriff A ist der Begriff B oder ist dersclbe Degriff wie B.%)

a. Wenn der Beyriff A der Begriff B ist, so folgt: Der Begriff B ist der
Begriff A.

Da nach der Voraussetzung A und B einen einzigen Begriff darstellen
(Def. I), so stellen B und A einen einzigen Begriff dar (Def. § 5), woraus a. folgt
(Def. 1).%)

b. Wenn der Begriff A der Begriff B und der DBegriff B der Begriff C ist,
so folyt: Der Beyriff A st der Begriff C.

Der von 4 und von B dargestellte Begriff ist der von B und von C dar-
gestellte Begriff, weil nach der Voraussetzung B einen einzigen Begriff darstellt;

Dinge. Solange diese neuen Dinge nicht in Betracht kommen, braucht man sie sich nicht
einmal gegenwiirtig zu halten.

1) Diese Definition ist offenbar von der Reihenfolge unabhiingig, in welcher die Zeichen,
welche ein Ding darstellen, betrachtet werden koénnen.

2) Man beachte wohl, dass nicht das Zeichen A dem Zeichen B gleich ist, sondern
dass der von A4 dargestellte Begrift der von B dargestellte Begrifl ist. In Zeichen driickt
die Def. I nichts Anderes aus als: Ar.c, Br.e, (A repriisentirt ¢), wobel wir unter ¢ den
gegebenen Begrift selbst verstehen.

3) In Zeichen: Aus Ar.c, Br.c folgt Br.c, Ar.c (Def. § 5); daraus folgt a. (Def. I).
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er ist es daher von 4, von B, von C (Def. § 5) und also auch von 4 und von
(' (Def. § 5), woraus b. folgt (Def. I).)
II. Der Begriff A ist nicht der Begriff B (das Princip der Verschiedenheit).
Def. II. Man sagt: Der Begriff A ist verschieden von dem Begriff B, wenn
der Begriff A nicht der Begriff D ist.

Bem. Der Begriff ein Ding* ist verschieden von dem Begriff ,mehrere Dinge* (§ 2).

III. Der Begrif A ist A und ist nicht nicht-A (Princip des Wider-
spruchs).

Def. ITE. Wir sagen: , A ist und ist nicht A oder einfacher ,, A4 ist nicht
A« ist sinnlos.

IV. Der Begriff A ist oder ist nicht der Begriff B (Princip des zwischen
sich Widersprechendem ausgeschlossenen Dritten).

c. Wenn der Begriff A nicht der Begriff B ist, so ist der Degriff B nicht
der Begriff A.

B ist A oder nicht-A (IV). Wenn B A ist, wiihrend A nach der An-
nahme nicht B ist, so ergiebt sich: B ist und ist nicht B (b), was sinnlos ist
(111, Def. III).

Def. IV. Das bei der Operation des Vergleichens der Dinge A und I
sich ergebende Resultat (das Ergebniss der Operation) heisst das Verhdltniss
zwischen 4 und B.

Def. V. Der Ausdruck: ,Mehrere zusammenfallende oder sich deckende Dinge®
bedeutet ein Ding (ein einziges Ding).

Mehrere Dinge, welche nicht (im Sinn des § 2) ein einziges Ding sind,
heissen von einander verschicden.

Bem. I. Wenn wir ohne Weiteres von mehreren Dingen sprechen, so meinen wir
damit, dass sie verschieden sind.

Def. VI Der Satz: Das Ding A ist dem Ding B gleich bedeutet: Der
Begriff des Dinges A ist der Begriff des Dinges B (§ 4). Man sagt: Die Dinge
A und B haben bei dieser Vergleichung ein Verhiiltniss der Gleichheit (Def. 1V).

Daraus, aus (a) und aus Def, I folgt:

d. Wenn A gleich B ist, so ist B gleich A.

Def. VII. Wenn A und B gleich sind, so haben sie dieselbe geistige
Darstellung in dem Verhiltniss der Gleichheit (Def. VI; § 4). An A denken ist
also an das Ding B denken, wir sagen daher, dass man ihrem Begriff oder
ihrer Bestimmung nach das eine dem andern substituiren oder dass man sie
unteretnander vertauschen kann.

e. Wenn A gleich B und B gleich C ist, so folyt: A ist gleich C'(Def. VI und b).

Def. VIII. Wenn der Begrift des Dinges A nicht der Begrift des Dinges
B ist (II), so heissen die Dinge A und B verschiedene Dinge; ihr Verhiiltniss
heisst Verhdltniss der Verschiedenheit.

f. ,,A4 ist gleich B und ist nicht gleich B ist sinnlos.

1) In Zeichen: Ar.c, Br.c; Br.c, ('r.c; es folgt Ar.c, Br.c, Cr.c (Def § 5); es
folgt: Ar.c, Cr.c (Def. § 5); und daraus b. (Def. I).

1.
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Denn es bedeutet: Der Begriff B, welcher derjenige von A4 ist (b und
Def. VI), ist und ist nicht derselbe Begriff B (a und c), was sinnlos ist (LIL,
Def. 111).

g Wenn A nicht gleich B ist, so ist B nicht gleich A.

Denn, wenn B gleich A wiire, so wiirde 4 gleich B sein (d), was siunlos
ist (f). Daraus folgt g (IV und Def. VI).

h. Wenn A gleich B und A nichi glewh C sty so st B nuht gleich C.

Denn, wenn ‘B gleich (' wiire, so wiire A gleich C (e), was gegen die
Voraussetzung ist (IV und Def. VI).

$ 9. Def. 1. Das Merkmal (contrassegno) eines Dinges ist d(ls_]emge, mittelst
dessen wir es mit anderen Dingen vergleichen kinnen.

Wenn wir von den Dingen 4 und B ein einziges Merkmal M betrachten,
so sind sie gleich, weil sie dem einzigen Begriff M entsprechen (Def. 1 und
VL, § 8). Wir sagen, A und B sind @ DBezug auf das Merkmal M gleich.

Def. 1I. Wenn die Dinge 4 und B in Bezug auf einige ihrer Merkmale
gleich sind, in Bezug auf andere aber nicht, so sagt man, dass sie diejenigen
Merkmale, in Bezug auf welche sie gleich sind, gememschaftlich haben.

Beisp. Cajus ist dem Titius als Mensch gleich, aber Cajus und Titius konnen in
Bezug auf andere ihrer Merkmale verschieden sein.

Def. 111. Wenn die von einander verschiedenen (Def. V, § 8) Dinge 4 und
B, jedes nach seinem Begrift (§ 4) betrachtet, in Bezug auf ihre simmtlichen in
Betracht gezogenen Merkmale gleich sind, das heisst, demselben Begrift in Bezug
auf sie entsprechen, so heissen sie gleich in absolutem Sinn oder einfach gleich
oder auch identisch (siche Bem. III).

Wir schreiben 4 - B, woraus B—=—4 (d, § 8).

Def. IV. Wenn sie nur in Bezug auf einige Merkmale gleich sind, so
heissen sie gleich in relativem Sinn oder gleiwhwerthiy. Wir schreiben 4 = B,
woraus B= A4 (d, § 8).

Bem. I. Wenn man nur eine einzige Gleichbeit in Betracht zieht, so kann man im
ersten Full A = B und im zweiten 4 - B schreiben.

Def. V. Sowohl in dem einen, wie in dem andern Fall heissen 4 und B
Glicder (Termen) der Gleichheit.

Bem. II. Tm ersten Fall konnen wir die Dinge 4 und B einander in Bezng auf ihre

simmtlichen Merkmale substituiren; im zweiten Full dagegen konnen sie nur in Bezug auf
ihre gemeinschaftlichen Merkmale vertauscht werden (Def. VII, § 8).

Aus Def. Il und IV folgt:

a. Die Dinge 4 und B kounen nur auf eine einzige Art identisch sein,
wiihrend sie aut verschiedene Art gleichwerthig sein kinnen je nach den Merk-
malen, in Bezug auf welche sie als gleich betrachtet werden konnen.

Bem. I11. Wenn die identischen Dinge A4 und B verschieden sind (Def. V, §8), 8o sind
sie doch nur in dem Sinn verschieden, dass sie nicht ein einziges Ding sind; in ihrem
Verhiiltniss der Identitiit durt man aber entweder dieser Verschiedenheit nicht Rechnung
tragen oder man muss sie betrachten, als ob sie ein einziges Ding wiiren oder zusammen-
fielen (Def. V, § 8). Wenn man auch ibre Verschiedenheit in Betracht zige, so kinnte man
einem Ding A kein anderes von A verschiedenes Ding substituiren.  Ks ist aber nothig,
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dass die Identitit 4 = A (I, § 8) unwidersprochen bleibt, das heisst, man darf nicht zu dem
Resultat kommen: 4 ist und ist nicht A4 (111, § 8.

Def. VI.. Wemn die Dinge 4 und B verschieden sind, so kdnnen wir, auch
wenn sie identisch sind, von ithnen sagen, sie hiitten eine rerschiedene Position.

Bem. IV. So kdnnen eigentlich auch mehrere Dinge nicht verschieden sein, wenn sie
nicht in Bezug auf irgend eines ihrer Merkmale und wiire es anch nur in Bezug darauf,
dass jedes von ihnen ein Ding ist, einander gleich sind. Wenn wir sie jedoch identisch
nennen, 80 sehen wir von ihrer verschiedenen Position, und wenn wir sie verschieden
nennen, 8o sehen wir von den gemeinschaftlichen Merkmalen (Def. II) ab.?)

b. Wenn A und B Bezeichnungen eines und desselben Dinges oder des nim-
lichen Merkmals eines Dinges sind, so ist

A=DB oder auch A= B.

Denn der Begriff von 4 ist der Begriff von B, weil 4 und B dasselbe
Ding oder das Merkmal eines Dinges und daher auch den Begriff dieses Dinges
oder dieses Merkmals darstellen: Der Begriff des Zeichens A ist also der Begriff
des Zeichens B (Def. 1) § R), woraus b folgt (Def. VI, § R).

Bem. V. Aus den vorstehenden Betrachtungen folgt, dass A in Bezng auf einige
Merkmale B ist, withrend in Bezug auf andere schon desshalb, weil A und B nicht ein
einziges Ding sind, A nicht B ist. Man beachte, dass hier die Behauptung .. A ist und ist
nicht B*, nicht sinnlos ist (Def. ITI, § 8), weil sie nicht das Ergebniss desselben Vergleichs
ist: eine Gleichung wiire jedoch sinnlos, aus welcher bei demselben Vergleich auch nur
in einem einzigen Fall sich ergitbe: ,,4 ist und ist nicht B,

3.

Bedingung fiir die Bestimmung eines Dings. — Eindeutige und umgekehrte
Operatiouen.

§ 10. Def. I. Man sagt: A4 ist Bedinqung von B, wenn B ohne A nicht
sein kann. Man sagt auch: A4 ist Bedingung einer Operation, wenn diese
Operation ohne 4 nicht mdglich ist. Hat diese Operation B zum Resultat,
so ist A Bedingung von B.

Def. II. Wenn wir sagen, A, B, C, D bestimmen den Gegenstand X, so
meinen wir, dass A, B, C, D Bedingungen einer Operation sind, durch welche
man den Gegenstand X erhilt; oder dass, wenn die Bedingungen gegeben sind,
der Gegenstand selbst gegeben ist. '

Im ersten Fall sagt man, A4, B, C, D dienen dazu den Gegenstand X
zu construiren, in jedem Fall aber, dass X von den Bedingungen, welche es
bestimmen, abhingt. Wenn X nicht durch Y bestimmt wird, so ist X von Y
unabhangig.

Beisp. Weil wir ein Ding mittelst seiner Merkmale von den andern Dingen unter-
scheiden (Def. 1, § 9), so sind die Merkmale die Bedingungen der Bestimmung eines Dings.

1) Wenn mittelst schon erforschter Dinge neue Dinge definirt oder construirt werden,
ist es ein logischer Fehler, ihre Gleichheit zu definiren, wenn dieses Wort seinen urspriing-
lichen und allgemeinen, hier erkliirten Sinn behalten soll und wenn die neuen Dinge fiir
sich durch die Definition wvollstandig bestimmt sind.
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§ 11. Def. I Ein Ding nennt man eindeutiy durch gegebene Bedingungen
bestimmt, wenn dieses und nur dieses Ding durch diese Bedingungen gegeben '
ist. Wenn wir sagen, ein Ding sei durch gegebene Bedingungen bestimmt, so
meinen wir damit, dass es eindeutig bestimmt sei. In Ausnahmefillen wird
besonders darauf aufmerksam gemacht.

Def. II. Analog nennt man eine Operation, die ein einziges Resultat
liefert, eine eindeutige Operation.

a. Ein Ding zu setzen und wegzunchmen sind eindeutige Operationen.

Das heisst, wird ein Ding A gesetzt (§ 6), so wird nur A4 gesetzt, und sieht
man von A ab (§ 7), so wird nur von A abgesehen.

Denn wenn man damit, dass man A setzte, ein anderes Ding B setzte, so
wiirde man mehrere Dinge setzen und nicht eines (Bem. § 8). Gleiches gilt fiir
die Operation des Wegnchmens.

§ 12. Def. Wenn man mit einer Operation ¢ aus 4 das Ding B erhiilt,
so heisst die Operation, durch welche man aus B das Ding A ableitet, die
umgekehrte Operation von @.

a. Das Setzen und das Wegnelmnen sind umgekehrte Operationen.

Denn A setzen bedeutet, das Ding A betrachten, 4 wegnehmen bedeutet,
das zuerst gedachte Ding A nicht betrachten (§§ 6, 7).

4,
Gruppe von Dingen. — Begriff des ,ausserhalb®.

§ 13. Def. I. Ioch denke mehrere gegebene Dinge gusammen, welche sich
nicht gegenseitig widersprechen und so beschaffen sind, dass, wenn ich ein
beliebiges von ihnen wegnehme (§ 7), ich nicht irgend ein anderes der gegebenen
Dinge wegnehme. Das Resultat dieser Operation heisst Gruppe (Aggregat, Viel-
heit oder System) der gegebenen Dinge !)

Beisp. 1. Ich habe z. B. die Vorstellung A, dann die Vorstellung B; ich habe also
mehrere Vorstellungen, d. i. 4 und B gehabt (§ 2). Betrachte ich dann diese Vorstellungen
zusammen, s0 habe ich die Gruppe von Vorstellungen 4 und B.

Beisp. 2. Es sind mehrere Gegenstinde gegeben z. B. die Feder, das Tintenfass, das
Buch u. s. w. Denkt man diese Gegenstiinde zusammen, so erhdlt man ihre Gruppe.

Def. II. Man sagt: Die gegebenen Dinge sind in der Gruppe, setzen die
Gruppe zusammen oder bilden sie oder gehdren ithr an und die Gruppe ist aus
thnen zusammengesetzt.

Def. III. Um unniitze und schiidliche Unterscheidungen zu vermeiden,
werden wir manchmal auch statt: ,ein Gegenstand“ sagen: ,eine Gruppe mit
einem emzigen Gegenstand“.

Bem. Von den gegebenen Dingen kann nicht das eine in dem andern enthalten sein
und noch weniger kann die Gruppe eines der gegebenen Dinge sein. Wenn dies der Fall

1) Wir stiitzen uns hier auf die Operation des Zusammen-Denkens oder -Betrachtens
in ihrer einfachsten Gestalt. (Siehe § 29, in welchem die Siitze fiir diese Operation auf-
gestellt sind.)
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wiire, so wiirde man dadurch, dass man von einem (§ 7) absicht, auch von einem andern
gegebenen Ding oder von den andern gegebenen Dingen absehen.

Bez. Die Gegenstiinde einer Gruppe, die nicht Gruppen mehrerer Gegen-
stinde sind, werden wir im Allgemeinen mit den Buchstaben 4, B, C, u.s. w.
und die Gruppen mit den Symbolen (4), (B), (C), u.s.w. bezeichnen.

Def. IV. Wenn jeder Gegenstand einer Gruppe (A) (Def. II, § 7) ein Gegen-
stand einer Gruppe (B) ist, so sagt man: (A) gehirt der Gruppe (B) an.

Def. V. Wenn (A) der Gruppe (B) angehort, aber nicht simmtliche
Gegenstinde von (B) Gegenstinde von (A4) sind, so sagen wir: (A4) ist ein
Theal oder eine Untergruppe von (B). Eine Gruppe heisst auch wvollstindig in
Bezug auf ihre Theile.

a. Wenn (A) eine Untergruppe von (B) ist und (B) eine Untergruppe von
(C), so ist (A) eine Untergruppe von (C).

Denn jeder Gegenstand von (4) ist ein Gegenstand von (B), welcher ein
Gegenstand von (C) ist; jeder Gegenstand von (A) ist desshalb Gegenstand
von (C) (e, § B; Def. V). Es gibt aber Gegenstiinde von (C), die nicht Gegen-
stiinde von (B) sind (Def. V) und welche nicht (1) angehoren kénnen, weil jeder
Gegenstand von (A) Gegenstand von (B) ist (Def. V; IV, § 8). Daraus folgt a.")

Def. VI. Eine Gruppe (A) ist, sagt man, ausserhalb einer Gruppe (B),
wenn (A), oder ein Theil von (A4), (B) nicht angehort.?)

Def. VII. Eine Gruppe (X) heisst mehreren Gruppen (4), (B), (C)
gemeinschaftlich, wenn jeder Gegenstand von (X) Gegenstand der Gruppen (A),
(B), (C) ist.

Def. VIII. Ein beliebiges Ding der Gruppe oder ecin willkiirlich aus der
Gruppe ausgewdhltcs Ding bedeutet ein solches, welches der Gruppe angehért,
ohne nothwendiger Weise ein bestimmtes Ding dieser Gruppe zu sein.

5.
Ordnung von Dingen. — Aufeinanderfolge oder Reihe von Dingen.

§ 14. Def. Die Behauptung: Die Dinge 4 und B in der Ordnung AB
denken, bedeutet zuerst A und dann B denken (§ 3). Betrachtet man 4 und B
als in dieser Ordnung gegeben (Def. § 6), so sagt man, sie folgen sich in der
Ordnung ADB.

Beziiglich dieser Ordnung haben wir gesagt, dass A das erste und B das
zweite Ding ist (§ 3); man sagt auch A geht B voran und B folgt auf A.

§ 15. Def. Den Begriff A wiederholen bedeutet zuerst den Begriff 4 setzen
und alsdann wieder den Begriff A setzen (§§ 6 und 3).

a. Die Wiederholung eines Begriffes A ist eine eindeutige Operation.

1) Andere analoge Siitze lassen sich wnmittelbar aus den Def. IV und V durch directe
Anwendung von e, § 8 ableiten. Z.B.: Wenn (4) (B) angehort und (B) gehort (C) an, so
gehdrt (A) (C) an; ferner: Wenn (A) eine Untergruppe von (B) ist und (B) gehort (C) an,
so ist (A) eine Untergruppe von (C') u.s. w.

2) Der Begriff ausserhalb schliesst hier nicht nothwendiger Weise denjenigen des
Raumes ein, weill es sich um rein abstracte Gegenstiinde handelt.
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Denn wiederholt man den Begriff 4 (Def.), so erhilt man nur den Begriff
A und sonst Nichts (Def.; a, § 11 und § 3).

§ 16. Def. Wenn man sagt: Mehrere Dinge 4, B, !, ..., N, ... (die
Punkte ersetzen Buchstaben oder andere Zeichen) der Ordnung nach denken,
heisst, mehrere Dinge A, B, (', ..., N, ... das eine nach dem anderen oder
successiv denken (Def. § 14). )

Die Ordnung wird mit einem Symbol bezeichnet, das alle Zeichen enthiilt,
welche die gegebenen Dinge in der Ordnung, in welcher sie gedacht werden,
darstellen oder auch mit einem Symbol, aus welchem man, wenn das Zeichen
eines beliebigen der gedachten Gegenstinde gegeben ist, dasjenige des succes-
siven Gegenstandes, falls er gegeben ist, erhilt.

§ 17 D(:f.. Wenn AB(...N... das Symbol der Ordoung ist, in
welcher sie gedacht wurden, so heisst A das erste, B das zweite, C das dritte
Ding u.s. w., indem man fiir jedes betrachtete Ding ein neues Wort derart
gebraucht, dass verschiedenen Wiederholungen verschiedene Worte oder ver-
schiedene Zeichen entsprechen.')

§ 18. Bem. Wenn wir ein Urtheil aufstellen, so konnen wir nachher be-
urtheilen, ob dieses Urtheil richtig ist oder nicht; in einem solchen Fall wird
das Urtheil als ein dem Gedanken gegebenes Ding betrachtet. Auf gleiche
Weise konnen mehrere Dinge, die zuerst von dem Gedanken gesetzt sind,
nachher als dem Gedanken gegeben betrachtet werden und zwar entweder in
der Ordnung, in der wir sie betrachtet haben, oder unabhiingig von dieser
Ordnung, das heisst indem wir von derselben absehen (§ 7).

Und umgekehrt: Da einem dem Gedanken gegebenen Ding ein Begrift (§ 4)
entspricht, mittelst dessen wir es mit andern Dingen vergleichen (§ 8), so kdnnen
wir es mittelst dieses Begriffs als von dem Gedanken gesetzt auffassen. Es
gilt desshalb der folgende Satz:

Ein von dem Gedanken gesetztes Ding kann nachher als dem Gedanken
gegeben betrachtet werden und umgekehrt.

Beisp. Durch die Wiederholung derselben geistigen Handlung construiren wir z. B.
die Zahl zwei (siche § 46); dann aber konnen wir diese Zahl als ¢in dem Gedanken gegebenes
Ding ansehen.

§ 19. Def. Die Aufeinanderfolge oder Reihe der Dinge A, B, C, D, .., N, ...
hetrachten bedeutet, die Dinge 4, B, C, D,..., N, ... inder Ordnung ABCD... N ...
betrachten. Die Ordnung ABCD...N... heisst die Ordnung der Aufeinander-
folge.*)

§ 20. Def. I. Man sagt auch, A4 ist in der ersten Stelle der, Aufeinanderfolge
oder auch es nimmt dic erste Stelle in der Aufeinanderfolge cin, B die zweite,
C die dritte, D die vierte, u. s. w. (§ 16) gerade desshalb, weil ihre Position

1) Siehe Def. TI1, § 47.

2) Die Aufeinanderfolge unserer Vorstellungen oder das Vermogen mehrere Dinge das
eine nach dem andern betrachten zu konnen gibt uns die dnschauung von einem gewissen
Ding, ohne welches wir unseren Gedanken nicht entwickeln kénnen.  Dieses gewisse Ding
ist die Zeit. Wir abstrahiren jedoch von der Zeit als Element unserer Betrachtungen.
(Siche Bem., § 32.)
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verschieden ist, da sie nicht dasselbe Ding sind, auch wenn sie identisch sind
(Bem. § 8; Def. IIl, Bem. III, Def. VI, § 9).

Def. II. Wenn wir mit 4°, B', ¢/, D', ... die von 4, B, C, D, ... ein-
genommenen Stellen der Aufeinanderfolge bezeichnen, das heisst mit denselben
mit einem Strich versehenen Buchstaben, so sagt man, die Dinge 4, B, (', D, ...
sind in der Aufeinanderfolge A'B'C'D’ u.s. w. und auch in der Aufeinander-
folge ABCD u.s. w. enthalten.

Beisp. Ich habe die Vorstellung A, nachher die Vorstellung B, dann die Vorstellung
C; A, B, C bilden eine Aufeinanderfolge von Vorstellungen in der Ordnung ABC. In
meinem Geist nimmt A4 die erste, B die zweite und C die dritte Stelle ein.?)

a. Verschiedene Dinge der Rethe nehmen verschiedene Stellen in der Reihe ein.

Denn fiir verschiedene Dinge gebrauchen wir verschiedene Worter, da ihnen
verschiedene Wiederholungen entsprechen (Def. I und § 16).

§ 21. Bez. Unter X, Y, Z verstehen wir beliebige Dinge der Reihe (Def. VIII,
§ 13, die auch fiir die Reihe gilt). '

Def. Ist ein beliebiges Ding X der beliebigen Reihe ABC...X...Y...
gegeben (§ 16, § 19, Det. VIII, § 13), so sagt man, die Dinge ABC... X gchen,
abgesehen von X (§ 7), in der Ordnung der Reihe X voraus oder stehen vor X
und die iibrigen Dinge der Reihe (§ 7) folyen auf X oder stehen hinter X.

a. Das erste Ding der Reile hat keine Dinge, dic ihm vorausgehen (Def)).

b. Jedes Ding X einer Reihe ABC...Y..., das von einem andern beliebigen
Ding Y der Reihe verschieden ist, steht dem Ding Y voraus oder folgt ihm nach
(Def. und a, § 20). ,

§ 22. Def. Wenn auf das Ding X in einer Reihe keine Dinge folgen oder
hinter thm stehen, so heisst X das lefzte Ding der Reihe.

§ 23. Def. Wenn in einer gegebenen Reihe X vor Y steht und Z auf Y
folgt, so sagt man, Y ist zwischen X und Z enthalten und X und Z werden
durch Y getrennt. Die Dinge einer Reilie, die auf ein Ding X folgen und
einem Ding Z vorangehen, heissen auch mitflere Dinge zwischen X und Z.

§ 24. Def. Wenn Y das erste Ding ist, welches auf ein beliebiges Ding X
in der Reihe folgt, so heisst Y das consecutive auf X folgende und X das con-
secutive Y vorhergehende Ding.

§ 25. Bez. Wir bezeichnen eine Reihe von Gegenstiinden auch mit einem
einzigen Zeichen z. B. mit einem griechischen Buchstaben.

Def. I. Von einer Reihe 8 sagt man, sie sei in einer Reihe e enthalten
oder sie gchire derselben an, wenn die Gegenstiinde von f Gegenstiinde von «
sind und wenn die Gegenstiinde, welche jedem Gegenstand X in # vorangehen
oder folgen, dem Gegenstand X in « vorangehen oder folgen.

Def. II. B wird im vorstehenden Fall ein Theil von e genannt, wenn in
« Gegenstinde sind, die nicht zu # gehoren. Stets verstehen wir, wenn nicht

1) Auch der Begriff der Stelle oder der abstracten Position schliesst nicht nothwendiger
Weise denjenigen des Raumes ein. (Siche Note 3, § 13.)
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Anderes bestimmt wird, unter einem Theil 8 einer Reihe a eine in a enthaltene
Reihe, deren consecutive Gegenstiinde auch in « consecutiv sind (§ 24).

6.
Geordnete Gruppe. — Operation des Vereinigens.
§ 26. Def- I. Wenn die Dinge 4 und B in der Ordnung A B gegeben sind,

so betrachte man B mit A zusammen oder, wie man auch sagt, man vereinige
B mit 4 und allgemeiner, wenn eine beliebige Reihe von Dingen unter der
Bedingung in Def. I, § 13 (£§ 19,18)") gegeben ist, so wende man diese Operation
auf die successiven Dinge der Reihe an oder denke sie sich vollzogen (§§ 16, 19);
das Resultat dieser Operation heisst geordnete Gruppe oder geordnetes Ganze.

Bem. Bei der Gruppe nach Def. I, § 18 fehlt als Merkmal dieser Operation’die Ordnung,
in welcher sie ausgetiihrt wird.

Beisp. Ich habe zuerst die Vorstellung 4 gehabt und dann die Vorstellung B (§ 3).
Bei der Operation des Zusammenbetrachtens von B mit 4 beachte ich genau die Ordnung,
in welcher ich die Vorstellungen 4 und B gehabt habe, wiithrend ich bei der Gruppe von
Vorstellungen A und B nach der Def., § 13 diese Ordnung ausser Acht lasse.

Bez. Dieses Ganze bezeichnen wir mit 4B, worin die Buchstaben 4 und
B sich in der Ordnung der entsprechenden Dinge in dem Ganzen folgen. Wenn
mit dem Ding AB das gegebene Ding C vereinigt wird, so erhiilt man ein
geordnetes Ganze, welches mit dem Symbol (AB)C bezeichnet wird. Wenn
mit diesem das gegebene Ding D vereinigt wird, so wird das so erhaltene
Ganze mit ((4B)C)D bezeichnet und so weiter. Im Allgemeinen geben wir
einer geordneten Gruppe ein Zeichen von der Form (A4).

Def. I1. Man sagt, die gegebenen Gegenstinde bilden oder setzen die Gruppe
in der gegebenen Ordnung zusammen und die Gruppe wird von den gegebenen
Gegenstiinden in der festgesetzten Ordnung gebildet oder ist die Gesammtheit
dieser Gegenstiinde.

§ 27. Def. I Eine geordnete Gruppe (A) gchirt der geordneten Gruppe (B)
an, wenn die Gegenstiinde von (4) Gegenstiinde der Gruppe (B) sind und wenn
die Reihe (A) der Reihe (B) angehort (Def. I, § 25).

Def. I1. Man sagt auch, (A) ist e Theil oder cine Untergruppe von (B),
wenn Gegenstiinde von (B3) in (A) nicht enthalten sind und wenn nicht Anderes
bestimmt wird, so meinen wir damit auch, dass die Reihe (A4) ein Theil der
Reihe (B) in dem in der Def. II, § 25 angegebenen Sinn sei.

a. Die Gegenstinde A, B, C, ..., N, ... einer geordncten Gruppe, welche
die Gruppe zusammensetzen (Def. I), sind Theile der Gruppe.

* Denn sie sind Gruppen mit einem einzigen Gegenstand, von welchen jeder
durch eine Reihe mit einem einzigen Gegenstand gegeben ist, wenn man voraus-
setzt, dass die Def. III, § 13 auch auf den Fall der Reihe ausgedehnt wird.

b. Wenn die geordnete Gruppe (A) der geordneten Gruppe (B) und (B) der
geordneten Gruppe (C) angehirt, so gehort (A) der geordneten Gruppe (C) an.

1) Siehe auch die Def. I, II, § 32 und Def. II, § 33.

A
A/
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Jeder Gegenstand von (A) ist Gegenstand von (I3), welcher Gegenstand
von (") ist (e, § 8). Die Gegenstiinde, welche jedem Gegenstand X von (A)
vorangehen oder folgen, gehen iiberdiess dem Gegenstand X in (B) und mithin
auch in ((") voran oder folgen ihm (Def. I, § 25). Daraus folgt b (Def. I, § 25).

c. Wenn (A) Untergruppe einer geordneten Gruppe (B) und (B) Unter-
gruppe einer geordneten Gruppe (C) ist, so ist (A) Untergruppe von (C).

Die geordnete Gruppe (A) gehort (C) an, weil sie () angehort (b). Wie
in dem Satz a, § 13 lisst sich zeigen, dass nicht alle Gegenstinde von (C)
Gegenstiinde von (A4) sind.?)

d.  Eine nicht geordnete Gruppe bestimmt mehrere geordnete (Gruppen.

Denn jeder Gegenstand der gegebenen Gruppe kann als erster Gegenstand
betrachtet werden, jeder andre als zweiter und so weiter.

Bez. Die Gruppe, die man durch Vereinigung einer geordneten oder nicht
geordneten Gruppe (B) mit einer geordneten oder nicht geordneten Gruppe
(A) erhiilt, bezeichnen wir mit dem Symbol [(4) (B)].

§ 28. Die Reihe st micht ecine geordnete Gruppe.

Denn in dem Begriff der Reihe (§ 19) fehlt die Operation des Vereinigens,
wie im § 26 erklirt wurde. Dieser Begriff sagt nur aus, dass die Dinge
der Reihe in der festgesetzten Ordnung gegeben sind oder gedacht werden
(Beisp. § 26).

Bem. Die Reihe liefert ein geordnetes Ganze, wenn die Dinge der Rethe ABCD ... N
in derselben Ordnung miteinander vereinigt werden. Wiirden wir die Reihe als Gruppe
betrachten, so wiirden wir eine geordnete Gruppe unter ihr verstchen. Wenn man also

von der Operation des Vereinigens absicht, so entsprechen die Worte Reihe und geordnete
Gruppe demselben Begriftf und konnen miteinander vertauscht werden.

-

1.
Séitze zur Operation des Vereinigens.

§29. 1. Der einfache Act des Zusammenbetrachtens mehrerer gegebenen
Dinge in einer gegebenen Ordnung oder unabhéngig von ihrer Ordnung, ist
eindeutig (Def. II, § 11).

II. Denkt man mehrere Dinge in einer gegebenen Ordnung oder unab-
hingig von dieser Ordnung entweder zusammen oder nicht zusammen, so
denkt man kein Ding, welches nicht den gegebenen Dingen oder ihrer
Gruppe angehirt.?)

III. Den Gegenstand C mit dem mit dem Gegenstand A vereinigten
Gegenstand B vereinigen bedeutet den Gegenstand ( mit dem aus der Ver-
einigung von B mit A4 erhaltenen Gangzen vereinigen oder es bedeutet das
durch die Vereinigung von (' mit B gegebene Ganze mit dem Gegenstand
A vereinigen (das Princip der Association)

1) Siehe die Note 2 zu § 13.

2) Auf diese Weise wird vermieden, dass in der geordneten oder nicht geordneten
Gruppe oder in der Reihe von gegebenen Dingen auch Dinge in Betracht kommen, welche
in Folge gewisser Sitze aus den ersteren folgen,
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M ABC=(AB)C
(2) ABC == A(BC).

a. Den Gegenstand C mit dem aus der Vereinigung ron B mit A erhaltenen
Ganzen vereinigen ist gleichwerthig damit, das durch die Vereinigung von C mit
B gegebene Ganze mit dem Gegenstand A zuw vereinigen.

Denn aus (1) und (2) erhilt man:

(AB)C .= ABC). (b, § 9 und III)

Bem. I. Solange nicht Anderes bestimmt wird, soll die Operation des Vereinigens
in diesem Sinn aufgefasst werden. ')

b. Wenn die beliebigen geordneten oder nicht geordneten Gruppen (A) und (B)
eine jede alle Gegenstinde der andern, jedoch nicht verschieden gruppirt, enthilt,
so ist (A) = (D).

Denn, sind die Gegenstiinde von (A4) gegeben, so erhiilt man durch die
Operation des Vereinigens eine einzige Gruppe (I; Def. II, § 11). Wenn daher
(B) von (A) verschieden wiire (Def. VIII, § ¥), so wiirde man im Widerspruch
mit dem Satz [ aus denselben Gegenstiinden mehrere Gruppen und nicht eine
einzige (Bem., § 8) erhalten.

¢. Die Untergruppen einer geordneten Gruppe (A) sind Untergrappen der
aus den Gegenstinden von (A) unabhiingiy von ihrer Ordnung gebildeten Gruppe.

Die Gegenstiinde von () sind Gegenstinde der Gruppe (4'), die man aus
ihnen bildet, indem man sie unabhiingig von ihrer Ordnung betrachtet; denn,
indem man dieses thut, sieht man von keinem von den Gegenstiinden ab; sonst
wiirde man, wenn man sie von Neuem in der gegebenen Ordnung betrachtet,
einen andern Gegenstand denken, was gegen II verstosst.

Wenn (T) eine belleblge Untergruppe der geordneten Gruppe (A) ist (Def.
VIII, § 13), so liefert sie eine Gruppe (7I"), welche der Gruppe (A) angehort,
und da es in (1) Gegenstiinde gibt, welche ausserhalb (T') sind (Def. II, § 27)
wie z. B. den Gegenstand X, so gehért X der Gruppe (I”) von (4’) nicht
an (ID).

Bem. II. Wenn die Gegenstiinde von (A) und (B) in verschiedener Art aber in der-

selben Ordnung gruppirt werden, so ergibt sich die Gleichheit aus dem Satz IIL. (Siehe
a. § 40.)

1) Siehe die Anmerkung zu § 4. Einige Autoren bezeichnen mit Vercinigen eine allge-
meine Operation, withrend sie hier fiir uns einen besonderen genau abgegrenzten Sinn hat.
So versteht Stolz (Vorles. iib. Allg. Arithm. Leipzig, 1885, Bd. 1. Seite 2) unter eimdeutiger
Verkniipfung der Grissen a, b, ¢ . . . eines gegebenen Systems eine Regel, nach welcher
jeder oder auch einigen Gruppen ab nur eine Grosse ¢ dieses oder eines andern Systems
entspricht. Um die Verkniipfung zu bezeichnen, gebraucht er die Zeichen o, O, u.s.w. kr
schreibt wob = ¢ und liest @ mit b ist ¢. Die Verkniipfung wird in diesem’ Fall allge-
mein aufgefasst.  Auch die Operation § (4 4+ B) ist eine Verkniipfung, die commutativ
aber nicht associativ ist (an demselben Ort.  Anm. 2 zu Kap. lll. Seite 380. Siche auch
Hankel Vorl. iib. compl. Zuhlen, 1867 Seite 21). Dass man 4 0 B = } (A + B) wenn man
will: 4 mit B ist (!, wobei C = } (A 4 B) ist, lesen kann, ist zweitellos; m diesem Fall
hat aber das mit nicht mehr seinen urspriinglichen und gewohnlichen Sinn und entspricht
picht mehr der einfucheren Vercinigung des B mit A.
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8.

Die Operation des Zerlegens. — Die Gruppe Null. — Ausdehnung der
Operation des Wegnehmens.

§ 30. Def. Ein gegcbencs Ding X in Theile zerlegen ist die Operation, mit-
telst welcher die Theile 4, B, C, D, ..., N bestinmt werden, welche zusammen
vereinigt das Ganze X geben.

a. Das Zerlegyen ist die wmgekehrte Operation des Vereinigens.

Denn aus der Vereinigung der gegebenen Theile A BC'D... N... erhilt
man das Ganze und aus dem Ganzen durch Zerlegung die Theile ABCD...N...
(Def., § 12).

8§ 31. Bem. I. Wenn ich von den Theilen ABCD...N... einer Gruppe einen
oder mehrere Theile wegnehme, jedoch nicht alle, so sind die nicht weggenommenen die
iibrig bleibenden Theile (§ 7).

Def. 1. Um auszudriicken, dass nicht irgend ein Theil iibrig bleibt, wenn
alle Theile vom Ganzen weggenommen werden, sagen wir: Es bleibt Nichts
ibrig. Um unniitze Unterscheidungen und die dadurch entstehenden Verwick-
lungen zu vermeiden, sagen wir auch: In einem solchen Fall erhiilt man eine
Gruppe Null.")

Uehereinkunft. In die Operation des Wegnehmens eines oder mehrerer
Theile vom Ganzen wollen wir uns fiir die Zukuntt die Operation des Zerlegens
des Ganzen in Theile, wenn die Zerlegung nicht schon ausgefiihrt ist, einge-
schlossen vorstellen.

Bem. II. In diesem Sinn kionnen die Operationen des Vereinigens und des Weg-
nehmens als umgekehrte betrachtet werden, weil die erste Operation aus den Theilen das
Ganze liefert, withrend uns die zweite nach Ausfilhrung der Zerlegung aus dem Ganzen
Jeden Theil dadurch, dass man von den andern Theilen absieht, kennen lehrt (§ 7).

Bem. III. Wenn es sich um eine geordnete Gruppe handelt, so erfolgt die Operation
des Wegnehmens, da sie die Umkehrung derjenigen des Vereinigens ist, in der umgekehrten
Ordnung wie die Operation des Vereinigens.

9.

Begrenzte und unbegrenzte Reihe und geordnete Gruppe. — Begrenzte Reihe
der ersten Art. — Reihe von Reihen.

§ 32. Def. I. Wenn eine Reihe einen ersten und einen letzten Gegenstand
(§ 22) hat, heisst sie begrenat.

Beisp. Die Reihe meiner Vorstellungen A BC ist begrenzt.

Def. II. Wenn die Reihe kein letztes Ding hat, wird sie wnbegrenzt oder
ohne Ende genannt, woraus folgt, dass, wenn jeder Gegenstand der gegebenen
Reihe ein consecutives auf ihn folgendes Ding hat (§ 24), die in Betracht ge-
zogene Reihe unbegrenzt ist.

1) Auf diese Weise wird der Uebereinkunft gemiiss Nichts als Etwas betrachtet, das
beisst als eine Gruppe mit keinem Ding.



14 Begrenzte und unbegrenzte Reihe und geordnete Gruppe. [s8 32—33

Bem. Mittelst des Satzes § 18 wird die Reihe unabhiingig von dem Gedanken be-
trachtet, indem man nur beriicksichtigt, ob ein Ding einem andern Ding voransteht und
folgt, wenn es nicht das erste oder letzte ist. In diesem Fall ist es mdiglich, dass eine
Reihe von gegebenen Dingen kein letztes Ding hat.

Ist @ dax Zeichen eines beliebigen Dings der Reihe, a 4+ 1 dasjenige des successiven
und z. B. 1 das Zeichen des ersten Dings, so stellt das Symbol a 4+ 1 eine Reihe dar
welche kein letates Ding hat.

Wir kionnen iiberdiess von den Beziehungen des (Gedankens zu den wahrnehmbaren
Dingen abstrahiren. Auf diese Art wird die Betrachtung einer unbegrenzten Reihe von
Dingen ermoglicht und mittelst des Princips § 18 diejenige einer gegebenen unbegrenzten
Reihe, auch wenn sie fiir die Verhiiltnisse eines Individuums nicht realisirbar ist. Denkt
man sich, die Operation, durch welche mehrere Gegenstiinde einer nach dem andern bis
zu einem Gegenstand B gesetzt werden, sei vollendet und der erste Gegenstand in dem
Moment A gesetzt, so kann man auch sagen, man beziche die so erhaltene Reihe von
Dingen, die man als dem Gedanken gegeben ansieht (§ 18), auf den Moment 4, d. h. von
der von A bis B verflossenen Zeit absehen.

So erkliren sich die oft gebrauchten Ausdriicke: unbegrenzt, ins Unendliche oder ohne
Ende fortfahren.

§33. Def. I. Wenn die Dinge A, B,C, D, ..., N, ... einer Reihe derart
in einer neuen Ordnung betrachtet werden, dass die Dinge, welche einem ge-
gebenen Ding vorausgingen und folgten, in der neuen Ordnung ihm folgen be-
ziiglich vorausgehen, so heisst die neue Reihe und die neue Ordnung die wm-
gekelrte oder entgegengesetzte zu der gegebenen Reihe und Ordnung.

a. Die umgekehrte Reihe zu der wmgekehrten einer gegebenen Reihe ist die
gegebene Reihe selbst.

Mit andern Worten: in der umgekehrten Ordnung der umgekehrten folgen
sich die Dinge in derselben Ordnung wie in der ersten Reihe. Denn die Dinge,
welche einem belichigen Ding X in der gegebenen Reihe vorangehen und
folgen, folgen ihm in der umgekehrten Ordnung (Def. I) beziiglich gehen ihm
voraus und in der umgekehrten der umgekehrten Ordnung gehen sie ihm vor-
aus beziiglich folgen sie ihm (Def. I).

b.  Der letzte Gegenstand einer Reithe ist der erste Geyenstand der umge-
kehrten Reihe.

Denn alle Dinge, welche einem Gegenstand in der ersten Reihe voran-
stehen, folgen ihm in der umgekehrten Ordnung (Def. T) und alle Dinge, welche
dem letzten in der ersten vorangehen (§ 22), folgen ihm daher in der zweiten.

)

Beisp. In der Ordnung AB der Dinge AB ist A das erste und B das zweite, in
der umgekebrten Ordnung B A ist B das erste und A das zweite Ding.

b'. Wenn in eincr Reihe ein Ding zwischen zwel andern enthalten ist, so
ist es dicses auch in der wmgekchrten Rethe. )

Denn wenn das Ding B in der gegebenen Reihe nach A und friiher als
C kommt, so folgen sich die gegebenen Dinge in der Ordnung ABC (§ 16) und
in der umgekehrten Reihe ist C das erste und A das letzte, daher ist B wieder
zwischen 4 und C enthalten. (Def,, § 23.)

b”. Wenn eine Reile Leinen letzten Gegenstand hal, so hat die wmgekehrte
Reihe keinen ersten Gegenstand.

Denn, wenn sie ihn hiitte, so hiitte die gegebene Reihe einen letzten Ge-
genstand (b).

o
F
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Bem. I. Die umgekehrte Reihe hat also im Fall b” einen letzten Gegenstand
(Def., § 19).

Def. I1. In einem solchen Fall sagen wir von der umgekehrten Reihe, sie
habe keinen Anfang und sci ebenfalls unbegrenzt. Das Ding, welches man er-
hiilt, wenn man nach einer Reihe mit dem letzten Gegenstand und ohne den
ersten eine Reihe mit dem ersten und ohne den letzten Gegenstand betrachtet,
heisst auch Reithe. Diese Reihe wird ebenfalls unbegrenzt genannt.

Bem. II Auf diese neuen Begriffe von Reihen sind die schon gegebenen Definitionen
anzuwenden, welche unabhiingig von der Existenz des ersten oder des letzten Gegen-
standes sind.

Bem. III. Wir kinnen nicht allein den Fall in Betracht ziehen, dass mehrere Dinge
A. B, C,D,.. ., N, .. dem Gedanken gegeben sind, sondern kénnen auch, ohne uns zu
widersprechen, daran festhalten, dass die Ordnung ein wesentliches Merkmal der gegebenen
Dinge sei (§ 18).

§ 34. Def. I. Die gegebene begrenzte oder unbegrenzte Reihe kann als
geordnete Gruppe betrachtet werden (Bem., § 28). Die daraus hervorgehende

Gruppe heisst begrenzt oder unbegrenzt.
Def. II. Betrachtet man die Dinge ABCD ... N ... einer begrenzten oder

unbegrenzten Reihe in Bezug darauf, dass sie eine Gruppe zusammensetzen
§ 13, so heisst diese Gruppe im ersten Fall (Def. I) begrenzt in der Ordnung
ABCD ... N ... der Reihe, im zweiten Fall unbegrenzt in derselben Ordnung.

§ 3D. Bem. Da die einfache begrenzte Wiederholung desselben geistigen Acts (§ 15)

die einfachste Art ist eine Reihe zu bilden und die so erhaltene Reihe ein erstes und ein
letztes Ding hat, so geben wir die folgende

Def. Eine begrenzte Reihe, welche keine unbegrenzte Reihe als Theil
enthiilt (Def. II, § 32; Def. I, I, § 25; Det. 11, § 33), wird eine natiirliche Reihe
oder eme begrenztc Reihe erster Art genannt.

a. Jedes Ding X einer begrenzten Reihe erster Art hat ein consecutives ihm
folgendes und ein consecutives thm vorangehendes Ding.

Wenn X kein consecutives ihm vorangehendes Ding hat und nicht das
erste Ding ist, so bedeutet dies, dass es in der Reihe Dinge gibt, die ihm
vorausgehen (Def, § 21). Zwischen einem beliebigen Y von diesen Dingen
und X gibt es daher ein andres Ding der Reihe, sonst wire Y das consecu-
tive X vorangehende Ding (§ 24), was gegen die Voraussetzung ist. Die ge-
gebene Reihe wiirde also als Theil eine unbegrenzte X vorangehende Reihe ent-
halten, was sinnlos ist (Def.). X kann nicht mehrere consecutive ihm voran-
gehende Dinge haben, z. B. ¥ und Z, weil entweder Y dem Z oder Z dem Y
vorangeht (b, § 21), also im ersten Fall Y das consecutive, Z vorangehende,
und Z das consecutive, X vorangehende, Ding ist. Analog ist es im zweiten
Fall; X kann daher nicht mehrere consecutive ihm vorangehende Dinge haben.

Aehnlich wird bewiesen, dass X ein consecutives ihm folgendes Ding
haben muss.

§ 36. Def. Wenn kein Ding in der Reihe wiederholt wird (§ 15), heisst
die Reihe einfach.

a. Jede Reihe kann als eine einfache Reihe angeschen werden.



16 Reibe von Reihen. [§ 36—37

Da die von demselben Ding in der Reihe eingenommenen Stellen ver-
schieden siud (§ 20), so konnen wir das wiederholte Ding bei jeder Wieder-
holung mit einem von den vorhergehenden verschiedenen Zeichen belegen.
Setzt man demnach voraus, dass das wiederholte Ding mehrere verschiedene
Dinge vorstelle, so gilt die Eigenschaft der Detinition fiir alle Dinge der Reihe.

Bem. II. Wenn nicht Anderes bestimmt wird, so meinen wir, die Reihe sei einfach.

b. Sind in eciner einfachen Reithe die belichigen Dinge ABC gegeben, so
ist entweder 1) A zwischen B und C oder 2) B zwischen A und C oder 3) C
zwischen A und B enthalten. '

Denn ist das Ding A4 gegeben, so gehen die andern Dinge ihm in der
Reihe entweder voraus oder sie folgen thm (b, § 21). B und C folgen also ent-
weder auf A oder sie gehen voraus, oder auch B steht vor 4 und C nach 4
oder endlich (' geht 4 voraus und B folgt ihm. Wenn B und C auf 4 in
der Ordnung der Reihe folgen, so ist in dieser Ordnung entweder B das erste
Ding oder . Wenn B zuerst kommt, so ist B zwischen 4 und (' enthalten,
weil B auf 4 folgt und ¢ vorausgeht (§ 23); analog liegt C, wenn es zuerst
kommt, zwischen 4 und B, womit man die Fiille 2 und 3 erhiilt. Gehen B
und C dem A voraus, so geniigt es die umgekehrte zu der gegebenen Reihe
zu betrachten, fiir welche die vorstehenden Schliisse Geltung haben. Wenn
aber ein Ding in einer Reihe zwischen andern enthalten ist, so ist es dies
auch in der umgekehrten Reihe (b, § 33); es treten also dieselben Fiille 2 und 3
ein. In den andern Fillen endlich liegt A zwischen B und C.

§ 37. a. Wenn ein bestimmtes Ding A gegeben st (jedes Ding in seinem
Begriff (§ 4) betrachtet) und wenn sich nicht ableiten lisst, dass A die Gruppe aller
der maglichen Dinge set, die wir betrachten wollen, so kinnen wir ein andres nicht
in A enthaltenes (das heisst ausserhalb A liegendes) und von A unabhingiges
Ding denken.

Wenn aus den fritheren Sitzen und Operationen hervorginge, dass es
Gegenstiinde B ausserhalb 4 gibt, so wiire der Beweis nicht nothig. Andern-
falls gilt der folgende Beweis: Indem wir das gegebene Ding A betrachten,
lassen wir es einem Act a des Gedankens entsprechen (§4). Wiederholen wir
z. B. ein Ding B von A, welches keine Gruppe ist (Def. I, § 13; Def. I, § 20),
wenn A4 selbst eine geordnete oder nicht geordnete Gruppe ist, und betrachten
wir als Merkmal der Vorstellungen (§§ 9 und 4) die Ordnung, in welcher sie sich
folgen (§ 16), so ist die zweite Vorstellung von B (§ 3) von den den Dingen der
ersten Vorstellung entsprechenden Vorstellungen verschieden (Def. V, § 8). Be-
zeichnet man diese zweite Vorstellung von B mit B’, so ist das Ding B’ dem
B gleich (Bem. III, § 9) fillt aber mit B nicht zusammen, da es von ihm
verschieden ist (IV, Def. V, § %).

Wenn 7z B. die zweite Vorstellung dem ganzen Ding A4 entspricht und
man betrachtet die Ordnung als Merkmal der gedachten Dinge, so erhiilt man
eine von A verschiedene Vorstellung A’, die 4 gleich ist, aber nicht mit A zu-
sammenfiillt, weil sonst A und 4" nicht verschieden wiiren (Def. V,IV,§ 8 und § 18).

8

A
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Weil wir ferner den geistigen Act, dem A’ entspricht unabhingig von
dem Act, dem A entspricht, festhalten konnen, so ist 4" unabhingig von A4,
d h. dle Existenz von A’ geht nicht aus A4 ohne einen willkiirlichen Act
hervor.

Wenn man dagegen sagt A enthalte alle mdghchen Dinge, welche wir
denken wollen, so werden damit ¢m Voraus die mcht in A enthaltenen Dinge
ausgeschlossen.

Bem. I. Wir werden jedoch jedesmal, wenn wir dieses Gesetz auf dem beschriinkten
Gebiet unsrer moglichen Formen benutzen, noch andre Griinde zu seiner Unterstiitzung
hinzufiigen. ')

Beisp. Wenn man bei gegebenem Anschaunungsraum S die Vorstellung des Punktes
von derjenigen des Raumes trennt (siehe die emp. Bem. am Anfang des ersten Theils) und
man bestimmt nicht, dass der Anschauungsraum alle moglichen Punkte enthalten soll, so
konnen wir einen andern Punkt ausserhalb S denken, der den andern Punkten gleich aber
von ihnen verschieden ist oder auch einen andern S gleichen aber von S verschiedenen
Anschauungsraum S°. Unter Anschauungsraum verstehen wir hier die Vorstellung von der
dusseren Welt (§ 4) und nicht etwa diese selbst.

b. Eine begrenzte oder unbegrenzte Reihe kann als Theil eine ambe unbe-
grenzte Reihe enthalten.

Denn zu sagen, eine Reihe sei begrenzt, bedeutet nicht, dass sie nicht
eine andre unbegrenzte Reihe als Theil (Def. II, § 25) enthalten konne, da sie
nur dadurch begrenzt ist, dass sie einen ersten und letzten Gegenstand hat
(Def. 1, § 32). Damit ist aber keine Eigenschaft fiir die mittleren Gegenstiinde
(§ 23) gegeben. Eine begrenzte oder unbegrenzte Reihe kann nach den bisher
gegebenen Definitionen (Def. I, II, § 32 und Def. II, § 33) als ein einziger Gegen-
stand (§ 18) und dieser Gegenstand als einer andern begrenzten oder unbegrenzten
Reihe a.ngehong betrachtet werden.

Wenn in dem Ganzen M N das M durch eine unbegrenzte Relhe gegeben
ist, so- ist M N eine begrenzte Reihe und in dieser zweiten Reihe ist M das -
erste Ding. Oder wenn die Reihe M zum ersten Gegenstand A hat, so hat
die Reihe M N zum ersten Gegenstand 4 und zum letzten N.

Def. Wenn in den begrenzten oder unbegrenzten Aufeinanderfolgen
ABCD... und A'B'C'D'... A=4", B=F, (-=C, D :D us.w.
ist, so heissen die Dinge der Reihen der Reihe nach oder beziiglich gleich.

II. Kapitel.
Erste Eigenschaften der abstracten mathematischen Kormen.

. 1.
Merkmale der abstracten und concreten mathematischen Formen oder Grossen.

§ 38. Bem. I. Die Dinge, welche wir von nun an betrachten wollen, haben ausser
den Merkmalen des Ganzen und der Theile, der Ordnung oder der Reihe zum Merkmal

1) Siehe § 59.

Veronese, Geometrie. 2
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Denn wiederholt man den Begriff 4 (Def.), so erhilt man nur den Begriff
A und sonst Nichts (Def; a, § 11 und § 3).

§ 16. Def. Wenn man sagt: Mehrere Dinge 4, B, C, ..., N, ... (die
Punkte ersetzen Buchstaben oder andere Zeichen) der Ordnung nach denken,
heisst, mehrere Dinge 4, B, C,..., N, ... das eine nach dem anderen oder
successiv denken (Def. § 14). '

Die Ordnung wird mit einem Symbol bezeichnet, das alle Zeichen enthiilt,
welche die gegebenen Dinge in der Ordnung, in welcher sie gedacht werden,
darstellen oder auch mit einem Symbol, aus welchem man, wenn das Zeichen
eines beliebigen der gedachten Gegenstinde gegeben ist, dasjenige des succes-
siven Gegenstandes, falls er gegeben ist, erhiilt.

§ 17. Dcf.' Wemn ABC...N... das Symbol der Ordnung ist, in
welcher sie gedacht wurden, so heisst 4 das erste, B dus zweite, C das dritte
Ding u.s. w., indem man fiir jedes betrachtete Ding ein neues Wort derart
gebraucht, dass verschiedenen Wiederholungen verschiedene Worte oder ver-
schiedene Zeichen entsprechen.')

§ 18. Bem. Weunn wir ein Urtheil aufstellen, so kénnen wir nachher be-
urtheilen, ob dieses Urtheil richtig ist oder nicht; in einem solchen Fall wird
das Urtheil als ein dem Gedanken gegebenes Ding betrachtet. Auf gleiche
Weise konnen mehrere Dinge, die zuerst von dem Gedanken gesetzt sind,
nachher als dem Gedanken gegeben betruchtet werden und zwar entweder in
der Ordnung, in der wir sie betrachtet haben, oder unabhiingig von dieser
Ordnung, das heisst indem wir von derselben absehen (§ 7).

Und umgekehrt: Da einem dem Gedanken gegebenen Ding ein Begrift (§ 4)
entspricht, mittelst dessen wir es mit andern Dingen vergleichen (§ ¥), so kinnen
wir es mittelst dieses Begriffs als von dem Gedanken gesetzt auffassen. Es
gilt desshalb der folgende Satz:

Ein von dem Gedanken gesetztes Ding kann nachher als dem Gedanken
gegeben betrachtet werden und umgekehrt.

Beisp. Durch die Wiederholung derselben geistigen Handlung construiren wir z. B.
die Zahl zwei (siche § 46); dann aber kinnen wir diese Zahl als ein dem Gedanken gegebenes
Ding ansehen.

§ 19. Def. Die Aufeinanderfolge oder Reihe der Dinge A, B, C, D, .., N, ...
betrachten bedeutet, die Dinge 4, B, C, D, .., N, ... inder Ordnung ABCD...N ...
betrachten. Die Ordnung ABCD...N... heisst die Ordnung der Aufeinander-
folge.?)

§ 20. Def. I. Man sagt auch, A4 ist in der ersten Stelle der, Aufeinanderfolge
oder auch es nimmt die erste Stelle in der Aufeinanderfolge cin, B die zweite,
C die dritte, I die vierte, u. s. w. (§ 16) gerade desshalb, weil ihre Position

1) Siehe Def. III, § 47.
; 2) Die Aufeinanderfolge unserer Vorstellungen oder dus Vermigen mehrere Dinge das
eine nach dem andern betrachten zu konnen gibt uns die Anschauung von einem gewissen
Ding, ohne welches wir unseren Gedanken nicht entwickeln kénnen. Dieses gewisse Ding
ist die Zeit. Wir abstrahiren jedoch von der Zeit als Element unserer Betrachtungen.
(Siehe Bem., § 32.)
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verschieden ist, da sie nicht dasselbe Ding sind, auch wenn sie identisch sind
(Bem. § 8; Def. III, Bem. III, Def. VI, § 9).

Def. II. Wenn wir mit 4°, B', ¢/, D', ... die von 4, B, C, D, ... ein-
genommenen Stellen der Aufeinanderfolge bezeichnen, das heisst mit denselben
mit einem Strich versehenen Buchstaben, so sagt man, die Dinge 4, B, (', D, ...
sind in der Aufeinanderfolge 4A'B°C'D’ u.s. w. und auch in der Aufeinander-
folge ABCD u.s. w. enthalten.

Beisp. Ich habe die Vorstellung A, nachher die Vorstellung B, dann die Vorstellung
C; A, B, C bilden eine Aufeinanderfolge von Vorstellungen in der Ordnung ABC. In
meinem Geist nimmt A die erste, B die zweite und C die dritte Stelle ein.?)

a. Verschiedene Dinge der Reihe nehmen verschiedenc Stellen in der Rethe ein.

Denn fiir verschiedene Dinge gebrauchen wir verschiedene Worter, da ihnen
verschiedene Wiederholungen entsprechen (Def. I und § 16). _

§ 21. Bez. Unter X, Y, Z verstehen wir beliebige Dinge der Reihe (Def. VIII,
§ 13, die auch fiir die Reihe gilt). '

Def. Ist ein beliebiges Ding X der beliebigen Reihe ABC...X...Y...
gegeben (§ 16, § 19, Det. VIII, § 13), so sagt man, die Dinge A BC...X gehen,
abgesehen von X (§ 7), in der Ordnung der Reihe X rorans oder stehen vor X
und die iibrigen Dinge der Reihe (§ 7) folyen auf X oder stehen hinter X.

a. Das erste Ding der Reihe hat keine Dinge, die ithm vorausgehen (Def).

b. Jedes Ding X einer Rethe ABC... Y..., das von einem andern belicbigen
Ding Y der Reihe verschieden ist, steht dem Ding Y voraus oder folgt ihm nach
(Def. und a, § 20). ,

§ 22. Def. Wenn auf das Ding X in einer Reihe keine Dinge folgen oder
hinter thm stehen, so heisst X das letzte Ding der Reihe.

§ 23. Def. Wenn in einer gegebenen Reihe X vor Y steht und Z aut Y
folgt, so sagt man, Y ist zwischen X und Z enthalten und X und Z werden
durch Y getrennt. Die Dinge einer Reilie, die auf ein Ding X folgen und
einem Ding Z vorangehen, heissen auch mitflere Dinge zwischen X und Z.

§ 24. Def. Wenn Y das erste Ding ist, welches auf ein beliebiges Ding X
in der Reihe folgt, so heisst Y das consecutive auf X folyende und X das con-
secutive Y vorhergehende Ding.

§ 25. Bez. Wir bezeichnen eine Reihe von Gegenstinden auch mit einem
einzigen Zeichen z. B. mit einem griechischen Buchstaben.

Def. I Von einer Reihe f sagt man, sie sei in einer Reihe a enthalten
oder sie gehore derselben an, wenn die Gegenstiinde von f Gegenstiinde von «
sind und wenn die Gegenstiinde, welche jedem Gegenstand X in § vorangehen
oder folgen, dem Gegenstand X in & vorangehen oder folgen.

Def. II. B wird im vorstehenden Fall ein Theil von « genannt, wenn in
« Gegenstinde sind, die nicht zu g gehoren. Stets verstehen wir, wenn nicht

1) Auch der Begrift der Stelle oder der abstracten Position schliesst nicht nothwendiger
Weise denjenigen des Raumes ein. (Siche Note 3, § 13.)
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Anderes bestimmt wird, unter einem Theil § einer Reile a eine in « enthaltene
Reihe, deren consecutive Gegenstiinde auch in « consecutiv sind (§ 24).

6.
Geordnete Gruppe. — Operation des Vereinigens.
§ 26. Def. I. Wenn die Dinge 4 und B in der Ordnung A B gegeben sind,

so betrachte man B mit A zusammen oder, wie man auch sagt, man vercinige
B mit 4 und allgemeiner, wenn eine beliebige Reihe von Dingen unter der
Bedingung in Def. I, § 13 (§§ 19, 18) ") gegeben ist, so wende man diese Operation
auf die successiven Dinge der Reihe an oder denke sie sich vollzogen (§§ 16, 19);
das Resultat dieser Operation heisst geordnete Gruppe oder geordnetes Ganze.

Bem. Bei der Gruppe nach Def. 1, § 13 fehlt als Merkmal dieser Operation die Ordnung,
in welcher sie ausgefiihrt wird.

Beisp. Ieh habe zuerst die Vorstelling A gehabt und dann die Vorstelling B (§ 3).
Bei der Operation des Zusammenbetrachtens von B mit A beachte ich genau die Ordnung,
in welcher ich die Vorstellungen 4 und B gehabt habe, withrend ich bei der Gruppe von
Vorsteltungen A und B nach der Def,, § 13 diese Ordnung ausser Acht lasse.

DBrz. Dieses Ganze bezeichnen wir mit 4 B, worin die Buchstaben 4 und
B sich in der Ordnung der entsprechenden Dinge in dem Ganzen folgen. Wenn
mit dem Ding AB das gegebene Ding C vereinigt wird, so erhiillt man ein
geordnetes Ganze, welches mit dem Symbol (AB)C bezeichnet wird. Wenn
mit diesem dns gegebene Ding D vereinigt wird, so wird das so erhaltene
Ganze mit (A B)(') D bezeichnet und so weiter. Im Allgemeinen geben wir
einer geordneten Gruppe ein Zeichen von der Form (A).

Def. 11, Man sagt, die gegebenen Gegenstiinde bilden oder sefzen die Gruppe
in der gegebenen Ordnung zusammen und die Gruppe wird von den gegebenen
Gegenstiindon in der festgesetzten Ordnung gebildet oder ist die Gesammtheit
dieser Gegenstiinde.

& 27. Def. I Kine geordnete Gruppe (A) gehirt der geordneten Gruppe (B)
an, wenn die Qegenstiinde von (L) Gegenstiinde der Gruppe (B) sind und wenn
die Reihe (LD der Reihe (B) angehiet (Def. 1, § 25).

Def. 11 Man sagt auch, () ist ein Theil oder eine Untergruppe von (B),
wenn Uegenstiindo von (1) in (o) nicht enthalten sind und wenn nicht Anderes
bextimmt wird, so meinen wir damit auch, dass die Reihe (4) ein Theil der
Reihe () in dem in der Defl 11 § 25 angegebenen Sinn sei.

w. Die Gegenstinde A, B, C, ..., N, ... einer geordneten Gruppe, welche
die Gruppe ausammensetzen (Def D, sind Theide der Gruppe.

* Donn wie wind Qrappen mit einem einzigen Gegenstand, von welchen jeder
dureh vine Rethe mit sinem cinzigen Gegenstand gegeben ist, wenn man voraus-
wial, dunn din Dett 1§ 13 auch auf den Fall der Rethe ausgedehnt wird.

b Wenn die geordncte Grappe (1) der geordneten: Gruppe (B) und (B) der
andncten Gruppe (O anachort, sogehirt (A) der geordneten Gruppe (C) an.

1 Mohe wueh e Dot 1 1L § 82 uad Defl 11 § 38

da
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Jeder Gegenstand von (A) ist Gegenstand von (B), welcher Gegenstand
von ((') ist (e, § 8). Die Gegenstiinde, welche jedem Gegenstand X von (4)
vorangehen oder folgen, gehen iiberdiess dem Gegenstand X in (B) und mithin
auch in (C) voran oder folgen ihm (Def. I, § 25). Daraus folgt b (Def. 1, § 25).

c. Wenn (A) Untergruppe einer geordneten Gruppe (B) und (B) Unter-
gruppe einer geordneten. Gruppe (C) ist, so ist (A) Untergruppe von (C).

Die geordnete Gruppe (A) gehdrt (C) an, weil sie (B) angehort (b). Wie
in dem Satz a, § 13 lisst sich zeigen, dass nicht alle Gegenstinde von (C)
Gegenstinde von (4) sind.?)

d. Eine nicht geordnete Gruppe bestimmt mehrere geordnete (iruppen.

Denn jeder Gegenstand der gegebenen Gruppe kann als erster Gegenstand
betrachtet werden, jeder andre als zweiter und so weiter.

Bez. Die Gruppe, die man durch Vereinigung einer geordneten oder nicht
geordneten Gruppe (B) mit einer geordneten oder nicht geordneten Gruppe
(A) erhiilt, bezeichnen wir mit dem Symbol [(4) (B)].

§ 28. Die Reihe ist nicht eine geordnete Gruppe.

Denn in dem Begriff der Reihe (§ 19) fehlt die Operation des Vereinigens,
wie im § 26 erklirt wurde. Dieser Begriff sagt nur aus, dass die Dinge
der Reihe in der festgesetzten Ordnung gegeben sind oder gedacht werden
(Beisp. § 26). .

Bem. Die Reihe liefert ein geordnetes Ganze, wenn die Dinge der Rethe ABCD ... N
in derselben Ordnung miteinander vereinigt werden. Wiirden wir die Reihe als Gruppe
betrachten, so wiirden wir eine geordnete Gruppe unter ihr verstchen. Wenn man also

von der Operation des Vereinigens absieht, so entsprechen die Worte Reihe und geordnete
Gruppe demselben Begriff und kdnnen miteinander vertauscht werden.

1.
Sitze zur Operation des Vereinigens.

§29. . Der einfache Act des Zusammenbetrachtens mehrerer gegebenen
Dinge in einer gegebenen Ordnung oder unabh#éngig von ihrer Ordnung, ist
eindeutig (Def. II, § 11).

II. Denkt man mehrere Dinge in einer gegebenen Ordnung oder unab-
hiéngig von dieser Ordnung entweder zusammen oder nicht zusammen, S0
denkt man kein Ding, welches nicht den gegebenen Dingen oder ihrer
Gruppe angehirt.?)

III. Den Gegenstand C mit dem mit dem Gegenstand A vereinigten
Gegenstand B vereinigen bedeutet den Gegenstand (' mit dem aus der Ver-
einigung von B mit 4 erhaltenen Ganzen vereinigen oder es bedeutet das
durch die Vereinigung von (' mit B gegebene Ganze mit dem Gegenstand
A vereinigen (das Princip der Association)

1) Siehe die Note 2 zu § 13.

2) Auf diese Weise wird vermieden, dass in der geordneten oder nicht geordneten
Gruppe oder in der Reihe von gegebenen Dingen auch Dinge in Betracht kommen, welche
in Folge gewisser Siitze aus den ersteren folgen,
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€8] ABC = (AB)C
(2) ABC — A(BC).

a. Den Gegenstand C mit dem aus der Vereinigung ron B mit A erhaltenen
Ganzen vereinigen ist gleichwerthig damit, das durch die Vercinigung von C mit
B gegebene Ganze mit dem Gegenstand A zu vereinigen.

Denn aus (1) und (2) erhiilt man:

(AB)C = A(BC). (b, § 9 und III)

Bem. I Solange nicht Anderes bestimmt wird, sell die Operation des Vereinigens
in diesem Sinn aufgefasst werden.?)

b. Wenn die beliebigen geordneten oder nicht geordneten Gruppen (A) und (B)
etne jede alle Gegenstinde der andern, jedoch nicht verschieden gruppirt, enthdlt,
so ist (A) — (B).

Denn, sind die Gegenstiinde von (A4) gegeben, so erhiilt man durch die
Operation des Vereinigens eine einzige Gruppe (I; Def. II, § 11). Wenn daher
(B) von (A) verschieden wiire (Def. VIII, § ¥), so wiirde man im Widerspruch
mit dem Satz [ aus denselben Gegenstiinden mehrere Gruppen und nicht eine
einzige (Bem., § &) erhalten.

c. Die Untergruppen emner geordncten Gruppe (A) sind Untergruppen der
aus den Gegenstinden von (A) unabhingiy von ihrer Ordnuny gebildeten Grappe.

Die Gegenstiinde von (A) sind Gegenstinde der Gruppe (4"), die man aus
ihnen bildet, indem man sie unabhiingig von ihrer Ordnung betrachtet; denn,
indem man dieses thut, sieht man von keinem von den Gegenstiinden ab; sonst
wiirde man, wenn man sie von Neuem in der gegebenen Ordnung betrachtet,
einen andern Gegenstand denken, was gegen II verstsst.

Wenn (T) eine belleblge Untergruppe der geordneten Gruppe (A) ist (Def.
VIII, § 13), so liefert sie eine Gruppe (7”), welche der Gruppe (A") angehért,
und da es in (4) Gegenstiinde gibt. welche ausserhalb (T) sind (Def. II, § 27)
wie z. B. den Gegenstand X, so gehort X der Gruppe (7T’) von (A’) nicht
an (II).

Bem. II. Wenn die Gegenstiinde von (A) und (B) in verschiedener Art aber in der-

selben Ordnung gruppirt werden, so ergibt sich die Gleichheit aus dem Satz Il (Siche
a. § 40.)

1) Siehe die Anmerkung zn § 4. Einige Autoren bezeichnen mit Vereinigen cine allge-
meine Operation, withrend sie hier fiir uns einen bhesonderen genau abgegrenzten Sinn hat.
So versteht Stolz (Vorles. iih. Allg. Arithm. Leipzig, 18585. Bd. L. Seite 2) unter eindeutiger
Verkniipfung der Grossen a, b, ¢ . . . eines gegebenen Systems eine Regel, nach welcher
jeder oder auch einigen Gruppcn ab nur cine Grisse ¢ dieses oder eines andern Systems
entspricht.  Um die Verkniipfung zu bezeichnen, gebrancht er die Zeichen o, 0, u.s.w. Kr
schreibt @ob = ¢ und liest « mit b lbt c. Die Verkniipfung wird in diesem Fall allge-
mein aufgefusst.  Auch die Operation § (4 4+ B) ist eine Verkniipfung, die commutativ
aber nicht associativ ist (an demselben Ort. Anm. 2 zu Kap. 1I1. Seite 3%0. Siche auch
Hankel Vorl. iib. compl. Zahlen, 1867 Seite 21). Dass man 4 0 B = } (A 4- B) wenn man
will: A mit B ist (!, wohei C = 4} (4 4 B) ist, lesen kann, ist zweifellos; in dicsem Fall
hat aber das mit nicht mehr seinen uraprungluhun und g(_wo]mhdn,n Sinn und entspricht
nicht mehr der cinfucheren Vercinigung des B mit A.
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8.

Die Operation des Zerlegens. — Die Gruppe Null. — Ausdehnung der
Operation des Wegnehmens.

§ 30. Def. Ein gegebenes Ding X in Theile zerlegen ist die Operation, mit-
telst welcher die Theile A, B, C, 1), ..., N bestinmt werden, welche zusammen
vereinigt das Ganze X geben.

a. Das Zerleyen ist die wumgekehrte Operation des Vereinigens.

Denn aus der Vereinigung der gegebenen Theile A BCD... N... erhilt
man das Ganze und aus dem Ganzen durch Zerlegung die Theile ABCD...N ...
(Def., § 12).

§ 31. Bem. I. Wenn ich von den Theilen A BCD...N... einer Gruppe einen
oder mehrere Theile wegnehme, jedoch nicht alle, so sind die nicht weggenommenen die
ibrig bleibenden Theile (§ 7).

Def. 1. Um auszudriicken, dass nicht irgend ein Theil iibrig bleibt, wenn
alle Theile vom Ganzen weggenommen werden, sagen wir: Es bleibt Nichts
iibrig. Um unniitze Unterscheidungen und die dadurch entstehenden Verwick-
lungen zu vermeiden, sagen wir auch: In einem solchen Fall erhiilt man eine
Gruppe Null.")

Ucbereinkunft. In die Operation des Wegnehmens eines oder mehrerer
Theile vom Ganzen wollen wir uns fiir die Zukunft die Operation des Zerlegens
des Ganzen in Theile, wenn die Zerlegung nicht schon ausgefiihrt ist, einge-
schlossen vorstellen.

Bem. II. In diesem Sinn kinnen die Operationen des Vereinigens und des Weg-
nehmens als umgekehrte betrachtet werden, weil die erste Operation aus den Theilen das
Ganze liefert, withrend unsg die zweite nach Ausfilhrung der Zerlegung aus dem Ganzen
jeden Theil dadurch, dass man von den andern Theilen absicht, kennen lehrt (§ 7).

Bem. I1I. Wenn es sich um eine geordnete Gruppe handelt, so erfolgt die Operation
des Wegnehmens, da sie die Umkehrung derjenigen des Vereinigens ist, in der umgekehrten
Ordnung wie die Operation des Vereinigens.

9.

Begrenzte und unbegrenzte Reihe und geordnmete Gruppe. — Begrenzte Reihe
der ersten Art. — Reihe von Reihen.

§ 32. Def. I. Wenn eine Reihe einen ersten und einen letzten Gegenstand
(§ 22) hat, heisst sie begrenst.

Beisp. Die Reihe meiner Vorstellungen ABC ist begrenazt.

Def. II. Wenn die Reihe kein letztes Ding hat, wird sie unbegrenzt oder
ohne Ende genaunt, woraus folgt, dass, wenn jeder Gegenstand der gegebenen
Reibe ein consecutives auf ihn folgendes Ding hat (§ 24), die in Betracht ge-
zogene Reihe unbegrenzt ist.

1) Auf diese Weise wird der Uebereinkunft gemiiss Nichts als Etwas betrachtet, dus
heinst als eine Gruppe mit keinem Ding.
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Denn es bedeutet: Der Begriff B, welcher derjenige von A4 ist (b und
Def. VI), ist und ist nicht derselbe Begriff B (a und c¢), was sinnlos ist (IIL
Def. LI).

g Wenn A nicht gleich B ist, so ist B nicht gleich A.

Denn, wenn B gleich A wiire, so wiirde 4 gleich B sein (d), was sinnlos
ist (). Daraus folgt g (IV und Def. VI).

h. Wenn A gleich B und A nicht gleich C ist, so ist B nuht gleich C.

Demn, wenn B gleich C wiire, so wiire 4 gleich C (e), was gegen die
Voraussetzung ist (1V und Def. VI).

§ 9. Def. 1. Das Merkmal (contrassegno) eines Dinges ist dalSJemge, mittelst
dessen wir es mit anderen Dingen vergleichen kinnen.

Wenn wir von den Dingen 4 und B ein einziges Merkmal M betrachten,
so sind sie gleich, weil sie dem einzigen Begriff M entsprechen (Def. I und
VL, § 8). Wir sagen, 4 und B sind i Bezug auf das Merkmal M gleich.

Def. 11. Wenn die Dinge A4 und B in Bezug auf einige ihrer Merkmale
gleich sind, in Bezug auf andere aber nicht, so sagt man, dass sie diejenigen
Merkmale, in Bezug auf welche sie gleich sind, gemeinschaftlich haben.

Bewsp. Cajus ist dem Titius als Mensch gleich, aber Cajus und Titius konnen in
Bezug auf andere ihrer Merkmale verschieden sein.

Def. 11I. Wenn die von einander verschiedenen (Def. V, § 8) Dinge 4 und
B, jedes nach seinem Begriff (§ 4) betrachtet, in Bezug auf ihre simmtlichen in
Betracht gezogenen Merkmale gleich sind, das heisst, demselben Begrift in Bezug
auf sie entsprechen, so heissen sie gleich in absolutem Sinn oder einfuch gleich
oder auch identisch (sieche Bem. III).

Wir schreiben 4 — B, woraus B=A4 (d, § 8).

Def. IV. Wemn sie nur in Bezug auf einige Merkmale gleich sind, so
heissen sie gleich in relativem Sinn oder gleichwerthiy. Wir schreiben A = B,
woraus B =4 (d, § 8).

Bem. I. Wenn man nur eine einzige (ileichheit in Betracht zieht, so kann man im
ersten Fall 4 = B und im zweiten 4 - B schreiben.

Def. V. Sowohl in dem einen, wie in dem andern KFall heissen 4 und B
Glicder (Termen) der Gleichheit.

Bem. II. Im ersten Fall kéunen wir die Dinge A und B einander in Bezug auf ihre

simmtlichen Merkmale substituiren; im zweiten Fall dagegen konnen sie nur in Bezug auf
ihre gemeinschaftlichen Merkmule vertauscht werden (Def. VI, § 8).

Aus Def. 11 und IV folgt:

a. Die Dinge 4 und B konnen nur auf eine einzige Art identisch sein,
wiihrend sie auf verschiedene Art gleichwerthig sein kinnen je nach den Merk-
malen, in Bezug auf welche sie als gleich betrachtet werden kénnen.

Bem. I1I. Wenn die identischen Dinge A und B verschieden sind (Def. V, §8), so sind
sie doch nur in dem Sinn verschieden, dass sie nicht ein einziges Ding sind; in ibrem
Verhiiltniss der ldentitit darf man aber entweder dieser Verschiedenheit nicht Rechnung
tragen oder man muss sie betrachten, als ob sie ein einziges Ding wiiren oder zusammen-
fielen (Det. V, § 8). Wenn man auch ibre Verschiedenheit in Betracht zige, so konnte man
einem Ding A kein anderes von A verschiedenes Ding substituiren.  Ks ist aber nothig,
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dase die Identitit A =— A (I, § 8) unwidersprochen bleibt, das heisst, man darf nicht zu dem
Resultat kommen: A ist und ist nicht 4 (111, § 8).

Def. VI. Wenn die Dinge 4 und B verschieden sind, so kdnnen wir, auch
wenn sie identisch sind, von ihnen sagen, sie hiitten eine verschiedene Position.

Bem. IV. So konnen eigentlich auch mehrere Dinge nicht verschieden sein, wenn sie
nicht in Bezung auf irgend eines ihrer Merkmale und wiire es auch nur in Bezug darauf,
dass jedes von ihnen ein Ding ist, einander gleich sind. Wenn wir sie jedoch identisch
nennen, so sehen wir von ihrer verschiedenen Position, und wenn wir sie verschieden
nennen, 80 sehen wir von den gemeinschaftlichen Merkmalen (Def. IT) ab.?)

b. Wenn A und B Bezeichnungen eines und desselben Dinges oder des nim-
lichen Merkmals eines Dinges sind, so ist

A==B oder auch A= B.

Denn der Begriff von 4 ist der Begriff von B, weil 4 und B dasselbe
Ding oder das Merkmal eines Dinges und daher auch den Begriff dieses Dinges
oder dieses Merkmals darstellen: Der Begriff des Zeichens A ist. also der Begriff
des Zeichens B (Def. I, § R), woraus b folgt (Def. VI, § R).

Bem. V. Aus den vorstehenden Betrachtungen folgt, dass 4 in Bezug auf einige
Merkmale B ist, withrend in Bezug auf andere schon desshalb, weil A und B nicht ein
einziges Ding sind, A nicht B ist. Man beachte, dass hier die Behauptung ..A ist und ist
nicht B*, nicht sinnlos ist (Def. ITT, § 8), weil sie nicht das Ergebniss desselben Vergleichs
ist: eine Gleichung wiire jedoch sinnlos, aus welcher bei demselben Vergleich auch nur
in einem einzigen Fall sich ergiihe: A4 ist und ist nicht B*.

3.

Bedingung fiir die Bestimmung eines Dings. — Eindentige und umgekehrte
Operationen.

§ 10. Def. I. Man sagt: A4 ist Bedingung von B, wenn B ohne A nicht
sein kann. Man sagt auch: A4 ist Bedingung einer Operation, wenn diese
Operation ohne A nicht mdglich ist. Hat diese Operation B zum Resultat,
so ist 4 Bedingung von B.

Def. II. Wenn wir sagen, A, B, C, D bestimmen den Gegenstand X, so
meinen wir, dass 4, B, C, D Bedingungen einer Operation sind, durch welche
man den Gegenstand X erhilt; oder dass, wenn die Bedmgungen gegeben sind,
der Gegenstand selbst gegeben ist.

Im ersten Fall sagt man, 4, B, C, D dienen dazu den Gegenstand X
zu construiren, in jedem Fall aber, dass X von den Bedingungen, welche es
bestimmen, abhingt. Wenn X nicht durch Y bestimmt wird, so ist X von Y
unabhdngig.

Beisp. Weil wir ein Ding mittelst seiner Merkmale von den andern Dingen unter-
scheiden (Def. I, § 9), so sind die Merkmale die Bedingungen der Bestimmung eines Dings.

1) Wenn mittelst schon erforschter Dinge neue Dinge definirt oder construirt werden,
ist es ein logischer Fehler, ihre Gleichheit zu definiren, wenn dieses Wort seinen urspriing-
lichen und allgemeinen, hier erkliirten Sinn behalten soll und wenn die necuen Dinge fiir
sich durch die Definition vollstindig bestimmt sind.
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§ 11. Def. 1. Ein Ding nennt man eindeutiy durch gegebene Bedingungen
bestimmt, wenn dieses und nur dieses Ding durch diese Bedingungen gegeben
ist. Wenn wir sagen, ein Ding sei durch gegebene Bedingungen bestimmt, so
meinen wir damit, dass es eindeutig bestimmt sei. In Ausnahmefillen wird
besonders darauf aufmerksam gemacht.

Def. II. Analog nennt man eine Operation, die ein einziges Resultat
liefert, eine eindeutige Operation.

a. Ein Ding zu setzen und wegzunchmen sind eindeutige Operationen.

Das heisst, wird ein Ding 4 gesetzt (§ 6), so wird nur 4 gesetzt, und sieht
man von A ab (§ 7), so wird nur von 4 abgesehen.

Denn wenn man damit, dass man 4 setzte, ein anderes Ding B setzte, so

wiirde man mehrere Dinge setzen und nicht eines (Bem. § 8). Gleiches gilt fiir
die Operation des Wegnehmens.

§ 12. Def. Wenn man mit einer Operation ¢ aus 4 das Ding B erhiilt,
so heisst die Operation, durch welche man aus B das Ding A ableitet, die
umgekehrte Operation von @.

a. Das Setzen und das Wegnehmen sind umgckehrte Operationen.

Denn A setzen bedeutet, das Ding A betrachten, A wegnehmen bedeutet,
das zuerst gedachte Ding A nicht betrachten (§§ 6, 7).

4.
Graoppe von Dingen. — Begriff des ,,ausserhalb*.

§ 13. Def. I. Ioh denke mehrere gegebene Dinge gusammen, welche sich
nicht gegenseitig widersprechen und so beschaffen sind, dass, wenn ich ein
beliebiges von ihnen wegnehme (§ 7), ich nicht irgend ein anderes der gegebenen
Dinge wegnchme. Das Resultat dieser Operation heisst Gruppe (Aggregat, Viel-
heit oder System) der gegebenen Dinge. ')

Beisp. 1. Ich habe z. B. die Vorstellung A, dunn die Vorstellung B; ich habe also
mebrere Vorstellungen, d. i, 4 und B gehabt (§ 2). Betrachte ich dann diese Vorstellungen
zusammen, so habe ich die Gruppe von Vorstellungen 4 und B.

Beisp. 2. Es sind mehrere Gegenstinde gegeben z. B. die Feder, das Tintenfass, das
Buch u. 8. w. Denkt man diese Gegenstiinde zusammen, so erhiilt man ihre Gruppe.

Def. II. Man sagt: Die gegebenen Dinge sind in der Gruppe, setzen die
Gruppe zusammen oder bilden sie oder gchiren ihr an und die Gruppe ist aus
thnen zusammengesetzt,

Def. I, Um unniitze und schiidliche Unterscheidungen zu vermeiden,
werden wir manchmal auch statt: ein Gegenstand® sagen: ,eine Gruppe mit
cinem eimzigen Gegenstand®.

Siemn. Von den gegebenen Dingen kann nicht das eine in dem andern enthalten sein
und poch weniger kann die Gruppe eines der gegebenen Dinge sein. Wenn dies der Fall

1) Wir wtiitzen ung hier anf die Operation des Zusammen-Denkens oder -Betrachtens
i shrer einfuchsten Gestalt,  (Siche § 29, in welchem die Siitze fiir diese Operation aut-
poestellt wind.)

dn
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wiire, so wiirde man dadurch, dass man von einem (§ 7) absicht, auch von einem andern
gegebenen Ding oder von den amdern gegebenen Dingen absehen.

Bez. Die Gegenstiinde einer Gruppe, die nicht Gruppen mehrerer Gegen-
stinde sind, werden wir im Allgemeinen mit den Buchstaben A4, B, C, u.s. w.
und die Gruppen mit den Symbolen (4), (B), (), u.s.w. bezeichnen.

Def. IV. Wenn jeder Gegenstand einer Gruppe (A) (Def. II, § 7) ein Gegen-
stand einer Gruppe (IB) ist, so sagt man: (A) gehirt der Gruppe (B) an.

Def. V. Wenn (A) der Gruppe (B) angehort, aber nicht simmtliche
Gegenstiinde von (B) Gegenstinde von (A) sind, so sagen wir: (A4) ist ein
Theil oder eine Untergruppe von (I3). Eine Gruppe heisst auch vollstindiy in
Bezug auf ihre Theile.

a. Wenn (A) eine Untergruppe von (B) ist und (B) eine Untergruppe von
(C), so ist (A) eine Untergruppe von (C).

Denn jeder Gegenstand von (A4) ist ein Gegenstand von (B), welcher ein
Gegenstand von ((') ist; jeder Gegenstand von (i) ist desshalb Gegenstand
von (C) (e, § 8; Def. V). Es gibt aber Gegenstiinde von (C), die nicht Gegen-
stiinde von (B) sind (Def. V) und welche nicht (4) angehoren konnen, weil jeder
Gegenstand von (A) Gegenstand von (B) ist (Def. V; IV, § R). Daraus folgt a.")

Def. VI. Eine Gruppe (A) ist, sagt man, ausserhall einer Gruppe (B),
wenn (A), oder ein Theil von (4), (B) nicht angehort.*)

Def. VII. Eine Gruppe (X) heisst mehreren Gruppen (A4), (B), (C)
gemeinschaftlich, wenn jeder Gegenstand von (X) Gegenstand der Gruppen (4),
(B), (C) 1st.

Def. VIII. Ein beliebiges Ding der Gruppe oder ein willliirlich aus der
Gruppe ausgewdhltes Ding bedeutet ein solches, welches der Gruppe angehort,
ohne nothwendiger Weise ein bestimmtes Ding dieser Gruppe zu sein.

5.

Ordnung von Dingen. — Aufeinanderfolge oder Reihe von Dingen.

§ 14. Def. Die Behauptung: Die Dinge A und B in der Ordnung AB
denken, bedeutet zuerst 4 und dann B denken (§ 3). Betrachtet man A4 und B
als in dieser Ordnung gegeben (Def. § 6), so sagt man, sie folgen sich in der
Ordnung AB.

Beziiglich dieser Ordnung haben wir gesagt, dass A das erste und B das
zweite Ding ist (§ 3); man sagt auch A geht B voran und B folgt auf A.

§ 15. Def. Den Begriff A wiederholen bedeutet zuerst den Begriff A4 setzen
und alsdann wieder den Begriff A setzen (§§ 6 und 3).

a. Die Wiederholung eines DBegriffes A ist eine eindeutige Operation.

1) Andere analoge Sitze lassen sich wnmittelbar aus den Def. IV und V durch directe
Anwendung von e, § 8 ableiten. Z.B.: Wenn (A4) (B) angehort und (B) gehort (C) an, so
gehort (4) (C) an; ferner: Wenn (A) eine Untergruppe von (B) ist und (B) gehort (C) an,
so ist (A) eimne Untergruppe von ((!) u.s. w.

2) Der Begrift ausserhald schliesst hier nicht nothwendiger Weise denjenigen des
Raumes ein, weil es sich um rein abstracte Gegenstinde handelt,
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Denn wiederholt man den Begriff 4 (Def.), so erhilt man nur den Begriff
4 und sonst Nichts (Def; a, § 11 und § 3).

§ 16. Def. Wenn man sagt: Mehrere Dinge 4, B, C, ..., N, ... (die
Punkte ersetzen Buchstaben oder andere Zeichen) der Ordnung nach denken,
heisst, mehrere Dinge 4, B, C,..., N, ... das eine nach dem anderen oder
successtv denken (Def. § 14). )

Die Ordnung wird mit einem Symbol bezeichnet, das alle Zeichen enthilt,
welche die gegebenen Dinge in der Ordnung, in welcher sie gedacht werden,
darstellen oder auch mit einem Symbol, aus welchem man, wenn das Zeichen
eines beliebigen der gedachten Gegenstinde gegeben ist, dasjenige des succes-
siven Gegenstandes, falls er gegeben ist, erhiilt.

§ 17. D¢of. Wenn ABC...N... dus Symbol der Ordnung ist, in
welcher sie gedacht wurden, so heisst A das erste, B das zweite, C das dritte
Ding u.s. w., indem man fiir jedes betrachtete Ding ein neues Wort derart
gebraucht, dass verschiedenen Wiederholungen verschiedene Worte oder ver-
schiedene Zeichen entsprechen.")

§ 18. Bem. Wenn wir ein Urtheil aufstellen, so konnen wir nachher be-
urtheilen, ob dieses Urtheil richtig ist oder nicht; in einem solchen Fall wird
das Urtheil als ein dem Gedanken gegebenes Ding betrachtet. Auf gleiche
Weise konnen mehrere Dinge, die zuerst von dem Gedanken gesetzt sind,
nachher als dem Gedanken gegeben betrachtet werden und zwar entweder in
der Ordnung, in der wir sie betrachtet haben, oder unabhiingig von dieser
Orvdnung, das heisst indem wir von derselben absehen (§ 7).

Und umgekehrt: Da einem dem Gedanken gegebenen Ding ein Begrift (§ 4)
entspricht, mittelst dessen wir es mit andern Dingen vergleichen (§ 8), so kénnen
wir es mittelst dieses Begriffs als von dem Gedanken gesetzt auffassen. Es
gilt desshalb der folgende Satz:

Ein von dem Gedanken gesetztes Ding kann nachher als dem Gedanken
gogoben betrachtet werden und umgekehrt.

Beisp. Durch die Wiederholung derselben geistigen Handlung construiren wir z. B.
die Zahl zwei (siche § 46); dann aber kinnen wir diese Zahl als cin dem Gedanken gegehenes
Ding unschen.

§ 19. Def. Die Aufeinanderfolye oder Reihe der Dinge A, B, C, D, .., N, ...
hetrehten bedeutet, die Dinge A, B, C, D,.., N, ... inder Ordnung ABCD... N ...
hotrachten.  Die Ordnung ABCD... N... heisst die Ordnung der Aufeinander-
folyge.®)

g 20, Def. I Man sagt auch, 4 ist in der ersten Stelle der, Aufeinanderfolge
wder wuch es wimmt dic erste Stelle in der Aufeinanderfolge ein, B die zweite,
(' dia dritte, D) die vierto, u. 8. w. (§ 16) gerade desshalb, weil ihre Position

1) Biche Def 10, § 47.

2 D Aufeimderfolige unserer Vorstellungen oder das Vermiogen mehrere Dinge das
v wieh dem andern: botruehton za kimnen gibt uns die Anschanung von einem gewissen
Ding, ohne welchew wir unseren Gedunken nicht entwickeln kénnen.  Dieses gewisse Ding
ol e Zed. Wir wbwtrahiven jodoch von der Zeit als Element unserer Betrachtungen.
(Hiehe Bem,, § 842.)

-
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verschieden ist, da sie nicht dasselbe Ding sind, auch wenn sie identisch sind
(Bem. § 8; Def. III, Bem. III, Def. VI, § 9).

Def. II. Wenn wir mit 4°, B', ', D', ... die von A, B, C, D, ... ein-
genommenen Stellen der Aufeinanderfolge bezeichnen, das heisst mit denselben
mit einem Strich versehenen Buchstaben, so sagt man, die Dinge 4, B, C, D, ...
sind in der Aufeinanderfolge A'B’C’'D’ u.s. w. und auch in der Aufeinander-
folge ABCD u.s. w. enthalten.

Beisp. Ich habe die Vorstellung A, nachher die Vorstellung B, dann die Vorstellung
C; A, B, C bilden eine Aufeinanderfolge von Vorstellungen in der Ordnung ABC. In
meinem Geist nimmt A die erste, B die zweite und C die dritte Stelle ein.?)

a. Verschiedene Dinge der Reihe nehmen verschiedenc Stellen in der Reihe ein.

Denn fiir verschiedene Dinge gebrauchen wir verschiedene Warter, da ihnen
verschiedene Wiederholungen entsprechen (Def. I und § 16).

§ 21. Bez. Unter X, Y, Z verstehen wir beliebige Dinge der Reihe (Def. VIII,
§ 13, die auch fiir die Reihe gilt). '

Def. Ist ein beliebiges Ding X der beliebigen Reihe ABC...X...Y...
gegeben (§ 16, § 19, Det. VIII, § 13), so sagt man, die Dinge ABC...X gehen,
abgesehen von X (§ 7), in der Ordnung der Reihe X voraus oder stchen vor X
und die iibrigen Dinge der Reihe (§ 7) folgen auf X oder stehen hinter X.

a. Das erste Ding der Reihe hat keine Dinge, die thm vorausgehen (Def.).

b. Jedes Ding X einer Reihe ABC...Y..., das von einem andern beliebigen
Ding Y der Reihe verschieden ist, steht dem Ding Y voraus oder folgt ihm nach
(Def. und a, § 20). .

§ 22. Def. Wenn auf das Ding X in einer Reihe keine Dinge folgen oder
hinter ihm stehen, so heisst X das lefzte Ding der Reihe.

§ 23. Def. Wenn in einer gegebenen Reihe X vor Y steht und Z auf Y
folgt, so sagt man, Y ist zwischen X und Z enthalten und X und Z werden
durch Y getrennt. Die Dinge einer Reihe, die auf ein Ding X folgen und
einem Ding Z vorangehen, heissen auch mittlere Dinge zwischen X und Z.

§ 24. Def. Wenn Y das erste Ding ist, welches auf ein beliebiges Ding X
in der Reihe folgt, so heisst Y das consecutive auf X folgende und X das con-
secutive Y vorhergehende Ding.

§ 25. Bez. Wir bezeichnen eine Reihe von Gegenstiinden auch mit einem
einzigen Zeichen z. B. mit einem griechischen Buchstaben.

Def. I. Von einer Reihe § sagt man, sie sei in einer Reihe & enthalten
oder sie gehore derselben an, wenn die Gegenstinde von f Gegenstiinde von «
sind und wenn die Gegenstiinde, welche jedem Gegenstand X in f vorangehen
oder folgen, dem Gegenstand X in a vorangehen oder folgen.

Def. II. B wird im vorstehenden Fall ein Theil von « genannt, wenn in
a Gegenstinde sind, die nicht zu g gehoren. Stets verstehen wir, wenn nicht

1) Auch der Begriff der Stelle oder der abstracten Position schliesst nicht nothwendiger
Weise denjenigen des Ruumes ein. (Siche Note 3, § 13.)
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Anderes bestimmt wird, unter einem Theil § einer Reihe a eine in a enthaltene
Reihe, deren consecutive Gegenstiinde auch in « consecutiv sind (§ 24).

6.
Geordnete Gruppe. — Operation des Vereinigens.

§ 26. Def. I. Wenn die Dinge 4 und B in der Ordnung A B gegeben sind,
s0 betrachte man B mit 4 zusamnmen oder, wie man auch sagt, man vereinige
B mit 4 und allgemeiner, wenn eine beliebige Reihe von Dingen unter der
Bedingung in Def.1, § 13(§§19,1R)') gegeben ist, so wende man diese Operation
auf die successiven Dinge der Reihe an oder denke sie sich vollzogen (§§ 16, 19);
das Resultat dieser Operation heisst geordncte Gruppe oder geordnetes Ganze.

Bem. Bei der Gruppe nach Def. I, § 18 fehlt als Merkmal dieser Operation die Ordnung,
in welcher sie ausgefiihrt wird.

Beisp. Ich habe zuerst die Vorstellung A gehabt und dann die Vorstellung B (§ 3).
Bei der Operation des Zusammenbetrachtens von B mit 4 beachte ich genau die Ordnung,
in welcher ich die Vorstellungen 4 und B gehabt habe, withrend ich bei der Gruppe von
Vorstellungen A und B nach der Def.,, § 13 diese Ordnung ausser Acht lasse.

DBez. Dieses Ganze bezeichnen wir mit 4 B, worin die Buchstaben 4 und
B sich in der Ordnung der entsprechenden Dinge in dem Ganzen folgen. Wenn
mit dem Ding AB das gegebene Ding C vereinigt wird, so erhilt man ein
geordnetes Ganze, welches mit dem Symbol (AB)C bezeichnet wird. Wenn
mit diesem das gegebene Ding D vereinigt wird, so wird das so erhaltene
Ganze mit ((AB)C)D bezeichnet und so weiter. Im Allgemeinen geben wir
einer geordneten Gruppe ein Zeichen von der Form (4).

Def. II. Man sagt, die gegebenen Gegenstinde bilden oder sctzen die Gruppe
in der gegebenen Ordnung zusammen und die Gruppe wird von den gegebenen
Gegenstinden in der festgesetzten Ordnung gebildet oder ist die Gesammtheit
dieser Gegenstiinde.

§ 27. Def. I. Eine geordnete Gruppe (A) gehort der geordneten Gruppe (B)
an, wenn die Gegenstiinde von (A) Gegenstiinde der Gruppe (B) sind und wenn
die Reihe (A) der Reihe (B) angehért (Def. I, § 25).

Def. IT. Man sagt auch, (A) ist ein Theil oder eine Untergruppe von (B),
wenn Gegenstiinde von (B) in (A4) nicht enthalten sind und wenn nicht Anderes
bestimmt wird, so meinen wir damit auch, dass die Reihe (4) ein Theil der
Reihe (B) in dem in der Def. II, § 25 angegebenen Sinn sei.

a. Die Gegenstinde A, B, C, ..., N, ... ciner geordneten Gruppe, welche
dic Gruppe zusammensetzen (Def. I), sind Theile der Gruppe.

* Denn sie sind Gruppen mit einem einzigen Gegenstand, von welchen jeder
durch eine Reihe mit einem einzigen Gegenstand gegeben ist, wenn man voraus-
setzt, dass die Def. IIl, § 13 auch auf den Fall der Reihe ausgedehnt wird.

b. Wenn die geordnete Gruppe (A) der geordneten Gruppe (B) und (B) der
geordneten Gruppe (C) angehirt, so gehort (A) der geordneten Gruppe (C) an.

1) Siehe auch die Def. I, II, § 32 und Def. II, § 33.

N
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Jeder Gegenstand von (A) ist Gegenstand von (I3), welcher Gegenstand
von () ist (e, § R). Die Gegenstiinde, welche jedem Gegenstand X von (A4)
vorangehen oder folgen, gehen iiberdiess dem Gegenstand X in (B) und mithin
auch in (C) voran oder folgen ihm (Def. I, § 25). Daraus folgt b (Def. 1, § 25).

c. Wenn (A) Untergruppe einer geordneten Gruppe (B) wund (B) Unter-
gruppe einer geordncten Gruppe (C) ist, so ist (A) Untergruppe von (C).

Die geordnete Gruppe (A) gehort (C) an, weil sie (B) angehort (b). Wie
in dem Satz a, § 13 Lisst sich zeigen, dass nicht alle Gegenstinde von (')
Gegenstiinde von (A) sind.!)

d.  Eine nicht geordnete Gruppe bestimmt mehrere geordnete Gruppen.

Denn jeder Gegenstand der gegebenen Gruppe kann als erster Gegenstand
betrachtet werden, jeder andre als zweiter und so weiter.

Bez. Die Gruppe, die man durch Vereinigung einer geordneten oder nicht
geordneten Gruppe (B) mit einer geordneten oder nicht geordneten Gruppe
(A) erhilt, bezeichnen wir mit dem Symbol [(4) (B)].

§ 28. Die Reihe ist nicht eine geordnete Gruppe.

Denn in dem Begriff der Reihe (§ 1¢)) fehlt die Operation des Vereinigens,
wie im § 26 erklirt wurde. Dieser Begriff sagt nur aus, dass die Dinge
der Reihe in der festgesetzten Ordnung gegeben sind oder gedacht werden
(Beisp. § 26). .

Bem. Die Reihe liefert ein geordnetes Ganze, wenn die Dinge der Reihe ABCD ... N
in derselben Ordnung miteinander vereinigt werden, Wiirden wir die Reihe als Gruppe
betrachten, so wiirden wir eine geordnete Gruppe unter ihr verstehen. Wenn man also

von der Operation des Vereinigens absicht, so entsprechen die Worte Reihe und geordnete
Gruppe demselben Begriff und koénnen miteinander vertauscht werden.

1.
Siitze zur Operation des Vereinigens.

§29. I. Der einfache Act des Zusammenbetrachtens mehrerer gegebenen
Dinge in einer gegebenen Ordnung oder unabhiingig von ihrer Ordnung, ist
eindeutig (Def. II, § 11).

II. Denkt man mehrere Dinge in einer gegebenen Ordnung oder unab-
hingig von dieser Ordnung entweder zusammen oder nicht zusammen, so
denkt man kein Ding, welches nicht den gegebenen Dingen oder ihrer
Gruppe angehdrt.?)

III. Den Gegenstand C mit dem mit dem Gegenstand A vereinigten
Gegenstand B vereinigen bedeutet den Gegenstand (' mit dem aus der Ver-
einigung von B mit A erhaltenen Gangzen vereinigen oder es bedeutet das
durch die Vereinigung von (' mit B gegebene Ganze mit dem Gegenstand
A vereinigen (das Princip der Association)

1) Siehe die Note 2 zu § 13.

2) Auf diese Weise wird vermieden, dass in der geordneten oder nicht geordneten
Gruppe oder in der Reihe von gegebenen Dingen auch Dinge in Betracht kommen, welche
in Folge gewisser Sitze aus den ersteren folgen.
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N ABC = (AB)C
) ABC-— A(BC).

a. Den Gegenstand C mit dem aus der Vereinigung von B mit A erhaltenen
Granzen vereinigen st gleichwerthig damit, das durch die Vercinigung von C mit
B gegebene Ganze mit dem Gegenstand A zu vereinigen.

Denn aus (1) und (2) erhiilt man:

(AB)C = A(BC). (b, § 9 und III)

Bem. I. Solange nicht Anderes bestimmt wird, soll die Operation des Vereinigens
in diesem Sinn aufgefasst werden.')

b. Wenn die beliebigen geordneten oder nicht geordneten Gruppen (A) und (B)
eine jede alle Gegenstinde der andern, jedoch nicht verschieden gruppirt, enthilt,
so ist (A) — (B).

Denn, sind die Gegenstiinde von (.4) gegeben, so erhilt man durch die
Operation des Vereinigens eine einzige Gruppe (I; Def. II, § 11). Wenn daher
(B) von (A4) verschieden wiire (Def. VIII, § ), so wiirde man im Widerspruch
mit dem Satz I aus denselben Gegenstinden mehrere Gruppen und nicht eine
einzige (Bem., § R) erhalten.

c. Die Untergruppen einer geordneten Gruppe (A) sind Untergruppen der
aus den Gegenstinden von (A) unabhingiy von ihrer Ordnung gelbildeten Gruppe.

Die Gegenstinde von (A) sind Gegenstiinde der Gruppe (A"), die man aus
ihnen bildet, indem man sie unabhiingig von ihrer Ordnung betrachtet; denn,
indem man dieses thut, sieht man von keinem von den Gegenstiinden ab; sonst
wiirde man, wenn man sie von Neuem in der gegebenen Ordnung betrachtet,
einen andern Gegenstand denken, was gegen II verstosst.

Wenn (T) eine belleblge Untergruppe der geordneten Gruppe (A) ist (Def.
VIIIL, § 13), so liefert sie eine Gruppe (I"), welche der Gruppe (A") angehort,
und da es in () Gegenstiinde gibt, welche ausserhalb (7') sind (Def. II, § 27)
wie z. B. den Gegenstand X, so gehort X der Gruppe (I’) von (4) nicht
an (II).

Bem. II. Wenn die Gegenstiinde von (A) und (B) in verschiedener Art aber in der-

selben Ordnung gruppirt werden, so ergibt sich die Gleichheit aus dem Satz IIL. (Siche
a. § 40.)

1) Siehe die Anmerkung zu § 4. Einige Autoren hezeichnen mit Vereinigen eine allge-
meine Operation, withrend sie hier fiir uns einen bhesonderen genau abgegrenzten Sinn hat.
So versteht Stolz (Vorles, iib. Allg. Arithm. Leipzig, 1885, Bd. 1. Seite 2) unter eindeutiger
Verkmipfung der Grissen a, b, ¢ . . . eines gegebenen Systems eine Regel, nach welcher
jeder oder auch einigen Gruppen ab nur eine Grisse ¢ dieses oder eines andern Systems
entspricht.  Um die Verkniipfung zu bezeichnen, gebraucht er die Zeichen o, O, u.s.w. Kr
schreibt @ol = ¢ und liest @ mit b lst c. Die Verkniipfung wird in diesem’ Fall allge-
mein aufgefusst.  Auch die Uperation § (4 4 B) ist eine Verkniipfung, die commutativ
aber nicht associativ ist (an demsell)en Ort. Anm. 2 zu Kap. 1l Seite 380. Siche auch
Hankel Vorl. iib. compl. Zahlen, 1867 Seite 21). Dass man 4 0 B = }{ (A 4 B) wenn man
will: 4 mit B ist (), wobei € = } (A + B) ist, lesen kann, ist zweifellos; 1 diesem Fall
hat aber das mit nicht mehr seinen ursprnnﬂ]uhon und guwohnluhm Sinn und entspricht
nicht mehr der einfacheren Vereinigung des B mit A.
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8.

Die Operation des Zerlegens. — Die Gruppe Null. — Ansdehnung der
Operation des Wegnehmens.

§ 30. Def. Ein gegebenes Ding X in Theile zerlegen ist die Operation, mit-
telst welcher die Theile A, B, (', 1), ..., N bestimmt werden, welche zusammen
vereinigt das Ganze X geben.

a. Das Zerlegen ist die wmgekehrte Operation des Vereinigens.

Denn aus der Vereinigung der gegebenen Theile A BC'D... N... erhiilt
man das Ganze und aus dem Ganzen durch Zerlegung die Theile ABC'D... N ...
(Def,, § 12).

§ 31. Bem. I. Wenn ich von den Theilen ABCD...N... einer Gruppe einen

oder mehrere Theile wegnehme, jedoch nicht alle; so sind die nicht weggenommenen die
iibrig bleibenden Theile (§ 7).

Def. 1. Um auszudriicken, dass nicht irgend ein Theil iibrig bleibt, wenn
alle Theile vom Ganzen weggenommen werden, sagen wir: Es bleibt Nichts
iibrig. Um unniitze Unterscheidungen und die dadurch entstehenden Verwick-
lungen zu vermeiden, sagen wir auch: In einem solchen Fall erhiilt man eine
Gruppe Null.')

Uebereinkunft. In die Operation des Wegnehmens eines oder mehrerer
Theile vom Ganzen wollen wir uns fiir die Zukunft die Operation des Zerlegens
des Ganzen in Theile, wenn die Zerlegung nicht schon ausgefiihrt ist, einge-
schlossen vorstellen.

Bem. II. In diesem Sinn konnen die Operationen des Vereinigens und des Weg-
nehmens als umgekehrte betrachtet werden, weil die erste Operation aus den Theilen das
(+tanze liefert, withrend uns die zweite nach Ausfiihrung der Zerlegung aus dem Ganzen
jeden Theil dadurch, dass man von den andern Theilen absicht, kennen lehrt (§ 7).

Bem. I1I. Wenn es sich um eine geordnete Gruppe handelt, so erfolgt die Operation
des Wegnehmens, da sie die Umkehrung derjenigen des Vereinigens ist, in der umgekehrten
Ordnung wie die Operation des Vereinigens.

9.

Begrenzte und unbegrenzte Reihe und geordnete Gruppe. — Begrenzte Reihe
der ersten Art. — Reihe von Reihen.

§32. Def. I. Wenn eine Reihe einen ersten und einen letzten Gegenstand
(§ 22) hat, heisst sie begrenat.

Betsp. Die Reihe meiner Vorstellungen 4 BC ist begrenzt.

Def. II. Wenn die Reihe kein letztes Ding hat, wird sie wunbegrenzt oder
olme Ende genannt, woraus folgt, dass, wenn jeder Gegenstand der gegebenen
Reihe ein consecutives auf ihn folgendes Ding hat (§ 24), die in Betracht ge-
zogene Reihe unbegrenzt ist.

1) Auf diese Weise wird der Uebereinkunft gemiiss Nichts als Etwas betrachtet, das
heisst als eine Gruppe mit keinem Ding.
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Bem. Mittelst des Satzes § 18 wird die Reihe unabhiingig von dem Gedanken be-
trachtet, indem man nur beriicksichtigt, ob ein Ding einem andern Ding voransteht und
folgt, wenn es nicht das erste oder letzte ist. In diesem Fall ist es moglich, dass eine
Reihe von gegebenen Dingen kein letates Ding hat.

Ist a das Zeichen eines beliebigen Dings der Reihe, a 4 1 dasjenige des suceessiven
und z B. 1 das Zeichen des ersten Dings, so stellt das Symbol ¢ 4 1 eine Reihe dar,
welehe kein letates Ding hat.

Wir konnen iiberdiess von den Beziehungen des Gedankens zu den wahrnehmbaren
Dingen abstrahiren. Auf diese Art wird die Betrachtung einer unbegrenzten Reihe von
Dingen ermdglicht und mittelst des Princips § 18 diejenige einer gegebenen unbegrenzten
Reihe, auch wenn sie fiir die Verhiiltnisse eines Individuums nicht realisirbar ist. Denkt
man sich, die Operation, durch welche mehrere (iegenstiinde einer nach dem andern bis
zu einem Gegenstand B gesetzt werden, sei vollendet und der erste (fegenstand in dem
Moment A gesetzt, so kann man auch sagen, man beziche die so erhaltene Reihe von
Dingen, die man als dem Gedanken gegeben ansieht (§ 18), auf den Moment A, d. h. von
der von A bis B verflossenen Zeit absehen.

So erkliiren sich die oft gebrauchten Ausdriicke: unbegrenzt, ins Unendliche oder ohne
Ende fortfahren.

§33. Def. I. Wenn die Dinge 4, B,C, D,..., N, ... einer Reihe derart
in einer neuen Ordnung betrachtet werden, dass die Dinge, welche einem ge-
gebenen Ding vorausgingen und folgten, in der neuen Ordnung ihm folgen be-
ziiglich vorausgehen, so heisst die neue Reihe und die neue Ordnung die wmi-
gekehrte oder entgegengesetzte zu der gegebenen Reihe und Ordnung.

a. Die umgekehrte Reihe zu der wmgckchrten eciner gegebenen Reile ist die
gegebene Reihe selbst.

Mit andern Worten: in der umgekehrten Ordnung der umgekehrten folgen
sich die Dinge in derselben Ordnung wie in der ersten Reihe. Denn die Dinge,
welche einem beliebigen Ding X in der gegebenen Reihe vorangehen und
folgen, folgen ihm in der umgekehrten Ordnung (Def. I) beziiglich gehen ihm
voraus und in der umgekehrten der umgekehrten Ordnung gehen sie ihm vor-
aus beziiglich folgen sie ihm (Def. I).

b.  Der letzte Gegenstand einer Reihe ist der erste Geyenstand der umge-
kelrten Reihe.

Denn alle Dinge, welche einem Gegenstand in der ersten Reihe voran-
stehen, folgen ihm in der umgekehrten Ordnung (Def. I) und alle Dinge, welche
dem letzten in der ersten vorangehen (§ 22), folgen ihm daher in der zweiten.

Beisp. In der Ordnung AB der Dinge AB ist A das erste und B das zweite, in
der umgekebrten Ordnung B A ist B das erste und A das zweite Ding.

b’.  Wenn in einer Reihe ein Ding zwischen zwel andern enthalten ist, so
st es dieses auch in der wmgekchrten Reihe. )

Denn wenn das Ding B in der gegebenen Reihe nach 4 und friiher als
C kommt, so folgen sich die gegebenen Dinge in der Ordnung ABC (§ 16) und
in der umgekehrten Reihe ist C das erste und A das letzte, daher ist B wieder
zwischen 4 und C enthalten. (Def, § 23.)

b”. Wenn eine Reihe keinen letzten Gegenstand hat, so hat die wmgekehrte
Reihe Leinen ersten Gegenstand.

Denn, wenn sie ihn hiitte, so hiitte die gegebene Reihe einen letzten Ge-
genstand (b).
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Bem. I. Die umgekehrte Reihe hat also im Fall b” einen letaten Gegenstand
(Def., § 19).

Def. II. In einem solchen Fall sagen wir von der umgekehrten Reihe, sie
habe keinen Anfang und sei ebenfalls unbegrenzt.  Das Ding, welches man er-
hiilt, wenn man nach einer Reihe mit dem letzten Gegenstand und ohne den
ersten eine Reihe mit dem ersten und ohne den letzten Gegenstand betrachtet,
heisst auch Reihe. Diese Reihe wird ebenfalls unbegrenzt genannt.

Bem. II Auf diese neuen Begriffe von Reihen sind die schon gegebenen Definitionen
anzuwenden, welche unabhiingig von der Existenz des ersten oder des letzten Gegen-
standes sind.

Bem. III. Wir konnen nicht allein den Fall in Betracht ziehen, dass mehrere Dinge
A, B, C, D, .., N, ... dem Gedanken gegeben sind, sondern kinnen auch, ohne uns zu
widersprechen, daran festhalten, dass die Ordnung ein wesentliches Merkmal der gegebenen
Dinge sei (§ 18).

§ 34. Def. I. Die gegebene begrenzte oder unbegrenzte Reihe kann als
geordnete Gruppe betrachtet werden (Bem. § 28). Die daraus hervorgehende
Gruppe heisst begrenzt oder unbegrenzt.

Def. II. Betrachtet man die Dinge ABCD ... N ... einer begrenzten oder
unbegrenzten Reihe in Bezug darauf, dass sie eine Gruppe zusammensetzen
§ 13, so heisst diese Gruppe im ersten Fall (Def. I) begrenzt in der Ordnung
ABCD ... N... der Reihe, im zweiten Fall unbegrenzt in derselben Ordnung.

§ 35. Bem. Da die einfache begrenzte Wiederholung desselben geistigen Acts (§ 15)

die einfachste Art ist eine Reihe zu bilden und die so erhaltene Reihe ein erstes und ein
letztes Ding hat, so geben wir die folgende

Def. Eine begrenzte Reihe, welche keine unbegrenzte Reihe als Theil
enthilt (Def. I, § 32; Def. I, II, § 25; Def. II, § 33), wird eine natiirliche Reihe
oder eine begrenzte Reihe erster Art genannt.

a. Jedes Ding X einer begrenzien Reihe erster Art hat ein consecutives ihm
folgendes und ein consecutives ihm vorangchendes Ding.

Wenn X kein consecutives ihm vorangehendes Ding hat und nicht das
erste Ding ist, so bedeutet dies, dass es in der Reihe Dinge gibt, die ihm
vorausgehen (Def, § 21). Zwischen einem beliebigen Y von diesen Dingen
und X gibt es daher ein andres Ding der Reihe, sonst wiire Y das consecu-
tive X vorangehende Ding (§ 24), was gegen die Voraussetzung ist. Die ge-
gebene Reihe wiirde also als Theil eine unbegrenzte X vorangehende Reihe ent-
halten, was sinnlos ist (Def.). X kann nicht mehrere consecutive ihm voran-
gehende Dinge haben, z. B. ¥ und Z, weil entweder Y dem Z oder Z dem Y
vorangeht (b, § 21), also im ersten Fall Y das consecutive, Z vorangehende,
und Z das consecutive, X vorangehende, Ding ist. Analog ist es im zweiten
Fall; X kann daher nicht mehrere consecutive thm vorangehende Dinge haben.

Aehnlich wird bewiesen, dass X ein consecutives ihm folgendes Ding
haben muss.

§ 36. Def. Wenn kein Ding in der Reihe wiederholt wird (§ 15), heisst
die Reihe einfach.

a. dJede Reithe kann als eine einfache Reihe angeschen werden.
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Da die von demselben Ding in der Reihe eingenommenen Stellen ver-
schieden sind (§ 20), so konnen wir das wiederholte Ding bei jeder Wieder-
holung mit einem von den vorhergehenden verschiedenen Zeichen belegen.
Setzt man demnach voraus, dass das wiederholte Ding mehrere verschiedene
Dinge vorstelle, so gilt die Eigenschaft der Definition fiir alle Dinge der Reihe.

Bem. II. Wenn nicht Anderes bestimmt wird, so meinen wir, die Reihe sei einfach.

b. Sind in einer einfachen Reihe die belichigen Dinge ABC gegeben, so
ist entweder 1) A zwischen B und C oder 2) B swischen A und C oder 3) C
zwischen A und B enthalten. '

Denn ist das Ding A gegeben, so gehen die andern Dinge ihm in der
Reihe entweder voraus oder sie folgen ihm (b, § 21). B und C folgen also ent-
weder auf 4 oder sie gehen voraus, oder auch B steht vor 4 und C nach 4
oder endlich ' geht A4 voraus und B folgt ihm. Wenn B und C auf 4 in
der Ordnung der Reihe folgen, so ist in dieser Ordnung entweder B das erste
Ding oder C. Wenn B zuerst kommt, so ist B zwischen 4 und C enthalten,
weil B auf A folgt und C vorausgeht (§ 23); analog liegt C, wenn es zuerst
kommt, zwischen 4 und B, womit man die Fille 2 und 3 erhiilt. Gehen B
und C dem A voraus, so geniigt es die umgekehrte zu der gegebenen Reihe
zu betrachten, fiir welche die vorstehenden Schliisse Geltung haben. Wenn
aber ein Ding in einer Reihe zwischen andern enthalten ist, so ist es dies
auch in der umgekehrten Reihe (b, § 33); es treten also dieselben Fiille 2 und 3
ein. In den andern Fillen endlich liegt A zwischen B und C.

§ 37. a. Wenn ein bestimmtes Ding A gegeben st (jedes Ding in seinem
Begriff (§ 4) betrachtet) und wenn sich nicht ableiten lisst, dass A die Gruppe aller
der miglichen Dinge sci, die wir betrachten wollen, so kimnen wir ein andres nicht
in A enthaltenes (das heisst ausserhalb A liegendes) und von A unabliingiges
Ding denken.

Wenn aus den fritheren Sitzen und Operationen hervorginge, dass es
Gegenstiinde B ausserhalb A gibt, so wiire der Beweis nicht nithig. Andern-
falls gilt der folgende Beweis: Indem wir das gegebene Ding A betrachten,
lassen wir es einem Act a des Gedankens entsprechen (§ 4). Wiederholen wir
z. B. ein Ding B von A, welches keine Gruppe ist (Def. I, § 13; Def. 1, § 26),
wenn A selbst eine geordnete oder nicht geordnete Gruppe ist, und betrachten
wir als Merkmal der Vorstellungen (§§ 9 und 4) die Ordnung, in welcher sie sich -
folgen (§ 16), so ist die zweite Vorstellung von B (§ 3) von den den Dingen der
ersten Vorstellung entsprechenden Vorstellungen verschieden (Def. V, § 8). Be-
zeichnet man diese zweite Vorstellung von B mit B, so ist das Ding B’ dem
B gleich (Bem. III, § 9) fillt aber mit B nicht zusammen, da es von ihm
verschieden ist (IV, Def. V, § 8).

Wenn z B. die zweite Vorstellung dem ganzen Ding A entspricht und
man betrachtet die Ordnung als Merkmal der gedachten Dinge, so erhilt man
eine von A verschiedene Vorstellung A’, die 4 gleich ist, aber nicht mit 4 zu-
sammentfiillt, weil sonst 4 und 4" nicht verschieden wiiren (Def. V,IV,§ S und § 18).
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Weil wir ferner den geistigen Act, dem A’ entspricht unabhingig von
dem Act, dem A entspricht, festhalten kénnen, so ist 4’ unabhiingig von 4,
d. h d1e Existenz von A4’ geht nicht aus 4 ohne einen willkiirlichen Act
hervor.

Wenn man dagegen sagt A enthalte alle mﬁghchen Dinge, welche wir
denken wollen, so werden damit im Voraus die mcht in A enthaltenen Dinge
ausgeschlossen.

Bem. I. Wir werden jedoch jedesmal, wenn wir dieses Gesetz auf dem beschriinkten
Gebiet unsrer moglichen Formen benutzen, noch andre Griinde zu seiner Unterstiitzung
hinzufiigen. ')

Beisp. Wenn man bei gegebenem Anschauungsraum S die Vorstellung des Punktes
von derjenigen des Raumes trennt (siehe die emp. Bem. am Anfang des ersten Theils) und
man bestimmt nicht, dass der Anschauungsraum alle méglichen Punkte enthalten soll, so
konnen wir einen andern Punkt ausserhalb S denken, der den anderu Punkten gleich aber
von ihnen verschieden ist oder auch einen andern S gleichen aber von S verschiedenen
Anschauungsraum S°. Unter Anschauungsraum verstehen wir hier die Vorstellung von der
dusseren Welt (§ 4) und nicht etwa diese selbst. .

b. Eine begrenzte oder unbegrenzte Reihe kann als Theil eine andre unbe-
grenzte Reihe enthalten.

Denn zu sagen, eine Reihe sei begrenzt, bedeutet nicht, dass sie nicht
eine andre unbegrenzte Reihe als Theil (Def. II, § 25) enthalten konne, da sie
nur dadurch begrenzt ist, dass sie einen ersten und letzten Gegenstand hat
(Def. I, § 32). Damit ist aber keine Eigenschaft fiir die mittleren Gegenstiinde
(§ 23) gegeben. Eine begrenzte oder unbegrenzte Reihe kann nach den bisher
gegebenen Definitionen (Def. I, II, § 32 und Def. II, § 33) als ein einziger Gegen-
stand (§ 18) und dieser Gegenstand als einer andern begrenzten oder unbegrenzten
Reihe angehorlg betrachtet werden.

Wenn in dem Ganzen M N das M durch eine unbegrenzte Relhe gegeben
ist, so- ist M N eine begrenzte Reihe und in dieser zweiten Reihe ist M das -
erste Ding. Oder wenn die Reihe M zum ersten Gegenstand A4 hat, so hat
die Reihe M N zum ersten Gegenstand 4 und zum letzten N.

Def. Wenn in den begrenzten oder unbegrenzten Aufeinanderfolgen
ABCD... und A'B'C'D'... A=A, B=B, C=C, D- . D usw.
ist, so heissen die Dinge der Relhen dcr KReihe nach oder beziiglich gleich.

I1. Kapitel.
Erste Eigenschaften der abstracten mathematischen Formen.

. 1.
Merkmale der abstracten und concreten mathematischen Formen oder Griossen.

§ 38.' Bem. I. Die Dinge, welche wir von nun an betrachten wollen, haben ausser
den Merkmalen des Ganzen und der Theile, der Ordnung oder der Reihe zum Merkmal

1) Siehe § 59.

Verocnese, Geometrie. 2
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