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Il continuo rettilineo e l'assioma V d Archimede ().
Memoria del Corrispondente GIUSEPPE VERONESE
letta nella seduta del 21 dicembre 1890.

Nei miei studi sui fondamenti della geometria a quante si vogliano dimensioni,
che saranno presto pubblicati, ho dovuto occuparmi anche del continuo (). E noto che
il sig. O. Stolz ha rilevato 1'importanza dell’assioma V della celebre opera di Archi-
mede « De sphaera et cylindro » (3). Dati due segmenti rettilinei A e B, A<{B,
secondo questo assioma o meglio per 1'uso che ne fece Archimede, vi & sempre un
numero intero finito % tale ehe A.z > B. Il sig. Stolz ha creduto che dal prineipio
del continuo si potesse dedurre questa proprietd (%); ma specialmente dopo la consi-
zione di nuovi infiniti e infinitesimi attuali che pur soddisfano ai miei prineipi I-V
sul continuo mi sono persuaso che non si pud dedurre l'assioma suddetto dal principio
della continuitd se in qualche modo non & contenuto in questo principio stesso. La
definizione del continuo del sig. Stolz (°) suppone implicitamente I'assioma d'Archi-
mede, e la sua dimostrazione di questa proprietd & quindi inutile (5).

Lo scopo della presente Nota & dunque di far risaltare il posto che occupa
I'assioma @ Archimede tra i principi del continuo rettilineo, e di dedwrre alcune pro-
prieta importanti che sono assunte comunemente come assiomi, senza ammetterne di
nuove. Aggiungo perd subito che la via qui seguita non & quella per la quale io giungo
nei miei studi sopra citati a questi principi, specialmente ai due primi, poiché secondo
me la matematica pura non & nei suoi fondamenti una combinazione arbitraria di segni
ma & una scienza di concetti che scaturiscono direttamente dagli assiomi logiei, da

(1) Per continuo rettilineo intendo quel continuo astratto le cui proprietd fondamentali sono
date da quelle della retta, indipendentemente dalla sua determinazione per mezzo di una coppia di
punti. Questa nota & Destratto di uno seritto inviato nel giugno u. s. al prof. 0. Stolz. Egli mi ha
poi gentilmeute comunicati alcuni teoremi i quali chiariscono e completano le sue ricerche in pro-
posito, e che come egli mi scrisse saranno pubblicati nei Math. Annaler.

(®) A questi studi ho accennato anche nella mia Memoria: Sulla superficic omaloide norinale
a due dimensioni del 4° ordine nello spazio o cinque dimensioni, ecc. (Atti di questa Accad. 1884).

(3) Math. Annalen, vol. 22. Zur Geometrie der Alten insbesondere dber ein Aziom des
Archimedes.

(%) Math. Annalen. I c., vol. 31 pag. 608 e Vorlesungen 4. Allg. Arith. Vol. 1. pag. 69-83.

() Vorl. 4. Allg. Arith. pag. 82-83.

(6) Cost & pitt manifestamente della dimostrazione del sig. Killing (Ueber die Nicht-Eucl.
Raumformen, pag. 46-47. Leipzig, 1885). Vedi le note (1) pag. 12 e 13.
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operazioni mentali comuni a senso determinato ed unico e dall’esame del continuo
intuitivo nella sua forma piu semplice ().

Non esamino qui se tutti i termini che adopero sono definibili o no; per lo scopo
che mi propongo un tale esame sarebbe superfluo.

1. Prine. 1.

(1) Se A e B sono oggetti qualunque (grandezze) di un sistema dato =,

si ha una ed una sola delle relazioni:

A-=-B (A uguale a B), A>B (A maggiore di B), A <B (A minore di B) o anche

19 B=A, B<A B> A

e vi é almeno un oggetto nel sistema uguale ad un oggetto gua-

lunque dato di 5. Si ha pure:

2 se A=8B, B—

3) » A=B, B>
a) Se A=B, B<C ¢ A<LC.

EA> o <C(I,I,). Se essendo A — B fosse A>C sarebbe B>C (Iy, I;)
contro I, .

b) Se A ¢ una grandezza qualungue di 3 ¢ A — A .

Vi & almeno una grandezza B di = uguale ad A (I,). Se fosse A = A sarebbe
B = A(I;,a) contro I,.

Oss. I. Relativamente ai segni =, > e < non si tien conto dunque che A ¢ B
sono in (2) e (8) oggetti distinti, se non indicano un solo oggetto, vale a dire che
essi hanno, come io dico, una posizione diversa.

Princ. I1.

(1) Se A e B sono oggetti qualunque del sistema 2, il segno A+ B
indica uno ed un solo oggetto del sistema, e si ha:

C &8 A=C
C & A>C.

o

(2) A+ B+C)=A+B)+C=A-+B-+C
3) A+B>A, A+ B>B.

Se A<{B, vi sono in = oggetti X ¢ X’ tali che
(4) A+X=8B
(5) X'+A=B(@

(6) Se A=A, B=DB si ha: A-B =A"+B=A-+B, e percid —A+B.
Oss. II. Quest'ultima relazione significa che non si tien conto delle relazioni di
posizione tra A e A’ insieme con B e con B'.
2. Der. I. L’operazione caratterizzata dal segno - si chiama addizione di B
ad A; il risultato di essa si dice somma di B ad A .
Inp. T si scrive A=B—X. L'operazione indicata dal segno — si chiama soffra-
zione di X da B, e A differenzu o resto di X da B. Si scrive anche X —=— A - B.
Der. IL Si chiama A + B futto, A, B le sue parti. Le parti di A e B, se
ne hanno, si chiamano pure parsi di A+ B.

(*) Nei nostri studi suddetti ci occupiamo anche della possibilita e dell’indipendenza delle
nostre ipotesi.

(%) Stolz ammette con un postulato la legge commutativa della somma ; cosi pure ammette che
la (4) ¢ quindi anche per la legge commutativa la (5) siano soddisfatte da un solo oggetto X. (Vedi
le note (2) pag. 17 ¢ (1) pag. 21.
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a) In A+ B+ C si possono sostituire A, B, C con grandezze uguali
rispettivamente A', B', C' (Ils, 1L, ¢ Ly).
b) Se A+-B=C s hae A ¢ B<C:

Difatti se fosse ad es: A > C sarebbe anche A >A + B (I3, Iiv), il che &

assurdo (IL;, Iy e L,).
¢) Se B>C si ha A+ B>A4-C.
Difatti B = C+X(I1,) dunque A-+(C+X)=-A+B(1Ls), oppure —(A—+C)-+-X(1I),
guindi (A + C)+ X > A -+ C(IL;), e per conseguenza A + B > A + C ().
¢) Se A--B>A-+C si ha B>C.
Se fosse B= C sarebbe A +B=A -+ C (ILs; ¢ e Iy), cid che & assurdo (I,).
d) Se B>C ¢ B+A>C--A.

Siha B+A=0C-+ (X +A)dAL,1I;ell;), e ponendo X4 A =D (II,)
siha: B-4-A==C-- D (IL,). Ma D> A (4, Iv), dunque C+ D >C—-A (c); ossia
C+X+A)>CH+A I, L), (C+X)+A>C+ A (I, I;) o ancora
B+A>CH+A (Il e Iy).

d) Se B—A>C+A ¢ B>C.

Dim. aealoga a quella di c).

Der. IT1. La somma di A ad A considerata » volte & cid che si chiama weul-
tiplo di A secondo il numero n; e si indica con A.n, 0 An; A & summultiplo di A.n

B 1

secondo il numero 7; e si scrive An=—=B,A=—=DB.- -
# 7

B , ., h ) r BB
e) Se > ¢ multiplo di un’altra grandezza di = secondo il numero w, si ha:

Perché B & mliltiplo della grandezza data secondo il numero nz' (def. III).

Oss. 1. Noi snpponiamo qui conosciute le leggi della somma dei numeri interi
della classe 123...%..., e la definizione della moltiplicazione, e quando parleremo di
numeri senz'altro intenderemo numeri di questa classe. Per la proprietd e) non
occorre alcun postulato poiché non si suppone che ogni grandezza del sistema 3 sia
multipla di un’altra granderza di = secondo un numero dato qualsiasi (1).

f) Se A<B vi ¢ un solo oggetio X tale che X +A =B.

Difatti se oltre X tale che X + A= B (IL;)) vi fosse X' = X tale che
X'+ A=B, sarehbe X’ +A=X-+A(d,Iy), ¢ quindi B=ZB(Iir,I; e 1),
cid che & assurdo (I,).

Ixp. II. Se B==A si pone X=0, e per non fare distinzioni dannose alla
generalitd, dei teoremi e delle dimostrazioni si chiama X grandezza nulla o zero.
Questa parola significa soltanto 1'assenza di ciascuno degli oggetti primitivi dati.

) O+A=A, —0+A=A,0=A—A (f; L, ind. T e II).
fY A+ (—A+B)=A—A+B=B.
Ponendo C==—A-+B si ha A+C= B (ind. I), dunque A+(—A—+B)=B (I).

(1) Non & escluso che siano possibili altri numeri non finiti tali che si possa definire il mul-
tiplo A% della grandezza A in modo da soddisfare ai nostri principi. Vedi Prine. V e oss. III, n. 7.
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Ma A—A=0 e 0+B=B(y; f), duinque A—A -B—B (IL), e percio
anche A+(—A—1—B)=A—A+B(Ig).
g) Se A<B vi ¢ in 3 un solo oggetto X tale che A +-X = B.

Se oltre X tale che A + X —=B (ILs), vi fosse X’=X tale che A X' — B,

sarebbe A+ X' = A -+ X (¢, L), dunque B = B (I; e g, 1), cid che & assurdo (L)-
)A=A+0,A—0=A,0=—AtA.

Perché se A =B si ha anche qui X =0(g; L, I,r, ind. IL, ind. 1).

b) Se X=X, Y=Y,Y>X & ha Y- X=Y—X=Y—X=Y—_X.

Ponendo Y—X=0C, Y—X' — (' si ha Y=C+X,Y=C+X (IL, ind. I),
dunque €+ X = C' + X' (I,). Ma se fosse Y — X <Y—X' siavrebbe C<< ('
(I, I e a,1), dunque anche C—+ X < ( 4 X’ (¢, 1y, Ils e Is), il che & assurdo (L,).
Nello stesso modo si dimostrano le altre uguaglianze tenendo conto delle relazioni
;e I,.

i) Se X=X/, Y=Y, Y>X si ha —X+Y=-X4Y=X+Y - X'+Y.

Ponendo —X + Y = (,, —X'4+Y=C(C,si ha Y =X+0GC,, Y=X4(,
(I, ind.T), e con ragionamento analogo al precedente si dimostra —X--Y---—X'-+Y.
Nello stesso modo si dimostrano le alire uguaglianze tenendo conto delle rela-
zioni II; e Is.

) S¢e XY<Z si ha Y—X<%—X.

Perché se Y —X —A, 72— X =B, vale a dire Y=A+X,Z=B+ X

(Iir, IIy, ind. I) si ha A +X<B-+X(1y, a1, L), oppure A <ZB(d e I,/).
1) Se Y —X<Z—X s ha Y <7Z.

Perché se fosse Y= 7 sarebbe anche Y -— X =Z—X(hel L, il che &
assurdo (I,).

m) Se XY <Y si ha —X+Y<<—X 7.

Ponendo — X +Y —=A4,, —X+Z7Z=B, siha X4+A, =Y, X+B,—=%
(I, I, ind. 1), .e quindi X+A<<X+B (a1, 1e Iis), ossia A, <B, (¢’ e 1),
e perc:d anche —X - Y < — X 17 (2, 1,15, 1,/).

m) Se —X+Y<—X+7% s; ha Y<Z

Perché se fosse Y= 27 sarebbe — X Y =—X-+Z (4 m, Ir) ¢id che &
assurdo (T,).

n) Se X<Y<Z si ha Z—Y <7 —X

Sia Z—Y—=A,7Z—X—Bsiha 7 — A+Y,Z==B+X (Lir, IIL; e ind. I), dunque
A+Y=B+X(I,). Ma Y=Y+X (Iir e I1;), dunque (A+Y')+X —=B+X=D
(s, I, eI1,) da cui A +Y =B(/), e per conseguenza A < B () ed anche
Z—Y<Z%—X(a1,Iy, L.

n) Se Z—Y<Z—X s ha Y > X.

Se si avesse Y =X si avrebbe pure Z—Y =Z—X (h n e 1), cid che
& assurdo (I,).

0) Se XY<Zsi ha —Y~+7Z<—X-|-%.

Ponendo —Y+Z=A,, —X+7%--B, oppure Y--A,—%, X+ B, —7
(Ir, I, ind. I) si ha Y+ A, — X Bi(l;). Ma Y =X+ Y"(I,,I1,), dungue
X+ (Y'+ A)) =X+ B, (L, IL,), ovvero Y"-+ A, — B:(f), e per conseguenza
A, < B, (8), e percid anche —Y 7 <—X+Z(a 1,1, Iy).
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o) Se —Y+Z<—X+Zsi ha Y>X.
Se fosse Y = X sarebbe — Y+Z=—X +Z (¢ e o), il che & assurdo (T.)-
p) S¢e Y—X=Y—X 06 Y—X=Y—X s ba X=X 0 Y=Y
Perché se ad es: nel piimo caso fosse X = X' sarebbe anche Y—X=ZY—X
(n e I s) contro I'ipotesi (I,).
q Se —X+Y=—X+4+Y o —X+Y=X+Y si ha X=X 0 Y=Y
Perché se ad es: nel primo caso X = X' si avrebbe — X+ Y = — X'+ Y (0)
contro I'ipotesi (I,) .
r) Se A>B,B>C ¢ A>C.
Difatti A=B-+-X, B=C-+ Y (IL); A=(C—+Y)+X = C+4(Y+X) (1L, II) ;
ma C (Y -+ X) > C(1l;) dunque A>C (I e IL,).
') Se A<B, B<C si ha A <<C (r e Ip).
") Se B>D e X ¢ una grandezza qualunque di 3 si ha X--B >D,
B-+X>D.
Difatti B+ X > B (II5) dunque B+ X > D (r). Cosi @ X-+B>D {II; e 7).
8) Se Z>X ¢ <Y; W>X ¢ <Y; W>Z, si ha —Z+W<—X--Y.
Difatti —Z+Y<<—X+4-Y (#, 0) ; ma W<Y dunque —Z-+W<—5% Y (m),
e percid —7Z 4+ W<—X+Y ().
t) Se A>CeB>Dsi ha A+B>C-D.
Si ha A=X+4C(II;), dunque A-+B = (X C) -+ B=X—+(C+B) (I, e IL,).
Ma C+B>C-+D(c), e quindi anche X - (C+B)>C+D("), dunque:
A+B>C-+D(Ly).
t) Se B+-C=B+C ¢ B<B, 0 C>C', s ha C>C,0BKH.
Se fosse mel primo caso C=C' sarebbe B~ C<<B -+ (I, d 0 ¢, 1,s) il che
¢ assurdo (I,). Cosi nel secondo caso.
Der. IV. Se A <B,B<C diremo che B & compresa fra A e C.
u) S¢e A=B si ha An=Bux.

Se =2, siha A A%A—I—B (¢, IIseI,r). Ma A+B§B+B (d, IT; e 1),
dunque A -+ A %B -+ B (7, 7). Ammettendo il teorema per z— 1 lo si dimostra
per 7 (¢, d, 1ls e Iy, 7 e #); ma vale per #» == 2 dunque vale in generale (oss. ITT).

u') Se A.n%B.ﬂ s ha A%B.

Se A.z—=B.n e fosse A = B sarebbe anche A.x = B.z (), contro I,, dunque
A=DB. Se ¢ An<Bn e fosse A=B, sarebbe anche A.n = B.n (4) contro I,,
dunque A <B(I,). Similmente, se A.z > B.z si ha A>DB.

V) Nel sistema 3 non oi ¢ aleuna grandezia maggiore delle altre.

Infatti se X & una grandezza data qualunque e A & un'alira grandezza di =
si ha X+ A > X (II3).

W) Date une grandezze qualungue X, vi sono grandezze 'Y e 7. tali che
Xe=—Y-+7.

Difatti vi somo sempre in 3 grandezze Z maggiori di X (v), e quindi anche
grandezze Y tali che X =—Y—-Z (Il;, ind. I).

3. DEF. L. Se si considerano le grandezze del sistema 3 come gia date e disposte
in serie in modo che quelle che seguono una grandezza qualunque siano maggiori di






