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Sopra alcune notevoli configurazioni di punti, rette e piani 

di coniche e superficie di 2° grado e di altre curve e superficie. 

Memorie due di G. VERONESE 
approvate per la stampa negli Atti dell’Accademia 

nella seduta del 6 febbraio 1881. 
. 

MEMORIA I. 

In questa Memoria dimostro e completo iteoremi della mia prima Nota, pubbli- 

cata nei Transunti della r. Accademia dei Lincei, nel mese di aprile, testè passato. 

Se di un punto P si trova il piano polare 7 rispetto ad una superficie di 2° grado 

S, e di questo il polo P, rispetto ad un’altra superficie di 2° grado S,, di questo 

‘il piano polare 7, rispetto alla S1 e così di seguito, si ottengono due gruppi projet- 

tivi l’uno di punti e l’altro di piani ('), che non si chiudono; vale a dire nessun 

punto o piano, così ottenuto coincide col punto o piano di partenza. La condizione 

affinchè 1’ ennesimo punto del gruppo debba cadere in P, richiede che le due super- 

ficie Sj S, abbiano una posizione speciale; data infatti la S, ci sono altre nN_-1 

superficie di 2° grado, che formano con essa un ciclo di n? superficie; per due qua- 

lunque delle quali l'ennesimo punto del gruppo cade in P. Se si dispongono le ni 

superficie in un dato ordine e di un punto P si trova il piano polare rispetto alla 1°, 

di questo il polo rispetto alla 2°, di questo il piano polare rispetto alla terza e così 

via, si ottengono due cicli uno di n8 punti ed uno di n* piani, indipendenti dall'ordine 

delle n3 superficie e che perciò sono polari reciproci rispetto a ciascuna di esse. Nel 

| piano si ottiene con analoghe considerazioni un ciclo di n? coniche. In questa I° Me- 

moria studio le proprietà generali dei gruppi projettivi in relazione con questi cicli 

di superficie di 2° grado e di coniche, di punti e di piani ecc. 

Considero i casi speciali in cui n=2 ed n=3 e ne faccio un’applicazione alla curva 

del 3° ordine piana. Nella II° Memoria sviluppo invece il caso n--2 nello spazio (°). 

PARTE I. 

1. Teorema I. Se si considerano due coniche C; Ca qualunque e di. 

un punto P, si determina la polare rispetto alla C,, di questa il 

polo rispetto alla C,, di questo la polare rispetto alla C; e così 

(') Dei gruppi projettivi aperti e chiusi di punti si sono occupati, per quanto so, Battaglini 

nelle sue tre Memorie: Sulle involuzioni dei diversi ordini; r. Acc. di Napoli, vol. I, II, VII; Clebsch 

e Gordan nei Math. Annalen, vol. I, Ueber biter. Formen e Liiroth nei Math. Annalen, vol. XI e XIII. 

(*) Vedi Indice p. 343. 

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — MeMoRIE — Von. IX°. 34 



OE e 

di seguito, si ottiene un gruppo projettivo di punti P; Pa... = (P) 

e un gruppo projettivo di polari pi pa... = (p), che non si chiudono 

qualunque sia il numero di volte, che si ripete l’ operazione. 

Essi sono polari reciproci, rispetto alle due coniche. 

Chiamo questa operazione trasformazione polare del punto P, 

rispetto alle due coniche, disposte nell’ ordine C; Ca; se si tratta 

di più coniche, le trasformazioni di un punto P, sono tante quante 

le permutazioni, che si ottengono dal numero delle coniche. 

Siano infatti due coniche Ci Cs riferite entrambe al triangolo conjugato co- 

mune cioè: 
di + co + eH=0 Ci 

i 01 1} + dg da + 43x93 = 0 Ca. 

In questo caso sono due le trasformazioni polari cioè C, C, e Ca Ci. Conside- 

riamo la C, Cs. Del punto P, adunque faccio l’operazione indicata nel teorema, ot- 

tengo così un gruppo di punti P, Pa P3 ....P,+1-... che hanno le coordinate 

della forma: 
1 1 1 

Yi s a; I ’ 9 dl" Y: î=1,2,3 

e un gruppo di rette pi pg...P,+1 di coordinate: 

YU, 1 9 l ÙU. 
Yi, ad; Yi go 90 9 Cz Yi 

L'altra trasformazione polare, cioè Ca Ci, ci dà invece un gruppo di punti 

PESA: Sea diCO0rdIMatok 

Vr 03% 0.000 Gi % 
e un gruppo di rette p_i p_s - - +. P_n, di coordinate 

03 A UE YU 00 00 A 
Nell’una o nell’altra trasformazione non è possibile, che P,,.-1 0 P,_1 coincida 

con P, almeno che non siano soddisfatte le condizioni aj'=1; caso che considere- 

remo in seguito. I punti P,P»P3... P,1... si chiamano i consecutivi del punto 

P, nella 1* trasformazione e P_; P_s... i consecutivi nella 2*. I punti Pa 

nella 1° e P_i nella 2* si chiamano i punti immediatamente consecutivi 

di Pj. Analogamente per le rette. Osservo però che, mentre i punti P,PaP3... P,... 

sono consecutivi nella 1° trasformazione CC, le rette p1p2P3.... Pi sono consecutive 

nella 2°. Le due trasformazioni C, 03, Ca 04 sono rappresentate dalle seguenti equazioni 

i par =@"Yi (1) 
ove n è un numero intero (+) 0 (—). 

Tutti i punti P formano un gruppo (P) e tutte le rette p un gruppo (p). 

È chiaro che questi due gruppi sono polari reciproci rispetto alle due coniche 

C; Ca. I punti del gruppo P, formano una serie di punti corrispondenti di due piani 

punteggiati projettivi, tale cioè che se diun punto di (P) si costruisce il corrispon- 

dente nel 2° piano, di questo considerato come appartenente al 1° piano si determina 

il corrispondente nel 2° e così via, si ottiene lo stesso gruppo (P). Il triangolo 

conjugato delle due coniche CC, è il triangolo dei punti uniti dei due piani pro- 

jettivi. Analogamente per le rette del gruppo (p). Se il punto Pi è situato su uno 
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dei lati del triangolo fondamentale, evidentemente tutti i punti del gruppo (P) sono 

situati su quel lato, e se la retta p passa per uno dei vertici del triangolo fonda- 

mentale, tutte le rette di (p) passano per quel vertice. 

Quello che si è fatto per un punto Pi e per una retta pi, SÌ 

può naturalmente fare per una curva L qualunque del piano; ad 

essa corrisponde un gruppo projettivo di curve (L), che ven- 

gono descritte dai punti consecutivi di L. 

Il gruppo (P) è determinato completamente da un suo punto qualunque. È 

‘chiaro che se una retta g o curva L passa per uno o più punti del gruppo (P), le. 

rette del gruppo (9) o curva del gruppo (L) passano rispettivamente per altrettanti 

punti del gruppo (P). In una retta qualunque g, ci sono sempre due punti immedia- 

tamente consecutivi di un dato gruppo di punti, infatti basta trovare di q i poli ri- 

‘spetto alle C, e Ca e della loro retta congiungente pi i poli P, e Pa rispetto a Ci 

e Ca. Questi sono due punti immediatamente consecutivi di un gruppo (P) situati 

sulla g. Dunque 

Teorema II. Un gruppo (P) è determinato da uno qualunque dei 

suoi punti. 

Teorema III. Se una retta g o curva L passa per uno o più punti 

di un gruppo (P), le rette del gruppo (9) 0 le curve del gruppo 

(L) passano per altrettanti punti di (P). 

Teorema IV. Se un punto del gruppo (P) è situato su uno dei 

lati del triangolo conjugato comune alle due coniche C, Ca, tutti 

i punti del gruppo cadono sul medesimo lato. Le rette del 

gruppo (p) polare reciproco di (P) rispetto a C1 e 0, passano tutte 

pel vertice opposto. 

Teorema V. In una retta qualunque ci sono sempre due punti 

immediatamente consecutivi di un gruppo (P). 

Come ad una curva L qualunque, corrisponde un gruppo (L), così alle due 

coniche fondamentali C 0 corrispondono pure due gruppi projettivi di coniche (Ri) 
x, 0032 03 

e (Re). La polare reciproca della Cg rispetto a Cy è —— + cu =) =07o 
(01 (010) dg 

La polare del punto Pi (1723) rispetto a Ci è pi, di questa il polo rispetto a 

Cx è P_i, di questo la polare rispetto a C, è p_1, di questa il polo rispetto a C3 è 

P_, ecc., onde i punti consecutivi di P, nella trasformazione C, Ca sono P_yP_a... P_n..- 

La polare invece di P rispetto a C3, è pa, di questa il polo rispetto a Ci è Pa ecc. 

onde i consecutivi di P, nella ‘trasformazione polare C3 C1 sono Pa Piede dunque 

i due gruppi (P) e (p) sono anche polari reciproci rispetto a Cs. La polare reciproca 

di Cz Ca}rispetto a O, è 
‘ cafatt+ ag ca + ast 3 = 0 

di questa la polare reciproca Cs rispetto a Ci è 

ate rat rato. 

Le curve C3 Cz ecc. sono le consecutive di C, nella trasformazione CC, e le 

consecutive di essa nella trasformazione Cs, Ci sono precisamente C, C, Cs ecc. Il 

® 



gruppo (L) corrispondente ad una curva L non contiene alcuna delle polari reciproche 

delle curve di esso rispetto ad una qualunque delle coniche fondamentali C C4; 

infatti se ne contenesse una le conterrebbe tutte, proprietà che ha luogo solamente 

quando L coincide con una delle coniche C, C3. Mentre le coniche del gruppo (Ra), 

corrispondente a Co, si mettono sotto la forma: 
am ge? ggemt pot gg xa =0 (1) 

ove m è un numero intero (+) o (—), quelle del gruppo (Ri) corrispondente a C; 

sono rappresentate dall’equazione : 

at a + ag vot + a = 0 (2) 

Da queste equazioni risulta facilmente che la polare reciproca di una conica 

per es. di (Ri) rispetto ad una conica di (R;) è una conica dello stesso gruppo, e 

rispetto ad una conica di (Rs) è pure una conica di (Ri). 

Consideriamo due coniche per es. di (Ra) cioè 
ei 2%? che gira t 9} DE Gigi 3} — 0 (3) 

1251 Nat +... = 0 (4) 

la polare di Pi (/1%273) rispetto alla (3) ha le coordinate della forma a;"#y,, le 

coordinate del polo di essa rispetto alla (4) sono @,2("-%y;, le coordinate della po- 

lare di questo rispetto alla (3) sono a,;?*"=s-1y;, mentre quelle del suo polo ri- 

spetto alla (4) sono @;f("7y; Da ciò si vede, che i consecutivi di Pj nella tra- 

sformazione (3) (4) sono: 

Randa) Ie aa)o leo) ecc. 

nella trasformazione (4) (3) sono invece 

Ione 16) Ia) 80% 

Questi sono punti del gruppo (P) che corrisponde a P rispetto a C, C,. La dif- 

ferenza degli indici di due punti consecutivi è costante, cioè 2(m_—-s). 

Si abbiano ora due coniche una appartenente ad (Ri) e l’altra ad (Ra) per se. 

dirt ogg MOSSE —10) (5) 

CSO E — 10) (6) 

La polare di P; rispetto alla 2* ha per coordinate a,?"+1y;, quelle del polo di essa ri- 

spetto alla 2% sono a,*®7*)+1y;, quelle della polare di questo rispetto alla 12 sono 

a;?(*m-s44y,ecc., onde i consecutivi di P, nella trasformazione (5) (6) sono: 

Pom=s}t4> Enel )ral Pi(m-3)+3 ecc. 

e quelle nella trasformazione (6) (5) sono 

nero Bh Po(m3)+3 ecc. 

Questi sono pure punti dello stesso gruppo (P) e gli indici dei punti consecu- 

tivi, immediati, dànno invece una differenza dispari costante. 

Però non sono due sole le coniche rispetto alle quali questi punti formano un 

gruppo projettivo, perchè basta.-avere 

m—s= cost. 

e dato un valore intero qualunque ad m possiamo ricavare subito s. Dunque: 

Teorema VI. Se di una delle coniche fondamentali C, 0, per es. 

C, si trova la polare reciproca C3 rispetto a C;; i punti immedia- 

tamente consecutivi di P, nelle trasformazioni C 0, e Cj C3 sono 

gli stessi. 
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Teorema VII. Come una curva L dà luogo ad un gruppo pro- 

jettivo di curve (L) rispetto alle due coniche C, Ca, così Ci Ca 

danno luogo adue gruppi di coniche (R,) ed (R.). — Essi sono re- 

ciproci di sè stessi rispetto a Ci e Ca. 

La polare reciproca di una conica di (R;) rispetto ad una 

conica di (R;) è un’altra conica di esso, la polare reciproca in- 

vece rispetto ad una conica di (Rà) è pure una conica di (R;). 

Teorema VIII. Una serie di punti del gruppo (P), ove gli indici 

di due punti consecutivi {i quali indicano il loro posto in (P)) 

dànno una differenza pari costante, dà un nuovo gruppo projet- 

tivo rispetto ad infiniti gruppi di due coniche di (R;) e di (Ra). Se 
invece gli indici dànno una differenza dispari costante, i punti 

della serie formano un gruppo projettivo di punti rispetto ad 

infiniti gruppi di due coniche, l’una appartenente ad (Ri) e 

l’altra ad (Ra). 

2. Ritorniamo al gruppo (P), che corrisponde ad un punto P, rispetto alle due 

coniche CC. Se il punto Pj cade per es. in Cy, allora la polare di P, rispetto ad 

essa, ossia pi, è tangente a Ci; di p; il polo rispetto a C,, è il punto Pa, e di Py 

la polare rispetto a Ca, è p_i; p_i passa dunque per Pa, onde P, Pg sono conju- 

gati rispetto a Cs. Di Ps Ja polare rispetto alla Ci è pa, e il polo di p_i è P_, 

dunque P_; Ps sono conjugati rispetto a 04. Il polo di g2 e la polare di P_, rispetto 

a C, sono P3 e p_s, onde P_, P3 sono conjugati rispetto a Ci e così seguitando si 

trovano le seguenti coppie di punti e rette conjugate 

rispetto a Ci, EER P PINPE 

PiP1, PaP_1: P3Poa >» PmP_mt1 
> . (055 Pi Pa, PD, IO IDA 0° Raro Ta 

PiP_1,  PaP_2, P3P3 «. PmPom 
Se Pi è situato invece su Cs allora p_j è tangente a C,, il polo di p_i ri- 

‘spetto a Ci ossia P_1 è situato in p;, perciò Pi e P_j sono conjugati rispetto a Ci, 

così anche pi e p_i. Il polo di pi e la polare di P_; rispetto a Ca, sono Ps e p_a, 

onde Ps e P_, sono conjugati rispetto a Ca, e così pi e p_g. Così continuando si 

vede, che sono conjugati i 

rispetto a (071 IE Ao Py ING 0090 1 tdi: 1) LUG 

PiP_1, P2aP2 + PuP_m 
» Ca P,Pi , Po iP og po: RESI 

PiP_2, P2aP_3 « PmP_na 
Tanto in un caso che nell’altro i punti del gruppo (P) sono due a due conju- 

gati sia rispetto a Cj come a Ca. Ma se Pi cade in Cy i punti consecutivi di esso 

in (P) sono situati rispettivamente sulle coniche di (Ri), e perciò i punti del gruppo 

(P) sono due a due conjugati rispetto alle coniche di (Ri) e di (R.) (Vedi Teor. VI, 

VITAVITI 

Supponiamo ora il caso che in un dato gruppo (P) il punto P, sia conjugato 

di P,, per es. rispetto a C,. Allora la polare di P,, rispetto a Ca, ossia p,_1 deve con- 

tenere P, e la polare di P; rispetto a Ca, ossia p_1, deve passare per P,,. La p,_1 ha 
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per polo rispetto a C, il punto P,,_1 e P, ha per polare la retta p1;: dunque P, e 

P,,.1 sono conjugati rispetto a C1; così la polare di P,,_1 rispetto a C, è Pra e il 

polo di p, è Pa, dunque Py P,,_1 sono conjugati rispetto a C.; seguitando così sî 

trova che sono conjugati 

rispetto a Co io E A aa aa 

» Ci ali aaa al oro IO 

Ora possono aver luogo due casi o r=m—r+1 da cui al. sem è dispari; 

in questo caso otteniamo una coppia di punti conjugati rispetto a Ca, che coinci- 

dono, ossia sono situati su Ca; oppure se m è pari si ha: 

raem_er 0 r=-, 
3 ° 2 : 

In questo caso un punto del gruppo cade in C1. Tacitamente abbiamo supposto 

in (+). Se fosse (—) succederebbe una cosa analoga. Dunque : 

Teorema IX. Se due punti qualunque P, P,, di un gruppo pro- 

Jettivo (P) sono conjugati rispetto ad una delle due coniche 

fondamentali (C, Ca. per es. C,, uno dei punti del gruppo cade 

in C, 0 C, secondo che m è pari o dispari. Allora i punti del 

gruppo {P) sono due a due conjugati rispetto alle coniche dei 

gruppi (Ri) ed (R»). Tutti i punti del gruppo (P) cadono rispetti- 

vamente nelle coniche del gruppo (R») o (Ri). 

Supponiamo finalmente che il punto Pj sia uno dei punti d'incontro delle due 

coniche C, Ca, allora le polari di P, rispetto a C, e C» ossia pi e p_1 sono tan- 

genti alle medesime in P,. Il polo di pj rispetto a C,, ossia Pa, è situato in p_1, 

la polare py di Pa rispetto a C, passa pel polo di p_j rispetto a C,, ossia P_1, che 

è situato su p1, dunque P_; Pa sono conjugati rispetto a Ci e Cs. Il polo Pz di pi 

rispetto a Ca è situato sulla polare di P_, rispetto a Ca, ossia p_a, la polare p3 

di Pz rispetto a Ci. passa pel polo di p_y ossia P_a; dunque P_s P3 sono conjugati 

rispetto a tutte e due le coniche Ci e C,; seguitando così si trovano le seguenti 

coppie di punti e rette conjugate rispetto alle coniche C, 0): 

PaPi5g Pebo,, RAR 

PiP_1, PaP2 > PmP_m 
Le rette del gruppo (p) passano rispettivamente per due punti immediata- 

mente consecutivi del gruppo (P) e formano perciò i lati di un poligono aperto, che 

ha per vertici i punti di (P). Esso è dunque polare reciproco di sè stesso rispetto 

alle coniche (R;) e (Ra). 

Sia data ora una tangente p, comune di C, Ca, i punti di contatto sono Pi e 

P.. La polare p—1 di P, rispetto a C, passa per Ps e contiene Pz, perchè pa passa 

per P,, onde si vede, che rispetto a Ci Ca sono conjugati gli elementi delle coppie 

ILA ROLO SARA RSI RO ROcA 

PiPi = PaPa1 Papa > + + PoP_mrd: 
Anche in questo caso abbiamo un poligono reciproco di sè stesso rispetto alle 

due coniche C 0». È facile di vedere pel teorema IX, che un tale poligono non può 

esser dato che da un punto d’ incontro di Ci Co oppure da una delle loro tangenti comuni. 
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Teorema X. Se il punto Pj è uno dei punti d’incontro, oppure 

uno dei punti di contatto di una tangente comune a due delle co- 

niche C, Ca dei gruppi (Ri) e (Ra), i punti del gruppo (P) formano un 

poligono aperto polare reciproco di sè stesso rispetto alle coni- 

che di (R;) ed (Rs). E se in un gruppo projettivo (P) i due punti PP, 

sono conjugati rispetto alle due coniche C,C», uno dei punti del 

gruppo cade in uno dei punti d’incontro di esse, se m è dispari; 

invece è un punto di contatto di una delle loro tangenti se m è 

pari. 1 
Per l’ultima parte del teorema hasta osservare che per m pari sono conjugati 

rispetto a C, C» gli elementi delle coppie 

ENI SSESE ee e Pn) 

PIPm-1 9 P2Pm-2 + - è PrPmr 

3. Abbiamo visto al n. 1, che le coordinate dei punti consecutivi di Py si met- 

tono sotto la forma: 

ue, = @d"Y; (1) 

ove m è intero qualunque. I punti del gruppo (P) sono situati in una curva trascen-, 

dente W, che. si ottiene eliminando p ed n dalle 3 equazioni (1). La sua equazione è 

LA Ag 9 d3 %3 di 
log — log —— + loo — log —— + loo — log —='0  - 2 E Ge at Dog (2) 

ove 

1027 103] IR} log Gra a + log RT 0 (3) 

La (2) si pone anche sotto la forma: 

(2)° d, (2)° Ù, (2) SI e) 
Yi Ya Y3 

È evidente però che i coefficenti a, a, az devono essere (+), perchè altrimenti 1 

punti del gruppo (P) sarebbero situati in due curve W. Supporremo sempre ai ag 43 

positivi. La (2) può essere anche algebrica basta che 

(00) 43 di 
loe == s lee ==> le—==@?M% 5 a 8a 5% Ni Ng: Ng 

ove n N23 sono dei numeri razionali qualunque. 

Queste curve trascendenti sono state accennate da Battaglini e da Clebsch e 

Gordan nei loro lavori ('), però furono elegantemente e distesamente studiate da Klein 

e Lie (*), senza però metterle in relazione coi gruppi di coniche, che stiamo qui stu- 

diando. La curva W di un gruppo (P), ha la medesima polare reciproca non solamente 

rispetto alle curve C4 C,, ma anche rispetto a tutte le coniche di (R,) ed (R2), come 

risulta dai teoremi I e VIII: Risulta dall’equazione della W, che ogni suo punto dà 

luogo ad un gruppo inscritto in essa, ciò che risulta pure dall’avere la W una sola 

(©) RUI NA 

(*) Math. Ann. vol. IV Veber djenigen Ebenen Curven, welehe durch cin geschlossenes System 

von einfach unendlich viele verlauschbaren Transformationen in sich ùbergehen. 
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polare reciproca rispetto alle coniche di (R,) ed (R»). Ogni sua tangente dà pure luogo 

ad un gruppo circoscritto ad essa, onde le curve,W in coordinate di rette si mettono 

pure sotto la stessa forma (2) o (2°). 
Per un punto d’incontro di W con una delle coniche di (R,) (R») si ottiene un 

gruppo di punti situati sulla W e conjugati rispettivamente due a due rispetto a 

quelle coniche (Teor. XI), proprietà che ha luogo anche per ogni tangente comune 

di W e una di quelle .coniche. È chiaro, che due W non possono incontrarsi in 

nessun punto, nè avere nessuna tangente comune all’ infuori dei vertici e dei lati 

del triangolo fondamentale. Una curva W passa per due determinati vertici del trian- 

golo fondamentale e ivi tocca due lati di esso, tranne quello. nel quale sono 

situati i due vertici. Infatti in generale sarà (—) uno dei log. dei rapporti degli 

per es. log. 21 e, allora la W si pone sotto la forma: 
2 

er 
Ciò fa vedere, che la curva passa pei vertici a1=xg=0 ca =23=0. 0 ivi tocca 

inlatzi==0N5_108 

Se una curva W tocca una delle coniche di (R;) ed (Ra) per es. C4, la tangente 

comune nel punto di contatto dovendo toccare la polare reciproca di W, le due curve 

coincidono e perciò la W è polare reciproca di sè stessa rispetto alle coniche di (Ri) 

ed (Ra). 

Ponendo per maggior semplicità 23 =y3= ag= 1, 01==%, ta=Y,Vi=0 Ya=y/ 

l’equazione della W diventa 
log a, loga, 

abi sì 
dy _y logas 
da a ago (3) 

da cui 

Se ora consideriamo la trasformazione infinitesima 

a=2 +a'.log a,. dm (4) 

y=yY+y .log ar.dm 

mediante la quale dal punto 4 y/ si passa al punto 2 + dz’ y + dy', differenziando 

la (4) sì ha: 
dy _logas y 

de  logar 

che è precisamente l’equazione differenziale delle curve W; dunque le curve W 

si trasformano in sè stesse per la trasformazione infinitesima (4) ('). Dunque da 

un punto della W si puo passare ad un altro punto qualunque di W, e ripetendo 

più volte la trasformazione infinitesima (4) si ottiene una trasformazione finita del 

sistema 
= dd 

May (5) 
y= 9° Y 

(') Klein e. Lie, Il. c. 
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In queste diverse trasformazioni finite del sistema (5) variando 4, @ @o, varie - 

ranno anche i sistemi di coniche (R;) ed (Re); ossia stabiliti due punti P, Pa qua- 

lunque di W come punti immediatamente consecutivi, essi determinano le coniche 

di (R}) ed (Ra). 

Consideriamo una di queste coppie di gruppi (R,) ed (Re). Abbiamo visto che 

se un punto P; è situato in W tutti i punti del gruppo (P) sono situati su di essa. 

Sappiamo anche che i Jati e i vertici del triangolo fondamentale (Teor. IV) sono altret- 

tante curve W; da cui si deduce, che le coniche delle infinite coppie di gruppi (Ri) 

ed (Rs) hanno lo stesso triangolo fondamentale come conjugato. 

Una retta qualunque p, taglia le curve W in un certo numero di punti A, Bi Cr... 

e le rette consecutive di essa, taglieranno le stesse curve W, nei punti 

Ag B, Ca o 0 09 A3B3 03 o. 0 09 AGIRE toe e sl avrà 

AVIR OMO) AGI (AVS (CP 00) VAT EBA CO TATA Bi Co) 

Analogamente si conducano da un punto P, le tangenti alle curve W (com- 

presi i vertici del triangolo fondamentale) a101c1 . .., e si faccia la stessa cosa pei 

punti consecutivi di P, si avrà: 

(ax dici o 00 ) N (4903 ca oa o ) N (43 bg ca o 0 ‘è ) AVA RSETA\ (Am Om Cm o 010 ) 

Se per retta pi si sceglie una tangente ad una curva W, il cui punto di con- 

tatto sia Q, e siano AB, 4 i punti d’incontro di p, con i tre lati del triangolo fon- 

damentale, essendo le rette consecutive di p, pure tangenti a W nei punti consecutivi 

di Q;, tagliano i lati del triangolo fondamentale nei punti consecutivi di A1B;C, 

onde si avrà: 

(Q1A1B1Ci)=(Q249BsCo)= ....=(QnAmBnCm) (6) 

Analogamente se dal punto Q1,Q . - . Qu projettiamo i vertici del triangolo fon- 

damentale mediante le rette a1dic1, a9Dsca - | | - GnOmOm Si avrà; 

(Pi ab, c1) = (Pa d19 dg C3) Za... (Pm Um Om Om) (7) 

Ma abbiamo visto, che due punti qualunque di W possono essere considerati come 

punti immediatamente consecutivi di un gruppo projettivo rispetto ad una coppia di 

gruppi di coniche (R;) ed (R:), dunque le relazioni (6) e (7) sussistono ancora 

quando QQ, sono due punti qualunque di W. 

Se la curva W è algebrica, si può mettere sotto la forma 
(21) (2 VEE ni+n, o) 

YA Ya Y3 

supposto n ed n, (+). I punti di questa curva si possono esprimere in funzione di 

due parametri X e p, nella seguente maniera 

= PO a A 

I punti d’incontro di una retta «,=0 con la curva sono dati dall’equazione: 

un pritta + ug Xi +" + ug pn Xe = 0 

Differenziando rispetto a u e a X si trova la curva in coordinate di rette, che 

è precisamente della forma (2°) cioè della classe n + mn. Ora riassumendo si ha: 

Teorema XI. I punti di un gruppo (P) sono situati su una curva 

trascendente W, che ha la stessa polare reciproca rispetto a tutte 

le coniche dei gruppi (Ri) ed (R») individuate da C; e C,, Un suo 

punto qualunque P o una sua tangente qg dà luogo ad un gruppo (P) 
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inscritto in essa o un gruppo (g) circoscritto ad essa. Essa passaper 

due dei vertici del triangolo fondamentale e vi toccai due lati di 

esso, che non contengonotutti e due i vertici.In essihala curva W 

tutte le sue singolarità, di punti nei due vertici, di tangenti nei 

due lati. 

Teorema XII. Ci somo infinite coppie di gruppi di coniche (R;) ed 

(R:) rispetto alle quali una curva W, ha le stesse proprietà. Due 

punti qualunque o due tangenti qualunque di W possono essere 

risguardate come elementi immediatamente consecutivi rispetto 

ad una coppia (Ri) ed (R»). Le coniche di tutte le coppie (Ri) ed 

(R:) hanno lo stesso triangolo conjugato fondamentale. 

Teorema XII. Per un punto comune di una curva W con una 

conica di una coppia (Ri) (Ra), si ottiene un gruppo projettivo di 

punti inscritto in W, i cui punti sono due a due rispettivamente 

conjugati rispetto alle coniche di (Ri) ed (Ra). 

Teorema XIV. I lati ed i vertici del triangolo conjugato fonda- 

mentale sono altrettante curve W. 

Teorema XV. Se la curva W tocca una conica di (R;) e (Ra) essa è 

reciproca di sè stessa rispetto alle coniche di (R;) ed (Ra). 

Teorema XVI. Due curve qualunque W non possono incontrarsi in 

nessun punto all’infuori dei due vertici del triangolo fondamen- 

tale e non possono avere altre tangenti comuni all’infuori dei lati 

di esso. 

Teorema XVII. Il punto di contatto Q, di una tangente qualunque 

diuna curva W eitre punti d'incontro AjB,C; coi tre lati del trian- 

golo fondamentale formano un rapporto anarmonico costante. Le 

rette a1d;c, che congiungono il punto Q;, con i vertici del trian- 

golo fondamentale e la tangente p, inQ, formano un rapporto anar- 

monico costante, qualunque sia Qi. 

Teorema XVIII. Alle curve W appartengono quelle curve alge- 

briche d’ordine n, che hanno in un vertice del triangolo fondamen- 

tale un punto (n—1)"? con (n—1) tangente coincidenti e nell’al- 

tro vertice la singolarità correlativa. A queste curve appartiene la 

curva del 3° ordine con una cuspide. Ordine e classe di queste curve 

sono eguali. 
n(n+-3) = 

gruppo projettivo (P) possono essere situati sopra una curva algebrica d’ordine n; 

infatti se la curva ne avesse uno di più conterrebbe tutti i punti del gruppo. Però 
n(n+3) AI NR] 

punti non immediatamente consecutivi del gruppo appartengano ad una curva d’or- 

dine n ('). 

Osservo che non più di punti immediatamente consecutivi di un 

si possono studiare le posizioni speciali delle due coniche C, Ca affinchè 

(') Vedi Clebsch e Gordan 1. c. 
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Nel caso che la W sia algebrica ponendo ag =1 log a1==—na log ae=" 

la conica C, si mette sotto la seguente forma: 

etna gt e ag + 9 = 0 (1) 

4, Data la Cj vogliamo ora determinare ‘a C,, in modo che il punto P, di (P) 

cada in P. Si avrà 

a Y=UYi ary =y' ag= l 

ossia 
n n 

ay a=lI/1 

I due coefficenti arbitrarî della C, cercata, sono adunque due radici n°" del- 

l’unità. Allora è chiaro che non solamente P,, ma anche P_,, cade in P, perchè 

sì ha pure: 
dae =1l Gare=IÌ 

oltre a cid si vede, che questo ha luogo per qualunque punto del piano e per qua- 

lunque retta. 

L'equazione della C sarà della forma: 
rig t+ r? Ia ag = 0 o 0 0 0.0 0,0 (1) 

ove r è una radice n°" primitiva dell’unità. Oppure: 

n n 

e ci + e La +3 =0 (a=0,1..n—1) (19) 

Le coniche C,, che si ottengono in tal maniera sono n?. 

Tra queste n? coniche è compresa anche la C,, infatti basta porre a, = ag=" 1. 

Queste n? coniche formano un ciclo $,°. 

Date due coniche del ciclo S,2 per es. 

ri + ro + 23 =0 (2) 

rugggt+riagtt 238-==0 (3) 

e operando le due trasformazioni polari rispetto ad un punto qualunque P, si vede, 

per le proprietà delle radici dell’unità, che il punto P,, cade in P. In tal caso i punti 

del gruppo (P)"(') formano un ciclo projettivo. 

Se n non è primo cioè —=a.b.c.. .. m, ove a, db, c, ... m sono primi, allora 

nel ciclo S,? sono compresi quelli corrispondenti ad a, d,c, . . . m, e scelto a per 

es. tutte le coniche di S,% si separano in b.c. ....m sistemi di cicli S,2. Noi di- 

scuteremo solamente il caso in cui nè primo, potendosi ricavare da esso il caso in 

cui m non è primo. 

Teorema XIX. Se. è data una conica 0; ce n’è altre! n?°1, le 

quali due a due sono situate in tale posizione, che se di un 

punto P si trova il gruppo corrispondente (P) rispetto ad esse, 

esso si compone di n soli punti, che formano un ciclo pro- 

jettivo (P). A questo ciclo corrisponde un ciclo projettivo di n 

rette (p)r, che è polare reciproco del primo rispetto alle due coniche. 

(') n indica il numero dei punti contenuti in (P). 
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Queste n? coniche formano un ciclo S,° ed hanno lo stesso trian- 

golo conjugato comune. 

Teorema XX. Se n=a.b.c...m ove a, b,c...m sono primi il ciclo S,2 

si scompone per es. in d.c... m cicli S. 

5. Dall’equazioni delle n? coniche del ciclo S,% si scorge che esse. tagliano un 

lato qualunque del triangolo fondamentale in n sole coppie di punti. 

Teorema XXI. Le n? coniche di un ciclo S,%, tagliano uno qua- 

lunque dei lati del triangolo fondamentale in n coppie di punti; 

in una di esse si toccano n coniche del ciclo. Queste n coniche 

formano un’ennupla di 1° specie. — Di queste ce n’è 3n in tutto 
il Giallo Se 

Due coniche del ciclo $,% o si toccano in una coppia di punti di uno dei 

lati del triangolo fondamentale, oppure tagliano i lati di esso in coppie di punti 

differenti. Tali sono nel 1° caso le due coniche: 
Via c++ x3°=0 

(1) 

] rat + rag 03° =0 S (2) 
e nel 2° caso 

gp dii + rP da + dg=0 
(3) 

Consideriamo le due coniche (1) e (2) 

Il ciclo (P)” corrispondente ad un punto P(17273) è situato sopra una retta pas- 

sante pel punto 2,=23=0. Così data una retta p, tutte le sue consecutive, ché 

formano il ciclo :(p)", s'incontrano nel lato 2,==0. Le coniche (1) (2) si toccano in 

due punti del lato x21=0, esse determinano adunque un’ennupla di 1° specie. Se 

della (2) troviamo la polare reciproca rispetto alla (1) otteniamo la conica 

Pagin sg= 

ossia una conica del ciclo S,% e della stessa ennupla, quindi i gruppi (R;) ed (R») 

del Teorema VII coincidono con l’ennupla stessa. 

Teorema XXII. La polare reciproca di una conica di un’ennu- 

pla di la gpecie rispetto ad un’altra conica dell’ennupla appar- 

tiene all’ennupla stessa. I gruppi (Ri) ed (R») del Teorema VII, generati 

da due coniche dell’ennupla, coincidono con essa stessa. 

Teorema XXIII. Il ciclo (P)° corrispondente ad un punto P ri- 

spetto a due coniche qualunque di un’ennupla di 1° specie è si- 

tuato in una retta, passante per il vertice opposto al lato del 

triangolo fondamentale, ove si toccano le coniche dell’ennupla.— 

Esso ha lo stesso ciclo (p)" polare reciproco rispetto a tutte le 

n coniche dell’ennupla. 

6. Supponiamo ora date le due coniche 

- + + x = (1) 

rg rPrag + a =0 

le quali incontrano i lati del triangolo fondamentale in punti differenti. La polare 

reciproca di (1) rispetto a (2) cioè 

rta + a at + 038 =0 (3) 
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appartiene al ciclo S,° e taglia i lati del triangolo fondamentale in punti differenti 

da quelli, in cui sono tagliati da (1) e (2). Continuando a trovare le polari recipro- 

che d’una qualunque delle coniche (1) (2) (3) rispetto alle altre e alle nuove otte- 

nute, è chiaro che si ottengono n coniche, che tagliano i lati del triangolo fonda- 

mentale in coppie di punti differenti e che costituiscono, un ciclo o ennupla di 2* 

specie. I gruppi (Ri) (Ra) generati da (1) (2) coincidono con l’ennupla stessa. 

Data una conica per es. la (1), per ottenere da essa un’ennupla di 2* specie 

basta moltiplicare rispettivamente 1% e <3° per due radici »”"° dell’unità per es. 

ra e rv». Dalla nuova conica (2) si passa alla (3), o moltiplicando «1% «2? di (1) 

per i quadrati di r° e vr, oppure moltiplicando x? e 23 di (2) per rî1, rP:. Così 

le n? coniche del ciclo S,%, formano un sistema di n» ennuple di 2* specie, 

(A)"(B)?(C)?..... (N)?. Ma cambiando r° ed »?» cambia pure il sistema. Infatti 

prendendo per es. come moltiplicatori r°: ed r?» da (1), si deduce la conica 

r81 04% + ra gg + ag = 0 (4) 

la quale apparteneva nel precedente sistema (A)?..... (N) ad un’ennupla diversa 

da quella a cui apparteneva la conica (1). Due coniche qualunque, che non appar- 

tengono ad un’ennupla di 1° specie, ossia che non si toccano, dànno luogo ad 

un’ennupla di 2% specie; per es. (1) e (2) determinano un’ennupla di 2° specie. I 

moltiplicatori r°1 ed r?: si ottengono dividendo rispettivamente i coefficenti di 4,% e 

2. Una conica qualunque per es. (1) appartiene a 3 ennuple di 1% specie e perciò 

con le 3 (n—1) coniche di esse non può generare delle ennuple di 2* specie. 

Dunque la (1) con le n*—1—3 (n—1)=(n—1) (n—2) coniche rimanenti, de- 

termina (n—2) ennuple di 2* specie. Dunque: 

Teorema XXIV. Le n? coniche del ciclo S,° si dispongono in (n—2) 

sistemi di ennuple di 2° specie (A)"(B)"....(N)", che non hanno 

nessuna conica comune. Le coniche di una di queste ennuple in- 

contrano i lati del triangolo fondamentale in n» coppie di 

punti distinti. La polare reciproca di una conica di un’ennupla di 

2% specie rispetto ad una conica della medesima è pure una co- 

nica dell’ennupla. I gruppi (Ri) e (R») generati da due coniche 

di un’ennupla di 2° specie coincidono con l’ennupla stessa. 

7. Siano date due coniche 

Cit + dg" + 03° —0 (1) 

r°sge® Pi gog + 93? 0 (2) 

che determinano un’ennupla di 2* specie. 

Il ciclo projettivo (P)* di un punto P (1723) rispetto alle due coniche ha lo 

stesso ciclo polare reciproco (p)" rispetto alle n coniche dell’ ennupla. I punti del 

ciclo (P)” sono situati sopra una curva W algebrica. Infatti la (2) si può mettere 

anche sotto la forma 

n 2 n D 

e OCA ZO, da + 3 =0 
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quindi la curva W descritta dal punto P si mette sotto la forma 

0) oe e) 
Ora ponendo u:=—pa la W diventa una retta, che passa per il punto x;=x 

come già si sa. Se 

. Papa 

la W è allora una conica ('). Se pa=1 pa=2 allora si ha una curva del 3° ordine 

con una cuspide ecc. Se consideriamo la curva algebrica (3), essa viene generata 

tanto da gruppi projettivi aperti, come anche da cicli PRQUENANE di n punti. Nel primo 

caso basta considerare le due coniche 

gii + co + a3=0 

CRAL CAO A 
Se del punto y12Y3 costruiamo il gruppo (P) corrispondente rispetto a queste due 

coniche, esso è inscritto nella (8). Nelsecondo caso basta considerare le due coniche 

= anta 
c++ —=0, e i qit+ e x+ax3=0 

ove n >pi € >ua. 

Teorema XXV. Il ciclo projettivo (P)" corrispondente ad un punto 

P rispetto ad un’ ennupla di 2* specie è situato sopra una curva 

algebrica W. — Il ciclo (P)" ha lo stesso ciclo projettivo (p)" polare 

reciproco rispetto a tutte le coniche dell'ennupla. La curva W 

ha la stessa polare reciproca rispetto a tutte le coniche del- 

l’ennupla.— Essa può essere anche una conica. 

Teorema XXVI. In una curva qualunque W algebrica sono in- 

scritti e circoscritti dei gruppi projettivi di punti e di rette 

aperti e chiusi. Per esempio in una curva del 8° ordine con una 

cuspide si può inscrivere dei cicli projettivi da 4 ad n punti. 

Se per un certo numero di cieli (P)"(Q)" ecc. projettivi di punti rispetto ad una 

ennupla di 12 0 2 specie si può far passare una sola curva d’ordine m è chiaro che 

ogni punto di questa curva dà luogo ad un ciclo projettivo descritto in essa, per- 

chè essa ha la stessa polare reciproca rispetto alle coniche dell’ennupla. Dunque: 

Teorema XXVII. Se per un certo numero di cicli projettivi ri- 

spetto ad un’ennupla di 1° o 2° specie passa una sola curva d’or- 

dine n, essa ha la medesima polare reciproca rispetto a tutte 

le n coniche dell’ennupla ed ogni suo punto od ogni sua tangente 

dà luogo ad ‘un ciclo inscritto in essa o circo scritto ad essa. 

8. Supponiamo ora che le n? coniche di $,° siano disposte in un dato ordine e 

di un punto P(/17273) si costruisca la polare rispetto alla 1°, di questa il polo ri- 

spetto alla 2, di questo la polare rispetto alla 3% e così di seguito; si ottengono due 

(1) Il prof. Liiroth asserisce nel vol. XIII Math. Annalen che i punti di un ciclo projettivo 

reale sono sempre in una conica, mentre per i cicli projettivi imaginarì, come qui si vede, si otten- 

gono delle curve W algebriche 
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cicli, uno di n? punti (P)"° ed uno di nm? rette (p)"°, le cui coordinate sono 

della forma 
TY, Ya Y3 

Questi due cicli sono indipendenti, come si vede, dall’ ordine delle n? coniche, 

Dunque: 

Teorema XXVIII. Se di un punto P si costruisce la polare ri- 

spetto alla 1° delle n? coniche di S,2, disposte in un dato or- 

dine, di questa il polo rispetto alla 2°, di questo la polare ri- 

spetto alla 3* e così via si ottengono due cicli, uno di n? punti 

(P)® e l’altro di n? rette (p)°°, che sono polari reciproci rispetto 

alle n? coniche del ciclo S,° 

Teorema XXIX. Se si considera un numero 2r+1 di coniche del 

ciclo S,2 e di un punto P si trova la polare reciproca rispetto 

alla 18 di esse, disposte in un dato ordine, dì questa il polo ri- 

spetto alla 2% e così via, si ottengono due cicli, uno di 2r+1 

punti e l’altro di 2r+1 rette, i quali però mutano col mutare l’or- 

dine delle 2r+1 coniche. 

9. Consideriamo le n ennuple di 1% specie formate con le n? coniche del 

ciclo S,2, le cui coniche si toccano in n coppie di punti di uno dei lati del 

triangolo fondamentale. Gli n? punti del ciclo (P)°? si separano in x cicli projettivi 

(P)" rispetto ad una qualunque di quelle ennuple, i quali sono situati sopra n rette 

passanti per il vertice opposto a quel lato. Il ciclo polare reciproco (p)?° si scom- 

pone ancora esso in n cicli, le cui rette s'incontrano in un punto di quel lato. Cia- 

scuno degli n cicli di (P)"° evidentemente ha per polari reciproci rispetto alle n en- 

nuple di 1% specie considerate gli » cicli di (p)"°. (Teorema XXIII). Dunque: 

Teorema XXX. Gli n? punti di un ciclo (P)?° sono situati n ad n 

in n rette passanti per uno qualunque dei vertici del triangolo 

fondamentale. Gli n punti sopra una tale retta formano un ciclo 

projettivo. Gli n° punti sono l’intersezione completa di due curve 

dell’ordine n. 

Consideriamo ora un sistema di m ennuple di 2° specie (A)"(B)*(C)".... 

(N); il ciclo di n? punti (P)"? si scompone in n cieli projettivi (P.)"(P,)"....(P.)" 

rispetto ad una qualunque delle n ennuple, che sono situati rispettivamente sopra al- 

trettante curve W algebriche. A questi corrispondono i cicli polari projettivi (pa)" 

(Pi)... (pa)*, che risultano dal ciclo (p)"°. È chiaro che uno qualunque dei cicli di 

punti per es. (P.)2 ha rispetto alle n ennuple del sistema come polari reciproci ri- 

spettivamente (pa)" (ps)? ...-(pn)"; quindi le curve W, determinate da (P.)", (P3)"... (P,)" 

sono dello stesso ordine e della stessa classe. Dunque: 

Teorema XXXI. Il ciclo di n? punti (P)?° si scompone innci- 

cli projettivi (P;)2 (P))....(P.)2 rispetto alle n ennuple di 2° spe- 

cie (A) (B)"....(N)" di un dato sistema del ciclo $S,° (Teor. XXIV), 

i quali sono situati sopra altrettante «curvo W algebriche del 

medesimo ordine e medesima classe. A questi cicli corrispondono 

per polari reciproci, i cicli projettivi (pa) (pi). .... (pa) formati 
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con le rette di (p)°. Un:ciclo per es: (P.)2 ha per. polari reci- 

proci rispetto alle n ennuple del sistema i cicli (pa). (pa)... (pa) 

Teorema XXXII. Ogni punto od ogni tangente delle curve A, le 

cui equazioni rispetto al triangolo fondamentale di $,° non con- 

tengono che le n" o multipli delle n” potenze delle variabili dà 

luogo ad un ciclo di n? punti inscritto in esse o di n? rette cir- 

coscritto ad esse. Una curva A ha la stessa polare reciproca 

rispetto alle coniche del ciclo S,2. E viceversa data una curva 

A, vengono ad essa coordinati infiniti cicli di n? coniche $,, 

che hanno lo stesso triangolo conjugato, e rispetto alle quali la 

A, ha la stessa polare reciproca. 

Per dimostrare l’ ultima parte del teorema consideriamo un ciclo di n? punti 

(P)"?, le cui coordinate sono della forma r°%1,7° ya, 3. Essi formano non solo un 

ciclo di n? punti rispetto al ciclo S,° dato dalla conica 21° + 22° + 23°? = 0, che 

abbiamo sin qui considerato, ma anche rispetto a quelli determinati da qualunque 

conica della forma: i 
d1X + a9 09 + a3.03* = 0. 

Se tiriamo una retta p qualunque, essa incontrerà una o più curve A, in 

un certo numero di punti (XY Z...) le n°—1 rette del ciclo (p)"* taglieranno le 

stesse curve A nei punti Xj Y, Zi..., Xa Ya Zo.... ecc. che formano coì primi i cicli 

(DO) al (9) FAN (2) fee ce Mas ihr 

(XYAZ) ATE YZ) AIA Va Zi. e) 

Infatti due rette qualunque del ciclo (p)"® appartengono sempre ad un ciclo 

projettivo (p)* o rispetto ad un’ennupla di 1 specie o rispetto ad un’ennupla 

di 2° specie. Alla retta p rispetto alle 3n ennuple di 1° specie corrispondono 3n ci- 

cli projettivi, ove entrano oltre la p, 3.(n—1) rette del ciclo (p)?°. — Rispetto agli 

(n—2) sistemi di n° ennuple di 2* specie, corrispondono alla p (n—2) cicli pro- 

jettivi, e siccome in ogni ciclo oltre la p entrano n—1 rette del ciclo (p)”*, così 

la p in tutti questi cicli è unita con (n—1) (n—2) rette di (p)"* e in tutto con 

3(n—1)(n—1)(n—-2)=n?-1. rette 

GUCE ed GL i 
Per retta p possiamo pigliare una tangente di una curva A, il cui punto di 

contatto sia Q, e i cui punti d'incontro coi lati del triangolo fondamentale siano 

R, S, T. Allora si ha, per quello che si è detto precedentemente, 

(QRST) = (QR1S;T;) =... ..= (Qn*Rn:S,2T,2) 

Analogamente -projettando dai punti Q Q1.... Q,3 di A i vertici del triangolo fonda- 

mentale, mediante le rette a de, @1 di ci, d2 da ca ecc. si ha: 

(a be P) (a, di (671 P1) SS 00000 =(G,3 bn? Cn2 Pn) 

Teorema XXXII. Il ciclo (t)°° corrispondente ad una tangente t, 

di una curva A è circoscritto ad A. Il punto di contatto e i tre 

punti d’incontro con i Pati del triangolo fondamentale formano 

in ciascuna di queste tangenti un rapporto anarmonico costante. 

Vale anche la proprietà correlativa. 
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Teorema XXXIV. Se abbiamo una curva A la cui equazione è della 
forma 

tia a + ga = 0 

A questa è coordinato un cielo di n2—1 curve A, che si mettono 
sotto la forma 

PESA PRARZEARA(() 

Se di un punto P (y17273) ttoviamo le rette polari rispetto a queste 
n° curve A, esse formano un ciclo (p)°° di rette rispetto alle n? 
coniche di S, — Queste rette sono poi anche le polari dei punti 
di (P)"° rispetto alle stesse curve A. Ciò non ha luogo solamente 
per le rette polari dei punti del ciclo (P)?°, ma bensì anche per 
le polari di un ordine qualunque. Lo studio delle curve A si collega inti- 
mamente con quello delle configurazioni da noi finora studiate. 

Le trasformazioni lineari che trasformano le curve A in sè stesse, dànno pre- 
cisamente luogo a queste configurazioni e a quelle che si ottengono scambiando le 
coordinate #4 2» x3 fra loro. 

Teorema XXXV. Dato un punto P(Y1Y293) scambiando yy y3 fra 
loro si ottengono altri 5 punti, che col primo determinano una 
conica e formano due triangoli omologici i tre maniere differenti 
per i centri di coordinate (0 1—1), (L 0—1), (1-1 0). 

Casì speciali. i - 

11. Se n=2 il ciclo S,° contiene 4 coniche; l’equazioni di esse sono: 
di Ro 3 — 0 

ei + a + 2 = 0 

ai — at + a = 0 (1) 
Ue ao — 3 = 0 

Con esse si possono formare 3n = 6 coppie di coniche, che si toccano in due punti 
di un lato del triangolo fondamentale. In tal caso non vi seno ennuple o coppie di 
2% specie, perchè n—2=0 (Teor. XXIV). Pel Teorema XXII ciascuna delle 4 
coniche è polare reciproca di sè stessa rispetto alle altre tre. — Esse tagliano il 

dn e lato 23=0 nei punti A, 1, queste coppie di punti, divi- xo xa 

dono armonicamente i vertici del lato 3==0 e si dividono armonicamente fra loro. 
Ad un punto P(71%273) corrisponde un ciclo di 4 punti cioè: 

Yi U2 Us — YU Ya Y33 1 Y2,Y3> Yi, Ya, — Y3. 
Dal Teorema XXXII si vede pure che facendo passare una conica per 4 punti 

di un cielo (P), essa ha la stessa polare reciproca rispetto alle 4 coniche di S,°. Ogni 
suo punto dà luogo ad un ciclo (P)? inscritto in essa, e così ogni sua tangente ad 
un ciclo ad essa circoscritto. Date due coniche qualunque Sy Sa e si vuol trovare la 
conica rispetto alla quale esse sono polari reciproche, si trovano quattro coniche di 
un ciclo Sa, rispetto alle quali S1 Sx sono due curve A polari reciproche. Sotto 

questo punto di vista fu primo Steiner a considerare le 4 coniche di un ciclo Sy? 
nel vol. 32 di Crelle. 

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — MemorIE — Von. IX.° 36 
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Le proprietà di queste coniche si trovano diffusamente studiate nelle stesse le- 

zioni di Steiner pubblicate dallo Schròter (‘). Altri pure se ne sono occupati; le proprietà 

principali però sono riassunte nelle poche righe antecedenti, oltre che qui conside- 

riamo le proprietà dei cicli di punti (P)f. 

12. Il caso in cui n=3 presenta molto più interesse del precedente, special- 

mente per la relazione che esso ha con la curva del 3° ordine. Il ciclo di 9 coni- 

che, che risulta, credo non sia stato studiato ancora da alcuno. Se facciamo n=3 

il ciclo S,° si riduce ad un ciclo di 9 coniche. Abbiamo 3n=9 terne di 1 spe- 

cie e n—-2=1 sistema di 3 terne di 2* specie (A)(B)*(C)?. 

Teorema XXXVI. Pel caso n=3 il ciclo S3*? contiene 9 coniche. 

Con esse si formano 12 terne, 9 di 1* specie e 3 di 2°. Se di una 

conica di una terna si trova la polare reciproca rispetto ad un’ al- 

tra della terna, si ottiene la terza conica di essa (Teor. XIX, XXII, 

XXIV). 

Le coniche del ciclo $3%, disposte secondo le tre terne di seconda specie sono 

(A)? (B)° (0) 
i+ x + a =0 a+ a+ at =0 rat aa 3 = 

raat+rixt+x2=0 rr a+ x + 3 =0 ai +12 29 + a =0 

rar aot+a3*=0 rat+r0a8+a3=0 rad +r ca + a3—=0 
Si annullano i due invarianti Aa», A11, simultanei di due delle coniche di una terna, 

invarianti che per due forme qualunque ternarie @,°==0 u?,==0 si mettono sotto 

la forma: | 
dad da ove i=(00);, «= (00); 

tenendo conto che: 
leges g®=0 

Dunque: 
Teorema XXXVII. Ci sono infiniti triangoli inscritti e circoscritti 

ad una qualunque delle tre coniche di una qualunque delle tre 

terne di 2° specie, che sono conjugati rispettivamente alle altre 

due coniche della terna. 

Ad un punto P (7,273) corrisponde un ciclo di 9 punti (P)* che ha Jo 

stesso ciclo polare reciproco (p)® rispetto alle 9 coniche del ciclo $3°. Rispetto alle 

9 terne di 1° specie il ciclo (P)° si scompone in 9 cicli projettivi di 3 punti, 

situati rispettivamente in 9 rette, passanti tre a tre per ciascun vertice del trian- 

golo fondamentale. Rispetto alle tre terne (A)? (B)? (0)? si separa invece il ciclo (P)° 

in tre cicli (P.)? (P))? (Po). Essi sono: 

(Pa)? (P,)} (E 
Yi Va yi tia Ya TY Ya Y 
PYI TY, Ys Yi TY Y3 Y 1°Ya Y3 
rà, Tya Y3 riyi 1°Ya Y3 TY TYa Ys 

le rette dei cicli (pa)? (p,)} (p.)} hanno le stesse coordinate. Il ciclo (P.)* ha ri- 

spetto alle tre terne (A)? (B)* (0)? per polari reciproci (pu)? (0)? (po)?; (P,)* invece 

(') Steiner'sche Vorlesungen, Veber harmonische Kegelshnilte. 
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ha per polari reciproci rispetto alle medesime terne ordinatamente (p;)? (p))} (pa)? 

e (Po), (pa? (pa) (01)? (Teorema XXXI). Dalla forma stessa delle coordinate dei 
punti di una delle terne (P.)? (P,)} (P.)}? ed anche dal Teorema XXXI, si vede che 
i punti di una di esse sono situati su tre coniche, che toccano ordinatamente due 
lati del triangolo fondamentale nei due vertici del terzo. Dunque: 

Teorema XXXVII. Il ciclo di 9 punti corrispondenti ad un punto 
1 sia 1, 2,3, 4,9,6,7,8,9. Esso ha lo stesso ciclo polare reciproco 

rispetto alle 9 coniche del ciclo S3%. Esso si scompone in 9 cicli 

projettivi di 3 punti rispetto alle 9 terne di 1° specie, situati 
sopra 9 rette 123, 456, 789; 369, 147, 258; 348, 267, 159; le quali 
passano rispettivamente tre a tre per i vertici del triangolo fon- 

damentale. Il ciclo (P)° si scompone pure in tre cicli (P.)} (P.)? 
(P.)? rispetto alle tre terne (A)? (B)? (0), cioè 168, 249, 357. Uno 
qualunque di questi cicli è situato in tre coniche, che toccano 
rispettivamente due dei lati del triangolo fondamentale nei ver- 
Lic die)l ttelnzio. 

Abbiamo visto che per un’ennupla di 1° o 2° specie i gruppi (Ri) ed (Ra) 

generati da due coniche C, C, dell’ ennupla coincidono con |’ ennupla stessa. 

Abbiamo visto pure, che scegliendo un punto d’incontro delle due coniche C Cs, il 

gruppo (P) corrispondente è reciproco di sè stesso rispetto alle due coniche C, C» 

(Teor. X); per due coniche qualunque di un’ ennupla di 2° specie si ha invece 

un poligono di n lati ed n vertici che è polare reciproco di sè stesso rispetto alle 

coniche dell’ennupla; nel caso n=3 si ha: 

Teorema XXXIX. Se un punto del ciclo (P.)° per es. è uno dei 
punti d'incontro di due delle coniche di una delle tre terne (A)? 
(B)? (C)?, oppure uno dei punti di contatto di una delle tangenti 

di esse, esso forma un triangolo reciproco di sè medesimo rispetto 

alle coniche della terna. 

Se il punto P è in uno dei lati del triangolo fondamentale il cielo di 9 punti 

si riduce a un ciclo di tre punti, che formano un ciclo projettivo, ossia che formano 

con uno dei vertici di quel lato un rapporto equianarmonico. Il ciclo così ridotto ha 

un solo ciclo (p)* polare reciproco rispetto a tutte le 9 coniche del ciclo $3%, dunque: 

Teorema XL. Se il punto P è situato in uno dei lati del trian- 

golo fondamentale, il suo ciclo corrispondente (P)° si riduce a 

un ciclo projettivo di tre punti (P)}, che formano un rapporto 

equianarmonico con ciascuno dei vertici del triangolo inquel lato. 

Esso ha un ciclo di tre rette (p)° polare reciproco rispetto 

a tutte le 9 coniche di $3°. 

13. Consideriamo i due cicli per es. (P,)* e il suo ciclo polare reciproco per es. 

rispetto alla terna (A). Le coordinate dei tre punti del ciclo sono: 

uo A 9 

DO Y TY % 

i ray TY Y3 

e queste sono anche le coordinate delle tre rette del ciclo (pa)3; ebbene si vede 
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che questi triangoli sono prospettivi in tre maniere differenti e che i tre centri di 

prospettiva (come anche le tre rette di omologia) formano un ciclo (Q,)} projettivo 

rispetto ad una delle terne di 2° specie. Ciò si dimostra facilmente anche per via 

sintetica. Infatti supponiamo che la polare di P rispetto ad una delle coniche di (A) 

sia pi, di questa il polo rispetto ad una delle altre due sia Pa, di questo la polare 

rispetto alla 12 sia pa, di questa il polo rispetto alla 2° sia P3, di questo la 

polare rispetto alla 1a sia p3, di questa il polo rispetto alla 2° sarà P,. Chiamo i vertici 

del triangolo pi pa p3 con Qi Qa Q3 È chiaro che i punti consecutivi di P, sono in 

un dato senso Ps Pz, nel senso opposto Pz Pa. Invece Qi nel primo senso ha per con- 

secutivi Q3 Qa e nel secondo Q, Qz. Siccome i due triangoli Pi Pa P3, p1 2293 sono polari 

‘reciproci, così le rette P, Qi, Pa Q, P3 Q3 passano per un punto 0,. Queste ultime 

tre rette non sono però consecutive, per quel che si è detto, dunque chiamandole a; 

bi ci le rette consecutive di esse cioè 4, 43, Da di, Ca €3, congiungono due a due i 

vertici dei due triangoli P, P, P3, QQ Qi, e le rette @» da c2, 43 d3 c3 s'incontrano 

perciò. in due punti 0, e 03. I punti 0, 0» 03 evidentemente formano an ciclo (0,)? 

rispetto alle coniche della terna (A)? e perciò anche a quelle delle altre due (B)? e (C)}. 
Teorema XLI. Uno dei cicli (P.)} (P.)? (P.)? e uno qualunque dei 

cieli (pa? (pi)? (pì formano due triangoli omologici in tre ma- 
niere differenti e i tre centri di omologia formano un ciclo di 

tre punti (0,)}. Analogamente per le tre rette di omologia. 

14. Due cicli qualunque (P)?, (Q,)}, non individuano una conica, perchè 

essa dovrebbe toccare due dei lati del triangolo fondamentale nei vertici del terzo, 

ed allora (Q,)? per es. non sarebbe più arbitrario. Un ciclo (R)3 situato sopra uno 

dei lati fondamentali, e i due cicli (P,)? (Q,)? determinano una sola curva del 3° ordine. 

Ogni punto M di questa curva pel Teorema XXVIII, dà un ciclo (M,)? inscritto in 

essa; analogamente per ogni sua tangente. La sua equazione dunque rispetto al 

triangolo fondamentale è della forma: 

C+ do + 33 + 6h, =0 

da cui risulta che essa ha nei punti di (R)? tre punti d’inflessione. 

Teorema XLII. Un ciclo (R)° situato in un lato del triangolo fon-- 

damentale e due cicli qualunque (P.)) (Q.)} sono situati in una 

curva del 8° ordine, che ha nei punti (R)} tre dei suoi flessi. 

Applicazione del caso n=3 alla curva del 3° ordine. 

15. Sia data una curva C3 generale del 3° ordine nella forma canonica cioè: 

%43 + do} + 33 +6 kai Ly Kg = 0. 

È evidente che a questa curva è coordinato il sistema S'} di 9 coniche cioè: 

3 3 3 (A) (B) (C) 
ge leg =0 ret + ant +a3=00 rae+ ad +a3=0 

vai 1x0 + a3°—= 0 es RR MEO( ie ave 3 2 ) 
rie— rag + x3*°=0 rat rag + 3 =0 va rata 0) 1 2 3 1 2 3 lata p 3 

Se il punto P (Y1%»%3) è situato sulla curva C3, ci sono pure situati gli altri 

due punti del ciclo (P,)* ossia 7/1, 72ya, Y3; 12V1, "Ya, Y3; mentre i 6 punti dei cicli 

(P,)3(P.)? cadono fuori della curva. Così ha luogo per ogni tangente di C3 (Teor. XXVII) 

DE 
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l'equazione in coordinate di rette della Cz non può perciò contenere che le 3° o 

multipli delle 3 potenze delle variabili, oppure delle potenze del prodotto delle tre 

variabili, come si sa benissimo. Il triangolo fondamentale, come si vede, è uno dei 

trilateri della curva C3, e si trova perciò la C3 nelle stesse condizioni di quella del 

Teorema XLI. Invece del ciclo (1) possiamo considerarne infiniti altri, basta supporre. 

le variabili 21° 22? 23% dotate di coefficenti 41, 4a, ag del tutto arbitrarî, ma che 

restano gli stessi per le curve di un medesimo ciclo $3?, e che noi abbiamo supposto 

fin da principio positivi. Il ciclo (P)*, secondo quello che si è detto al n. 10, ha le 

stesse proprietà rispetto a tutti questi nuovi cicli S3® e così pure la C3. Per i 3 altri 

trilateri della 03 corrispondono al ciclo Sy? tre altri cieli analoghi di 9 coniche, 

prendendo sempre aj=d,=43=1 e così pure rispetto ad un altro ciclo $3* qualunque, 

mantenendo gli stessi a per i quattro trilateri. 

Teorema XLIII. Presa una curva del 3° ordine ©; qualunque, ci 

sono tre terne di coniche (A)? (B)? (Cf di un ciclo S3?, rispetto alle 
quali la curva è nelle condizioni del Teorema XLI. Il triangolo 

fondamentale è un trilatero della curva. Rispetto a ciascun tri- 

latero della curva c’è un sistema doppiamente infinito di questi 

cieli Ss 

‘ Teorema XLIV.Ilciclo(P)° corrispondente ad un punto P rispetto 

ad uno qualunque dei cicli Sg, che si riferiscono ad un trilatero 

della curva, si decompone in tre cicli projettivi (P.)}, (2)? (2). 

Se uno dei punti di questi cicli è situato sulla 03, gli altri due 

punti del ciclo cadono nella C3. Le tangenti in questi punti for- 

mano un ciclo projettivo di tre rette, rispetto ad una terna qua- 

lunque del ciclo Sg? 

Teorema XLV. Il punto di contatto e i tre punti d'incontro delle 

tre tangenti di un ciclo, circoscritto alla C,, con i tre lati del 

triangolo fondamentale, formano un rapporto anarmonico costante 

per tutte e tre le tangenti. Analogamente le tangenti in tre punti 

di un ciclo (P.), inscritto nella C3, e le tre rette che li congiun- 

gono con i tre vertici del triangolo fondamentale, dànno un rap- 

porto anarmonico costante per tutti e tre i punti. 

16. Abbiamo visto (Teor. XXXVII) che un ciclo (P,)° determina tre coniche, 

che toccano rispettivamente due dei lati del triangolo fondamentale nei vertici del 

terzo; una tale conica incontra la Cz in due cicli (P.)}, (Q)?; perchè dato un punto P 

comune alla conica ed alla C3, il ciclo (P,)* è situato tanto sulla conica come sulla 

C3. Per uno di questi cicli per es. per (P,)? passano due altre coniche, che hanno 

la stessa proprietà, dunque: 

Teorema XLVI. Una conica, che tocca due lati del triangolo fon- 

damentale nei vertici del terzo, taglia la 03 in 6 punti di due cicli 

projettivi (P.) (Q.3), rispetto alle terne (A)? (B)} (C)} dei cicli $3%, 
che si riferiscono a quel triangolo. Se la conica tocca la Cz in un 

punto, i due cicli (P.)? (Q,)? coincidono, cioè la conica toccherà 

la C3 in tre punti. 
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Le coniche dei cicli S3?, n. 15, sono tutte immaginarie se il triangolo fonda- 

mentale è reale. Consideriamo il trilatero della Cg i cui lati riferiti al trilatero 

reale sono: 

a+ da += 9% 

Ta + 12%, + d3= 2 i (1) 

rx dd Ki, 4 Kg,= xg. 

Tre delle 9 coniche del ciclo S3"? corrispondente ad S3'? che si riferisce a questo 

trilatero, formano una terna reale, le altre sono immaginarie. Esse sono: 

TRE ce 2% Cg = 0 

Lo} =E 294 dg = (0) (2) 

Lg + 20% X%g=> 0. DI) 

Invece le nove coniche di un altro cielo $3* corrispondente ad un altro ciclo $3?, 

che si riferisce al 1° trilatero, sono tutte immaginarie. Come ben si vede le coniche (2) 

toecano rispettivamente due lati del triangolo fondamentale nei vertici del terzo. 

Per gli altri due trilateri, le cui equazioni rispetto al trilatero reale sono ('): 

Xi VXg + do = 0 di Te, 43 = 0 
XI + Xg + %3=0 te, + da + 0g = 0 (3) 
riv + rr, + 23 = 0 ra + Teo +Q3=0 

le 9 coniche dei cicli $3'"* Sy”? corrispondenti al ciclo :$3/? sono immaginarie. 

Osserviamo pure dall’equazioni dei lati dei tre trilateri riferiti a quello reale, 

che essi formano un ciclo di rette (p)® rispetto al primo trilatero. I vertici dei tre 

trilateri formano invece un ciclo di 9 punti (Q)? dunque: 

Teorema XLVII.I9 lati di tre trilateri della C3 formano tre cicli 

projettivi (p.) (pi)? (pa) di un cielo (p)°, e i loro vertici formano 

tre cicli (Q.)? (Q)? (Q)? di un ciclo (Q)® rispetto ai cicli $3%, che si 

riferiscono al 4° trilatero. 

17. Rispetto alle coniche delle tre terne (A)* (B)? (C)* del ciclo $3'? ha la curva 03 
tre curve polari reciproche. Infatti ad un ciclo (P,)} inscritto in €3 corrispondono 

tre cicli (po), (04), (pa), polari reciproci rispetto alle coniche delle tre terne. I 

tre punti d’inflessione di C3 sopra uno dei lati del triangolo fondamentale formano 

un ciclo (R)* (Teor. XL), e questo ha per polare reciproco rispetto a tutte le co- 

niche di un ciclo S3* un ciclo (r)?; se questo ciclo è S3'2, le rette del ciclo (r)? 

sono le tre rette armoniche dei tre flessi; onde le tre curve reciproche di Cz ri- 

spetto alle coniche del ciclo S3'?, toccano le 9 rette armoniche dei 9 flessi di C3. 

Analogamente per i cicli Sg" S3? S3"2, dunque: 

Teorema XLVIII. La figura dei 9 punti d’inflessione della Cz e 

quella delle 9 rette armoniche sono polari reciproche rispetto 

alle 86 coniche dei 4 cicli Sy? Sg"? Sy"2 Sy" che si riferiscono 

(*) Vedi Clebsch, Vorlesungen ueber Geometrie, p. 572. 
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rispettivamente ai 4 trilateri della curva. Tre sole di queste 36 co- 

niche sono reali e formano una terna di uno dei quattro cicli ('). 

18. Ad una curva L corrisponde rispetto ai cicli $3* un ciclo di 9 curve, che 

si scompone in tre cicli (L,)* (L,)* (L,)?. Ora se una curva di uno di questi cicli 

ha una certa proprietà projettiva con la C3, è chiaro, che la stessa proprietà l'avranno 

pure le altre due curve del ciclo, dunque: 

Teorema XLIX. Ad una curva L corrispondono tre cicli (L,)} (L,)? 

(L.)}, rispetto ad uno qualunque dei cicli S3?, che si riferiscono 

ad uno dei trilateri della C3. Se una curva di uno di quei tre 

cicli ha con la C3 una proprietà projettiva, le altre due curve 

del ciclo avranno con la Cz la medesima proprietà. 

Consideriamo ora il fascio sizigetico: 

at do + a+ 610% =0. (1) 

Una curva qualunque f di esso ha la sua Hessiana A nel fascio stesso. Due 

punti conjugati P, Qi dell’ Hessiana rispetto alla f, dànno luogo a due coppie di 

punti Pa Q», P3 Q}, che formano coi due primi due cieli (P.)* (Q)3, inscritti pure 

in A. Ps Qa, P3 Q; sono anche coppie di punti conjugati rispetto alla f. Infatti P, 

ha la proprietà, che la sua conica polare rispetto alla Cz ha un punto doppio in Q;; 

ebbene pel teorema precedente i punti P, Pz avranno la stessa proprietà, così Q» Qsz. 

Questo si vede facilmente anche analiticamente. Onde uno dei sistemi di punti conju- 

gati di A si trasforma in sè stesso, rispetto ai cicli S3%, che si riferiscono ai 

trilateri di A. 

Teorema L. In una Cz un sistema di punti conjugati si trasforma 

in sè stesso rispetto ai cicli $3%, che si riferiscono ad uno qualun- 

que dei suoi trilateri. 

19. Le rette, che congiungono due a due i punti di un cielo Se si da un punto 

È 71 ERI LIA gi Il r 
(071 Ya Yz), hanno per coordinate (112), (È L), ——--— } e formano 

Yi Y> Y3 Yi DA Y3 Ya Ya Y3 

perciò un ciclo (9,)*. Le 6 rette che congiungono due a due i punti dei cicli (P,)* 

(P.)? formano i due cicli (9)? (g)?. Ora se consideriamo un ciclo (P,)? inscritto 

nella C3, i lati di esso formano un ciclo (92)3, ei loro ulteriori punti d'incontro con 

la Cz formano un altro ciclo (N,)?, perchè essendo N} il punto d’incontro di gi con 

C3, è evidente che i punti No N3, che formano con N ilgruppo (N)? sono situati 

sulla C3 ed anche in 9393, dunque: 

Teorema LI. Se dei lati di un ciclo (P.)z inscritto in C3 si tro- 

vano i tre ulteriori punti .d’incontro con 03, essi formano un ciclo 

(Q.)}. — Che relazione hanno i successivi cicli che si ottengono 

continuando l'operazione col cielo (Q,)? ece.? 

20. Nel fascio sizigetico sciegliamo la curva 

i 018 + 033 + 233 — 6mr* x, ca gx =0 (1) 

ove r? è una delle radici cubiche dell’unità. Se il punto Pi (yi » %3) è situato 

(') Queste 36 coniche furono incontrate per altra via dal prof. Battaglini in una sua recente 

Nota, che fa parte di un volume, che si sta pubblicando in onore del Chelini. 
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sulla (1) allora non solamente vi sono situati i punti (#1, 1242, 7/3) (01271 7%, 93) ma 

anche ì punti (1/1, 7/2, Y3); (Yi Ya: %3), (1°41, 1°/2, Y3) © perciò i due cicli (P.)* (P,)} 

sono inscritti nella (1). Prendendo in considerazione tuttii quattro trilateri del fascio si ha: 

Teorema LII. Ci sono rispetto ad ogni trilatero di un fascio sizi- 

getico due sistemi di curve C3 per le quali, dato un punto P o una 

tangente g di esse, due dei cicli (P.)? (P)} (P.)} 0 (44)? (4) (g)} sono 
inscritti in esse o circoscritti ad esse. 

Finalmente sia &=0, la curva 
213 ita, 0093 2nl 28 — 0) (2) 

è una curva A. Un suo punto P od una sua tangente g dà un ciclo (P)? inscritto 

in essa od un ciclo (q)? circoscritto ad essa. La curva ha la stessa polare reciproca 

rispetto alle coniche di un ciclo qualunque S3*, che si riferisce al triangolo fonda- 

mentale (Teor. XXXII e segg.). 

Teorema LIII. In un fascio sizigetico di curve-C3 c'è rispetto ad uno 

qualunque dei trilateri del fascio una curva equianarmonica, per la 

quale, dato un suo punto P od una sua tangente g il ciclo (P)° o (9) 

corrispondente è inscritto in essa o circoscritto ad essa. Essa ha ri- 

spetto alle 9 coniche di un ciclo qualunque S3%, che si riferisce a quel 

trilatero, la stessa polare reciproca, che varia da ciclo a ciclo, e che 

è una curva equianarmonica di 3° classe. Ogni punto od ogni tangente 

della curva equianarmonica di 3° ordine dà luogo rispetto ad un tri- 

latero a un ciclo di 6. 9—=54 punti inscritto in essa o di 54 tangenti cir- 

coscritto ad essa (Teorema XXXV). 

Il caso n=4==2.2 dà luogo ad un cielo S,° di 16 coniche, che pel teorema XX 

si decompone in 4 cicli $,*?. La curva A 

4 bi == LA ata Xg4 —- (1) 

ha una stretta relazione con questi gruppi di 16 coniche ed ogni suo punto P ed 

ogni sua tangente q dà un ciclo di 16 punti (P)!° inscritto nella curva o di 16 rette 

(q)!9 circoscritto ad essa. Se poi si scambiano Ie coordinate fra loro da ogni punto 

o da ogni tangente della curva se ne ottengono altri 5, che soddisfano il teorema XXXV. 

Onde ogni punto od ogni tangente della (1) dà luogo ad un ciclo di 96 punti inscritto 

nella curva o di 96 rette circoscritto ad ‘essa. 

I punti o tangenti singolari della curva devono somministrare dei gruppi speciali. 

Pongo fine alla discussione di questi ed altri casi speciali nel piano. Siccome 

i casi n=2 ed n=3 presentano tanto interesse, è probabile, che dando ad n altri 

valori si ottengano altri gruppi di coniche ed altri cicli di punti, non senza interesse. 

Passo ora a sviluppare la medesima teoria nello spazio, tralasciando però tutte quelle 

dimostrazioni o teoremi, che si enunciano nella stessa guisa nel piano. 

PARTE II. 

21. Nello spazio invece di considerare due coniche C, C, come nel n. 1 consi- 

dero due superficie di 2° grado C; C, cioè: 

ti ol x _0 (1) 
1% + G0%3° + dg + Un = 0 (2) 
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Se per un punto Pi (417273 Ya) operiamo la trasformazione polare nei senso C, C, 

abbiamo una serie di punti Pi Pa... P,..., le cui coordinate sono della forma 

a" y;, e analogamente quelle della serie dei piani polari Il, Ia. . . HI... La 

trasformazione polare nel senso C, C; ci dà la serie di punti P_y Pg . . . P_n . .- 

le cui coordinate sono della forma a; y;, così quelle della serie dei piani polari II 

Tl_y... II, ... Le coordinate dei punti consecutivi di P, sono dunque della se- 

guente forma: 
: aa Yi (3) 

ove m è un intero qualunque. È chiaro, anche qui, che il gruppo (P) determina due 

spazî projettivi, perchè i poli di un piano rispetto a due superficie di 2° grado Ci Ca, 

formano due spazî projettivi, i cui punti uniti sono i vertici del tetraedro conjugato 

comune delle due superficie Cy C,. Se il punto Py si muove in una retta 7, i suoi 

consecutivi si muoveranno nelle consecutive di r, descrivendo delle punteggiate pro- 

jettive; se P1 si muove in un piano II,, ì suoi consecutivi si muoveranno nei piani 

consecutivi di IT,, generando dei piani punteggiati projettivi; se P, si muove in uno 

spigolo del tetraedro fondamentale, tutti i punti del gruppo (P) si muoveranno in 

quello spigolo, se invece Pi si muove in una delle faccie di quel tetraedro, tutti i 

suoi consecutivi si muoveranno pur essi in quella faccia. 

Dunque per le due superficie C, Ca valgono i teoremi analoghi 

ai teoremi I e II dati per le coniche, ed inoltre 

Teorema LIV. Seil punto (P)è situato sopra uno spigolo del tetrae- 

‘dro fondamentale, il gruppo P è situato sul medesimo spigolo, se 

Pj è situato invece sopra una faccia di esso, il gruppo (P) è si- 

tuato su quella faccia, formando un gruppo. projettivo piano ri- 

spetto alle due coniche d’intersezione delle superficie CC, con essa. 

Se ledue superficie C, C, hanno unaretta comune e il punto P, giace 

in questa retta, ilgruppo (P) sarà situato sulla medesima retta. 

Se il punto Pi è un punto delle due superficie per es. Ci allora i piani del 

gruppo polare reciproco di (P) rispetto a C, Ca passano rispettivamente per un punto 

di (P), e i punti di (P) sono perciò due a due conjugati rispetto a O, e 03, in modo 

però che un punto del gruppo ha rispetto Ci e C, due punti conjugati distinti. Qui 

possiamo fare dell’analoghe considerazioni che abbiam fatto al n. 2, rispetto alle due 

superficie C, C3, per dimostrare che se due punti di un gruppo (P) sono conjugati 

rispetto ad una delle superficie C, C3, uno dei punti del gruppo è situato in una delle 

due superficie. Per le superficie C, Cx valgono i teoremi analoghi ai 

teoremi III, VI, VIL e IX. 

Teorema LV. Se il punto P; è situato sulle due superficie C, Ca, i 

piani del gruppo polare (II) di (P) passano ciascuno per due punti 

di (P). Analogamente se P, è uno dei punti di contatto di un piano 

tangente comune alle due superficie C Co. 

Siecome di un punto o di un piano di coordinate 123% sono consecutivi i 

punti o piani, le cui coordinate sono della forma @,° y,;, così di una retta, le cui 

coordinate sono p';,, sono consecutive le rette le cui coordinate sono: 

PP = Pi (4) 

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — MemorIE — Von. IX°. 37 
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ove n è un numero intero quaiunque. L'equazione di Ci e C» in coordinate di 

rette sono: 
Xp = 0 203 A P1,= 0. (5) 

I lati di un poligono, formato dalle rette, che congiungono due punti immedia- 

tamente consecutivi di un gruppo (P), oppure di due punti tali che gl'indici, indicanti 

il posto di essi in (P), diano una differenza costante, sono rette consecutive, che s° in- 

contrano rispettivamente nei punti Gi (P); ciò non vuol dire però che due rette im- 

mediatamente consecutive di un gruppo qualunque si debbano in generale incontrare. 

Se di un piano II troviamo i due poli rispetto a C, Ca e della retta congiungente 

di essi, troviatio le due conjugate rispetto a C, Ca, queste due rette sono imme- 

diatamente consecutive, dunque: 

Teorema LVI. In un piano II qualunque ci sono due rette imme- 

diatamente consecutive di un determinato gruppo, e infinite coppie 

di punti immediatamente consecutivi, che appartengono rispetti- 

vamente ad infiniti gruppi(P). 
22. Un gruppo (P) qualunque è inscritto in una curva trascendente W inter- 

sezione dei 4 coni, che si ottengono dall’equazioni 

par,=0"Y1, MX, —@" Ya, PX9= d3"Y3, PX=U" Yi 
eliminando fra tre di esse p ed n. Se di a 4 a Sono: 

aa DE 
COMOMOZIONOI “gi Ò 

Il gruppo (P) ha rispetto a tutte le superficie dei due gruppi (Ri) ed (R») [lo 

stesso gruppo polare reciproco (II), i piani di questo gruppo inviluppano ‘una super- 

ficie sviluppabile w, che è la polare reciproca di W rispetto alle superficie di (Ri) 

ed (Ra). Quindi ogni punto di W dà luogo ad un gruppo (P) inscritto in W, così ogni 

sua tangente o piano osculatore. Analogamente per la sviluppabile w. Abbiamo 

supposto però tacitamente a,» 03 4, (+), perchè altrimenti i punti di un gruppo 

non sarebbero situati solamente in una curva W. Osserviamo che lo spigolo di re- 

gresso di w è pure una curva W, e se la W è una curva algebrica, come può esserlo, 

allora ha. l'ordine eguale alla sua classe. Queste curve W come è chiaro, passano per 

due vertici del tetraedro fondamentale, toccano ivi due spigoli ed hanno ivi due faccie 

come piani osculatori. Se si ha per es. 
dg > 09 > ag D>UW 

i due primi coni (1) si DET ut sotto la AO forma: 

log 2 1a1og ii 

TT a O 
Va + log, 

A) (a) ù 
(') Vedi Battaglini I. c. 
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on =eo=0 e Questi sono due coni coi vertici in w1=%2=%3=0 e qa= 

con la generatrice x, =23=0 comune. 

Supponendo d103= dg pi = (4) 

da cui aa, = 033 dd = d3ì 

i coni (2) e (8) diventano di 2° grado cioè: 

> Mio n Ya 2 Yn 

mentre gli Di Si sono 

2 Sì) voi) 
Questi sono n) coni di terzo ordine con una 0 SE ed una 

d’inflessione. I 4 coni generano evidentemente una cubica gobba, che passa per i 

punti x1= = %3=0, %a= = 0 

e 2,=x,=0 ed ha nel primo per piano osculatore il piano 21==0, nel 2° il piano 

xc,=0. Questo risulta chiaro dalle equazioni dei coni stessi e sapendo che projet- 

tando una curva gobba da un punto di una sua tangente, il cono projettante ha 

questa retta come generatrice cuspidale, se esso ha ivi anche una generatrice d’infles- 

sione, vuol dire che il piano tangente al cono lungo questa generatrice contiene due 

tangenti della curva infinitamente vicine ossia che è un piano osculatore della curva. 

Presi due punti Ax, A, qualunque di una cubica gobba e i piani osculatori e le 

tangenti in essi alla curva, e di queste si trovano rispettivamente i punti d'incontro 

As Az coi due piani osculatori, si ottiene un tetraedro A, As Az Ax, rispetto al quale 

la cubica gobba si trova nelle stesse condizioni della precedente rispetto al tetraedro 

fondamentale. 
Teorema LVII. Un gruppo projettivo (P) qualunque è situato 

nello spazio in una curva gobba trascendente W. Del gruppo (P) 

è polare reciproco rispetto a tutte le superficie di (R,) e (Ra) 

un gruppo projettivo (II), il quale genera la sviluppabile w, po- 

lare reciproca di W rispetto a quelle superficie. Ogni punto od 

ogni tangente od ogni piano tangente e osculatore di W dà luogo 

ad un gruppo inscritto in essa o circoscritto ad essa. Analoga- 

mente per w. Le curve W passano per due vertici del tetraedro 

fondamentale, toccano ivi due spigoli ed hanno in essi due facce 

come piani osculatori. La loro superficie sviluppabile è una su- 

perficie w (Vedi Teorema LXI). 

Teorema LVIII. Le curve W possono essere algebriche, esse 

hanno l’ordine eguale alla classe. Di queste curve fa parte la 

cubica gobba. 

Teorema LIX. Presi due punti AA, di una cubica gobba e co- 

struiti i punti d’incontro Az Ay delle tangenti in essi coi piani 

osculatori in essi alla curva, si ottiene un tetraedro Ai As A3 Ax. 

La cubica gobba è una curva W rispetto ad infiniti sistemi di 

gruppi (R;) ed (Ra) di superficie di 2° grado, che si riferiscono 

a quel tetraedro 

2 
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Teorema LX. Alle curve W appartengono gli spigoli opposti 

del tetraedro fondamentale. Due curve W non possono avere in 

comune altri punti all’infuori dei vertici del tetraedro fon- 

damentale ed altri piani osculatori o rette tangenti all’infuori 

delle facce o spigoli di esso. 

23. Le curve W gobbe hanno analoghe proprietà delle curve W piane incon. . 

trate al n. 3. Esse hanno per equazioni differenziali, supponendo x,=1, a,=1 e 

Xa=%%, = GESTI 

dy __loga» y dz _ logaz z 

de  loga °° de © loga, x (1) 

che risultano da due dei 4 coni, trovati al n. 22. Se ora si considera la trasfor- 

mazione infinitesima 
e=2' +loga1. e’. dm 

y=Y + log 00. y. dm (2) 

z=z' + log az. 2°. dm 

le curve W mediante questa trasformazione si trasformaro in sè medesime, in modo 

che ripetendola infinite volte si può passare da un punto di W ad un altro qua- 

lunque di essa ottenendo una trasformazione finita della forma 

NSA AI MINI (3) 

Da ciò si vede che due punti qualunque di W si possono considerare come 

punti immediatamente consecutivi di un gruppo (P), rispetto ad un sistema di due 

gruppi di superficie (R,) ed (Ra), che si riferiscono al tetraedro, invariabile nella 

trasformazione (2), i quali dipendono dalle quantità @1, ca, a. Ha luogo perciò. 

per le curve gobbe W il teorema analogo al teorema XII. Un 

teorema analogo vale pure per le superficie sviluppabili w. 

Si ha pure: 

Teorema LXI. Le curve W non possono avere dei punti o tan- 

genti singolari che nei vertici o spigoli del tetraedro fonda- 

mentale. Le superficie sviluppabili w, non possono avere altri 

piani singolari all’infuori dei piani del tetraedro fondamen- 

tale. i 
Teorema LXII. Il punto di contatto P di una tangente di una 

curva W e i tre punti d’incontro di essa con tre facce del te- 

traedro fondamentale, formano un rapporto anarmonico costante 

qualunque sia la tangente di W. 

Se dai punti di W projettiamo i vertici del tetraedro fon - 

‘ damentale si ottengono delle stelle projettive, nelle quali si 

corrispondono i piani osculatori di W. 

Teorema LXIII. Uno dei punti d’incontro P di una curva W con 

una delle superficie dei gruppi (R,) ed (R»), dà luogo ad un gruppo 

(P) inscritto in W,i cui punti sono due a due conjugati rispetto alle su- 

perficie dei gruppi (R;) ed (Ra). Analogamente per un piano osculatore 

di W tangente ad una di quelle superficie. 
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Se la curva W tocca in un punto una delle saperficie di (R,) e (R.), 

i piani tangenti della sua superficie polare reciproca w rispetto a 

quelle.superficie, sono tangenti a W, se invece il piano osculatore di 

W nel punto di contatto è anche tangente alla 1° superficie, la W ha 

per sua polare reciproca rispetto a (Ri) e (Ra) la sua stessa superficie 

sviluppabile. 

24. Secondo il n. 21 le formole di trasformazione per due rette consecutive 

sono ppa=@ da" Pix | (1) 
Data una retta è evidente che tutte le sue consecutive generano una superficie 

rigata F, che conterrà tutte le curve W generate dai punti della retta. L’equazioni, 

che determinano la superficie F, corrispondente alla retta p,, è data da tre delle se- 

guenti equazioni: 
1 1 

P12 Vere A, (i i a, 0) 

P'12 TU \Pa i 

È chiaro che questa superficie può essere algebrica qualora gli esponenti siano 

proporzionali a numeri razionali. 

Teorema LXIV. Le rette di un gruppo projettivo (r) sono situate in 

una superficie rigata F. Ogni retta della superficie dà luogo ad un 

gruppo inscritto in essa. Essa ha la stessa polare reciproca ri- 

spetto alle superficie di (R;) ed (Ra). 

Teorema LXV. Se le due rette, che generano due superficie F, 

s’incontrano, le due superficie F s’incontrano in una curva W 

ed hanno una superficie sviluppabile w comune, oltre gli spi- 

goli del tetraedro fondamentale, pei quali esse passano. Se 

invece quelle due rette non s'incontrano le due superficie F non 

hanno nè alcuna curva W nè alcuna sviluppabile w comune. Le 

superficie F hanno tutte le loro rette singolari negli spigoli 

del tetraedro fondamentale. 

Teorema LXVI. Se una superficie F, ha una retta comune con 

una delle superficie di (R;) ed (Ra), essa è reciproca di sè stessa 

rispetto a tutte le superficie (R,) (Ra). 

Teorema LXVII. Le generatrici di F, tagliano le 4 facce del te- 

traedro fondamentale secondo 4 punti di un rapporto anarmo- 

nico costante (?). 

Come per le coniche qui si può dimostrare che al massimo 

(n+ 1) (n+2) (n+ 3) 

2.9 

gruppo (P) possono essere situati in una superficie dell’ ordine n, 

perchè se ce ne fosse uno di più sarebbero tutti situati sulla 

superficie. Però si può cercare la posizione speciale di C; C,, in 

—1 punti immediatamente consecutivi di un 

(') Battaglini I. c. 

(€) Vedi Klein e Lie, Comptes rendus p. 1222 e 1275, 1870. 
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(n+1) (n+2) (n+3) 
modo che Ra ocean a punti di un gruppo (P), ma non im- 

mediatamente consecutivi siano situati in una superficie d’ordine n. 

Se loga, : logaa : logaz : loga,=n 9: ngi ny 

essendo n, na n3 n, dei numeri razionali, la C, si pone sotto la forma 

Det lgiz/— 0). | 
25. Ora data la superficie C = 212 + 22° + 23* + 2,20 vogliamo determinare 

la Ca in tal maniera, che dato il punto P (123%) il punto P, del gruppo (P) 

coincida con P. Si dovrà perciò avere: 

n n n 
Ga=iV4 1 a=V1 ag=V1 Qa=1Lo 

Scegliendo per a, aa az. una delle radici n”° dell’unità si ottiene un ciclo di n° 

superficie S,3 fra le quali è compresa pure la C,. Siano date due di queste su- 

perficie per es. 
n agi t+rlat+r 03+0,3=0 (1) 
CORRE q 3 CORNI 
PRIA PAMIER Meg) (2) 

e di un punto P(Y17»%3%,) Si costruiscano i consecutivi sì nella trasformazione 

(1) (2) come anche nella trasformazione (2) (1), i punti P, e P_, coincidono con PE. 

Il gruppo projettivo (P) diventa un ciclo projettivo. Analogamente per una retta, 

un piano o per qualunque altro ente geometrico. L'equazione di una delle n3 su- 

perficie si può mettere anche sotto la forma: 

2, 24 Igt 

n n n 7 
e e Lat + e da + a,3=0 (3) 

ove uit {3 sono numeri interi, che variano da 0 ad n—1. 

Teorema LXVIII. Data una superficie di 2° ordine ce ne sono 

altre n*—1 che formano con la 1° un ciclo $,°. Due a due sono in 

tale posizione che il gruppo (P) corrispondente ad un punto P, 

contiene n punti di un ciclo projettivo (P)". A questo ciclo cor- 

risponde un ciclo di » piani (II), polare reciproco del 1° rispetto 

alle due superficie. Le n° superficie del ciclo S,° hanno lo stesso 

tetraedro conjugato comune. Per esse vale il teorema analogo 

al teorema XX. 

Una superficie qualunque di S, per es. 

rat rog + ra + 0° = 0 (4) 

interseca lo spigolo per es. 23=@,==0 nei due punti i 71, quindi le 

n ‘superficie di S,3 tagliano quello spigolo in sole n coppie di punti, vale a dire che 

per ogni coppia di punti di esso passano n? superficie del ciclo. La (4) taglia inoltre 

il piano per es. x,1=0 nella conica 

rl ca + ae9 — a3=0. 

È chiaro che le n? superficie incontrano quel piano in sole n? coniche, e che 

queste formano un ciclo piano $,°%; onde in ciascuna di queste coniche si toccano 

dar 
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n superficie di S,°. Queste n superficie formano un’ennupla di 1 specie. Due 

coppie di punti, dati dalle superficie del ciclo, su due spigoli opposti del tetraedro 

fondamentale formano un quadrangolo gobbo; per i lati di esso passano n superficie 

del ciclo $,°; esse formano un’ennupla di 2% specie. 

Teorema LXIX. Le n° superficie di un ciclo S,ì incontrano cia- 

scuno degli spigoli del tetraedro conjugato comune di esse in # 

coppie S, di punti e ciascuno delle due facce in n? coniche di 

un ciclo S,2.— In ognuna di queste coniche, si toccano x super- 

ficie di S,°, e formano un’ennupla di 1° specie. Nei lati di un 

quadrangolo gobbo, che ha i suoi vertici in due coppie S, di 

due spigoli opposti, passano n superficie di S,°, che formano un 

ennupla di 2° specie. Ci sono 4 n? ennuple 1° specie e 3 n? di 22, 

La polare reciproca di una superficie qualunque di $,° 

a+ rog +r°c3*+20,3=0 

rispetto ad un’altra superficie r?1.0,?+ rl 0g + r°103 + a8=0. 

è ra + ...—= 0, dunque: 

Teorema LXX. La polare reciproca di una superficie di $,} ri- 

spetto ad un’altra superficie di esso appartiene a S,3. 

Ci sono quattro casi da considerare per la posizione reciproca di due superficie 

di 2° grado S,°, mentre per le coniche ce ne sono due soli (n° 5). O le due superficie 

si toccano lungo una conica ed allora appartengono ad un’ennupla di 1° specie, o s’in- 

contrano lungo i 4 lati di un quadrangolo gobbo ed allora appartengono ad un’en- 

nupla di 2% specie, o incontrano gli spigoli del tetraedro fondamentale in coppie di 

punti distinte, oppure si toccano in due punti di uno spigolo. 

Nel 1° caso le due superficie si mettono sotto la seguente forma: 

qb 91? + rl 09 + r° Vira SE bois ==) 
(1) 

raggi rg + ra + ag=0. 
Nel 2° 

rat re, r1x, —- p5 03% SS, noe —0 e 

ri gg + Pagg + re + = 0. ) 
Nel 3° 

pl di SE r1x, + r° 03} SE Voi _ 3 

PP gi ana r1+11092 nes 545103) Frasi nre — 0. ( ) 

Nel 4° caso 
rP DG + 71 09} + r° 03 Ceo Voi 10) 4 

pi ge — rag + r° a + at = 0. (5) 

26. Le due superficie (1) appartengono ad un’ ennupla di 1° specie. Il cielo 

projettivo (P)" di un punto P qualunque rispetto alle due superficie (1) è situato 

sopra una retta passante pel vertice x, =x%3=2;=0; analogamente i piani del ci- 

clo polare reciproco (I1)" s'incontrano in una retta di x2,=0. 

Le due superficie (2) appartengono ad un’ ennupla di 2* specie. Il ciclo (P)” 

corrispondente ad un punto P rispetto ad esse, è situato sopra una retta t, che si 

appoggia ai due spigoli x3=x,=0, x,1=@,==0, ove giaciono i vertici del 
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quadrangolo comune alle due superficie (2). — Analogamente i piani del ciclo po- 

lare reciproco di (P)° s'incontrano in una retta che si appoggia agli stessi due spi- 
goli opposti. Dunque : i 

Teorema LXXI. La polare reciproca di una superficie di un’ennu- 

pla di 1° o 2° specie rispetto ad una superficie dell’ennupla è una 

superficie di essa. I cicli (R;) ed (Rs), generati da due superficie 

dell’ennupla di 1° o 2° specie, coincidono con l’ennupla stessa. 

Teorema LXXII. Il ciclo P", che corrisponde ad un punto P rispetto 

a due superficie di un'ennupla di 1° o 2? specie, è situato in una 

rettat, ei piani del ciclo polare (II): s'incontrano in una retta tr. Se 

l’ennupla è di 1° specie la retta t, è situata sul piano del tetraedro 

fondamentale, ove si toccano lensuperficie dell’ennupla e la retta 

t passa pel vertice opposto, mentre se l’ennupla è di 2° specie le 

rette t e tr si appoggiano sulla coppia di spigoli opposti, ove sono 

situati i vertici del quadrangolo comune alle superficie dell’ennu- 

pla. Le rette del ciclo (t)? corrispondenti ad una retta t per l’en- 

nupla di 1% specie, s'incontrano in un punto del piano, ove si toc- 

cano le n superficie dell’ennupla, e stanno in un piano col vertice 

opposto, mentre se l’ennupla è di 2* specie le rette di (6)? determi- 

nano un’iperboloide, che passa per gli spigoli opposti, ove sono 

situati iverticidelquadrangolo comune allesuperficie dell’ennupla. 

27. Siano date ora due superficie del ciclo $,°, che incontrano gli spigoli del 

tetraedro fondamentale in coppie di punti distinte, per es. 

mat + rat + ra + ag = (1) 

gra gg + 7041 ag + 194103 + = 0. (2) 

Moltiplicando i coefficienti di 1%, x2?, 13% ordinatamente per r1, r%, rî si ha 

un’altra superficie di $,3 cioè: 

gP+2P, 2%? + p1+20; LC + p3+2% Ly} pe Voki = (3) 

che interseca gli spigoli del tetraedro fondamentale in punti diversi da quelli delle 

due prime. Ora dalla (3) si può ottenere nella stessa guisa un’altra superficie di $,° 

e così continuando si trovano tutte le superficie di $,3, le cui equazioni sono della 

forma: 
gP+mPa gg + 90M o09f + 54M eg + a = 0. (4) 

Queste superficie compresa la (1) sono n e formano un’ ennupla di 3° specie. 

Esse tagliano gli spigoli del tetraedro fondamentale in coppie di punti distinte. 

Tenendo fissi come moltiplicatori r?:, r%, r% il ciclo S,3 si separa in n? ennu- 

ple di 8° specie (A) (B)" ... (N°)?. 
Con analoghe considerazioni fatte per le coniche al n. 6 si dimostra che con la 

n3 superficie di $,°, si formano (n—3)? sistemi di n? ennuple di 2° specie. 

Teorema LXXIII. Con le n3 superficie del ciclo S,3, si formano (n—3)? 

sistemi di n? cicli di n» superficie (ennuple di 3* specie) (A)? (B)".... (N°). 

Le n superficie di un’ennupla di 3° specie incontrano gli spigoli 

del tetraedro fondamentale in n coppie di punti distinte e le 
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facce di esso in n? coniche di 'un ciclo piano S,°. I cicli (Ri) (Rz), 

determinate da due qualunque superficie dell’ ennupla di 8° spe- 

cie coincidono con l’ennupla stessa. 

Teorema LXXIV. Il ciclo (P)" che corrisponde a un punto P ri- 

spetto a due superficie di un’ennupla di 3° specie ha lo stesso 

ciclo polare reciproco rispetto a tutte le superficie dell’ennupla. 

Esso è situato in una curva gobba W algebrica, che ha la stessa 

polare reciproca rispetto a tutte le n superficie dell’ ennupla. 

Il ciclo (6)? corrispondente ad una retta t rispetto a due su- 

perficie di un’ennupla, ha lo stesso polare reciproco rispetto 

alle superficie dell’ennupla. Esso è situato in una superficie 

F algebrica, che ha la stessa polare reciproca rispetto alle su- 

perficie dell’ennupla. 

Teorema LXXV. In una curva gobba W algebrica si possono in- 

scrivere e circoscrivere dei gruppi projettivi aperti e chiusi di 

punti, di tangenti, di piani osculatori. In una superficie alge-. 

brica F, sono inscrivibili dei gruppi projettivi aperti e chiusi di 

rette (Teor. XXVI). 

Abbiamo visto che la cubica gobba appartiene alle curve W essa si può otte- 

nere qualunque sia n, purchè, siano soddisfatte le condizioni (4) (n 22). Infatti suppo- 

nendo ag=r?, ag, =r1, ag =r° aj==1le due prime formole (4) divengono r? = 

e r1= rr. Ora perchè ciò avvenga basta supporre q numero primo con n, € 

qu 

2 

Teorema LXXVI. Si può sempre trovare un’ennupla di 3% spe- 

cie di un ciclo S,3, per la quale un cielo qualunque (P)" sia situato 

in una cubica gobba, tranne nel caso in cui n=3. 

Teorema LXXVII. Se i punti di alcuni cicli projettivi (P)" rispetto 

ad un’ennupla di 1°, 2* o 8* specie determinano una sola curva o 

superficie d’ordine m; essa ha la stessa polare reciproca rispetto 

a tutte le n superficie dell’ennupla e ogni suo elemento dà luogo 

ad un ciclo inscritto o circoscritto ad essa (Teor. XXVII). 

Siano date le n* superficie di S,* disposte in un dato ordine e di un punto 

P (417231) troviamo il piano polare rispetto alla 1°, di questo il polo rispetto 

alla 22, di questo il piano polare rispetto alla 3* e così di seguito; otteniamo così 

un ciclo di n* punti (P)?° e un ciclo di n? piani (II)"*, le cui coordinate sono della 

forma 

q--2(0+-1)n=2s per es. qg+n=2s da cui s= 

ey, ViYa, TY3s, Ya: 

Essi sono indipendenti dall’ordine delle n* superficie di $,5 e perciò sono polari re- 

ciproci rispetto alle medesime. 

Teorema LXXVIII. Se di un punto P si determina il piano polare 

rispetto alla prima delle n} superficie, disposte in un dato or- 

dine, di questo il polo rispetto alla 22, di questo il piano polare 

rispetto alla 8% e così di seguito, si ottengono due cicli, uno di 

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — Memonig — Vor. DX° 38 
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n° punti (P)'° ed uno di n° piani (I), che sono indipendenti dal 

l’ordine delle n3 superficie e polari reciproci rispetto ad esse. 

Date 2r+1 delle n° superficie di S,°, ha luogo il teorema analogo 

al teorema XXIV. 

Date le n? ennuple di 1° specie, le cui superficie si toccano in n? coniche si- 

tuate in una faccia del tetraedro fondamentale, il ciclo (P)**°, che corrisponde ad un 

punto P, si scompone rispetto ad esse in n? cicli situati in m? rette, che passano 

per il vertice opposto di quella faccia; e il ciclo (11)"° polare reciproco si scompone in 

nè cicli di n piani, che s'incontrano in n? rette di essa. 

Teorema LXXIX. Un ciclo (P)"° si scompone in n? cicli di n punti 

situati sopra n° rette di 1° specie, che passano per uno qualunque 

dei vertici del tetraedro fondamentale. Il cielo (I), polare re- 

ciproco del 1° rispetto alle n} superficie di $S,°, si scompone in n? 

cicli di n piani, che s'incontrano in n° rette di 1° specie situate 

sulla faccia opposta a quel vertice. Gli n? cicli di (P)" e gli n? 

‘cicli (I)°°, sono ordinatamente polari reciproci rispetto a cia- 

scuna delle n? ennuple di 1° specie, le cui superficie si toccano 

lungo n? coniche, situate su quella faccia. Il ciclo (PB)? ha ri- 

spetto alle 4n? ennuple di 1* specie 4n? rette di 1° specie. 

28. Siano ora date le n? ennuple di 2* specie, le cui superficie s’ incontrano 

in quadrilateri aventi i loro vertici in due spigoli opposti del tetraedro fondamen- 

tale. Come risulta dal teorema LXXII, il ciclo (P)?° si scompone per ognuna di 

quelle ennuple in n? cicli di n punti, situati in n? rette, che si appoggiano su quei 

due spigoli; analogamente il ciclo polare reciproco (II)®° si scompone in n? cicli di n 

piani, che s'incontrano in n? rette, che pure s’appoggiano su quei due spigoli. In- 

fatti gli n? punti di (P)?° che hanno le due stesse ultime coordinate, sono situati 

in un piano passante per lo spigolo 23 =x,==0 e siccome essi sono situati su n 

rette, che s’appoggiano sullo spigolo «1==x%>=0, vuol dire che queste n rette s’in- 

contrano in un punto di x,=x>=0. Questo piano nel quale giaciono n? punti del 

ciclo (P)"°, contiene anche n delle n? rette di 1° specie del ciclo (P)"°, che passano 

per i punti 01=%x=2%==0 e g1=%=24,=0; perchè gli n? punti del ciclo (BP)? 

che esso contiene, determinano anche nad n 2n rette di 1° specie passanti n ad n per 

N ARISe 2 eAvertice! 

Teorema LXXX. Un ciclo (P)"° si scompone in n? cicli projettivi 

din punti situati su n? rette di 2° specie, che si appoggiano ad 

una coppia di spigoli opposti del tetraedro fondamentale. Esse 

s'incontrano n ad n in n punti di ciascuno di questi spigoli. Ana- 

logamente pel cielo polare reciproco (Il). Gli n? cicli di (P)"° sono 

ordinatamente polari reciproci degli n? cicli di (I1)"° rispetto alle 

n? ennuple daoe specie, le cui superficie s'incontrano in quadrila- 

teri, aventi i loro vertici in quella coppia di spigoli opposti. 

Len? rette di 2* specie del ciclo (P)?° sono situate nad n inn 

piani passanti per ognuno dei due spigoli. Uno qualunque di 

questi piani contiene pure n delle n? rette di 1° specie del ciclo 
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(E), cae passano per i due vertici dello spigolo fondamentale, 

situato in quel piano. 

29. Sia data una retta t di 2* specie del ciclo (P)"°, che si appoggia per es. 

sugli spigoli e1=a,—-0, e3=2,=0 e conduciamo le n rette, che passano per gli 

n punti P di t, e che incontrano due spigoli e1=w,=0 xr=x3=0- Un iperboloide, 

_che passa per i 4 spigoli w01==20,=0 w2-%3=0. = do = 0a 

retta t, passa evidentemente, anche per le n rette suddette. In una di queste rette 

ci sono oltre del punto d’incontro con t, altri n—1 punti di (P)"°, quindi le rette 

che passano per essi ed incontrano gli spigoli w1=%2=0, 23=2,=0 appartengono 

a quell’ iperboloide e incontrano le altre n—1 rette nei punti del ciclo (P)"°, in esse 

situati. Così abbiamo 2n relte ‘di 2* specie di (P)?°, che s’incontrano in n? punti di 

(P)?° e situate in un iperboloide, passante. per 4 spigoli del tetraedro fondamentale. 

Con gli n} punti di (P)"° si ottengono n di questi gruppi di n? punti, situati in 

n iperboloidi, passanti per le stesse due coppie di spigoli opposti, onde: 

Teorema LXXXI. Prese due coppie di spigoli opposti del tetrace- 

dro fondamentale, gli n° punti del ciclo (P)"° si separano in n 

gruppi O di n? punti; gli n°? punti di un gruppo sono situati n ad n 

in 2n rette di 2° specie del ciclo, che incontrano rispettivamente 

le due coppie di spigoli opposti. Gli n gruppi O sono situati ri- 

spettivamente in n iperboloidi, che contengono le due coppie di 

spigoli opposti. 

Consideriamo ora una delle rette di 1° specie di (P)?° passante pel vertice 

co=m=2r3=0 del tetraedro fondamentale; si vede chiaramente che non può conte- 

nere due punti di un medesimo gruppo O. Se ciò fosse le due rette di 2° specie di 

(P)?°, che passano per essi e incontrano i due spigoli opposti a1=x2=0 a3—2—0 

dovrebbero essere situate in un piano con uno di questi spigoli e quindi dovrebbero 

incontrarsi in uno di essi (teor. LXXX) e perciò l’iperboloide ove è situato il gruppo 

O avrebbe tre delle sue rette incontrantesi in un punto, ciò che è impossibile. Se 

uniamo tutti gli n? punti di un gruppo O con uno dei vertici del tetraedro conju- 

gato fondamentale, si ottengono le n? rette di 1° specie di (P)"°, che passano per 

quel punto. Sopra ciascuna di queste rette sono disposti gli n—1 punti del ciclo (IPY 

‘che appartengono rispettivamente agli altri n—1 gruppi O del teorema precedente. 

Dato il punto P (41723 va), la retta di 2° specie del ciclo (P)"°, che passa per esso 

e s'appoggia sugli spigoli ci=d9=0 c3=2=0 contiene i punti 

«yi. rus, Ya, Vs Eva, E Y2 Ya Ya (01, YA Y35 Va) 

così la retta, che si appoggia sugli spigoli v1-=%,=0 x2=2%3=0 contiene i punti 

(i rys, 1Y8, VD a TY, EVA, Ve) a II TU Ye). 

Invec& dato il punto 1741, Y2, Y3, Y4 che è allineato con y1 Ya Y3 Ya 001 vertice 

==; le due rette che si spiccano da esso e sì appoggiano sugli stessi spigoli 

opposti contengono rispettivamente i punti: 

Feto ho Ya Vas o 00 PEN E Yz, Yk 

FE YMo 1% Mo VM 6 0 0 0 Pao ET Meo 0% Vac 

Ora è chiaro il 1° punto r4!y1, "Ya, %3, Ya determina una retta, che passa pei 



— 300 — 

punti 71, 742, Yz, Ya © Ca=xg=2%,=0. Sia yi Y. Y3 Y, come abbiamo detto, un 

punto del 1° gruppo O e r*Y1, Ya, Y3, %4 un punto del 2° situato in una retta col primo 

e con c1=x3=2=0 e si scelgano altri due punti qualunque del 1° gruppo per es. 

aY1, DYa, CYs, Ya: GY, Di Ya, C1Y3; Yi. Quelli appartenenti al 2° e allineati con 

do=%3=%Ig SONO: 

r°ayi, bya, CU, Yaj T“a1y1» DiYa, C1Y3> Y3- 
Il piano dei tre punti del 1° gruppo O si mette sotto la forma 

Aix == A30%9 == À30%3 = A,xg=0 

e quello dei tre del 2° 

Azz + rzAo %9 + r<AgX%3 + reAya,=0 

i quali due piani evidentemente s'incontrano in una retta del piano 21=0; onde i 

piani, che uniscono tre a tre i punti di due gruppi O, i cui punti sono due a due 

allineati rispettivamente con uno dei vertici del tetraedro fondamentale, si tagliano in 
una retta della faccia opposta. o 

Teorema LXXXII. Due gruppi 0 qualunque, che si riferiscono a 

due stesse coppie di spigoli opposti, sono omologhi in 4 maniere 

differenti per i 4 vertici del tetraedro fondamentale come centro: 

e le 4 facce opposte come piani di omologia 

30. Abbiasi ora un sistema di n? ennuple di 3° specie, cioè (A)" (B)" .... (N?)", il 

ciclo si scompone rispetto a ciascuna di esse in n? cicli projettivi di n punti situati 

in altrettante curve W (Teor. LXXIV), così il ciclo polare reciproco (II) si scom- 

pone in n? cicli projettivi, che generano le sviluppabili W, polari reciproche delle W 

rispetto a quelle 2 ennuple. È chiaro che gli n? cicli di punti hanno ordinatamente 

per polari reciproci rispetto alle n? ennuple del sistema gli n? cicli (I1)?*, dunque: 
Teorema LXXXIII. Il ciclo (P)"° si scompone in n? cicli projettivi 

di n punti (P.)? (P;)".... (P,3)? rispetto alle n? ennuple di 3° specie 

(9 (03) 5650 (REF dim sisrorme, dit sh3 (oo IDOSUID) 

Così il ciclo (I)° polare reciproco di (P”°) rispetto alle super- 

ficie di S,° si scompone in n? cicli projettivi (IL)" (II)... (I). I ci- 

cli (P.)” (P))"... (P.5)" hanno per polari reciproci rispetto a tutte le n? 

ennuple di 3° specie del sistema ordinatamente i cicli (IT)? (Il;)"... (11,2). 

Le curve W algebriche sulle quali sono situati (P.)", (P))",... (P.?)? 

hanno gli stessi caratteri, ed hanno per sviluppabili polari rispetto 

alle ennuple n le w generate da (IL)",... (II). 

Possiamo anche qui enunciare un teorema analogo al teorema XXXII cioè: 

Teorema LXXXIV. Ogni punto, ogni tangente od ogni piano tan- 

gente dellesuperficie A, le cui equazioni rispetto al tetraedro, fon- 

damentale di $,° non contengono che le n" potenze o multipli delle 

n" potenze delle variabili dà luogo ad un ciclo inscritto in esse 

o circoscritto ad esse. Una superficie A ha rispetto a tutte le n} 

superficie di S,° la stessa polare reciproca. 

Il punto di contatto di tre punti d’incontro di una tangente q 

di una superficie A, con tre delle facce del tetraedro fondamentale, 



— 301 — 

danno un rapporto anarmonico costante per tutte le rette del ciclo (E 

Projettando da quelle tangenti, i vertici del tetraedro fondamen- 

tale si ottengono 4 piani, che hanno uno stesso rapporto anarmonico. 

Qui possiamo fare la stessa osservazione del n. 9 e se ne deduce. 

Teorema LXXXV. Scambiando in tutti i modi possibili le 4 coor- 

dinate y1 423% di un punto P si ottengono 24 punti, situati 6 a 6 

in 16 coniche. I 6 punti di una conica soddisfano il teorema XXXIV; 

i 16 piani delle 16 coniche si separano in 4 gruppi rispetto alle 4 

facce del tetraedro fondamentale. I 4 piani del gruppo, che si ri- 

ferisce per es. alla faccia 2;=0 s'incontrano nella retta c,+%3+2,=0 

di essa. I 24 punti P sono situati in una superficie di 2° ordine. 

Teorema LXXXVI. Ogni punto, ogni tangente od ogni piano tan- 

gente di una superficie A, dà luogo ad un ciclo M di 24.n3 punti 

inscritto in essa o di 24.n3 tangenti o piani tangenti circoscritti ad 

essa. Le singolarità della A della stessa specie (per es. I punti 

doppî, i piani doppî ecc.) devono dar luogo ad uno o più cicli spe- 

ciali M il cui numero d’ elementi deve essere un divisore o un 

multiplo di 24 e di n°. 

Caso speciale n=2. 

31. Nel piano per n=2 abbiamo ottenuto 4 coniche. Nello spazio per n=2 sì 

ottengono 8 superficie di 2° grado; che possiamo chiamare pure armoniche, esse 

risultano anche cercando le superficie di 2° grado rispetto alle quali due date super- 

ficie sono polari reciproche. Sotto quest’ ultimo punto di vista furono accennate da 

Steiner (‘), alcune delle loro proprietà furono date da Battaglini (@). La ricerca un 

po’ intima di queste superficie, credo non sia stata fatta da alcuno; io qui enuncerò 

i teoremi, che più m’ interessano per lo sviluppo della II* Memoria, i quali non sono 

del resto che corollarî di quelli già enunciati. Le 8 superficie hanno per equazioni: 

not i da + dt + a =0 — i+ 0 + 293 + a = 0 

ci xo — 3 — af =0 (1) ol a+ a+ af = (2) 

-— Ie MSG AI] 2 DIMMI, AA) 
d0,) xa od Cit da UR =D 

xvi xt + a+ ag = 0 i del ag — 01. 

Come si vede facilmente queste 8 superficie si dividono in due gruppi di 4, in 

un gruppo si passa da un’ equazione all’ altra mediante lo scambio di due segni, 

mentre da una di un gruppo si passa ad una dell’altro mediante lo scambio di un 

solo segno. Pel teorema LXIX le 8 superficie incontrano gli spigoli del tetraedro 

fondamentale in due coppie di punti distinte, le coordinate dei punti per es. sullo 

spigolo w1==x%2=0 sono: | 

PA RE ESTA 
400) 400) 

Queste due coppie di punti le chiamo P?,P'13, P'12 P'1a, esse oltre che dividere ar- 

monicamente le coppie di vertici del tetraedro fondamentale, si dividono armonica- 

mente anche fra loro. Come si vede la coppia P'1» P‘12 è immaginaria. — Secondo 

(') Vol. 32. Crelle. 

() Atti della r. Ace. dei Lincei 1872, e D'Ovidio Giorn. di Battaglini vol. X. 

z 
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lo stesso teorema LXIX tagliano le 8 superficie del ciclo S,* le iacce del tetraedro 

fondamentale secondo 4 coniche armoniche; in una di queste coniche si toccano 2 su- 

perficie di Ss* e costituiscono una coppia di 1° specie. Le coppie di 2° specie sono 

date da quelle superficie che s'incontrano nei lati di un quadrangolo gobbo, i cui 

vertici sono sopra due degli spigoli del tetraedro fondamentale, cioè sono due cop- 

pie di punti P,,. Ora, come è evidente, due superficie di un gruppo formano una 

coppia di 2* specie, mentre due di gruppi diversi formano una coppia di 1% specie. — 

Si vede pure che una delle superficie del 1° gruppo è immaginaria e le altre 3 sono 

iperboloidi, mentre le altre 4 sono superficie a punti ellittici. Dunque: 

Teorema LXXXVII. Le 8 superficie armoniche di 2° ordine, che 

si ottengono per n=2, si dividono in due gruppi di 4 superficie. 

Quelle di un gruppo sono a punti ellittici, di quelle dell’altro, tre 

sono iperboloidi ad una falda, la 4° è immaginaria. 

Teorema LXXXVIII. Le 8 superficie del ciclo Ss tagliano ciascun 

spigolo del loro tetraedro conjugato in due coppie di punti P,, Px, 

Pi,, P”,,, di cui una è immaginaria; esse dividono armonicamente la 

coppia di vertici A; A, del tetraedro situati in quello spigolo e si 

separono armonicamente fra loro. Le 8 superficie tagliano ciascuna 

faccia del tetraedro in un ciclo S,? di 4 coniche armoniche. In una 

di queste coniche si toccano due superficie di una coppia di 1° spe- 

cie (Teor. LXIX). 

Teorema LXXXIX. Le superficie di uno stesso gruppo formano due 

a due una coppia di 2% specie, cioè s’ incontrano nei lati di un qua- 

drilatero gobbo, i cui vertici sono 4 punti P,, situati su due spigoli 

opposti; due superficie di gruppi diversi formano una coppia di 

18 specie. Le coppie di 1° specie sono 16, le coppie di 2* specie sono 

12, 6 per gruppo. Non.ci sono coppie di 3° specie (Teor. LXX). 

Teorema XC. Ciascuna delle 8 superficie è reciproca di sè stessa 

‘rispetto alle altre 7 (Teor. LXXII). 

Di due superficie di un gruppo per es. 

nok i 99 %g} + ho == 

ce ot 4 at 

l’ invariante simultaneo 
r 

dig 42 013 da 
, 

9 A99° dg dog 
Aiggg= Z| _r =, 

013 493 433 Ut 
r 

dai dog 035 A 

Invece per due superficie appartenenti a due gruppi diversi si ha 
IA r 

Qi11 19 413 Aa 
r , 

Uda, 499 493 dog 
A1190= |, i =0. 

d13. 493 433 434 

d'un da dg 

Ora l’essere Aaa = 0 vuol dire che ci sono infiniti tetraedri conjugati all’ una 
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inscritti o circoscritti all’altra, mentre Ax19» == 0 vuol dir che ci sono infiniti tetrae- 

dri conjugati all’una e i cui spigoli toccano l’altra ('). 

Teorema XCI. Per due superficie di uno stesso gruppo vi sono infi- 

niti tetraedri conjugati all'una e inscritti e circoscritti all’ altra 

Per due di diversi gruppi ci sono infiniti tetraedri conjugati al- 

l'una e i cui spigoli toccano l’altra. 

Qui possiamo enunciare senz’ altro i seguenti teoremi, che non sono altro che 

«corollarî dei teoremi LXXII, LXXIX cioè: 

Teorema XCII. Se di un punto P si trova il piano polare rispetto 

ad una delle 8 superficie di S,°, di questo il polo rispetto ad un 

altra, di questo il piano polare rispetto alla 1° ecc. si ottiene un 

ciclo projettivo di due punti PP,,dicui è polare reciproco rispetto 

alle due superficie un cielo di due piani IT e II. La retta r, che con- 

eiunge i due punti P e P, e la retta r, d’intersezione dei due piani 

I e II, si appoggiano su due spigoli opposti del tetraedro fonda- 

mentale, se le due superficie appartengono ad una coppia di 2* spe- 

cie; PP, e III, sono allora divisi armonicamente dai due spigoli 

opposti.— Se le due superficie formano una coppia di 1° specie, la 

retta r, è situata sul piano, ove si toccano le due superficie, men- 

tre la retta r passa pel vertice opposto. P P, e Il Ml sono allora 

diversi armonicamente dal vertice e dalla faccia opposta. 

Teorema XCIII. Se di un punto P si trova il ciclo corrispondente 

(P)f rispetto alle 8 superficie di S,° e il ciclo degli 8 piani polari (1), 

essi formano due figure polari reciproche, rispetto alle 8 super- 

ficie di 2° grado. Gli 8 punti del ciclo (P)} formano due tetraedri 

omologici in 4 maniere differenti per i 4 vertici del tetraedro fon- 

damentale e per le facce opposte come centro e piani di omologia 

(Teor. LXXXI). 

L’ ultima parte di questo teorema si dimostra anche nel seguente modo. Gli 8 

punti del ciclo (P)S sono: 

Yi Yo Yr Ya TA. Ya da 

ie Yyo Y Yk 

=Y Yi Ya YU Yo Yk 

ra U Ye Ya YTY 
Si dividono, come si vede, in due gruppi come le 8 superficie di $,°; le rette 

che congiungono due punti di uno stesso gruppo sono rette di 2% specie di (P)î, 

meptre quelle che uniscono i punti di gruppi diversi sono rette di 1° specie. Le 

1° sono gli spigoli dei 2 tetraedri, mentre le altre 16 passano 4 a 4 per i vertici 

del tetraedro fondamentale.— La figura formata da questi tre tetraedri, cioè dai due 

dati da (P)8 e da quello fondamentale, è studiata diffusamente nella II° Memoria. 

Le coordinate dei piani di (II) sono le medesime di quelle dei punti (P)8 e formano 

perciò due analoghi tetraedri. Uno dei vertici di questi due ultimi tetraedri ha per 

(') Analy. Geom. des Raumes 1. Theil. Salmon-Fiedler p. 235. — 2* edizione. 
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coordinate > 3 —. To. Questo punto lo chiamo conjugato di y1, ya, Y3, Yg ri- 

spetto al tetraedro fondamentale e si costruisce nel seguente modo. Si congiunge uno 

spigolo del tetraedro col punto (41, Ya. Y3; Ya), si ottiene un piano che forma un 

serto angolo & con una delle facce del tetraedro che s’ incontrano in quello spigolo, 

sì costruisce un piano passante per esso e che formi con l’altra faccia un angolo « 

diretto nello stesso senso del 1°. Così facendo per tutti e 6 gli spigoli si ottengono 

6 piani, che s'incontrano nel conjugato di P. Analogamente chiamo piano conjugato 

di un piano rispetto ad un tetraedro, quello che ha le coordinate inverse del dato. 

Teorema XCIV. Gli 8 Vertici dei due tetraedri del ciclo (II)* polare 

reciproco di (P)frispetto alle 8 superficie del ciclo S° sono i punti 

conjugati dei punti (P)} rispetto al tetraedro fondamentale. Per 

punti conjugati intendo quelli che hanno le coordinate inverse 

rispetto a quel tetraedro. 

32. Consideriamo un tetraedro (P)8 e uno de! ciclo (II) per es. i due tetraedri: 

i 1 1 1 1 
Vi, Ya, Y3> Y a. = 

Vivai IERI ROS = 

1 1 1 1 
i 4 I estra TA 

agi III —— -- —- 

È 1 È i ; 
Congiungendo 7, con % mediante una retta #, a questa retta corrispondono 

VA 

le rette, che congiungono i punti della stessa orizzontale in (1). Le altre 4 rette, 

uniscono due a due i vertici dei due tetraedri rimanenti di (P)8 e (I1)8. Queste 8 

rette giaciono in un iperboloide. Infatti se per gli 8 punti di (P)* e di (8 e per un 

altro punto di t si fa passare un iperboloide, ciò che è sempre possibile, esso con- 

terrà anche le altre 7 rette del ciclo (6). Esso ha evidentemente il tetraedro fon- 

damentale come conjugato. Ora però invece di unire 7; con n possiamo unirlo con 
Si 

un altro dei vertici del tetraedro (IT), si ha allora un’altra retta t, il cui ci- 

clo (t1)8 dà luogo ad un altro iperboloide, che passa per gli stessi 8 punti di (P)S 

e di (II). Onde così si ottengono 4 iperboloidi, che appartengono ad un fascio. Ora 

se si considera l’altro tetraedro di (I1)S, si ottengono altri 4 iperboloidi, che appar- 

tengono al medesimo fascio. Gli 8 piani di (IM) sono i conjugati degli 8 piani di 

(P)8 rispetto al tetraedro fondamentale; onde i due tetraedri di (P)8 e i due te- 

traedri di (II), con le intersezioni delle loro facce generano altri 8 iperboloidi, che 

appartengono ad una schiera e che hanno il tetraedro fondamentale come conjugato. 

Teorema CXV. Uno dei tetraedri di (P)8 e uno di (I1)} sono « iper- 
boloidici >» in 4 maniere differenti. I 4 iperboloidi generati rispet 

tivamente dai quattro gruppi di 4 rette, che congiungono i vertici 

dei due tetraedri due a due, sono anche generati rispettivamente 
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dai quattro gruppi di 4 rette, che congiungono due a due i vertici 

dei due tetraedri rimanenti di (P)f e (II)8 e che formano con le 

prime 4 un ciclo (s)8. Altri 4 iperboloidi sono generati dal 1° te- 

traedro di (P)f e dal 2° di (8 oppure dal 2° di (P)* e dal 1° di (M*— 

Questi 8 iperboloidi appartengono ad un fascio ed hanno il tetrae- 

dro fondamentale come conjugato. 

Ci sono altri 8 iperboloidi, generati dalle rette d’ intersezione 

delle facce dei tetraedri di (P)* e (I1)8, essi formano una schiera ed 

hanno pure per tetraedro conjugato il fondamentale. 

Il polare reciproco di uno degli 8 iperboloidi, generati dai vertici dei tetraedri 

di (P) e (1I)S rispetto alle S superficie di $,° è uno degli 8 iperboloidi della schiera. 

Infatti esso si può considerare come una superficie A del teorema LXXXIV. Se si 

fa passare per gli 8 punti di un ciclo (P)f una snperficie di 2° grado, ogni suo 

punto od ogni sua retta dà luogo a un ciclo inscritto in essa, mentre ogni suoi piano 

tangente dà luogo a un ciclo circoscritto ad essa. Essa non è altro, che una super- 

ficie A, che ha la medesima polare reciproca rispetto alle 8 superficié di S9°. 

Teorema XCVI. Uno degli 8 iperboloidi del 1° gruppo per polare 

reciproco rispetto alle 8 superficie di Sì uno degli 8 iperboloidi 

del 2° gruppo. 

Teorema XCVII. Se una superficie di 2° grado passa per 8 punti 

di un ciclo (P)$, ogni suo punto P o retta go piano tangente IT, dà 

luogo ad un ciclo (P)8 o (9) o (M8 inscritto in essa o circoscritto ad 

essa. Essa ha la stessa polare reciproca rispetto alle 8 superficie di 

9,3 (Teor. LXXXII). Ogni suo punto dà luogo adun ciclo di 78.24 = 192 

punti inscritto in essa. 

Mi pare debba essere di molto interesse lo studio di n—=3 ed n=4 ecc. in 

relazione alle superficie 21" + 00° +03" -—a"= 

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — Memorie — Vot. IX.° 39 
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MEMORIA II. 

Dal caso n=2 nello spazio si deduce la figura studiata da Klein nella sua Memo- 

ria: Veber die Liniencomplexe 1° und 25 Grades ('). Il punto di vista, sotto il 

quale io considero questa figura è molto diverso da quello di Klein, e perciò mi è 

dato di ricavare molte nuove ed interessanti proprietà di questa figura importante. 

Abbiamo visto nella Is Memoria, che pel caso n=2 un ciclo (P)} si scompone 

in due tetraedri omologici in 4 maniere differenti rispetto ai vertici e alle facce 

opposte del tetraedro fondamentale, come centri e piani di omologia. Credo che Her- 

mes sia stato il primo od uno dei primi a considerare un gruppo simile di tre te- 

traedri, studiando un esaedro, le cui diagonali s'incontrano in un punto (*). Essi si pre- 

sentano anche nelio studio della superficie dei centri di curvatura di una superficie 

di 2° grado (°) e nello studio dei centri di similitudine di 4 sfere ('). La figura di 

questi tre tetraedri si deduce con grande facilità dal teorema IV della mia Memo- 

ria sull’Hexagrammum mysticum (*), che dimostra, che se i due triangoli Ay Bi 01 

e A, BC, sono omologici per un centro D3; i punti A Ba. Ag B1= 03, A1C,.Ax01= Bz, 

A1C,.BgC1=A3, formano un triangolo omologico ai due primi, peri centri Da Dj, 

i quali sono allineati con D3. Il sig. dott. Stephanos Cyparissos, come l’ho già notato 

nei Transunti della r. Accademia dei Lincei del mese di aprile testè passato, ha 

studiato contemporaneamente a me, la figura formata da un gruppo di tre tetraedri 

omologici in 4 maniere differenti nell’ultimo fascicolo del Bulletin dés sciences mathe- 

matiques di Darboux dell’anno scorso. Le mie ricerche si spingono però molto più 

oltre di quelle del sig. Stephanos Cyparissos, oltre che esse hanno un’intima relazione 

con le teorie sviluppate nella I° Memoria (°). 

Infine faccio un’ applicazione della figura all’ Hexagrammum e studio due fasci 

di superficie di 4° ordine, dotate di 12 punti  doppî comuni, che formano precisa- 

mente un gruppo di tre tetraedri omologici in 4 maniere differenti. Questi tetraedri 

li chiamo fasciali (‘). 

(') Math. Annalen, vol. II. 

(?) Vol. 56 Crelle. 
(*) Vedi Clebsch, Veber das Problem der Normalen bei Curven und Flichen 2 Ordnung. Crelle 62 

e parte III di questa Mem. n 

(') Vedi n. 5. 

(*) Atti della r. Acc. dei Lincei 18747. 

(*) Faccio osservare che io ho studiato già la sezione piana e la projezione fatta di un punto 

sopra un piano di questa figura nella mia Memoria stessa dell’Hexagrammum. i 

(') Il sig. Cyparissos li chiama desmiques (da 37, fascio). 
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PARTE I. 

Tetraedri fasciali. 

1. Sia dato un tetraedro fondamentale (A) = A1A, 43 A, ed un punto Bi di 

coordinate Xi Xa Xx X; ci sono altri 7 punti, con le medesime coordinate, però con 

segni diversi; questi 8 punti formano un ciclo (P)S (vedi Teor. XCII, Mem. I°) e formano 

perciò due tetraedri omologici in 4 maniere differenti per i vertici e le facce oppo- 

ste del tetraedro (A), come centri e piani di omologia. Siano B, Ba B; By=(B) e 

C, C, C} C,= (C) i due tetraedri; le coordinate dei loro vertici sono: 

| per (B) Xi, Xe, Xg Xi; Xi, Xa,Xg,X; Xi_Xa, Na, Xs; Xi, XK, X3;Xa 

e per (C) Xi, Xo, Xg,iXi; Xi, Xa,X3, Xi Xi, Xo, X3, IX —X,, Xo, X3, Kg. 

Se per maggior semplicità poniamo X:=X=X3=X,=1; le facce dei tetrae- 

dri si mettono sotto la forma 

"32 e=0M==19=9 

onde le formole di trasformazione dal tetraedro (A) a (B) sono: 

(1) ai Xa+-d3+%5 d'a TXTX3+%3 d'a=TL+- LL +0 

o TLTC+-U1 

da cui quelle da (B) a (A) sono: 

(2) adire; vedi, agente, 

cede +0. 

Analogamente si hanno le formole di trasformazione per il tetraedro (A) e (C), 

basta cambiare il segno ad xy in (1). Se i due tetraedri (B) e (C) sono omologici 

pei vertici e piani opposti di (A), (B) ed (A), oppure (0) ed (A) sono pure omo- 

logici in 4 maniere differenti per i vertici e piani opposti del terzo tetraedro (C) 

o (B). Infatti si ha: 

B, B.B3 Bi, CC, 40, omologici pel centro A, 

(3) B1 By B3 Bi, C3 0; Ci Èa » Ag 

BB, B3 By, Ca CC, Cs » Az 

B, B, B3 By, Ci Ca C3 Ck » Ai 

Donde 
A1AgAgA,, B,B4B.B, omologici pel centro Ci 

A1A9Ag Ax; B3 B, BB» » Ca 

AxA9Ag3Ag, Bs Bj B, B3 » C4 

AxA3A3 Ax, B; By B3 By » O; 

Analogamente si ricava che (A) e (C) sono omologicìi in 4 maniere differenti, pei 

vertici e piani opposti di (B). i 

Dal quadro (8) si vede, che i vertici dei tre tetraedri (A) (B) e (C) sono tre a 

tre situati in 16 rette, che chiamo A, che passano 4 a 4 pei 12 vertici dei tre te- 

traedri; per es. per A1 passano le 4 rette B,C1, Ba 03, Bs C,, B,C,. Siccome (B) 

e (C) formano un ciclo (P)S rispetto al tetraedro (A), così le 16 rette A sono le 

16 rette di 1° specie di (P)f (n. 31, I* Mem.). Analogamente le 12 facce dei tre te- 

traedri (A) (B) e (C), s'incontrano tre a tre in 16 rette N, che sono situate 4 a 4 
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sopra ognuna di quelle facce. Siccome (B) e (C) formano anche un ciclo (II) rispetto 

al tetraedro (A), così le 16 rette #', d’ intersezione delle facce dei due tetraedri due 

a due, sono le rette di 1° specie di (\II)S. Mentre tre dei vertici di (A) (B) e (C) sono 

in una retta A, le tre facce opposte s'incontrano in una retta corrispondente #'. Ora 
se consideriamo ì due triangoli Ax Ag A3, Bi Ba B3, essi sono omologici pel centro 

C,, i punti AyB,.AgB;= C3, A1B3.A3B= 0, Aa B3.A3 Ba = Ci formano il trian- 

golo Ci Ca C3, che è omologico con i due primi per i centri A, e Bx, e i tre centri 

A, By C; sono situati in una retta &, mentre i tre piani A) AgA3=%;, B1Ba Bs=f, 

CC» 03 = 74 s'incontrano in una retta A. I due triangoli A, Ag A3, B1B2B3 pos- 

sono considerarsi come qualunque, purchè siano prospettivi per un centro C, ed al- 

lora sì ottieie il teorema analogo al teorema IV. della mia citata Memoria che si 

esprime con le stesse parole cioè: 

Teorema I. Se si hanno due triangoli AxA3A3, B;B,B3, situati in 

piani differenti ed omologici pel centro C,, i punti AjB,.AgB = 03, 

A1B3.A3B:;=C3, AB; A3Ba=0; danno un altro triangolo C10303 omo- 

logico coi due primi per i centri A,B,; i tre centri A,B,C, sono 

situati in una retta A e i tre piani AjA9A3, B1ByBz, CC, 03 s'in- 

contrano in una retta #, corrispondente alla retta 4. Due dei te- 

nocai Niola RIE 0) GOG) 8000 parcid 
omologici in quattro maniere differenti per ciascun vertice e 

piano opposto del terzo, come centro e piano di omologia. I loro 

vertici sono tre a tre situati su 16 rette h e le loro facce tre-a 

tre s'incontrano in 16 rette #, a quelle corrispondenti. 

Teorema II. Se uno dei tetraedri (A) (B) (C) si considera come 

tetraedro di riferimento, i vertici degli altri due hanno rispetto 

ad esso le medesime coordinate con segni differenti, formano cioè 

un ciclo (P)f rispetto al tetraedro di riferimento (Teor. XCIII, 

I° Mem.). 

2. Gli spigoli dei tetraedri (B) e (C), come abbiamo visto nel n. 33, I° Memo- 

ria, sono rette di 2% specie del ciclo (P)8 che essi formano; ossia sono rette, che 

si appoggiano rispettivamente sulle tre coppie di spigoli opposti del tetraedro fon- 

damentale (A). Due spigoli opposti di (A) vengono incontrati da due spigoli opposti 

di (B) in due punti P,, e P',,, per i quali passano anche due spigoli opposti 

di (C). I due vertici di (B) o (C) situati sopra uno spigolo, che si appoggia su due 

spigoli opposti di (A), sono divisi armonicamente da questi due spigoli. Dal teo- 

rema LXXX Mem. I° si deduce, che gli 8 vertici di (B) e (C) sono situati 4 a 4 

in 12 piani II,, passanti due a due per uno qualunque degli spigoli di (A), i quali 

contengono 2 rette di 2° specie, ossia due spigoli appartenenti l’uno a (B) e l’altro 

a (C), e 4 rette A. Del resto queste proprietà si possono verificare facilmente, anche 

senza la I° Memoria. Se dagli spigoli del tetraedro (A) si projetta il punto B, sugli 

spigoli opposti, si ottengono 6 punti P,,, tale che per es. Pig, è situato in AjAx. 

Il piano, che projetta per es. dallo spigolo Az A, il punto Bi sullo spigolo opposto 

Ai A9, ha per equazione 

Ta — = 0 (1) 
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e perciò il punto Pg viene determinato nello spigolo AjA» da Di. L’ equa. 

zione dunque dei 6 punti P,, sono della forma 

Mia] Wo = 0. (2) 

I 6 conjugati armonici P',, dei punti P,, rispetto ai vertici di (A), hanno per equazione 

Ci e 0 i (3) 

e sono situati nel piano i 

Ci Lo, dg 75 Uh = (0) 

-Questo si chiama il piano polare di By rispetto al tetraedro (A), che è la fac- 

cia opposta di «Bj nel tetraedro (B). Per quello che si è detto precedentemente, per 

ogni punto P,, o P”, passano uno spigolo di (B) ed uno di (C) e naturalmente an- 

che uno di (A). I piani che projettano dagli spigoli di (A) i punti P',, sono: 

Li + Cr, = 0 (4) 

quelli invece che projettano i punti P,, 

CX =0. (5) 

I primi li chiamo piani II,, questi ultimi IN',. Essi sono 12, passano due a 

due per ogni spigolo di (A), formando con le due facce, che s'incontrano in esse un 

gruppo armonico. 

Per ciascuna retta & per es. per la retta A; B Cj cioè per la retta, che con- 

giunge i punti di coordinate (1,0,0,0) (1,1,1,1,), (—1,1,1,1), passano i tre piani 

[119 Il'13 INT cioè : 

XL = 0 Xi %=0 a = 0. 

La figura dei piani II, e II, è correlativa di quella formata dai punti P,, P';,, 

poichè essi hanno le stesse relazioni colle facce dei due tetraedri (B) e (C), che i 

punti P,, P,, hanno coi vertici stessi. — Si è visto nel principio di questo numero 

che i piani Il, e II contengono 4 rette: A, delle quali due s'incontrano in un 

vertice, le altre due in un altro vertice di (A). Le altre due coppie di vertici op- 

posti del quadrilatero da esse formato, sono due coppie di vertici di (B) e due di (C); 

infatti congiungendo un punto di (B) con un punto di (A) in uu piano II, 0 II, 

la retta congiungente f& passa anche per un vertice di (C). Correlativamente per cia- 

scun punto P,, o P',, passano 4 rette W'; le tre coppie di piani opposti, che le con- 

giungono due a due, sono coppie di facce di (A) (B) e (C). Da tutto ciò si vede, 

che se invece di prendere (A) come tetraedro fondamentale pigliamo (B) o (C), le 

rette & ed # restano le stesse, e perciò restano gli stessi i punti P,, e P!,,, e i 

piani Il, e Il. Chiamando con @129@3@;, B1P2 831, Y1Y:Y3Y1 10 facce opposte 

ai punti A1A3A3 A, B1BaB3 By, 010,030, nei tre tetraedri (A) (B) e (C) abbiamo 

il seguente quadro di punti P,, P',, e delle rette #. È semplicissimo d’ ottenere da 

questo il quadro delle rette A e dei piani II, e II, basta scambiare P,, P', con 

IL, e IT, e le lettere greche in majuscole latine e viceversa. 
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Quadro @ 

per Pig passano gli spigoli AA», BB», C10, eloretto #' @,83Y3, <iPeyi, 43813, @83Y1 

Pg » AA, B3B,, 030, » 2 BaYa 21 BrYa, 43B2)2, 231 Ya 

Pg, > AsA,, B1Ba, C3C, » 41/3372. CAICIOTE A2(01)2 G2(33YA 

Po - » AzAx, BgBx, CiCa » 13x13, CiPrya, © 2173 

Pu » A4A;, BiBy, Ca03 >, CRICEVITO &3(82)1 (821 c2(33Y1 

Pi D AA, B,B3, C4C, » x3(31)2 €3(81)3» (0 ,Y3 43/3173 

P93 » A5A3, BiBx, Ci; » &163Y2. %162)3, nba, 4183) 

P'93 » AsA3, BaBg, 0303 » 21B1Ya Ex) BY Ba 

P,3 » A1À3, B1B3, C103 » 2285) RP Li Beti 4a Ba 
P'i3 > 7 A;A3, B3By, Cal, > &>81)3» &»(33Y1 CICIOIE 2148373 

Pai > AgA:, BiB3, C30, > 21Brfs: Pet daBafio 28h 
Pa Da A9A,, BaBg, C103 » &1/33)2 CATOROTO 43212, &3(33Y1 

Teorema III. Projettando dagli spigoli del tetraedro (A) il punto 
Bi sugli spigoli opposti otteniamo 6 punti P,, tali che Pyg per 

es. giace in A; A». Di questi 6 punti trovando i conjugati armonici, 

rispetto ai vertici del tetraedro (A) si ottengono altri 6 punti 

P',,, che sono situati nel piano B,B3B, e che chiamo piano polare 

di Bj rispetto al tetraedro (A). Le facce di uno dei tetraedri (A) (B) 

e (C) sono i piani polari dei vertici opposti rispetto agli altri due. 

Un gruppo di tetraedri (A) (B) e (C) lo chiamo terna di tetraedri fasciali, due 

tetraedri, che formano con un terzo una tale terna li chiamo complementari. 

Teorema IV. I 18 spigoli dei tre tetraedri (A) (B) (0) s’incon- 

trano tre a tre nei 12 punti P,,P,., Questi sono situati 3 a 3 in 12 

piani II,Il,, che formano la figura correlativa di quella di Piz, Par 

I piani I,, Il; passano due a due per ognuno dei 18 spigoli, for- 

mando un gruppo armonico con le due facce di (A) o (B) o (0), che 

s'incontrano in quello spigolo. Per ciascun punto PP", passano 

4 rette N, mentre nei piani II, e II, sono situate ‘4 rette A e tre 

spigoli dei tre tetraedri (A)(B)(C). I piani IIl,IT,, sono quelli, che 

projettano per es. dagli spigoli di (A) i vertici degli altri due 

(B) e (C). I punti P,,P',, sono i punti d’intersezione per es. degli 

spigoli di (A) con le facce dei due tetraedri (B) e (0). 

Teorema V. Se un piano passa per un punto, il tetraedro fasciale 

del piano rispetto al tetraedro di riferimento è circoscritto al 

tetraedro fasciale del punto. 

Infatti se (41.72) 73: %4) è situato nel piano 

A, LX + 49 dr + 09 dz + a, a, =0 

il punto 

Mat } — Ya, — Y2 Y3:Yks 

è situato in 

— 0, DT — dg dg + d493 Tg+ a, a,==0 ecc. 

3. Ritorniamo alla figura dei tre tetraedri (A)(B) e (0). 
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Possiamo separare i punti P,, e P',, in tre tetraedri cioè: 

Pio P'12 Psi Pai, P13 P'13 Poi Pas, Pai Pri Pag Pag 
Le facce di questi tre tetraedri sono: n 

TIx9 1139 13; 1134, 113 1113 Hog og, Hg D74 1199 IT9g 
Gli spigoli di essi sono quelli di (A)(B)e(C), essendo P,, Pa = Ai Aa, Pa P3 = 

Az Ag, Pio P3,= Bi Ba, Pa P'3; = CC, Pia Pg = B3 By, P',, Pa, = 030, ecc. (Vedi qua- 

dro Q, n. 2) 

Teorema VI. I 12 punti P,,,P', formano 3 tetraedri fasciali di 

una 2* terna, cioè Pio P'1, Pa; Pax = (P'), P13 P13 Pai Pa; = (P°), Pag P'11 Poz P'a3 = 

(P'). Le facce di essi sono i piani II, e IT, cioè IIyITxHIxI3; ecc. 

Mentre i 6 punti P, sono situati nel piano B,B3B; (Teorema III), i 6 

piani Il, s'incontrano nel punto B;. Le rette, che congiungono 

tre a tre i vertici dei tre tetraedri (P')(P")(P") sono le 16 rette 

h', mentre le facce II, IT, s'incontrano tre a tre nelle 16 rette h. 

Chiamo questa 2° terna di tetraedri la conjugata della 1°, tutte 

e due insieme formano una sestupla fondamentale. I tetraedri 

della 1° e 2% terna hanno gli spigoli comuni. 

L’equazioni dei piani del tetraedro Pa P'1o Pa: Pa; sono: 

dea = 0 Xe XCy=0 

Le formole di trasformazione fra questo e il tetraedro (A) sono: 

(1) va= 0 + Ca, Vo = 1 — Ly dg = %3 + Cyd €93 — x 

(2) c=X+ Lo, = CdC = I, 

4. Sia data la terna di spigoli opposti A, A, A3 A;; Bi B;, Ba B3; Ca Cz, Cr G3 

oppure la terna Aj Ag, A3A;; Bi Bg, Ba Bi; 01 Cz, Cx C3, gli spigoli di esse non s’ in- 

contrano, perchè gli spigoli B,B,, B Bz si appoggiano sui due spigoli A1A,, Ax 43 

nei punti P,;P', Paz P'93 (Vedi quadro Q, n. 2) e quindi non possono incontrare gli 

spigoli A1 Ao, Az Ax. — Lo stesso succede di C, 03, C, C,. — Ogni coppia di spigoli dei 

tetraedri della 1° o 2° terna dà luogo a due tali terne dunque: 

Teorema VII. Le 9 coppie di spigoli opposti dei tetraedri della 

sestupla fondamentale si separano in 6 terne, nelle quali due spi- 

goli qualunque non s'incontrano. I 18 spigoli s'incontrano sola- 

mente tre a tre nei vertici dei 6 tetraedri della sestupla e tre 

a tre, sono situati nelle loro facce. 

5. Date 4 sfere di centri Aj A»A3A,, esse hanno 6 centri di similitudine in- 

terni P1»P19 Pa, Pax Pa Pag e 6 centri di similitudine esterni P'3 P'13 P'14 P'34 Pa Pas. 

Ora si sa che questi 12 punti giacciono 3 a 3 in 16 rette &' cioè: 

P'19 P'13.P03; Pax Pu Pia; Pigi Pa P135 Pay Pg Pag eco. 

le quali formano precisamente un quadro analogo a quello Q n. 2. Si sa anche, che 

in ogni faccia del tetraedro dei 4 centri A1A»A3A, delle 4 sfere, sono situati 6 dei 

centri di similitudine, cioè per es. in AyAsA3 sono situati i centri Po P13 Pa3 Pa 

P'13 P'23; inoltre si sa che Pie P'1» per es. formano una coppia armonica con Ax A» (') ecc. 

(') Vedi Poncelet, Trait4 des prop. projectives des figures. 1ère partie p. 409-410, 1822 e Geiser, 

Enleitung in die synihetische Geometrie, 1869, 
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Ora come è facile di vedere, l’insieme dei centri di similitudine di 4 sfere è iden- 

tico a quello studiato precedentemente; onde possiamo applicare a questo caso.i teo- 

remi già trovati e quelli che troveremo. Osservo che i vertici dei tetraedri (B) e (0) 

possono essere anche essi considerati, come vertici di 4 sfere, il cui sistema di centri 

di similitudine è egualmente dato dai punti P,, e P',,. Analogamente possono essere 

considerati i vertici dei tre tetraedri della 2% terna (P')(P")(P") come centri di 4 

sfere, i cui centri di similitudine sono i vertici dei tetraedri della 1° terna, dunque: 

Teorema VII. I vertici A,AsA3A, del tetraedro (A), e quelli di 

(B) e (C) sono centri di 3 gruppi di 4 sfere, il cui sistema di cen- 

tri di similitudine è dato dai punti P,, e P,, — Analogamente per 

i tetraedri della 2° terna — Dato un sistema di centri di simili- 

tudine, ci sono 3 gruppi di 4 sfere, che- hanno quel sistema in 

comune. i 

6. Abbiansi due tetraedri (B) e (Bj) fasciali con un tetraedro (A), ma non com- 

plementari, i loro vertici abbiano per coordinate: 

Yi Yo Y3> Yi Yi, Ya, — Ya, Yi Yi Ya Ya Yue Yi Ya YI 

Y1Y2 Va Vas UYU Y YI YI YA Ya 
Questi due tetraedri sono iperboloidici in 4 maniere differenti ( vedi n. 32, Mem. I° ) 

e i 4 iperboloidi da essi generati appartengono ad un fascio ed hanno il tetraedro (A) 

come conjugato. Essi passano anche pei vertici dei due tetraedri complementari (0) (C1). 

Abbiamo pure visto che (B) (C;) e (B;) (C) determinano altri 4 iperboloidi, che appar- 

tengono al medesimo fascio, dunque: 

Teorema IX. Due tetraedri (B) e (B,) fasciali con un tetraedro 

dato (A), ma non complementari, sonò iperboloidici in 4 maniere 

differenti.I4iperboloidi, così ottenuti formano un fascio ed hanno 

il tetraedro (A) come conjugato. I due tetraedri (C) e C3) comple- 

mentari ai primi danno luogo ai medesimi 4 iperboloidi. Consi- 

derando le coppie (C) (Bi) e (Ci) (B) si ottengono altri 4 iperboloidi, 

che appartengono al medesimo fascio. 

7. L'equazione di una superficie di 2° grado, circoscritta al tetraedro fondamentale, 

è della forma: 

XD 019 X1 Lo==:0 

Se in essa devono essere situati i tre punti 

Ys, Yo Yss Ya: — Ya = Y2,Y3 Yi = Y1Y, TY, 

si ha: 

(1) + @19Y1Y2 + U3Y1Y3 + da3Y2Y3z + diaYn yi + dan YaYyi + dg4YsYs = 0 
- — I — —_ + 

= TA 296 pr: pa Da 

donde 

A12Y/1 Ya + 413Y1Y3 — 423 Ya 3 — MY Yu + da Y2Y+ A Y3Y= 0 
cioè la superficie contiene anche .in tal caso il punto yi, —%.,—%3; Ya, dunque: 

Teorema X. Se una superficie di 2° ordine passa pei tre vertici 

di un tetraedro fasciale con un tetraedro.-in essa inscritto, essa 

passa anche pel 4° vertice. 
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Ora vediamo se dato un tetraedro qualunque inscritto in una superficie di 2° 

ordine è possibile di trovarne un altro inscritto nella medesima e che sia fasciale col 

dato. Abbiamo allora da determinare i rapporti Si DE 
Ya Ya Y4 

ciò che è possibile. Il tetraedro complementare sarà evidentemente conjugato rispetto 

alla superficie, dunque: 

Teorema XI. In una superficie di 2° ordine c’è sempre in gene- 

rale un tetraedro (B) ed uno solo, fasciale con un tetraedro dato 

(A) e pure inscritto nella superficie. Il tetraedro (C) complemen- 

tare di (B) è un tetraedro conjugato della superficie. 

Se si considerano i piani tangenti nei vertici di (B) alla superficie, questi for- 

mano un tetraedro, pure fasciale con (C) (Vedi Teor. V), dunque: | 

Teorema XII. Il tetraedro formato dai piani tangenti nei vertici 

del tetraedro (B) alla superficie di 2° ordine (Teor. XI) è pure fa- 

sciale con (C). Il tetraedro inscritto e il tetraedro circoscritto 

sono iperboloidici in 4 maniere differenti (Vedi Teor. XI) (*). 

8. Se è data una superficie di 2° grado 

(1) LI 
e un tetraedro qualunque (A), che supponiamo sia il tetraedro fondamentale, e se 

vogliamo, che i piani polari di un punto y172Y3% rispetto alla superficie ed al te- 

traedro coincidano, si deve avere: 

(2) Qy Oy Yi = @y Ya by 4 Ya = Oy Wi Ya, Gy Ag Y3 = dy UYa 

Come si vede le 3 equazioni (2) rappresentano 3 superficie di 2° ordine, che s' in- 

contrano in 8 punti, le coordinate di questi soddisferanno evidentemente alle 3 equa- 

zioni (2). Questi sono dunque gli 8 punti, che hanno lo stesso piano polare rispetto 

alla superficie e rispetto al tetraedro. Se il tetraedro (A) primitivo dato è conjugato 

rispetto alla superficie, le tre equazioni (2) diventano: 

(2°) ape = Ye day =UYE, dg UL 

ed allora si ottengono 8 punti, che formano col tetraedro dato due tetraedri (B) e (C) 

fasciali complementari. Questi tetraedri sono pure conjugati rispetto alla superficie 

di 2° ordine. 

I tetraedri (A) (B)(C) formano una terna analoga a quella da noi studiata, essi 

sono conjugati rispetto alla superficie (2°). Se poniamo a, =a,=d3=@,="1 la su- 

perficie (2°) diventa 

dalle tre equazioni (1), 

dit de + ag +ag=0 (2°)... S 

Gili spigoli opposti di (A)(B)(C) sono conjugati rispetto ad S, dunque i tetrae- 

dri (P') (P")(P”) della 2° terna sono pure conjugati rispetto ad S. Dato adunque 

un tetraedro conjugato qualunque (A) rispetto ad una superficie di 2° ordine S, esso 

determina una ed una sola sestupla di tetraedri fasciali, gli altri 5 determinano alla 

lor volta la stessa sestupla. Se la superficie S è reale allora due soli dei 6 tetraedri 

(') Chasles nell’Apercu historique « sur les théorèmes analogues des théorèmes de Pascal et Brianchon » 

dice che tali tetraedri sono iperboloidici, ma in una sola maniera, cioè che i vertici del tetraedro 

inscritto e i punti d'incontro dei piani tangenti negli altri tre, sono situati in 4 generatrici di un 

iperboloide. i 

CLASSI DI SCIENZE FISICHE ecc. — Memorie — Von. IX.° 40 
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possono essere reali se invece è immaginaria, essendo il suo sistema polare intera- 

mente reale allora se il primo è reale gli altri sono tutti reali. 

Teorema XIII. Data una superficie S di 2° grado e un tetraedro 

qualunque (A) ci sono 8 punti, i quali hanno lo stesso piano po- 

lare rispetto ad S ed al tetraedro (A). Se il tetraedro (A) è conju- 

gato rispetto alla superficie, gli 8 punti formano due tetraedri (B) 

e (C) conjugati rispetto ad S e fasciali complementari rispefto ad 

(A). (A) (B)(C) e (P')(P")(P") sono conjugati rispetto ad S. Ogni tetrae- 

dro conjugato rispetto ad Sdà luogo ad una tale sestupladitetrae- 

dri conjugati rispetto ad S; se S è reale due soli dei 6 tetraedri 

possono essere reali, se invece la S è immaginaria, ma ha il suo siste- 

ma polare interamente reale, se uno dei tetraedri è reale, lo sono 

anche gli altri 5. 

Supponiamo data la S= 21° + 2. + 23°*— 2,3 =0 e il tetraedro y1,Y2,Y3Yk; 

Yi, Ya, D Y3y Yi Yan TY 3, Ya; — YisY — Y3:Y4 fasciale col tetraedro di riferi- 

mento. Il tetraedro polare reciproco del primo rispetto alla $ è pure un tetraedro 

fasciale col tetraedro di riferimento, donde : À 

Teorema XIV. Se di un tetraedro (B) fasciale con un tetraedro (A) 

conjugato rispetto ad una superficie di 2° ordine S, si costruisce il 

tetraedro polare reciproco (B), esso è pure fasciale con (A) ed è quindi 

iperboloidico in 4 maniere differenti col tetraedro (B) (*) (Teor. IX). 

9. Ritorniamo alla figura delle due terne (A) (B)(C) e (P‘)(P”)(P”). Abbiasi una 

retta £ cioè A1B;C,; B1C, sono divisi armonicamente dal vertice A, e dal punto A‘ 

d’incontro della retta A con la faccia opposta «1. Analogamente i punti BC d’ in- 

contro di & con le facce 8, e Y; di (B) e (C) sono i conjugati armonici di Bi e O, 

rispetto ad A4C; e Ax Bi. Sulla retta A si ha adunque l'involuzione A4 By C,, ABC, 

icui due punti doppî immaginarî E', formano coi primi tre punti o con gli altri tre 

un gruppo equianarmonico. Lo stesso succede peri tre piani «;17%;, che passano per 

la retta &' corrispondente alla retta A, B,C,; vale a dire si ha intorno ad #' un’invo- 

luzione di piani 1617, «81%, che contengono rispettivamente i punti ABC, 

A,B;C,. I piani doppî e di quest’ involuzione passano evidentemente per i punti E 

di A. Analogamente sulle rette &' abbiamo due punti immaginarî E' e intorno alle 

rette & due piani immaginarî e’. 

Le coordinate dei punti della retta A,B,C, sono 

nell = 1a =1héa= 1 

ove À un parametro. Il punto Ai si ottiene ponendo XA= co, By si ottiene ponendo 

) 0 e per Ci basta porre A — 4 (vedi n. 1). Per i punti doppî dell’involuzione 

Ai Bi (0785 A"; B4 (0277 si ha: 

ie =VESS 
di = 5 

(') Chasles nell'Apercu historique l.c. dimostra che due tetraedri polari reciproci qualunque. ri- 

spetto ad una superficie di 2° ordine sono in generale iperboloidici in una sola maniera. 
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ossia le coordinate di essi sono: 

Un punto della retta % = P'33 P'3; Pa; corrispondente alla A, By C, ha per coor- 

dinate: 
Oa lbia-4d 4 

I punti E ed E' sono situati sulla superficie S (Teor. XIII) ossia 01° + 22° + 23° + a,2=0, 

dunque il X dei due punti E' 

3 i=;3 
e nl 

i 2 

e perciò le coordinate dei punti E' sono: 

), a, Nessa, <(l==s08) 

Teorema XV. Se in una retta & per es. nella AjB4C, di ciascuno 

dei tre vertici si determina il conjugato armonico rispetto agli 

alito cino, si ottengono i tre punti A" BC, d'incontro con le facce 

opposte ad ABC; nei tetraedri (A) (B)(C). In ogni retta A ci sono due 

punti immaginarî E, punti doppî dell’involuzione AB; C, A" BC. 

Analogamente se dei tre piani AyA3A,, Ba B3 By, 003 C,, che s'incontrano 

nella # corrispondente di A, si determinano i conjugati armonici 

rispetto agli altri due si ha un’ involuzione i cui piani doppî e pas- 

sano pei punti E di A. In ogni retta W# si hanno invece due punti E 

e intorno ad ogni retta A due piani e' immaginarî. 

Per ottenere sulla retta & i punti A", e B basta porre A== — 1ei = — 4 sa- 

pendo ch’essi sono i punti d’incontro di A coi piani c1=0 e af + + 3 + a, = 0 

Donde: 
(Ai Bi A", B',) == GR 

Teorema XVI. Il rapporto anarmonico dato da uno dei vertici di 

un tetraedro (A), dal suo piano opposto, da un punto qualunque By 

e dal suo piano polare rispetto ad (A), è costante. 

| 10. Abbiamo visto nella I* Memoria, teor. LXXXVIII, che sopra ogni spigolo 

A; Ax di (A) c'è un’altra coppia di punti P',, P”,, immaginarî, i quali dividono armo- 

nicamente la coppia A; A, e P,, Py. In tutto abbiamo 18 coppie di punti P',, P”,,. 

Le due coppie P'j9 P',9 P'3, P”3, formano un tetraedro F, di cui due spigoli sono 

reali e 4 spigoli I immaginarî. Così abbiamo gli analoghi tetraedri P',3 P‘13 P'ag Pa, 

Pig P" 1 P'23 P'a3. Per ogni tetraedro (A)(B) (C) otteniamo tre di questi tetraedri, o 

per meglio dire ne otteniamo uno per ogni coppia di spigoli opposti dei 6 tetraedri 

della sestupla fondamentale, ossia in tutto 9. 

Consideriamo le 4 superficie armoniche (Vedi Mem. I° n. 31) 

Ii val + agi ag=0=S 

— x} — 09° = 03} ci Vera —0=$; 

o +0°— a+ a%=0=8 (1) 

aci vt — + a? =0= Sg 



— 316 — 

La S ha per tetraedri conjugati i 6 tetraedri della sestupla (Teor. XIII) ri- 

spetto ad essa sono conjugate le rette &/' corrispondenti, essa passa per i punti E: E' 

di esse ivi toccando i piani e ed e', passa per i punti P',, P”,. dei 18 spigoli, dei 

tetraedri della sestupla, onde contiene tutti gli spigoli immaginarî I dei tetraedri F. 

Mediante la trasformazione (2) n. 1 le SS, riferite al tetraedro (B) hanno per equazioni : 

No da + oa: = dn —0=$S ©) 

d1 La = rg gin =0 = Si 

La S, adunque passa per le coppie di spigoli Bj Bz, Ba By; Bi By, Ba B3. — Lo 

stesso avviene se adoperiamo la trasformazione fra (A) e (C), cioè la Si passa anche 

per due coppie di spigoli di (C). La Si passa perle 2 coppie di rette I del tetraedro 

Pi; P°1, P'3; P”3,, come si scorge da (1). Una di queste coppie si appoggia eviden- 

temente ad una coppia di spigoli di (B) e ad una di (C), oltre che appoggiarsi ad 

una coppia di spigoli di (A); dunque se ne conclude che le coppie di rette I sono 

solamente 6, ogni coppia di esse sì appoggia sugli spigoli di una terna di coppie di 

spigoli, che non s’incontrano (Teor. VII). 

Teorema XVII. Sopra uno qualunque dei 18 spigolidella sestupla 

fondamentale, per es. Aj Ap, ci sono due punti immaginarî P'9 P‘j9, 

che dividono armonicamente la coppia di punti Py Pa e Aq Aa — 

I 36 punti P',, P”,, sono situati 6 a 6 in 6 coppie di rette immagi- 

narie I, che s' appoggiano ciascuna ad una delle 6 terne di coppie 

di spigoli, che non s’incontrano (Teor. VII). 

Teorema XVIII. Con le due coppie di punti P', P”,, situate in due 

spigoli opposti per es. di (S), si forma un tetraedro F, che ha due 

spigoli reali e 4 rette I, come spigoli immaginarî. I tetraedri 

F sono 9 (‘) | 
Teorema XIX. Le 6 coppie di retteIsono situate sulla superficie 

S, che ha i 6 tetraedri dellasestupla fondamentale come conju- 

gati. — La S passa per i punti E ed E' delle rette A ed A ed ha in 

essi per piani tangenti i piani e ed e'. Le rette & A corrispondenti 

sono conjugaterispetto alla S. 

11. Abbiamo visto che l’iperboloide Sj cioè 

i at + 3 + 03 =0 

passa per due coppie di spigoli di (B) e di (C) e per due coppie di rette immagi- 

narie I. Lo stesso accade per i due iperboloidi Sg S3. — La superficie $ riferita a 

(B) si mette sotto la forma 

01% + aa + ag + 23° = 0 

i tre iperboloidi che con essa formano rispetto a (B) un gruppo di superficie armoniche sono 

x — 09° + 03° + 0;® = 0 

x + xa — e + xc/*=0 

ai? — ac, — 3° + cf = 0. 

(') La figura formata dai 6 tetraedri (A) (B) (C) (P’) (P”) (P’”) e dai 9 tetraedri F è precisa- 

mente quella ottenuta da Klein considerando 6 complessi lineari in involuzione. Le 15 coppie di 

spigoli opposti di questi tetraedri rappresentano le direttrici delle congruenze date dai 6 complessi 

due a due. Math. Ann. Vol. II. 
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Le loro equazioni rispetto ad (A) [n. 1. (1) ] sono precisamente 

XI Mb mo 0= Sg 

XX93 + %,x,=0 = Ss 

C C+ CX =0 = S 

Queste superficie riferite invece al tetraedro (C), si mettono sotto la medesima 

forma; ciò dunque fa vedere, che passano per due coppie di spigoli di (A) e per due 

di (C). Se riferiamo la S al tetraedro (C) la sua equazione è della forma 
xl? TRE. 0,12 A 0g? 5-4 ola= 0 

i tre iperboloidi, che con essa formano un gruppo di superficie armoniche rispetto a 

(C) riferite ad (A), hanno per equazioni 

ciXC,— C%=0= Sq 

vCard = 09 = Sg 

XX dC, = 0 = Sg. 

Questi passano per due coppie di spigoli di (A) e per due coppie di spigoli di 

(B) e per due coppie di rette immaginarie I. L’iperboloide 

i Ci LC, — d3 L= 0 

passa per gli spigoli A1A3; As Ax; A1A;, A2A3; Bi B3 Ba By; Bi By, Ba Ba: questi 

sono anche gli spigoli Pg P'131 Pos P'ass Pis Pos; P'19 P'og; Pia Pligg Pos Pag; Pais Pos 

P',; P'a3 dei due tetraedri (P") e (P‘), esso ha dunque per conjugato il tetraedro (C) 

e il tetraedro (PÎ). 
Teorema XX. Per due coppie di spigoli opposti di due tetraedri 

di una terna per es. (B)e(C) passa un iperboloide S,, che ha il te- 

traedro (A) come conjugato. Esso passa anche per due coppie di 

spigoli opposti di due tetraedri della 2° terna (sono gli stessi dei 

primi) e hailterzo tetraedro come conjugato. Esso contiene pure 

due coppie di rette I, che formano un quadrangolo gobbo, e che 

congiungono 4a 4 i punti P‘,, P“,, degli spigoli di (B) e di (C), che 

giaciono in Si. 

Teorema XXI. Per le tre coppie dispigolioppostidiuntetraedro 

della sestupla per es. di (A) si ottengono 6 iperboloidi Sg Ss Ss Sr 

Ss Ss in modo che Sg S7, $S5 Sg, Se So Sincontrano in due coppie di spi- 

goli opposti di (A). Gli altri due tetraedri (B) e (C) danno luogo ad 

‘altri tre iperboloidi Sj Ss $3, che hanno il tetraedro (A) come co- 

njugato. Uno qualunque di questi 9 iperboloidi ha due tetraedri 

della sestupla come conjugati e contiene 4 rette I, spigoli di un 

tetraedro F.Due iperboloidi qualunque s'incontrano in due dei 18 

spigoli dei tetraedri fondamentali e in due rette I. 

Siccome le coppie di spigoli A; A3, A» A;; B1 B3, BB; che non s’ incontrano 

e che sono situate sulla superficie. 

LLC, — Cr, = 0 

formano un gruppo armonico, perchè le rette Bj B3, B», B;, incontrano le rette A1A3, 

Ag A; nei unti Pig P'j3 Pa, Porn così: 
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Teorema XXII. Le due coppie di spigoli di due tetraedri di una 

delle terne, situate in uno dei 9iperboloidiechenons'incontrano, 

formano un gruppo armonico. 

Da ciò che si è detto si ha pure che SSi Sy S7, SSa Ss Sg, SS Ss So formano tre 

gruppi di superficie armoniche rispetto ai tetraedri della 2 terna. 

Teorema XXIII. Le 4 delle 10 superficie S Si Sa .... Sg, che sono co- 

niugate rispetto ad un tetraedro della sestupla fondamentale, for- 

mano un gruppo di superficie armoniche (Vedi n. 32 Mem. Ia). Ri- 

spetto ai 6 tetraedri della sestupla fondamentale esse formano 

6 gruppi di 4 superficie armoniche a ciascuno dei quali appar- 

tiene la S. 

12. Le coordinate dei' vertici del tetraedro immaginario P'‘9 P'19 PÎ3; P”3, sono 

rispetto ad (A) come tetraedro di riferimento (1600),(1—i00),(001%,(001—) 

e le sue facce sono: 
ore = 010 VEIL. 

onde le formole di trasformazione fra questo tetraedro ed (A) sono: 

dA = XT-.1%9, L'9 = Xr = ira, xc3 = rg + 0%, da=% — 1. (1) 

Analoghe formole otteniamo per gli altri due tetraedri F, che si formano con 

le coppie di punti P', P”,., situate sulle coppie A, Az, Ag Ag; Ax Ax, Ag Ag di (A). 

Fra il tetraedro (A) e il tetraedro P';3 P'19 P'34 P”3; di (B) si hanno invece le seguenti 

formole di trasformazione, come è facile di verificare. 

di=  x,(1-d) + 2a (1-7) + 23 (1+%) — 2, (1+%) 

Lg == X4 (1+0) n Id9 (14%) ==103 (1-2) = 091 (1-0) 

dix (1-0) +22 (1—-i) — 23 (1-0) + 2, (1%). 

Analogamente si ottengono le formole di trasformazione fra (A) e gli altri 

tetraedri F di (B) e (C). 

13. Ora consideriamo uno degli iperboloidi S1... Sg per es. Sg cioè 

QLC, — IgX,= 0 

esso, come si è visto, passa per gli spigoli A4 A3, Aa Ag, A1 Ax, A2.A3; Bi Bs, 

B, B;, B, B,, Ba B3. I punti P',, P”,, delle coppie rimanenti di (A) e di (B) for- 

mano: adunque due tetraedri F, conjugati rispetto ad S;; ma la S7 passa anche per 

due coppie di spigoli dei tetraedri (P”) e (P') (n. 11), dunque è chiaro che altri due 

tetraedri F sono conjugati rispetto alla S7. Essa ha pure i tetraedri (C) e (P') come 

conjugati, i quali coi 4 tetraedri F suddetti formano una sestupla di tetraedri fa- 

sciali rispetto alla Sy (Teorema XIII). Dunque: 

Teorema XXIV. I 6 tetraedri della sestupla fondamentale e i 9 

tetraedri F, formano altre 9 sestuple di tetraedrifasciali,rispetto 

alle quali le superficie S1.... Sg si comportano rispettivamente come 

la S rispetto alla sestupla fondamentale e pel teorema XC della 

Mem. I° e pelteorema XXIII di questa si ha: 

Teorema XXV. Ciascuna delle 10 superficie S$; ....Ss è polare re- 

ciproca di sè stessa rispetto alle altre 9. 
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14. Se congiungiamo i due punti P'ijg P‘;, dello spigolo A, As con la coppia 
Pg P'3, dello spigolo opposto Az A,, otteniamo un tetraedro, che chiamo N. Esso 
ha 2 spigoli reali e 4 immaginarî. Congiungendo invece i punti P‘,9 Pig con Az 
A; sì ottiene un altro tetraedro N; per ogni coppia di spigoli si ottengono dunque 
4 tetraedri N, in tutto adunque considerando anche i tetraedri F 60, onde: 

Teorema XXVI. Se si congiungono i punti P4, P”, di uno spigolo 
per es. A1 A», con i puntireali P,, P. dello spigolo opposto A3 Ax, 0 p- 
pure coni punti Az Axy stessi, si ottiene un tetraedro N. Per tutti i 
6 tetraedri di una sestupla otteniamo 36 di questi tetraedri; in 
tutto 60. 

15. Nel n. 32 Mem. I° abbiamo visto che al gruppo SS1 Sa Ss di 4 superficie 
armoniche è complementare un altro gruppo di 4 superficie a punti ellittici, e sic- 
come le 10 superficie SSi.... So formano 6 gruppi di superficie armoniche rispetto ai 
6 tetraedri della sestupla fondamentale, così abbiamo 6 gruppi di 4 superficie € che 
si riferiscono a quelli stessi 6 tetraedri. Se prendiamo in considerazione anche i 9 

tetraedri F, avremo altri 9 di questi gruppi di superficie €, dunque: 

Teorema XXVII. Ci sono rispetto ai tetraedri reali della sestupla 

fondamentale 6 gruppi di 4 superficie a punti ellittici €, comple- 
mentariai6 gruppì di superficie armoniche formati dalle 10 super- 

ficie SS1... Sg, rispettoa quei tetraedri. In tutto il sistema si ot- 

tengono 15 gruppi di 4 superficie € (‘) (Teor. LXXXIX, Mem. T°). 

Le superficie È dei gruppi, che si riferiscono ad (A) (B) (C) riferiti al tetrae- 
dro (A) hanno l’equazioni seguenti : 

quelle di (A) Lr +x3+a,2—0= 
di +a3-+-ax?=0=g 

| dda a+ = 0=E3 
dic, +x3—a=0=€, 

quelle di (B) Zx12—2Zx,0,=0=%; 

UIREOTOO Zoc-2x,0,—2X305+2003-+-20904+2x010,+-2x09903="0= 

Ì Za} + 20010, +2%030;—200103—209%+20005+-20903="0=E 

3a + 2Xr1Ca,+2%3%0 + 20103+ 29201020909 =0=Èg 

quelle di (C) La}-2010,+ 2030, 20103+ 20900 209003+-20100,=0=€g 

Za}—2x10,+-2030+ 201003 — 2g +-2009,03— 210 =0=€ 0 

La +2x1%,—2xg ore 2010 3-+-207X0+-2X9A03— 2010 =0=E 

xo%+-2x0 10092304 +-200103— 2090, —20303-+-20 0 =0=E 19 

Le ultime 8 equazioni si trovano facendo uso delle formole (1) n. 1. E così 

facendo uso delle formole n. 4 si hanno i tre gruppi di superficie € che si riferiscono 

(') Essendo #,=0 7,=0...x=0 i 6 complessi fondamentali le equazioni delle 10 superficie 
SS, +-+ So considerate anche da Klein hanno per equazioni 01?+2,?+q;?=2,+37,+%? ecc. mentre 
le 60 superficie & che abbiamo qui incontrate hanno per equazioni LIO, EIzO,II=0 ecc. 
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ai tetraedri della 2% terna, cioè 

per (P') di + 0° = 2030,=0 = €3, Cu 
Ag + 0° 2x0, = 0 = €15, 6 

» (P") Ue + X3°F 2x, x, =0= 1, C18 
2* Bisestupla È | 

i "x + x 27,03 —=0= 19, 0 

» (84) 01? + es 2x9 Xg =" 0 = Coi ’ C97 

| da + 3° 2 0h —0 = Eg3; og. 

Queste 24 superficie €, come si vede, son tutte reali. È chiaro pure che un 

identico sistema di equazioni, si otterrebbe riferendosi ad un altro tetraedro della 

sestupla fondamentale. 

Mediante le formole (1) n. 14 le 4 superficie € che si riferiscono al tetraedro 

Pio P',9 P'9, P3, di (A) hanno per equazioni: 

ii + x = 2i 30, =0 

dai 2g, 0 

E così analogamente quelle che si riferiscono agli altri due tetraedri F di (A). 

Quelle che invece si riferiscono al tetraedro P'9 P”1, P'3; P‘3, di B hanno le seguenti 

equazioni (2) (n. 14) È 

Xx, + 201 da — 2x3 0, — 2i 01 0g — Qi ca 0, + 2i 1 a + 2 0r%9= 0 eco. 

Le superficie © dei tre gruppi dei tre tetraedri di una terna for- 

mano una bisestupla. — Considero solamente le superficie € della 

sestupla fondamentale e chiamo 1° bisestupla quella che si rife- 

risce ai tetraedri della 1° terna (A) (B) (C) e 22 quella che si riferi- 

sce alla 2* terna (P') (P") (P”). 
16. Sia data una delle superficie € di un gruppo di uno dei 6 tetraedri della 

sestupla fondamentale per es. © 

— a+ xt + x + a =0. 

Essa incontra i tre spigoli A Ag, A4 A3, A1A, nelle tre coppie di punti reali 

Pio Po, Pig P'13, Pu Pu e gli altri spigoli nelle coppie di punti immaginarî P'9g P'93 P'ax 

Po; P'3, P”3; onde essa passa per gli spigoli immaginarî di tre tetraedri N, cioè: 

Pio Pia Pix P'31, Pig Pig Pîag Plog , Pax Pn Pia P''93. Se consideriamo un’altra 

superficie © dello stesso gruppo per es. ©, 

ai — a+ vi + a =0 

si vede che essa passa pure per gli spigoli immaginarî del tetraedro Pig P'19 P'3c 

P'3, quindi due superficie © di uno stesso gruppo, s'incontrano nei 4 spigoli im- 

maginarî di un tetraedro N (Vedi Mem. I°, Teor. LXXXIX). 
Teorema XXVII. Due superficie © di ungruppo qualunque s’incon- 

trano nei 4 spigoli immaginarî di un tetraedro N, che ha i suoi 

vertici in una coppia di spigoli opposti del tetraedro, a cui sì ri- 

ferisce quel gruppo. In una superficie € qualunque sono situati 

i 4 spigoli immaginarî di tre tetraedri N. 

Si scorge facilmente dall’equazioni delle superficie € n. 15, che quelle che si 

riferiscono per es. a (B) e (0) toccano gli spigoli del tetraedro (A) nei punti reali 
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P,, P', e siccome in tal caso s’annulla l’invariante A192» = 0 fra una € per es. di 
(B) ed una per es. di (A), si ha: 

Teorema XXIX. Le superficie & diungruppo della 12 bisestuplache 
sì riferisce per es. ad (A), toccano glispigolideglialtriduetetrae- 
dri (B) e(C). Analogamente per le superficie della 2% bisestupla. Ci 
sono infiniti tetraedri conjugati alle superficie € di (A) i cui spi- 
goli toccano rispettivamente le superficie € di (B) e (0). 

17. Considero ora invece una € della 2° bisestupla per es. € 

dii + qa, — 20x39, = 0. 

Questa taglia i piani xx = 0 e 22=0 secondo le due coniche 

29} == 203 CL è Vo ia == 203 DK 

che toccano gli spigoli A1 À3, Ax A; e Ag A3, Ag A, nei punti A3, À;. Essa taglia 

invece i piani 23=0 «,=0 secondo due rette cioè: 

(C1+ ica) (1 — in) =0 

le quali 4 rette passano rispettivamente per Az e A, e s'incontrano nei due punti 
P',3 P'13 dello spigolo A, As; la superficie adunque tocca i piani 23 =0 a,=0 
nei punti Az e A, e i‘piani #, è x, =0 nei punti P'‘,, e P',3, dunque: 

Teorema XXX. Le superficie © della 2° bisestuplatoccano due facce 

di un tetraedro qualunque della 1% terna e tagliano le altre indue 

coniche, che toccano due degli spigoli, nei punti d’incontro diessi 

con lo spigolo, opposto a quello ove s’incontrano le due prime 

facce. Così perlesuperficie € della 1° bisestuplarispetto ai tetrae- 

dridella 2% terna. 

L'invariante simultaneo A13»» 0 A 110 di una superficie della 1° bisestupla ed 

una della 2° è zero. i 

Teorema XXXI. Ci sono infiniti tetraedri conjugati di una super- 

ficie € per es. della 1° bisestupla, che sono inscritti o circoscritti 

ad una superficie © qualunque della 2* bisestupla. 

La S, cioè > 
Ci + do + aa E=0 

è reciproca di sè stessa rispetto alle 24 superficie €,.... &a (Vedi Teor. XC, Mem. I° 

e Teor. XXV di questa) dunque: 

Teorema XXXII. La superficie S, diuna delle 10 sestuple, for- 

mate conitetraedri realie coi 9tetraedri Fè reciproca di sè stessa 

rispetto alle 24 superficie € delle due bisestuple,chesi riferi- 

scono alle due terne di tetraedri di quella sestupla. 

La €, per es. 
— a + 2 + 3 + = 0 

è polare reciproca di sè stessa rispetto a 6 superficie della 2* bisestupla cioè €,3 Cig 

Cir C18 C21 C99 
dit + co = 2agz a, = 0 

Lita 

VIE 12300 

gg 30 3 

ULASSE DI SCIENZE FISICHE ece. — Memorie — Vob. IX.° 4l 



. — 322 — 

Teorema XXXIII. Una superficie © della 1*(2°) bisestupla è po- 

lare reciproca di sè stessa rispetto a 6 superficie € della 2? (1°) 

bisestupla. 

Siccome con i 15 tetraedri fondamentali si possono formare 10 sestuple di te- 

traedri fasciali così colle 60 superficie © (Teor. XXVII) si formano 10 aggruppamenti 

di due bisestuple, quindi è chiaro che queste superficie € devono avere altre inte- 

ressanti proprietà, che io tralascio di considerare. 

18. Ritorniamo alla figura delle rette X (Teor. I). Con le 16 rette & si possono 

formare ìi seguenti 8 gruppi «x di 4 rette 

JO A1By Ci, AaB103, A3B3C, A,B,0, 
20 A1B1C,, AsB3 CC, A3 By C3, A;B,0g 

DO AB, 03, ABC, A3B3C,, A,BiC 

4° A1B3 02, A,B103, A3B2,C,, ABC 
5° A1Bx Ci, A, Bg 0, As B, Co, A,Bs (ORI 

6° A1B1C, A7By0,, A3B, Ci, A;B3 3 
le, Ai B, 03, LO B3 Ci, À3 Bj Ca, Ai By (071 

8° A1B3 Ca, AoB, CC, A3Bx03, A,B1C 

Le 4 rette & di un gruppo non s'incontrano, esse passano rispettivamente per 

i 4 vertici di ciascuno dei tre tetraedri (A) (B) e (C). Una retta per es. Aq By 

entra in 2 gruppi cioè nel 1°, e nel 5° dunque: : 

Teorema XXXIV. Le 16 rette A si dispougono in 8 gruppi a di 4 

rette,che non s'incontrano. Le 4rettehdiungruppo passano rispet- 

tivamenteper i vertici dei tretetraedri (A) (B) e (0). — Analoga- 

mente per le rette #' 

Le 6 rette &, che con AjB; Ci formano due gruppi « sono: 

A, Bi 03, A3B3 0, A, Ba Ca 

A,B,0,, A3 Bx Ca, A, B, 0g. 

Queste 6 rette sono situate evidentemente in un iperboloide H, che corrisponde 

alla retta À, B, Ci. 

Teorema XXXV. Ogni retta » entra in due gruppi «; le 6 rette & 

che con essa formano i due gruppi «a determinano un iperboloide H, 

che corrisponde alla prima retta h. Le Grette Ah s’incontrano due a 

due in 9 vertici di (A) (B) (C), eccettuati quelli della prima retta 

h. In essi l’iperboloide H ha per piani tangenti 9 piani IL, IWx. Ci 

sono I6iperboloidi He 16 H, che corrispondono alle 16 rette % e alle 

16 rette 4°. Alle 4 rette Ah (#°) di un gruppo « (x) corrispondono 4 

iperboloidi H (H)di un gruppo « («). 

Gli iperboloidi, che corrispondono alle 4 rette A, passanti per A, riferiti ‘al te- 

traedro (A) hanno le seguenti equazioni: 

Ti + La dg + Cod, + ax, =0 

cià — La, 0 + CdL =0 

(1) Tdi — 0,0 — dd + Ta, = 0 

di + aC Da, = 0. 

Analogamente per gli altri. 
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Dato un iperboloide H ce ne sono 6, che formano con esso due gruppi a e sono 

precisamente quelli che corrispondono alle 6 rette 4 situate sul primo. 

L'iperboloide che corrisponde alla retta A, BC, è 

Ag B103, A3B30%, Aq Ba Cs 

A> Bs, C,, A3B1 0a, A,B3 Ca. 

Ora quello corrispondente per es. alla retta Ag Bi C3 è 

AB, Ci, A3B30,, A,B, O 

Ai B3 Ca, As B, Ci, Ai B, (0/28 

Come è chiaro, questi due iperboloidi s'incontrano nelle due rette Az Ba Cho Ax 

— By Ca, che non s'incontrano. 

Invece due iperboloidi, che corrispondono a due rette A che s’incontrano, s'inter- 

secano in due rette 4, che pure s’incontrano. 

Téorema XXXVI. Uno qualunque degli iperboloidi H incontra. 

i 6 iperboloidi ‘H, che formano con esso due gruppi «, in due 

rette 4 che non s'incontrano, mentre incontra gli altri 9 in due 

rette h, che s'incontrano. 

19. Le 4 rette / di un gruppo « non possono appartenere ad un iperboloide, 

questo passerebbe per tutti i vertici di (A) (B) (0) e quindi per tutte le rette », 

‘ciò che è impossibile; le 4 rette A di un gruppo « ammettono due sole trasversali 

comuni hp. Abbiamo visto, n. 11, che i punti E della retta A, B, C, hanno per co- 

ordinate 
8V 80 i ei 

Considerando le rette As Bs Ci, Ag By 03, Ax Bo Ca, che con essa formano un 

gruppo &, i punti imwaginarî E di esse sono : 

I, 6V3, I, 1 

1 cn IVI 
2 —]l 1 == 3V 3, 

Tiriamo la retta, che passa per il punto (+%/3,1, 1,1) di Ai Bz C, e 

(—1,+iV3,— 1, 1) di Ax By C1; le coordinate di un suo punto qualunque sono 

della forma: 

IV9—=i, lee, Id Ted 
1 

Ponendo per ) i valori si ottengono i due punti E delle altre due 

rette fn; cid vuol dire che le trasversali comuni ho delle 4 rette ® di un gruppo a, 

le incontrano nei punti E; dunque sono situate nella superficie S, siccome questa 

passa per i punti E ed E' (Teor. XIX). Che le rette #, passano per i punti E delle 

rette.R si dimostra anche projettando da due rette & del gruppo « i tre vertici di 

(A) (B) (C) della terza sulla 4* retta &; si ottengono così in quest’ultima nelle due 

projezioni gli stessi vertici di (A)(B) (C) situati in essa, in modo che si ha (ABC..) 

N (BCA..); ciò fa vedere che i punti uniti di queste due punteggiate projettive sono 

precisamente i punti E. 

Teorema XXXVII. Ciascun gruppo « di rette & ammette due tra- 

sversali A, che incontrano le 4 rette di esso nei punti E. Queste 
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rette h, sono 16.— I gruppi &' delle rette # ammettono le stesse 

trasversali h.— Esse sono situate sulla S. 

L'ultima parte di questo teorema può dimostrarsi nel seguente modo. La retta 

h, che passa per un punto immaginario E è situata sulla S, essa è dunque situata 

sul piano tangente ad S in E, cioè in un piano e (Teor. XIX), il quale passa, come 

si sa, per la retta W' corrispondente alla retta A, ove giace il punto E; dunque la 

retta /£ incontra le 4 rette 4", che corrispondono alle 4 rette ’» del gruppo « e di 

cui essa è trasversale comune. Quelle 4 rette #° formano anch’esse un gruppo «', 

quindi due gruppi corrispondenti a ed «' ammettono le stesse trasversali Ay. 

‘Congiungendo i due punti E di una retta A con un punto E' della retta cor- 

rispondente /' si ottengono due rette A, onde le rette %, si scindono in due gruppi 

di 8 rette, che appartengono ai due sistemi di rette di S, dunque: 

Teorema XXXVIII. Le 16 rette hh si scindono in due gruppi di 8 

rette, due qualunque di un gruppo non s'incontrano, mentre s’in- 

contrano quelle di gruppi differenti in uno dei punti E od E. 

20. L’iperboloide H corrispondente alla retta Ax B, C, passa evidentemente per’ 

le due coppie di trasversali %,, dei due gruppi a, a cui appartiene la Ax Bi Ci; 

quindi in ogni iperboloide H ci sono 4 rette &, e perciò due iperboloidi H, che 

corrispondono a due rette A dello stesso gruppo &«, s'incontrano oltre che in due 

rette & (Teor. XXVIII) anche in due rette ky. 

Teorema XXXIX. Due iperboloidi di uno stesso gruppo a s’incon- 

trano oltre che in due rette A (Teor. XXXVI) in due rette hh, che non 

s'incontrano. è 

21. Sia ora dato un punto di coordinate 1, 2, 73, %, e determiniamo i suoi 

conjugati nelle involuzioni di 2° specie, determinate dalle 9 coppie di spigoli dei 6 

tetraedri della sestupla fondamentale. Quelli rispetto alle tre coppie di spigoli di 

(A), si ottengono semplicemente cambiando due segni alle coordinate del punto 

dato, quelli invece rispetto a (B) e (C) si ottengono pure semplicemente colle for- 

mole :(1) n. 1. Essi sono distribuiti nei seguenti quadri; a sinistra ‘di ciascun punto 

è indicato uno dei due spigoli, rispetto ai quali esso è conjugato di 2* specie del 

punto dato. 

1. Ya Y2U3 Vi 
A1À3 2% Ya—Y8 Ya | B1B35 43 vi yn val 0008 8 ye% Ve 
Ax Ag 3° yi-y—ya Ya | Bi Bi 60% yu vo y|0 9% Y Ve 
A1A9 4—-yy2a 3 Yn|BiBa 7 42 Yi Ya Y3| 00 10 va yy 

© 

Osservo che i conjugati di 2* specie rispetto alle coppie di spigoli opposti di (B) 

e (C), sono due a due conjugati di 22 specie rispetto alle coppie di spigoli opposti 

di (A). Se di 2, 3 ecc. si fa la stessa operazione si ottengono rispetto ad (A) gli 

stessi punti 1 3 4 ed avremo: 

2 i=Va Ya — 3 Ya 

B, Bz 8 —%3 Y% Ya 00 5 Y Vi Ya 

Bi Bi 11° yi—Ys yy | 010 13 yy Ya % 
Bi Ba 12° yang Yinys| 108 14° yonyiY Y3. 
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3. YiY7Ys Yi 
Bi Bg 15 —y% % vy| 005 16 —w%—% n % 
Bi Bi 11° yin v| CC 6% YU Ye 
Bi Ba 14 —% vi vu] 0012 —% vu Vs 

di yy Ys Ye 3 
Bi Bs 16° ya yu—y| 03 15° yu Va 
BB 13° 4a %oyyn| 11 vst 
Bi Ba 10 yy Yu y| CC 7% yi vi vs 

I punti 1258 formano due coppie 12, 58 di punti conjugati di 2% specie ri- 
spetto agli spigoli A1 A3, As Ax; due coppie 15, 28 di punti conjugati di 2° spe- 
cie rispetto agli spigoli B, B3, Bs B, di (B) e 18,25 sono conjugati di 2* specie ri- 
spetto alla coppia di spigoli C, C3, CC, di (0). Questo risulta chiaro dal precedente 
quadro ed è altresì chiaro essendo AjA3, A, A;; Bi B3, Ba Bi: C4 03, Ca C spigoli 
del tetraedro P13 P',3 P>; Pa, della 2* terna (Vedi n 2, quadro Q), onde 1258 formano 
un tetraedro fasciale con P3 P'13 Pa, Pag. Così i punti 1369, 14710 determinano 
due tetraedri fasciali rispettivamente con gli altri due tetraedri della 22 terna. I 
punti 5, 8, 15, 16 formano invece un tetraedro fasciale con (A), come anche 6, 9, 
11, 13 e 7, 10, 12, 14. Dunque i 16 punti ottenuti sono vertici di 4 tetraedri fa- 
sciali rispetto ad (A) e per la stessa ragione rispetto agli altri 5 tetraedri della se- 
stupla fondamentale. Se scegliamo il tetraedro 5, 8, 15, 16 e costruiamo dei suoi 
vertici i conjugati di 2° specie rispetto alla coppia B, B3, By B; oppure C C3, Ca C, 
(vedi quadri precedenti) otteniamo i punti 1234 stessi. Ma v'ha di più, i 16 punti 
formano un ciclo tale, che se di uno di essi si trovano i conjugati di 2° specie rispetto 
alle 9 coppie di spigoli opposti dei 6 tetraedri della sestupla fondamentale, si ot- 
tengono 9 punti degli stessi 16 punti. 

Teorema XL. Se dei vertici del tetraedro fasciale di un punto P 
rispetto aduno della sestupla fondamentale per es. (A) si costruiscono i 
conjugati nelle involuzioni, date dalle 3 coppie di spigoliopposti 
degli altri due tetraedri (B) e (C), si ottengono 12 punti,che for- 
mano tre tetraedri fasciali con (A). Facendo la stessa operazione 
con uno qualunque di questi tre tetraedri risultano gli altri due 
tetraedri e il 1° appartenente a P. I 16 vertici di questi 4 te- 
traedri determinano una configurazione K chiusa, tale che di 
un suo punto qualunque i conjugati di 2° specie rispetto alle 9 
coppie di spigoli della sestupla fondamentale coincidono con se 9 
dei 16 punti di essa. I 16 punti si separano in 4 tetraedri fasciali 
rispetto ad uno qualunque dei 6 tetraedri della sestupla fondamentale. 

22. Del punto y1 ya 3 v ossia 1 (n. 21) i conjugati di 2* specie rispetto alle 9 
coppie di spigoli opposti sono i punti dal 2 al 10; dei 16 punti dunque ne rimangono 6 cioè: 

IO YiY very, 12 veti vv, 13 yi %% 
LA Syoyioyi Ya, 15 vs yi uva, 16 yy Yi Va 

Questi 6 punti stanno in un piano, cioè nel piano polare 

Di Yn + do Yr + Ly + ca Y= 0 
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del punto 1 rispetto alla S= 21° + x2° 03? ++ 2,7 = 0. Questo ha luogo natural- 

mente per ognuno dei 16 punti di K, quindi essi sono disposti 6 a 6 in 16 piani, 

che sono i piani polari dei 16 punti rispetto alla S. Questi 16 piani formano alla 

lor volta una configurazione K. È facile anche di verificare che i 6 punti 11, INNS E7 

14, 15, 16 sono situati in una conica. La configurazione K è adunque analoga, alla 

configurazione dei 16 punti singolari e 16 piani singolari di una superficie di Kummer. 

Pigliamo ora i punti 3, 4, 6, 7 cioè: 

CATEO TEA Ung n PICENO Yu Y3 Y2Y15 Ya Y1 Yi Y3 
Questi 4 punti sono situati sul piano polare di 1, va Y3 %; rispetto ad 

S7=X1X3 — 0g = 0 

cioè TiYz = day YyTaYESO - 

esso passa anche pei punti 13 e 14, vale a dire esso è uno dei 16 piani di K; dun- 

que i 16 piani di K sono i 16 piani polari dei suoi 16 punti rispetto alle 10 su- 

perficie SS,..... Sg: dunque la K ha le stesse proprietà rispetto alle 10 sestuple for- 

mate coi 6 tetraedri reali e i 9 immaginarî F. 

Teorema XLI. I conjugati di 2% specie di un punto P rispetto 

alle 9 coppie di spigoli opposti di una delle 10 sestuple (Teor. XXIV) 

per es. della fondamentale sono situati 83 a 3 nei piani polari di 

esso rispetto ai 6 tetraedridella sestupla e 4 a 4 nei suoi piani 

polari rispetto alle 9 superficie S1....S9. Glialtri 6 punti della 

configurazione K, a cui dà luogo il punto P, sono situati sul piano 

polare di Prispetto alla S.— Questi 6 punti sono situati in una co- 

nica. — Per due di questi ultimi punti passano rispettivamente i 

piani polari di P rispetto alle superficie S,....S9.— La configura- 

zione K ha le stesse proprietà rispetto a ciascuna delle 10 sestuple 

di 6 tetraedri, ei suoi 16 piani formano una configurazioneKesono 

rispettivamente i piani polari deisuoi 16 punti rispetto alle 10 su- 

perficie SS1....So. LaconfigurazioneKè analoga a quella dei 16 punti 

e 16 piani singolari della superficie di Kummer ('‘). 

23. Abbiamo finora considerato i conjugati di 2* specie di un punto P, rispetto 

alle 9 coppie di spigoli opposti dei 6 tetraedri di una sestupla qualunque. Ora consi- 

dereremo anche i conjugati di 1% specie S di un punto P rispetto alle involuzioni di 1* 

specie date dai vertici e piani opposti dei tetraedri di una delle due terne di una 

sestupla per es. (A) (B) (C). Tenendo conto delle formole ‘(1) (2), n. 1, sì hanno i 

seguenti punti. Il punto %, %» vs vi ha rispetto ad (A) per conjugati di 1% specie 

i punti: 

17 —y Ya Y3 Yao 18 Yyi—y2 Y3 Yi, 1941 yu —Y Y, 20 Yi Ye YU —U% 
rispetto a (B): 

21( Yivatyzy).( yy), ( ) 
22( Yiyty+y) (ut vtR+Y) (Vv: 
23( ytuvtyty).( vevt+ym‘) (U+%tY%+V): 
24 (y+yt+Y+Y):( Viet yt+Y), ( VitverWtY) 

Yy\Y+Ys+ 1), (YTY+Y+Y) 

(yy Y+%Y) 
(4Y1—-Y2a+-Y3+Y1) 
(U+y+YTY) 

(') Vedi anche Klein, l. c. 

a 
= — 
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"rispetto a (C): & 

25 (Yityatytv), (| yitynyzv) ( vyivanvny) ( Vviyazy Y3+-Y1) 

260 (41v+ =) (rey), ( Viatytytv), (CYYatY+41) 
27 (yituny—v), (| yieyvtytvi), (yy), (—V+y-Y7Y) 
28 (iv) (tv) (UV YAV) (ty) 
Così continuando coì punti 23 4 si hanno altri punti, che si possono ottenere sem- 

plicemente da questi col solo scambio di alcuni segni, donde 

Teorema XLII. Se dei vertici di un tetraedro 1234 fasciale per es. 

con (A) sicostruisconoiconjugati di 1° specienelleinvoluzioni date 

dai vertici e dai piani opposti diuno dei tetraedri (B), (0), si otten- 

gono 16 punti, che formano 4 tetraedri fasciali rispetto ad (A). 

Teorema XLIII. Il tetraedro fasciale complementare di 1234 ri- 

spetto ad (A) dà luogo rispetto a (C) o (B) ai 4 tetraedri (Teor. XLII), 

rispettivamente complementari a quelli determinati da 1234 ri- 

spetto ad (A). 

E continuando l’operazione indicata coi nuovi punti ottenuti si ha: 

Teorema XLIV. Se di un punto P si trovano i conjugati di 1° e 

2a specie nelle involuzioni date daitretetraedri diuna ternaperes. 

(A) (B) (0) e lo stesso si fa coi nuovi punti ottenuti, sì ottiene un 

ciclo V di 96 punti, che si compone di 6 configurazioni K. Esso ha 

perciò anche 96 piani che contengono 6 a 6 quei 96 punti e che de- 

terminano pure un ciclo V. 

24. Il piano che congiunge il punto y1 y. y3 % con la retta A; Bi C; ha 

per equazione: î 
Ca (Y3Y2) + 0a (YiTY3) + 3 (Yer) = 0 

questo deve contenere i conjugati di 1% specie del punto 1 rispetto alle involuzioni 

A Bi Bi, Ciyi. Essi sono, come si sa dal num. precedente i punti 20, 24 e 28 cioè 

dd Ra 2a 

(um+vtyty), ( vivete), ( Viryyty), (V+yty_v) 
(vv, (Yytunyt+v), (Uytytv) (Vty+Y+%) 

Ora di 20 trovando i conjugati di 1° specie nelle stesse involuzioni si ottengono il 

punto 1 e due, altri punti di V cioè : 

(auntntyt)à ( viveva, ( ytorzy), (M+Y+Y+4) 

(yy) (voy tyty), (YeyYyt1”., (Vtyty=y). 

Se facciamo lo stesso coi due punti 24 e 28 già trovati, otteniamo dei punti trovati. 

Questi 6 punti sono in una conica e formano due triangoli omologhi in tre maniere 

differenti per i punti A; Bj C, come centri e le rette d’intersezione del piano con &; Bi Yi 

come assi di omologia. Dunque: 

I Teorema XLV.I96 punti diunciclo V sono situati 6 a 6 in 16 piani 

O che passano per una retta qualunque A. In ciascuno di questi 

piani Oi 6 punti sono situatiinunaconica, e formano due triangoli 

omologici in 3 maniere differenti per i vertici dei tetraedri (A) 

(B)(C) situati sulla retta & del piano O come centri el’intersezioni 
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del piano 0 con le facce opposte come assi di omologia. I piani 0 
di un cielo V sono 240. — Analogamente peri 96 piani di V. 

Se il punto P è situato in una retta & i 6 punti considerati precedentemente , 
cadono tutti in & e si ha perciò: 

Teorema XLVI. Se il punto P cade in una retta A, i 96 punti del 

ciclo V corrispondente a quel punto rispetto ad (A) (B) (C) sono 

situati 6 a 6 sulle 16 rette h; se P è invece un punto di una delle 

rette A, il ciclo V si riduce ad una configurazione K speciale. 

La seconda parte di questo teorema si dimostra pure facilmente. 

25. Se del punto yi y2 Y3 Y costruiamo il piano polare rispetto al tetraedro (A) 

esso ha per equazione: 

Ya Y2 PI Y3 = Van 
e se così facciamo per tutti i punti della configurazione K, a cui dà luogo il punto 1 

(vedi n. 23), vediamo che essi formano un’ altra configurazione K; che è appunto 

quella data dal punto conjugato SE di yi Ya Y3 Va rispetto al tetraedro 
Vi Ya Y3 Yk i 

(A); di modo che i 16 punti della 1% e i I6 punti della 2* configurazione K sono 

conjugati rispetto ad (A). È chiaro pure che se dei 16 punti délla 2° configurazione 

si pigliano i piani polari rispetto ad (A), si ottengono i 16 piani della 1°. Così suc- 

cede pure rispetto ad un tetraedro qualunque di una qualunque delle 10 sestuple di 

tetraedri fasciali e si ha: 

Teorema XLVII. I piani polari dei 16 punti di una configura- 

zione K rispetto ad uno dei 15 tetraedri fondamentali, costituiscono 

un’altra configurazione K,icui 16 punti sonoiconjugati dei primi 

rispetto a quel tetraedro. 

Analogamente si trova: 

Teorema XLVIII. Se diciascuno dei punti di una configurazione R, 

si trovanoi4punticonjugatidi 1° specierispettoaduno qualunque 

dei 15 tetraedri fondamentali siottiene un’altra configurazione K. 

Se di ciascuno dei 96 punti di un ciclo V, che siriferisce aite- 

traedri di una terna per es. (A) (B) (0), si trovano i 4 punti conjugati 

di 1° specie rispetto ad un tetraedro della 2% terna (P').(P") (P”) si 

ottengonoaltri 96 punti, che formano un ciclo V, rispetto alla 

1° terna. 
Teorema XLIX. Le 16 rette he quindi anche i 16iperboloidiH for- 

mano un ciclo V, ridotto ad una configurazione speciale K rispetto 

_ui tetraedri della 1° e 2* terna della sestupla fondamentale. Ana- 

logamente per le rette # e per gli iperboloidi H. 

26. Abbiamo trovato il ciclo V del punto yi ya Y3 4, determinando i suoi co- 

njugati rispetto alle involuzioni di 1 e 2° specie, date dai tre tetraedri (A) (B) (0). 

Ora se consideriamo anche i conjugati di 1% e 2* specie di y1 ya Ya Yi rispetto ai 

tetraedri della 2% terna (P') (P") (P'), e di tutti i punti così ottenuti, si dimostrano 

facilmente i seguenti teoremi: 
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Teorema L. Se dei vertici di un tetraedro (Y) fasciale con uno dei 

tetraedri della 1° terna (A) (B) (C) per es. (A) si determinano i conju- 

gati nelle involuzioni di 1° specie date da uno qualunque dei te- 

traedri della 2% terna, si ottengono 8 soli punti, che formano due 

tetraedri (P) (Q) fasciali con (A). Se dei vertici del tetraedro (Y') 

fasciale complementare di(Y) rispetto ad (A) sì fa la stessa opera- 

zione si ottengono altri 8 punti, che determinano i due tetraedri 

(P') (Q), fasciali complementari di (P) (Q) rispetto ad (A). 

Teorema LI. Se di un punto P si determinano i conjugati nelle 

involuzioni di 1* e 2° specie date dalle 9 coppie di spigoli dei 6 

tetraedri della sestupla fondamentale e dai loro vertici e facce 

opposte, e si fa la stessa operazione coi nuovi punti ottenuti,si ot- 

tiene un ciclo Z di 576 punti, composto di 36 configurazioni K, 

«che formano 6 cicli V rispetto ai tre tetraedri della 1° terna e 6 

rispetto a quelli della 2.* Analogamente per le altre 9 sestuple di 

tetraedri fasciali. I 23 punti che risultano scambiando le coordìi- 

rate di un punto qualunque del ciclo Z rispetto ad uno qualunque 

dei 6 tetraedri della sestupla fondamentale appartengono allo 

stesso ciclo Z (Vedi Teor. LXXXV, Mem. I°). 

27. Se un punto yi Y2 Y3 Yi è situato sulla S= 2, + 23° + 23° — 2,2 =0 è 

evidente che in essa è inscritto l’intero ciclo Z, a cui dà luogo il punto y; rispetto alla 

sestupla fondamentale, perchè i 6 tetraedri di essa sono conjugati rispetto ad S; e 

siccome ogni tetraedro conjugato alla superficie S dà luogo a una tale sestupla (Teor. XIIT) 

così per ogni tetraedro conjugato otteniamo un tale aggruppamento Z di punti, piani, 

tangenti e rette di S. Dunque: 

Teorema LII. Se un punto o una retta appartiene alla S, il ciclo 

Z corrispondente rispetto alla sestupla fondamentale è inscritto 

in.S. Analogamente per un piano tangente di S si ottiene un ciclo 

Z circoscritto ad S. Per ogni tetraedro conjugato ad S si ottiene 

un tale aggruppamento dei suoi punti, piani tangenti e delle 

sue rette (Teor. XII). 

Se invece il punto 123%, appartiene ad uno degli iperboloidi Si ..... So, la 

configurazione K corrispondente è inscritta in esso, questo si vede sia dalle coor- 

dinate dei punti di K, come anche dall’avere K la stessa relazione con tutte le 10 

superficie S Si... So. 

Teorema LIII. Se un punto appartiene ad una delle superficie 

S1....S9, la configurazione € a cui dà luogo è inscritta inessa. 

Consideriamo invece le superficie E di un gruppo per es. €, & €3 €, (n. 12) cioè: 

x + xo + x +-— af =0 = € 

x — do + a + 2° —=0= £, 

cit + do — a + a =0 = € 

ci + do + 03° — a =0 = €, 

e sia dato il punto y1 7243 va in €; in €, sono allora pure situati i punti (— 1, % 
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