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Nuovi teoremi sull’ Hexagrammum Mysticum.
Memoria, di GIUSEPPE VERONESE
presentata dal Socio G. BATTAGLINI
nella seduta dell’ 8 aprile 1877 .

CENNO STORICO

Come egli ® gia noto a tutti gli studiosi delle scienze matematiche, Pascal ancor
giovanetto nel 1640 trovd il famoso teorema che stabilisce la condizione perche sei
punti siano situati in una curva del 2° ordine, chiamando la figura da essi formata
Hexagrammum mysticum (*). Nessun geometra da quel tempo sino al 1806 aveva
pensato di estendere guesto teorema guando appunto in quell’ anno Brianchon ne dedu-
ceva quello non meno importante delle sei tangenti ad una curva di 2° classe, ren-
dendo cosi piti importante ed elegante ad un tempo la figura detta di Pascal (*).
D’allora divenne celebre I’Hezagrammam per gli studi, specialmente fatti su di esso
da alcuni dei piut rinomati geometri del secol nostro. Infatti fu Steiner il primo a
richiamare 1’attenzione dei matematici nell’anno 1828, dimostrando che potendosi
formare con 6 punti di una conica 60 esagoni differenti, le 60 rette di Pascal, che
a questi corrispondono, s'incontrano tre a tre in 20 punti G, chiamati punti di Steiner.
Egli credette che questi 20 punti fossero posti quattro a quattro in 5 rette concor-
renti in un punto, mentre Pliicker, trovando scorretto quest’ ultimo teorema, asseri
che i 20 punti G sono invece situati quattro a quattro in quindici rette, che chia-
merd per questo rette di Steiner-Plicker (*). Hesse disse che la figura dei punti di
Steiner appartiene veramente alle piu eleganti scoperte della geometria moderna (*).
Dopo i risultati di Steiner e Pliicker progredirono sempre piu gli studi sull’ Heza-
grammaum. Molto si occupd Hesse in alcune sue Memorie e ne’suoi trattati, e per-
venne a scoprire che i 20 punti di Steiner sono due a due conjugati rispetto alla
conica fondamentale dei sei punti e mostrd che la figura di Steiner & identica a quella
formata da tre triangoli a due a due prospettivi per un medesimo centro. I 9 lati
dei tre triangoli, le tre rette concorrenti nel centro comune e le tre rette di
prospettiva rappresentano le 15 rette di Steiner-Pliicker (*). Cayley considerd la stessa
figura e cercd specialmente nei suoi lavori di rappresentare queste refte con delle

(1) Essai pour les coniques. 1640.

(2) Mémoire sur les lignes du 2¢ ordre.

(3) Annales de Gergonne T. XVIII. 1828 — Systematische Enitwickelung der Abh. der geom.
Gestalten pag. 311 e Pliicker, Ueber ein neues Princip der Geomelrie pag. 275.

(*) Hesse, Vol. 75 del Giornale di Crelle pag. 1.

(5) Hesse, Vol. 24 p. 40 Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid e Vol. 41 p. 269 di Crelle.
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annotazioni abbreviate (‘). Staudt e Grossman s”occuparono pure di questi punti di
Steiner, Steiner’sche Gegenpunkte, partendo ambidue dalia considerazione di due trian-
goli 128, 456 inscritti mnella conica; il lavoro di Staudt specialmente & pregevole per
la sva eleganza ). :

Alle scoperte dei matematici francesi e tedeschi sono reciproche in certa guisa
le scoperte dei matematici inglesi. Kirkman dimostrd che le sessauta rette di Pascal
dei 60 esagoni non solamente s’ incontrano tre 2 tre nei 20 punti G, ma bensi anche
tre a tre in 60 altri punti, che vengono chiamati punti di Kirkman. Egli dimostrd,
pure che questi 60 punti sono allineati due a due in 9¢ rette, ciascuna delle quali
pbassa rispettivamente per il punto d’incontro di due dej quindici lati ottenuti dai
6 punti della conica fondamentale (°). Cayley e Salmon contemporaneamente trovarono
che 1 60 punti di Kitkman sono collocati tre a tre in 20 rette, che chiamerd rette dj
Cayley-Salmon (*). Salmon poi ebbe a dimostrare che queste rette 8’incontrano quattro a
quattro in 15 punti, che si chiamano punti dj Salmon, e che ciascuna di esse passa

Infatti Hesse nel 1868 rilevd in esso una certa reciprocitd tra le rette dj Pascal e
i punti di Kirkman, tra i punti di Steiner e le rette di Cayley-Salmon, tra le rette di
Steiner- Plicker e i punti di Salmon. Se dei quindici lati dei 6 punti fondamentali si
tralasciano quelli di un esagono, restano ancora 9 lati che determinano altri 3 esa-
goni, le cui rette di Pascal s’ incontrano in un punto di Kirkman, che corrisponde in

s’ incontrano in un punto di Kirkman, i tre punti di Kirkman ad esse corrispondenti
g-aciono nella retta di Pascal corrispondente a quel primo punio, alle tre rette di
Pascal che s’ incontrano in up punto di Steiner corrispondono tre punti di Kirkman
situati nella retta dj Cayley-Salmon ad esso corrispondente, cosi alle rette di Steiner-
Pliicker corrispondono i punti di Salmon. Ed egli & appunto per questa ccrrispon-
denza trovata da Hesse, ch’ egli dubitd dell’ esistenza di una reciprocity polare rispetto
ad una conica che chiamd ideale, egli perd dice: « Es ist mir nicht gelungen das ver-
muthete Reciprocitiits Gesets za entdecken, im Gegentheil weisg ich dass dieniege
Reciprocitit der Pascal’ schen Linien und der Kirkman’ schen Punkten sich nicht
in dem Sinne von Polaren und Polen auffassen lasst, wenigstens nicht jm Riiksicht
auf dem Kegelschnitt dem die 60 Pascal’sche Sechsecke einbeschrieben sind ». Egli
infine della sua Memoria dice: « Es fehlt zur Zeit Jjedoch ein Bild fir die Pascal’sche
Linien und die Kirkman® sche Punkte. Ein zu erfindender Satz, der die Endeigenschaften
der Figur im Auge hat wird dieses Bild deutlich machen kénnen () ».

(') Cayley, Vol. 81 pag. 216, Vol. 84 pag. 272 di Crelle,

(2) Grossman, Vol 58 pag. 174 Crelle — Staudt, leber die Steiner’sche Gegenpunkte Vol. 62
pag. 142 Crelle.

(*) e (4) Cayley, Vol. 41 d; Crelle. Notes sur quelques théorémes de la Géom. de position pag. 66 e 84

(%) Salomon-Fiedler, Analytische Geom. der Ebene II1 Aufl. n. 284. 1873,

(°) Hesse. Vol. 63 di Crelle Pag. i93 anno 1868. Analytische Geom, der Ebcne-Bemerkung.
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Bauer nel 1874 si occupd pure della figura partendo dalla considerazione di due
triangoli 123, 456 inscritti nella conica fondamentale e considerandoli come triangoli
conjugati rispetto ad una conica 2. Egli trovd che la coppia di punti di Steiner che
corrisponde al simbolo 128 (essendo 123 le cifre in posto dispari che rimangono fisse
nei sei esagoni delle rette di Pascal di quei due punti) hanno per rette polari, rispetto
alla conica I le due rette di Cayley-Salmon che rispettivamente passano per essi (*).

Schroter nella sua nuova edizione delle Steiner’sche Vorlesungen pubblicata
nel maggio 1876 presentd la quistione di Hesse in brevi parole, aggiungendo che
invece di una reciprocity polare potrebbe esistere una correlazione generale ).

Siccome io dovevo preparare un lavoretto per temere una conferenza tra i miei
amici studenti Gi matematica del Politecnico di Zurigo nel Mathematisches Seminar
diretto dagli illustri sigg. prof. Fiedler e Frobenius, nel giugno ds1l"anno teste pas-
sato, cosi mi proposi allora di risolvere la questione di Hesse e di Schroter, e poiche
io eredo di averla non solo completamente risoluta, ma ben anco avervi aggiunti altri
teoremi importanti, cosi mi faccio animo di presentare ora questo 1mio piccolo lavoro
ai miei sigg. professori dell’ Universita Romana, con la speranza ch’egli sia ben accet-
tato. B certo che ad up giovane studente riesce malagevole di riordinare in un bel
tutto le proprie idee, egli prosiegue anzi dubbioso ed incerto; ma & solamente me-
diante questi dubbi che gli sorgono da ogni parte alla mente che egli si fa padrone
poco a poco di sb e della scienza. '

Io dimostro che le 60 rette di Pascal si scindono in sei gruppi di dieci rette
che contengono i loro dieci punti di Kirkman corrispondenti e che sono polari di essi
rispetto ad una conica, che chiamo 7, onde in tutto 1'Hezagrammumn abbiamo sei
di tali coniche. Cinque di questi gruppi determnano il sesto. Oltre di cid dimostro
che non solamente ¢’ & il sistema [Kp| delle 60 rette di Pascal e dei 60 punti di
Kirkman ma bensi infiniti di cotesti sistemi, ciascun dei quali si compone di sei
gruppi analoghi a quelli del sistema [Kp!, che danno luogo ad altre sei coniche;
cinque i essi determinano un gruppo del sistema precedente e uno del seguente. La
figura dei punti di Steiner e delle rette di Cayley e comune a tutti questi sistemi
vale a dire i 60 punti di un sistema sono posti tre a tre nelle venti refte di Cay-
ley-Salmon e le 60 rette dello stesso sistema s’incontrano tre a tre pei 20 punti
di Steiner.

Essi sono inoltre legati da certi punti e rette fisse e da certe involuzioni, che
sono generate dalle 60 rette e dai 60 punti degli infiniti sistemi inforno ai punti di
Steiner e sovra lerette di Cayley-Salmon,’che hanno importanti proprieta. Siccomel’ Heza-
grammaum @, si pud dire, la figura dei triangoli prospettivi, cosi & appunto per mezzo
di essi che io spiego quasi tutti i teoremi, ed & per questo che faccio precedere al
mio studio sull’Hewagrammwm alcuni teoremi sulle figure prospettive, i quali, per
quanto io so, non furono ancora considerati.

(Y) G. Bauer, Ueber das Pascal’ sche Theorem. Abhandlungen der k. bayer. Akademie der W.
IT CL CL Bd. NI. Abth. 1874
() Schroter, Sieiner’sche Vorlesungen. Neue Aufl. 1876 pag. 217-218.
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SOPRA I TRIA NGOLI PROSPET TIVI

Passano per un punto si formano trentasei terne di triangoli due
a due prospettivi. Per ogni terna le tre rette di Prospettiva s’incon-
trano in un punto, i trentasei punti che corrispondonoe cosi alle
trentasei terne giaciono quattro gz quattro in ventisette rette.
Infatti con nove punti A4 B; Cy, A3 By Cy, A; B3 Cy situati tre a tre in tre rette
diverse concorrenti in un Punto si formano ventisette triangoli, i cui vertici sono posti
rispettivamente in quelle tre rette. Con questi 27 triangoli possiamo formare trentasei
terne di triangoli; i triangoli di una terna non hanno aleun vertice comune e un
triangolo formato con tre dei nove punti dati si ripete in quattro terne. Le tre rette
di prospettiva date daj tre triangoli di una terna incon trano in un punto, i quattro punti
che corrispondono in fa] modo a quattro terne, che hanmo un triangolo comune,
sono situati in una retts, Consideriamo infatti le quattro terne che hanno il trian-
golo A; B, ¢ comune ossig :
A1BiCi | Ay B; G, A3 B3 C;
» Ag Bg 03, A3 Ba Cg
» Ag B3 Cg, A3 Bg 03
> A2 B3 C3. A3B,(,
Per la prima terna le tre rette di prospettiva, date daj seguenti punti in linea
orizzontale:
A1 Bi. Ay B, A;C,. A3 Cp, BiC1.ByCy
A1 By A3 B, Ay Cr. A5 0y, By Ci. B3 03 s"incontrano in un punto Sq
As By A3 Bz, A, (. A3Cs, By (. B3 G
Per la seconda terna le tre rette di prospettiva

A1 Bl Ay B, A, Ci- A, C3, B, (. B Cs
A1 Bl. A3 Bg 9 Al C]. A3 Cg 9 Bl Cl- Bs Cg > i > 82
A3 By A3 B;, A, Cs. A3 Ca, B, (s B; C;
Quelle della terza
A1Bi.A; By, A, QLA C2, Bi 0 By Gy
A1 Bi. A3B;, A Ci.A3C3, A, (.. B, Cs > » S3
As Bs. A3 B, , Ay Ca. As Cs, "Bs C,. B; C4
E quelle della quarta
A1 B1. Ag Bg, A] C1. Ag 03, Bl Cl. Bg 03
A,y Bi. A, B;, A C. AsCy, B, ¢;. B, ¢ » » Ss
AQ B3. A3 Bg . Ag 03. A3 CQ M B_a__ CQ- Bg 03
Si scorge facilmente che un triangolo formato con tre punti, che sono rispettiva-
mente situati nelle tre rette dj prospettiva di wna terna e che stanno in linea verticale







