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Nuovi teoremi sull’ Hexagrammum Mysticum.
Memoria, di GIUSEPPE VERONESE
presentata dal Socio G. BATTAGLINI
nella seduta dell’ 8 aprile 1877 .

CENNO STORICO

Come egli ® gia noto a tutti gli studiosi delle scienze matematiche, Pascal ancor
giovanetto nel 1640 trovd il famoso teorema che stabilisce la condizione perche sei
punti siano situati in una curva del 2° ordine, chiamando la figura da essi formata
Hexagrammum mysticum (*). Nessun geometra da quel tempo sino al 1806 aveva
pensato di estendere guesto teorema guando appunto in quell’ anno Brianchon ne dedu-
ceva quello non meno importante delle sei tangenti ad una curva di 2° classe, ren-
dendo cosi piti importante ed elegante ad un tempo la figura detta di Pascal (*).
D’allora divenne celebre I’Hezagrammam per gli studi, specialmente fatti su di esso
da alcuni dei piut rinomati geometri del secol nostro. Infatti fu Steiner il primo a
richiamare 1’attenzione dei matematici nell’anno 1828, dimostrando che potendosi
formare con 6 punti di una conica 60 esagoni differenti, le 60 rette di Pascal, che
a questi corrispondono, s'incontrano tre a tre in 20 punti G, chiamati punti di Steiner.
Egli credette che questi 20 punti fossero posti quattro a quattro in 5 rette concor-
renti in un punto, mentre Pliicker, trovando scorretto quest’ ultimo teorema, asseri
che i 20 punti G sono invece situati quattro a quattro in quindici rette, che chia-
merd per questo rette di Steiner-Plicker (*). Hesse disse che la figura dei punti di
Steiner appartiene veramente alle piu eleganti scoperte della geometria moderna (*).
Dopo i risultati di Steiner e Pliicker progredirono sempre piu gli studi sull’ Heza-
grammaum. Molto si occupd Hesse in alcune sue Memorie e ne’suoi trattati, e per-
venne a scoprire che i 20 punti di Steiner sono due a due conjugati rispetto alla
conica fondamentale dei sei punti e mostrd che la figura di Steiner & identica a quella
formata da tre triangoli a due a due prospettivi per un medesimo centro. I 9 lati
dei tre triangoli, le tre rette concorrenti nel centro comune e le tre rette di
prospettiva rappresentano le 15 rette di Steiner-Pliicker (*). Cayley considerd la stessa
figura e cercd specialmente nei suoi lavori di rappresentare queste refte con delle

(1) Essai pour les coniques. 1640.

(2) Mémoire sur les lignes du 2¢ ordre.

(3) Annales de Gergonne T. XVIII. 1828 — Systematische Enitwickelung der Abh. der geom.
Gestalten pag. 311 e Pliicker, Ueber ein neues Princip der Geomelrie pag. 275.

(*) Hesse, Vol. 75 del Giornale di Crelle pag. 1.

(5) Hesse, Vol. 24 p. 40 Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid e Vol. 41 p. 269 di Crelle.
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annotazioni abbreviate (‘). Staudt e Grossman s”occuparono pure di questi punti di
Steiner, Steiner’sche Gegenpunkte, partendo ambidue dalia considerazione di due trian-
goli 128, 456 inscritti mnella conica; il lavoro di Staudt specialmente & pregevole per
la sva eleganza ). :

Alle scoperte dei matematici francesi e tedeschi sono reciproche in certa guisa
le scoperte dei matematici inglesi. Kirkman dimostrd che le sessauta rette di Pascal
dei 60 esagoni non solamente s’ incontrano tre 2 tre nei 20 punti G, ma bensi anche
tre a tre in 60 altri punti, che vengono chiamati punti di Kirkman. Egli dimostrd,
pure che questi 60 punti sono allineati due a due in 9¢ rette, ciascuna delle quali
pbassa rispettivamente per il punto d’incontro di due dej quindici lati ottenuti dai
6 punti della conica fondamentale (°). Cayley e Salmon contemporaneamente trovarono
che 1 60 punti di Kitkman sono collocati tre a tre in 20 rette, che chiamerd rette dj
Cayley-Salmon (*). Salmon poi ebbe a dimostrare che queste rette 8’incontrano quattro a
quattro in 15 punti, che si chiamano punti dj Salmon, e che ciascuna di esse passa

Infatti Hesse nel 1868 rilevd in esso una certa reciprocitd tra le rette dj Pascal e
i punti di Kirkman, tra i punti di Steiner e le rette di Cayley-Salmon, tra le rette di
Steiner- Plicker e i punti di Salmon. Se dei quindici lati dei 6 punti fondamentali si
tralasciano quelli di un esagono, restano ancora 9 lati che determinano altri 3 esa-
goni, le cui rette di Pascal s’ incontrano in un punto di Kirkman, che corrisponde in

s’ incontrano in un punto di Kirkman, i tre punti di Kirkman ad esse corrispondenti
g-aciono nella retta di Pascal corrispondente a quel primo punio, alle tre rette di
Pascal che s’ incontrano in up punto di Steiner corrispondono tre punti di Kirkman
situati nella retta dj Cayley-Salmon ad esso corrispondente, cosi alle rette di Steiner-
Pliicker corrispondono i punti di Salmon. Ed egli & appunto per questa ccrrispon-
denza trovata da Hesse, ch’ egli dubitd dell’ esistenza di una reciprocity polare rispetto
ad una conica che chiamd ideale, egli perd dice: « Es ist mir nicht gelungen das ver-
muthete Reciprocitiits Gesets za entdecken, im Gegentheil weisg ich dass dieniege
Reciprocitit der Pascal’ schen Linien und der Kirkman’ schen Punkten sich nicht
in dem Sinne von Polaren und Polen auffassen lasst, wenigstens nicht jm Riiksicht
auf dem Kegelschnitt dem die 60 Pascal’sche Sechsecke einbeschrieben sind ». Egli
infine della sua Memoria dice: « Es fehlt zur Zeit Jjedoch ein Bild fir die Pascal’sche
Linien und die Kirkman® sche Punkte. Ein zu erfindender Satz, der die Endeigenschaften
der Figur im Auge hat wird dieses Bild deutlich machen kénnen () ».

(') Cayley, Vol. 81 pag. 216, Vol. 84 pag. 272 di Crelle,

(2) Grossman, Vol 58 pag. 174 Crelle — Staudt, leber die Steiner’sche Gegenpunkte Vol. 62
pag. 142 Crelle.

(*) e (4) Cayley, Vol. 41 d; Crelle. Notes sur quelques théorémes de la Géom. de position pag. 66 e 84

(%) Salomon-Fiedler, Analytische Geom. der Ebene II1 Aufl. n. 284. 1873,

(°) Hesse. Vol. 63 di Crelle Pag. i93 anno 1868. Analytische Geom, der Ebcne-Bemerkung.
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Bauer nel 1874 si occupd pure della figura partendo dalla considerazione di due
triangoli 123, 456 inscritti nella conica fondamentale e considerandoli come triangoli
conjugati rispetto ad una conica 2. Egli trovd che la coppia di punti di Steiner che
corrisponde al simbolo 128 (essendo 123 le cifre in posto dispari che rimangono fisse
nei sei esagoni delle rette di Pascal di quei due punti) hanno per rette polari, rispetto
alla conica I le due rette di Cayley-Salmon che rispettivamente passano per essi (*).

Schroter nella sua nuova edizione delle Steiner’sche Vorlesungen pubblicata
nel maggio 1876 presentd la quistione di Hesse in brevi parole, aggiungendo che
invece di una reciprocity polare potrebbe esistere una correlazione generale ).

Siccome io dovevo preparare un lavoretto per temere una conferenza tra i miei
amici studenti Gi matematica del Politecnico di Zurigo nel Mathematisches Seminar
diretto dagli illustri sigg. prof. Fiedler e Frobenius, nel giugno ds1l"anno teste pas-
sato, cosi mi proposi allora di risolvere la questione di Hesse e di Schroter, e poiche
io eredo di averla non solo completamente risoluta, ma ben anco avervi aggiunti altri
teoremi importanti, cosi mi faccio animo di presentare ora questo 1mio piccolo lavoro
ai miei sigg. professori dell’ Universita Romana, con la speranza ch’egli sia ben accet-
tato. B certo che ad up giovane studente riesce malagevole di riordinare in un bel
tutto le proprie idee, egli prosiegue anzi dubbioso ed incerto; ma & solamente me-
diante questi dubbi che gli sorgono da ogni parte alla mente che egli si fa padrone
poco a poco di sb e della scienza. '

Io dimostro che le 60 rette di Pascal si scindono in sei gruppi di dieci rette
che contengono i loro dieci punti di Kirkman corrispondenti e che sono polari di essi
rispetto ad una conica, che chiamo 7, onde in tutto 1'Hezagrammumn abbiamo sei
di tali coniche. Cinque di questi gruppi determnano il sesto. Oltre di cid dimostro
che non solamente ¢’ & il sistema [Kp| delle 60 rette di Pascal e dei 60 punti di
Kirkman ma bensi infiniti di cotesti sistemi, ciascun dei quali si compone di sei
gruppi analoghi a quelli del sistema [Kp!, che danno luogo ad altre sei coniche;
cinque i essi determinano un gruppo del sistema precedente e uno del seguente. La
figura dei punti di Steiner e delle rette di Cayley e comune a tutti questi sistemi
vale a dire i 60 punti di un sistema sono posti tre a tre nelle venti refte di Cay-
ley-Salmon e le 60 rette dello stesso sistema s’incontrano tre a tre pei 20 punti
di Steiner.

Essi sono inoltre legati da certi punti e rette fisse e da certe involuzioni, che
sono generate dalle 60 rette e dai 60 punti degli infiniti sistemi inforno ai punti di
Steiner e sovra lerette di Cayley-Salmon,’che hanno importanti proprieta. Siccomel’ Heza-
grammaum @, si pud dire, la figura dei triangoli prospettivi, cosi & appunto per mezzo
di essi che io spiego quasi tutti i teoremi, ed & per questo che faccio precedere al
mio studio sull’Hewagrammwm alcuni teoremi sulle figure prospettive, i quali, per
quanto io so, non furono ancora considerati.

(Y) G. Bauer, Ueber das Pascal’ sche Theorem. Abhandlungen der k. bayer. Akademie der W.
IT CL CL Bd. NI. Abth. 1874
() Schroter, Sieiner’sche Vorlesungen. Neue Aufl. 1876 pag. 217-218.
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SOPRA I TRIA NGOLI PROSPET TIVI

Passano per un punto si formano trentasei terne di triangoli due
a due prospettivi. Per ogni terna le tre rette di Prospettiva s’incon-
trano in un punto, i trentasei punti che corrispondonoe cosi alle
trentasei terne giaciono quattro gz quattro in ventisette rette.
Infatti con nove punti A4 B; Cy, A3 By Cy, A; B3 Cy situati tre a tre in tre rette
diverse concorrenti in un Punto si formano ventisette triangoli, i cui vertici sono posti
rispettivamente in quelle tre rette. Con questi 27 triangoli possiamo formare trentasei
terne di triangoli; i triangoli di una terna non hanno aleun vertice comune e un
triangolo formato con tre dei nove punti dati si ripete in quattro terne. Le tre rette
di prospettiva date daj tre triangoli di una terna incon trano in un punto, i quattro punti
che corrispondono in fa] modo a quattro terne, che hanmo un triangolo comune,
sono situati in una retts, Consideriamo infatti le quattro terne che hanno il trian-
golo A; B, ¢ comune ossig :
A1BiCi | Ay B; G, A3 B3 C;
» Ag Bg 03, A3 Ba Cg
» Ag B3 Cg, A3 Bg 03
> A2 B3 C3. A3B,(,
Per la prima terna le tre rette di prospettiva, date daj seguenti punti in linea
orizzontale:
A1 Bi. Ay B, A;C,. A3 Cp, BiC1.ByCy
A1 By A3 B, Ay Cr. A5 0y, By Ci. B3 03 s"incontrano in un punto Sq
As By A3 Bz, A, (. A3Cs, By (. B3 G
Per la seconda terna le tre rette di prospettiva

A1 Bl Ay B, A, Ci- A, C3, B, (. B Cs
A1 Bl. A3 Bg 9 Al C]. A3 Cg 9 Bl Cl- Bs Cg > i > 82
A3 By A3 B;, A, Cs. A3 Ca, B, (s B; C;
Quelle della terza
A1Bi.A; By, A, QLA C2, Bi 0 By Gy
A1 Bi. A3B;, A Ci.A3C3, A, (.. B, Cs > » S3
As Bs. A3 B, , Ay Ca. As Cs, "Bs C,. B; C4
E quelle della quarta
A1 B1. Ag Bg, A] C1. Ag 03, Bl Cl. Bg 03
A,y Bi. A, B;, A C. AsCy, B, ¢;. B, ¢ » » Ss
AQ B3. A3 Bg . Ag 03. A3 CQ M B_a__ CQ- Bg 03
Si scorge facilmente che un triangolo formato con tre punti, che sono rispettiva-
mente situati nelle tre rette dj prospettiva di wna terna e che stanno in linea verticale
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come, p. es. il triangolo A; By. Az By, Ay By. A3 Bs, As B;. A3 Bs, edato anche dai tre
punti situati rispettivamente nelle tre rette di prospettiva di un’ altra terna e che
stanno pure in linea verticale. Siccome i triangoli

A B.A;Bs, B Ci.B3Cy, AiCr A Gy
A B.A3B;, B;Ci.B:C5, A1C.A3Cs
A; B AsB3, B3 ByC3, A2 (. A; G

che son dati rispettivamente nel modo suddetto dalle terne prima e seconda, prima
e terza, seconda e terza, sono prospettivi due a due per le tre rette date, come rette
di prospettiva, cosi i tre centri Sy, Sy, S5 giaciono in una retta. Egualmente si dimo-
strerebbe che il punto S esiste nella stessa retta. Le ventisette rette che cosi si otten-
gono sono diverse fra di loro nel caso generale.

Teorema II. Se di quattro triangoli AyB;Cy, Ay B> Ca, A3B3C;,
A, B, Cq, il primo & prospettivo ¢ol secondo, il secondo col terzo,
il terzo col quarto ed il quarto col primo, in modo perd che i ver-
tici delle stesse lettere siano corrispondenti, e se i quattro centri
di prospettiva giaciono in una retta; le quattro rette di prospet-
tiva s’incontrano in un punto F.

Siano Siz, Saas Sz, Su 1 quattro centri di prospettiva che giaciono nella retta f;
Sy, S23, S35, S Siano le quattro rette di prospettiva determinate dai seguenti punti:

S12 dai pllﬂti Bl Cl. Bg Cz =012, A1 Cl- Ag Cg = b1a, A1 B1. Ag Brg — (12
S23 - » By Cs By O3 —aa3, AgCo A3C3—=bs3, A2By AgBy=oca3
534 » By Cs. B Cr—ag;, A3Cs AgCi=b3, AsBs.AiBi=cu
51 » B OB Ci=ag, A;CiAi1Ci=10bsy, AiBi.AB=cu

Come ben si vede i vertici del triangolo Az B; Cy sono dati dai punti d’ incontro
delle tre rette Sy Ay, Su By, Sy Cp rispettivamente con le tre rette Sgz As, Ss; B,
Sa, C3. Se mnoi projettiamo dal punto Sy i vertici del triangolo A; By C; rispettiva-
mente sulle rette Ss; Az, Sa; B3, Ss; C3 otteniamo un nuovo triangolo che chiamo
AsB; Cs. Questo triangolo & evidentemente prospettivo col triangolo A3 B; C; pel
centro Sya, € prospettivo col triangolo A; B; Cy pel centro Sy, poiche come sappiamo
le rette Sy; A3, S3z Bs, Saz Cs su cui si trovano rispettivamente i punti As, Bs, Cs pas-
gano anche rispettivamente per i punti Ag, By, (s Ora i triangoli A By Ci, Az Bi Gy,
Ay By Cy sono prospettivi due a due per i tre centri Sz, Si2, S31, che stanno in linea
retta, ciod nella retta f; ma siccome i vertici delle stesse lettere sono corrispordenti,
cosi ne viene di conseguenza che i tre triangoli suddetti hanno due a due la stessa
retta di prospettiva, vale a dire che pei punti @’ incontro dei lati B; C; e B; C; ossia
ag, Ay Gy e Ay O ossia by, AgBie Ay B, ossia ¢ passano rispettivamente le rette
B; Cs, A5 Cs, Az Bs. Ma il punto A b dato dall’ intersezione della retta Sip Aq oOssia
Ay A, con la retta Sz As ossia Az Ay come pure i punti B; e Cs sono dati rispet-
tivamente dai punti @ intersezione delle rette B, Bs, BsB; e C;Cs, C3Ce e poiche
la retta By Cs passa pel punto ag, cosi vuol dire che la retta che congiunge i punti
B, Bs- Bg Bg € Cl Cs. C3 Cg (retta che io indico col simbolo 01 Cs. 03 Cg = Bl B;. B3 Bg)
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passa pel punto a; analogamente si vede che ]a retta €y Cy. C3 C; — A As A, A,
passa pel punto b;,. Ora il triangolo Ay B Cs & anche prospettivo col triangolo A, B; C,
pel centro S;,, poiche le rette Aj Ay As B By By, Cy C, Cs s’incontrano in Si2, ed &
brospettivo col triangolo A, B; C3 pel centro S3z, perchd le rette Az AL A5 B, B; B;,
C3 C; C5 s’ incontrang nel punto Ss;, mentre i triangolo A, B, Cs & prospettivo col
triangolo A; By C Pel centro S,3. Ma siccome i vertici delle stesse letters nej tre
triangoli A; By Cs, A2B3 0y, A B; C3 sono corrispondent}' e i tre centri §;,, Ssz, Sag
stanno in ung retta, ciod nella retts [, cosi se ne deduce che essi hanno due a dye
Ia stessa retta di prospettiva, cios che per i punti d’incontro delle rette By Ce e By Gy
0Ssia ags, Ay (p A3 Cs ossia beg o Az B; e A3 By ossia C23 passano rispettivamente
le rette By Cy, AsCs, AsBj, ossia per quello che abbiamo visto sopra la retta
C1 C‘)‘ 03 04 — Bl Bg. B3 B,.i e la retta Cl Cg. 03 Ci = A1 Ag A3 A.i bassano l‘lspettl
vamente per i punti Q33 € byy, onde le rette Ci G O3 Cy — By B:..B;B; ¢ Ci Co. C5 0
— A; As. Ag A, che hanno in comune il punto C; C,. Cy Cy sono rispettivaments Je
congiungenti dei Punti ay ass, by bys. Con questa osservaziome siamo org in caso
di dimostrare il teorema, Scelgo le tre rette 12, 523, 841 € voglio dimostrare ch’ esse
s’incontrano in up punto F. Percid considero i due triangoli Qg Qa3 Ggy € byg by by,
che hanno i vertici rispettivamente sy quelle tre rette, come si scorge facilmente

019- 093~ byg. byy = Cy;  ay,. G —big. by = Cy; gy, 031 — ba3. byy

sono situati nella retta C1 Gy (vedasi tabella precedente dei punti ¢ e b). B evidente
che anche il punto ag3. @y — ba3. byy & situato nella retta C; Cy, poiché abbiamo visto
sopra,che le rette’ays. agy e bos. bgq mon sono altro che Ie rette €y Cy. Cp C:~—B; B,.B; B,
CiC.C5C; — A Ao A3 A; che & incontrano nel punto C; Cy. G, Cy sitnato nella
retta C; Cs.

Nella stessa maniers si dimostrerebbe che Ie tre rette s, $23, 831 8’ incontrang
in un punto, ossia nel punto F; onde & dimostrato i teorema,

Teorema I71. Se j vertici di due quadrangoli A, BiCiD;, A;B, G D,
sono allineati due a due jn quattro rette con un centro Sy, quelli del
secondo e quelli di un terzo A3 By C, Ds con un centro S23, questi e quelli
di un quarto Ay:B, C;D; con un centro S3; mentre questi ultimi sono alli-

gruppi di triangoli A1B,Cy, Ay B, Cs, A3 B3 (s, A;BiCre A, Bi D;, A3 B, D, ece.
A1 Ci Dy, As Gy D; ecc., B, C; P, B.(, D, ecc., che risultano daj quadrangoli
suddetti, sono situati in una retta.

Corollario. Se i vertici di tre quadrangoli A;B,C, Dy, A; By C; Ds,
A3 B3 C3 D3 song allineati tre a tre in quattro rette concorrenti in un
punto S, con essji si formano quatto terne di triangoli Ay B, C, A B, G,
A3 B3 Cy; Ay Oy Dy, Ay Cy D, A3 C3 D3 ece. Le tre rette di prospettiva di una
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terna s'incontrano in un punto, i quattro punti cosi ottenuti dalle quat-
tro terne sono situati in una retia.

Teorema IV. Se due triangoli A1 By Gy, A, B; C; sono prospettivi, i
tre punti d’incontro della retta By Az con A; B, =0Cs, della retta Cs Ay
con C; A;=DB; e della retta B; Gy con CiBy=—A3 formano ua triangolo
prospeftivo ai due primi e i tre centri di prospettiva somno situati in
una retta. )

Per dimostrare questo teorema basta dimostrare che le tre rette p. es. Aq By,
A; By, A3B; 8 incontrano in un punto, e questo si fa considerando i due trian-
goli A;A; Bs, By B, A; i cui vertici sono rispettivamente situati in quelle tre rette
e che sono prospettivi.

Ci serviremo del I, TI e IV di questi teoremi per dimostrare in seguito alcune
propriety dell’ esagrammo. Chiamo esagrammo tutto 1’ insieme di punti e rette e
sistemi polari, che si deducono dalla combinazione che sei punti siano situati in
una curva del 2° ordine.

Hexagrammum Mysticum

——

9. Siano dati 5 punti di una conica TT, ABC, chiamando a,b,¢ ed ap, b1, 1
i raggi che projettano da T e T, i punti A, B, C si ha:
(T.ABC...)K(T-AB C..)IR(abe...) (a1 by Fleco),
Seghiamo il fascio a1 by ¢, con una retta o qualunque del piano e siano &, b,
i raggi che ne uniscono i punti @ incontro col punto T, onde si avra:
(abe..)R(@VC...)
Siano Ay, By, C; gli altri punti d'incontro & ', ', ¢ con la conica, onde si avra:
(TABC..) R (T1 A By Ci-..)
onde i punti &’ incontro delle rette T Ay, Ty A; TBy, Ty B ecc. sono situati nella
retta o. Le rette o ed o incontrano la retta o in due punti corrispondenti a, of delle
due punteggiate sovrapposte in o date su di essa dai fasel abec, aqbye intorno
ai punti T e Ty. Questi punti o, & sono anche punti corrispondenti nelle dne pun-
teggiate projettive date in ¢ dai fasci (A.TBC..) e (A.TB C...), dunque tutte
le coppie di punteggiate projettive sovrapposte nella retta o, che sono date in essa
dalle coppie di fasci projettivi intorno alle coppie di punti corrispondenti T Ty, A Ay,
B B, ecc. che formano una projettivita di punti della conica, fasci che si ottengono
projettando da T Ty, A A, BB, ece. i punti della conica, sono identiche vale a dire
che si riducono ad una sola coppia; essendone jdentici i punti uniti (reali o imma-
ginari) che sono i punti &’ incontro (reali od immaginari) della retta o con ]a conica
data. Prendiamo ora a considerare i fasci (A.T B C..)e (A.TBC...) e giano @
ed @ le rette che uniscono i punti A ed A, col pnnto B. Queste rette danno sopra
di 0 una coppia di punti corrispondenti nella coppia suddetta di punteggiate projet-
tive sovrapposte in o, e siccome o’ ed ai” (a," essendo il raggio che unisee il pun’o
A con B;) dapno pure due punti corrispondenti io o di queste due punteggiate, cosi
i raggi a;", @” devono incontrarsi nella retta o. Dunque anche il punto d’incontro delle

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — Memorte — Vou. L.° 83
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due rette A By, A B ¢ situato vella retta o, ciow Ig retta qualunque o diventa 1a
retta di Pascal. Cosi resta dimostrato il teorema dj Pascal, e quello dj Brianchon per
la legge di dualitd, ove invece della trasversale o entra un punto O qualunque di
projezione.

Teorema V. Un esagono ¢ inscritto in una conica quando i tre punti
d’incontro delle tre coppie di lati opposti sono situati in linea retta ).

Teorema VI Un esagono ¢ circoscritto ad una conica quando le tre
rette di congiunzione delle tre coppie di vertici opposti s’incontrano in
un punto (*).

3. Con sei punti di una conica si ottengono 1.2.3.4.5.6 esagoni, ciascuno dei
quali si ripete dodici volte , perche se moi consideriamo ad esempio 1’ esagono
123456, vediamo ch’esso ha per lati le rette 12,23,34, 45,56,61, e che gi esa-
goni 284561 , 345612, 456123, 061234, 612345, 654321, 543216, 432165,
321654, 216543, 165432 hanno precisamente gli stessi lati; per la qgnal cosy
con 6 punti di una conica si ottengono sessanta esagoni differenti e percio sessanta
rette di Pascal dotate di molte interessanti proprietd. Le rette che congiungomno i sei
punti della conica due 2 due, che noi chiameremo lati fondamentali, sono quindici,
ciaseuno di questi lafi viene incontrato dagli altri in quattordici punti, otto dei quali
cadono quattro a quattro nei due punii fondamentali (cosi si chiamano i sei punti
della conica) situati in €ss0; gli altri sei rimanenti siano chiamat punti P. In tutto
Pesagrammo adunque questi punti P sono quarantacinque.

Consideriamo ora i tre triangoli seguenti ;
12,34,56; 45,61,23; 36,25,14
i cuilati sono Iati fondamentali dell’ esagrammo. Questi tre triangoli sono due a due
prospettivi p. es. il primo e il secondo hanno per vetta di prospettiva Ia retts di -
Pascal dell’ esagono 123456; infatti questa viene determinata dai punti 12.45.23
56,34.61 che sono precisamente i tre punti d’incontro dei lati corrispondenti dei
due triangoli. Dungque le rette che ne congiungono i vertici corrispondenti, ciod le
rette di Pascal dei tre esagoni 168452, 123654, 143256 ¢ ircontrano "in un.
punto G chiamato punto di Steiner (). B facile di vedere che queste tre rette di Pa-
e rispettivamente per i tre vertici del terzo triangolo, infatti tro-
vando i punti P di queste rette nella stessa maniera con la quale abhiamo trovato
1 punti P della reits di Pascal dell’ esagcno 123456, si vede che i punti 86.25,
36.14,25.14 sono rispettivamente punti P delle rette di Pascal suddette. Le tre
rette di prospettiva dej tre triangoli sopra indicati, presi due a due 8’ incontrano in
un altro punto G, e sono Je rette di Pascal dei tre esagoni 123456, 143652,
163254. Se mnoi consideriamo la terna dej primi tre esagoni ciod 1€3452, 123654,
143256 noi vediamo che il secondo ed il terzo si ottengono dal primo scani-
biandv in modo ciclico le cifre in posto pari mentre rimangono fisse in tutti e
tre le cifre in posto dispari, che sono 185. Ora uno dei tre ultimi esagoni ciod

(") Pascal, Essu; bour les coniques. 1640.
(%) Brianchon, Mémoire sur les lignes du 2¢ ordre. 1808,
{®) Steiner, System. Entw. der Abh, geom. Gestallen. pag. 311.
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123456, 143652, 163254 vien dato da uno dei tre primi con lo scambio di
due cifre in posto pari, mentre la terza cifra in posto pari rimane fissa con quelle
in posto dispari, p. es. ’esagono 123456 si ottiene dall’ esagono 123456 con lo
scambio di 6 con 4. I tre ultimi poi si deducono fra di loro nella stessa maniera
dei tre primi. Noi diremo che i due punti di Steiner che corrispondono a queste due
terne di esagoni appartengono al simbolo 135, essendo 185 le cifre in posto
dispari nei 6 esagoni di quelle due terne. In tutto I'esagrammo adunque abbiamo
dieci coppie di punti di Steiner che hanno rispettivamente i dieci simboli seguenti:

123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146, 156.
Si badi bene che il simbolo 456 appartiene agli stessi due punti di Steiner del sim-
bolo 123, onde gli altri 10 simboli

456, 356, 346, 345, 256, 246, 245, 236, 235, 234.
sono in certo modo complementari ai primi ed appartengono rispettivamente alle stesse
coppie di punti di Steiner. Dunque:

Teorema VII. I quindici lati formati con i 6 punti fondamentali
della conica s’incontrano due a due, oltre a questi 6 punti, in 45 punti P.

Le retle di Pascal dei due esagoni che si ottengono permutando in
modo ciclico da un esagono qualunque i vertici in posto pari, mentre
restano fissi quelli in posto dispari, s’incontrano con la retta di Pascal
rappresentata da quest'ultimo in un punto G di Steiner.

Teorema VIII. 1 20 punti di Steiner si separano in 10 coppie di
punti conjugati rispetto alla conica fondamentale data (*).

Per dimostrare questo teorema mi servo della seguente dimostrazione di
Standt (2). Se si ha un triangolo 128 inscritto in una conica, Staudt chiama polo
di esso il punto d’incontro delle tre rette che ne congiungono i vertici coi poli dei
lati opposti rispetto alla conica, e polare di esso la polare del suo polo rispetto alla
medesima. Siano ora due triangoli 123, 456 inscritti in una conica ed ai vertici
dell’uno corrispondano rispettivamente i vertici dell’altro, & facile di vedere che i
poli dei due triangoli, le polari e i punti d’ incontro (immaginari) XX, YY, di queste
con la conica sono punti e rette corrispondenti nei due sistemi projettivi 123, 456.
in modo che ai punti XX, corrispondono i punti YY,. Siccome i fasci che projettano
da 4 e 1 rispettivaniente le punteggiate 123 XX, e 456 YY , sono projettivi cosi la
retta di Pascal data dall’ esagono 1624385 passa pel punto d’incontro G delle retie
XY, X,Y. Egunalmente si dimostra che le rette di Pascal date dagli esagoni 142536,
152634 passano per quel punto G che  percid un punto di Steiner. Le altre tre
rette di Pascal 142685, 162534, 152436 passano pel punto d’incontro delle rette
XY, X.Y, ched pure un punto G di Steiner. Questi due punti di Steiner appar-
tengono al simbolo 123 e sono, come si vede, punti diagonali del quadrangolo XY XY,
onde essi sono divisi armonicamente dai punti d’incontro della retta che li congiunge
con la conica e dai due poli dei due triangoli. Per capir bene questa dimostrazione

(1) Hesse, Ueber das gerad. Sechseck auf dem Hyperboloid. Vol. 24 Crelle pag. 40. Schraoter, Stei-
ner’sche Vorlesungen. Neue Aufl. pag. 159. 1876.
(3} Standt, Ueber die Sleiner’sche Gsgenpunkle. Vol. 62 Crelle pag. 142.
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basta rammentarsi che Ia coppia dei punti immaginari XX, ovvero YY, pud essere
determinata dai punti doppi di un’involuzione ellittica e che in essa i due punti
doppi vengono distinti fra di loro mediante il doppio senso dell’involuzione .

Da questa dimostrazione segue anche un teorema di Staudt ciod:

Teorema IX. Due punti conjugati di Steiner sono divisi armonica-
mente dai punti Pe Q, ove Pe Q sono rispettivamente i punti d’incontro
delle rette che congiungono i veitici dej due triangoli 123, 456
coi poli dei lati opposti rispetto alla conica fondamentale, essen-
do 128 le cifre in posto dispari dei 6 esagoni dei due punti conju-
gati di Steiner.

4. Consideriamo ora la retta di Pascal dell’esagono 123456 che rappresento col
simbolo plys =— 123456 5 presto ne vedremo la ragione, I lati dell’esagono- che 1
determinano sono 12, 16, 23, 34, 45, 56, onde restano ancora i nove altri lati fonda-
mentali 13, 14, 15, 24, 25, 26, 35, 36, 46; con questi si possono formare tre esa-
goni le cui rette di Pascal sincontrano in un punto chiamato punto di Eirkman,
che rappresento col simbolo Kl nominando le tre rette di Pascal che s'incontrano
in esso:

- p]n3 = 135264; 271124 = 136425 plﬂ';; = 153624

Infatti i due triangoli 18, 26, la retta di Pascal 136245, e 52, 14, 36, i cui
vertici giaciono due a due su quelle tre rette, sono prospettivi ed hanno per retta
di omologia la retta di Pascal dell’esagono 145263. Si dice che il punto KV, corri-
sponde alla retta di Pascal plys, dunque:

Teorema X. Se dei quindici lati fondamentali dell’esagrammo si
tralasciano quelli di un esagono, ne restano ancora nove, con i
quali si formano tre esagoni le cui rette di Pascal s’incontrano
in un punto di Kirkman, che corrisponde in certa guisa alla retta
di Pascal di quel primo esagono. Questi punti di Kirkman sono
60 (*).

Questo teorema pud esser dimostrato anche nel modo seguente. I dne triangoli
185 e 246 sono circoscritti ad una conica, per la qual cosa le tre rette di conginn-
zione dei vertici opposti di uno degli esagoni da essi formati circoscritti a questa,
nuova conica s’incontrano secondo il teorema VI, in un punto; ora per un di questi
esagoni, cioé per 1'esagono che ha per coppie di vertici opposti le coppie di punti
13. 26, 35. 46; 13. 42, 64. 51 e 15. 62, 35. 24, le tre rette di congiunzione dei
vertici opposti sono le rette Phe3, Pliag, P'ias, dunque & dimostrato il teorema. Si
osservi che con le nove rette che congiungono i vertici di uno dei triangoli 135
€ 246 a quelli dell’altro, si ottengono sei esagoni, le cui rette di Pascal s'incontrano
rispettivamente tre a tre nei due punti conjugati di Steiner del simbolo 135.

(4} Vedasi Staudt, Beitrége zur Geom. der Luge 1. Heft. § 7. Imagindre Elemente pag. 76-86:
oppare Fiedler, Darstell. Geom. in Verbindung mit der Geom. der Lage, sopra la detexminazione degli

elementi immaginaii in geometria,
(*) Vedasi Cayley, Vol. 41 di Crelle pag. 66. ¢ Salmon-Fiedler, Analy. Geom. der Ebene, IIT Anfl.
pag. 317,
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Noi poniamo
% - Klyo = ply23 ph1ze Plios
; Troviamo ora i punti di Kirkman corrispondenti alle tre rette di Pascal che
g'incontrano nel punto Klpz e chiamiamoli rispettivamente Klgs, K5, Kl Nel
punto Klgy s’incontrano le rette di Pascal seguenti:

p'ags — 123456 ! p]ggs = 154236 9 pl145 — 124365

onde si ha
Kl = phas Plus Plass
Ora le rette di Pascal
p‘355 = 123456 ’ Pl235 — 145326 9 p|135 = 126534
s'incontrano nel punto Xlzz che corrisponde alla retta plieq dungue:
Klas = pliss Plass Plass
finalmente nel punto Kly; che corrisponde alla retta plies s'incontrano le rette di
Pascal
P'sts = 123456, p'g:;g — 132546, Pllu = 125643
ossia si ha
Klg, = plyag Plass Plass
da qui si ricava subito che i tre punti di Kirkman K15, Klgs, Klg, che corrispondono
alle tre rette plias, P12z, Plies che s’incontrano nel punto Xljs , sono situati nella retta
plass, che corrisponde al punto K'j. Ora troviamo i punti di Kirkman che corri-
spondono alle rette di Pascal plgs Plss, P'23s Pl1ss, Plass Phzg € chiamiamoli, come
gia pud essere manifesto, Ky Klag; Klyp Klag; Kl Klas, abbiamo

P123 Plras Plass — Kli3

P23 Plass Plass == Klas

Plias Plrse Pz = Kl

P12z Plase Plass = Klas

Plizs Pliss Phws — Klas

Plyas Plags Plass — Kl
Qe si vuol trovare il punto di Kirkman corrispondente ad una delle rette di Pascal
che s'incontrano in uno dei punti K13 Kz, Klyg Klag, K15 Kigs si vede che si ritorna
ad uno dei punti gid trovati p. es. pigliando la retta p'ies, essa ha per corrispondente
il punto K5 dato dalle rette pliss, Pl2ss Plass Queste rette di Pascal e questi punti
di Kirkman teste considerati formano adunque una figura che b chiunsa in se stessa,
vale a dire che da una qualunque di queste rette di Pascal non si pud passare nel
modo indicato ad un punto di Kirkman, che non sia uno dei punti della figura ")

(1). Civein contraddizione con una considerazione di Hesse nel Vol. 68 di Crelle p. 193. Egli dice:
Nach dem Vorhergehenden entsprechen einer gegebenen Pascal’schen Linie drei andere Pascal'sche
Linien welche sich in dem idealen Pole (Punto corrispondente di Kirkman ovvero polo della retta di
Pascal data rispetto alla conica ideale di Hesse) schneiden. Jeder der letateren entsprechen Wieder
drei, also in gewisser Weise entsprechen der gegebenen Pascal'schen Linie neun Pascal’sche Linien
sodann 27 und so weiter ». Noi invece abbiamo visto che ad una retta di Pascal non ne corri-

spoudono in gnesto modo che nove.
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Lerette di Pascal d; questa figura sono dieci Ciod plyx, Pligs. P21, Pliss, pla;, Pliss, pligs,

P31, Plasgs, Plags e 1 dieci punti di Kirkman corrispondenti song K1, Ky, Ky,

Ky, Kby, Ky, Ky, Ky, K1y, KNz, queste rette di Paseal s'ineontrano tre 5 tre pei

dieci punti dj Kirkman, per esempio le rette P12z, Pliag, Plias s’incontrano pel punto

K3, gli indici 45 del quale sono quelli comunj alle tre rette che sincontrano in esso,

Teorema XI. Le Séssanta rette di Paseca] P edisessanty punti di

Kirkman K formano sei figure 7, di diecj bpunti K posti tre 4 tre
sopra le dieci rette corrispondenti

Le rette di Pascal e i punti di Kirkman dellg figura T ayranng Pindice romano 1,

le altre invece gli indici IT, 111, IV, V, VI secondo Ia figura a cui apparterranno. [

Klz

g

punto di Kirkman Ko corrisponde la retts Pazs, ciod
quella retta che porta i tre indiej 343 complementarj degli indici 12 di esso sino
al numero 5. Onde datg una retta di I"ascal (punto di Kirkman) di wna delle sei
figure 7 noi Sapremo trovare tosto { Punti di Kirkman che s0no situati in esgg (rette

la retta pay, essi Possono considerarsi come triangoli polari rispetto ad una conica,
ed allora si vede che ipunti Ky, Kis Ky Ky, Ky Ka; Koy hanno per polari le loro
rette di Paseal corrispondenti, ciod D348 Pass Pags Pass, Py pias P13i. Le rette che
congiungono i verticj corrispondenti dj quei due triangoli sono le rette di Pascal
P123, P13y, Piys, esse ‘hanno per Poli rispettivamente 1 punti d’incontro dei lati corri-
spondenti cipe i punti di Kirkman Kis., Kags, K;, (Fig. I). Dunque;

(*) Io prego Yegregio mio lettore di aver un po’ di pazienza nell'impratichirsi in questa nota-
zione, che fo credo necessaria pel mio Iavoro, Al num. 5. ho data una tabella delle sei figure ove al
simbolo di una retty g; Pascal sta accanto I'esagono, dal quale essa vien dats,
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Teorema XII Le seifigure = formano sei sistemi polari differenti (')
rispetto ai quali le dieci rette di Pascal e i dieci punti di Kirkman
corrispondenti, che rispettivamente ad esse appartengiono, sono
poli e polari.

Con i dieci punti di Kirkman di una figura si possono formare adunque cinque
quadrangoli ciog
KinKis K Kys, KoK Ko Koy, K5 K3 K3 Kgs, KiKpKaKis, Ku K Kss Ky,
i cui lati sono rette di Pascal, onde in tutto ’esagrammo si ottengono trenta qua-
drangoli i lati dei quali sono rette di Pascal. Reciprocamente le rette di Pascal si
lasciano aggruppare in trenta quadrilateri i vertici dei quali sono punti di Kirkman.

5. Qui sotto segue il quadro delle sei figure =. Il punto G che sta a sinistra
di ogni retta di Pascal ¢ il punto di Steiner situato sopra di essa, gli indici di esso
non indicano punto il simbole a2 eui appartiene secondo il num. 3, ma bensi dipen-
dono dalla combinazione di tre figure  come vedremo subito. Dopo di questo quadro
seguono le rette di Pascal ordinate nei venti gruppi che danno i punti di Steiner.

Chiamo sistema [Kp] la figura formata dalle sessania rette di Pascal e dai punti
di Kirkman.

Tabella delle sei fiqure n.

I I 111
Gres 123456 =: pass | Gyas 125684 — pas3 | Gaas 163254 — pass
Gygs 185264 — p1az | Gogs 153246 = P12z | Gsz6 153462 — pya3
Gse 136425 — p1ag | Gae 154628 = pras | Gsgs 156243 = pas
Gz 153624 — pras | Gaze 185426 = pio5 | Gage 135642 — ps
Gﬂe 124365 — P13 Gw_e 126543 — Piss G23£ 142563 — P45
G135 154236 — P Ggge 136254 — Peis G131 132456 — P23
G 126534 — 155 | Gyas 124356 = p135 | Gase 146352 = pyas
Gize 145326 = pa3s | Gass 168524 — pags | Gise 123546 = pass
Gl?..’) 125643 — D135 | Gyag 123465 — P134 Gazs 143625 — P13s
Gsy 132546 — paan | Gazs 152364 — pazs | Giszs 154326 = pa3s
Ive Ve IS
Gisze 125436 — pags | Guse 145682 = pass | Guse 165234 = pags
Gng 153264 — Pi23 G12‘é 135246 — P123 G236 185462 — Pia3
Gggg 156423 — P24 G135 134625 —= P12g Gﬁe 186245 — P12z
Gz 135624 — pras | Gags 153426 — p1az | Gise 153642 = p1as
Gags 124568 = pus | Gass 126345 = pyas | Gisze 142365 — pus
Gage 134256 = pass | Gsse 156234 = pus | Gus 152436 = pass
G145 126354 — P133 G’M;, 163542 = P133 G356 146532 — Pis3
Gue 143526 — Pass Gg;g 165324 — P233 G?,g(; 125846 — P35
G?.LS 123645 — Pi3s G145 125463 — P13z Gf_)_5ﬁ 1456283 = P134
GMG 152346 — Pazs G156 132564 — Pa3i Gue 134526 — Pr3s

(') Vedremo pilt tardi al num. 10 cowne i sistemi polarl siano differenti.
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Tabella dei punti G di Steiner.
123456:1)]345
125634:})“355 G]g3=135
163254:};1'1345

123465:1)“]35 146325:1)“9_35 ‘ 165423:}71]'245!
143562:p1135 G]Ql‘=136 136524:171"145 G234:126 145326:10'@35 G]gi:125
158264—p1V, 5, 156423 =p1V4y, 135624=—=p1V;5x !

124356 —=pl g5 142536=pliyy; 162345=pllly,, 1
134652:271134 G125:145 152634:})[]]134 g G235:123 132546:1)'231 s G1352124
1642530 162435—pV, 152643—pV,,,
124365273]145 146352:p111135 163245:1)'945 é
]34562:1)11145 { G126:146 136254:}7“%5 H G236:156 123546:p'1'235 Gl3ﬁ:134
1 54263:1?“1245 126458==p"1 9, ; 153642=pV1,,.

125486=—pIVy,;
145632:{)"’315 G456:135
1 6523421)“345 s

146532—pV1yyy 164352—pViyg, 126345—=pV, e
156234=pVary § G3n=136 134256==pIV,,; Gaig=145 136542=p1V,;5 { Gyp5—146
126435—=pi, ,, 124653 =i, s 156243—pin,, (
142365=—p1V,y 163425—pV,,, | 126354 —piVy, g
132564:pv-234 G156:126 143526:1)“7?35 G146:123 13645221)"7135 G155=156
152463—plyy, 153624=—pl, 146253—pl,,

142356=—p1V,3; ! 164325—p1V,,, 123645=p1v,,, l
182654=pVi 3, § Gaye=125 134526=—=p¥pg; ¥ (=124 163542—=pVyz5 | Gyp—134
162453 —=pi ;. § 154623=pM,,, s 158246—pn;,, ‘
Come ben si vede dalla prima tabella le dieei rette di Pascal dj una figura non hanno
nessun punto P comune, esse passano per dieci punti di Steiner differenti. Due figure
qualunque banno quattro punti di Steiner comuni come D-es.,, la I* ela II* hanno in
comune i punti di Steiner G;q3 G124 Giay Gya6. Esse hanno anche i seguenti punti P comuni
13.24 dato dalle rette pl]gg, p";;;_;;

14.23 » Plass, Plags
15.26 » Plies, Pligg
35.46 » pllﬂ, pﬂl%
36.54 > Plags, PVags
16.52 » P23z, Pllags.

Questi punti sono situati tre a tre sulle quattro rette di Pascal ply;5, p1¥ygs. V123, PVigy,
che appartengono rispettivamente alle altre quattro figure, dunque due figure com-
binate insieme determinano una retta di Pascal di ciascuna delle altre qualtro. Queste
quattro rette passano per i punti di Steiner comuni alle due figure. Tre figure x
hanno invece un solo punto di Steiner comune, onde il punto G che risulta dalla
combinazione delle tre figure I 11 III lo chiameremo G123 @ quello invece che risulta
dalla combinazione delle altre tre figure 1V V VI lo chiameremo Gyze- Eeco adun-
que il significato degl’ indici dei punti G,
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I punti di Steiner che contengono indici complementari sino al 6, come.p. e.
Gz € Gysg sono punti conjugati, cioe mentre tre figure 7 qualunque prese insieme
danno un punto di Steiner, la combinazione delle tre rimanenti ¢i da il punto a
questo conjugato. Da una figura si passa ad un’altra con lo scambio di una o due
cifre, p. es. si passa dalle rette di Pascal della I figura rispettivamente a quelle della
II e ITI mediante lo scambio di due cifre, p es. dalla retta plas si passa alla retta
Pz mediante lo scambio di 8 con 5 e di 6 con 4, e cosi da tutte le rette della
I a quelle della II figura, mentre si passa dalle rette di Pascal della I o I o I
a queile di una delle altre tre figure IV V VI mediante lo scambio di una sola
cifra, come ben si pud veder dalla tabella delle sei fignro =.

Dalla seconda tabella vediamo che le tre cifre che stanno a destra di ciascun
punto di Steiner indicano a qual simholo esso appartiene secondo il num. 3, p. es. le
tre cifre 135 che stanno a destra del punto G5 indicano ch’ esso appartiene al simbolo
135, ossia che le tre cifre in posto dispari degli esagoni che lo determinano sono 135.

Per avere le 4 rette di Pascal determinate dalla combinazione di due figure =
p. es. della I e I1, e che appartengono rispettivamente alle altre quattro figure, basta
prendere i quattro punti di Steiner G, gli indici dei quali contengono le cifre 12; le
quattro rette di Pascal che passano rispettivamente per essie che appartengono alle
altre quattro figure III IV V VI, ossiale rette pMzys, p'V123, pVi23 pYlyg;, sono le
rette richieste. Infatti, come prima abbiam visto, sono precisamente queste le rette

che passano due a due per i punti P
Fig. 2. 13.24, 14.23, 15.26, 35.46, 36.54,
16.52 che sono comuni alle due figu-
re I e IL
6. Siano ora date le rette

18.26
Pliag = 1835264 — 35.64
52.41

13.42
plya = 186425 = | 36.25
64.51

15.62
’plﬂs — 158624 — 53.24
36.41

(vedasi la tabella delle sei figure
#) che g’incontrano mel punto Ky,
(Fig. 2). Nella retta ples sono situati
i punti Klp3, Klj3 oltre al punto Klpa,
come si ¢ visto al num. 4, cosi nelle rette plya; € Plies SONO situati rispettivamente
i punti Kiy; Ky, e Klp; Klj; oltre al punto K5 In queste tre rette somo situati
anche i nove punti P che sono sopra indicati e che si possono veder segnati anche nelia
fig. 2. C' & il triangolo 14.25, 14.36, 25.36, che ha i suoi vertici rispettivamente

CLASSE DI ECIENZE FISICHE ecc. — MEMORIE — Yor. I.° 84
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situati nelle tre rette g Pascal suddette; ebbene separiamo i vertici di questo trian-
golo dagli altri gef punti P di queste rette, ciod supponiamo che questo triangolo

alecun vertice comune, una di queste sard Ia coppia dei triangoli 85.46, 15.62, 13.24,
e 13.62, 85.24, 15.64: ciascuns di queste quattro coppie determina ¢ol triangolo
14.25, 14.86, 25.36 una terna di triangoli Prospettivi due a due pel centro K1, 1e
tre rette di prospettiva adunque di ciascuna terng, 8’incontrano in un punto, i quattro
punti cosi ottenuti per le quattro terne, formate dalle quattro coppie suddette col
triangolo 14, 25, 86, sono situati secondo il teorema I in upg retta, Si considering
adunque le quattro terne suddette e disponendole a guisa delle quattro terne dj trian-
goli che nel num. 1 avevano il triagolo A, B; C; comune avremo :

14.25, 14.36, 25.36 35.46, 15.62, 13.24 ; 18.62, 85.24, 15.64

» 35.46, 15.62, 15.64; 13.62, 35.24, 13.94
) » 35.46, 85.24, 13.24; 13.62, 15.62, 15,64
» 35.46, 35.24, 15.64; 13.62, 15.62. 15.94

Siccome le rette che congiungono le coppie di vertici 85.46, 15.62; 85.46, 13.94-
15.62,13.24 del 2° triangolo della prima terna, sono ordinatamente le rette PWV103=153264,
PVies= 185246 ¢ P9 =—186245 o quelle che uniscono le coppie di vertici del ge
triangolo della stessa terna sono le rette PV125=185624, PY12:=134625 ¢ p"1123=153642,
come si pud vedere dalls tabella delle sei figure 7, cosi potremo scrivere queste

quatiro terne nel seguente modo, ove introduciamo in luogo dei vertici de’ triangoli
i loro lati, ciod:

14,25,86 | plvy,, PV123  pViigy Pz pViar  pVigs
(u) pIVI 23 46 15 prl 23 13 24
A 35 pvigg 24 26 pvl'M 15

35 46 pViig, 26 13 pViyy

Ora il secondo e terzo triangolo della prima terna essendo prospettivi pel centro Kiy,,
come gid I’abbiamo detto di sopra, i punti d’incontro dei lat corrispondenti ossia i
punti K1V, KVis, KV, che corrispondono alle tre rette di Pascal pIVy,, Va3, PV
concorrenti nel punto Gy, (vedasi tabella dei punti di Steiner) giaciono in una retta,
che io chiamerd retts, di Cayley-Salmon e che rappresenterd col simbolo Cesp; (uesta
corrisponde in certa guisa al punto di Steiner Giss. Ora le altre due rette di pro-
spettiva della prima terna ciog le rette di Prospettiva del 1- triangolo col 2° ¢ go
sono le due rvette Pz = 163254 e plly,, — 125634, poich® p. es. i lati del 1° trian-
golo incontrano i lati corrispondenti del secondo nei tre .punti 14.32,25.16, 36.54
situati nella retts PWsss (*), e poichd le due rette Py, pllsys S’incontrano nel punto
G123, cosi vuol dire che Ia retta di Cayley-Salmon Cy36 deve passare pel punto Gygg,
che & conjugato al punto Gyse, del quale essa corrispondente.

(*) Siccome noi ci serviremo sempre tanto della tabella delle 6 figure 7 e dei punti G, cosi fara
bene il lettore di tenersele sempre sott’occhio,
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Si potrebbe anche dimostrare che la retta cize passa per G423 considerando nella
prima terna il triangolo plyss plaas Plygs invece del triangolo 14,25,36, perd bisogne-
rebbe suppor noto il teorema XV, dunque abbiamo:

Teorema XIII. 1 tre punti di Kirkman che corrispondono secondo il
teorema X alle tre rette di Pascal, che s’incontrano in un punto di Stei-
ner, sono situati in una retta di Cayley-Salmon, che corrisponde a que-
sto punto di Steiner. Le rette di Cayley-Salmon sono 20 in tutto Vesa-
grammo, ciascuna di esse passa per il punto di Steiner, conjugato a
quello a cui essa & corrispondente ().

Cid che abbiamo detto dei punti di Steiner al num. 5 relativamente alle com-
binazioni delle 6 figure = due a due, o tre a tre, possiamo ripetere per le rette di
Cayley-Salmon, ciot due figure prese insieme p.es. la I e I hanno in comune quattro
rette di Cayley-Salmon ciot le rette Ci23, Ci21, Ci25, Ci26s che sono corrispondenti ai
quattro punti Gyas, Gz, G125, G126, che come sappiamo sono comuni alle due figure I e IL
Tre figure 7 invece hanno in comune una sola retta di Cayley-Salmon p. es. le figure
I, IT, TIL hanno in comune la retta cjps. Tutto questo si vede assai facilmente quando
si scrivino o si pensino scritte le sei figure 7 ordinate secondo i punti di Kirkman
corrispondenti alle rette di Pascal, che le compongono. Per es. invece della retfa placy
nella figura I, ove & posto il punto Gips, considereremo il puato Kij; ad essa corri-
spondente pel quale passa la retta cj3 e cosi per le altre rette di Pascal.

Finora perd noi abbiamo considerato solamente la prima delle quattro terne o)
di triangoli, ed abbiamo con essa dimostrato il teorema XIII. Ora osserviamo che
le tre rette di prospettiva della seconda terna sono le rette

Plyg, = 152864, plliys = 142568, pi¥ya; — 156423 che s’incontrano in Gagg
perche i punti d’incontro dei lati corrispondenti dei triangoli di quella terna presi
due a due, sono ordinatamente i punti P di queste tre rette.

Egualmente si vede che le tre rette di prospettiva dei triangoli della terza
ferna sono:

p“g;m: 163524, pmlgg—: 143625, pvlg5: 153426 che 8’ incontrano in Gggs
e quelle della quarta:

Pm135 = 146352, png,r;;; = 136254, pvllgg — 185462 » - Gggﬁ
mentre quelle della prima terna s”incontrano nel punto Gz, come gia abbiam visto,
dunque pel teorema I si ha che i punti Gies, Gesss G233, Gagg, che sono comuni alle
figure II e ITI, giaciono in una retta, perche le quattro terne () sono formate da 9
punti, che sono i punti P delle tre rette pliag, Plaos, Plizs ed inoltre esse hanmo un
triangolo comune, cioe il triangolo 14.25, 14.36, 25.36. Questa retta sia chiamata
retta di Steiner-Pliicker, e sia rappresentata col simbolo ges, essa appartiene in un
certo modo alla combinazione delle due figure II e III, onde quando diremo la retta
di Steiner-Plicker appartenente o corrispondente o comune a due figure =, intende-
remo la retta g che unisce i punti di Steiner a loro comuni. Siccome le combina-
zioni delle due figure = sono 15, cosi sono 15 anche le rette di Steiner-Pliicker.
Mentre p. es. nella retta gy3 giaciono i punti di Steiner Giss, Gass, Gazs, Gage, gl

&
(1) Vedi Cayley, Vol. 41 di Crelle pag. 66.
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indici dei quali contengono le cifre dell’indice della retta g3, per un punto Gios
invece passano le tre rette 912, 913, G23 date dalle combinazioni delle tre figure 7
L, I e IIT che lo hanno comune. Si ha dunque riassumendo quel che si @ detto:

Teorema XIV. Due figure 7 hanno in comune quattro punti di Steiner
e le quattro rette di Cayley-Salmon corrispondenti. Tre figure # hanno
in comune un punto di Steiner o la retta di Cayley-Salmon ad esso cor-
rispondente. Due figure # hanno 6 punti P comuni, situati tre a tre in
quattro rette di Pascal che appartengono rispettivamente alle altre
quattro figure e passano rispettivamente per i quattro punti di Steiner
comuni alle due prime figure 7.

Teorema XV. 1 quattro punti di Steiner G comuni a due figure 7 sono
situati in una retta di Steiner-Plicker 9. che & cosi comune alle due fi-
gure. Queste rette sono 15 in tutto I'esagrammo, tre a tre passano per
un punto di Steiner ().

Altra dimostrazione di questo teorema, — Se noi consideriamo (Fig. 2) il trian-

-golo plygs — 126534, plyys — 124365, plis; — 125648 i cui lati congiungono rispetti-

vamente i punti Kly5, Kiys, Kiy, e il riangolo pl¥igs = 153264, p¥i,, — 136245, pVy94
= 135246 vediamo ch’essi sono prospettivi pel centro Kiy,: ora i punti @’incontro

dei lati corrispondenti sono-

P13z PV193 = Ggy
Pligs 2 — Giyzg
Pliss Pz = Gy
Pl13s PV123 = Gyay

dunque i punti Gyay, Gy, Gz giaciono in una retta, ciod nella retta 912. Ora per
dimostrare ch’essa passa anche pel punto Gy, si consideri anche il triangolo plygs —
145326, plyy; — 154236, plyg, — 132546, i cui lati congiungono rispettivamente i
punti Klp, Klps, Ky, che sono situati rispettivamente nelle tre rette Plias, Plas, Pligg
che s’incontrano in K, onde questo triangolo & prospettivo ai due testd conside-
rati pel centro Kly,. La retta di Prospettiva di questo col primo dei due triangoli
considerati ossia col triangolo P'13s Pligs Plisy © la retta Pl353, perchd i punti d'incontro
dei lati corrispondenti ossia plyy Plizs = Khy, plagg plysy = Ky, Pliss Pz = Kl
sono situati precisamente nella retts Plass, e la retta di Prospettiva del triangolo
P'ass Plass Plagz col secondo dej triangoli considerati ossia P13 = 153264, pV1,,,
= 136245, pVig3 = 135246 @ la retia P35 = 163254; infatti i punti d’incontro
dei lati corrispondenti plyy V123 = 14.32, plags p¥iyp, — 45, 63, plags pV1s3 = 52. 61
sono i punti P della retta pll,,. Ma le rette play @ plily: s incontrano nel punto
G123, per questo dunque deve passare anche la retta di prospettiva dei due primi
triangoli- ossia la retta J12- .

Abbiamo visto ora che nei punti P della retta PWayzs (che 8 una delle rette
determinate dalla I e IT figura n come si & visto al num, 5) s’incontrano rispetti-
vamente le rette plogy piVyy,, Plass PV Mes, Plags PpYiag, ma per essi passano anche le tre

(') Vedi Steiner, System. Entew. der Abh. geom. Gestalten, pag. 311 e Plicker, Vol. 5 di Crelle
pag. 275. Ueber ein neues Princip der Geometrie.,
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rette pllyg;, = 152364, pllys = 136254, pllag; = 163524 della seconda figura ( vedasi
num. 5); dunque noi possiamo formare i due triangoli prospettivi seguenti:

Plags Plass Plags 3 Pags Plass Plless
ossia
Kig; Klyy Kig, 5 Kl Klgg Kllgg

Infatti i lati plogs, plass ecc. 8 incontrano nella retta piiy;y, dunque le rette che con-
giungono i vertici corrispondenti ciot le rette Kips Kily, = cra3, Klag Klag = c126, Klas
Kil,s — 40, che sono tre rette di Cayley-Salmon s’incontrano in un punto, che si chia-
ma punto di Salmon; io lo rappresenterd col simbolo Sy,. Considerando invece i due tri-
angoli formati dalle rette della I e II figura =, che s’incontrano nei punti P di una delle
altre tre rette PV133, P¥l1as, PV123 che con la plliggs sono determinate dalle due figure,
si dimostra che anche la retta cyy3 passa pel punto Sjp. Dunque le quattro rette
C123, C124, C123» C126 che sono comuni a due figure s’incontrano in un punto Sg;. Diremo
che questo punto S;; appartiene od @ comune alle due figure I e II. Esso corrisponde
in certo modo alla retta g1», che le due figure I e II hacno in comune, perché le
quattro rette di Cayley-Salmon cje3, Cy21. Cias, C126 cOrrispondono ai punti di Steiner
Gies, G4, Gies, G-

Teorema XVI. Le quattro rette di Cayley-Salmon che corrispon-
dono ai quattro punti di Steiner comuni a due figure w passano
per un punto di Salmon, che corrisponde alla retta di Steiner-
Pliicker sulla quale giaciono quei quattro punti G. Le venti rette
di Cayley-Salmon s’inconfrano cosi in 15 punti di Salmon, che
giaciono tre a tre in ciascuna di esse.

Tabella delle rette di Steiner-Pliicker
e dei punti di Salmon.

g1z = Ge3 G125 Gz Gyze Siz = €123 C13; C125 C12
g13 = Gia3 Giaz Gz Gisg S13 = C123 C134 €135 C136
g1z = Gz Gi3z Guas Guge S1: = c12¢ €134 Cus Cuze
015 = Cya5 G135 Gisz Gyze Stz = €123 133 C143 C136
916 = G1zg Gi3s Gize Gise S16 = C126 C136 C146 C136
ga3 = G123 Gazg Grazs Gase S23 == C193 C235 Ca3y C23¢
024 = Gyag Gazg Gazs Gage S»s = C124 Cags Cass Casg
ga3 =— Graz Gass Gasz Gase Sz5 = Ci23 Ca33 Cass Casg
Q26 — Gizg Gaszg Gz Gaze Sa¢ = Cie6 C236 Caze Ca86
93: — Gy3; Gagy Gags Gasg Saz = €13z €234 €313 C346
g3s = G35 Gass Gz Gase S35 = C135 €235 Cas3 C3s6
936 = G136 Gasg G3s Gaze S3g = C13 C236 C316 C356
G55 = Gss Goys Gags Gize Sz = Cus Cas5 C345 Cizg
916 = Gz Gase Gage Gise Sie = Cise Cas6 C3s6 Ca56

gs6 = Gse Gase Gaze Guse 56 = C136 C236 €356 C436
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Da questo quadro & facile di vedere che le due figure delle rette di Steiner-Pliicker
€ quella dei punti di Salmon sono due figure duali e che Ia figura delle rette di
Steiner-Pliicker & eguale a quelia di tre triangoli prospettivi come D- 8. Giag Gz Gagy,
G1ap Gygs Goas, Gi26 Gizg Gosg, 1 cui vertici sono situati in tre rette concorrenti in
un punto, cioé nelle tre rette 912, 913, 923 che s’incontrano nel punto Gig3. I nove Iati
di questi tre triangoli sono rette di Steiner-Pliicker, le tre rette di prospettiva sono
le tre rette gy, 9165 gs¢ che s’incontrano nel punto Gy conjugato di Gias, mentre
1 punti d’incontro dei lati con esse sono altrettanti punti di Steiner. Qi vede pure
che Ia figura & simmetrica rispetto a questi punti (*).

Osservazione — Abbiamo visto al num. 3 che i punti di Steiner si separano in
dieci coppie di punti conjugati rispetto alla conica fondamentale. Ora per due punti di
Steiner di upna di queste coppie p. es. Giag Giyge passano rispettivamente le rette di
Cayley-Salmon ad essi corrispondenti, osgia pel punto Gieg passa la retta ¢4 e pel
punto Gysg passa la retta ci23. Io dico che queste due rette, ossia le due rette di
Cayley-Salmon corrispondenti a due punti conjugati di Steiner, non somo due rette
conjugate rispetto alla conica fondamentale. Nel punto G1a3 sincontrano le tre rette
di Pascal plgpp — 128456, pligy — 125634, pliig;y — 163254 mentre nel punto Gy
S’incontrano le rette P35 — 125436, PVs = 145632, P¥igs — 165234,

Supponiamo che le rette Ci23 © Cy3g Siano rette conjugate rispetto alla conica fon-
damentale, allora una di esge almeno deve esser Ia polare del suo punto corri-
spondente di Steiner; infatti & evidente che se la retta cguq non & la polare del punto
Guxe, 12 polare di quest’ultimo dovrd incontrare Ia retta cz5 nel punto (23, che sard
il polo della retta €123, secondo I'ipotesi fatta, poiche tutti i punti di una retta p. es.
della ¢93 hanno per counjugati il polo della retta, onde il punto Gzse non pud avere
altro punto conjugato nella retta Css6 all’infuori del punto Gio3; dunque se la retta Cis6
non e la polare del punto Gygzg sard la retta C123 la polare del punto Grya3. Quest’ul-
tima retta & data daj punti di Kirkman, che corrispondono rispettivamente alle rette
di Pascal che s'incontrano nel punto Gye3 ossia:

185264
136425
153624

Klig = pligy plyas plyoy =—

K“n — P"ma 771'124 p“125 = | 154623

153246
185426

.| 153462
Kty — plit, 00 pimt, Pl — [ 156248
135642

Per trovare il polo della retta P35 basta trovare il punto d’incontro delle polari
di due dei suoi punti p. es. dei punti 12, 45,28.56. Le polari di questi punti sono

(1) Vedi Cayley. Vol. 31 & Crelle pag. 216 ¢ Vol. 34 pag. 272. — Hesse, Vol. 41 di Crelle pag. 269
e Vol. 75 pag. 1.




— 669 —

rispettivamente le rette che congiungono i punti 15.24, 14.25 e 25.36, 35.26, que-
ste due rette devono incontrarsi secondo I'ipotesi fatta in un punto della retta ez,
cioe nel polo della retta di Pascal plags

Noi abbiamo le tre rette ciaz, 15.24 — 14.25, e 25.36 — 35. 26. Noi possiamo
formare 1 seguenti triangoli:

K, 14.25 2536 ; K, 15.24 35.26
i cui vertici sono situati due a due in quelle tre rette. Questi triangoli essendo pro-
spettivi, i punti d’incontro dei lati corrispondenti devono esser situati in una linea retta.

Ora i punti d'incontro dei lati corrispondenti sono

135264 — 153246 — 35.46
136425 — 135426 — 13.42
925 — 153462 — 25 — 153462
dunque questi tre punti devono esser situati in linea retta, ma la retta che congiunge
i due primi punti & la retta di Pascal 135246, essa incontra il lato 25 nel punto
25.16 ma non nel punto 25 — 153462, dunque vuol dire che la retta co3 € le rette
15.24 — 14.25, 25.36 — 35.26 non s’incontrano in un punto, ossia che la retta cqa3
non passa pel polo della retta di Pascal plas — 123456, ossia che la retta cie3 non
e la polare del punto Gqps, ossia che le veite di Cayley-Salmon cia3 € Cizg che
corrispondono ai dwe punli di Steiner Gy € Gyz6 conjugali non sono rekle con-
jugate rispetto alla conica fondamentale.
7. Consideriamo ora una retta di Pascal p. es. la retta: plass = 128456

e consideriamo il triangolo 14, 25, 36, ove i due punti fondamentali di un lato sono
dati da due vertici dell’esagono 123456 fra i quali ne esistono altri due. Il trian-
golo 14, 25, 36 suddetto sia chiamato triangolo A della retta di Pascal plass; onde
ogni retta di Pascal ha il suo triangolo A formaio nel modo teste indicato. Ora dalla
tabella dei punti di Steiner si vede che i vertici del triangolo 14, 25, 36 della
retta plgy sono situati rispettivamente nelle tre rette di Pascal, che s’incontrano nel
punto Gysg, conjugato del punto Gysg situato nella retta ply;s; onde i tre triangoli A,
che appartengono rispettivamente alle tre rette di Pascal p. es. plas = 123456, psiz
— 125634, pilly; — 163254 che s’incontrano nel punto Gigg, hanno i loro vertici
rispettivamente situati nelle tre rette pi¥z;z — 125436, pVaiz = 145632, pVis
— 165234 che s’incontrano nel punto Gy conjugato del punto Ga3- Questi tre
triangoli A li chiameremo pure triangoli A del punto di Steiner Gjze. Osserviamo
inoltre che le due ternz di triangoli A di due punti di Steiner conjugati come
p. 5. Gyag, Gisg, sono formate dagli stessi nove lati fondamentali; infatti i triangoli A
del punto Gyp3 sono 14, 23, 56; 16, 43, 52; 12, 63, 54 e quelli del punto Ggse sono
14, 25, 36; 16, 23, b4; 12, 65, 34.

Dalla tabella dei punti di Steiner si rileva pure che il triangolo A 12, 65, 34
¢ comune alle rette pllyy — 163254, plVy = 153264, pY¥i3 — 164258, pVia
— 154263, che come sappiamo sono determinate dalla combinazione della I e II
figura r, onde il triangolo A suddetto corrisponde alla combinazione della I e II figura
& siccome sono quindici le combinazioni delle sei figure 7 due a due, cosi si hanno
15 triangoli A, che corrispondono ordinatamente alle 15 combinazioni. Apporremo
al segno A gli indici ik al piede, essendo ¢ = 1,2,3,4,5,6 e k= 1,2,3,4,5,6,
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indicando con essi la combinazione delle due figure = a cui appartiene il triangolo A,
combinazione che & data dagli indici romani di esse; facendo p. es. =1 ¢ f—29
si ottiene il triangolo A1z, che appartiene alla combinazione della I e II figura B
s’intende bene che A1 = Az e che ¢ e k devono esser sempre differenti fra di loro,
Ora il triangolo A, per la ragione esposta di sopra ha i suoi vertici situati nelle
rette di Pascal che a tre a tre 'incontrano nei punti di Steiner, conjugati di quelli situati
rispettivamente nelle rette PM3e5, p'Vins, PVies, PVaq, ossia dei quattro punti @ della
retta gia, comune alle due figure I e II. Questi punti di Steiner sono Guzes Gisg,
G3se, O3gs le cui rette di congiunzione sono rette di Steiner-Pliicker, ciod le rette
56 Gues J36» Gas, Gas, gaz- Dalla tabella dei punti di Steiner osserviamo che e dodiei
rette di Paseal, che passano a quattro a quattro pei vertici 12, 56, 12.34, 56,34 del
triangolo Aq, ciod le rette PY3is PVhgs pllliys plVygs, plVags PMos pVoss PVasy, ¥y
PVers pVars plilyy, , appartengono tre a tre rispettivamente alle altre quattro figure II1,
IV, V, VI e s'incontrano tre tre nei quattro punti di Kirkman corrispondenti alle
quattro rette piily sy, piVyy, PV, PVli2¢, €io® nei punti Kiny,, Kiv,, KV, KVigy, che sono
situati nelle rette di Cayley-Salmon comuni alle due figure I e II, ciod nelle rette
123, G121, Cias, Ci96, le quali passano rispettivamente pei punti Gizes Gase, Gaggy Gaus,
nei quali s’incontrano quelle stesse dodici rette tre g tre.

Da quanto si & detto si ricava che per nessun vertice del triangolo A;, passa
una retta della I o una retta della IT figura, onde i 30 punti P di una figura 7 (vedasj
tabella delle sei figure ) sono dati dai vertici dei triangoli A, che appartengono a quelle
combinazioni di due delle sei figure 7z, che non contengono la figura x data. Dunque:

Teorema XVIL I punti P del teorema VII formano 15 triangoli A;,
che corrispondono rigspettivamente alle 15 combinazioni delle 6
figure 7 1, II, III, IV, V, VI due g3 due, ove gli indici tek sono
eguali agli indici romani delle due figure 7 della combinazione a
cui corrisponde il triangolo A;;. Pei vertici di un triangolo A,
ion passa alcuna retta di Pagscal delle due figure =, a cni appar-
tiene il triangolo A;x;180 puntiP diuna figura 7 sono dati dunque
dai vertici dei triangoli A;, di quelle combinazioni delle 6 figure
due a due, nelle quali non ¢’entra 1a figura 7 data. Le dodici rette
di Pascal che bassano per i tre vertici di un triangolo A, s’incon-
trano tre a tre in quattro punti di Steiner e in quattro punti di
Kirkman; questi ultimi corrispondono alle quattro rette di Pascal
determinate dalle due figure, i cui indici romani 80n0 rispettiva-
mente indicati dagli indici s ek del triangolo A, secondo il teo-
rema XIV e i quattro punti di Steiner sono situati nelle quattro
rette di Cayley-Salmon delle stesse due figure iek.

Tabella dei triangoli A.
12.34.56 111 14.25.36 II III 15.26.34 TII V
16.23.54 T IIT 15.28.46 I1 IV 12.85.46 III VI
14.26.85 11V 16.24.85 II V 12.86.45 IVY
132546 1V 13.26.45 1I VI 16.25.834 1V VI
15.24.836 1 VI 13.24.56 III IV 14.23.56 V vI.
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8. Se ora consideriamo il lato fendamentale 12, per i punti 12 passano i lati
13, 14; 26, 25; con essi si formano le seguenti rette di Pascal:

1826 | 1825 |
lags | =P 0| ju96 | TP

Queste due rette sono due diagonali del quadrilatero formato dai lati 13, 14, 26, 25, di
cui la terza diagonale & il lato 12, onde le rette pfy»; e pifyi5 tagliano il lato 12 in due
punti Xps4, X'551 che sono conjugati armonici rispetto ai punti 12, ossia rispetto alla
conica fondamentale. Le rette p'ia3 € pifas passano rispettivamente per i punti Gigs
Giage (vedasi tabella dei punti G). Il lato 12 che abbiamo considerato & uno dei nove
lati comuni agli esagoni di questi due punti G ovvero & uno dei lati communi ai trian-
goli A di essi. I tre triangoli A del punto Gasg sono, come abbiamo visto al num. 7,
quelli delle tre rette di Pascal del punto Gy;; ossia 12.45.36; 14.35.62; 25.46.13;
questi triangoli sono due a due prospettivi, i due ultimi hanno per retta di prospettiva
la retta plyp; — 146253, onde da cid che precede si ha che il lato 12 del primo
triangolo viene incontrato dalla retta di prospettiva degli altri due in un punto con-
jugato a quello ove il lato 12 incontra la retta di Pascal p'ly;s, che passa pel ver-
tice opposto ad esso nel primo triangolo, cioe pel punto 45.36 e pel punto di Steiner Gaye.
Cid vale per qualunque lato dei tre triangoli A di un punto G. Se noi consideriamo
invece il punto Gy, 1 triangoli A di esso sono dati dai triangoli A delle rette di
Pascal che s’incontrano nel punto Gasg, ossia sono i triangoli 12, 46, 35; 45, 13, 62;
36, 52. 14, la retta di prospettiva del 2° e del 3° di questi triangoli & la retta
Plagg = 136254, onde il lato 12 del primo triangolo vieme incontrato da questa
retta e dalla retta p'ja3, che congiunge 31 vertice opposto ad esso cioé il punto 46.35
col punto Gy, in due punti coujugati; ora questi non sono altro che i punti con-
siderati Xs3, X'»3. Un lato fondamentale qualunque p. ec. 12 si ripete in tre triangoli A,
giacche il numero dei triangoli A & eguale a quello dei lati fondamentali, e poiche un tri-
angolo A appartiene secondo il teorema precedente a quatiro punti di Steiner, parrebbe
che in un lato 12 ¢i dovessero essere dodici coppie di punti conjugati, ma non sono
che sei, perche i dodici punti di Steiner, gli esagoni dei quali contengono il lato 12,
ciot ipunti Gise Gsse Gais Gassr G Guas Gras Guzss Gras Gaag Gaze Guse sono conjugati
due a due, e per due punti conjugati G si ottiene nel lato 12 una sola coppia di
punti conjugati come gia si & visto. Dunque:

Teorema XVIII. I quindici triangoli Ay tre atre hanno i loro ver-
tici situati rispettivamente nelle terne di rette di Pascal che
s’incontrano nei 20 punti di Steiner. I tre triangoli Ay che hanno
i loro vertici situati ordinatamente sulle tre rettep diunpunto di
Steiner siano chiamati triangoli A di esso. Il lato di un trian-
golo A di un punto di Steiner G & incontrato dalla retta di pro-
spettiva dci suoi due altri triangoli Ae dalla retta, che congiunge
quel punto G col vertice opposto al lato nel primo triangolo, in
due punti conjugati rispetto alla conica fondamentale. In ogni
lato si ottengono sei coppie di tali punti conjugati.

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — MEMoriE — YoL. L.° 85
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I tre triangoli A del punto di Steiner G236 sono, come abbiam visto, i tre trian-

goli seguenti in linea orizzontale :

12.45.86

46.18.52 (*)

2 -85.62.14

i triangoli delle tre linee verticali sono quelli del punto conjugato Gyis. Le rette di
Pagcal di quest’ ultimo punto sono le rette PVi3r = 136452, PV i35 — 126354,
Plizg = 14062583, le quali sono rispettivamenie le rette di prospettiva del primo col
secondo, del primo col terzo e del terzo col primo dei tre triangoli in linea orizzon-
tale. La retta di prospettiva p¥is, del 1° e 2° triangolo per il teorema precedente
incontra i lati del terzo in punti, che chiamo X, ,, X2 2, X123 ai quali sono conjugati
1 punti d’incontro delle rette plly s, plt,. PYi33, concorrenti pel punto Giagg, rispettiva-
mente con gli stessi lati. Infatti queste tre rette passano per Gasg e passano ordi-
natamente per i tre vertici del terzo triangolo opposti ai lati 35, .62, 14.

Questi tre punti conjugati rispettivamente ad Xi2.1, X122, X123 li chiamo X121
X123, X'333, in modo che Xi5 4, X'j2, sono due punti conjugati nel lato 35. Analo-
gamente la retta pIVys; incontra i lati del secondo triangolo 46.13.52 nei punti
Xi3.1, Xy3.2, X133 che hanno per punti conjugati i punti d’incontro X'i31, X139, X133
delle rette Plags, pMygs, pV1ips con gli stessi lati. Finalmente la retta pljy; interseca
1 lati del primo triangolo cioe 12.45.36 nei punti Xy 1, Xs3 5, X3 3 che hanno per punti
conjugati i punti X531, X'a3.9, X'ag 5 dati rispettivamente dalle rette P2z, PUligs. pVliag
cogli stessi lati. Abbiamo adunque i due gruppi seguenti di punti conjugati:

X121 Xins X g X'i21 X'ia0 Xiag
Xi31 Xiz2 Xigg X310 X132 X3
X1 Xo Xag3 X'o1 X3 Xog3

I punti X e X’ situati in linea orizzontale giaciono rispettivamente nei tre Iati
di uno dei tre triangoli orizzontali della tabella (*) precedente, mentre i punti X e X'
in linea verticale sono collocati vei tre lati di un triangolo verticale della stessy
tabella p. es i punti X121 Xp2.0 Xias, X241 X2 X'a3 sono situati nei tre lati
del triangolo 85.62.14 e -puoti Xph, X5, Xagts X'paq X'z X'agq sono situati
rispettivamente nei tre lati del triangolo 35.46.12. I punti di una linea orizzon-
tale del primo gruppo sono situati in una retta di Pascal, come anche i punti di una
linea verticale del secondo Dooes. Xipy Xpp5 Xga3 sono posti nella retta Pz, 1
punti X'y5y X3y X'a 4 sono posti nella retta pi,,, onde a tre punti in linea retta
del primo gruppo come p. es. X;3, X, Xi2 5 sono conjugati i vertici di un trian-
golo del secondo ciod X'121 X122 X'pag ». che sono situati rispettivamente nelle tre
rette di Pascal, che passano per il punto di Steiner conjugato a quello collocato nella
retta Xi»y Xz X123, che & la reita PV i35

Consideriamo org i triangoli : 12.68 » 3, 14.35 ; 12.45 , 46.13 ,4
1 cui vertici sono situati nelle rette 12,18,14 la retta di Prospettiva & data dai punti
d’incontro dei lati corrispoirdenti, ciod

12.63 —3 s 12.45 — 46.18 = pV1, 5y, — X533
12.63 — 14.85 — pl ']35 y 12.45 — 4 = X’23_g
3 —14.85 ,46.18 — 4 =46.35
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Dunque i dieciotto lati dei sei triangoli passano rispsttivamente ciaseuno per
uno dei punti P, vertici dei sei triangoli A della tabella precedente (¥). Il lato
X's33 X332 contiene il punto 46.35, questi punti X' sono posti nei lati 45 e 36
del primo triangolo deila tabella (¥), onde passa il lato X533 X332 per il punto d’in-
contro dei due lati degli altri due triangoli della medesima, che giaciono nella linea
verticale a cui non appartengono i lati 45 e 36, dunque, come si vede dalla tabella (*),
per il punto 46.35.

Siano date le tre rette:

X'3a1 X232 nella quale si trova il punto 14.52
X' Xis2 2 14.36
| 12.46
Phm = 13.45
! 25.63
Consideriamo i due triangoli: X'a3 1 X131 12.46; X35 X'132 1345
i cui vertici si trovano rispettivamente in guelle tre rette. Essi sono prospetiivi perche
i punti d'incontro dei lati corrispondenti cioe
X331, X310 =pus; X'z X'iz2 = pigs, = Gage
X'331,1246 = 12 ; X'y3, 18.45 =45,—12.45
X'i31,12.46 = 46 ; X'j3, 18.45 =13, —=13.46
sono punti della retta X's3 3 X'j33 = pVliay, dusque le rette X'i34 X'j32, X232 X231
e pYi3; 8 incontrano in un punto. Si dimostra analogamente che sulla retta pY3,
s’incontrano le rette delle coppie X'y3; X'i33, X'a3.1 X233 € X132 X133, X 232 X 233
Onde si conclude che i triangoli X'131 X132 X133, X231 X'23.2 X233 sono prospet-
tivi per la retta pY¥is;, che & retta di prospettiva del 1v e 2° triangolo della tabella (*)
in linea orizzontale, la cui combinazione 1° e 2° risulta dagli indici comuni 12 dei
tre punti X531, X122, X123 della prima linea orizzontale dei punti X' del secondo
gruppo. Questa retta p¥i3; passa pel punto G conjugato di quello posto nelle rette
p in cui si trovano i vertici dei due triangoli X', dei quali essa & refta di prospettiva.
Cib vale anche per i triangoli dei punti X in linea verticale del primo gruppo, dunque :

Teorema XIX. Sopra i nove lati di sei triangoli Adi due punti di
Steiner conjugati sono situati rispettivamente dieciotto punti,
due a due conjugati rispetto alla conica fondamentale secondo
il teorema XVIII: essi formano due gruppi di tre triangoli; i
vertici di quelli di un gruppo sono collocati tre a tre nelle fre
rette di Pascal che s'incontrano in uno dei punti di Steiner.
Aitre vertici di un triangolo del primo gruppo sono conjugati
i tre punti situati in una retta di Pascal del secondo,nella quale
cio® sono situatitrevertici dei tre triangoli del secondo gruppo,
questa retta corrisponde in tal modo a quel triangolo. Ciascuno
dei dieciotto lati dei sei triangoli dei due gruppi passa per uno
dei dieciotto vertici dei sei triangoli A. Due ftriangoli qualunque
di un gruppo sono prospettivi per la retta di Pascal del secondo,
che corrisponde nel modo suddetto al terzo dei triangoli dello
stesso gruppo.
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12.45
PVas =] 23.56 |
34.61

e consideriamo le due prime linee orizzontali ciop iggg,

prendendo il lato 56 e tagliandolo con Taltro lato 18, formato dalle due cifre che non
si ripetono nella prima linea verticale e congiungendo il punto d’incontro di 56
con 13 col punto 4 della seconds linea verticale, che non entra nella seconda linea
orizzontale. Questa retta sia chiamata retta o della retta dj Pascal ply:. Si vede
facilmence che la retta di Pageal P'sis possiede dodici di queste rette, percheé invece
di prendere il lato 56 possiamo prendere i lati 23, 45 e 12; onde per le tre combi-
nazioni delle tre linee orizzontal; 12.45,28.56, 34.61 della medesima due a due si
ottengono dodici rette . — Ora consideriamo le rette P, (56.13—4), (28.46—1),
possiamo formare i seguenti triangoli 1,4,12.45 ; 28.46, 56.13, 23.56 che hanno i
vertici rispettivamente su quelle tre relte, i punti d’incontro dej lati seguenti due a dae
14 , 23.46-—56.13:132564:1)“'235 cioe 14.52

1—12.45 , 23.46—23.56 > 2

4—12.45 , 56.13—23.56 » 5
sono situati nel lato fondamentale 25 , dunque i due triangoli sono prospettivi, onde
la retta plyys e le sue due rette a, (56.13—4), (28.46 —1) s’incontrano in un punto
che chiamo 0.

9. Sia ora la retts

formiamo la retta 56.18—4

12.45

Teorema XX. Unaretta di Pascal p. es. 1a retta | 2356 I data dal-

34.61
I'esagono 123456 ¢ le sue due reite a, (1—28.46), (4—56.18) s’incon-
trano in un punto 0. In ogniretta di Pascal esistono sei di questi
punti O. In tutto I'esagrammo essi sono 360,

Che relazioni hanno questi punti fra di loro?

Talvolta al disegnatore pud servire uno di questi punti O per costruire la retta di
Pascal quando son dati 5 punti di una conica p. es. 12346 ed & data la retta 56, ove si
deve trovare il punto 5 da determinare, perchd allora essendo la retta di Paseal
deferminata da due punti P, pud avvenir benissimo che uno di essi cada fuori del
foglio del disegno.

Abbiamo inoltre le rette 12.45—56.13:]0"145

12.45—28.46 — plil,y,

56.18 —28.46 = pVy,
il lato 14 adunque viene intersecato dalle coppie di rette D355, PVags; Pigs (1—23.46);
PMaz5, (4—56.18) in tre coppie di punti in involuzione, Osserviamo di piu che il lato
14 & un lato del triangolo A della retta di Pascal P'3s. Ora il lato 14 & uno dei
tre lati del triangolo A delie dodici rette i Pascal, che contengono rispettiva-
mente i dodici punti di Steiner, nei simbol dei guali, secondo il num. 3, non en-
trano i numeri 14 upiti, [ punti 1 e 4 si ripetono pero in due rette ¢ di egnuna
delle dodici rette di Paseal considerate, come & facile di scorgere dalla formazione
delle rette @ di una retts di Pascal. dunque:
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Teorema XXI. Le sessanta rette di Pascal si lasciano aggruppare
per un lato fondamentale in ventiquattro quadrilateri, ilati di
ciascuno di essi incontrano iflato in quattro punti che cen i due

punti fondamentali di esso formano un’involuzione.
10. Ritorniamo ora alle figure 7 e studiamo meglio i rapporti che hanno fra
di loro. Abbiamo visto che il triangolo A; della combinazione di due figure 7 &
dato dal triangolo A delle quattro rette di Pascal, che appartengono rispettivamento
alle altre quattro figure, e che le due prime determinano. Prendiamo il friangolo Ajz
delle figure I e IT cioe 12.834.56. I vertici di esso, come sappiamo, sono punti P

che non appartengono ne alla prima ne alla seconda figura, come si & visto al num. 7.
Pei punti P rimanenti del lato 12 cioe

12.36 12.46
passano le coppie di rette
Pz =124365, pllyz—125634 Phigs = 134652, plyy, — 123465
12.35 12.45
passano le coppie di rette
pligs = 143562, pllj33—124856 Plass —128456, plly;;— 134562

pei punti P del lato 34 cioe
34.15 ; 36.52
passano le coppie di rette

; 34.62 34.61

Plies PM3zs Phss PMass  Plias Plisss  Plass pliss
e finalmente pei punti P del lato 56 ciod
56.24
passano le coppie di rette

Plgs Plss ;s Plias Pas;  Pliss Pl Plass plias

; 56.13 56.14 ; 56.23

23.56 12.56

Da questo si vede che c¢i sono quattro rette di Pascal della figura I che incontrano

rispetlivamente quattro rette di Pascal della II nei dodici punti P, situati quattro

a quatiro nei lati del triangolo 12 (vedasi fig. 8). Le rette di Pascal:

Pligs Plss Plags Pz € plhgs Pligs Phiss Plass sono lati dei due seguenti quadrangoli:
12.36, 12.46, 34.15, 34.52 e 12.35, 12.45, 34.62, 34.61
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Questi due quadrangoli hanno un punto diagonale comune ciod il punto 12.34 come
e facile di vedere, perchd gli altri due lati dei due quadrangoli sono 12, 34 ; glhi altri
due punti diagonali del brimo quadrangolo sono :

Plus Phze=Klj; e pllyy Pz =Klly,
€ quelli del secondo

Plizs Pz =Xy ¢ plygy PMsz =Kl

Questi due quadrangoli sono prospettivi come si vede, pel centro 12.34 ¢ per la retfa

56, perche i lati corrispondenti di quei due quadrangoli ciog Plus plizs, Plaz; plys ecc.
s’incontrano nei punti P del lato 56, ¢ i vertici corrispondenti come 12.36 12.35,
12.46 12.45, etc. sono allineati col centro di prospettiva 12.34. Se 80no prospettivi
i due quadrangoli citati sono prospettivi anche i quadrangoli

Phus Phigse Pass pllige, pllygy plly, Plags pligs
come si pud vedere anche dalla fig. 8, e percidi puntid’ incontro dej lati corrispondenti ciow:

PMige pligs==Ggq plygy PMas=Ca6, Pligs Plygs = Gy, Plss Plyey = Gijog
sono situati in una retta dj Steiner-Plicker 12, ¢id che gia noi sapevamo. Egli ¢
pure evidente che gli altri quattro punti diagonali dei due primi quadrangoli sopra
seritti, sono allineati due a due col centro di Prospettiva 12.34, ossia le rette che
congiungono i punti Ky, Kis e Klyy Kl passano pel punto 12.34, perchd le rette
P- es. pllygy plha; del primo quadrangolo che s’incontrano nel punto Kity, corrispon -
dono rispettivamente alle rette di Paseal Phas phys del secondo, che s'incontrano nel
punto K&z Le due rette Kig; Kips, Ky K;; formano un gruppo armomico colla
coppia dei lati 12, 34 perche le rette 12, 34 sono due lati opposti dei due quadran-
goli suddetti. Per il punto 12.56 passano invece le rette che congiungono i punti
Ki3; Kngy, Kny, Khy e pel punto 34.56 e rette Klyg Kiy,, K,y KUg;; per dimostrar
¢id basta considerar i quadrangoli
Pl Plags Plige pllygs, pllygy plygs Pz phss

che hanno per centro di prospettiva il punto 12.56 ¢ per retta di prospettiva il lato 34

‘¢ 1 quadrangoli

Pl Pligs Pligs pllygs, pllyg, plygs Pl Pl
che hanno per centro di prospettiva il punto 34.56 e per retta di prospettiva il lato 12. ~
Come i quadrangoli della prima coppia, che hanno per centro di prospettiva il punto 12.34.
si possono ordinare in modo ch’essi abbiano per retta di prospettiva anche la retta
912 delle due figure T e II, cosi anche i quadrangoli delle due ultime coppie hanno
la stessa proprieta.

"~ Le rette che congiungono rispettivamente due punti di Kirkman come p- es.
Ky Kigs, Kig; Kl ece. che Passano per un punto P furono gi scoperte da Kirkman
stesso (7). To le chiamo rette ¥y, Presto vedremo quale significato abbiang gli indici .
In seguito al num. 15 vedremo anche come si trovano queste rette in wn modo
semplice. Si vede che le rette Y, 8000 6 per la combinazione di due figure, ¢ che
percio sono 90 in tutto I'esagrammo, cosi si vede anche che per un punto di Kirkman
passano tre di queste rette v,,- Per ¢id che si & detto abbiamo:

Teorema XXII. Prese due figure z ¢i sono due quadrilateri di rette

(*) Cayley, Vol. 41 di Crelle pag. 66.
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di Pascal i quali appartengono rispettivamente adesse, i cui vertici
sono punti di Kirkman e i cui lati s’incontrano due a due ordinata-
mente nei punti P di ciascun lato del triangolo Ay delle due figure ¢
nei punti G di Steiner della retta g;, delle medesime. I dodici vertiei
di questi quadrilateri sono allineati due a due in sei rette v,,, che
passano rispettivamente due a due per i vertici del triangolo Ay
In tutto I’esagrammo sopo queste rette novanta. Per up punto di Kirk-
man ne passano tre.

Teorema XXIII. Le due rette v,, che passano per il vertice di un
triangolo A, formano con i due lati di esso un gruppo armonico.

Se consideriamo i dme triangoli

PUags Plags Plass 3 Plass Paas Plag  0ssia
KV Khyy Kl @ Khy Kl Kl
vediamo ch’ essi sono prospettivi pel centro Sys, perche le rette che congiungons i
punti Ky, Kby, Kilys Klyg, KMy3 Kiyg sono le tre rette di Cayley-Salmon ¢ys5 , €125 + Ci2se
(3'intende che bisogua assicurarsi di questo osservando la tabelia dei punti di Steiner,
perche sappiamo che quando tre rette di Pascal s’incontrano in un punto G i tre punti
di Kirkman corrispondenti sono situati mella ret!a di Cayley-Salmon corrispondente
al punto G di Steiner e viceversa). I punti d’incontro adunque dei lati corrispon-
denti di quei due triangoli cioe
Plags = 186254 , plas =154236,—306.54 , pllags = 152364 , plags =— 145326,=—=14.32
pllygs = 163524 , plygy = 132546, — 16.25
sono situati in una retta, e questa retta mon & altro che la retta pillys, che & una
delle rette -p determinate dalle due figure I e IL. Ora consideriamo invece i due
triangoli i cui vertici somo i punti di Kirkman corrispondenti alle rctte di Pascal dei
due triangoli testt considerate, essi sono
Kig Ky Ky , Ky K1y K'y5 ossia
Pz s PMigs > Plise Plss Pls

queste rette somo lati dei due quadrilateri di rette di Pascal delle due figure I e 1I,
i cui lati due a due s'incontrano nei lati del loro triangolo A ovvero nella retta di
Steiner-Pliicker di esse, ossia pella retta gip. I triangoli somo prospettivi, infatti i
punti d'incontro dei lati delle tre coppie PMizs Phse» Phze Plzs, Plus Pl SONO
i tre punti Gyas, G124, Giz¢; come del resto era facile a prevedere dalla corrispondenza
che passa tra i punti di Kirkman e le rette di Pascal. Dunque le rette che uniscono
i vertiei corrispondenti Klj3 KMyg, Kiljz Khyg, Ky, K5, che come abbiamo visto
sono tre retle =,, che passano rispettivamente per i tre vertici del triangolo Aps,
s’incontrano in un punto, che non & il punto Kiily, che corrisponde alla retta plllsg;,
come dovrebbe essere se ¢i fosse una dualith completa fra i punti K e le rette p.
na bensi sincontrano le tre rette v , in un punto che chiamo ZMy, , e che corri-
sponde in certa guisa alla retta piilys, che & retta di prospettiva dei due primi triangoli
considerati. Se il punto ZWy, , cadesse nel punto Ky, allora la retta v,, = Kys,
KNy3, 34.56 dovrebbe cadere con la retta che unisce il punto KW, col punto 34.56
ciot con la retta pWjs,, €id che @ impossihile. Onde & dimostrato cosi che, non
essendo completa la dualith fra i punti di Kirkman e le rette di Pascal, non esiste
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ne la conica ideale di Hesse, rispetto alla quale i punti di Kirkman siano poli delle rette
di Pascal, né la correlazione di Schréter fra questi punti e queste rette (*)- Con civ
e dimostrato pure che le sef figure 7 formano 6 sistemi polari differenti.

Abbiamo detto che i lati dej due triangoli pn,,, PMsa pMigy, plgy pligs Pz
appartengono ai lati dei due quadrilateri delle due figure 7 del teorema XXIT ossia

P32 Pligs Plags Plagy , Pllygy Pse Pllygy pliggy
i cui lati passano due » due per i quattro punti G della retta ¢4 con questi qua-
drilateri adunque possiamo formare quattro coppie di triangoli, una delle quali & p. es.
Ia coppia di triangoli sopra considerats ciod
P'13s Plisy plazs , pllygy pilyg, Pligs

e siccome abbiamo osservato che il centro di prospettiva di questi triangoli & il
punto ZLy, - corrispondente alla retta pligis che & una delle quattro rette determi-
nate dalla I e II figura, cosi yuol dire che i quattro centri di prospettiva delle quattro
coppie eorrispondono alle rette PWags, P'Vias, pViag, PY12¢; ossia sopo i punti Zul,
vy 2V, ZVigy Al punto Z, e K che corrispondono nel modo indicato alla
stessa retta di Pascal diamo gl stessi indici. 11, che & Ia terza cifra dell’indice di

studieremo le proprietd. Dj Piit abbiamo sopra osservato che le rette che congiun-
gono 1 vertici corrispondenti dei due triangoli p'y4, Pligs Pligs , plygs pliyy, PMy3 sono
tre delle sei rette v,, delle due figure I e IT, dunque vuol dire che civ varry, anche
per le altre tre coppie di triangoli. Se per la combinazione delle dpe figure T e Ii
si hanno quattro punti Z,, in tutto l'esagrammo saranno questi punti 60 e saranno
situati due a due nelle rette v,,. Dunque:

Teorema XXIV. Le sei rette v,, chepassano per i vertici del trian-
golo A;; di due figure 7 s’incontrano tre a tre in quattro punti S/
di un quadrangolo. I punti “Z ,sono sessanta in tatto 1’esagram-
mo. Due a due sono situati nelle rette v,

Osserviamo che i quattro punti P d’incontro di un lato p. es. 12 del triangolo Ay
con le quattro rette del quadrilatero pi;y, Pliss Pligs plses ovvero del quadrilatero
P3¢ pliss plags Plus e i due vertici P de) triangolo Aj, formang un'involuzione
ove al punto 12.34 corrisponde il punto 12.56, al punto 12.36 il punto 1245 ecec.
(vedi fig. 3) onde i quattro punti P situati in un lato del triangolo A; di due
figure, esclusi perd da questi i vertici di €ss0, e i due punti d’incontro con gli
altri due lati o con uno dei due lati e con la retta i Steiner-Pliicker g for-
mano tre coppie di punti in involuzione. Cosi pure i quattro punti di Steiner
della retta ¢, con i tre punti d'incontro di essa con i tre lati del triangolo A,,
presi due a due, formano up’ involuzione ; per dimostrar questo basta consi-
derare p. es. il quadrangolo 12.36, 12.46, 34.15, 34.25 le cui coppie di Iati opposti
Sono 12, 84; piy.s oy, Pliss phge, la prima coppia ci d3 sulla retts 912 1 punti
d’incontro dei lati 12 34 del triangolo Ay, e le altre due coppie ci danno i punti
Gue Gz, Gay Gis3. Analogamente si dimostra che i punti G dellg retta gy, accoppiati

(1) Hesse, Vol. 63 di Crelle bag. 193 e Schroter, Steiner sehe Vorlesungen, Neue Aufl, pag. 217-218,




— 679 —

rispettivamente le coppie dei punti d’incontro della gy, con i lati 12,56 e 34,56,
dunque:

Teorema XXV. I quattro punti di Steiner di una retta di Steiner
Pliucker e i punti d’incontro Y di essa con due dei lati del trian-
golo A;; della combinazione di quelle due figure a cui appartiene
quella retta g, formano tre coppie di punti di un’involuzione.

11. Noi abbiamo i triangoli:

Kly; Kipz Kl , Ky, Kilyg Kilyy | Kily; Kilyg Kilyy , Kigs Kl Kly,

il primo & prospettivo col secondo pel centro Sy, infatti le rette che ne con-
giungono i vertici a due a due sono le tre rette ¢qp3, C12¢, C125 , come I'abbiam visto
al num. 10, e per la retta pWy.y; il secondo & prospettivo col terzo pel centro Kny,
e la retta plgy, il terzo col quarto pel centro Zly, , e per la retta g1, (anche questo
'abbiam visto al num. 10) e finalmente i1 quarto col primo pel centro Kl;; e per
la retta plys e come le quattro rette di prospettiva s’incontrano in un punto, cioe
nel punto Gz cosi i quattro centri di prospettiva sono situati pel teorema II in
una retta, e siccome la retta S;; Ky, KW, & la retta cgp3 cosi vuol dire che il
punto ZMy, , & situato nella retta di Cayley-Salmon ey53. Eppercid anche i punti Z1V;5 .,
Z7g3,,, LV, che come abbiam visto corrispondono alle rette pIVyas, p¥ias, PV deter-
minate dalle due prime figure I e LI, sono situati nelle rette di Cayley-Salmon
comuni ad esse. Dunque si conclude:

Teorema XXVI. 1 tre punti Z; che corrispondono alle tre rette di
Paseal che s’incontrano in un punto di Steiner, nel modo indieato
dal teorema XXVIII, sono situati in una retta di Cayley- Salmon.

Osserviamo che i quattro punti Zuiy, Iy .. LV ,, ZMgs , formano un qua-
drangolo i cui sei lati sono precisamente le 6 rette v,,, che sono determinate dalla
I e II figura (vedi num. 10), dunque il triangolo diagonale & il triangolo Ay, delle
due figure I e II, poiché sappiamo che queste sei rette v,, passano due a due per
i vertici di esso. Ora se si congiunge il punto di Salmon S;; con i quattro punti Z,
suddetti si ottengono le quattro rette di Cayley ¢23, €125, €125, €126 © queste accoppiate
nei tre modi diversi mi danno tre involuzioni rispetto alle quali sono ordinatamente
coppie di raggi corrispondenti le coppie di rette che uniscono il punto Sy con i ver-
tici del triangolo diagonale Ajz, dunque:

Teorema XXV1I. Le quattrorette diCayley-Salmon di due figure =
e due delle rette che congiungono il punto di Salmon di esse con
i tre vertici del loro triangolo A; formano tre coppie di raggi in
involuzione. h

Come bhen si vede questo teorema & analogo al teorema XXV. Riepilogando quel
che si & detto aji num.! 6 e 10 abbiamo:

Teorema, XXVIII. Due figure = qualunque hanno i vertici di due
quadrangoli di punti K, che rispettivamente appartengono ad
esse, allineati due a due per mezzo di quattro reftte di Cayley-
Salmon col punto di Salmon delle due figure, e i triangoli da essi
formati sono prospettivi per le quattro rette di Pascal che apparten-
gono ordinatamente alle altre quattro figure 7, determinate dalle
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dr dueime. I lati dei quadrilateri polari dei due quadrangoli, ri-
spettivamente nelle due figure n,s’incontrano due a due nei punti
di Steiner della retta di Steiner-Pliicker di esse e i quattro centri
Z, di prospettiva sono situati nelle rette di Cayley-Salmon di esse.

I punti Z, corrispondono cosi alle rette di Pascal. Il punto K
e il punto Z, che corrispondono alla stessa retta di Pasecal siano
chiamati punti degli stessi indiei.

Ora siccoms due figure # prese insieme determinano una retta di Pascal di
ciascuna delle rimanenti, cosi date 3 figure 7 esse determinano combinate due a
due le 10 rette di Pascal della VI; & facile di vedere che quattro figure non de-
terminano aleuna delle altre due, onde:

Teorema XXIX. Cinque figure = determinano la sesta.

12. Considerando la fig. 3 vediamo che la retta che unisce i due punti dia-
gonali KYy;, KUy, del quadrangolo 12.36, 34.15, 12.46, 34.52 e la retta che unisce
i due punti diagonali Ku,,, K35 del secondo quadrangolo 12.35, 12.45, 34.61, 34,62,
prospettivo col primo pel centro 12.34 e per la retta 56, come anche per la retta 12
(vedi num. 10) passano pel punto d’incontro delle due rette 912 e 56. Si ottengono
per le due figure I e I sei di queste rette, che chiamo . La retta m che unisce
i due punti diagonali Kly;, Klly, del quadrangolo 12.36, 34.15, 12.46, 34.52 che
ha per terzo punto diagonale il punto 12.34 e la retta m che unisce i punti diagonali
K, K15 del quadrangolo 12.35, 12.86, 14.56, 24.56 che ha per terzo punto dia-
gonale il punto 12.56, incontrano la retts v,, = Klljz Kiy3 che passa pel terzo vertice
34.56 del triangolo Ay, in un punto T (*).

Se si considerano invece le due rette m degli altri due quadrangoli prospettivi
ordinatamente con i dne primi per i centri 12.34 e 12.56 ciot le due rette Ky
Kigs , K3 Ky, (vedi fig. 3) si vede che esse s incontrano in un altro punto T
della vetta v, — K3 K3 Onde si ottengono in ogni retta v , due punti T e per-
cid in tutto 1'esagrammo si hanno 90 rette m e 180 pnnti T, dunque:

Teorema XXX. I dodicivertici deidue quadrilateri di rette di Pa-
scal di due figure n secondo il teorema XXII, che sono punti di
Kirkman, sono situati due a due in sei rette m che s’incontrano
due a due in 12 punti T, situati due a due nelle sei rette v,, delle
due figure. In tutto 1'esagrammo ¢i sono 90 rette me 180 punti T.
Te sei rette m passano due a due per i punti d’incontro della retta
9i delle due figure 7 con i lati del loro triangolo A,,.

Le tre coppie di rette pIVyy — 126354, pVly5 = 142365; plVyyy — 143526,
PVagy == 132564 ; p¥i3, = 125463, pVly;s — 152436 passano rispettivamente per i tre
vertici P del triangolo Asz ciod 36.14, 14.25, 25.86, le sei rette p di queste tre coppie
§"ineontrano nei punti KWg5, KV34., KVig, ora le tre rette che congiungono le coppie
di punti 86.14 KV,,; 14.25 KVl55 52.63 KIV4s sono le rette PVass, PVass, pVlas, che
passano pel punto Ggyg, onde le sei rette P suddette sono tangenti ad una conica.
Queste coniche sono 60 in tutto I’ esagrammo.

() Basta considerare per la dimostrazione i due triangoli prospettivi K',, K',, KI,., K", K,
K"g; che hanno i loro vertici situati due a due nelle due rette m e nella retta ;o considerate,
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13. Le tre rette v, che passano per un punto Z, si possono trovare col me-
todo dato al num. 10, ciot se noi vogliamo avere le tre rette v,, che a mo’ d’ esempio
contengono il punto ZM;;  , noi consideriamo la retta phiz a questo corrispondente,
e dagli indici romani delle altre due rette di Pascal che passano con essa per lo
stesso punto di Steiuer Gps, vediamo da quale combinazione delle 6 figure = venga la
retta pllly,; determinata, e siccome gli indici romani di queste due altre rette di Pascal
sono I e IT cosi cerchiamo nelle figure I e II le tre coppie di rette pilyy; = 136254.
plgl.:; = 154236; p"23i — 152364, plga,‘; - 145326, p"gg:; e 163524, plggi = 132546,
ove le rotte di una coppia s’incontrano in uno dei punti P della retta piig; — 163254,
allora si ha che le coppie di punti K corrispondenti a queste rette sono situati uelle
tre rette v,, che passanopel punto Zi;, . Alle rette di Pascal f.es. P12z, piti2ss P23
che s’incontrano nel punto K1¥;,, corrispondono i punti Iy, IV, Lysy, Per questi
punti passano rispettivamente le rette v,, seguenti

Kig; Kng;, Kiy Kigg per ZWVi

Kliyy Kulgs, Kigy Kitig, « TV,

Kmgs Ktz Kby, Ky, « Iy,
Queste rette trovansi el modo indicato di sopra e al num. 14 ¢’ & una tabella per
la formazione di queste rette v,, dove presa p.es. la retta pilyy data mediante i
suoi punti P 16.25, 63.54, 32.41, accanto di questi stanno le tre coppie di rette di
Pascal plags pllass, Plass PMais, Plass Plaass le coppie di punti di Kirkman corrispondenti
sono situati nelle rette v,, che s’incontrano nel punto 7y, corrispondente alla retta
plllg;s. Ora i due triangoli Kigz Kilgg Kilgs e K1y, Ky Ky, i eui vertici sono ordi-
natamente situati sulle sei rette v,, suddeite sono prospettivi per il centro (3 perche
le tre rette Kl Klp; = plygs, Kz Kllyy = pllygy, Khilgg Killy, = pillygs s’incontrano
precisamente nel punto Gz onde:

Teorema XXXI. 1 tre punti Z, che corrispondono alle tre rette di
Pascal che s’incontrano in un punto di Kirkman sono situati in
una retta z, che corrisponde al punto di Kirkman.

Le rette z, sono 60 in tutto l'esagrammo e per ogni punto Z,
ne passano tre. La retta z, e la retta p che corrispondono allo
stesso punto di Kirkman siano chiamate rette degli stessi indici.

La legge con cui si trovano le retie v,, che s’incontrano in un panto Z, & iden-
tica a quella con cui si trovano anche le rette v,, che s’incontrano in un punto K.
[nfatti, se noi prendiamo la retta piiay allora si ottengono le tre rette v,, che s’in-
contrano nel punto Ziy, , date dai punti Kljz Ky, Ki3 Kiljy, Kijg Kilyy, che corri-
spondono alle coppie di rette Plass P'ass, Plzis Plass, Plass phygy; ma se noi vogliamo
trovare le tre rette v,, che s’incontrano p. es. nel punto Zt5 , che corrisponde alla
retta ply;, dobbiamo vedere nella tabella al num. 14 quali sono le coppie di rette
di Pascal che s'incontrano nei punti P della retta pla;, e troviamo che la retta plilz;;
entra in una di queste coppie, ciot nella coppia pWas PV1a3, naturalmente, onde in
una delle tre vette v,, che passano pel punto Zl, si trovano i punti KM, KVys.
Dunque mentre in una retta v,, passante per il punto 7y, , si trova il punto Klys,
in una retta v,, che passa invece pel punto KWy, si trova il punto Zli5,,; analoga-
mente si dimostrerebbe che nella stessa retta ¢’ & anche il punto ZMy; ;. Dungue per
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trovare le tre rette v,, che s’incontrano in un punto di Kirkman P es. K, o si ado-
pera lo stesso metodo che abbianio usato pel punto ZWy, . degli stessi indici, ciod si
prende la retta corrispondente di Pascal PMayi5 e i punti Z, che corrispondono alle
coppie di rette di Pascal che s'incontrano nei punti P della retta pWz.s e che sono
scritte nella tabella num. 14 sono i punti situati due a due nelle tre rette v,, che
s’incontrano nel punto Kmy,

Consideriamo org i triangoli ZVgy W,y VAT vy, VAPV ZYV3; . che corri-
spondono ai triangoli p¥i,,, V123 pViag; PVhag PV gy PY12¢ 1 cui lati sono determinat
rispettivamente dalla T e II, dalla II ¢ III figura 7z, essi sono prospettivi per la
retta ply,s; infatti le rette v, LVgy Ny e ALY 75, , s’incontrano nel punto Ki,,
cosiilati delle altre due coppie ZVL, AR ALY VAPV vy A VAAPYI AP
s”incontrano negli altri due punti K della stessa retta Pl (vedasi tabella n. 14).
Ora i triangoli diagonali dei due quadrangoli Zu,, ATIAPS ALTI/ zrg,
Z¥3s , 7V, | sono ordinatamente i triangoli 12.34.56; 45.16.28, poicht abbiamo vi.
sto che il quadrangolo di punti Z, determinato dalla combinazione di due figure
ha per triangolo diagonale il loro triangolo A,;. Ora questi due triangoli A, Apa
S0no pure prospettivi per la retta Plas =—= 123456 ¢ per il centro Gizg, vuol dire
adunque che i due quadrangoli suddetti sono prospettivi e che percio le rette che con-
giungono le tre coppie di vertici corrispondenti AT/ A L., Ty, A ALY
ossia le tre rette LAPYPIN 2V, 2V3:5 , s'incontrano nel punto di Steiner Gy, dunque si ha:

Teorema XXXII Le sessanta rette z, s’incontrano tre atre neiventi
punti di Steiner.

Ora siccome quei dye quadrangoli sono prospettivi cosi le rette v,, seguenti
2y, 7y iy, , 21, - AUTOVAI Ly Ty 3 7y, 2 LV, 2y, ALY
s'incontrano in tre punti E della retta d; Pascal ply;; . Essisono in tutto I’esagrammo 180,
ora questi tre punti E ¢ i tre punti K sopra la retts, 353 formano tre coppie di punti in in-
voluzione, essendo essi I'intersezione dei 6 Tati di ung dei quadrangoli considerati dunque:

Teorema XXXIII. 1e novanta rettew  s’in contrano dueaduein 180
punti E posti tre a tre nelle 60 rette di Pascal. T tre punti E e i
tre punti K di una retta di Paseal formano tre coppie di punti
in involuzione.

Per cid che si ¢ detto per la formazione delle retto %, che s’incontrano in nn
punto K od in un punto Z, si vede che mentre tre punti di Kirkman sono situati
in nna retta di Pascal, i punti Z, degli stessi indici sono situati in una retta 3,, mentre
tre punti K giaciono in una retta di Cayley, i punti Z, degli stessi indici sono
collocati nella stessa retts di Cayley, mentre tre rette di Pascal s’incontrano in un
punto K, le tre rette %, degli stessi indici s'incontrano in un punto Z,, e finalmente
quando tre rette di Pagcal s’incontrano in un punto dj Steiner, le rette z, degli stessi
indici s’ incontrano nel medesimo punto, dunque:

Teorema XXXIV. 1 SessantapuntiZ, e le sessanta rette z, formano a
guisa dei punti K o rette p sei figure 7 i dieci punti Z, posti tre
a tre sopra le dieci rette z, corrispondenti. Ciascuna di esse d2
luogo ad una conjea rispetto alla quale i dieci punti Z, sono poli
delle dieci rette 5,.
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I punti di Steiner e di Salmon, le rette di Cayley-Salmon, di
Steiner-Plicker e v,, sono comuni ai due sistemi [Kp], [Zz],. Gli
indiei ,, delle rette v,, indicano che esse appartengono al 1° e 2°
sistema [Kp], [Zz],.

Per i tre punti Zfy, , Zny, | 720, . che giaciono nella retta di Cayley-Salmon
C123, passano rispettivamente le fre rette Uy, s, LVgq,, Iy, 755 ,, nt 2V,
esse formano un triangolo i cui vertici ono tre punti E situati ordinatamente nelle
tre rette pilly; . pllses, plygs. Infatti sopra abbiamo visto che le Tette Iy, ZVgs . €
gy, 7V, s'incontrano in un punto E della retta Plags, considerando i due quadran-
goli di punti Z, determinati dalla combinazione delle due figure I II e T III; dunque
considerando invece quelli determinati dalla combinazione delle figure I II, IT III,
ovvero I IIL, II TII si dimostra che le tre rette v,, suddette formano un triangolo i
cui vertici sono punti E, che appartengono rispeitivamente alle tre rette pliilygy, phyys,
P'3s5 che s’incontrano nel punto Gias. Onde queste tre rette formano con le tre
rette v,, un quadrangolo, ove al lato plyy corrisponde come lato opposto la retta v,,
cha passa pel punfo Zlj, , della retta c;5, dungue:

Teorema XXXV. Letrerette di Pascal,che s’incontrano inun punto
di Steiner incontrano la retta di Cayley-Salmon a guesto corrispon-
dente, in tre punti che con i tre punti Z, di essa e che corrispon-
dono aquelle tre rette, formano tre coppie di punti in inveluzione.

Se consideriamo il quadrangolo Zw,, Iy, IV45,, ZVg5 , determinato dalle due
figure T e II, che ha per triangolo diagonale il triangolo A;, di esse ossia 12.34,
12.56, 34.56, e noi congiungiamo un punto di Steiner conjugato ad uno di quelli
comuni alle due figure I e IT p.es. Gysg con le coppie di vertici Iy T, o ZVigs |
ZVg5,, e condue punti diagonali p. es. con i punti 34.12 e 84 56 si ottengono tre coppie
di rette in involuzione, queste tre coppie di rette sono PWVags PVlags, 2Vags, V035,
C123 V315, dungue:

Teorema XXXVI Le due rette di Pascal e le due rette z, degli stessi
indici, 1’altra retta z, e la retta di Cayley-Salmon che s’incon-
trano in un punto di Steiner formano tre coppie di raggiin invo-
Iuzione.
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Tabella per lo formazione delle rette v e dei punti V ()

I

Plass

12.45 piy .y plil,,,
23.56 pygy P23
34.61 pgy Pras
s
16.24 phty,s p¥1, .
63.45 3y piag
32.51 D235 Piss

1I
Pz
12.86 pligs plya
48.52 P13 gy

56.14 piss prys

Pz

13.25 pmy .y oV,
36.54 p3gs piay
62.41 pyq, P13s

Figure 7

111
pHily, o
16.25 plyg; pllygg
63.54 pgy D253

32.41 P35 Pozy

Pasy

16.42 plasy p1Voys
65.23 pyis pViay
54.31 paz; Pus

v
P35
12.43 pVig5 pVhg;
25.86 P13z pags

54.61 iy pasy

Pag:

18.25 P PVl
34.56 P pygs
42.61 pays P23

D233 A
14.82 plilg P23
45.26 P23z P33
53.61 Pasy 234—3‘5_
yEETA

18.54 pllyes p¥ia,
32.46 pagy pays
25.61 paiy Prag
Pigy !
12.86 pligyy pVl gy
24.65 pigz P1s3
43.51 pi3s pas
Pz :
14.56 Py a2z
43.62 pys pags
35.21 P35 puss
P13z )
13.65 plyuy pVay,
34.52 pas prag
46.21 py3; Py
Pies ] ’
15.62 plVies p¥l,,
53.24 P12 Pias
36.41 P15 pus
P12z } "
15.46 p‘m_; 73“125
52.63 P13y Py
24.31 pyag Pi2s

P123 . 5
14.25 pt¥ogs pVas,
46.58 preg Pros
62.81 pras ey

Pazs .

14.53 pllizg pVogs
42.86 pigs piss
25.61 P3is Preg

DPassy .
12.54 plyss pViieg
23.46 pag; pyay
35.61 Pa3s Pazs

P23z .
14.32 plly,e IV og
46.25 py3z pagy
63.51 p13; P13y

Pazs b

16.34 plass p¥iay
62.45 prgs pigy
23.51 Pass Pawy

P33

14.52 phag pVlig,s
43.26 pi3; pasy
35.61 P35 Pass

P23z

16.32 plyay pVigss
64.25 pay pay
43.51 p13; Py

Pazs Pz . | P )
13.56 plig; p¥lyg, | 13.52 Plass Plhais| 18.54 plilyyy oV,
84.62 pig; pea; |36.24 Pass Puss | 36.42 Py pigy
4521 pys prog | 65.41 pyyy Pizs | 6521 pyay pags
P33 P13 P13z .
12.85 pligs pVig | 14.53 Plags Mgyl 12.35 pliae PV

24.56 Py Pais
43.61 P35 Py

ySEA 3
12.46 plig; plVyg,

-1 28.56 Pygs pray

84.51 pig Pazs
Pies )
16.45 pVi94 PVog;
62.53 pr1as a3

24.31 p1a3 P12s

P12y

15.62 plVies pV¥iy,
5%.23 P13 P13
46.31 P12z Piag

46.52 P23%  Pass
03.21 pygy pas

26.54 pozs prm
6341 pray pag

Pi3s .
15.63 pUys; Vg

52.84 Pais pray

26.41 pgyy Pagsy

P15 i d
12.65 pVi pVijgy
24.53 pryy pros
46.31 P12 pios

P13s :
12.64 pllys; p¥ig
28.45 pray pags

36.51 pay; pugs

56.41 pyqy

Pz )
15.24 pI¥p, pViey
56.53 pagy pagy
62.31 pyos P2y

P13 . !
15.24 V995 PV 125
53.46 pqa3 P123
82.61 paq, Pasy

P23 } "
12.43 p¥i5 pVlagy
26.35 pia; pixg
64.51 pro; piay

P12
15.42 pllp, plll,,
56.23 pyag Pz

64.31 P12 P13

P123

15.86 plipy plly,
14.82 pays paey
58.46 pqaq P12y

) v VI
PVags ] PVl
14.63 p'Vy3; pVi;| 16.23 PVags

45.32 pi3; piy
5621 prg5 pras

65.34 Paz
52.41 Pz

Pass Pais
15.23 pllhy, pVlys) 16.42 Plags,
56.34 pro; pa; | 68.25 D1y

62.41 pqq; P13z
Pas3 4
14.85 pilygs p¥1, 40
42.56 pqgy Pigs

34.51 pygs |

Dogx
16.35 Py
64.52 prgs

2361 P23 P3gy |43.]2 Przg g

Pass | P

13.56 pll:’i p\1134 13.52 p“lis
23.64 pay; pigs | 34.62 P
25.41 P23 Pass 45.61 P12
Py . 1P

12.34 pl"ﬂg p“gﬂ; 1436 plﬂ'
26.45 P34 P33 4265 Piss
63.51 py3; piay | 2851 Pass
P33 P13y

16.54 pn1§5 pl\'gﬁ 14.53 pmﬂs,
63.42 Pass P1ss 46.32 Pass
35.21 Piss P33 12.56 P13
Pi3s P3¢

18.45 plys, plVye5| 13.65 Pl
36.52 pray payy | 82.54 P
64.21 p1a; pray 26.41 pags
P123 791.25

15.42 Pyoq Pyt 15.64 Plisg
53.26 pros prey | 53.42 P12
34.61 prss pag, 36.21 pygs
P12z P2y

15.64 pllgg plnug 15.26 p‘m
52.43 P13z P13y 54.63 y 214
26.31 P12z P1og 42.81 Prz:

P123

P123
16.25 Plag; plass | 1245 P
64.58 p1zz prag
42.8

Bl pras prag

(') Vedremo tosto che cosa sono i punti V.

26.53 pa
64.31 pyas
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Vediamo da questa tabella, come gis abbiamo osservato al num. 13 clke nello
stesso modo che si trovano le tre rette v,, che s’incontrano in un punto Z,, sitro-
vano anche le tre rette v,, che s’incontrano in un punto K. Mentre p. es. pel punto
7, , passano le rette v, ciok Kty Ky, Kij Ky, Kiys Ky, pel punto Ky, in-
vece passano le tre rette Zlys , 2y, ,, Zhyy ZWyy, 2143 7043, che sono rette v,,. Dunque
mentre i triangoli K3 Ky K1y, K3 KIy, KIjx sono prospettivi pel centro 7Ty, |
e per la retta gg; (vedi num. 10), i triangoli Ziy, , 2% , ZVy; ,, Zhs, 4V, 25,
sono invece prospettivi per la retta g3 e per il centro KMy, come & facile di vedere,
dunque mentre due figure = del sistema Kp]| determinano quatico punti Z appar-
tenenti rispettivamente a quattro delle figure 7’ cosi due figure 7" prese insieme de-
terminano quattro punti K, che appartengono rispettivamente a quattro delle figure =
perche due figure 7’ determinano 6 rette v,, che s’incontramo tre a tre nei quattro
punti K suddetti, dunque prese cinque figure = esse determinano completamente una
figura =’ e viceversa:

Teorema XXXVII. Cingue figure n (n') determinano la sesta =’ (n).

Se noi consideriamo la retta v,, — K5 Kty Z11ly, |, ZVyy ,, vediamo che essa cor-
risponde in certa guisa (come gid il lettore se ne sarh accorto) al punto d’intersezione
Pig.2s delle due rette p¥ysg, pWyis, che corrispondono ai punti ZVis ,, Z1My; , di essa,
ovvero al punto d’incontro delle due rette zlas; , , zWs., che chiamo Vigas ,, (*), onde
noi rappresenteremo quella retta v, con gli indici dello stesso punto P o V cioé col
simbolo vyg.25.,,- Ora invece la retta v,, =KWy, KVy5 Zlys 71, corrisponde al punto
d’inccntro delle due rette zllg;5 , z¥p23 , che chiamo V'igas ,, per la qual cosa rap-
presento la retta v, , — Kilj; KVy5 215, 715 , con lo stesso simbolo ciok con v'yg.25,,,
Due tali rette v,,, come p. es. le due rette v, considerate siano chiamate rette degli
stessi indici nelle quali adunque gli indici dei punti K e Z, dell’una sono eguali
agli indici dei punti Z, e K dell’ altra. Nel caso che le adoperiamo tutte e due le
distingueremo con un apice. Finora noi abbiamo usati i punti P d’incontro dei 15
lati fondamentali senza metterci accanto la lettera P, oralo facciamo per distinguerli
dai punti V.

Se consideriamo le due rette Kiyx Klly; Zly, | 2V, —Vigas,,. © Ky, Kl ngs_,
7V, = '15.62.,, Si vede ch’esse s’incontrano nel punto Pya5¢ come ’abbiamo di-
mostrato (num. 10 fig. 8). Se noi rappresentiamo adunque con i numeri 1256 i
vertici di un quadrangolo, mentre il punto P56 & un ponto diagonale di esso, gli
altri due cioe 15.62, 16.25 ci danno gli indici delle due rette »,, che passano per
il punto Plg_m;.

Potremo anche conoscere, data una retta v, p. es. la Kl Kllz=—=v1562.,,.
il punto P che & collocato in essa. Infatti, per cid che si disse poco fa, essa potrd
passare o pel punto Pz 5 ovvero pel punto Pig s, ma siccome gli indici romani
dei suoi due punti di Kirkman sono I e TI, cosi vuol dire che il punto P in essa
contenuto & un vertice del triangolo A;; delle dne figure I e II ciod dev’ essere il
punto Py, s¢. L'altra retta di eguali indici passera pel punto P g.25

(") Vedremo meglio in seguito che cosa siano i punti V,; e percid comprenderemo meglio

yuesta corrispondenza.
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15. Ritorniamo alla fig. 2 che trasporto nella fig. 2 Nelle tre rette Phas, Pling ,
P'125 che s’incontranc nel punto K1, sono situati i vertici dei triangoli Py oy Pig oy
P36.1; (vedi num., 6) e Gizg Gigs G due a due, ora questi due triangoli sono pro-
spettivi pel centro KI,,, e noi adunque congiungiamo i vertici di essi a guisa del
teorema IV abbiamo:

CGisg — Pyg.o5 = pViyyy Gge = Pig 25 = pI¥pey
Ggs — Pyg oz — PV131 5 Gug — Pyg 1y — PVi3
G136 — Pyg g5 — PVast 5 Gisg— Py g = PV

Il terzo triangolo’ prospettivo ai due dati secondo il teorema IV & dunque il trian-
golo KiVyy Kvig K3, , onde la retta V26.35.,, = KVIjz KV, iy Zug, il lato

Fig. 2 a fondamentale 14 che umisce i
due punti Py 4, Py 05 € 1a retta
di Steiner-Pliicker ¢1: s’incon-
trano in un punto che chiamo
Y'3:. A questo punto degli in-
diei 14 del Iato fondamentale,
che & il terzo lato del trian-
golo Ay, di cui due lati sono 26,
35, che formano gli indici della
retta v, sopra considerata. Il
triangolo VAU ANS VALPYIR

Giine prospettivo col triangolo Gigs
Gs6 Gusg pel centro Sag, perché

5 e rette che congiungono rispet-
tivamente le coppie di punti

Z¥g5,, Gagsy Z¥3; 5 Ggg, VALE

G136 s0n0 le rette di Cayley-Sal-

s INON €236, Cags, Cp34: infatti noi

sappiamo che mentre la retta

di Cayley-Salmon p.es. Cas6 Passa pel punto KViy essa Passa anche per il punto Z,
degli stessi indici secondo il teorema XXVL 11 triangolo Vi, L, Zivey . o
anche prospettivo col triangolo P1a.23 Psg.1y Pag a5 pel centro 2y, ,, perche le rette che
congiungono i punti 285 . Py s, 7V, Pae. 14, 2y . Pyg o5 sono le tre retie v,, che
s’incontrano nel punto 745, (vedasi tabella num. 14), e siccome infine il triangolo
Prias Psgyq Pygan o prospettivo col triangolo dei punti Gss, Gusg, Gizg s pel centro
Ky (vedifig. 2% e i tre centri di prospettiva S,,, 2l Klys , sono situati nella retta
€123, COS1 quei tre triangoli hanno due a due la stessa retta di prospettiva, perche
i vertici &i essi si corrispondono in modo ciclico, percid la retta VAUV ATTIND (18
KMy —= v'56 35, passa pure pel punto Y’y Data uns retta U, P. es. la retta
V26.35,,, = KWy KV, , per trovare in quale retta di Steiner-Pliicker essa 8’incontra,
con la retta di eguali indici V', basta considerare i punti di Steiner delle rette
di Pascal, che Passano rispettivamente per ciascun dei punti KViis, K, dells
retta v,, allora vediamo che due rette di Pascal dell’uno, cioe PV, PV, incontrano

K'-
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ordinatamente due rette di Pascal dell’altro cioe DY3i5, PYa3; nei punti Gysg, Gyse, mentre
nelle altre due rette pViy;, p¥y3; che passano rispettivamente per quei punti K sono
situati i punti G5, Gig5, onde la retta che congiunge questi due punti ossia la retta
915 € la retta di Steiner-Pliicker richiesta (vedi fig. 22). Ovvero pii semplicemente,
essendo data la retta vy 35, suddetta si sceglie il lato 14, che con i lati fondamentali
indicati dagli indici 26.85 forma il triangolo A;; = 14.26.85, ora questo triangolo &
il triangolo A delle due figure I IV, dunque la retta di Steiner-Pliicker che & a queste
comune, cioe la retta gi; & la retta richiesta. Da qui si vede anche che una retta
g incontra 1 lati del triangolo A;, della combinazione delle due figure 7, a cui essa
& comune, in tre punti Y. Cosi data una retta di Steiner-Pliicker p. es. la retta g4,
potremo trovare quali siano i tre punii Y situati in essa e da quali rette v,, sono
dati. Infatti si pud cousiderare il triangolo Aq; = 14.26.35 e i punti Y della retta
915 sono precisamente i punti d’incontro di essa con i lati di questo triangolo. Si possono
trovare anche le rette v,, che s’incontrano in essi. Infatti, consideriamo il punto
Y'y: d’incontro della retta ¢y, col lato 14, le retto v,, che passano per esso sono le
due rette vyg3s,, € 335, ; dati gli indici di esse, che come si vede sono dati dai
due lati 26, 85 del triangolo Ay, & facile di trovarne i punti K situati su di esse
ver le cose dette al num. 14 e per la tabella di detto numero. Ovvero possiamo trovare
ipunti Y della retta ¢); nel seguente modo, che useremo anche in seguito. Prendiamo
i punti Gy, Gugs di essa, guardiamo nella tabella dei punti di Steiner e vediamo
che le rette della stessa figura n che passano per essi sono le rette Plyaz, Plias OVVEro
P™ 135, PVa3s; se scegliamo la prima coppia, siccome essa ci ¢ il punto Kly, pel quale
passa anche la retta ply,, il triangolo A;;, che ha i suoi vertici nelle tre rette Plias, Plizs
Phas € il triangolo Pyg a5 Pag gy Pagas, dunque il lato 14 risguardato come retta di
congiunzione dei punti Pj; 05 e Py incontra la retta gy; nel punto Y';; pel quale
passa la retta vyggs,,, — K5 KVyy, che contiene il punto Ps; 54 e che si trova nel
modo indicato gia al principio di questo numero. Se si considera invece la seconda
coppia di rette, cioe p1Vigy p!Veqs, @ facile assicurarsi che siottiene lo stesso lato 14
risguardato pure come retta di congiunzione degli stessi due punti Pyg 25, Pgg 13- Se si
prendono invece i punti Gyz;, Gyag della retta gy, si ottiene nel modo suddetto lo stesso
lato 14, risguardato perd come retta di congiunzione dei due punti Py; 56 € Pys3s e
la retta di eguali indici /545, == ZVlgs ZV3, che contiene il punti Psgas. Come si
¢ visto, si sono separati i quattro punti di Steiner della retta g, in due coppie cioé
Giss Giig » Gisz Gias ed abbiamo ottenuto il punto Y'j;. Ora siccome i quattro punti
G della retta gy; possono esser aggruppati in due coppie in tre maniere diverse,
cost otterremo per questi tre aggruppamenti i tre punti Y della retta g;;. Abbiamo
visto anche che il lato 14 risguardato come retta di congiunzione dei punti Py; »5
P3s15 e Pys s Pigs2 passa pel punto Y'q;, questi punti P sono pero dati facilmente
anche dal triangolo Aq; cioe 14.26.35 come & facile di scorgere. Ci rimane pero da
considerare il lato 14 come retta di congiunzione dei punti Pyy g3. Pq;2¢. Anche qui
facilmente si potrebbe trovare il triangolo A;, tale che questi punti si deducessero
da esso nello stesso modo che i punti Pys 5, Pg 15 si deducono dal triangolo A, ;— 14.26.35;
e la retta di Steiner-Pliicker, appartenente alla combinazione delle due figure =, che
hanno per triangolo A il triangolo A; trovato, taglierebbe il lato 14 considerato

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — MEMORIE — VorL. 1.° 87
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come retta che unisce il punto Py, 45 Py, in un punto Y. Ora il triangolo A;
cercato pud essere o il triangolo Ay —14.25.36 » ovvero il triangolo Agp=14.23.56.
Dunque gli altri due punti del lato 14 sono dati su di esso dalle rette ga3 e gss.
Ovvero per trovare i punti Y del lato 14, quando esso si risguarda come retta che
unisce i punti Py g5, Pyyoeq basta trovare due rette della stessa figura =, che pas-
sino per essi.

Nel punto Py, 55 s’incontrano le rette Ploss, PMygy, PVags, PViigs

» Pisoe > P25, PMaas, pVligs, PVas3
(vedi tabella delle 6 figure r).

Dunque abbiamo le rette pllyg;, pllys ovvero P34, P55 che passano rispettivamente
per essi e che appartengono alle figure 7 IT e III. Nelle due prime rette giaciono i punti
Gags, Gagg, come anche nelle seconde (vedi sempre tahella dei punti di Steiner). Le prime
s’incontrano nel punto Ky, pel guale passa anche la retta Pz che contiene il
punto Goss, onde la retta gy, tagliera il lato 14 in un altro punto Yy, che indico
con Y”y;. 11 triangolo A; che ha i suoi vertici mnelle tre rette plags, pilyey, piiysy
& il triangolo A,; 14.25.36. Si vede pure coi metodi gid indicati che la retta
V25.36,,, == KVo5 KI5, che contiene il punto Po3 56 passa per questo punto Y
quando si consideri la retta gy, data dai punti Gags, Gagg. Se noi consideriamo invece gli
altri due punti Gagy, Gag di essa, si ottengono e la retta v, di eguali indici cioe V'35 36,0
=2ZVlgy , Z1%y,, che passa pel punto Pgs 6, ed il lato 14 dato perd dai punti
Pisss, Pigzse, che s incontrano nello stesso punto Y";;. Finalmente le rette
V33 36,,, — Klja KV, sulla quale & situato Pygss e ©'3355.,, == Zly Z1V45 nella quale
& collocato il punto Py 45 s'incontrano col lato 14, dato rispettivamente dalle coppie di
punti Py o5, P1s g5 € Pigog, Pryss nel punto Yy, della retta gs. Da cid che precede
si conclude che le sei rette v,, che passano due a due per i verlici del friangolo
diagonale del quadrangolo fondamentale 2356 ciob le rette '

Vso.25.1, = KV KVliy 5 wg555,, = KVy KV che s'incontrano in Pag 56

V356, = Kl K5 5 gg5,, = ZVg5 YALTI > Pag a3

V23,560 = Lha,, Z1Vay,, 3 Va6.35.,, = L5, TV, » Psg 25
s’incontrano due a due nel lato rimanente 14 fondamentale. Abbiamno detto che i
punti d’incontro di una retta 9 coi lati del triangolo A delle due figure, alle quali
essa appartiene, sono punti Y, come abbiamo visto (fig. 8); per questi punti passano
due a due le sei rette m determinate dalle due figure (vedinum. 12 teorema XXX).
Osserviamo nella fig. 8 che i punti 4’ incontro delle due retts v,, ciod Ky Ky,
K1, K35 tagliano per la ragione suesposta il lato 56 in due punti Yss che formano
B gruppo armonico con la coppia di punti Py, 4, Pg3; 35 (vedi teorema XXIII), dunque in
un lato P- es. 56 le coppie di plll]ti Plg_';;f,, P?,i.:'i[i: PlS_sﬁ Ps_)4 96 Pl,’s.56, P32.36 for-
mano rispettivamente tre gruppi armonici con le coppie formate dai tre punti Yy
del lato 56, ossia dei punti d’incontro di esso con le tre rette ¢ di quelle combina-
zioni di due figure il cuni triangolo A; ha per lato il lato fondamentale 56.

Teorema XXXVIII. Le sei rette v,, che passano per i tre vertici
del triangolo diagonale di un quadrangolo, formato da quattro
punti fondamentali p- es. 1286, s’incontrano due a due in tre
punti «Ygs» del lato fondamentale rimanente 45. Questi punti Y
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sono situati rispettivamente nelle trerette di Steiner-Pliicker che
sono date da quelle combinazioni di due figure =, il cui triangolo
Ay contiene il lato 45. T punti Y sono quarantacinque in tutto
I’esagrammo, essi sono situati tre a tre nelle 15 rette di Steiner-
Pliicker e nei 15 lati fondamentali. Per essi passano due a due le
novanta rette m. I sei punti P di un lato fondamentale formano tre
coppie di punti conjugati armonici rispetto alle tre coppie di punti
Y del lato (Vedi teorema XXYV).

Osserviamo che la retta v3435 ,, == ZVYs5, ZVs;,, contiene il punto Paq o5 della
retta ply; (fg. 2°) quindi le due coppie di rette v3635,,, Y1z Su € Va5, 91
formano due coppie di raggi di un gruppo armonico intorno al punto Y'y. Infatti, i
punti Psg a5, Sa3, Yy sono i vertici del triangolo diagonale del guadrangolo KYi;5
KY¥y; Gigs Guge Ora il lato Gygy Sag & la retta di Cayley-Salmon ca35; questa taglia
il faseio armonico considerato nelle due coppie di punti conjugati ZVs;, Sx; KVi
Gy, dunque:

Teorema XXXIX. In una retta di Cayley-Salmon un punto di Salmon
e il punto Z,, che & vertice del gquadrangolo di punti Z, determi-
nato dalla combinazione delle due figure = a cui appartiene il punto
di Salmon secondo il teorema XXVIII, il punto di Kirkman degli
stessi indici ed il punto di Steiner della reita di Cayley-Salmon,
formano due coppie di punti conjugati armonici.

Se si unisce (fig. 2%) il punto Y'y; con i punti Ky, , Kf¥s5, che formano con i due
punti K¥l5, KVs; il quadrangolo, i cui vertici sono situati rispettivamente sulle rette
di Cayley-Salmon che passano pel punto S, comune alle due figure II e ITI, si
ottengono due rette m che formano con la retta (') gus e il lato 14 un gruppo armo-
nico, dnnque: =

Teorema XL. Le due rette m intorno ad un punto Y il lato fonda-
mentale e la retta ¢ formano un gruppo armonico.

16. Supponiamo che le rette z, in guisa delle due rette di Pascal s’incontrino
quattro a quattro in quarantacinque punti V, i cui indici siano rispettivamente
identici a quelli dei punti P, cioé siccome per il punto Pgg 4 passano le rette plyas,
PY2i5, P¥lss, PViss, cosi pel punto Vsg e S’incontreranno secondo la nostra ipotesi le

rette zlyps ., 2¥as.,. VM5 . 5'V13s,,. Consideriamo la figura 2a rispetto al punto Z1y; , .

invece del punto K3, vale a dire consideriamo la fig. 2= formata dalle tre rette
zhag ., Zh2g,,, Zlias,,, allora si dimostra che le rette che congiungono le coppie di
punti Vae1s Vase Viese. Vigsz § incontrano con la retta v, = IV IV, e
quella di eguali indici nel punto Y'y; della retta gqq. Infatti 1a dimostrazione & ana-
loga a quella data al nnm. 16, fig. 2. Ora per la stessa ragione si dimostra che le

(') Per vedere meglic come queste siano due rette m consideriamo la fig. 3 e consideriamo
la retta g,, data dai punti G,py, Gy Le due rette p della II figura = che passano per essi sono
P34+ D5 che sincontrano nel punto K, In queste sono collocati i punti Pos.sor Pyyng dunque
otteniamo il punto Y., sopra g,,. K facile ora di vedere che i vertici del triangolo diagonale del

quadrangolo Poggs P,ize Gioz Grgg sono i punti Ygq KM, , K'gs. ove i due lati Y., K", , Yy Ky

sono precisaimente due rette m.
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rette Vig a5 — Vi a6, Vis 33 — Viy 5 s'incontrano con 1a retta v, —=7ZV,; | Z¥1i3 , nel
punto Y';, come 1"abbiamo dimostrato per il lato fondamentale 14, considerato come
retta di congiunzione dei punti Pisgs, Pigag, e Pyyga, P 14.36 » dunque cid vuol dire
che la retta Vii.32 — Vi 56 dovendo passare per Y'y; e Y'yy, per i quali passa anche
il lato fondamentale 14, cade nel lato fondamentale 14, ciot i sei punti V, i cni
indici hanno in comune le cifre unite 14 devono cadere per la nostra ipotesi nel
lato 14, questo deve allora avvenire per tutti gli altri punti V, ciod essi cadranno
sel a sei nei quindiei lati fondamentali, cioé il secondo sistema [Zz], coinciderd col
primo , cid che & impossibile, dungue vediamo che le rette %, DO S1 possono incon-
trare quattro a quattro in 45 punti come le rette di Pascal degli stessi indici. Abbiamo
dimostrato che a quattro rette di Pascal che s’incontrano in un purto P non corri-
spondono quattro punti Kirkman situati in lifea retfa, abbiamo dimostrato cid con-
siderando i due triangoli:
Kilyy Kty Ky, Ky Ky Ky
prospettivi pel centro My, - (vedi num. 10). Se fossero stati prospettivi pel punto
Ky, , allora i punti Z, sarebbero caduti rispettivamente nei punti K e le rette v,, si
sarebbero ridotte a quarantacingue in tutto I’esagrammo, corrispondendo cosi ai pnnti P.
Ora adunque consideriamo i due triangoli formati dalle rette %, corrispondenti a quei
punti di Kirkman cioe
2loes., 2Magi,, sllgyy 5 2logs 2logs . 3h3s,

questi due triangoli sono prospettivi per il centro Sj,, Pberche le rette che congjun-
gono i punti gy, Tys.,, Thiys Zlgy . Zlgy , Ty . som0 lo rette C125, C1g, C1og, Onde essi
sono prospettivi per una retta che corrisponde al punto Zy,  ma che non @ perd
la retta zlllys o, perche allora le rette z, dovrebbero incontrarsi nel modo suddetto
in quarantacinque ponti V quattro a quattro, cid che si & dimostrato impossibile.
Questa retta di prospettiva sia chiamata 2W345.,, che corrisponde in certo modo al
punto Zy, (). B evidente adunque che queste rette 2, sono 60 e che s’incontrano
due a due in 90 punti che chiamo V., pei quali passano due a due le retie z,.
Questi 90 punti V,, corrispondono alle 90 rette vy,, mentre p. es. in una retta v,,
sono situati due punti K e due punti Z_, nel punto V,, corrispondente s’incontrano
le due rette z_ che corrispondono ai due punti di Kirkman e le due rette z, che
corrispondono nel modo suddetto ai due punti 7, di essa retta v,,. B evidente che
come si ottengono i punti Z, dai punti K e viceversa dalla tabella per la formazione
delle rette v,,, cosi si ottengono dalla stessa tabella le rette z, dalle 1ette z, e vi-
ceversa. Data p. es. lIa retta 2Myes . e si vuol vedere da quali rette z, siano dati i tre
punti V_, che sono situati in essa, basta considerar la tabella num. 14 e considerare
la retta pily,y come retta 2y, -, le rette z, che s'incontrano due a due nej 3 punti
V,, richiesti sono 2la3s,, 3llags ., Blogs aMay,05 Zlags, 2llys; .. Lie stesse osservazioni che
abbiamo fatto per passare dai punti K ai punti Z, e viceversa (vedi pum. 13) si
Possono fare ancora per passare dalle rette z, alle rette z, e viceversa. B evidente

(V) Bisogna cercare di distinguer bene le corrispondenze che passano fra questi punti K e Z,
con le rette p, z, e Z3, perche io me ne servo solamente per mostrare come si formino gli altri
sistemi [sz3, Zz ) ece.
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poi che queste rette z, non possono cadere con le rette p, perche le retle z, do-
vrebbero cadere pure con le rette p; dunque:

Teorema XLI. Le duerette z, che corrispondonoaduepunti K si-
tuati in una retta v, s’incontrano in un punto «V,,» pel quale
passano due rette z, d’un terzo sistema [Zz],, che corrispondono ai
punti 7, situati nella retta v, I punti V,, sono 90 in tutto 1’esa-
grammo. Le rettep, z,,%, che corrispondono ad uno stesso punto 7,
nel modo indicato dai teoremi XXVIII e XXXIV si chiamino rette
degli stessi indici. I 90 punti V., si separano in quarantacinque
coppie corrispondenti in certo modo ai quarantacinque punti P.
Mentre ciot un punto V,_, & 1’'intersezione di due rette z, 0 7,, il
punto corrispondente P ¢ dato dalle rette p degli stessi indici.
1 punti V,, diuna coppiaeil punto P corrispondente siano chiamati
punti di eguali indiei. Le 90 rette v, corrispondono nel modo
suddetto ai punti V_,, si separano adunquein quarantacinque coppie
di rette v,,. Le due rette v, di una coppia siano chiamate rette di
eguali indici.

17. Consideriamo i punti Iy 0 Vg5 Ty, faccio corrispondere ad essi le
rette V193,20 V124,55 V103,
la prima vien data dai seguenti punti V,, (vedi tabella num. 14) .
' 23, M3, s Blas,, ZMns,, lass,, 2Vass,,
la seconda dai punti 2,y 2Mas,,, 3, 2Mas,, Blige, 2M0g;,,
la terza > zlhg., Zlias ,, BWMas , 2ligs ,, 3Migs, 2105,

Ora possiamo formare i due triangoli 3495, 3433, 210055; , € 2y, 3llgpy , 35 , che
sono prospettivi per la rettta ¢ a3 perche i punti Bliag,, B35, = Zlpa,,, 3llpag , 2l , =
=2y, ,, a2l 2y, = 2y, , sono situati nella retta di Cayley-Salmon C123; €
siccome quei due triangoli hanno i loro vertici due a due situati nelle tre rette Z1V1a3 |,
224,55 51V105 , cosl vuol dire che queste tre rette s’incontrano in un punto che io
chiamerd Z\Vy, , (*).

Teorema XLII. Le tre rette z, che corrispondono a tre punti Z,
situati in una retta z,, nel modo indicato dal teorema XLI, s'in-
contrano in un punto Z, che corrisponde cosi a quella retta z,. I
punti K, Z,,Z, che corrispondono ad una retta z,nel modo indicato
dai teoremi XXXI, XXXIV si chiamino punti degli stessi indieci.

Abbiamo dimostrato a num. 11 che essendo i triangoli

Kiys Klag Ktpy, Killy; Kityg Kily;, Ky Kitys Kllys, Ky Ky Kiyg
nella condizione del teorema II, il punto ZW, , esiste nella retta di Cayley-Salmon
C123; qui invece considerando i triangoli
21365 s, hiss,, 3 PMiss,s 2Man,, PWise, s BMass,, B, 2Mane .3 Blass,, Slass,, Shags,

(') Questa dimostrazione & duale a quella data per dimostrare che i punti Z, souo situati
tre a tre in 60 rette z, (vedi num. 18).
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vediamo ch’essi soddisfano alla condizione del teorema II, perche il primo & pro-
spettivo col secondo pel centro KU, e per la retta gy, infatti le tre rette 7, 2, .
Zhyy Iy ,, 2y, 71, , sono le tre rette v,, che g'incontrano nel punto Ky, (vedi
tabella num. 14), e i punti d’incontro dei lati corrispondenti sono i punti Gias, Gize,
Gzs; il secondo & prospettivo col terzo pel centro 2y, e per la retta zll35 , il terzo
& prospettivo col quarto pel centro Sy, e per la retta zilly5 . (vedi num. 16) e il
quarto col primo pel centro Zls, e per la retta ziy; , e siccome i quattro centri di
prospettiva ciod KWy, Z15 ,, Spp, 215, sono situati nella retta di Cayley-Salmon c¢;»5,
cos1 pel teorema ITle rette di prospettiva gqs, By o 2Wlggy ., 2345, 8’ incontrano in un
punto, cioé nel punto Gyes, dunque la retta zily,; . passa pel punto Gyps. Si vede che
questa dimostrazione passo per passo & duale a quella data al num. 11 per mostrare
che i punti Z, sono situati nelle rette di Cayley-Salmon, dunque si conclude:

Teorema XLIII. Le tre rette z, che corrispondonoatre punti Z, si-
tuati in una retta di Cayley-Salmon s’incontrano nel punto di
Steiner ad essa corrispondente.

Si pud anche dimostrare questo teorema considerando le tre rette 2Mgps oy Blags,
zlgy5 , che s’incontrano nel punto Giag. ‘

18. Consideriamo ora la fig. 2¢ rispetto al punto Zk,, invece del punto Kij,.
ossia consideriamo le tre rette slipz ,, z'45 ., 5lies,, che s’incontrano nel punto iy ..
Nei punfi Vis.14,,, Vae.os .00 Vig.14,,, Situati rispettivamente in quelle tre rette s’in-
contrano ordinatamente le terne di rette 2Viges, s 2Vase,, 2Vas,05 31Vaus, 8V0ars , V16,
ZVa55., 5145, 51Vi35, come si pud vedere dalla tabella num. 14 per la formazione
dei punti V, queste nove ultime rette con le tre prime hamno la proprietd analoga
a quella espressa nel teorema XVII per le rette p, cioé esse s’incontrano rispetti-
vamente nei punti Zyp ., ZVly |, Z¥34 ,, Z1V5 , € nei punti Gygg, Gz, Gize, Ggse; 12 pro-
prietd duale vale anche per le rette v,,, vale @ dire preso il triangolo vy gy ,,
V36.25,,, V36 14.,, 1 6 punti K e i 6 punti Z, che sono situati rispettivamente in queste
tre rette hanno la proprietd duale delle 6 rette z, e 6 rette z, suddette.

Nella stessa maniera che noi abbiamo dimostrato che 1a retta Vgg.33,,, — K V3g K Vi
passa pel punto d’incontro Y'y; della retta gy; con la retta che congiunge i punti
Pas.1x € Pggqx 0ssia col lato fondamentale 14 (vedi num. 15 fig. 22) cosl qui, con-
siderando i triangoli ZVs, , Vos.14,,, Guas, ZV0s, Vig 14, Gige prospettivi per la retta
2lies,,, S1 dimostra che le rette

V5, D30, = V235 1y s Va6.1h5e — Vabithosy = Pb45 () © Gua
s'incontrano in un punto, cidé nel punto Y'y;.
Siano dati i due triangoli
2Vy35,, 2Vaun,, 2V134., 5 3MVass , 2Vlags , 5Viags ,
i punti d’incontro dei lati
#W135,, 5Vags., = LlVa5,,, 2Vaus,, #Vaes,, = Gusgs 3V130,5 2V0ets,, = Vagas,,,
sono situati nella retta z1¥3;; , onde le congiungenti dei vertici corrispondenti dei
due triangoli ossia le rette g
V36140 — V10250, = M4,y 0 LV31,, ZVN5 == 25.35.,.» Ol
(*) Nominiamo la retta che congiunge i due punti Vae-y o3 © V%.“%, col shbolo LYW gli

indici o5 indicano che i punti V appartengono al 2° ¢ 5° sistema rZs}.
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s’incontrano in un punto ciot nel punto Y’y (vedi tabella num. 14). Qui entrane
delle rette v,,, queste rette hanno la stessa propriety delle rette v,,, vedremo ch’ esse
congiungono dae a due i punti Z, e i punti Z, d’un altro sistema 7z , 1'indice
26.85 della retta v,, sopra considerata & lo stesso della retta v, , che congiunge i
due punti KV, KVi;5 degli stessi indici dei punti Z, collocati su di essa. Se invece
di considerare la fig. 2* rispetto al punto Ky, 1a consideriamo rispetto al punto Zly, _,
cioé consideriamo le tre rette zl)5; ,, 3113 ,, 2Y25,, che s’incontrano in esso, si dimostra
analogamente che la retta V'sqq4.,, — V'a5.15,,, = 7'11.,, passa pel punto Y'y;, ovvero
basterd anche prendere i triangoli:
Vi35, 2V315., 2V130,5 BVass, 2V3s, 2V1hss
che sono prospettivi perché i punti d’incontro dei lati
3Wass,, 2195, = V35 5, 2V305., V35, = Gise 2V135., 2Vass, — Vag 25,5
sovo situati nella retta z2!¥3;5 ., da cui deduciamo che le rette
V36 15,0 V10255 = 714,53, L0, 2Vi5., = Vag.35,,, s
s incontrano nel punto Y';;. Abhiamo dimostrato al num. 15 che la retta s 3510
= K5 Klly; passa pel punto d’incontro Y'y; della retta gy; con la retta che unisce
i due punti Py 56, Pys30 ciod col lato fondamentale 14, ora qui analogamente si
dimostra che le rette 21M;; , ZN3; | = 036 35,5, V1436, — V143255 = %1555 © V156,
— V', = 1%, 8 incontrano nel punto Y'y,. Infatti si considerino i punti Gys;,
Gias della retta gy;, per essi passano rispettivamente le due rette Zlags . 3Vi35,,, Se si
congiderano queste due rette allora si dimostra che le rette Vis 56, — Vie.32 255
Mg Zh3 = 13435.,, passano per lo stesso punto Y'y;, ed allora seguendo le dimo-
strazioni date di sopra si dimostra che le rette ZNiyy  ZWs, = 1/5g 55 ss © Viese,,
— V'i4.32,,, 8’ incontrano nel punto Y'y;. Nello stesso modo si dimostra che le rette
LV, 213, == 36.52.5,5 V1e35.00 — V626,005 V¥ 16.35.55 = V 15.26.4
passano pel punto Y"j; cioé pel punto d’incontro della retta KVas KVl3 — g6 52 -
con la retta gy e con la retta che unisce i punti Py, 35, Pi; a6 0ssia col lato fonda-
mentale 14. Le rette V'iza3.,, — Vis56,,. Visze.,; — Vises,, passano pure per Yy
onde si vede che in questo case i punti Vy; .3, — Vs 36,,, 000 cadono pel lato fon-
damentale 14, mentre cid avverrebbe quando il punto V'y; o3 ,, cadesse col punto Vis23.,,
cid che abbiamo dimostrato al num. 16 esser impossibile. Ora deduciamo le proprieti
analoghe per la figura corrispondente alla fig. 2* presa rispetto al punto Zly,, ove al
punto Z'y,, corrisponda la retta plyy. invece delle rette v, entrino i punti V,, cor-
rispondenti invece dei punti Z, entrino le rette z, corrispondenti. Dunque ora metto
in corrispondenza i punti Z, e le rette p, i punti K e le rette z,, le rette v,, e i
punti V., 1 punti Z, e le rette z,. Sia adunque data la retta ply;; mediante i suoi
punti Kls;, K35, Kz, Abbiamo sopra dimostrato che le rette
L34, V5, = V635,55 » V36.04.00 = V251555 = M4 45 » Gt
s'incontrano in un punto Y'y; considerando i triangoli prospettivi
ZV3,, Vasiag, Gus ¢ Zis, Vieas,, G
per la retta zhy,, cosi qui pella figura corrispondente ora stabilita si hanno i
triangoli
2128, 5 Vssat.,, = Klizg KVlyp Z1Vy, , ZVy5,, Cus:

Vyag . Usgas,, = Klgy KVyg 74Vlgg, 3% ., Cige
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che sono prospettivi pel centro Kig,, che corrisponde alla retta z';;, onde i punti
d” incontro dei lati corrispondenti ciod
. 3 - 1
V356200 = 2105, 2423, , Vasg0,, — V36.14,1, = N11,, (') 5 S

sono situati in una retta che chiamo #/;;, che corrisponde al punto Yy, i cui indici 14
formano con quelli del punto Vg6 .. ciod 35, 62, che giace in essa, i tre Iati del
triangolo A,;.

Sopra abbiamo dimostrato che pel punto Y';; passa anche la retts YALTIR
ZV3y ;= V33 ¢3,,, Cconsiderando i due triangoli

2MWags,, B¥au5,, 2V130, 5 31y, EAL VTSR AL YT

qui invece considerando i triangoli

Vg, KVig KV ; 20V, KV1jy KV,
si vede ch’essi sono prospettivi pel centro 2%y , perche le rette Z1vy; | 71V, 1, =%V ,,
K% K¥Yp = ¢y56, V36.28,4, = KVo5 KVlj3 7l ZVyp , 8" incontrano nel punto Ny,
percid i punti d’incontro dei lati corrispondenti ossia i punti

U36.15,10 ~ V1495, = Nug,(, , C1a5 Cr6 =11, pVyas pVlyay = Py 62

sono situati in una retta ciod nella retta 14
Se invece consideriamo i triangoli

KWou Z¥p,, V5, 5 KWy, AUTI ALY

si vede che sono pure prospettivi pel centro K1Yy, perchs le rette K1y, Kivy, — P¥4as
LV, LV3,, = Cs56, Vg8, — LVes, LVpg Kly;, KIVy, s’incontrano nel punto KIv,,,
dunque i punti d’incontro dei Iati corrispondenti ossia i punti:

V36151, — V1095, =N'ps,, » Cus C1i6= Suz e %125, 2V, = Vs 0a.,,
sono situati nella retta 1/y;. Come su si @ dimostrato che le rette Vii36,55 — Viess,
AL Z"_o,;’i:v%.%_” s'incontrano nel punto Y'y; cosi qui si dimostra con le con-
siderazioni duali che il punto Vi 56, = z2Mya3 , 2la5 . & situato nella retta ET
Dunque una retta y contiene un punto P e i punti V., di eguali indici ed un punto
di Salmon. Esse sono quarantacinque dunque:

Teorema XLIV. I punti P e V,, di eguali indici sono situati in una
retta ¥ che passa per un punto di Salmon. Le rette v sono quarar-
tacinque in tutto 1'esagrammo. Ai due punt: V_ situatiin una
retta y corrispondonole due rette v, che s’incontrano in un pun-
toY, onde corrispondono le 45 rette y ai quarantacinque punti Y.

Nelle tre z, che passano pel punto Zl;5 , sono situati i tre punti Vigs o, . = zlyes.,
SMigs.00 Vieaa1,,; = shag,, 25, , V156605 = ha1,, 23, , essi formano un triangolo
i ecui tre lati sono 3WVias, 55 2V124,,, Va5, (vedi tabella num. 14), consideriamo anche
il triangolo Pyg o Peazi Pisgs 1 cui vertici sono congiunti dalle rette P25, PV12s,
PVlios, questi due triangoli sono prospettivi per la retta g3 perch® i lati #1505 .
PV, V10, PVi21, 3Vl PYies s'incontrano rispettivamente nei punti Gysg, Gyss,

(*) Nomino il pimto d'incontro delle rette Usgesdyy € Visss,, Col simholo N, 4, lecifre 12 indi-
cano che questi punti appartengono al 1° e 2° sistema. :
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Gz, le rette che congiungono i vertici corrispondenti sono le tre rette 1/, Yz Va3 ()
che s’incontrano in un punto che chiamo £'y5;. Il primo e il secondo triangolo sono pro-
spettivi col triangolo Gryz; Gyss Gise per la stessa retta gy e i due centri di prospet-
tiva sono evidentemente i punti Zij, ,, Klj5, ma siccome i tre triangoli a due a due
hanno la stessa retta di prospettiva, cosi i tre centri £'133, Z3.,, K45 sono situati in
una retta ciot nella retta di Cayley-Salmon cqp3. Eeco perché abbiamo dati gli
indici 123 al punto &'. Ora nelle tre rette z, che s’incontrano nel punto Zj, , havyi un
altro triangolo di punti V" 9 cioe V’IE 62,23 :Z]H;,’ Z“ni,’ ) V’.ﬂ;_sg,”zzlﬂg 254
e Vi3.21,,, = 211, 3005, che  prospettivo col triangelo Pz Pigss Prsaq per
un altro centro £"jp3 situato pnre nella retta g;. Parrebbe che essendo tre i punti
Z, nella retta cqp; dovessero esser 6 i punti £ situati in essa, ma invece non sono
che tre, perche come si vede per i vertici dei due triangoli di punti V,, considerati
passano rispettivamente le rette 3, che s’incontrano nei punti Zm;,, e ZIf, .. Ora se
noi consideriamo invece le tre rette z, che s’incontrano nel punto Zf, , vediamo che
in queste tre rette somo situati ordinatamente i punti Vszag,.s Ve2s1,.55 Vi5.65050
che formano un triangolo prospettivo col triangolo Py;.5; Pea 31 Pises € col triangolo
G3z Gugs Gise per la medesima ragione sopra esposta pel triangolo V's3.90.5 V62.31, 5
Vis5.61,4, € siccome i punti Pss 24, V's3.2¢ ,,, Vas.53,,, €cC. sono situati nella retta /16 ecc.
cosi ne viene di conseguenza che il punto Zls, & situato nella retta Zj55 Kiyp ciod
nella retta di Cayley-Salmon c¢p3, dunque:

Teorema XLV. I sessanta punti Z; sono situati tre a tre nelle venti
rette di Cayley-Salmon.

Teorema XLVI. Le 45 rette y s’incontrano tre a tre*in sessanta
puntig che giaciono tre atre nelle venti rettedi Cayley-Salmon.

Abbiamo dimostrato che i triangoli

V532055 Viezstes Visetss ) Vs32iss Ve2slss Viseh .
sono prospettivi per il punto &'jp3 situato nella retta cio3, orva si dimostra che i
triangoli
V53.24,15 V62.31,1, V15644, 5 v'sa.zj,,, '0'62.31,,, v'15.e-i,”

sono prospettivi per una retta ¢'103 che passa pel punto di Steiner Giag. Infatti si ha:

Vssag,, = Zhae, Ty, Vg ag =25, Ty, V150, = Zlas Zwg
e Uss.24,0, = Klgy Ky, | vgs 39 =Kz KWWys , vy564,, — Kllzs Klliy
il primo triangolo ha i vertici K1Vs, KVs5, X¥13; , ed il secondo i vertici LWV, ., LVgy .,
Z¥13; , (vedi tabella num. 14), essi sono adunque prospettivi percht le rette Kivy,
I, ,= 135, KV35 ZV35 — c135 , KVlg; ZV3;  ==c43¢ S"incontrano nel punto S;5, dunque
i punti d’incontro dei lati corrispondenti ciot i punti Y'ys, Y45, Yo sono situati in
una retta ¢’1ag. I1 I e II triangolo sono prospettivi col triangolo cys; €i35 €136 per il
medesimo centro S;3, onde si conclude che le tre rette di prospettiva ciod 23550 Plags
e G123 sl devono incontrare in un punto cice nel punto Gyp; dunque:

Teorema XLVII.1 45 punti Ysono posti tre a tre in sessanta rettec
che passano tre atreper i venti punti di Steiner mentre tre rette y

() Gli accenti delle rette y sono affatto arbitrari, perché i punti Y situati in un lato fon-
damentale per es. 14 1i abbiamo denominati Y',,. Y",» YU, ele rette y corrispondenti si denomi-
nino con gli stessi indici.

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — MEMORIE — VoOL. ¢ 88
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s'incontranoin un punto E, itrepunti corrispondenti Ysonosituati
in una retta ¢.

Ne possiamo anche concludere:

Teorema XLVIII T sessanta punti Z, elesessanta rette =, formano
in guisa dei punti K e rette P, dei punti Z, e rette z, sei figure 2",
che appartengono a sei sistemi polari.

T purti di Steiner e di Salmon, le rette di Cayley-Salmon, di
Steiner-Pliicker sono comuni ai tre sistemi [Kp] [Zz), [Zz],.

19. Andando innanzi bisogna vedere se abbiamo altri sisterni [Z3] vale a dire
se il sistema [Zz] si chiude in se stesso, 0 se d3 luogo ad un quarto sistema, cone
il primo ha dato luogo al secondo, e il secondo al terzo.

Per passare dal primo al secondo abbiamo considerato i triangoli

Ky Ky K1y, 5 Khyg Ky, Kigg
ed abbiamo visto ch’essi non sono prospettivi pel punto KUiy,, ma bensi pel centro
7y,  che abbiamo fatto corrispondere alla retta PWss (vedi num. 10). Per passare
invece dal secondo al terzo abbiamo considerato i triangoli
laes,, Blo3e,, 3lhas,, 5 Zlags, Zass, zhss, (vedi num. 16)
prospettivi, non per la retta zWMyex , , ma bensi per la retta zW3,5 ., che abbiamo fatta
corrispondere al punto ZUM4, . 5 perd la vera corrispondenza, polare ha Iuogo solamente
fra i punti Z e rette z delle 6 figure 7 di un medesimo sistema, noi abbiamo sta-
bilito delle corrispondenze momentanee fra i punti e rette dei tre sistemi fin qui
trovati appunto per ricavare la legge di formazione dei diversi sistemi. Ora adunque
per vedere se il sistema [Zz], da Iuogo ad un quarto sistema bisogna considerare i
triangoli
LMy, Zs,y T,y 5 Zhys,, Ty, Zhs,
e vedere se sono prospettivi o per il punto Z1, . ovvero per un altro punto. Qui Ia di-
mostrazione non & cosi facile come per i due primi casi ed eceo perche abbiamo stabilita
una certa corrispondenza tra i pnnti K e le retfe z, tra le rette p e i punti Z,, tra le
rette z, e i punti Z,, tra le rette v , e i punti V.., traipunti Y e le rette y (vedi alla
metd del num. 18.) Nella retta Y15 giace il punto Pgy g ed i punti Vay0,, € V'35.62,05
dunque si crederebbe che i punti Z, corrispondendo alle rette p dovessero esser situati
quattro a quattro in quarantacinque rette corrispondenti ai punti P, ossia che i trian-
goli suddetti fossero prospettivi pel centro ZWy; . Le figure corrispondenti cosi sta-
bilite non differiscono che in questo, che nella retta Y1 esiste veramente il punto
P3s62, mentre noi non siamo eerti che Je rette ZVg, | I¥ys , =333, © Zny
VAUYIR =='s¢.35,,, cadano insieme ed @ mediante il punto Pssq che noi dimostre-
remo che ¢id non pud aver luogo.

Se ¢id avesse luogo allora i 60 punti Z, sarebbero posti quattro a quattrs in
quarantacinque rette, e percid i due triangoli snddetti di punti 7, sarebbero prospettivi
per il punto ZUl, .. Mi pare anche che senza la considerazione dei punti P, o cid
che & lo stesso dei 6 punti fondamentali della conica, non si possa fare questa dimo-
strazione, almeno con gli elementi che abbiamo sin qui trovato. Perche se si potesse
fare la dimostrazione che lg rette v,, suddette non cadono insieme senza 1 punti P,
allora per la corrispondenza stabilita si potrebbe dimostrare che le rette di Pascal pVyyy
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P¥liaz e plilys plliys non s’ incontrano in un punto, o se si dimostrasse che le rette
suddette v,, cadono insieme allora si potrebbe dimostrare anche che i punti Vg gs,,.,
V'e6.35,,, cadono insieme, cid che in tutti e due i easi & impossibile.

Per adoperare Ia fig. 2* invece di considerare il punto Pay ¢ situato nella retta 354
(vedi n. 18), considero il punto Psgq.. E facile di vedere che questo punto & situato
nella retta ¢/35 che passa pel punto di Salmon Sp3. Infatti consideriamo i due triangoli

Gizg 2V, KVys 5 Gags 40V5, KV
i cui lati sono rispettivamente

2%y, 5 Pran, Cazes 21V133, 5 D135, Cagy
che s’incontrano npei tre punti Vig1s,,, Psg.1s ed Si3; ma questi due triangoli sono
prospettivi perche le rette

Gixs Gus = g1, Viesr.,, = LV%s,, LWVas,, Viea,,, = KViy KlVyy ,

8’ incontrano in un punto Y della retta ggx, come & facile di vedere dagli indici
delle rette v,, per le regole date al num. 10; dunque i punti Vigys ., , P3gas. S
sono situati nella retta 1/;s.

Ora abbiamo:

Vagas,,, == 2%, "5, V135, 2VMas, 0 V'30.00,0 = 2Vai5,, 2M25, 5135, 2V,
Pag.1s, = PVass Plias PWVass pVus 4 Saz ==Cra3 Caas Casy Casg
Prendiamo le coppie di rette zVags, 2V, =— Vigis
PVas  PpVus = Pag g
C235 Cie = Spa
Ofteniamo cosi i due triangoli prospettivi ciod
Gyne KVay ZVay, 5 Gise KVl ZV1g5

Fig. 4. dati da quelle tre coppie di rette (fig. 4)
Vayms Psss Vs.u.zs Sz quindi le rette gy, LV NV ., K3
KVIx — 036 45,,, $'incontrano in un pun-
to A. Osserviamo che la retta ¢y con-
giunge nella fig. 2* i due punti di Steiner
G1sg, Gzzg, che non sono contenuti nella
ret a g5 ove @ situato il punto Y'y; della
retta vy04z ,,. Nella retta o/o5 deve tro-
«% varsi anche il punto Vo4, € si deve
avere la condizione che le rotte ZVy,
IVlgy =26 35,4, LV34,, ZVNs . — Va5 35,,,
debbono inconirarsi in un punto della
retta KVa; KV5 = vy 35,,, 0ssia nel punto
Y 14 (*). Per la gual cosa i punti ZVy ,,
Vg oy ZVy,, ZVYgy, devono formare
&y un quadrangolo di cui due diagonali sono

(") Anche qui si vede che se¢ la retta 735, Passasse pel punto V.., gg INVECE di passare pel punto
Vs6.14,,, €10 che vorrebbe éire che i punti Vaoid,gs, V7, 01 1 €adon0 insieme, allora il punto Y',, cadrebbe
nel punto A, ossia nel punto d'incontro delle tre rette ¢4, sqr Yoz pel quale dovrebbe passare anche
il lato 14, ¢id che & impossibile.
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la retta V6.35.,, © 1a retta che congiunge il punto Y';; col punto Sz vuol dire ciod
che le coppie di punti KVig S, e ZVs . Z¥y . devono formare un gruppo armonico
(vedi fig. 4), perche ALTES Z¥ly . sono due vertici di un lato del quadrangolo, e
KVI;5 ed Sy sono i punti d’incontro di esso con le rette diagonali suddette.
Dnngue projettando i punti ZVL; Z¥ys 5 Vg Sog 1. es. dal punto Gqeg, nella
retta 455 si ha che le coppie di punti Pgg gz Sss, Va.15,5s V'sg.14,,, formano un gruppo
armonico. Ora se la retta V26.38,5, = 4V31,, ZVY5, cadesse nella retta di eguali indici
V'og.35,5,, allora le coppie di rette V26.35,5. 14 © V36.35,, V.35,,, Che s incontrano
nel punto Y';;, dovrebbero formare un gruppo armonico. E questo si vede chiara-
mente perchd con analoga dimostrazione a quella data per dimostrare che i punti
Psg18 Seq, Vs6.14,,, Visg11,,, formano due coppie conjugate di un gruppo armo-
nico si dimostra che le coppie di punti Py s Sy, Vag.35,,5 V'26.35,,, formano pure
un gruppo armonico, e percid si dimostrerebbe che se le rette V26.35,3,5 V'25.35,4,
cadessero insieme, per la corrispondenza stabilita fra i punti K e le rette z,, fra
le rette p e i punti Z, ecc., che anche le coppie di rette V2355, G112 € Vg,
v's6.55,,, formerebbero un gruppo armonico, vale a dire (tagliando queste rette con
la retta cy3) che le coppie di punti ZViy . Gy, 7V . KVix dovrebbero formare
un gruppo armonico, perche essi sono rispettivamente i punti d”incontro della retta
Ca36 con le rette suddette. Ora secondo il teorema XXXIX il punto ZVly ¥ il
conjugato armonico del punto Se3 rispetto ai punti KV, Gy Stabiliamo un certo
senso nella retta 7'y p. es. quello indicato dalla freccia (fig. 5). Se il punto K¥I,

Pig. 5. ¢ dentro del segmento IV . Sis

— (cid che si pud sempre immagi-
Cos 7%, K% 7o, Sz nare) nel senso preso allora il
—o0 o 0—0 ——b— punto GMB dovra cader fuori di

questo segmento. Ora per la proprietd riscentrata poco fa nella fig. 4 il punto VAL
¢ conjugato armonico del punto Z¥1,, _ rispetto ai due punti K¥x, 855, dunque questo
punto Z¥y = ¥ collocato fra i punti KVix S,.. ma se le rette V26.95,5,0 V'26.95,4, Ca-
dessero insieme allora, come abbiamo dimostrato, il punto 7V, sarebbe conjugato
armonico del punto Gy rispetto ai punti Vi, ZVls,,, dunque dovrebbe cadere entro
il segmento Z¥y . KV mentre noi sappiamo che esiste entro il segmento K V1,5 Soq
ciod fuori di quello Z¥Mys . KV ; dunque il punto 7V . non pud essere il conjugato
armonico del punto Gy rispetto ai punti K¥I, Z¥1y . e percid le rette V26.35,545 V'26.35
non possono cadere insieme, onde i triangoli

Mgy s,y Ty Zg, Zhy, Zy

non sono prospettivi pel punto ZUL, . come centro, ma bensi per un altro punto che
chiamo ZLe . T punti 7, come ben sipud prevedere sono 60 in tutto I’esagrammo
sono posti tre a tre in 60 rette %, passanti tre a tre pei venti punti di Steiner, e
che giaciono tre a tre nelle venti rette di Cayley-Salmon. Per dimostrare 1° ch’essi
sono situati tre a tre in 60 rette basta adoperare una dimostrazione analoga a quella
che abbiamo data per i punti Z, al num. 18, solamente che invece delle rette v,,
considereremo le rette v,, che sono formate con la medesima legge data dalla tabella
num. 14; 2° che i punti Z, sono situati tre a tre nelle 20 rette di Cayley basta

(2 1Y
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adoperare la dimostrazione analoga data pei punti Z, al num. 11 dove invece dei
punti X entrano i punti Z,; 8° che le rette z, s’incontrano tre a tre nei venti punti
di Steiner basta adoperare la dimeostrazione duale a quella data alla fine del num. 18
per dimostrare che i punti Z, sono situati nelle venti rette di Cayley-Salmon, dove
invece dei punti V_, entrano le rette v,, e invece dei punti P le rette v,,, ed in-
vece dei punti G le rette ¢, e finalmente invece dei punti £ le rette .

20. Ottenuto cosi il quarto sistema [Zz],, dobbiamo esaminare se i triangoli

Mo, 2Weas,, sWags,, 5 2lags,, Zhaas,, 5lass,,

sono prospettivi per la retta zlllyy, ovvero per un’ altra retta, e qui possiamo ri-
petere le stesse osservazioni fatte al num. 19. La dimostrazione & analoga a quella
data per le rette z,, num. 16, dove in luogo dei punti V,, enfrano ora i punti V ;
onde i due triangoli suddetti sono prospettivi per un’altra retta gl . Chiameremo
V., 1 90 punti nei quali s’incontrano due a due le sessanta retto z, con le sessanta
rette z,, a guisa delle rette z, e z,, e chiameremo v,, le 90 rette nelle quali sono
situati due a due i punti Z, e i punti Z_, nello stesso modo che i punti K e Z, sono
situati pelle rette v,,. Le rette v,, passano rispettivamente due a due per i quaran-
tacinque punti Y e i punti V,, sono situati due a due nelle 45 rette y. I punti V,
godono delle stesse proprieth enunciate pei punti V,,, ciod le coppie di punti Psgg
Se3, Vag.15,,; V'36.14,,, formano un gruppo armonico ossia le coppie di punti Vgg 4 ,,
V364505 V36.14,05 V'36.15,,5, formano un’involuzione i cui punii doppi sono i punti
P36.15 ed Sy3, ossia le coppie di punti Ny, TNy |, VT 7V mella retta di Cayley-
Salmon cag (vedi fig. 4) formano un’ involuzione i cui punti doppi sono KV, Sy
dunque se il punto 2V, . b situato fra i punti KVi,, 2Vl . (vedi fig. 5), allora
il punto ZViy;  sard compreso entro il segmento KVl ZV15 e percid fuori del
segmento Gz ZVlg5 ,, poiché le coppie IV, Vg5, ZVgs ZV%5 . mon possono
separarsi. Se le rette Z¥1y5  ZVs, , Zn,, 71, . cadessero in una sola retta 96.35,54
allora questa retta a guisa del punto Py s dovrebbe essere il quarto raggio armo-
nico della retta g,, rispetto alle rette V2635450 V26.35,4, €4 alle Tette vegas ., vap.35,,
intorno al punto Y’y (*). Tagliando questo fascio con la retta 23 Si avrebbero le
coppie di punti ZVi;5 = KVI;, V5, ZV5,, in un’ involuzione avente per punti doppi
i punti ZVi; , Gy, i quali dovrebbero separare necessariamente le coppie suddette;
ma mentre i punti ZVlg ., Gygs possono separare la coppia ZVl,; , K'Vi;, come ab-
biamo gix supposto, non separano perd la coppia ZVly ZVis  come abbiam visto
di sopra, onde mon pud essere che la retta Vag.35,5 €ada con la retta v'gq 35,5 vuol
dire adunque che i triangoli

Mg, My, Iy 5 Zhia, Zls, Zhs,

(‘) Per dimostrare che le rette Zv 455 L7 34,9 L7, I, passano pel punto Y',, basta fare
le stesse considerazioni che abbiamo fatte al num. 18 per dimostrare che le rette Zv a5 Zv:u,a; Zm 45,5
2" 50,5 passano per 1o stesso punto Y',, Per dimostrare che se le dne rette suddette cadessero insiem e
esse formerebbero con Ia retfa g,, nna coppia di raggi conjugati armonici rispetto alle rette Vogrss,y g
”'25-35,, o basta far corrispondere i punti Z; ai punti K e i punti Z, alle rette z, e i punti Z; alle
rette z; (vedi fig. 4).
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non sono prospettivi pel centro ZN,  ma bensi per un altro punto ZMy, 5 onde si
ottiene un altro sistema [Zs],, da questo mediante i punti V.. si passa ad un altro
sistema [Zz], e da questo mediante le rette v,, ad un ottavo, e cosi via (*). Ab-
biamo visto al num. 14 che due figure del sistema {Kp] determinano mediante
I’ operazione delle rette v;, 4 punti Z, che appartengono rispettivamente a quattro fi-
gure 7' del sistema [Zz], e viceversa due figure 7/ del sistema [Zz], determinano
4 punti K che appartengono rispettivamente a quattro figure  del sistema [Kp], onde
cinque figure 7 (z') determinano secondo il teorema XXXVII una figura 7 (7). Ana-
logamente si dimostra che due figure del sistema [Zz], determinano mediante Fope-
razione dei punti V,, quattro rette z,, che appartengono rispettivamente a quattro
figure 7" del sistema {Zz], e viceversa, e cosi due figure del sistema |Zz], mediante
I"operazione delle rette v,, determinano quattro punti Z,, che appartengono rispetti-
vamente a quattro figure del sistema [Zz],, e viceversa, e cosi via. Dunque:
Teorema XLIX. L'esagrammo $i compone di un numero infinito di
sistemi [Zz]. Le figure dei punti di Steiner e di Salmon sono comuni
a tutti i sistemi [Kp] [Zr], [Zr], ecc. Qiascun sistema & composto di
sei figure z, IIIIIL IV V VI che appartengono a sei sistemi polari,
cinque di esse determinano una figura = del precedente ¢ una del
seguente sistema, ad eccezione del primo sistema ciod [Kp], di cui
cinque figure x determinano la sesta dello stesso sistema secondo
il teorema XXIX, e una del sistema [Zz], secondo il teorema XXXVIL
Osserviamo che il teorema XXVII vale per qualunque sistema, onde avremo:
Teorema L. Due figurez p.es.Te IT di un sistema qualunque [Zz]n 0vvero
[Z3]3+4 hanno i vertici di due quadrangolidi punti Zg,, oppure Za,.1 che
rispettivamente ad esse appartengono, allineati duea due mediante
le quattro rette di Cayley-Salmon di quelle due figure, che s’incon-
trano in un punto di Salmon e i triangoli formati da quei vertici
sono prospettivi per le quattro rette zs,,4 0Vvero z,, 4 che appar-
tengono ordinatamente alle altre quattro figure = 1L IV, V VI del
sistema [Zz]o,m 0VVero [Zzla, 1 determinate dalle due prime. I lati
dei quadrilateri polari dei due quadrangoli suddetti rispetto alle
due figure I e II, che sono rette zp,, ovvero Zon+ S'incontrano due a
due nella retta di Steiner-Plicker diesse, e i quatttro centri Z, 4
0VVero Zg. di prospettiva sonosituatinelle rette di Cayley-Salmon
suddette. d
Teorema LI. Le coppie de’punti %, 7, 7, Z,, Z,Z, ece. degli stessi in-
dici in una retta di Cayley-Salmon formano un’involuzione i cui
punti doppi sono il punto K degli stessi indici dei punti Z e il
punto di Salmon, ove il punto % & vertice del quadrangolo dei
punti Z, determinato dalle due figure = del sistema [Kp] a cui appartiene
11 punto di Salmon, nel modo indicato dal teorema XXVIII (Vedi NB).

(*) E evidente che niuno dei sistemi seguenti cade con uno dei precedenti, per dimostrarlo basta
considerare la legge di formazione di essi (vedi tabella num. 14).




 fle—

NB. Il punto Z, si pud far corrispondere ad una retta p secondo il modo indi-
cato dal teorema XXVIII, ad esso corrisponde nel sistema [Zz], una retta z,, a questa
retta si pud far corrispondere un punto Z, secondo il teorema XLII, a quesfo corri-
sponde una retta z, nel sistema [Zz],, a questa si pud far corrispondere un punto 7,
nella stessa maniera che a z, si fa corrispondere un punto Z, e cosi via. Il punto K
e il punto Z, che corrispondono alla retta p, i punti Z,, Z, ecc. in tal modo consi-
derati siano chiamati punti degli stessi indici, come anche le rette p, 3, z, z, ecc.
sopra considerate siano chiamate rette degli stessi indici.

Se si projettano dal punto G le coppie di punti KVsq Sas, ZVs;, ZVas,,, ZV3;,
ZV3s , ecc. della retta di Cayley-Salmon cag:, ovvero le coppie di punti Kiyp Sps, Zs,
Zhys .y Zla,, Zha,, ece. della retta cqps finalmente le coppie di punti K'Vi; Sa, Z1%35,
255 . ece. della retta cyg; si ottiene il teorema seguente:

Teorema LII. Le coppie di rette z, z,, z, 2, z, 2, ecc. degli stessi
indiei intorno ad un punto di Steiner formano un’involuziones 1 cui
raggi doppi sono la retta di Pascal degli stessi indici e la retta di Cay-
ley-Salmon.

Ovvero se si projettano dal punto Gii; le coppie di punti KVi; Gyge, ZV3:, Si
della retta cis che come sappiamo formano un gruppo armonico secondo il teo-
rema XXXIX, si ha:

Teorema LIII. Una retta di Pascaleuna rettadeterminata di Stei-
ner-Pliicker che s’incontrano in un punto G formano un gruppo
armonico con la retts z, degli stessi indici della retta di Pascal e
la retta di Cayley-Salmon intorno al punto G. Abbiamo pure:

Teorema LIV. Tntte le rette v,,,v,,,v,, ecc. degli stessi indici dei
sistemi dell’esagrammo s’incontrano in un punto Y pel quale passa
una retta di Steiner-Pliicker (Vedi NB).

Teorema LV. Tutti i punti V,,, V., V,, ecc. dei sistemi [Zz] e il punto
P degli stessi indici sono situati in una retta y che contiene un
punto di Salmon (Vedi NB).

NB dei teoremi LIV, LV. Siano date quattro rette di Pascal che s’incontrano
in un punto P, a queste quattro rette corrispondono quattro punti di Kirkman situati
due a due in due rette v,,, che corrispondono al punto P e che si chiamano rette
di eguali indici. Esse contengono due a due i punti Z, secondo il teorema XXIV.
Alle coppie di punti 7, situate in due rette v,, di eguali indiei corrispondono due
coppie di rette z,, che danno luogo a due punti V,,. che corrispondono alla lor volta alle
rette v,, suddette e che si chiamano punti di eguali indici. Per essi passano due a due
quattro rette z,, a queste quattro rette z,, corrispondono quattro punti Z, situati due
a due in due rette v,, che corrispondono cosi ai punti V, e che si chiamano di eguali
indici, e cosi via. I punti P, V.., ecc. cosl ottenuti si chiamano punti degli stessi indieci,
come anche le rette v,,,v,, ecc. testd considerate si chiamano rette degli stessi indici.

Se si considera la fig. 4 si nota, che intorno al punto Y’y; situato nella retta
K¥; K¥i5 = vi635,, 1a coppia di rette ZVlgy, ZVs, ZVigs, ZVYy, ciod la coppia
di retbe vag3s,,, € 2635, © divisa armonicamente dalla retta KVy; KVij; e dalla retta
che unisce il punto Y,; con S, Duuque:
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Teorema LVI Una retta v,, con la retta che unisce il suo punto Y
¢ol punto di Salmon, situato nella rettaycorrispondente al punto
Y secondo il teorema XLIV, forma una coppia che separa armonica-
mente tutte le coppie di rette +/, v,,, s, U V', v, ecc. tali che
rispettivamente nella prima e seconda, terza e quarta, quinta e
sesta ecc. delle rette v siano contenuti rispettivamente i punti Z
del II° e ITI°, IV° e V, VI° e VII® sistema [Zz] degli stessi indici dei due
punti K della retta o,,.

Dalla fig. 4 risulta pure: b

Teorema LVIL Le coppie di puntiV, V', V,, V', ecc. di una rettay
formano un’involuzione che ha per punti doppi il punto P e il punto
di Salmon.

Abbiamo visto al num. 18 che le rette Vos.14,0s — V610,05, = M550 V25,1455
— V36100 = 14,050 Viese,s — Viese,, = N1, 000 ¥ 1056,05 — V1032, = 2%y,
s’ incontrano nel punto Y'y; e che i ponti Vo4, — Vagag,, = My Vosas,, —

Ya6.10,1, = N'1s,,, € V5604, — V1032, = Ny, V14.56,5 — V14.32,,, = N*y,, S000
situati pella retta 3y, Dunque abbiamo quattro sole retie M,, che s’incontiano nel
punto 4y, egli risulta dal num. 15 che non passano per alcun altro punto Y, ana-
logamente dicasi per i punti N,, dunque si ha:

Teorema LVIIL 1 90 punti V,,, V., ecc. sono situati due a due ri-
spettivamente in 180 rette n,, n,, ecec. passanti quattro a quattro
per i 45 punti Y. Per un punto V.., V., ecc. passano quattro rette
Nyys 9, €CC. ’

Teorema LIX. Le 90 rette v,,, v, ecc. s’incontrano due a due ri-
spettivamente in 180 punti N,,, N,, ecc. che quattro a quattro
sono situati nelle 45 rette 4. In una retta Vygr Uy, €CC. SONO Situati
quattro punti N, N,, ecc.

B facile il dimostrare i seguenti teoremi:

Teorema LX. Una coppia di rette di Pascal intorno ad un punto
G forma con una delle tre rette di Steiner-Pliicker e una retta o
intorno ad esso un gruppo armonico.

Teorema LXI. Una coppia di punti di Kirkman in una retta di
Cayley-Salmon forma con un punto di Salmon e un punto £ di essa
un gruppo armonico.

Per i vertici di un triangolo di punti V,, ovvero V. ecc. che hanno gli stessi
indici dei vertici P di un triangolo A, passano 12 rette z, sei di queste sono rette z,,
le sei altre sono rette z,, ovvero sei sono rette z, ¢ le altre sei sono rette z,, se-
condo che si considerano i punti Vs 0V, ece. Queste 6 rette =, e 6 rette 3,
s'incontrano in un punto Z, e in tre punti Z, o viceversa in un punto Z, e in tre
punti Z,, secondo i punti V_ che si prendono per comporre il triangolo suddetto,
perche ad ogni punto P corrispondono due punti V,, secondo il teorema XLI. Cid
risulta dall’osservazione fatta al principio del numero 18. Questo vale anche per le
rette z, e z, ecc. che s’incontrano quattro a quattro nei vertici del triangolo di
punti V., ecc. poicht I'osservazione fatta al num. 18 si pud ripetere anche per le
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rette z, e z, ecc. Quelle dodici rette z s’incontrano ancke in quattro punti di Steiner
conjugati di quelli che appartengono alle due figure 7z, che hanno per {riangolo A,,
il triangolo A;; suddetto, perche gli indici delle dodici rette z che passano per i vertici
del triangolo V,, o V. ecc. sono gli stessi di quelli delle rette di Pascal che pas-
sano per i vertici del triangolo A, Questo si pud ripetere correlativamente per le
rette v,, 0 v,, ecc. dunque:

Teorema LXII Le sei rette z, e le sei rette 5, che passano due a due
per i vertici di un triangolo di punti V_,,ovvero le sei rette z e le
sei rette 2, che passano due a due per i tre vertici di un triangolo
di punti V_, e cosi via, che hanno gli stessi indici dei tre vertici
P di un triangolo A;, s’incontrano rispettivamente in un punto Z,
eintre puntiZ oviceversa in un punto Z, e in tre punti Z,, ovvero
le sei rette z, e le sei rette z, s'incontrano in un punto Z, e in tre
punti Z, o viceversa in un punto Z, e in tre punti Z, e cosi via. Le
dodici rette nel primo caso come nei seguenti s’inconftrano tre a
tre nei quattro punti di Steiner conjugati di quelli delle due
figure 7 del sistema Kp| che hanno in comune il triangolo A; di
punti P suddetto.

Teorema LXIIL 1 sei punti Keisei puntiZ, situatiin tre rettev,,
ovvero i sei punti Z, e i sei punti Z, situati in tre rette v, e cosi
via,lequali hanno glistessiindicideitre punti Pdiuntriangolo Ay,
sono collocati rispettivamente in una retta p e in tre rette z,, op-
pure in una refta z, e in tre rette p; ovvero i sei punti Z, e i sei
puntiZ, sono situati in una retta z, e in tre rette z, oppure in una
retta z, e in tre rette 2, ecc. I dodici punti tanto nel primo caso
come nei seguenti, sono situali tre a tre in quattro rette di
Cayley-Salmon, che contengono rispettivamente i quattro punti
di Steiner comuni alle due figure 7 del sistema [Kp] c¢he hanno
per triangole A il triangolo A; suddetto.

Teorema LXIV. Ogni sistema 'Zz |, da luogo a sei coniche n dif-
ferenti da quelle di qualunqgue altro sistema.

CLASSE DI SCIENZE FISICHE ecc. — MEMORIE — VoL. I.° 34



