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Pesume

IIpeamer muceprarnuje jecre UCIUTUBAKHE ACUMITOTCKAX CBOjCTaBa
pemema jenmnaunna Evuaen-Paynepa u muxoBux yonmrema. O6nact Ko-
joj oBa mmcepramuja TpuUmanga jecre KBaauTaTuBHA aHAIN3d OOUYIHUX
midepeHnjaTHuX jeTHAYNHA.

Jenmaunna Emmen-Paynepa jecte jennauumna obauka
(tP /(b)) £t*-u(t) =0,

rae cy p, o, o € R. OBa jemnauuHa ce CMEHOM IIPOMEHJLUBUX MOKE CBECTHU
Ha jemHauuHe obauka iy’ — 1%’ =0 u y” +2%° = 0. Y oBoj aucepranuju

mocMaTpaHa je IpBO AU(epeHINjalHa jeJHAUNHA
y" = 2%, rme cy a,0 € R.

Omnucann cy ycioBu koju 06e36ebyjy ma mocmarpana mudepeHnujana
jenmHaumHa MMa OECKOHAYHO MHOTO pEIlelmha Y HEKOj OKOJIMHU HyJe, Kao
1 ycJI0BM Koju 00e36ehyjy eraucrenmujy 6€CKOHAYHO MHOIO PEIIeHma Ca
onpebheHnM acUMNOTOTCKMM IMOHAmmameM. Tarkobhe, mpuraszaHa je KOMILIe-
THA CJIVKA ACUMITOTCKOT MOHAIIAKA PEIleiha jeJHAUNHE YK MTO3UTUBHUX
nemoBa oca. Ilokazano je monm kojum yciaoBuMa he Outu 06e36ehena
€r3UCTEHNU]a U jeIUHCTBEHOCT pemema KRommjeBor mpobiema 3a jen-
vaunny Emnen-®aynepa y curyanujama Kada MO3HATA TEOpUja HE Oaje
pesyarare. Y HEKUM CiydajeBuMa oapebheHe cy acUMITOTCKe (hOpMyJIe
pemema.

3artuM je mocMaTpaHa IUPEePEHINjaTHa je IHAYNHA

y'= -2, rnea € Ruo<0.

Omnucanu cy ycimoBu Koju 06e36ebhyjy ersucrtenunujy OGECKOHAUHO MHOTO

pelrema rope HaBeNeHE jeAHAUNHE KOja Texke kKa Hyau kana r — 0+.
IIpurazanu cy m ycaoBu koju o6e30ebyjy jemmHCTBEHOCT pemema

Komujesor mpobiema

y' = a(@)f(y(@), lim y(z) =0, lim ¢'(z) = A,

e je nocMaTpaHa jeJHAYVHA yolmTeme jennaunne Evnen-®Payinepa, 3a
merko A > 0 m ¢yurmuje f m ¢ Koje 3amoBOosmaBajy onpebene yciose.
PesyaraTtu, roju cy mobujenu, yommraBajy pe3yiaTrare 3a cyOauHeapHy
jemnaunny Emunen-Paynepa (1j. ciyuaj kana je 0 < o < 1) u cayyaj kana

je o <0.



Y aureparypu ce peTko Bubha ma mocToje o0jeaumeHr pe3yTaTh
3a pa3JNYNUTe BPENHOCTU NapaMeTpa ¢ KOju (UIrypulle y jeqHadYMHAMA
Evmnen-®aynepa. ¥ oBoj mucepramuju Cy IPUKA3aHU PE3yJITATU KOjU CYy
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Abstract

The subject of this dissertation is the investigation of asymptotic properties of
solutions for differential equations of Emden-Fowler type and their generalizations.
The field to which this dissertation belongs is a Qualitative theory of ordinary diffe-

rential equations.

Emden-Fowler differential equation has the form
(t7 - (t) £t*-u’(t) =0,

where p, a, 0 € R. With some changes of the variables, this differential equation
can be reduced to the equations y” — x%y” = 0 and y” + 2%y = 0. Firstly, in this

dissertation, the differential equation

y" = x%y°, where a,0 € R

was observed. The conditions, which provide that this equation has infinitely many
solutions defined in some neighborhood of zero, were described here, both with the
conditions, which guarantee the existence of infinitely many solutions with certain
asymptotic behavior. Also, a complete picture of asymptotic behavior of solutions
of equation along the positive parts of both axes is given. The conditions, which
assure existence and unique solvability of solution of the Cauchy problem for this
equation, were shown in the cases when the familiar theory can’t be applied. In

some cases, asymptotic formulas for solutions were obtained.

The differential equation

y' = —2%°, wherea € Rio <0,
has also been taken into consideration. The conditions, which assure the existence
of infinitely many solutions of observed equation tending to zero as x — 04, were

obtained.

The conditions, which assure the unique solvability of the Cauchy problem for

generalized Emden-Fowler equation

y' = q(x)f(y(z)), lim y(z) =0, lim y'(x) = A,

z—0+ z—0+

were described, for any A > 0 and functions f and ¢ which satisfy certain conditions.

The given results generalize the results both for sublinear Emden-Fowler differential



equation (i.e. case when 0 < ¢ < 1) and the case when o < 0.

In literature, it is very rare to find the conditions for different values of the para-
metar ¢ which appears in the equations of Emden-Fowler type. In this dissertation,
the results for sublinear and superlinear differential equation Emden-Fowler, as well
as the case when o < 0, are presented. Therefore, the story of the asymptotic be-

havior of solutions of the observed equation is ”almost complited”.

Keywords: Emden-Fowler differential equation, superlinear equation, sublinear

equation, asymptotic behavior of solutions, Cauchy problem.
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Benuky 3axBaJsHOCT myryjeM cBOM MeHTODY, npodecopy Bopby Kpruam-
hy, ma mpey3etum obaBe3zaMa MEHTOPAa, YyBODemY y HAYYHU DA, U3IABOjEHOM
BpeMeHy, nmocBeheHocTr, moAPIINM, KOPUCHUM CABETUMA U CyrecTHjaMa. 3a-
xBaspyjeM ce npopecopuma Hebojmm Jlasxernhy n Muonpary Cnanesuhy Ha
KOPUCHUM CyTrecThjaMa. 3axBajbyjeM ce MOPOIUIU, IPUjaTehUMa U APATUM
KoJleraMa Ha MOAPIINU M TOJIEPAHTHOCTU IpeMa MeHH, jep Cy UMaJu paly-
MeBaHla 3a CBe BpeMe Koje caM yJO:KWIa y oBaj pan. Takobe, weaum ma ce
3aXBaJiM HEKOME KO HUje BUIIE Ca HaMma, a MONPUHEO je, Ha onpeheH HaUMH,

OBOj MVCEPTAI]U.

Beorpan, jya 2017. Mapuja Mwukuh
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1 YBon

KpanuraruBra ananusa OoOMYHUX AU(EPEHINjaJTHUX jeTHAUNHA, KOjOj IO
CBOM caApikajy ¥ pe3yiTaThUMa IpUNana OBa AUCEpTaluja, jecTe 00JIacT y
KOJOj ce MO 3akKjbydaka OOJIa3W Ha OCHOBY aHaiM3a (YHKIUja Koje (ury-
pumy y camoj jemmaumau. OBa obiaacTt je moceObHO OuUTHA y cuUTyanujama
KaJa jeqHAUYMHY He MOKeMO pemmTu nomohy kBanparypa. Kamnma cy ¢op-
MyJUCaHEe W NOKa3aHe OCHOBHE TeOPeME O €r3UCTEHNUjU U je TUHCTBEHOCTU
pemniema, CTBOPEHU Cy YCJIOBU 3a Pa3BOj oBe obsactu. KBamuraruBHa aHa-
nu3a OOMYHUX AUPEPEHIUjaTHUX jeqHAUNHA Y HAjjeTHOCTABHUJUM CJIydaje-
BUMa OMOryhaBa HaM na CKAIMPaMO UHTErpaJiHe KPUBE pelnema, He 3Hajyhu
AHAJIUTUYKN m3pa3 pemema. OHa ce 0aBU UCIUTUBAMKHEM OTrPAHUYEHOCTU
pemema, OpojeM W MOJOKAjeM HyJa pelema, OCIUIATOPHONIINY pellenha,
aCUMIITOTaMa, TMOHAIIakeM pellemha y OKOJWHU CUHTYJapHUX Tadaka u Oe-

CKOHQYHOCTU, UTMH.

Muoru npobieMu y GU3UIKU MOIEIUPAHU CY DU(EPEHINjATHIM jeTHaAUN-
HaMa APYTOor pena. KBasuTaTuBHA aHAJIM3a TAKBUX jeTHAYWHA ITPUBJIAYUNIA
je m mpuBJauM BEJUKY HMaKkHy MaTeMaTudyapa Koju cy ce OaBuiu u OaBe ce
TEeOpUjoM OOMYHUX AU(PEPEHINjATHUX jeTHaUnHA. JenHa o1 HajBUIIEe IPOyUa-
BaHUX OU(EepEeHNUjaJTHIX jeqHaUYMHa APYTOr pena jecTe jemqHaumHa Ewmnen-
daynepa. OBa jemuaumna ce npBuU IyT nojaBuiia kpajeMm XIX Beka y pamoBuMa
acTpopundapa EM;[eHaH. Pesynratu mo kojux je momao Empen Ousiu cy
YTJIABHOM MHTYUTWBHU, NOK C€ HAKOH TOTa @ayﬂepﬂ 0aBUO peraBameM jeTHa-
yrHEe TOMONY KBaapaTypa 3a CBe BPEIHOCTHU IapaMeTapa 3a Koje je TO OMIIo
Moryhe. OBa jemHaumHa MOjaB/byje ce y IPOyUdaBamy TEOPUje TUHAMUKE
racoBa y acTpodusunu, IUCTpUOyLIuje eJeKTPOHA Y TEIIKOM aTOMY, MEXaHUKe
¢irynna, peslaTUBUCTUUKE MEXaHUKe, HyKJIeapHe (U3UKe, Ka0 U MPOYYaABALY

XEMUJCKUX peaKIuja CUCTEMA.

Jennaumna Emaen-®aynepa jecre nudepeHnujasHa jenHadymHa 0OIMKA
(2 () £t w7 (t) = 0, (1.1)

rae cy p, a, 0 € R. OBa jegHaumua ce CMEHOM IMPOMEHJ/BUBUX MOYKE CBECTU HA

KaHOHCKe obusmke jemuauuna Emupen-Paymnepa vy’ — 2% =0 u y” + 2%’ = 0.
—a—2

. -1 _pma=2_
Hamme, ako je p > 1, cmenom = = f:_l, u =2 (p—1)eDCD jenmaunna

! Jacob Robert Emden (1862-1940), mBajuapckn acTpodusmdap
2Ralph Howard Fowler (1889-1944), Gpurancku ¢puzugap



(1.1)) cBomu ce ma jemmaumme y’ + 2%’ = 0, rae je a = ‘;%rf — (04 3). Axo je
1- —pta

p <1, cMeHOM ¥ = %, u=1y-(l—p) T»E-TD jemmaunna ((1.1)) cBonn ce Ha

jemmauune Y’ + 2% =0, roe je a = %. Crora, pe3ynararu Koju cy mo0ujeHu

3a KaHOHCKe jenmHauumHe majy oarosapajyhe pesyarare 3a jemmauuny (|1.1[). Y
OBOj AMCEPTANUjU MOCMATPAHU CYy YIPABO OBU KAHOHCKU OOJIUIU U y JaJbeM

TEKCTY Mo jemHaumHaMa FEmaen-Paynepa mompa3dyMeBaMoO Te jeTHAYWHE.

Jennaunne Emnen-Paymnepa matemarnuku cy jako uHtepecantHe. One cy
HeJIMHeapHe, NMa]y BeJUKy KJacy pellema U BUXO0BA Pellema Ce Y ONIITeM
ciIydajy He MOry eKCIiamnuTHO onpemutu. OBe jenHadywHe mocMaTpaHe Cy y
mouorpadujama [2), B, 4, 5] u pamosuma [0, 7, 8, @, [T6], T7]. ¥ monorpadujama
2, B] u pamosuma [0, O] nobujeno je acuMOTOTCKO MOHAIIAKE DPEIIEHA Y
6ecrkonaunoctu. Y panosuMma [7), [§] nobujena cy Heka acMMITOTCKa CBOjCTBA
pelema y OKOJIUHU HyJie. Y TPaBO TU PAAOBU Cy HAC MOTWUBUCAJU N4 AAJHE
UCIUTAMO TOHAIIAIe pellema jeqHaunHa EvmupeH-Payimepa y OKOJIMHU HYJE,

Yy 3aBUCHOCTM O]l BDEIHOCTHU IlapaMeTapa KOJU ce jaBihajy y jeIHaunHaMA.
Kparak nperJsen canpskaja mucepraliuje

Y mpyrom moriyiaBsby IpOydYaBaHA je OUdepeHIujaHa jeTHAUNHA
y" = 2%, rme cy a,0 € R.

[IpBo je mocmarpan ciyuaj kana je o < 0. lobujenu pesynraTu Cy OArOBOPU
Ha mpobieme Koju cy ocranu orBopenu y panosuma [7, 8]. Y oBom cayuajy
nobujeru cy yciaoBu kKoju 00e30ehyjy ma pememe mocMaTpaHe jeTHadnHe
Oyme medhuHMCAHO y OKOJWHE HYJ€ U MOKA3aHO je a Ce 0OBaj Pe3yJITaT He MOKe
006e36equTu pu caadbujuMm npeTnocTaBrkaMa. lIpoydaBaHo je U aCMMITOTCKO
NMOHAIIAKE Pellelmha OBe jenHauwHe. Jloka3aHa je ersucTeHNrja OeCKOHAUHO
MHOT'O pelemna OBe jeaHaunHe Koja 3a10BosbaBajy onpebene ycmose. Takobe,
MMOKa3aHa je jJeIMHCTBEHOCT pelewma npu onpehenum ycmaosuma. VcnurtuBano
je moHaIlame pelema Iy:K MO3UTUBHOT Hejia y—oce. Y TUM CUTyalldjaMa, do-
bujenu cy ycaoBu koju obe3bebhyjy ma omarosapajyhm Komuje mpobiem uma
pememe (Uau HEMa pememe). Y CATyalnujaMa Kala je er3uCTeHIUja pere-
wa KomujeBor mpobaeMa mobujeHa, UCIUTUBAHA j€ je IMHCTBEHOCT pPeIleiba.
3aTuM, UCOUTUBAHO je MOHAIIAIE Pellemha My:K MO3UTUBHOL mesia r—oce. Y
TUM CUTYyalldjaMa IpoydaBaHa je€ er3uCTeHINja pelema Koja ce He MOTY IPO-
OyKATU O HyJ€e, KaO0 U €r3UCTEHIrja pelema KOjuMa je r—oca TaHTeHTa Y
Hekoj Tauku. JloOujeHm cy HEONXOMHW W HOBOJLHU YCJIOBU 38 €T3UCTEHIN]y U

jeIMHCTBEHOCT pemema oarosapajyher KomujesBor mpobaema.



Y cayuajy raga o € (0,1), mobujeHu cy HEOUXOAHU U NOBOJHHU YCJIOBU
koju 00e30ebhyjy ma ce pemema jenHadyrHe MOTY HEIPEKUIHO HPOILYKUTU Y
rauku (0,0). 3arum cy mocMarpaHa pemlema Koja ce He MOrY HEeIPEeKUIHO
OPOYKUTU y TOj Tauku. JloOujeHr cy HEONXOMHU U NOBOJHHU YCJIOBU 3a IOC-
TOjalme BEPTUKAJHE aCUMITOTE U ONUCAHU Cy YCJIOBU KOju 00e36ebhyjy erau-
CTeHIUjy pemema onrosapajyher KomwujeBor mpobisiema. Y oBOM cayuyajy

pa3MaTpaHa je Takobhe m je IMHCTBEHOCT pellema.

Y cayuajy rama je o > 1, noOujeHe cy acUMITOTCKe (GOpMYyJe 3a IIO3W-

TUBHA pellera IIoCMaTpaHe jeJHAYUHE Y OKOJIMHU HYJIE.

Pesynratu xoju cy mpukazaHu y OBOM IOTJIABJEY 0a3mpajy ce Ha pPe3yl-

raruma pamosa [10), [T1], 13, [T4].

Y tpehem nmorsnaBmy npoydyaBaHa je IU(epeHIUjalHa jeTHAUNHA

y" = —2%°, rme cy a,0 € R.

[Ipukazamno je mox kojum ycioBuMa je obe3bebhena ersucrentuja 6€CKOHAYHO
MHOTI'O pemrema Koja Texke ka 0 kama x — 0+. Tarobe, mokazano je ma ce
pe3yJaTaTu HEe MOTY MPOIMMPUTHU 3a CBE BPEAHOCTU mMapaMerpa a. Pe3yaraTtu
NPUKA3aHU Y OBOM IIOTJIABJLY jeCy CIENUjaJIaH CIydaj pe3yiaTraTa J00ujeHux

y pany [I7], anu je y 0BOM morsiasiby MpUKa3aHa HEMITO APyradurja TEXHUKA.

Y 4eTBPTOM IOIJIaBJ/by IpoydaBaHa je nudepeHnrjaTHa jeTHaunHa

y' = aq(@)f(y(z))

rne cy f m ¢ ¢yHEINUje KOje 3amoBosbaBajy onpebene ycmose. OBa jen-
HAUYVHA YOIIITABa jelHAYWHE IIOCMaTpaHe y npyrom u tpehem mormasmy. Y
OBOM IIOIJIABJbY YOIIITaBajy Cce pe3yiararu npukazanu y pany [§], amu nobu-
jEHM pe3yaTaTu ce MOTY NPUMEHUTHU Ha MUPY KIAcy jenHaumHa. Pe3yaraTtu

IPUKa3aHU y OBOM IOTJIaBJbY 6a3upajy ce Ha pesyararuma pama [12].



2 Ilomamame pemema jempauuse " — 1%y’ = 0

Y oBOM @moriaB/by IOCMaTpaHa je OudepeHIMja Ha jenHaumHa EMueH-

Paynepa roja je obauka
" a, o
y' —ax%y? =0, rme cy a,0 € R. (2.1)

AcrMnTOTCKO mOHAIIame pelemha OBe AuPepeHIujalHe jeqHAUNHE Yy HEKUM
cuTyalujaMa ce OUTHO pa3juKyje MPU MaJioj MPOMEHU BPEAHOCTU IapaMeTa-
pa ¢ m o KOju ¢urypuiry y camoj jemHaumnu. V3 Tor passora moHamame
pemema AUepeHIUjaHe jeTHAYNHE NIPUKA3aHO je IO cillydajeBuMa y
3aBUCHOCTH OJl BpEOHOCTHU mapamMeTapa. & OBOM IOIJIaBJ/bYy IIOCMaTpaHA CY
UCKJBYUYUBO PelIeHa Koja Cy mo3uTuBHA. [loOujeHm pe3yiaraTtu ce MpPUupomgHO
IIPDEHOCE U Ha IPOIAY:KEH€ pellelmha 3a OHEe BPEIHOCTH HapaMeTpa o 3a Koje

TO MMa CMUCIIaA.

[locmaTpano je moHamame pemema Yy OKOJMHM KOOPAMHATHOT ITOYETKA,
IIOCTOjaH-€ BEPTUKAJHUX aCHUMITOTA, IOHAIIAH€ Pellelmha OY:K MTO3UTUBHUX
IeJI0OBa KOOPAMHATHUX OCa, €r3UCTEHIMja U JeIMHCTBEHOCT HEeKUX RomujeBux

npobiaema, uta. Pesynratu npuka3aHu y OBOM IIOIJIABJbY j€Cy OPUTUHAJIHMU.

2.1 Cayuaj o <0

Y oBoM meny mucepraiuje nocMarpana je jequaunna (2.1)) y cayuajy rana
je 0 < 0, roju je maremaTuyku Haj3axTeBHuju. OBaj meo Gaszupan je Ha
pesyararuma panosa [11, [13]. ¥ mamem TekcTy mon OKOJIMHOM HyJe HOApA-

symeBamo untepsBad (0,a), 3a Hero a > 0.

2.1.1 Ilonamame pemiemba y OKOJIMHU HYJIE

Y o0BOj ceknuju nocMarpahemo mudepeHIVjaIHy jeTHAYNHY U pas-
Mmarpahemo cayuaj rkaga je 0 < 0, a € Ru x > 0. Y tekcry, Koju cienu
y HaCTaBKy, HaBemIneMO HeKa CBOjCTBA pellema AU(PepeHIjalHe jeTHaunHe
(2.1) koja he mam Gutm om 3HAUAjA y UCHUTUBAKY HBUXOBOI ACUMITOTCKOT

IIOHAaIIIam a.

3a nmpousBoJbHO M3abpany Taudry (Tg,c, \) U3 CKyma

S={(z,y,y) eR’| x>0,y >0}



Ha OCHOBY HHHapﬂ-HMHﬂeneq)OBeﬂ TeopeMe cJeau Aa MOCTOjU jeIUHCTBEHO

no3uTUBHO pememe y = y(x) Kommjesor npoGiema

y// = xayau y(xO) =, y/(.on) = )\7

KOje je mepuHMCAHO Ha HEKOM mHTepBaty (g — o,z + «) C (0,400), 3a HEKO
a > 0. 3aTo ce Kao MPUPOAHO MUTame HaMehe HaTaKeme yCIOBa KOju Ou
00e30enunu na pememe nocMaTrpaHor RommjeBor npobiema Oyne neduHMICA-

HO Ha HEKOM IIUpeM CKYILY.

I[IpumeTuMmo ma m3 jenHaUMHE caenu na je y'(x) > 0, crora je y'(x)
pacryha ¢yurumja. Kako je y(r) koHBekCHa (yHKIMja CIenn Oa je OHA WA
MOHOTOHa min omanajyha ma pacryha. Crora, 0e3 ymamema OMIIITOCTH,
MOYKEeMO IIPETIOCTABUTHU a Cy Pellewma, Koja cy NepUHUCaHa Y HEKOj OKOJIMHU
HyJle, MOHOTOHA jep Ce Yy CUTYaluju, y KOjOj MPBU M3BOJ MEHa 3HAK, CMAamU-

BamheM OKOJIMHE MOKE HOCTHMNY MOHOTOHOCT.

[IpumeTruMmo ma 3a cBakO HepacTyhe pelleme jenHauyuHe HEe MOsKe
ouTH z£?+ y'(r) = —o0, 3a Hero zg € (0,+00). IIpermocraBuMO CynpoTHO,
HEKa je yO: y(x) mepacryhe pememe jennauyumne neUHUCAHO HA HEKOM
uHTepBaLy (o, 21], 0 < 9 < 1, TAaKBO Ha je xggolJr y'(r) = —oo0. Karo je y(x)

Hepacryha ¢yurnuja #a (z¢, 2], caenn na je
y’(z) <y’ (x1)

3a x € (rg,x1]. Crora ce u3 jennaxoctu (2.1]) Hakon mHTErpamuje nobuja

V)o@ = [ v@de= [y stde <o) [,
1 é é

3a 0 € (xg,71). Kako je nmeBa crpana HejeIHAKOCTU TeRU Ka OECKOHAYHOCTH,
a MecHa CTpaHa Ka KOHAYHO] BPEIHOCTH, Kamda 0 — To+, MAOJIA3UMO A0 KOH-

TpaauKInjeE.

I[Ipuponuo ce namehe nurame: /la 1 he cBaAKO MO3UTUBHO peNIEHE€ TOCMa-

TpaHe MudepeHIyjalHe jetHaunHe OUTU Ne(pUHICAHO Yy HEKOj OKOJUHU HyJie?

Jlema 2.1. Ako je 0 < —1 u aKO TOCTOjU MO3UTUBHO MOHOTOHO PEIIEHE
nudepennujannae jennauune (2.1)), omna je To pememe meduUHUCAHO HA HEKOM

uaTepBasy | takBom ma Baxku (0,x1] C I, 3a Heko x1 > 0.

3Charles Emile Picard (1856-1941), ¢ppangycku MareMaTryIap
YErnst Leonard Lindeldf (1870-1946), ¢puncku matemaTmdaap



Zloxas. Axo je o < 0, jenuuo nmpasBa x = (0 MOsKe OUTU BEPTUKAJJIHA aCUMITOTA
perrema mocMarpaHne jemHaunHe (JOKa3 OBOT PE3YJITATA jé aHAJOTAH NOKA3Y
Teopeme niu noraenatu pan [7]), crora je MOBOBHO MOCMATPATH CAMO
neonanajyha pemema. Ilocmarpajmo meonanajyhe pememe y(z) TakBo na je
y(r1) > 0wm y'(x;) > 0. IIpernocraBumo na je xo TakBo na je 0 < xo < 1 1 1a je
y(x) pememe nedpmHUCAHO HA MHTEDPBAILY (X0, 21|, anu na y(r) Huje nepurrCcaHO
Ha wHTepBaJy (7', %], 3a nmpomsBosmHO z’' 3a kKoje Basku 0 < z/ < . Kako je
y(x) meomamajyha ¢yuruuja, cienu na aumec xggl+y(:1:) IIOCTOjU ¥ HA OCHOBY
IPETXOMHOT CJHAeO Oa je xk£n+y(a:) = 0. Kako joe y'(z) pacryha ¢yurmuja,
cien Na TMOCTOJU JIUMEC wgg;l y'(z) n ou je romauan. Crora je y(xr) < y(ry)
u y'(zr) < y/(r1) 3a cBako x é (xo,21]. Pysrumja y(r) Moke ce HENPEKUIHO
IPOAY:KUTU Y TAYKM T( Tako xa je y(xy) = 0, crora 3a cBako x € (xg,x1) U
y(z)—0

nexo { € (o, ) mejennaxoct == = y'(§) < y'(z1) Baxkyu Ha OCHOBY Teopeme

Harpa}m«c. Kako je 0 < 0, cienu na je

y"(z) = 2(y(2))” = (¥ (1)) 2%(x — m)°,

3a cBako T € (g, 1), Tj. HAKOH MHTErpamuje noduja ce

V) =y @) =@ = [ @) [ -,

3a r € (xg,71). Kako je 0 < —1, kama © — xo+, HeCHa cTpaHa TEXRU Ka
OECKOHAYHOCTU, aJU JieBa CTpaHa He TeXKU Ka OeckoHauyHocTtu. M3 mobujene
KOHTPAAUKINje 3aK/bydyje ce Oa TaKBO pelleme Mopa OWUTH Je(UHMCAHO Ha

uarepsaiy (0,z]. O

IIpumep 2.1. Heka je

u u

2 dv dv
po+1

NE
a(u) =xg-e " VIET yu) = /T u-e’ VIET 20 >0, u e (0, +00)

rae je —1 < o < 0. Ilpmvermmo ma cy z(u) m y(u) mobpo mepmHHCaHE
¢yurmmje Ha unrepsaay (0,4+00). Tarobe, z(u) je uHjekTUBHA QyHKIM]a KOja
npeciavkasa uaTepsad (0,+00) y mHTEpBaAI (X0, +00), TAKO Aa MOKEMO MOC-

marpaTty r(u) 1 y(u) Kao mapamerapcky penpeseHranujy ¢yurnuje y(r) Koja

®Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), ¢ppanmyckn maTeMaTaap



je medumHUMCcana Ha WHTEPBAIY (Tg,+00). JemHocTaBHUM padyyHOM Hobuja ce

211?% ¢ dv
220 - e * v 48 o U- /T fﬁ

l’/(u) — To - € ’ y/(u) _ \/x_(] + 0 ) 60 v248. st 7

u2+8 uo+1 u? L 8. wo+1

o+1 )
" 2.1'0 20} v2+i:va+1 U+4uo'
) = g (2 -
}L¢
0 sty 4l-0) o4l
To - € u

o < BT (e B

u2+8 1:;'6-:_1 u2+8‘% U+80_—+1
Kako je

d_Qy(u> — 1 (y//(u) . SL’/(U) . x”(u) y/<u>)

d.ﬁU2 (m’(u))?’

. _3f dv
e B S
H u
-3 ——dr
a o _ot3 p _3 g ot
()" ()" = (2() ™ - (y(w)” =g w7 e AT
. o+3 _

rae je a = ————, ciemm na je ca z(u) u y(u) mara mapamerapcka penpe-

senranuja QyHruuje y(r) Koja je pememe mupepennujanse jemuauuue (|2.1).
[IpumeTumo na

z(u) — xg, y(u) =0,

kazna u — 0+. Cunemu na pesynrar Jleme 2.1 me Baxku yrouuko je —1 < o < 0.

Jlema [2. 1| umnnunuraHO 06€36€ehyje ersucTeHujy NO3UTUBHUX PEIIeHha AU-
depeHnUjaIHe jeqHAUYNHE y HEKO] okoJyimHU HYyJe. Hamme, ako moctoje
MOHOTOHA Dellema Te jefTHAYWHe, OHA CY Ae(UHUCAHA y OKOJUWHU HyJe. Y KO-
JINKO HE IIOCTOje MOHOTOHA pellewma, OHAa Cy CBa pellema Te jeJHadYuHe €0
IO €O MOHOTOHA, a TAKBa pellema jecy meduHucaHa y okoauHu Hysne. Crora

je IpupoOaOHO MCIIMUTUBATI aCHMMIITOTCKO IIOHalakbe TaKBUX PEIICHA.

Teopema 2.1. Arxo je 0 < 0 m a+ 0+ 1 < 0, oHma He TOCTOje TMO3UTUBHA
pemema y(r) mupepentujanue jennaunne ([2.1) nedpurucana y Heroj okosuHM

Hyse TakBa ga lim y(z) = 0.
z—0+



Jloxas. Ako mocToju mMO3UTHMBHO peliewme y(r) ca KapakTepUCTUKAMa HaBe-
IEeHVM y TeOpeMu, OHIa OHO Mopa butu Heonanajyhe. Ilponyxemem ¢pyHkuje
y(x) Taro ma je y(0) = 0, mobuja ce ma je pyHkrIUja y(r) HENIPEKUTHA HA Cer-
menty [0, x;] u nudpepennujabunna y uarepsany (0,x;), 3a Hero 1 > 0. Kako
je /() pacryha ¢yurmuja, caenu na 3a csako x € (0,r1) BaKU Heje THAKOCT
y(f—zgo = y'(§) < y/(x), 3a mero & € (0,z). Crora je y(z) < zy'(z) < zy'(z1)
3a x € (0,21). U3 mudepenuujanne jennauumue U 13 IPETXOTHOT peja,
nobuja ce
y'(x) = 2% (y(@))” = 2" (y' (21))”,

3a 6uno roje = € (0,x1). Uurerpanujom ce mobuja
X1 " 1
y'(21) 2 ¥ (21) —y/(2) = / y'(t)dt > (y (1)) / 1o gt

Tj. (y’(ml))l_a > ["'tet7d¢t, mro je memorylhie jep 3a a + o < —1 mHTerpan
[Zr e dt — +oo, kama © — 0+. O

Aro je o <O0Oma+o+1 >0, onga mocToju OECKOHAYHO MHOTO PEIIEHA
y(z) mpepennujanse jennaunne ([2.1]), raxsux na :Cl_i}r&y(x) = 0, Tj. mocroju
OEeCKOHAYHO MHOI'O pellelma TAKBUX Oa HBUXOBU IpauUIy , TeXe Ka TAYKU
(0,0)”. To je pesynrar pana [8]. Ha oBaj HaumH KOMIUIETMpAHA je CIUKA
MOHAIIAKA pelewna jennaunae Emuaen-Paymnepa obauka Yy OKOJIMHU KO-

OPpANHATHOT IIOYETKA.

IIpumep 2.2. 3a a=—1u o =0 pemewa y(zr) =xInz+ C(x — xy) jennauune
y" = x%y° cy meomamnajyha ma mnaTepBaiy (zg,+00) 3a cBako xy = 0, C > 0.

Croenujaauo 3a rop = 0 u ceako C' > 0, nobuja ce na je liron y(x) = 0.
x—0+

IIpumep maycrpyje ma ce pesyaratu Jleme [2.1] u Teopeme [2.1] me mory

npomumpuTH 3a cBako 0 < 0ma+ o0 < —1.

2.1.2 Ilonamame pemiema Oy MO3UTHUBHOL eJia y—0ce

Y curyamumjama Kazna cy pemema qupepenuujanue jeanavuune (2.1]) medu-
HUCAHA y OKOJVHU HyJle, IPUPONHO ce HaMehe mmrame HNOHAIIama pPeIeHa
kana r — 04. Crora je on 3HAUYaja ma IPBO MCOUTAMO HOJ KOJUM YCJIOBAMA

npaBa r = () Huje BepTUKAJIHA ACUMIITOTA MO3UTUBHUX pelleHha IudepeHIn-

jamue jemmauuue ([2.1)).



Teopema 2.2. Axo je 0 <0, a > —2 u ako je y(r) HO3UTUBHO pelieme aude-
pennujanue jennauune ([2.1) nepunucano na uarepsamny (0, xg], 3a HEKO o > 0

takBo na je y'(zg) < 0, onma je

li .
Jap vla) < +o0

Jloxas. Kako je y'(z) pacryha ¢pyrrumja u karo je y'(xg) < 0, 3akpbydyje ce na
je y'(z) <03a x € (0,x0) my(x) > y(x) 3a z € (0,z0]. Hobujern pesynraru,
3ajenHo ca jemaaunaoM ([2.1f) mvnnunupajy #ejemmaxoct

y"(x) = 2 (y(z))” < 2*(y(z0))” - (2.2)

[MTocmarpajmo mpBo cayuaj kana je a # —1. V3 mejennaroctu ([2.2]), Hakon

UHTErpamuje nobuja ce

o o a g y(l‘O) 7 a a
y/(x(]) . y/(x) _ / y”(t) dt < / t (y(fo)) dt = u . (xo—i-l o +1) 7
3a x € (0,x¢], Tj. HAKOH jomm jemHe MHTerpamuje nobuja ce

M( i

Zl?8+2
1 i (g — x) +

—y(wo) +y(z) <

e )

Crora, BaKu

oo < L (a0 4 ) ) =) ot

3a a € (—2,—1)U(—1,+00) 3armydayjemo na je lir&y(x) < 400.
T—

[Tocmarpajmo cana cayuyaj rkana je a = —1. Camyno, mHTerpamumjom obe

crpane Hejemnarkoctu ([2.2)) mobuja ce
y'(z0) — y'(2) < (y(x0))” - (Inxo — Inz), z € (0,z0],
Tj. HAKOH ]OINI jenHe WHTerpamuje mobuja ce

y(x) < (y(x0))” - (20 — ) - (Inzg — InZ) — o/ () (o — ) + y(0) ,

3a HEKO T € (x,z9). Crora, 3akmbydyjeMo ma m y ciaydajy kana je a = —1,
caemu na je lim y(z) < +oo. d
z—0+



Y pany [7] mokasano je ma ako je a < —2, pe3yJaTaTu NPETXOIHE TeOpeMe
He Baske, TaUyHMje, OHJA CBa IMO3UTUBHA peEIleHma jeTHAaUYNHEe , KOja Cy
neduHVCAHA Y OKOJIWHU HyJle, mMajy Beprturaany acumnrory z = (. Takobe,
y TOM panay AOOWjeHO je aCUMIITOTCKO ITOHAIIaHe Pellema y OKOJWHU HYyJe

38 CBAKO MO3UTWBHO pememe jenaaunte (2.1) rana je a < —2 u o < 0.

[Tocmarpajmo cana Kommujes mpobiem
y'—a"y” =0, y(0) =c, ¥'(0) = A, (2.3)

rae je 0 < 0,a,A € R uc>0. [Ipso Mmopamo npenusuparu 3Haveme Komu-
jeBor mpobiema y OBakBO] curyamuju. JemHaumna Emnen-Payinepa nedu-

HUCaHa je y ONIITEM ciiydajy Kaza je x > 0, anwm, Ha mpuMep, HOMA IPeT-

noctaBkama Jleme [2.1|u Teopewme 2.2 cnemu na lir(r)1+y(3:) = ¢ IOCTOJU y CKYITy
d

[0,00), ma hemo To ckpaheno mucaru kao y(0) = c. Cnuuno, xaro je y”(z) >0
3a ¢ > 0, cremu na 111%1+ y'(x) = A mocroju y RU{—oc}. IIpso hemo mocma-
z—

TpaTtu cay4aj kana A € R.

Teopema 2.3. Ako je 0 < 0 u a > —1, ouna Kommujes npobuem (2.3)) mma
jenvHCTBEHO pememe nedpuuucano Ha HekoM mHTepsatdy (0,h], h < 1 (peme-
we je nepunucano Ha (0,h] 1 OHO ce MOKE HENIPEKUIHO IUepeHIrjabruITHO

nponysxutu y 0, Tako ga je y(0) =c¢ >0, y'(0) = \), 3a 10BOBHO MaJO h.

Jloxas. Tlocmarpajmo mpso cayuaj kana je A > 0. Komwujes npobaem ([2.3))

€KBUBAJICHTAH J€ MHTErPAJIHO) jeTHAUUHUI

y(x) = +c+ /;(I — )t (y(t))” dt, (2.4)

n 3aro hemo ymecro KommjeBor mpobiema ([2.3)) mocmarparu mHTErpaHy

jemHaAYMHY . Hedbunnmumo HU3 QyHKIMja Ha ciaenehn HaYWH:
yo(z) = Ax + ¢, ypp1(x) =N +c+ /Ox(x — 1)ty (t) dt. (2.5)
[Toka:xkuMmo na 3a cBe dyHKUUje y,(r) Baxke HejeTHAKOCTU
c+ e <yp(r) <c+ 2 \x, x€][0,h], ne€ Ny, (2.6)

3a HEKO h koje He 3aBucu Onx n. JlOKaKMMO OBY IPETIOCTABKY WHIYKIVjOM.

Axo je n =0, onga je c+ Az = yo(x) < 2\x+c, 3a = € [0, h]. Heka nejennaxkoctn

10



(2.6 Bake, Tanma je

(c+Ax)? Zyo(z) = (2Ax + ¢)7,
3a x € [0,h]. Onna je

Yni1(z) < Az +c+ / (x =)t (c+ At)7 dt
0
h
< )\:p—i—c—i—x/ t*(c+ M) dt <2z + ¢,
0
3a MOBOJbHO MaJjio h. Kako je
A +c< Az +c+ / (x —t)t"y2 () dt = yni1 (),
0

3akpyuyjeMo na mejemnaxoctu (2.6]) Bake.

[TorasknmMo caja paBHOMEPHY KOHBEPreHIUjy Hu3a Y, (x) Ha cermenty [0, h.

[MocmaTpajmo ¢pyskmmonassu pen yo(z)+ > (Yn(z) —yn-1(z)). Huz napumja-
n=1

HUX CyMa TOr pefia je Sp(x) = yo(z) + (y1(2) — yo(x)) + ... + (Yn(®) — ya1(x)) =
Yn(z). PaBHOMepHA KOHBEpreHuuja (yHKIMOHAIHOT HU3A Y, (T) €KBUBAJIECHTHA

je paBHOMEPHO] KOHBEPTEHINjU IOCMATPAHOT (YyHKIMOHAJHOT pela.

Ioka:xkuMo ma je
|Yn () = Yn—1(z)| < 2"\, 2 €[0,h], neN, (2.7)

3a HEKO h kKoje He 3aBucu on n. OBy IpeTHoOCTaBKy AOKazaheMo WHIYKIIjOM.

3a n =1, mobuja ce
T h
ly1(x) — yo(x)| < x/ t*(M+ )7 dt < x/ (M +0)7dt < A\x,
0 0
3a moBosbHO MaJo h. Heka mejemmaroct (2.7]) Basku, tanma je

Y (2) — (@) < @ / ") — ()] de

= 2o / 4 gal) = yur (D) - €1 (1)

N

rae je min{y, 1(z), yn(2)} < §(z) < max{y,1(2),yn(v)}, 3a = € [0,h], ma je

11



c+ A <&(x) <c+2\x, 3a x € [0,h], cnenn na je
(c+Ax)7 > ¢ Ha) > 2z +c)7 L.

Crora, 3a z € [0, h] nobuja ce

Yni1(z) —yu(z)] < - ]U|/ t*(c+ ATt A" dt
0

h
< x"+1)\"-|0|/ t"(c+ M) tdt,
0

n+1yn+1
< 2" ,

3a DOBOJRHO MaJio h. 3armpydyjeMo na je
9 (2) — poa (2)] < 2N < (A", 2 € [0,B], neN.

Ilakie, 3a DTOBOJLHO MaJIo h, ONIITH YIaH TOCMATPAHOT (YHKIMOHAJHOT Pena
MOKe Ce MajopupaTy ONIITUM YJAHOM OPOJHOr KOHBEPTEHTHOT pela, Ia Mpu-
MeHOM BajepmTpacoBor kpurepujyma 3akbydyjeMo na IoCMaTpPaHu (yHKIN-
OHAJIHU pel PaBHOMEDHO KOHBeprupa Ha cermenty [0, h|, Tj. #u3 y,(x) paBHO-

MEPHO KOHBeprupa ka Hekoj ¢pyuruuju y(x) ma cermenty [0, h.

Heka je y(z) = lirf yn(z), = €[0,h]. Tana je y(0) = c. Kaxo je
n—-—+0o0

[y (@) =y (2)] €77 (@) - o] - |yalz) — y(2)],

rae je c+Ax < &(z) < ¢+ 2 x 3a x € [0, h], Hu3 Y7 () paBHOMEPHO KOHBEPrUpa
ka ¢yurnuju y°(x) wa cermenty [0,h]. 3aro Baxku

T Y /0 " lim (o — ) (1) dt = /0 (o )y (1) dt

n—-+0o 0 n—-+00

Crora, MOKEMO 3aKJbYYUTH I8 HU3 Y, () PABHOMEDHO KOHBEPIrupa Ka (yHKIU-
ju y(z) roja je pememe jemmauwnue (2.4]). Omnmarme caemm ma je y'(0) = A.
Crora, y(x) jectre pememe Kommjesor npobuema ([2.3]).

[Toraskumo cana jemuucrBenoct. Heka cy y;(z) u yo(x) pemema Komujesor
npobuema ([2.3]). Tana je

12(2) — ()] <z - |o] / "t () — ()] - € ()

12



rae je min{y (), y2(2)} < {(z) < max{yi(z), y2(2)} 3a x € [0, h], ma xaxo Baxm

yi(x) = e +c¢, yolx) = Az +e¢, ©€[0,h],
u kako je yy(z) >0 u yy(x) >0, 3a = € [0, h], MmoskemMO 3akmbyunTu na je
yi @) S Az 077 g (@) < A+ o) 2 €[04,
Tj.
)< M +0)7, ze0,h].

Kounauno, nobuja ce

h
1(a) = ()| <2+ e (o) — (o) -Jo] [ 2O+t
x s 0

Tj.
1
[91(2) = y2(2)] < 5 max |y (2) = ya(2)|, = € [0,h],
z€[0,h]

3a MOBOJLHO MaJo h. 3akbydyjeMo na je y; = yo.

[Tocmarpajmo cana cayuaj kana je A < 0. ¥Ymecro KommujeBor npobiema

(2.3)) mocmarpahiemo muTerpanny jemmauuny (2.4), roe je x € [0,h], 3a mo-
BobHO Maso h (hA 4+ ¢ > 0). Huz ¢ymrmumja y,(xr) medunucan je rao (|2.5)).

[ToraskuMo na 3a cBe GyHKIUje Y, (T) Baske Heje THAKOCTU

c+Ar <yp(z)<c+x, xe€]0,h], neNy,

(2.8)

3a HEKO h Koje He 3aBucHU 04 n. JIOKAKMMO TMPETMOCTABKY MHIYKIUjOM. AKO

jen =0, ouma je c+ A x = yo(z) < x+c¢, 3a x € [0, h]. Hera nejennaroctu (|2.8|)

BayKe, TaOa je
(c+Ax)” > y;(z) = (z+¢)7,

3a x € [0,h]. Cirenn na je

T h
ynH(a:)gc—i—/ (x—t)t“(c+)\t)"dt<c+x/ t(c+ M)7dt <x+c,
0 0

3a MOBOJbHO MaJjio h. Kako je

Ar+c < Ax + c—l—/ (x — )ty () dt = ypia(x),
0

13



3akmpyuyjemo na ([2.8)) Basku.

[Torazahemo paBHOMepHY KOHBepreumujy Husa y,(r) mHa cermenty [0, h].
3a moka3 paBHOMEpDHE KOHBEpreHImje Hu3a Y, (x) Ha cermenty [0, h] moBosmHO

je ma moraskeMO paBHOMEDHY KOHBEPIeHINU]y (YHKIMOHAJHOT pena Yo(z) +

i (yn(x) — yn_l(x)) Ha cermenty [0, hl.

n=1

[Toraxxkumo ma je
Yn(2) = Yna ()| < 2", 2 €[0,h], n€N, (2.9)

3a HEKO h Koje He 3aBucu ox n. llorkazaheMmo mpeTmocTaBKy MHAYKIKjOM. 3a

n =1, Baxku nga je

() — gola)] < x/xta()\t Lot < x/ht“(/\t Lerdt<e,
0 0
3a HEKO MOBOJLHO MaJjo h. Heka HejemmakocT BayKU, Tada je
o) = @] < 2 [0~ o]
= aelol [ 6 ) - g (0] €0
rae je min{y,(z), yn—1(2)} < () < max{y,(z),yn—1(z)}, 3a x € [0, h], na Bakn
(c+d) P> o) > (v +0)7 .

Crora je

x h
\yn+1(:l:)—yn(:c)|<x~|a\/ t“(c+)\t)"1:c”dt<:c"“~]a|/ £+ M) dt,
0 0

Tj.
|yn+1(:c) - yn<x>’ < anrl )

3a MOBOJbHO MaJjo h. 3akpbydyjemMo na je
Y (%) = Ypo1(2)] < 2" < B", z€[0,h], ne€N.

3a MOBOJLHO MaJjo h, W3 TOPHUX PenoBa CJeAM paBHOMEPHa KOHBEPIEHIN)a

HU3a Y, (r) Ka Heroj ¢yHrmMju y(xr) Ha cermenty [0, hl.

Ha wmctm maumn kao y ciaydajy kaza je A > (0, MOke ce MOKa3aTH Ia HU3
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y2(x) paBHOMEpHO KOHBeprupa ka ¢yuruuju y°(x) ma cermenty [0, h]. Crora
je
li — )ty (t) dt = li —t)t%y dt = — )ty (t) dt .
Jdm [a—nega= [t (@ oega)i= [ @ oey )
Crnemu na uu3 y,(r) paBHOMEPHO KOHBEPrUpa Ka (QYHKIUJU KOja je PelleHhe
jemuaumnue (2.4]). Jloka3 je AMHCTBEHOCTU PeIEHa Y OBOM CJIydajy aHAJOTaH

je moraly y caydajy kama je A > 0. 3akmyuyjemMo ma je y; = yo. 0

Y Teopemu [2.2], nokazano je ma ako je 0 < 0 u a > —2, oHZa 3a CBa IO-
3UTUBHA pellelma jeTHAUNHEe Koja cy medunucana ua uarepsasy (0, ),
3a HeKO 7o > (, BaKkM Ta BHUXOB I'paduK , TeKU Ka HEKOj KOHAYHO] TadyKM Ha
y—ocu”, kana x — 0+. Y Teopemu u Ilocaenuum 1 y pany [7], norazano je
na ako je 0 < 0wma < —2, ouna Je npaBa r = (0 BepTUKaJHA aCUMIOTOTA 33 CBa
MO3UTWBHA PeEIleHha jeTHaYnHe Koja cy medUHUCAHA y OKOJIUHU HyJe. Y
Teopemn [2.3] mokazano je ma axo je 0<0,a>—-1u)eR, ouna Komujen
npobuem (2.3)) uma jemuucTBeHo pememe. [Ipupomguo ce mamehy nBa nurama:
1. Koju ce 3akmyudnu Mory u3BecTu y cayuyajy kana je 0 < 0wm —2 <a < —17
2. Moske nu pemnieme jeqHaunHe , y ciay4dajy kana je o < 0 ma > —1,
TEKUTU Ka KOHAYHO] TAUYKM Ca MO3WUTWUBHOT nejaa y—oce kana r — 04, ca

,HAarmoom A = —o0”?

[Mperm3supajmMo m3pa3 U3 OPETXOMAHOr HMUTAKA. 34 peleme y(r) KakeMo
na mMma ,Harub \ = —oo” kama r — 04, ako je liI(I)l y'(z) = —o0, Tj. ako je
z—0+

1J—0Ca TAHTEeHTAa Ha WHTETPAJHY KPUBY PeIIeHa.
Cneneha nema, TeopeMa u mpuMmep najy OANOBOP Ha MPBO MUTAIE.

Jlema 2.2. Arojeo <0, —2<a< -1, A€ Rwuc>0, onna Komujer npobiem
(2.3]) mHema pemema.

Jlokas. TIpernmocTaBuMO ma MOCTOjU pemene y(x) 1 IPEeTIOCTABUMO [a je OHO
nedpuaucano Ha uarepsaay (0, h], 3a mexko h > 0. Wurerpamujom obe crpane

jemnaxoctu ([2.1]), mnobuja ce

wm—szaw%@m

Kako y — ¢, ¢ > 0, xana * — 0+, omma x%° ~ Cz° rme je C > 0, rana
r — 0+ (rme f ~ g kama r — a 3Haum lim gé;)) 1). Crora, 3akmydyjeMo
Tr—a

Ia je mecHa CTPaHA jeIHAKOCTU OECKOHAUHA, a JeBa CTpaHa KOHAUYHA, IITO

AOBOIU MO KOHTPAIUKIIN]jE. O
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Teopema 2.4. Axkojeo < 0u —2 < a < —1, oOHIA 3a CBAKO MO3UTUBHO PEIIEH€
mudepeHnujaHe jeHaYNHe Koje je medpunucano ma uaTepBasy (0, z],
3a HEKO 1z > 0, TakBo ma je y'(xo) < 0, caenu na
a:li}r(l;lJr y(@) = —oo.

Zoxas. 1lo3uTuBHA pelewma jenHAUNHE KOja Cy ne(uHUCAHA Y OKOJIMHU
HyJIe Teske Ka KOHAYHOj TAYKU Ca MO3UTUBHOT nesa y—oce kana r — 0+ (jep
Ha ocHoBy Teopewme [2.1] 3mamo na ako je o <O0wma+o+1<0, ongay—» 0
kana r — 04), mox Hexkum mHarubom A, rzae je A € RU{—oo}. IIpernocrasumo
na je A # —oo. Kako je y/(x) pacryha ¢pyuruuja 3a x € (0,20 cienn na numec
xli)r& y'(z) mocroju. Murerpanmjom obe cTpane je IHAKOCTU nobuja ce na
je

h
y'(h) — = /0 %y (z) dx .

Kako y — ¢,c¢ > 0, kana x — 04, omma %y’ ~ Cz®, rme je C' > 0, kama x — 0+.
Crora, jgeBa cTpaHa jeIHAKOCTU je KOHAUHA, a JeCHa CTpaHa je OeCcKOoHAUJHA,

MITO JOBOOW O KOHTPAIUKIIN]E. U

N3 Jlewme u Teopeme [2.4] 3akmydyjeMo na CBa HNO3UTUBHA DPeEIIEHA
oudepeHnnjaTHe jeTHaunHe Koja cy mepunucana Ha untepsBaiy (0, g,
3a HEeKO To > 0, kana je 0 < 0 m a € (—2,—1], mmajy ,Harub A = —o0” kKana
r — 04, Tj. y—oca je TaHTeHTa WHTETPAJHUX KPUBUX pelIeHa IOoCMaTpaHe
jemnauwmue. Ilpupomso ce mamehe muTame jeIMHCTBEHOCTU peliema Kormu-

jeBor mpobiiema

y' =2 =0, y(0) =¢, y'(0) = —o0, (2.10)
rae je 0 <0, —2<a < —1uc>0. Cnenehu npumep morasyje na Komwujes
npobiem (2.10]) HemMa yBeK je AMHCTBEHO pEIleHe.
IIpumep 2.3. Hexka je

? 1
2 it +m(Vi+vi—1)+d’
c-t

VIE=1D) +In(Vi+vE—1)+d’

rae cy ¢ u d TpOW3BOJbHE MO3UTWBHE KOHCTaHTe. llpumermmo ma cy x(t) u

y(t) mobpo nepunucane ¢pyurnuje na narepsany (1,00) u x(t) je unjekTuBHA
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¢yurmmja Ha maTepBasy (1,00). Crora, mosxkemo nocmarparu x(t) u y(t) xkao

napaMeTapcky penpeseHranujy ¢ysrmumje y(r). JemgHoCTaBHUM pPAYyHOM IO-

ouja ce
w = <. 1 NEn
= 2 (Vtt—D+In(t+vt—1)+d3? Vi-1’
, In(VE+vE—1)+d— \/:1
y(t) = c~( —t(t—1)+ln(ﬂ+M)+d>27
B 1+dtt té_l) c(In(vVt+Vt—=1)+d)
o 4 (t—1D)(Vtit — 1) +In(vVEt+VE—1) +d)3’
, ¢ St (-4t /i (In(Vi+VE=T)+d)
) = (=D + Vit s 1 dp
Kako je
d2y 1 " / " !
- 2 (=T 4+ (Vi + V) )

(O) - ((0)? = 5 - (Vilt— D)+ (Vi + VE—T) +a),

3akmpydyjeMo na je ca x(t) u y(t) 3amara mapamerapcka pempe3eHTAlN]a

¢yurumje y(zr), Koja je pememe jennaunue y’ = E—;Q I[MTpumerumo ma

z(t) = 0, y(t) — c,

Z—z(t):%-\/;- (1n(ﬁ+\/t——1)+d— 11_1> 5 o0,

Kaga t — 00, 3a npomsBobHO d € (0,00). Cnemu na Komwmjes npobiem (|2.10))

HEeMa jeIWHCTBEHO pelneme Kamga je 0 = —2 u a = —1, Tj. oBaj Komujen

npobJaeM nMa OECKOHAYHO MHOT'O pPelleibha.

Cneneha nema maje oaroBop Ha APYro muTame ca crpaxe 15|

Jlema 2.3. Ako je 0 < 0, a > —1 u ¢ > 0, ouma Kommujes nmpobGaem (2.10)

HEMa pelnema.
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Jloxas. IlpernocraBumo ma nocroju pememe y(x) Komujesor npobiema (2.10))
U TIPETIOCTABUMO Ja je oHO nedunucano na uarepsadty (0,h], 3a mexo h > 0.

WNurerpanujom o6e crpane jennaxkoctu (2.1)) nobuja ce

y’(h)—y’(é)z/(S y”(:r:)daCZ/(S 2%y’ (x)dx, 6 > 0.

Kako y — ¢, kama x — 0+, ouma z%y’ ~ Cx®, rme C' > 0, kama xr — 0+. Crora,
KaKO JeCHa CTPaHa jeTHAKOCTU TEKM Ka KOHAYHO] BPEIHOCTH, & JIeBa CTPAHA

ka OeckoHauyHOCTH, Kama 0 — 04, HOIa3uMO 10 KOHTPAAUKIN]E. U

2.1.3 Ilomamame pemiema Qy»K IIO3UTUBHOL JIeJjia I—0Ce

[Tocmarpajmo KomujeB npobiaem
y' — 2% =0, y(xg) =0, ¢/ (z0) =\, 29 >0, (2.11)

rae je 0 < 0ua,\ € R. 3nauveme oBako popmynucanor KomujeBor npobiaema
Moke ce objacHutu camyuo kao y Omemky 2.1.2 m u3 Tor pasmaora mehemo

MTOHOBO OOjalrmaBaTH.

Y Jlemu 2.1} morazano je ma ako je 0 < —1 M ako HOCTOjU TO3UTUBHO
MOHOTOHO pelleme auepeHnyjaaie jeHadrHe , OHJa je OHO medumHUCa-
HO Ha HekoM mHTepBausy I rakBoMm ma je (0,z0] C I, 3a Heko xy > 0. IIpumepom
HOKaBaHO je mazaa=—-"uo e (—1,0) mocroju pememe jeHAUMHE
TAKBO Ja rpaduk TOT pelema ,, TeRU Ka HeKOj Tauku ca rx—oce” . [Ipuponso ce

namehe nurame: [la au 3a cBako a € R u 0 € (—1,0) TakBa pemema nocroje?

Teopema 2.5. Hexka je 0 € (—1,0) u a, A € R. Tana, nocroju pememe Komm-
jeBor mpobanema ([2.11]) roje je mepummumcano ua (xg, o + h|, 32 HEKO h > 0 1

A > 0, omHocHO Ha [xg — h,x) 3a HeKo h >0 u A < 0.

Jlokas. Tpurazahemo mokas y cayuajy kana je A > 0 (cayuaj raga je A <0
nobujamo kanga mocmarpamo GpyHruujy y(2xrg — x)). IHocmarpajmo dammaujy

pemema y,(r) Ha cerMeHtTy [Tg, To + h|] TakBy na je

Yu(ro) = 1 >0, y,(x0) = A

Raxo je y,(z) = 2% (z), ctemu ma je y,(z) > 0 u y,(z) > 0 ma cermenty

[0, o + h]. IlpecaukaBame x — = je HEIPEKUAHO U MO3UTUBHO HA CETMEHTY
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[0, o + h], cTora, mocroje rkoucranre m u M takse ma je 0 <m < 2% < M 3a

CBaKoO T € [xg,xo + hl.

Heka je 0 < o < h. 3a x € (x9,x0 + o, Basku na je
Yu(r) = 2%y (x) = m - yg(zo + ).

Cnemu na je

o) =X = yl) = yeo) = | oL

o

> m-yﬂ(xo—l—a)/ dt:m-yg(x0+oz)~(x—x0),

zo
3a CBAaKO T € [xg, To + «f. Cauuno, ciaenu na je

Uu(@) — 1 = y(a) — yulao) = /ggy;(t)dt

zo

m-yg(xg—i-oz)

> A(x_xo>+ 9 '($—$0)27
3a CBaKO T € [g,xo + .
Crora j > myg(wota) o mygl@ote) o .
.]ey,tt(xO_'—Oé)/,u‘i‘)\Oé"’ 5 ot > ) o, Tj.

_1
Yu(xo + ) > (%) =

u kako je o (0 < o < h) IpOU3BOJBHO, BAKMU 1A je

n(@ > (2) =) (2.12)

38 CBaKO T € [Tg,To + h]. VI3 mperxomHux pemosa ciemu na je

el

m 20 20

Yil) =2yl (@) < M- (5)7 - (0 —20) 7% = o1 (2 —w0) T

3a cBako x € (xg,xo + h| (rme je ¢; koHcTaHTa KOja He 3aBuCH OX (). Hakon

IBe WHTEerpamnuje, nobuja ce

y;(x) —-A = / yZ(t) dt < / (t — xo)% dt
T

zo

1 — 0 1+o0
- (1= 3) e 2.13
T, (@) (2.13)

= Cl
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yu () —p— MNa —z9) = /xjy;(t)dt gcl.%.(gg—xo)lza

= cg-(x—xo)ﬁ, (2.14)

3a CBaKO T € [xg,xo + h] (rme je ¢y roHcTaHTa KOja He 3aBucu ox ). W3
HEjeTHAKOCTHU crenn ma je pamunuja y,(r) paBHOMEPHO OrpaHUYEHA
HA CEIMEHTY [xg,Zo + h], a u3 HejemHakocTm ciaenu ma je ta pamuiauja
exsunenpernana (ckyn @ C Cla,b| je ekBUHeNpeKumIaH ako 3a cBako & > 0,
nocroju 0 > 0 Tako na je |f(x1)— f(x2)| < € 3a cBako f € @ u cBako 1,3 € [a, b
3a Koje BakU |r7 — x2| < 0). W3 Teopeme Ap3enaﬁ~ACHonMja|Z] caenu ga
nocroju Hu3 i/ — 0 Takas ma Y, (r) PABHOMEPHO KOHBEDPIUpPA HA CEIMEHTY

[0, o + h| Ka HEKO] PyHEUMjU Y(x).

Ha ocroBy mperxomHor cuaemu na Y, (r) KOHBeprupa paBHOMEPHO Ka y(z)
HA CerMeHTy [ro + a,zo + h] 3a cBako a € (0,h). W3 mejemmarkocTu
(orparmderocT 010310) ciaenu Aa Yo, (r) KOHBeprupa paBHOMEpHO Ka Y7 (r) Ha
cermenty [zo+a, zo+h]. Kako je y, (r) = 2%y;,(z), cremn ma je y"(z) = 2%y ()
Ha (o + a,zo+ h] (1 KAKO je o IPOU3BOJLHO, OBO je 3a0BOJHEHO TaKODhe 1 Ha

uHTepBaLy (Zo,Zo + h]). Ounrmenso je ma Bawu y(xg) =0 u ¥/ (xg) = A. O

TeopeMao6e36ebyje eraucTeHnujy pemena npobaema (2.11)). Hamehe
ce IUTalme je IMHCTBEHOCTHU PEIIema OBOT mpobisema. Y ciaydajy kana je A > 0
(A < 0), ogrosop je mobujen Ha crapgapiaH HauwH. TO je MPUKA3aHO y TEO-

peMm Koja CJiemIu.

Teopema 2.6. Axo je —1 <o <0 u A € RY, onna Komujes npobuem ([2.11])

VMa je IMHCTBEHO pellerne neUHUCAHO Ha HeKOM nHTepBady (zo, xo+h|, h > 0.

Jloxas. KomujeB npobuem (2.11]) ekBuBaJsieHTaH je MHTErPAJHO] jeTHAYNHNA

y(x) = Mz — xo) + / (x — )ty (t) dt .
o
3aro hemo ymecto Komujesor npobiema ([2.11]) mocmarparu 0By MHTErpaHy
jemnauuny. Heka cy y;1(z) u yz(x) pemema Komujesor npobiema (2.11]). Tana

je
(@)~ sale)| < (o= w0) [ # S0 g0 (2.15)

o

Kako je y/(z) pacryha ¢yuruuja, kopucrehu mouerne ycimose mobuja ce ma

6Cesare Arzeld (1847-1912), utamujanckm MaTeMaTudIap
"Giulio Ascoli (1843-1896), utanujancku MaTeMaTHYAD
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Basku A < ¥/ (z) < 2\ Ha cermeHry [z, T + h], 3a HeKRO Maso h > 0. Cuemu
Mz — ) < yr(x) <20z —x0) 1 ANz — x0) < ya(x) < 2\ — ) (2.16)

HA CErMEHTY |[To,Zo + h|. Kopucrehn teopemy Jlarpamska u HejeaHarocT

, nobuja ce
(@) = ()| < (o =)ol [ 470l (8) = (0
3a x € (xg, 2o + h], Tme je £(x) = Mo — x), 3a © € [xg, 29 + h|. Onmarae caenn
§77 a) S Nz —m) 7,

3a x € (xg, 2o + h]. VI3 mejequaroctu (2.16|) caemu na 3a = € (xg,xo + h| Bakn

[91(2) —ga(@)] _ y1(2) + go(2)

< <4\ < o0,
r — Tg r — Tg
CcTOra, 3aKhbydyjeMo na je sup %ﬂf’j(m < 4o00. Komauno, nobuja ce
z€(zo, zo+h]
. ly1(x) — ya(z)) a )7 d
[y1(2) = y2(2)] < (& —20) - [0 - X7"- sup t — 20)° dt,
z€(z0, zo+h] T — Zo
Tj. BaKU HEjeTHAKOCT
— _ Io+h
‘yl(x) yQ(x)‘ < |O'| . )\o‘—l . sup ’yl y2 ’ / t— 'TO v At
T —Zo z€(zo, zo+h] T — o
zo+h

3a x € (x9, %0 + h|. Kako je uarerpas / t*(t — x9)? dt komauaH, 3a JOBOJLHO

o
MaJio h, mobujamo ma je

@ =@l ) = sl
x€(xo, zo+h] T — Zo x€(zo, xo+h] T — Zo
3akmpyuyjeMo ma je y; = Ys. 0

Teopema MOMKe ce IPUMEHUTU U Yy ciaydajy kana je A < 0 u Ttama he
jeIMHCTBEHO pememe OUTH Ne(@UHICAHO HAa HeKOM UHTepBay [vo—h, To), h > 0.
Jloka3 y TOM CIy4ajy je aHaJoraH HPeTXOIHOM JIOKAa3y U M3 TOT Pa3Jjora OH

he duTu usocrasbeH.
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Y cayuajy kama je A = (0, mpeTxoIHa TEXHUKA CE HE MOKE€ NPUMEHUTH.
Cneneha Teopema maje oAroBop Ha NMUTAKE jeIMHCTBEHOCTU pelrema Komm-

jeBor mpobGaema ([2.11)) y oBom ciyuajy.

Teopema 2.7. Aro je —1 < 0 < 0 u A = 0, ouna Komwujes npobaem ([2.11))

VMa je IMHCTBEHO pellemhe neUHUCAHO Ha HEeKOM nHTepBauy (zo, xo+h|, h > 0.

Jloxas. TlocmarpajMo npso ciayuaj kana je a > 0. IIpernocrasumo na je y(z)
pememe Kommjesor npobaema (2.11)) nepunncano na umarepsaay (xg,xo + hl,
h >0, 3a meko mausio h. U3 jemnauwnue (2.1]) cnemu na je

y'(x) = 2y’ (x) = a5 - y7 (x) (2.17)

3a x € (xg, xo + h]. Karo je y/(x) pacryha ¢yukuuja 3a x € [xg, zo + h] 1 Karo
je y'(zo) = 0, 3armyuyjemo na je y'(x) > 0 3a z € (xg, xo + h]. Muoxkemem 06e

crpane Hejennakoctu (2.17)) ca y'(z) u HakoH mHTerpamuje, nobuja ce

a
2x§

. o+1
i (),

Y (z) =

3a x € [xg, 2o + h]. Kako je y/(x) >0 3a x € (xg,x0 + h|, cnequ na je

Y(@) > ( 25 ) (),

N[
.

oc+1

o+1

3a x € [rg,x0 + h|. Hakon memema obe crpane Hejemnarkoctu ca (y(x)) 2 um

HAKOH JOIN jenHe WMHTerpamuje, nobuja ce

wle)'s > 157 (28) o),

N

2 c+1

Tj.

y(z) > (1;(7>1EG : ( 224 )lig-(x—:co)l—ga (2.18)

o+1
3a x € [zg,zo + h).
Ywumecro Kommjesor mpo6iema ([2.11)) mocmaTpajyMo nHTErpasiHy jetHadnHy
va) = [ (oot dr
zo
3a A = 0, Kommjes npobGiuem (2.11]) jecre ekBMBajJeHTaH rOPHOj MHTErPAJ-
Hoj jemnaumau. Hera cy y;(z) u yz(x) pemema Komwujesor npoGaema (2.11]).
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Tana, 3a x € (xg,zo + h], mobuja ce

@) —w@] < [ @t - 0] d

zo

< @m+ma/7x—w-Wﬂw—yﬁwwt

Zo

Kopucrehu teopemy Jlarpamka n n3 vejenunarkoctu (2.18)), caenn ma je
Y1 () = y2(2)| < (20 + h)" - |0|/ (2 =) - €77Ht) - [y (t) — o)t (2.19)
zo

3a x € (xg, o + h|, roe je

2

gu>>mmwmwwx@}>(1;”)ﬁ7(ffyy%-u—zwbm

3a x € [zg,79+ h] . Kako je o € (—=1,0), cremn na je

2(0+1)
(=0 o

(z — o) 72,

50—1@;) <
3a x € (xg,xo+ h|. VI3 mperxonuor pena u u3 Hejennaroctu (2.19) mobuja ce
na je

2(0+1)
=0 o

/7x—w@—ma2waw—yJMdt

Zo

91(2) = y2(2)] < (w0 + h)* - o] -

. <1+ £>a ol 2(0c+1) sup y1(z) — ya(2)| -/x(gg—t)(t—l’o)_ﬂlz" dt

To (1 - 0)2 z€(zo,z0+h| (.T — Qfo)% Zo

3a x € (xg,70 + h|. CynpemyMm M3 IpeTXOIHOT pena jecTe KOHAYAH, jep U3

nejequakoctu (2.14]) Baku ma je

@) —p@)] n@+p@) o

> XX
(x — )T (x — )T

3a x € (xg,x0 + h|. 3a x € (xo,x0 + h], uaTerpan fgz)(x —)(t — xo)*”ﬁ dt

KOHBeprupa, jep —2+ 2= € (—1,0) n jensocraBHMM padyHOM H0OOMja ce ma je

¢ —2+:% _(1_0)2 . =
/a:()(x_t)(t_%) * dt——2(0_+1)($ xo)
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Konauno, 3a = € (29, ¢ + h| Basku ma je

N (R B I
(l‘ — J"O)E Zo xe(xo,xo+h} (,I — .Qj[))E

Kako (1 + w—]z)a — 1, kaga h — 0+, u kako o € (—1,0), carenn na je

sup ly1 () — y2()| < sup [y1 () — ya()] :

x€(xo,z0+h] r—Zo x€(xo,x0+h] T — o

3a MOBOJLHO MAJIO MO3UTUBHO h. 3armbydyjemMo ma je y; = .

[Tocmarpajmo cana cayuaj kana je a < 0. Jlokasz y oBOM ciydajy aHaJOTaH
je moka3y y ciydajy kana je a > 0, Tako ma he oBme OUTU IpPUKA3aHU CAMO
kpyuru koparmu. Hejemmakoct y”(z) = %7 (z) = (xo + h)* - y°(z) amamorua
je HejemHaKOCTU 3a x € (xg,z0 + h]. Ipumemyjyhu mctu meron kao
y cay4ajy kana je a > (0, mobujaMo HejeqHAKOCTU KOje€ peIoM OAroBapajy
nejennaxoctrMa (12.18)), (2.19) u (2.20))

yio) > (150)&'(%6;—?)&-(:5—%)&,

0(0) — (@] < -lo] [ (2070 ln(t) ~ (o) d

I

ly1(2) — ya(2)] , A\ |y1(2) — ya(2)]
<|U| ( ) €(

> 14+ — sup
Zo

(ZE - xo)ﬁ z€(xo,z0+h] (ZL‘ — xo)ﬁ

3a x € (xg,zo+ h|. Konauno, 3akmpydyjeMo na je y3 = yo 1y OBOM ciydajy. [

Teopema MOe ce IPUMEHUTU U y caydajy Kagda je A = 0 aau Kana je
jenrHCTBEHO peliewme qeGuHUCAHO HA [To — h, o), h > 0, 3a maso h. Iloka3s y
TOM CJIydajy aHAJIOTaH je IPeTXOJHO NpUKa3aHOM JOKa3y U M3 TOT pasJora

je M30CTaBJbEH.

2.2 Cuayuaj o € (0,1)

Y oBoM gmeny mucepranuje nmocMmarpamo jemnauuny ([2.1), roe o € (0,1)
n a € R. Rako je 0 > 0, obnact mepuHNCAHOCTU jenHAUNHE MOKE Cce
IPOIIUPUTU, CTOTa HE MOPAMO MOCMATPATU UCKJbYUUBO MO3UTUBHA PEIICHA.
Pesynratu koju cy mpukazaHu y OBOM nesry Oa3upaHW Cy Ha Pe3yJITaTuMa

pana [10].
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2.2.1 Ilonamame peliemha Y OKOJMHY KOOPIWHATHOT IIOUETKA

[Tocmarpajmo KomujeB mpobaem
y" — 2%y =0, y(0) =0, y'(0) =), (2.21)

rae je 0 € (0,1) u A € [0,+00). T'maBum pesyarar jecre na uspas a + o

OUPEKTHO OIJIyUyje O er3uCTEHINjU pelema Tor npobiema.

Teopema 2.8. Herka je 0 < o0 < 1, A >0 wu a+o0+1 <0, rana Komujes

npobiem (2.21)) HeMa TO3UTUBHUX peEIIemha.

Jlokas. Tpernocrasumo na nocroju pemene y(x) Komujesor npobiema
u na je nepurucano Ha mHTepBatdy (0,z1], 3a Hero x; > 0. Onzma oHO MOpa
6utn Heomanajyhe. Ilponyxemem ¢ynrnuje y(z) tTako ma je y(0) = 0, mo-
bujamo ma je ¢yukrimmja y(r) HemperummHa Ha cermenty [0,z u mudepeHny-

jabumana y wmuatepsaay (0,71). Kako je y/(x) pacryha ¢ymrmumja, caemu na

y(@)—0
x—0

Crnemn na je y(z) > Az, 1j. y’(r) > A\°27 3a cBako x € (0,z1]. Murerpamujom

3a cBako = € (0,2z7) Hejemnaroct A < y/(§) = Basku 3a Heko & € (0,z).

obe crpane jemnakoctu (2.1) mobuja ce
1 1 1
y' (1) 21/’(961)—@/(96):/ y'(t) dt:/ ty° (t) dt})\"/ tot dt
T z "

1
3a cBako x € (0, ], mro je memoryhe, jep je a+o0 < —1, na / t*Tdt — +o0,

kama r — 0+. U

Hamomena 2.1. Axko je A = 0, ouna Komujes npobiem ([2.21)) uma pememe
nedUHUCAHO y HEKOj okoJuHM Hysde. Ha npumep, ¢pysrmuja y(x) = 0 jecre

peaiewme KOje 3a40BOJbaBa 3aJaT€ IIOYETHE YCJIOBE.

Teopema 2.9. Arko jea+o+1>0wuo € (0,1), onma 3a cako A > 0 Komwujes

npobiem (2.21)) nma jeAMHCTBEHO perieme nqeGUHUCAHO HA HEKOM UHTEPBAJY

(0,h], h > 0.

Joxas. Ymecro Komujesor mpobGaema (2.21]) mocmarpajmo uaTErpasny jes-

HAUVHY
y(r) = Az +/ (x — )ty (t) dt.
0

Kommjes npoGuem (2.21]) jecte exkBuBaJsieHTaH rope HaBEIEHO] MHTErPAJIHO]

jeTHAYMHA.
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Hwus ¢ysrnuja nepurmmemo Ha cienehm Hauwns:

yo(z) = Az, yp1(z) = Ao+ /Ox(a: — t)t*yo (t)dt. (2.22)

[Torasknmo na 3a cBe GyHKIMje Y, (T) Baske Heje THAKOCTU

At < yp(z) < 2X\x, z€[0,h], n €Ny, (2.23)
h1 l—0o
3a h; TakBO ma BasKu / trodt < 5 IloKasKMMO MPETIOCTABKY WHIYKI-
0

jom. Axo je n = 0, oma je Az < Axr = yo(x) < 2\z, 3a = € [0,hy]. Axo
nHejennakoctu (2.23)) Baske, onma je (Ax)? < y2(x) < (2A\x)7, 3a x € [0, hq].
Kaxko je

Ar < Az + / (x — )ty (t) dt = ypia(x),
0

a(z) < Az / (z — 1) (20)7 dt
0
h1
< AT+ 27Nz / (4 gt
0

< 2)\z,

3a x € [0, hy], 3akmyuyjemo nma (2.23) Basxu.
ha Ao
Hexra je hy TaxBo ma je ot dt <

u Heka je h = min{hy, ho}. Hera

0
‘e 5. — |yn($) - yn—l(x)‘
je 0, = sup .
z€(0,h] x
|yn<x> - yn—l(x)‘

Kako y,(x) € [\x,2X\z] 3a = € [0,h], n € Ny,

cremu ma je < A3az € (0,h], n € Ny, crora je 0, KOHAUHO.

x
U3 ycaosa o € (0,1) cremnn na je (2Az)° ' < y2 Yz) < (A\x)7 !, 3a z € (0,h)].

N3 Teopeme Jlarpamxa caenm ma je
Y1 (z) —yn(z)] < o x/ t &7 - yn(t) — yna (8)] dt
0

< a-x/o 4 (AT yn(t) — ynoa (1) dt

Op

< l";,

jep je (2Az)77! < (&(x))° 7t < (Ax)°7t, 3a x € (0,h]. Barmyuyjemo ma je
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Opp1 < —, MITO UMILTUIIPA PABHOMEPHY KOHBEPTeHIMjy HU3a U, (T) Ka HEeKOo]

¢yurumju y(z). Kako je

T h h
/ (a:—t)-t“-yﬁ(t)dté/ a:“-yZ(x)da:éQ")\"/ 2"t dr < o0,
0 0 0

Ha OCHOBY JIeGePOBeﬂ TeopeMe O JOMUHAHTHO] KOHBEPTEHIIUjU MOXKE ce Tpohu

auMecoM mon mHTerpasa y penamuju (2.22)). Kao pesynrar mobujamo ma je

y(x) = v+ /Ox(x — 1)ty (t)dt .

Omarne canemqu ma lim y(x) = 0, lim ¢/(z) = A, ¥/ = 2%° u dyurnuja y(zr)
rz—0+4 z—04

jecre mepunucana ua uarepsaiy (0, h.

Hoxraskumo cana jenuacrBenoct. Heka cy y;(z) u yo(z) pemema Komwujesor
npobaema ([2.21)). Hera je M = max{y;(h),y5(h)}. Karo y;(x) € [A\x, Mx] 3a
z € (0,h], i = 1,2, cnenn na je ““(x);—yQ(x)‘ < 400, 3a z € (0,h]. Kopucrehn

Teopemy Jlarpamka mobujamMo HejeTHAKOCTH
@) - @] < o [ el - K]
< a-x/;ta-sa*(w-|y1<t>—y2<t>|dt,
rae je (22z)7 7! < (&(x))° 7t < (Az)°7 L, 3a 2 € (0,h]. Crora, 3a z € (0, h] Baxn

|y1(a;) —yz(l’)|

< U-X’_l/ ey (8) — ya(t)| dt
0

T
h
z) —y2(x
< g - )\0’—1 Sup |y1( ) yQ( )l / ta+U dt,
z€(0,h)] z 0
cirenm ma je
yi(x) —y2(2)| 1 [91(2) — ya ()]
sup < = sup .
2€(0,h] xz 2 x€(0,h] x
3akmydyjeMo na je y; = ys. O

JenuucrBenoct pemema Komujesor mpobaema (|2.21)) He Basku y ciayuajy

kana je A =0 u TO je mpukasaHo y cienehem mpumepy.

8Henri Léon Lebesgue (1875-1941), ¢panmyckun MaTemMaTmdap
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IIpumep 2.4. Ilocmarpajmo jemmauuny y” = z%°, roe je a+ o0+ 1 > 0 n

o € (0,1). Ipumernmo na ¢ymrnuja y(r) = wz?, z € (0,+00) jecre pememe
1

mocMaTpaHe jeqHadyuHe, TOe je W = (%) r = % OBo pe-

meme 3a10BosbaBa ycaose lim y(x) = 0 u lim ¢'(z) = 0. Aau u pyuruuja
z—0+ z—0+

y(x) = 0 rakobe jecte pememe nmocmarpane mupepeHnUjalHe jeHAYNHE KOje

3a,00BOJbaBa MUCTE yCJIOBE.

2.2.2 TIlocrojamhe BEPTHUKAJIHUX ACUMIITOTA

Y OpeTxXomHOM MAeJly IOCMAaTPaJIVd CMO ACHUMITOTCKO IOHAIIAHE€ DEelleHa
IndepeHnnjatHe jenHaunHe y 6mumsuru tauke (0,0). Axo Kommjes
npobiem (2.21)) mema pemema, a oaroBapajyha pemema jenHaunte cy
nedumHUCaHA y HEKO] OKOJUHU HyJe, KaKO Cy OHA MOHOTOHA Yy HEKO] OKOJIMHU
HyJIe, TTOCTOjU ﬁlir&y(x) y ckymy (0,+o00)U{+o00}. IIpupomuo ce mamehe mu-
Tame NOJ KOjUM yCJIOBMMAa he pelnema jeqHadnHe TERUTA Ka KOHa-
YHO] TAYKW, a IOJ KOJUM yCJIOBUMa he MMaTyu BEPTUKAJIHY ACUMITOTY, KaIa

z — 0+.

Teopema 2.10. Hera je 0 € (0,1), a < —2 u Heka je y(r) MO3UTUBHO pelnemne
mupepenmujanse jeqnavnse ([2.1) nepununcano wa muTepBamy (0, o], 3a HEKO
xo > 0, TakBo ma je y'(xg) < 0, Tana je

li = .

S vle) = oo
Jokas. W3 jemmauwnue (2.1)) caemn ma je y’(z) > 0 3a x € (0,2¢], g > 0,
1j. y(x) jecre KoHBekcHa ¢yurmumja. Kako je y'(rg) < 0, 3armbydyjemo ma je

y'(x) < 03a x € (0,29) muy(x) = y(x) 3a x € (0,x0]. OBo, 3ajenno ca (2.1,

UMILIATIAPA HEje THAKOCT
y'(2) = 27 () > 2"y (o). (2.24)

[Tocmarpajmo mpBo cayuaj kama je a # —2. W3 mejemmaroctu (|2.24)),

HAKOH MHTerpaluje, nobuja ce

xo o
“y(2) > ' (wo) — o/ (2) = / J' () dt > / o7 (o) dt = L2 (gt — o),
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3a x € (0,x¢], Tj. HAKOH joIr jeqHe mHTerpauuje nobuja ce

ya(xo) . Ia+2 - xa+2
Vi) > —ylan) +y(r) > L) (< R =L

Kana r — 0+, mecHa cTpaHa Heje THAKOCTU TEKU Ka OECKOHAYHOCTHU, CTOTA U

JIieBa CTpaHa TaI{Obe MOPpa TEENUTU Ka DECKOHAYHOCTHU.

Pasmarpajmo cana ciayuaj kana je a = —2. W3 mwejennarkoctu ([2.24), nakon

UHTErpaiuje, noouja ce

—y'(x) =y (z0) — Y (x) = /:O y'(t) dt > /:0 yoijfo) dt =y (zo) - (1 _ l>,

T i)

3a x € (0,x¢], Tj. HAKOH jomm jemHe MHTerpamuje nobuja ce

() > ~ylao) +y(e) > v7(a0) - (Inzo ~Inw = -z — ).

Kana r — 04, mecHa cTpaHa HejeTHAKOCTU TEKU Ka OECKOHAYHOCTU, CTOTA,

1 JIeBa CTpaHa Takohe Mopa TEeKUTU Ka OECKOHAUYHOCTHU. O

WNurepecyje vac ma au pemema jennaunue (2.1)) MOry mmaTu BepTUKAIHY

ACUMIITOTY y Cay4dajy kKama je a > —2. Oarosop Ham maje ciaeneha Teopema.

Teopema 2.11. Axo je 0 € (0,1), a > —2 u ako je y(x) MIO3UTUBHO peLICHE
mupepentujanne jeqnavune ([2.1) nepunucano ma murepsany (0, o], 3a HEKO

xo > 0, TakBo ma je y'(xo) < 0, onma je

Ili)r&r y(x) < +oo.

Jokas. W3 jennauune ciequ ma je y'(x) > 0 3a x € (0,z0), Tj. y(z)
jecte romBekcHa ¢(ynrmmja. OnmaBme m u3 ycuaosa y'(rg) < 0, 3akmyuyje ce
na je y'(z) < 03az € (0,z0) my(r) = y(xg) 3a x € (0,20]. OBo, 3ajemno ca
jeTHAUYMHOM , UMILTAIIAPA HEjeTHAKOCT

Y1) =ty (1) < ty7(x), (2.25)

3a cBakKo t € [x, o).

[Tocmarpajmo mpBo ciayuaj kana je a # —1. W3 wejemmakoctu ([2.25)),
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ocJje UHTerpaiuje, noouja ce

) , y) Y x0 x8+1 - l,a+1
Via) ~ e = [y < [ eyed =y T
- . a+1
3a cBako z € (0,xzq]. Crora, 3a cBako t € [z, x| cnenn na je
xa+l - ta+1 xa+l _ ta—l—l
"(z0) —y'(t) <y (t) - o <y (2) nv——
(o)~ () <y () T <)
Harown jow jemue marterpanuje, 3a = € (0,z0] mobuja ce
o a+2 _ a+2
! . . < Y (I‘) . [ a+1 o - Lo z i|
o) — 2) — y(ao) +y(x) < L2 [agt g — ) - T
Sakmyuyjemo ma 3a csako z € (0,x0] Basku ma je
— - 1 xdt2 — got?
l1—0o < y(l'()) Y (xo)(ﬂ?o .’L') . [ a+1 . %0 i| )
y (@) S y°(x) a+1 % (w0 — ) a—+ 2

[TpernocraBumo na je mpaBa z = 0 BepTurasHa acumnrora (yHruuje y(zr)
rana r — 04. Tama, meBa cTpaHa mpeTXOmHE HEjeTHAKOCTU TEXKU Ka OECKO-
HAaUYHOCTU Kaja © — 0+, IOK JecHa CTpaHa He TEeXKU Ka OeCKOHAYHOCTU (HpBU
cabupak TeRU Ka HyJIHu, a APYru je orpanndel). V3 mobujene KOHTpaIUKIM]je
3akmbydyjeMo na npaBa x = ( HUje BEpTUKAIHA acUMITOTa (yHEOUje Y(T).

Crora, 3a a € (—2,-1)U(—1,00) crenn na je lir(])rl+y(x) < +00.
T—

[Tocmarpajmo cama cayuaj ramna je a = —1. CuamuHO, U3 HEjeTHAKOCTHU

nobuja ce
y'(z0) = y'(x) <y (2) - (Inzg — Inx),
3a cBako z € (0,x¢]. Crora, 3a cBako t € [z, x| caenu na je
y'(zo) — /() <y°(t) - (Inzo — Int) < y°(x) - (Inzo — Int).
Harown jow jemme maTerpamnuje, 3a = € (0,z9] mobuja ce
v (x0)(zo — ) — y(xo) + y(z) <y’ (x)- [ln zo- (xg—2) —zo(Inzg— 1)+ z(lnx — 1)} .
Sakmyuayjemo ma 3a cBako z € (0,x0] Baku ma je

y(wo) — y'(z0)(z0 — 7)

v S Yo (z)

+ [ln:z:o (xo—2z) —xo(Inzg — 1) + z(lnx — 1)]
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[IpernocraBumo na je mpaBa x = 0 BeprukasHa acuMnrora (yHkje y(z)
rana r — 04. Tama, meBa cTpana mpeTXoaHe HEjeTHAKOCTU TEXKU Ka OECKO-
HAUYHOCTU Kana © — 0+, IOK JecHa CTpaHa He TeRU kKa 0eCKOHAUYHOCTU (OpBU
cabupak TeKU Ka HYJIU, a APYTU je OTpAHUYEH, jep rli}r&:z:(ln:c —1)=0). U3
nobujeHe KOHTPAIUKIUje 3aKbydyjeMo Oa je xlg&y(as) < 400 M y Cayuajy

Kaga je a = —1. O

2.2.3 Ilomamame pemema Oy MO3UTUBHOT neJjia y§—0ce

Ha ocuoBy mperxomno nmobujenux pesyiaraTta cienu na RommjeB nmpobiem
y'—2%y” =0, y(0) =c¢, ¥y'(0) =\, (2.26)

rne je 0 € (0,1) u ¢ € [0,400) uma cmucaa ako je a > —2. Kako je y/'(z)
pacryha ¢ysrmuja va narepsaay (0, x|, 3a Hero 9 > 0, caemu na xlirgl+ y'(x)
nocrojuy ckymy RU{—oo}, 3aro hemo pazmarparu TakBe BpeIHOCTH MapaMe-
Tpa A. Ilobujenn pe3dynarary mMokalyjy JMa ce HOHAIIAlke pellema AuepeHIn-
janue jemmaumue ([2.1) npactuyno paszaukyje y ciaydajy kazna je a € (—2,—1]
1 y ciy4dajy Kazna je a > —1.

Jlema 2.4. Axo je 0 < o <1, a < —1 u A\ ¢c > 0, ouna Komujes mpobGiem

(2.26]) Hema pemema.

Zloxas. AKO OM TOCTOjaJiO MO3UTUBHO peEIIeHe Ca HAaBEeIEeHWM OcobumHaMma,
oHma Ou oHO MopaJo butu Heomamajyhe. IlpermoctaBuMo ma TakBO pelre-
Be [MOCTOju U Ja je oHo nedpunucano wa wunrepsany (0,h], 3a meko h > 0.

WNurerpanujom o6e crpane jennakoctu (2.1)) nobuja ce

y'(h) — X = /0 %y (x) dx .

Karo y — ¢, kama x — 04, omma z%y’ ~ Cz?, rme je C > 0, kana r — 0+. Kako
je mecHa cTpaHa jeIHAKOCTU ODECKOHAUHA, a JieBa CTPaHa KOHAUHA, MOJIA3UMO

0 KOHTPaIUKIN]E. O

Teopema 2.12. Aroje0 <o <1ma < —1, oHZA 338 CBAKO TO3UTUBHO PEIICHE
y(x) mudepenmumjanue jemnauune ([2.1) mepumumcano ma muTepmaxy (0,70, 3a
HEeKO xo > 0, TakBo na je y'(xg) < 0, cnenn ma

. / _
15, ¥(6) = —oo.
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Joxas. Kako je y'(xy) < 0 um xaro je y'(x) je pacryha ¢yuruuja, caenn na je
y(z) = y(x) 3a = € (0,20]. Karo je 0 < o <1, cnenu na je y’(z) = y’(xy) 3a
z € (0,z9]. Murerpammjom obe crpane jemnarkoctu (2.1)) mobuja ce

@) 2 )~y = [ b= [ ez [

Kanma r — 0+, mecHa cTpaHa jeIHAKOCTU TEXU Ka OECKOHAUYHOCTHU, CTOTA U

JieBa CTpaHa TakKobhe Mopa TEXRUTU Ka OECKOHAUYHOCTU. 0

N3 Jleme 2.4 u Teopewme [2.12] 3akmyuyjemMo na je y—oca TaHNEHTa UHTE-
IrpaJIHAX KPUBUX pellema nocmarpane jemnauwmue ([2.1)), koja cy medpunucana

y HEKO] OKOJIMHU HyJe, kKana o € (0,1) u a € (—2, —1].

Teopema 2.13. Arkoo € (0,1),a > —1,¢c>0u X € R, onna Kommjes npobiem

(2.26)) nma jemuucTBEeHO pememe nedunucano ma unrepsaay (0,h], h > 0.

Joxas. Ilocmarpajmo mpBo cayuaj kana je A > 0. Ywmecro KommjeBor npo-

6aema ([2.26)) mocmarpahemo uaTerpasny jennauuny
y(2) = Az + c+/ (z — £)oy7 (1) dt (2.27)
0

jep je Kommujes npoGiuem (2.26|) ekBuBasenTan unrerpasnnoj jennauunm ((2.27)).

Hwus ¢ysrnuja je nepuuucan Ha ciaenehn mavms:
Yo(z) =Ax + ¢, Ynp1(x) =Ax +c+ /Ox(a: — t)t%yo (1) dt . (2.28)
[Toraskumo na 3a cBe QyHKIUje Y, (T) Baske Heje THAKOCTU
c+ A <yp(z) <c+2\z, x€0,h], neNy, (2.29)

3a HEKO h Koje He 3aBucu on n. Jlokazahemo MHIYKIMjOM MPETIOCTABKY. AKO

jen =0, ouna c+ Axr = yo(x) < 2A\x+¢, 3a x € [0, h]. Hera Baske HejennarocTu

[£:29), rana jo

(c+ Ax)? <yl(x) < (2 \x + )7,

3a x € [0, h]. Crora je
Yns1(z) < Az +c+ / (x — )t (c+ 2Xt)7dt
0
h
< )\:c—l—c—l—x/ t*(c+2Xt)°dt < 2z + ¢,
0
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3a MOBOJbHO MaJio h. Kako je
A+ c< e +c+ / (x — )ty (t)dt = ypi1(x),
0

3akmyayjemo ma (2.29) Baxku.

[TorasknMo paBHOMEDPHY KOHBEPIeHIM]y Hu3a Y, () Ha cermenty [0, h]. Ioc-

MaTpajMo ¢yHKIHOHAIHA pen Yo(x) + Y (Yn(x) — yp—1(z)). Hus napmujananx
n=1

cyma tor pena je S,(x) = yo(z)+ (yl(a:) —yo(a:)) +oo ot (Yn (@) —yn_1(2)) = yu(2).
Crora, paBHOMEpHA KOHBEPreHnuja (yHKIMOHATHOT HUA3A ¥, (T) eKBUBAJICHTHA

je PaBHOMEPHO] KOHBEPTIEHIN]U TOCMATPAHOI (DYHKIIMOHAJIHOT pena.

[Toraxkumo ma je
|Yn () — Y1 (z)| < 2"\, 2 €[0,h], neN, (2.30)

3a HEKO h kKoje He 3aBucu on n. OBy IpeTHoCTaBKy AokKazaheMo WMHIYKIMjOM.

3a n =1, nobuja ce

ly1(z) — yo(x)| < x/x t*(M+ )7 dt < x/hta()\t +0)7dt < \x,

0 0

3a mOBOJLHO Maso h. Heka HejemHakocT BasKM, Taua je
@) =) < o [ 020 -2 Ol

= oo [ ) = )]

rae je Ar + ¢ < &(x) < 2\x + ¢, 3a z € [0, h], crora je
(c+222) < o)< (Mo +0)7 L ze0,h)].
Cnemn na je
[Yns1(x) —yn(x)] < o-x /w t*(c+ M) " A™ dt
0

h
< a-A”-x”“/ t*(c+ \t)7dt
0

n+lyn+1
< 2"
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3a x € [0, h] u noBowHO Maso h. 3akmyuyjemo ma je
[Yn(2) — Yn_1(z)] < 2"N* < (AL)", 2 €[0,h], neN.

3a IOBOJBHO MaJIO h, M3 IPETXOMHUX PEIOBA 3aKbYUyjeMo na HU3 Y, (T) paBHO-

MEPHO KOHBeprupa ka Heko] ¢pyuruuju y(x) ma cermenty [0, h.

Heka je y(zr) = lirf yn(z), © € [0,h]. Tama je y(0) = c¢. Huz yI(x)
n——+0oo

paBHOMEPHO KOHBeprupa ka ¢yurnuju y°(x) ma cermenty [0, h]. Crora

lim gc(m — Oty (t) dt = /Ox lim ((x — )ty (1)) dt = /Ox(a: — )t (t) dt.

n—-+o0o 0 n—-+o0o

OpaBne 3akmydyjeMo na HU3 Y,(T) PABHOMEDHO KOHBEPIUpa HA CEIMEHTY
[0,h] kKa GyHrmUju KOja je pememe jemmauumue (2.27)). Omarne ciaemu na je
y'(0) = 0. Crora, y(z) jecre pememe Kommujesor npobiema ([2.26]).

[Toraskumo cana jemuactBenoct. Heka cy y;(z) u yz(x) pemema Komujesor

npobiuema ([2.26)). Tana je
(@) — o) <0 - / () — ga(6)] - € (1)
0

rae je c+ Ar < &(x) < ¢+ 2\x, 3a x € [0, h], crora je (77 (z) < (A\r +¢)7 7!, 3a
z €0, h).

Komauno, 3akmyuyjemo na je

h
91(2) = a(@)] < o - max [y (z) = 42(2)) x/ t9 N+ )7t
T y 0

Tj.
1
ly1(x) — y2(x)] < 5 nax [y1(x) — ya(x)], 2 €[0,h],
z€[0,h]

3a moBoJsbHO Majao h. Cuaemm ma je y; = yo.
Kana je A <0, moka3 ce cupoBoau aHAJOTHO W 3aTO je M30CTaBJbEH. 0

[Ipuponuo ce mamehe murame: /[la au Mory pemema, y ciydajy Kana
o€ (0,1) ma> —1, na Teske Ka KOHAYHO] TAYKU Ca MO3UTHUBHOI HeJja y—0oce

kanga r — 0+, ca marubom ,\ = —o0”?

Jlema 2.5. Ako je 0 < o <1 u a > —1, onna Komujes npobnem y’ = x%°,
lim y(z) = ¢ € (0,400), lim ¢/ () = —o0, HEMa pemema Koja cy medprHHCAHA
r—0+ z—04

na unrepsany (0,x], 3a Heko xy > 0.
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Jloxas. IlpernocTaBUMO na TakKBO pemieme nocTtoju. /[oBOBHO je mocMaTrpaTu
camo Hepactyha pemema, cTora MOkKeMoO npermocraButu na je y'(zgp) < 0.
Kaxko je y/(x) pacryha ¢ymrmuja, ciemu na je y(z) < ¢ 3a = € (0,20]. Kako je
0<o <1, cnemn na je y’(z) < ¢, 3a z € (0,x9]. MuTerpamujom obe crpane
jemHaKOCTH nobuja ce

o o xo
Y (o) — o/ () = / y'(8) dt / 17 (#) dt < ¢ / 9 dt

Kama x — 0+, mecHa cTrpana HejeTHAKOCTH HE TEKU Ka OECKOHAUYHOCTH, MOK

JleBa TEXU, MTO JOBOAW O KOHTPAAUKIIN]E. ([l

[Tpumerumo na ce pemema jemnauumse ([2.1]) momamajy camuno y ciyuajy
kana je 0 < 0 u kana o € (0,1) (mocrojame BEPTUKAIHUX ACUMITOTA, [MOHA~
ame pememna y OKOJWHNA KOOPAMHATHOD IIOYETKA, KAO U IMOHAIIAKe Pellena

IysK TO3UTUBHOT Iejia y—oce).

2.3 Cayuaj o >1

Y oBOM meny mucepraiuje mocMaTpaMmo audepennujanny jennaunuy ([2.1f),
rae 0 > 1 u a € R. Pe3dyaratu Koju cy mIpuUKa3aHu y OBOM [ely Oa3upaHu Cy

Ha pesyiararuma pana [14].

2.3.1 Ilomohuu pe3ynararu
[Tocmarpajmo mudepeHnMjaIHy jeTHAYNHY
u’ — Bu' 4 Au— |u/*'u =0, (2.31)

roe je u = u(t), A € R, B > 0u k > 1. Pesyararu koju npurasyjy
ACUMIITOTCKO MOHamame pemema jemunaunne (2.31)) npukasanu cy ciaenehnm

nemama. Ilokasu nema nmpukaszanu cy y pamy [1].

Jlema 2.6. Hexka je A < 0. Tana 3a npou3BoJ/pHO HETPUBUjAJIHO pemieme u(t)
mudepennujanue jennauuse (2.31)), koje je mepuHMCAHO ¥ OKONMMHM OECKOHA-
YHOCTH, BAKU 4 je

u(t) = (C+o(1) e ™

kana t — +oo, rae je C #0um = \/%2 —A-— % > (0. TakBo pememe ToCTOjU
3a mpown3BossHO C' # 0.
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Jlema 2.7. Herka je A = 0. Tama 3a mpow3BOJ/LHO HETPUBUjAJIHO PENICHE
u(t) mudepenuujanue jenuaunse ((2.31)), koje je mepuHUCAHO Yy HEKOj OKOJIUHUI

OECKOHAYHOCTU, Ba:KU 14 je

NI

)=+ (5 H) o).

kama t — 400, rae je = 2 > (0. TakBo pememe MOCTOjN.
) J T—1 p J

Jlema 2.8. Hera je A > 0. Tana 3a npon3BOBLHO HETPUBU]AIHO pemene u(t)
mupepennujanne jennauune (2.31)), koje je mepurmcano y okosuHU GECKOHA-
YHOCTU, BaKU 14 je

u(t) = £A% +o(1),

kama t — 400, rae je f = — > (0. TakBo pememe MTOCTOjN.
) J 1 p J

[IocmaTpajmo canma mupepeHOUjadHy jeTHAUNHY
u’ + Biu' + Au — |u|*tu =0, (2.32)

rae jeu=u(t), A€ R, By >0uk > 1. Pesynraru, koju onucyjy aCUMOTOTCKO
noHamame pemema jennavuse (2.32)), npukazanu cy ciaenehum semama. Ilo-

Ka3u JeMa npukazanu cy y paxny [1.

Jlema 2.9. Hera je A < 0. Tana 3a npon3BOBHO HETPUBU]AIHO pemmene u(t)
nudepennujanue jennaunue (2.32)), koje je meduHMCAHO Yy OKOJIUHU GECKOHA-
YHOCTH, BaKU 14 je

u(t) = (C 4 o(1)) e M,

B}

Kazna t — +oo, rae je C #0u M =/ — A—i—% > (0. TakBo pememe mocToju

3a mpousBossHO C # 0.

Jlema 2.10. Heka je A = 0. Tana 3a npou3Bo/bHO HETPUBUJATHO perreme u(t)
mudepeHnujaiHe jeTHaYnHe , KOje je mepuHMCAHO y OKOJUHU OeCKOHa-
YHOCTH, BAXKU 14 je

u(t) = (C +o(1)) e Pt

kana t — +oo, rae je C'# 0. TakBo pememe nocroju 3a mpousBobHo C # 0.

2
Jlema 2.11. Hera je 0 < A < %. Tanma 3a TMpOU3BOLHO HETPUBUJAJTHO peETIIe-
mwe u(t) mupepennujanse jennaunue (2.32)), koje Tesxu Ka Hyau kanxa t — +00,
BaXKU 14 je

u(t) = Ce ™ (14 0(1))
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nJjiinm

u(t) = Ce ™ (1 +0o(1)),

rnejeC’#OM0<m:%—\/BT%—A<M:\/BT%—A+%. TaxBo permeme

mocToju 3a npousBossHo C' # 0.

2.3.2 Ilonamame pemiema Y OKOJIMHU HYJIE

Y oBoj cernmju nocmarpahemo jemnaunny Emunen-Paynepa , y CIy-
yajy kana je 0 > 1 ua € R. IlocmarpahemMo acuMOTOTCKO MOHAIIAKE PEIIEHA
jemHaumHe rana r — 04+. Moske ce mpumerutru na BehwuHa Jema U Teo-
peMa koje cMo popMmyiucanu y ciaydajy kaga je o € (0,1) mory ce mpumeHuTn
u y cayuajy kazxa je o > 1. Osme To mehe Gutu npukazano (1ako ce mpo-
Bepasa), Beh he 6utu nmpukaszana Besa usmeby jennauuna u
U jeIHAYUHE . Haume, nmonamame pemema jeqHauynHa u

nahe mam 3HauajHe MHOOPMANMje O MOHAIIAKY pellewma jennauwnue ([2.1]).

Kako 6u ce makme mpaTtno mOKa3 TeopeMe Koja cjleau U Aa Ou ce mpume-

TUJIa KOMIIJIETHOCT MMOCMATPaHUX ClIydajeBa, mocMaTrpajMo camky 2.1.

a>-2, ()

a=—2, (A)/% a<—-2,2a+0+3>0, (A)

a<-22a+0+3=0, (N

a<—-2,2a+0+3<0,a+0+1>0 (A)
2a+0+3<0

a<-2,2a+0+3<0,a+0+1=0 (bB)

a<—-2,2a+0+3<0,a+0+1<0 (B)

Cnaura 2.1.

Teopema 2.14. Heka je 0 > 1. Heka je y(r) npon3BO/bHO MO3UTUBHO PEIICHE
jenHaYmHe KOje je me(pMHMCAHO y OKOJMHU HyJe. Pasznukyjemo ciyda-
jeBe:

(A) Aro je 2a+0+4+3<0, a< -2, a+o+1>0mma< -2, 2a+0+3>0

v a = —2, OHIa je

y(x) = (C+o(1)) -z,
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kaga r — 0+, rme je C' > 0. TakBo pememe mocroju 3a npoussomsuo C' > 0.
(B) Ako je a< —2una+o0+1=0, ouna je

y(x) = ((a+2)Inz)@ -z (1+0(1)),

raga r — 0+. TakBo pememe mocroju.

(B) Ako je a<—2ma+o+1<0, onna je

Ja) - ((<a+fi<ﬁ)§+ ) +o<1>) ot

raga r — 0+. TakBo pememe nmocroju.

(') Axo je a > —2, ouma 3a npousBomuo C' > () mocTOje pemema jeaHadnHe
(2.1) TaxBa ma je
y(z) = C(1+0(1)),

nJjiinm

y() = C(L+o(1)) -2,

Kama xr — 0-+.

(1) Axo je 2a+0+3 =0, onga peueme jeqHaAUNHE Y TapaMETapPCKOM OOJIUKY

jecte
_1
x(7) = m0262f<%+1ﬂ+1+72+01) *dr
= 2
8 —+1 2 7%
y(T) _ anTef(UTlT +T +C’1) dr
o—1
rue je (%) * =1 wurme cy C; u Cy roucranre, takse na Cy > 0 u ma cy

u3pa3u 100pO mePUHUCAHU.

Zloxas. Y mora3y oBe TeopeMe KOPUCTMNEeMO JieMe M3 MPEeTXOMHOT Iesa.

Cvenom x = e, y = ue ™, rae je A = 22 u u = u(t), jemmauuna (2.1))

l—0o

ceomu ce Ha jemmauwmue (2.31) u (2.32)), 1j. Ha jennauuny obGiuka

u =2 =D+ XA = 1Du—u” =0.

(a+2)(a+0o+1) .

OBo je cnenujanan ciayuaj jennauune ([2.32)), rue je A =

(1-0)?
2a +0+ 3 )
B = 4 [IpumeTnMO ma BakM jeTHAKOCT
B? 1
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(A) Ia 6ucmo mokazauu oBaj ciaydaj kopucrtuhemo Jlemy , Jlemy u
Jlemy [2.10}

Axo je 2a+0+3<0, a<—-2, a+oc+1>0, oumaje A<Ou B >0. Ha

ocuoBy Jleme [2.6| nobuja ce
u(t) = (C +o(1)) e ™,

kana t — +oo, rme je C' > 0 m u3 jemmakoctu ([2.33) mobuja ce ma je

1-B ato+1
2 o—1 °

nobuja

m = > (0. Y oBoM cayuajy 3akbydyjeMO Oa je m = Onasme ce

y(t) = u(t)e™ = (C +o(1)) e~ "N = (C + o(1)) e,
kama t — +oo, raoe je C' > 0, Tj.
y(@) = (C+o(1)) -z,

raga r — 0+, rme je C' > 0.

Arko jea < —2u2a+0c+3 >0, oama je B<0u A<O0. U3 Jleme [2.9

ciaenn
u(t) = (C+o(1)) e,

kaga t — 4oo, rme je C >0u M = BT%—A+%>O(B1:—B). Y oBoMm
ato+1

ciyuajy mobuja ce ma je M = “*=—. Crora, cieau
y(t) = u(t)e™ = (C +o(1)) e MV = (C +o(1)) e,
kama t — +oo, rae je C' > 0, 1j.

y(x) = (C+o(1)) -z,

kana r — 0+, rme je C' > 0.

Axo je a = —2, onna je B=—1u A=0. U3 Jleme 2.10] cnenn
u(t) = (C'+o(1)) e Bt
kana t — +oo, rae je C' >0 u By = —B. Onasne ce nobuja

y(t) = u(t)e™ = (C +o(1)) e PV = (C+o(1)) e,
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raga t — +oo, rme je C' > 0. Cuemu
y(x) = (C+0(1)) - z,

kana r — 0+, rme je C' > 0.

(B) Ako je a< —2ma+o+1=0, onma je A=0u B=X=1. U3 Jleme
2.7 cnenn

[N]jey

u(t) = ((e = 1)t))"

2
kama t — +oo, rae je = p—] > 0. OnmaBne ce mobuja
O' JR—

(1+0(1)),

y(t) = u(t)e™ = (—(a +2)1)77 (1 +o(1)) e,
kKaza t — +oo. Cuenm
y(@) = ((a+2)Inz)™ -z (1+0(1))

Kana r — 0-+.

(B) Axo je a< —2ma+o0+1<0, ouna je A>0wu B> 0. Ilomro mac

3aHMMAajy MCKJBYUMBO IIO3UTUBHA pemiema u3 Jleme nobuja ce
8
u(t) = A2 4+ o(1),

kana t — +oo, rae je = % > 0. OmaBue, mobuja ce

y(t) = u(t)e ™ = (<<a + ?i(i ;r;— + 1>> T 0(1)) -

Kama t — 400, Tj.

mw:<(m+2@$§+”)“ﬁwuﬂxﬁ?

kKana © — 0-+.

(I') Ao je a > —2, onma je B<0mu0<A<Z Tagajem=2-1=_)

m M =B =1\ Uz Jleme 38 CBAKO HETPUBUjAJHO pemieme u(t)
jemnnauwune (2.32)), roje Teskm ka 0 Kama t — +00, BaKu

u(t) = CeM (14 o(1))
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nJjiinm

u(t) = CeA =1t (I1+0(1)),

rae je C' # 0. Onasne, nobuja ce

nJjinm

kana t — 400, Tj.

nJjan

y(r) = C(1+o(1))x,
kana ¢ — 0+, roe je C' > 0.

(1) OBaj pe3yaTaT je MO3HAT U OBJIE je HABEIEH UCKILYUYUBO 3600 KOM-

IJIETHOCTU Ciydaja kazxa je o > 1 (3a Bume merasma noraenatu [15]). O
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3 TIlomamame pemema jemaaumue y” + 1%’ = 0

Y oBom moriasmy nocMmarpahemo mudepennujanny jenHaumny Emunen-

Paynepa roja je obauka
y'+ 2%y =0, 2>0), (3.1)

roe je 0 < 0 u a € R. Jemmaunne Emnen-Paynepa u Ha TPBU
morJyie] U3rJefajy jako CIWYHO, MeDyTuM, aCUMITOTCKO HOHAIIAMKE PelleHa
OBUX jeIHAUMHA Ce NOocCTa pasiuryje. IIpBo mTo ce MoOke mMpUMETUTU jecTe
Ia Cy CBa MO3UTUBHA peEIIeHa jeTHAUYNHEe KOHBEKCHE (yHKIUje, NOK Cy
CBa MO3UTUBHA periema jennaunse ([3.1) koukasue pyukmmje. Crora, TeXHUKA
KOja ce MpuMenYyje 3a UCTUTUBAE TOHAIIAKHA PENIeHha OBUX jeTHAUYNHA OUTHO

ce pasiimKyje.

Osze he Ourm npurazano noHamame pemema jeqnavuse (3.1)) y okonnHM
KOOpIMHATHOr mouerka. Jemuauwmna (3.1) je mocra mpoyuaBana y surepa-
typu (Bumetu ua npumep [9 [16], [I7]) u u3 Tor pasmora ona je mocra mMame

npoydJyaBaHa y OBOj Te3W.

PesynraTtu npukazanu y oBOM HOTJIaBJbY JeCy CIEIUjaJIaH CIIyda] pe3yJ-
rara nobujerux y pamy [17], amu je y oBoM morsiaBiby NpPUKa3aHA HEIITO

opyrayuja TeXHUKA.

3.1 IlIpupamraj pemiema jemaaumae Emnen-Paysepa y

ciayuajy o < 0

Jlema 3.1. Aro je 0 < 0, a € R u 0 < 1 < 79, OHA TOCTOjU MO3UTUBHA
KOHCTaHTa A\; = Ai(a,0,x1,T9) TakBa Aa 3a CBAKO IO3UTUBHO pememe y(x)
jemuaunue (3.1)), koje je mepuHMCAHO HA CEIMEHTY [Ty, Ts] U 3a KOje Ba:KM Ha

je ¥'(x2) =0, cnienn ma je y(za) = Ap.

Jokas. N3 jemuaunne (3.1) cremu na je v"(z) < 0 3a x € [21,x9], x93 > 1 > 0,
1j. y(x) jecre komraBHa ¢yHruuja. OmaBme u m3 ycuaosa ma je y'(zay) = 0,
3akmpyuyje ce ma je y'(x) > 03a x € (v1,22) un y(z) < y(za) 3a x € [x1,x2]. OBoO,

3ajenno ca jemuaunaoM (3.1[), umnaunupa mejemmaroct

—y'(z) = 2"y (x) = 2%y (2). (3.2)
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[Mocmarpajmo mpBo cayuaj kana je a # —1. U3 mejennakoctu (3.2)) ciaenn
na je

/ ) _ i 1" " a, o _ ya(xQ) a+l _ a+l
y'(@) =y (z2) = y'(tyde > |ty (z2) dt = (2T =)

3a x € [x1, 2], Tj.

vl =oton) = [y de > L oy — ) ot =)

3a HEKO T € (x1,%2). Cuemu na je

y(z2) = Cla, z1,x2) - Y7 (x2),

rue je
1

a+1

3a HEKO T € (x1,75). OmaBme ce 3akmpyuyje na je

Clovan ) = g+ (=) (a7 —a*1) > 0,

y(w2) = (Cla, 21, 22)) 77 = A > 0.

[Mocmarpajmo canma cayuaj kana je a = —1. V3 mejennaxoctu (3.2)) caenn
na je

x2
y(2) — o (e2) = — / Y8 dt > 47 (x2) - (Inxy —Ing), € [r1,2],
Tj.

y(xg) —y(zy) = /Z2 v (x)dr >y (z2) - (9 — 1) - (Inwy — InZ) |

1

3a HEKO T € (x1,%2). Cuemu ma je
y(xzo) = Clz1,22) - Y7 (22)
rae je C(z1,29) = (xoa — 1) - (Inzy —InZ) > 0, T € (r1,25). 3armpydyjeMo na je
y(xe) > (C’(xl,xg))ﬁ =)\ >0.

Crora je moka3aHo Ha pe3yJaTaT Basku 3a cBako a € R. [
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3.2 IloHamame pemiesma y OKOJIMHU KOOPOMHATHOT IIOUYETKA

Cnenmeha teopema maje HaM MHOOPMANUjy O ACUMITOTCKOM MOHAIIAHY
pemema nudpepennujanane jeqnaunse ([3.1)). 3a moka3 Teopeme Koja cienu Ko-
puctuhemo Jlemy 13 TPETXOHE CEKIUje U FpOHBOHﬂ-BeHMaHOByE IeMy.
Cneneha mema jecte I'ponBon-BenmanoBa jsema u Kako je oHa jemHA O OC-
HOBUX JIeMa Yy KBaJUTATUBHO] aHAJIU3U AU(PEPEHINjaJTHUX jelHAaUYnHa, HABO-

oMo je 6e3 mokasa.

Jlema 3.2. Heka cy ¢yurmuje u,v € Cla,b], neneratusue u ueka je k (k> 0)

IPOM3BOJbHA KOHCTAHTA. 1ala, ako Basku
v(z) <k +/ v(t)u(t)dt, = € [a,b],

OHIA je

Teopema 3.1. Axo je 0 < 0, a > —2 u g > 0, oHma mOCTOju OECKOHAUHO
MHOTO pemema jennauune (|3.1) xkoja cy medpunucana wa unrepsany (0,zq] u

3a710BOJbABAjy YCJIOB
li =0.
Jlokas. TlocmarpajMo GpaMunnjy TO3UTUBHUX pemema y(z, \) audepeHnn)jatne
jemnauwnne (3.1)), TakBUX Oa BayKU:
dy
(20, A) =0, y(xg,A\)=A>0.
d.%'( 05 ) y( 0 )
Ha ocroy Ileanosd]| Teopeme smamo na moctoje pemema y(z,\) jemma-
unre (3.1) nepunucana Ha nrTEpBaNY (T)—J, To|, 32 HEkO 0 > 0. U3 Jleme
3HaMO ma ako je y(z,\) pememe jennaumse ([3.1) mepurncano na mHTEpBATY

(xo — §,20], 3a HEKO 0 > 0, oHIA je A = A (a,0,z9 — J,20).

[IpernocraBumo ma cy cBa pemema y(r,\) mepuHUCAHA HA WHTEPBAILY
(0,z0). Hera je y(z,\) jemno ox tux pemema. Kako je pememe y(z,\) nedu-
aucano Ha mHTepsaixy (0,zg], cienu na je oHma meQUHUCAHO U HA CETMEHTY
[%0,3:0]. Axo je Z—z(xo, A)=0uy(zo, A) =A<\ (a,o, %,x()), IOJIA3UMO y KOH-

rpaguknyjy ca Jlemom [3.1l Omatie 3akmpydyjeMo na mMOCTOje pelema jeaHa-

9Thomas Hakon Grénwall (1877-1932), mBeacku MatemaTmyaap
9Richard Ernest Bellman (1920-1984), amepwuku MaTeMaTHdap
" Giuseppe Peano (1858-1932), uranmjanckn MaTeMaTIIap
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uynhe (3.1)) koja cy meduumcana ma muTepBawy (1,0 C (0,20], o > 21 > 0,

TakBa na ce He MOry mpomy:kutu Ha uaTepsad (0, zgl.

Heka je cama y(x,)\) pememe nudepeHnUjaHe jeTHAUNHE KOje je
neduHUCAHO HA mHTEpBaJy (1,0 C (0,20], o > x1 > 0, TakBO ma ce pemre-
me y(x, \) He Moxke mponyxkutu Ha untepBa (0, o] u Heka je (x1, ] Makcu-
MaJIaH J€BU UHTEPBAJ er3ucTeHnuje pemema y(z, ). Kako je y(x, \) pacryha
¢yurmmja, onga nocroju sumec L = lim y(z). Axo je L #0, 3a x € (x1, 7] 1

Tx—x1+

a# —1, ouma je

To xo o
y(z,\) =9 (20, \) = —/ y”(t,)\)dt:/ t“(y(t,A))”dtgL”/ o dt

o) a+l _ _a+l
< L”/ trdt=Lo 0 T
- a+1

u 3a x € (r1,29] u a = —1, nobuja ce

g

TERERIOOES A

1

L7 (Inzg —Inxy) ,

caenu je y'(z,\) orpaHUYEHA M OHIA HE MOMKE OUTH xlgcrllJr y'(x) = 4o00. Ona-
Tiie, HA OCHOBY IleaHoBe Teopeme MOMKEMO 3aKbYUUTH Aa ce pememe y(x, \)
MOJK€e IPOIYKUTH, a TO je y KOHTPAIUKIUjU Ca IPETIOCTABKOM aa je (T, T
MaKCUMAaJIaH JIEBU UHTEPBAJ €r3UCTEeHIje pememna. V3 nobujerne KOHTpa IUK-

mije 3akmyuyjemo na je L = 0. Crora, mocroju T(\) € (x1,29) TakBO ma je

YENN) =3

Ba z € [Z(\), 0] u a # —1, nobuja ce

y’(:v,)\)—/:Ot“(y(t,A))gdtg/ﬂcxot“(y(:ﬁ(}\),)\))odt (%)1 (g ).

Opmarie, Kako je a > —2, ciaenu na je

A\°
% = y(w0,2) = y(2(V), ) < 651) L

VRS
8

S

+
[\]

a0
>
=

+

[N}

a0~ a(y) - I

Tj.
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a OBO HE MO:Ke OUTU TAYHO 34 AJOBOJLHO BEJIIMEKO A

3a x € [i’()\),xg} u a = —1, nobuja ce

y'(x,\) = /;OMCZTE < /;0 Mdt: (%)U ‘(Inzg —Inzx) .

Crora, caemu na je

2 = o)) @) < (3) (300 - (nz() ~ nwg) — 2(3) + )

Tj.

o< (3)

a OBO He MO:Ke OUTM TavyHO ma MOBOJHO Besmko A. Cienu ma cy pemema

jemuaunue (3.1)) nedpumuucana Ha naTepBasy (0, (], 38 TOBOJBHO BEIUKO .

Heka je A ckyn cBux A\ TakBux ma je y(x,\) HO3UTUBHO pemIemne jexHa-
unhe ([3.1) koje je medmumcano ma wmuTepmamy (0,z¢]. Cryn A je mempaszan
u orpaHudeH je omozmo. Hexa je A = inf A. IToxazahemo ma A € A. IIper-
nocraBuMo cynpotHo. Heka je y(z,\) = 0, 3a mexo x; € (0,z0). Hexa je
A\ € A TakBO ma \; — A, Kazga i — +oo. Kako cy pemema y(x,\;) nepurucana

T
ua uaTepBaJsy (0, 2], oOHIa Ccy OHA NeUHUCAHA U HA CEIMEHTY [?,xl]. N3

x _
Jleme [3.1| smamo ma je 0 < A; (a,a,é,m) < y(z, Ni) — y(x,N) = 0 rana
1 — +00 M HOoJIa3UMO 10 KOHTPAAUKIY]eE.

Axo je A < ), orma moctoju 7 € (0,70) Takso ma je y(T,\) = 0, rae je y(x, \)
pememe nepurucano Ha [T, 1o]. Hexra je y(rs, N — ) =03a d >0, x5 € (0,z0),
rae je y(r, A — §) pememe medUHMCAHO Ha CErMeHTY [vs,To]. I[Ipmvemyjyhn

<I>y6MHMjeByE| TeopeMy 3a ¥ > Iy, mobuja ce

y(zo, N) — y(z,A) = / (/t uaya(u,X)du) dt:/:o (/:uaya(u,mdt) du

_ /:(’(u_gc) Sy (u, N) du

12Guido Fubini (1879-1943), uramujancku MareMaTudap
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Amnasorno, mobuja ce
y(zo, A — 6) — y(z, X —0) :/ (w—x) - u® -y (u, A —8) du.

W3 ropwmux jemnaxocTu, 3a T > rs mobuja ce

ly(, %) — y(w, A — 6)] < 6+ / Wy (A =y (A= 8)|du.  (3.3)

[Mpumerumo ma rpadunu GyHKIUja Koje 3an0BosbaBajy jemnauuny (3.1]) u 3a
KOje BayKU Ia je %(xo,)\) =0, y(zo,\) = XA > 0 ce He cery rana je v < ro. Ha

npuMep, HEKa je
dy;
dx

(.ZU(), AZ) - 07 yi(x(b )‘Z) = )‘Z > 07

3a i € {1,2} mu A\ > \y. Osmaummo ca y;(z) = yi(x, \;), 3a i € {1,2}. Axo
je y1(x*) = yo(z*) > 0 3a HEKO Z* < x(, onma je y1(x) > yo(z) 3a = € (x*, x0).
Hepmummumo ¢pyuruujy f(z) = y1(x) —yo(z) 3a x € [z, 20]. Onrma je f(z*) =0,
f(wo) = M =X > 0m f'(x) =y (x) —y5(x) = 2*(y5 (x) =47 (2)) = 0 (jep je o <0,
na u3 mejemuaxkoctu yi(r) = yo(x), cnemn yJ(r) < y§(x)) 3a x € [z*,x0]. Karo
je pyurumja f’ meomanajyha u kaxo Basu f'(xg) =0, cnemu na je f'(z) <0 3a
x € 2%, x0). 3armyuyjemo ma je 0 = f(z*) > f(zo) > 0, mTO je KOHTpAIUKIH]jA.
Crnemnu ma ako Cy TakBa pellemha AeUHUCAHA HA HEKOM MHTepBady [r,xo] u

akKo je A1 > )9, OHZIA je
i (@ M) S ys (s M)

Ha ocuoBy Teopeme Jlarpamxa, 3a cBako u > Ty nobuja ce ma Baku

Y7 (u, A) =y (u, A= 6)] = 47 (u, Xo) - o - [y(u, A) — y(u, A = 0)],

rae Ao € (A —4,\), cremn na je

Y7 (u, A) = 7 (u, A = 0)| <7 H(u, A= 0) o - [y(u, A) —y(u, A= 0)[. (3.4)

— lo] a o—
Sa ¢ € (0,\) mepunumemo 0(g) = e~Zata Ty e (ysumajyhu ma je & maio

MOKEMO TIpeTmocTaBuTy na je 6(¢) < A — ¢, jep d(¢) — 0 Kama ¢ — 0) u Hexa
je 1,5 = x1,5(:) TAKBO ma je y(r1,5,A — 8(¢)) = e. IlpumeTumo ma TAKBO T 4
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nocroju. U3 mejenuaroctu (3.3) u (3.4]), crenn na 3a cBako = > 1 5 Basku

ly(z, ) —y(z, \=d(e) /|a\ua+1 (u, A=0(e)) [y (u, \)—y(u, \—d(e)) |du..

Ha ocnoBy I'ponson-Benmanose neme u kako je y° '(z, A — d(¢)) mepactyha
(GyHKIMja Ha CEIMEHTY [Z1 4, To|, 3aKbydyjeMo ma 3a a € (—2,—1) U (—1,400)

BaKH1

ly(2, ) — y(2, 3 — 6(c))| < O(e) - vzt v EnsA=0E)

lo] 0«+26 -1 lo] a+2, co—1

= 6(5) eat2 o — ¢ arz %o :w<5)7

a3a a=—1 BaxKu

9o, )~ gl A= 0| < 6(e) - el et

(5(8) . €|o—‘.$0,50—1 _ e_lo—l.mo.ea—l _ w(é‘) .

OpnaBne 3akmpbydyjeMo Ia 3a CBAKO JOBOJLHO MaJo € moctoju w(e) > 0 TakBoO
na je
ly(z, A) = y(z, A = 8(e))| < wle)

3a 7 > 11 5. Kako w(e) — 0 kama ¢ — 0, kaxo je y(x, \) meonmanajyha dymrnuja
u y(x, ) > 0 3a cBaro = € (0,x¢], cremn na je lir[1)1+y(x,/_\) =0.
z—

Axo cy yi(x) u yz2(x) pemema mudpepennujanue jemmaumue (3.1) raxksa na
BaiKN

I3 dys Iy
y1(z1, M) = A >0, %(331,)\1) =0, lg&y(x >\) ;

_ B d _
Yo (1, A2) = Ag > 0, %(:@,)\2) =0, lim y(z, X)) =0,

z—0+
re Cy &1 U T IPOU3BOJLHU 3a KOje BAKU Ty < Ty < Tg, Tana je y)(x1) < yh(z).
3akmyuyjemo na cy yi(x) u yo(zr) pasznuunra pemema. OHa cy medunucana
ua uaTepBaty (0, z¢] m Bazkm na lim y(z) =0, lim y(x) = 0. Kako cy x; u 3
. z—0+ . z—0+ .
IPOU3BOJBHU, 3aKBbYUY]EMO & HOCTOJU DECKOHAYHO MHOTO PEIIeha jeHaAYNHE

(3.1) xoja cy medmuucana ma marepsamy (0,x¢] u 3a Koja Basku ma je
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ITpumep 3.1. Heka je a < —2 m 0 < 0. Axo je y(x) pememe nudepenunjanue
jemnnauuue ([3.1]) xoje sanoBomasa Jlemy [3.1], onna je

y(zo) > y(wo) — y(x) > 7 (o) / h < /t Y du) dt, e (0,10).

Ilobuja ce ma je

l—a( ) > 1 a+1( ) 18 ? z” ? (0 )
X — | T To— ) — —+ xr € T
) 0 1 0 0 2 2 ) y£0)

u kaga r — 04 momazumo mo kouTpamuknuje. OmaBne 3arbydyjeMo Oa
HE [OCTOje MO3UTUBHa pemema jenuaumse ([3.1)) raksa ma lim y(x) = 0, y
z—0+4

caydajy Kaga je a < —2 u o < 0.

[Tocmarpajmo cana ciydaj kana je a = —2 u o < 0. Kaxko je

vtoo) > o) — ) > o) [ ([T ) e 0.,

cremu ma je

y' 7 (2g) > L +Inzg—Inz, x € (0,z)
o

u kana r© — 04 MOHOBO HOJIA3MMO IO KOHTPAIUKIIN]E.

[Ipumep |3.1) moka3yje ma pesynratu Teopewme 3.1 He Baske y caydajy kKana
je a < —2.
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4 Ilomamiame penema YOIINITEHE jeTHAYHE
Emnen-®aynepa

Y oBowMm morsaBsmy nmocmarpahemo yommreny jennauunny Emupen-®Paynepa

KOja je obismka

' =aq(@)f(y(x)), (4.1)

rne ¢pyHEIUje f u ¢ 3am0BosbaBajy onpebene ycaose. [locmarpana jennaunaa

youmrasa jenuaunse (2.1) u (3.1)), koje cy mocmarpane y npyrom n tpehem
noraaBpy. Takobe, mobujeHu pe3yaTaTy MOTY Ce MPUMEHUTU HA MUPY KIACY

jemHaumHa m TO je mpukazano y Omemry 4.2. Pe3yaratu oBor morsasiba

6a3upajy ce Ha pesyaratruma pana [12].

4.1 FEr3ucreHnuja m jeIMHCTBEHOCT pemnema KommujeBor

npooOJieMa 3a yonmiteny jemHauuny Emnen-®aysepa

Y oBoM meisry mucepTaluje mocMaTpaheMo MmoHAIIame penema jeTHaunHe

(4.1) y oxonuEM KOOpAMHATHOD OYETKA.

Teopema 4.1. Hera je A > 0. Heka je f : (0,+00) — (0,+00) mepacryha
KOHBEKCHa, mudepennujabunna ¢yuruuja. Axo ¢ysruuja ¢(r) 3amoBosmaBa

yCJIOBe

/Olf(%ac) Jg(2)| dz < +o0, /013:- (—f’(%x)) |g(z)| dz < +o0,

OHZIa TOCTOjU jeqUMHCTBEHO pememe jennauuue (4.1) koje je medmumcano Ha

< L _ () — )\
nmexoM uaTepBaty (0,h], h < 1, TakBo na je xlir&y(x) 0mn xliggry (x) = A
Zoxas. IlocmaTpajMo MHTErpAJIHY jeTHAUNHY
va) = Aot [ (o= a0 w0 dt,
0

KOja je eKBUBaJIeHTHa mocMaTpaHoM KomwujeBom mpobiaemy.

IlepurumymMo HU3 QyHKIMja Ha cienehm HauywH:

Uole) = Ay gors(x) = Az + / (= Dalt) () dt. (4.2)
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[Torazahemo na 3a cBe ¢yHEIUje Y, (T) Baske HEjeqHAKOCTH

A

3a h; TakBoO ma je fohl ’q(t) |f(%t) < 4. IlorazalieMO IPETNOCTABKY MHIYKIMjOM.
Axo je n =0, onna je 3z < Az = yo(z) < 2Az, 3a x € [0, hy]. Ako HejenHarocTH
(4.3) Baske, cienu na je f(%:z:) > f(yn(a:)) > f(2)\as), 3a x € [0, hy]. Onna je

me) > o [ =0 (1) )] dr

> )\x—x/ohlf<gt>|q(t)‘dt
A

> —x.

2

[IpumeTrumo na h; ve 3aBUcuU on n. Kako je
v A
Ynt1(z) < A+ | (- t)f(gt) lq(1)] dt
0

< Ax+x/0h1f<gt>\q(t)|dt

< 2M\x,

h A 1
nejenaakoctu ((4.3)) Baske. Hekra je hy TarBo na / t- ‘q(t)| : <—f’<§t>) dt < 3
0

() — Y1 (x
u Heka je h = min{l, hy, ho}. Heka je §, = sup ‘y (2) = Yo )| W3 Treopeme

x€(0, ha] x

Jlarpamwxka cienu na je
|y (@) = yal@)| < m/OI\Q(t)I FE@)] - [ya(t) = ynar(8)] dt

< a:-(Sn/Oh t-|q(t)] - (—f’(%t)) dt

On
rae je 3z < &(z) < 2z 3a x € (0,hy]. Omapne, mobujamo ma je 6,1 < 5

IITO MMIUIMIUPA PABHOMEDHY KOHBEPTEHIU]Y HU3a (QYHKIVja Y,(T) KA HEKO]

dyurmmju y(z). Kako je

/Ow(m —t)-qt) - fya(t)) dt < /01|q(x)} . f(%x) dr < +00,
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Ha ocHOBY JleberoBe TeopemMe 0 MOMWHAHTHOj KOHBEPTEHIMjU MOKe ce mpohn

aumecoM mon mHTerpat y penanuju (4.2]). Kao pesynrar nobujamo na je

y(x) = Az + / " — Dat) flu(t) dt.

. o ,
Onapze, cnema na je lim y(z) =0, lim ' (z) = A u y" = q(t) f(y(1))-

Iokakumo canma jemuactBeHocT. Heka cy yi(x) m yo(x) pemema Komm-
3 . "o . _ . / _
jesor mpobuaema: y" = q(t)f(y(t)), mli)r&y(x) =0m Ill)r&y () = A. Kopucrehin

TeopeMmy Jlarpamxka mobujaMo HejeTHAKOCTU

1 (2) — ()] < :r/Oz\Q(t)|-\f’(f(t))\-Iyl(t)—yz(t)\dt
<o [la]- (<7(5)) It - m(ol .

rae je 3z < &(z) < 2z 3a x € (0,h]. Cnemu na je

) 20l <l (< (31))-
< s PEOZBOL ) (p (D)) e,

z€(0, h] Z 0 2
Tj.
ly1(z) —ya(z)| 1 |y1(2) — ya(2)|
sup < < sup
2€(0, 1] T 2 2e(o,h) T
3arpyuyjeMo na je y; = yo. O

Hamomena 4.1. IlpuMerumMo na KOHBEpPreHIMja WHTErpaJia, KOjU Cy 3aaaTu
y popmymnamuju Teopeme 3a HEKO \g > 0, 06e36ehyje KoHBeprenmmjy Tmx

UHTErpaJia 3a IPOU3BOJLHO A\ > )\g, MITO MPEACTABbA MPAKTUUYHUJU PE3yATAT.

Hamomena 4.2. Ako je f(t) =17, 0 < 0 ycnoBu 3a mHTErpajie KOju Cy HaBe-
nenu y Teopemn ce onyapajy, cTora y TOM CJIyYajy MMaMO CaMoO jelaH

YCJIOB 3a IPOBEPY.

Cneneha mBa mpumepa TOKa3yjy [a y OIIITEM CJIydajy WHTErpau 3a-
natu y Teopemu Ccy HeymopeIuBU, Tj. KOHBEPreHIMja jeIHOI MHTerpaJia
He MOBJIAYM KOHBEPIeHNU]y APYTor, CTOTa MOPAMO 3aXTeBAaTU KOHBEPIeHIU]Y

oba mHTerpaJa, Tj. yCJIOBU TeOpeMe Ce He MOI'y Ha OBaj HAYMH OCJIAOUTH.
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1
, ¢(x) ==, x>0, ouna

1 1 1 —=z
/Of(gx)-‘q(:v)‘davz/o eiéx-édx:/o ex dx ,

UHTETrpaJl AUBEPTUpa, MIOK

1 A Y2 aa, 1 2 [t

MHTErpaJjl KOHBEPTUPA.

IIpumep 4.1. Axo je f(x) = e 3

2 1
IIpumep 4.2. Axo je f(x) = _IH(XOC)’ A> 2, q(x) = o 0<z<1, omma
nw

[ 1Ge) talar= [ (3 32)) - (07 de= [ 0o

UHTETpaJjl KOHBEPTUpa, 0K

/01<_f/(%x>) o fa(o)| de = /01 %“" (_ﬁ) de = /01 (—Cfix) !

VHTErpaJjl qUuBEprupa.

Teopema 4.2. Heka je A > 0. Hera je f : (0,400) — (0,+00) meomanajyha
KOHKaBHa mudepeniujabunna ¢yurnuja. Ako ¢yurmuja ¢(r) 3amoBosbaBa

yCJoBe

/Olf(Z)\x) . ‘q(a:)| dr < 400, /Ola:-f’<%x) . |q(x)‘dx < +00,

OHZIAa TOCTOjU jeqMHCTBEHO pememe jennauumue (4.1) koje je medmumcano ma

< - _ () — )
nwexoM uaTepBaty (0,h], h < 1, TakBo na je Ilg&y(m) 0mn xlg(l)ler (x) = A

Teopema MOK€E Ce aHAJIOTHO nokasaru kao Teopema [4.1]

Hamomena 4.3. IlpuMerumo na KOHBEpPreHIMja WHTETrpaJia, KOjU Cy 3aaaTHu
y ¢popmyrnanuju Teopeme 3a HEKO Ao > 0, 006e3bebhyje KOHBEpPreHmjy Tux

UHTErpaJia 3a MIPOU3BOJLHO A\ > )\g, MITO UMHUA PE3YJITAT MTPAKTUYHU]UM.

Hamomena 4.4. Axo je f(t) =1t°, 0 > 0 ycioBu 3a MHTErpaJie KOju Cy HaBe-
neun y Teopemu [4.2] ce moxynapajy, crora y ToMm ciaydajy umMamo camo jenas

YCJIOB 3a IPOBEPY.
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4.2 IIpumene

Cnenehu npumepu npukasyjy npumeny Teopeme Ha HEKUM OuQepeH-

IMjaJHIM jeqHaYnHaAMA.

IIpumep 4.3. [locmarpajmo nudepeHnmMjasHy jeqHauynHy OOJIUKA
y'=P(x)x"y’, a €R, 0 <0. (4.4)

Suamo ga je f(t) = t° mepacryha kouBekcHa ¢yurmmja. Arxo ¢pyuruuja P(z)
3a,10BOJLABA YCJIOB f[)l’P(x)|a:“+” dr < 400, ongma cy csu ycaosu Teopeme

3a10BOJbEHU, Tj. RomujeB npobiaem

7 a, o . - . / -
y' = Pla)aty”, lim y(z) =0, lim y'(z) = A,

Ma jeJUHCTBEHO pemerme 3a cBako A > 0. OBo je rmaBHM pesyarar pazna [8].

Hamowmena 4.5. Axo je P(x) = 1, onna ce nobujajy jenuaunse (2.1)) u (3.1]),
nocMmarpane y apyrom u tpehem mornasmy. Ako je a+o+1 > 0, onga cy cBu
ycnosu Teopewme [4.1] 3anmoBomenn u onma oxrosapajyhu Kommujes npoGiaem

Ma jJeOIWHCTBEHO pelleme 3a cBako A > (.

IIpumep 4.4. [locmarpajMo nudepeHIUjaTHYy jeTHAYNHY
y' ' =q(x)e”, aeR, 0 <0.

3uamo ma je f(t) = e”" mepacryha komBekcHa ¢yHrmmja. Axo ¢pymrmuja q(z)

1
3a0BOJbaBa YCIOB [ ‘q(x)!e‘”” dr < 400, omma cy cBu ycaosu Teopeme |4.1

3a10BOJLeHU, Tj. RomujeB npobiaem

7 oy . o . / o
y' = q(x)e™, lim y(z) =0, lim y'(z) = A,

“Ma jeIMHCTBEHO peleme 3a ¢Bako A > (.

Cnenehu mpumepu npura3syjy npumeny Teopewme [4.2]
IIpumep 4.5. IlocmarpajMo nudepeHnnja Hy jeqHAUNHY

y' =Px)z’y’,aeR, 0< 0o <1. (4.5)

Suamo na je f(t) =t7 meomanajyha ronkasHa ¢yHrmuja. Ao gyukuuja P(z)
3a,10BOJbABA yCJIOB f01|P(ac)‘x“+"dx < 400, ouga cy cBu yciaoBu Teopeme
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3am0BosbeHn, Tj. RomujeB mpobiaem

"o a o . o . / -
y' = P(z)2%?, lim y(z) =0, lim y'(z) =X,

“Ma je IMHCTBEHO peliewme 3a cBako A > 0.

Hamowmena 4.6. Axo je P(x) = +1, ouna ce nobujajy jensaunne u (3.1)),
nocMmarpane y apyrom u tpehem mornasmy. Ako je a+o+1 > 0, onga cy cBu
ycioBu Teopeme 3amo0BobeHN M oaroBapajyhmu KommujeB mpobiem mma
jemnHCTBEHO pememne 3a cBako A > 0. OBaj pe3ynrar mpeacTaBiba yOIIITEHE

pesyarara Teopeme [2.9| u3 gpyror noriasma.

IIpumep 4.6. [locmarpajMo nudepeHIUjaTHy jeTHAYNHY
y'=In(y+1),z>0.

Suamo na je f(t) = In(t + 1) meonanajyha konkasua ¢yuruuja. CBu yciaoBu

Teopeme cy 3am0BoJbeHU, Tj. Komujes nmpobiaem
"o : . . / _
Yy = ln(y + 1)7 xll)%l+y<m> - 07 :clif(l]l—&—y ('r) — >‘7

“Ma jeIMHCTBEHO pellewme 3a cBako A > 0.
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