
3-KATEGORIJE, 3-GRUPE, I VIXE GEJ�

TEORIJE

Marko Vojinovi�

u kolaboraciji sa Tijanom Radenkovi�

Institut za fiziku u Beogradu

JHEP 10, 222 (2019), arXiv:1904.07566



dr Dragomir M. Davidovi�

1944 { 2019



TEME

• Uvod

• Teorija kategorija i 3-grupe

• Lijeve 3-grupe

• Vixe gej
 teorije

• Standardni Model

• Zak	uqne napomene



UVOD

Konstrukcija gej
 teorija zadava�em Lijeve grupe je plodonosna

i za matematiku i za fiziku:

• U matematici, svakoj Lijevoj grupi G mo�e se dodeliti tzv. topoloxka

BF gej
 teorija na datoj mnogostrukosti, xto ka definisa�u topoloxkih

invarijanti:

– Ponzano-Re
e invarijanta, od 3D BF teorije na grupi SU(2);

– Ooguri invarijante, od 4D BF teorjie na grupama SO(4) i SO(3, 1);

– Turaev-Viro invarijanta, od 3D BF teorije na kvantnoj grupi SUq(2).

• U fizici, Lijeva grupaG zadaje broj i osobine gej
 po	a u 4D BF teorijama,

i fiksira mnoge aspekte relevantnih teorija:

– gej
 sektor Standardnog Modela je baziran na grupi SU(3)×SU(2)×U(1);

– Opxta teorija relativnosti (u formalizmu Plebanski dejstva) je bazi-

rana na grupi SO(3, 1).



UVOD

Da li mo�emo bo	e?

• nove topoloxke invarijante u matematici?

• ujedi�e�e svih fundamentalnih po	a (tzv. \teorija svega") u fizici?

Mo�emo!! Korix�e�em nekih koncepata razvijenih u okviru teorije

kategorija:

• ideja \merdevina" teorije kategorija (engl. categorical ladder),

• ideja vixih gej
 teorija.

Par k	uqnih reqi za gugl i vikipediju:

• higher gauge theory

• n-Category Café

• John Baez



TEORIJA KATEGORIJA I 3-GRUPE

Kratak uvod u ideju \merdevina" teorije kategorija:

• kategorija C = (Obj,Mor) je struktura koja ima objekte i morfizme me�u

�ima,

X, Y, Z, · · · ∈ Obj , f, g, h, · · · ∈Mor ,

f : X → Y, g : Z → X, h : X → Y, . . .

tako da su ispoxtovana odre�ena pravila, poput asocijativnosti kompozi-

cije morfizama, itd.

• 2-kategorija C2 = (Obj,Mor1,Mor2) je struktura koja ima objekte, mor-

fizme, i morfizme me�u morfizmima | tzv. 2-morfizme,

X, Y, Z, · · · ∈ Obj , f, g, h, · · · ∈Mor1 , α, β, · · · ∈Mor2 ,

f : X → Y, g : Z → X, h : X → Y, . . . α : f → h , . . .

tako da su ispoxtovana sliqna pravila kao gore.



TEORIJA KATEGORIJA I 3-GRUPE

• 3-kategorija C3 = (Obj,Mor1,Mor2,Mor3) dodatno sadr�i morfizme me�u

2-morfizmima, tzv. 3-morfizme,

Θ,Φ, · · · ∈Mor3 , Θ : α→ β , . . .

ponovo sa odre�enim skupom aksioma o kompozicijama svih tih morfizama.

• ove strukture se mogu uopxtiti na 4-kategorije, n-kategorije,∞-kategorije,

itd.

Algebarska struktura grupe je specijalan sluqaj kategorije:

• grupa je kategorija koja ima samo jedan objekt, dok su svi morfizmi inver-

tibilni;

• 2-grupa je 2-kategorija sa samo jednim objektom, dok su svi 1-morfizmi i

2-morfizmi invertibilni;

• 3-grupa je 3-kategorija sa samo jednim objektom, dok su svi 1-morfizmi, 2-

morfizmi i 3-morfizmi invertibilni.



LIJEVE 3-GRUPE

Malo praktiqniji naqin da se bavimo 3-grupom | tzv. 2-ukrxteni

modul:

L
δ→ H

∂→ G ,

• za naxe potrebe L, H i G su obiqne Lijeve grupe,

• zadata su dva \graniqna homomorfizma" δ i ∂,

• zadato je dejstvo . grupe G na G, H i L,

. : G×G→ G , . : G×H → H , . : G× L→ L ,

• zadata je operacija zagrade nad H u L (engl. Peiffer lifting),

{ , } : H ×H → L ,

• i zadovo	ene su odre�ene aksiome me�u svim ovim preslikava�ima.



LIJEVE 3-GRUPE

Aksiome 2-ukrxtenog modula L
δ→ H

∂→ G:

g . ∂h = ∂(g . h) ,

g . δl = δ(g . l) ,

g . g0 = g g0 g
−1 ,

g . {h1, h2} = {g . h1, g . h2} ,
∂δ = 1G ,

δ {h1, h2} = h1h2h
−1
1 (∂h1) . h

−1
2 ,

{δl1, δl2} = l1l2l
−1
1 l−12 ,

{h1h2, h3} = {h1, h2h3h−12 } ∂h1 . {h2, h3} ,
{δl, h} {h, δl} = l(∂h . l−1) .

. . . za svako g ∈ G, h ∈ H i l ∈ L. . . :-)



LIJEVE 3-GRUPE

Svaka Lijeva 3-grupa ima odgovaraju�u Lijevu 3-algebru, tj. di-

ferencijalni 2-ukrxteni modul:

l
δ→ h

∂→ g ,

• gde su l, h, g Lijeve algebre od L, H , G,

• preslikava�a δ, ∂, . i { , } se nasle�uju iz 3-grupe,

• va�e \odgovaraju�e" aksiome.
Osim ovoga, Lijeve algebre imaju svoju obiqnu Lijevu strukturu:

• generatore,
TA ∈ l , ta ∈ h , τα ∈ g

• strukturne konstante,
[TA, TB] = fAB

CTC , [ta, tb] = fab
ctc , [τα, τβ] = fαβ

γτγ ,

• i simetriqne bilinearne invarijantne forme,
〈TA, TB〉l = gAB , 〈ta, tb〉h = gab , 〈τα, τβ〉g = gαβ .



LIJEVE 3-GRUPE

Glavna svrha cele ove strukture je da uopxti pojam paralelnog

transporta sa krivih na povrxi i zapremine:

• Za zadatu 4-dimenzionalnu mnogostrukostM, definixemo 3-koneksiju (α, β, γ)

kao ure�enu trojku diferencijalnih formi sa vrednostima u 3-algebri,

α = ααµ(x) τα dx
µ ∈ Λ1(M, g) ,

β = 1
2β

a
µν(x) ta dx

µ ∧ dxν ∈ Λ2(M, h) ,

γ = 1
3!γ

A
µνρ(x)TA dx

µ ∧ dxν ∧ dxρ ∈ Λ3(M, l) .

• Zatim uvedemo linijsku, povrxinsku i zapreminsku holonomiju,

g = P exp

∫
C1
α , h = P exp

∫
S2
β , l = P exp

∫
V3
γ ,

• i odgovaraju�e forme krivine,
F = dα + α ∧ α− ∂β ,
G = dβ + α ∧. β − δγ ,
H = dγ + α ∧. γ − {β ∧ β} .



VIXE GEJ� TEORIJE

Sada mo�emo da konstruixemo tzv. 3BF teoriju, dejstvom:

S3BF =

∫
M
〈B ∧ F〉g + 〈C ∧ G〉h + 〈D ∧H〉l .

• 3BF teorija je topoloxka gej
 teorija,

• bazirana je na algebarskoj strukturi 3-grupe,

• predstav	a uopxte�e obiqne BF teorije za zadatu Lijevu grupu G,

Fiziqki smisao Lagran�evih mno�ite	a C i D:

• 1-formaC (sa vrednostima iz h) se mo�e razumeti kao tetrada, ako jeH = R4

grupa prostorvremenskih translacija:

C → e = eaµ(x) ta dx
µ ,

• 0-forma D (sa vrednostima iz l) se mo�e razumeti kao skup po	a materije,

za neku zadatu Lijevu grupu L:

D → φ = φA(x)TA .



VIXE GEJ� TEORIJE

Kako izabrati 3-grupu? Zanim	iv primer za fiziku | 3-grupa

Standardnog Modela:

G = SO(3, 1)× SU(3)× SU(2)× U(1) , H = R4 , L (slede�i slajd).

• graniqni homomorfizmi su trivijalni | za svake l ∈ L i ~v ∈ H , defini-

xemo

δl = 1H = 0 , ∂~v = 1G ,

• zagrada je trivijalna | za svako ~u,~v ∈ H , definixemo

{~u,~v} = 1L ,

• dejstvo . grupe G na samu sebe je ko�ugacija, dejstvo na H je vektorskom

reprezentacijom za SO(3, 1) a trivijalnom za SU(3)× SU(2)× U(1),

• dejstvo G na L je netrivijalno i zavisi od izbora L (slede�i slajd).

Ovakav izbor preslikava�a zadovo	ava sve aksiome 3-grupe.



VIXE GEJ� TEORIJE

Kako biramo L? Prostudirajmo dejstvo 3BF teorije:

S3BF =

∫
M
Bα ∧ Fβgαβ + ea ∧ Gbgab + φAHBgAB .

• Indekse α iz G razbijamo prema �enoj strukturi, kao α = (ab , i), pa su

koneksija i krivina

α = ωabJab + Aiτi , F = RabJab + F iτi .

• Vektorsko dejstvo SO(3, 1) naH = R4 implicira signaturu prostoraMinkovskog

za bilinearnu invariantu nad R4, tako da imamo

gab = ηab ≡ diag(−1,+1,+1,+1) .

• Poxto je φ = φATA, imamo po jednu realnu komponentu po	a materije φ
A(x)

za svaki generator TA ∈ l.



STANDARDNI MODEL

Koliko realnih komponenti po	a materije imamo u Standardnom

Modelu? Fermionski sektor nam daje:( νe
e−

)
L

(
ur
dr

)
L

(
ug
dg

)
L

(
ub
db

)
L

(νe)R (ur)R (ug)R (ub)R

(e−)R (dr)R (dg)R (db)R


= 16

spinora

familiji
×

×3 familije × 4
realna po	a

spinoru
= 192 realna po	a φA .

Higsov sektor nam daje:(
φ+

φ0

)}
= 2 kompleksna skalarna po	a = 4 realna po	a φA .

Ovo sugerixe slede�u strukturu za grupu L:

L = Lfermion × LHigs , dimLfermion = 192 , dimLHigs = 4 .



STANDARDNI MODEL

Dejstvo . : G × L → L zadaje transformacione osobine svakog re-

alnog po	a φA u odnosu na Lorencovu i unutrax�e simetrije.

• Na primer, za (
ub
db

)
L

delova�e

g . ub , g ∈ SO(3, 1)× SU(3)× SU(2)× U(1) ,

zadaje da se ub sastoji od 4 realna po	a koja se transformixu kao:

– levo-kiralni spinor u odnosu na SO(3, 1),

– \plava" komponenta fundamentalne reprezentacije SU(3),

– i kao \izospin +1
2" levog dubleta u odnosu na SU(2)× U(1).

• Xtavixe, poxto G deluje na isti naqin na svaku familiju, imamo:

Lfermion = Lfamilija × Lfamilija × Lfamilija , dimLfamilija = 64 .



STANDARDNI MODEL

Konkretna realizacija koja daje Standardni Model:

• Izbor 3-grupe:

L = R4(C)× R64(G)× R64(G)× R64(G) ,

G = SO(3, 1)× SU(3)× SU(2)× U(1) , H = R4 ,

gde je G Grasmanova algebra.

• Dejstvo 3BF teorije sa vezama:

S =

∫
Bα̂ ∧ F α̂ + eâ ∧ G â + DÂ ∧H

Â

+
(
Bα̂ − Cα̂β̂Mcdβ̂e

c ∧ ed
)
∧ λα̂ −

(
γÂ − e

a ∧ eb ∧ ecCÂ
B̂MabcB̂

)
∧ λÂ − 4πi l2p εabcde

a ∧ eb ∧ βcDÂT
dÂ

B̂D
B̂

+ζabα̂ ∧
(
Mab

α̂εcdefec ∧ ed ∧ ee ∧ ef − F α̂ ∧ ec ∧ ed
)
+ ζabÂ ∧

(
Mabc

Âεcdefed ∧ ee ∧ ef − F Â ∧ ea ∧ eb
)

−εabcdea ∧ eb ∧ ec ∧ ed
(
MÂB̂D

ÂDB̂ + YÂB̂ĈD
ÂDB̂DĈ + LÂB̂ĈD̂D

ÂDB̂DĈDD̂
)
.



ZAK�UQAK

• Vixe gej
 teorije predstav	aju formalizam u kome se gravitacija, gej
 po	a,

fermioni i Higsovo po	e tretiraju potpuno ravnopravno.

• Algebarska struktura 3-grupe klasifikuje sva fundamentalna po	a zada-

va�em grupa L,H,G i �ihovih preslikava�a δ, ∂, ., { , }.

• Ova struktura ima prirodnu gemetrijsku interpretaciju paralelnog trans-
porta du� krive, povrxi i zapremine.

• Gej
 grupa L zadaje kompletan sektor materije Standardnog Modela ako iza-

beremo

L = R4(C)× R64(G)× R64(G)× R64(G) .

• Dejstvo . grupe G na L zadaje transformacione osobine po	a svih materije.

• Netrivijalni izbori 3-grupe mogu da otvore nove pravce za istra�iva�e

unifikacije svih po	a (tzv. \teorija svega").



HVALA!


