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Introduction

Uvod { Ra�a�e ekspermentalne matematike

Ne ulaze�i u preciznu definiciju eksperimentalne
matematike i da li je to posebna grana matematike, za potrebe
ovog predava�a tretira�emo je kao specifiqan pristup
matematici u kome dolaze do izra�aja izraqunava�a
(numeriqka i/ili simboliqka) u ci	u:

{ istra�iva�a matematiqkih objekata i identifikaciju raznih
osobina i relacija;

{ testira�e (i obara�e) postoje�ih hipoteza;

{ postav	a�e novih hipoteza;

{ bo	e sagledava�e problema (vizuelizacija), kao i
popularizacija matematiqkih metoda;

{ nala�e�e formalnih dokaza;

{ supstitucije komplikovanih izraqunava�a u kojima se izbegavaju
grexke usled 	udskog faktora;

{ potvrda analitiqki dobijenih rezultata, itd.
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Introduction

Na neki naqin ovo je analogija sa onim xto se radi u
laboratorijama, gde su nikle eksperimentalna fizika,
eksperimentalna hemija, eksperimentalna biologija, . . .

Razvoj matematike kroz vekove se dugo odvijao kroz primere, ali
od 17. veka poqi�e apstraktno formulisa�e opxtih
rezultata, uz navo�e�e primera samo kao ilustracije.

Pojava kompjutera u 20. veku omogu�ila je nauqnicima, posebno
matematiqarima, da se mogu upuxtati u ozbi	na i jako
kompleksna izraqunava�a na veoma brz naqin i sa ogromnom
preciznox�u!

Takvu mogu�nost nisu imali nauqnici u proxlosti!
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Recursive coefficienc

Nagli razvoj raqunarske tehnike posle II svetskog rata uslovio
je brzi i sistematski razvoj, pre svega numeriqke matematike,
ali i mnogih drugih oblasti.

Rad koji su 1947. godine objavili John von Neumann
(1903{1957) i Herman H. Goldstine (1913{2004) pod
naslovom Numerical inverting of matrices of high order [Bull.
Amer. Math. Soc. 53 (1947), 1021{1099] uzima se kao poqetak
moderne numeriqke analize.

60 godina od ovog doga�aja, organizovan je simpozijum The birth
of numerical analysis na Katoliqkom univerzitetu u Luvenu u
Belgiji (oktobar 29{30, 2007), a 2010. godine se pojavio i
Zbornik sa tog skupa.

Pored svega, John von Neumann je radio na razvoju prvog
elektronskog digitalnog raqunara ENIAC i bio glavni
dizajner raqunara EDVAC (Electronic Discrete Variable
Automatic Computer).

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs
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Recursive coefficienc

Pojam velikih sistema jednaqina
U matriqnim izraqunava�ima pojam veliki sistem jednaqina
istorijski posmatrano se znaqajno me�ao.

Na svakih petnaestak godina �egova dimenzija se uve�avala 10
puta, poqev od pedesetih godina prethodnog stole�a.

Prvi period je poznat po radovima James Hardy Wilkinson-a
(1919{1986), kada se za takav sistem smatrao svaki onaj koji je
imao dimenziju ve�u od n = 20.

Pojavom k�ige George E. Forsythe (1917{1972) i Cleve Barry
Moler (1939 { ) sredinom xezdesetih godina nastaje tzv.
Forsajt-Molerova era, kada se pojam velikog sistema pomera na
n = 200.

Osamdesetih godina, pojavom paketa LINPACK (kasnije i paketa
EISPACK), dimenzija se pomera na n = 2000.

Ve� sredinom devedesetih, kada se pojav	uje LAPACK
(naslednik LINPACK i EISPACK paketa), granica postaje
n = 20000.

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs
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Recursive coefficienc

Dakle, za nepunih 50 godina dimenzije matrica sa kojima
jednostavno operixemo pove�ale su se za faktor 103.

Ovaj impresivni progres je, me�utim, u velikoj meri uzrokovan
mnogo ve�im progresom koji je postignut u istom periodu u
raqunarskom hardveru, podiza�em brzine sa faktorom od 109 (od
sekunde do nano sekunde po operaciji)!

Broj operacija O(n3) velika prepreka.

Oqigledno je da se metodi, kod kojih je broj operacija redukovan
na O(np), gde je p < 3, mogu primeniti na matrice znatno ve�e
dimenzije.

Za neke klase matrica O(n2) je postignuto sa iterativnim
metodima.

PRIMENE: Parcijalne jednaqine; atmosferske nauke; globalne
mre�e; itd.

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs
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Recursive coefficienc

Uteme	e�e novih nauqnih disciplina
Numeriqka matematika je do�ivela ekspanziju, zahva	uju�i
mnogobrojnim primenama u skoro svim oblastima nauke i
in�e�erstva, s jedne strane, i burnim razvojem raqunarskih
arhitektura, s druge strane.

Sve je to izazvalo i pojavu novih pravaca istra�iva�a koji su
se postepeno uteme	ili u posebne nauqne discipline, npr.

1. Nauqna izraqunava�a (Scientific Computation). Posebna
disciplina koja izuqava primenu specijalnih numeriqkih
metoda u konkretnim problemima koji se pojav	uju u nauci i
in�e�erstvu.
Na primer, tu spadaju: numeriqka izraqunava�a va�nih
konstanata, izraqunava�e elementarnih i specijalnih funkcija,
rexava�e jednaqina, generisa�e sluqajnih brojeva, razvoj
algoritama za teoriju brojeva, brze transformacije (diskretna
Fourier-ova, brza Fourier-ova (FFT), diskretna kosinusna
transformacija, ...), fraktali, algoritami za obradu signala,
itd.
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Introduction

Gama funkcija z 7→ Γ(z) =
∞∫
0

tz−1e−t dt za realno z ∈ [−5, 1]

-4 -2 0 2 4
-10

-5

0

5

10

Polovi u taqkama z = 0,−1,−2, . . . .
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Introduction

3D-grafik funkcije (x, y) 7→ |Γ(x+ iy)| za
(x, y) ∈ [−4, 1]× [−2, 2]
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Riemann-ova-zeta funkcija s 7→ ζ(s) je najva�nija funkcija u
Teoriji brojeva.

ζ(s) daje vezu sa raspodelom prostih brojeva (Euler-ov
identitet { Osnovna teorema aritmetike)

Definicija za Re s > 1

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+ · · · =

∏
p prost broj

1

1− p−s

Integralna reprezentacija ζ(s) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

xs−1

ex − 1
dx.

Za s ∈ C \ {1} analitiqko produ�e�e pomo�u funkcionalne
jednaqine

ζ(s) = 2sπs−1 sin
πs

2
Γ(1− s)ζ(1− s).
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Introduction

Leonhard Euler (1707{1783) je razmatrao funkciju za realno
s > 1 i odredio ζ(2k), k ≥ 1.

0 1 2 3 4 5

1

2

3

4

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
, . . .
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Introduction

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826{1866) je proxirio
ζ(s) na kompleksnu ravan.

Apsolutna vrednost Riemann-ove funkcije s 7→ |ζ(s)|

Jedini singularitet (pol) je u taqki s = 1
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Introduction

ζ(s) ima (trivijalne) nule za s = −2,−4,−6, . . .

ζ(s) = 2sπs−1 sin
πs

2
Γ(1− s)ζ(1− s).

Kompleksne (netrivijalne) nule se nalaze u traci
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Netrivaijalne nule se mogu dodatno lokalizovati!
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Introduction

Polo�aji netrivijalnih nula ζ(s) kontrolixu raspodelu prostih
brojeva!

Riemann-ova hipoteza (RH) (1859):

Netrivijalne nule funkcije ζ(s) le�e na kritiqnoj pravoj qiji je

realni deo jednak 1/2.

Clay Mathematics Institute (CMI) je 2000. objavio 7
Millennium Prize Problems, me�u kojima je RH najznaqajniji!

Za korektno rexe�e svakog problema nagrada US$ 1.000.000.

Poincaré-ovu hipotezu je dokazao Grigorij Pere	man (ro�en
1966). 2006. je odbio da primi Fields-ovu meda	u na Svetskom
Kongresu u Madridu, a 2010. i milenijumsku nagradu!

RH je numeriqki potvr�ena za vixe desetina biliona prvih
nula!

David Hilbert (1862{1943) jednom je izjavo: Ako me za 1000
godina neko probudi iz mrtvih, moje prvo pita�e �e biti { da li

je dokazana RH?
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Introduction

Polo�aji netrivijalnih nula ζ(s) kontrolixu raspodelu prostih
brojeva!

Riemann-ova hipoteza (RH) (1859):

Netrivijalne nule funkcije ζ(s) le�e na kritiqnoj pravoj qiji je

realni deo jednak 1/2.

Clay Mathematics Institute (CMI) je 2000. objavio 7
Millennium Prize Problems, me�u kojima je RH najznaqajniji!

Za korektno rexe�e svakog problema nagrada US$ 1.000.000.
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Poincaré-ovu hipotezu je dokazao Grigorij Pere	man (ro�en
1966). 2006. je odbio da primi Fields-ovu meda	u na Svetskom
Kongresu u Madridu, a 2010. i milenijumsku nagradu!

RH je numeriqki potvr�ena za vixe desetina biliona prvih
nula!

David Hilbert (1862{1943) jednom je izjavo: Ako me za 1000
godina neko probudi iz mrtvih, moje prvo pita�e �e biti { da li

je dokazana RH?

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs



Introduction

Polo�aji netrivijalnih nula ζ(s) kontrolixu raspodelu prostih
brojeva!

Riemann-ova hipoteza (RH) (1859):

Netrivijalne nule funkcije ζ(s) le�e na kritiqnoj pravoj qiji je

realni deo jednak 1/2.

Clay Mathematics Institute (CMI) je 2000. objavio 7
Millennium Prize Problems, me�u kojima je RH najznaqajniji!

Za korektno rexe�e svakog problema nagrada US$ 1.000.000.
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RH je numeriqki potvr�ena za vixe desetina biliona prvih
nula!

David Hilbert (1862{1943) jednom je izjavo: Ako me za 1000
godina neko probudi iz mrtvih, moje prvo pita�e �e biti { da li

je dokazana RH?
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Grafik funkcije y 7→ |ζ(x+ iy)| za y ∈ [−10, 60] i x = 3/2
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Grafik funkcije y 7→ |ζ(x+ iy)| za y ∈ [−10, 60] i x = 1

-�� � �� �� �� �� �� ��
�

�

�

�

�

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs



Introduction

Grafik funkcije y 7→ |ζ(x+ iy)| za y ∈ [−10, 60] i x = 1/2

-�� � �� �� �� �� �� ��
�

�

�

�

�

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs



Introduction

Grafik funkcije y 7→ |ζ(x+ iy)| za y ∈ [−10, 60] i
x = 3/2, 1, 1/2
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Introduction

Grafik Hardy-jeve funkcije y 7→ Z(y) za y ∈ [0, 60]
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Grafik Hardy-jeve funkcije y 7→ Z(y) za y ∈ [0, 500]
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Recursive coefficienc

2. Obrada signala (Signal Processing). Obuhvata analognu i
digitalnu obradu svih vrsta signala koji se pojav	uju u realnom
svetu, uk	uquju�i sintezu signala, detekciju, modelira�e,
korelaciju i spektralnu analizu signala, konstrukciju i
primenu odgovaraju�ih filtara, itd.

Posebno va�an deo je onaj koji se odnosi na kompresiju podataka
bilo da se radi o zvuqnim signalima ili slikama.

3. Teorija kompleksnosti (Complexity Theory), a posebno
teorija kompleksnosti izraqunava�a obezbe�uje okvir za
razumeva�e cene rexava�a problema, merene zahtevima za
resursima kakvi su vreme i memorijski prostor.

Glavni pristup u teoriji kompleksnosti je razmatra�e
algoritama koji deluju na konaqne nizove simbola iz jednog
konaqnog alfabeta (azbuke).
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Recursive coefficienc

Nizovi mogu predstav	ati najrazliqitije diskretne objekte
poput celih brojeva ili algebarskih izraza, ali ne i realne
(ili kompleksne) brojeve, osim ako oni nisu zaokrug	eni na
pribli�ne vrednosti iz jednog diskretnog skupa.

Glavni zadatak ove teorije je da se odredi broj (raqunskih)
koraka neophodnih za rexava�e problema u funkciji du�ine
ulaznog niza. U vezi sa ovim, teorija kompleksnosti grupixe
probleme u tzv. klase kompleksnosti i razmatra �ihov odnos.

Na primer, klasu P qine oni problemi koji se mogu rexiti u
polinomijalnom vremenu, tj. broj koraka neophodnih za �ihovo
rexava�e je ograniqen polinomijalnom funkcijom du�ine
ulaznog niza, dok je NP klasa problema qija se rexe�a mogu
proveriti (verifikovati) u polinomialnom vremenu.

U novije vreme tretiraju se klase kompleksnosti i nad po	em
realnih brojeva.
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Recursive coefficienc

4. Geometrijsko modelira�e (Computer Added Geometric
Design (CAGD)) je disciplina koja prouqava metode
konstruisa�a geometrijskih i prirodnih formi sredstvima
raqunarske grafike.

U pozadini slo�enih grafiqkih algoritama stoje
sofisticirani numeriqki pristupi, neophodni u procesu
optimizacije algoritamskih tokova i izbora najbo	ih modela.

U svemu tome vodiq i inspiracija je priroda i �ene tvorevine
od kojih neke interesantne primere mo�emo videti na slede�oj
slici, preuzetoj iz qlanka:

S. Wolfram, The Future of Computation, The Mathematica
Journal 10 (2) (2006), 329{362.

Bilo da su �ive ili ne�ive strukture, one fasciniraju svojom
racionalnom geometrijom kojoj u osnovi stoji hijerarhija
samosliqnosti i veoma slo�eni iterativni procesi.
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Recursive coefficienc

5. Simboliqka izraqunava�a (Symbolic Computation) se
danas, tako�e, izdvajaju u posebnu disciplinu.

Ona se qesto nazivaju i kompjuterska algebra, algebarska
izraqunava�a, itd.

Za razliku od numeriqkih izraqunava�a koja se realizuju u tzv.
aritmetici konaqne du�ine, simboliqka izraqunava�a se izvode
sa brojevima, simbolima, izrazima i formulama na egzaktan
naqin.

Ona su nastala kao rezultat te��e da se sa numeriqkih
izraqunava�a krene ka apstraktim izraqunava�ima, xto je
omogu�eno razvojem vextaqke inteligencije i novih programskih
jezika, poput jezika LISP i �egovih usavrxenih naslednika.

Danas su za simboliqka izraqunava�a najpopularniji i xiroko
rasprostra�eni interaktivni paketi MAPLE, MACSYMA,
MATLAB i Mathematica, koji se, naravno, mogu koristiti i za
numeriqka izraqunava�a, kao i za grafiqke prezentacije.

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs



Recursive coefficienc

5. Simboliqka izraqunava�a (Symbolic Computation) se
danas, tako�e, izdvajaju u posebnu disciplinu.

Ona se qesto nazivaju i kompjuterska algebra, algebarska
izraqunava�a, itd.

Za razliku od numeriqkih izraqunava�a koja se realizuju u tzv.
aritmetici konaqne du�ine, simboliqka izraqunava�a se izvode
sa brojevima, simbolima, izrazima i formulama na egzaktan
naqin.

Ona su nastala kao rezultat te��e da se sa numeriqkih
izraqunava�a krene ka apstraktim izraqunava�ima, xto je
omogu�eno razvojem vextaqke inteligencije i novih programskih
jezika, poput jezika LISP i �egovih usavrxenih naslednika.

Danas su za simboliqka izraqunava�a najpopularniji i xiroko
rasprostra�eni interaktivni paketi MAPLE, MACSYMA,
MATLAB i Mathematica, koji se, naravno, mogu koristiti i za
numeriqka izraqunava�a, kao i za grafiqke prezentacije.

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs



Recursive coefficienc

5. Simboliqka izraqunava�a (Symbolic Computation) se
danas, tako�e, izdvajaju u posebnu disciplinu.

Ona se qesto nazivaju i kompjuterska algebra, algebarska
izraqunava�a, itd.

Za razliku od numeriqkih izraqunava�a koja se realizuju u tzv.
aritmetici konaqne du�ine, simboliqka izraqunava�a se izvode
sa brojevima, simbolima, izrazima i formulama na egzaktan
naqin.

Ona su nastala kao rezultat te��e da se sa numeriqkih
izraqunava�a krene ka apstraktim izraqunava�ima, xto je
omogu�eno razvojem vextaqke inteligencije i novih programskih
jezika, poput jezika LISP i �egovih usavrxenih naslednika.

Danas su za simboliqka izraqunava�a najpopularniji i xiroko
rasprostra�eni interaktivni paketi MAPLE, MACSYMA,
MATLAB i Mathematica, koji se, naravno, mogu koristiti i za
numeriqka izraqunava�a, kao i za grafiqke prezentacije.

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs



Recursive coefficienc

5. Simboliqka izraqunava�a (Symbolic Computation) se
danas, tako�e, izdvajaju u posebnu disciplinu.

Ona se qesto nazivaju i kompjuterska algebra, algebarska
izraqunava�a, itd.

Za razliku od numeriqkih izraqunava�a koja se realizuju u tzv.
aritmetici konaqne du�ine, simboliqka izraqunava�a se izvode
sa brojevima, simbolima, izrazima i formulama na egzaktan
naqin.

Ona su nastala kao rezultat te��e da se sa numeriqkih
izraqunava�a krene ka apstraktim izraqunava�ima, xto je
omogu�eno razvojem vextaqke inteligencije i novih programskih
jezika, poput jezika LISP i �egovih usavrxenih naslednika.

Danas su za simboliqka izraqunava�a najpopularniji i xiroko
rasprostra�eni interaktivni paketi MAPLE, MACSYMA,
MATLAB i Mathematica, koji se, naravno, mogu koristiti i za
numeriqka izraqunava�a, kao i za grafiqke prezentacije.

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs



Recursive coefficienc

5. Simboliqka izraqunava�a (Symbolic Computation) se
danas, tako�e, izdvajaju u posebnu disciplinu.

Ona se qesto nazivaju i kompjuterska algebra, algebarska
izraqunava�a, itd.

Za razliku od numeriqkih izraqunava�a koja se realizuju u tzv.
aritmetici konaqne du�ine, simboliqka izraqunava�a se izvode
sa brojevima, simbolima, izrazima i formulama na egzaktan
naqin.

Ona su nastala kao rezultat te��e da se sa numeriqkih
izraqunava�a krene ka apstraktim izraqunava�ima, xto je
omogu�eno razvojem vextaqke inteligencije i novih programskih
jezika, poput jezika LISP i �egovih usavrxenih naslednika.

Danas su za simboliqka izraqunava�a najpopularniji i xiroko
rasprostra�eni interaktivni paketi MAPLE, MACSYMA,
MATLAB i Mathematica, koji se, naravno, mogu koristiti i za
numeriqka izraqunava�a, kao i za grafiqke prezentacije.

Gradimir V. Milovanovi�, gvm@mi.sanu.ac.rs



Recursive coefficienc

MATLAB je razvijen u kompaniji MathWorks, qiji je jedan od
osnivaqa Cleve Moler, poznati ameriqki matematiqar,
programer i ekspert u numeriqkoj analizi.

{ Moler je jedan od autora u razvoju FORTRAN programskih
paketa za linearnu algebru LINPACK i EISPACK i kreator
programskog sistema MATLAB, koji je prilago�en za rad sa
matricama kao osnovnim elementima u izraqunava�ima.

{ Naziv MATLAB dolazi od engleskih reqi “ matrix
laboratory”.

{ Prva verzija se pojavila 1984. godine, a sada je aktuelna
verzija R2023b za sve operativne sisteme.
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Mathematica je razvijena u softverskoj kompaniji Wolfram
Research.

{ Prva verzija se pojavila 1988. godine, a 1989. verzija
Mathematica 2.0 za DOS operativni sistem. Verzija
Mathematica 2.2 razvijena je za Windows 3.11.

{ Aktuelna verzija 14.0, koja se pojavila u januaru 2024. godine,
razvijena je za sve operativne sisteme.

{ Kombinova�e numeriqkih i simboliqkih izraqunava�a veoma
je korisno u mnogim primenama.

{ Za numeriqka izraqunava�a posebno su interesantne tzv.
aritmetike vixestruke taqnosti (multi-precision arithmetics)

{ Mathematica tako�e pru�a izvanredne grafiqke mogu�nosti!
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Recursive coefficienc

Primer provere jedne hipoteze

U qasopisu Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics,
45 (1913/14), str. 350, Srinivasa Ramanujan (1887 { 1920),

poznati indijski matematiqar, je postavio hipotezu da je eπ
√
163

ceo broj.

On je rade�i \ruqno", naxao da je

eπ
√
163 ∼= 262 53741 26407 68743.99999 99999 99.

Kako �egov metod nije omogu�avao dobija�e slede�e decimale,
on je pretpostavio da se cifra 9 stalno ponav	a, i da je onda

eπ
√
163 = 262 53741 26407 68744.

Programskim paketom Mathematica jednostavno dobijamo

eπ
√
163 = 262 53741 26407 68743.99999 99999 99250 07259 71981 . . .

xto kazuje da je hipoteza Ramanujan-a bila pogrexna.
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Recursive coefficienc

6. Obrada teksta (Text Processing) je danas oblast bez koje se
ne mo�e zamisliti bilo koja delatnost.

Tokom sedamdesetih i osamdesetih godina proxloga veka
intenzivno se poqelo sa razvojem algoritama i konstrukcijom
tzv. tekst procesora za obradu svih vrsta tekstova, uk	uquju�i i
matematiqki slog.

Za matematiqke tekstove glavni doprinos je uqinio Donald
Ervin Knuth (1938 { ), razvojem sistema TEX. Knuth je
profesor emeritus na Stanford univerzitetu (SAD) i danas
najpoznatije ime u oblasti informatike i raqunarstva.

Pored ogromnog doprinosa u matematiqkom zasniva�u
algoritama, zbog qega je poznat kao \otac algoritama", Knuth
je razvio softverske sisteme poznate kao TEX i METAFONT,
koji su promenili tehnologiju xtampa�a matematiqkih i drugih
publikacija, ali i naqin komunikacije me�u nauqnicima.

LATEX, kao makro paket, qije su komande definisane nizom TEX
komandi, danas je postao standard u matematiqkoj komunikaciji.
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Progres u eksperimentalnoj matematici

Poqetkom 1996. godine pojav	uje se interesantna k�iga:

Marko Petkovsek, Herbert S. Wilf, Doron Zeilberger,
A = B, A K Peters, Ltd., Wellesley, MA, 1996.

Predgovor je napisao Donald Knuth.

K�iga sadr�i metode za analizu kompleksnih sumira�a
hipergeometrijskog tipa, uk	uquju�i vixe osnovnih algoritama,
kao xto su:

{ opxti algoritam sestre Celine,

{ Gosper-ov algoritam,

{ Zeilberger-ov algoritam, itd.
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Qasopis Experimental Mathematics (Taylor & Francis)
IF=0.843 (2021); IF=0.5 (2022)
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Recursive coefficienc

Znaqajan progres u eksperimentalnoj matematici dogodio se
1995. godine pojavom tzv. Bailey-Borwein-Plouffe (BBP)
formule, koju je otkrio Simon Plouffe (u heksa-decimalnoj
bazi),

π =
∞∑
k=0

1

16k

(
4

8k + 1
− 2

8k + 4
− 1

8k + 5
− 1

8k + 6

)
,

koja omogu�ava brzo odre�iva�e bilo koje binarne cifre broja π
bez nala�e�a prethodnih cifara (tzv. \ spigot" algoritam).

D. Bailey, P. Borwein, S. Plouffe, On the rapid computation
of various polylogarithmic constants, Math. Comput. 66, no. 218
(1997), 903{913.

J.M. Borwein, D.M. Bradley, D.J. Broadhurst, P.
Lisonĕk, Special values of multiple polylogarithms, Trans. Amer.
Math. Soc. 353 (2001), no. 3, 907–941.
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bez nala�e�a prethodnih cifara (tzv. \ spigot" algoritam).

D. Bailey, P. Borwein, S. Plouffe, On the rapid computation
of various polylogarithmic constants, Math. Comput. 66, no. 218
(1997), 903{913.

J.M. Borwein, D.M. Bradley, D.J. Broadhurst, P.
Lisonĕk, Special values of multiple polylogarithms, Trans. Amer.
Math. Soc. 353 (2001), no. 3, 907–941.
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Recursive coefficienc

Istim metodom dobijeni su eksplicitni izrazi za brzo
odre�iva�e mnogih va�nih konstanti u obliku

∞∑
k=1

1

bck
p(k)

q(k)
,

u razliqitim bazama b (≥ 2), gde su p i q polinomi sa celim
koeficijentima i c prirodan broj.

Dobijeni su izrazi za konstante π2, π3, . . ., log 2, log2(2), . . .,
ζ(3), ζ(5), . . . . Bitnu ulogu ovde igra m-ti polilogaritam Lm,

Lm(z) =

∞∑
ν=1

zν

νm
(|z| < 1).

Catalan-ova konstanta

G = β(2) =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2
=

1

12
− 1

32
+

1

52
− 1

72
+ · · · ,

gde je β Dirichlet-ova beta funkcija.
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Recursive coefficienc

Kvadraturne formule

Najznaqajnije otkri�e u numeriqkoj analizi u 19. veku bile su
Gausove kvadraturne formule iz 1814. godine. Carl Friedrich
Gauss je dramatiqno unapredio �utnove ideje o numeriqkoj
integraciji iz 1676. godine, uve�avaju�i algebarski stepen
taqnosti kvadraturne formule∫ 1

0
f (t) dt =

n∑
k=1

Akf(τk) +Rn(f),

sa n− 1 na 2n− 1.

Mnogo opxtije∫
R
f (t) dµ(t) =

n∑
k=1

Akf(τk) +Rn(f ; dµ)

[Jacobi, Mehler, Heine, Radau, Christoffel, Stieltjes,
Markov, Uspenski, ...]
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Recursive coefficienc

Prvi znaqajan progres u konstrukciji Gauss-Christoffel-ovih
formula (qvorova τk i te�inskih koeficijenata Ak) za
proizvo	nu pozitivnu meru dµ na R sa konaqnim ili
neograniqenim nosaqem, za koju svi momenti µk postoje i µ0 > 0,
dali su 1969. godine Gene Golub i �egov saradnik John H.
Welsch, redukuju�i konstrukciju na problem sopstvenih
vrednosti za simetriqnu tri-dijagonalnu (tzv. Jacobi-jevu)
matricu

Jn( dµ) =



α0
√
β1 O

√
β1 α1

√
β2

√
β2 α2

. . .
. . .

. . .
√
βn−1

O
√
βn−1 αn−1


.
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Gene H. Golub (1932 – 2007)
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Recursive coefficienc

Nizovi (αk) i (βk) su koeficijenti u troqlanoj rekurentnoj
relaciji

πk+1 (t) = (t− αk)πk (t)− βkπk−1 (t) , π0 (t) = 1, π−1 (t) = 0,

za niz moniqnih ortogonalnih polinoma πk (·) = πk (dµ; ·) u
odnosu na skalarni proizvod definisan na skupu svih
polinoma P pomo�u

(p, q) =

∫
R
p (t) q (t) dµ(t) (p, q ∈ P).

Drugi znaqajan progres se desio poqetkom osamdesetih godina
proxlog veka, kada je Walter Gautschi (1927 { ) u seriji
radova, prepoznavxi nizove koeficijenata (αk) i (βk) kao
fundamentalne veliqine, razvio tzv. konstruktivnu teoriju
ortogonalnih polinoma (OP) na R.
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Sveqana veqera u Lebanu, prilikom posete \Cariqinom gradu", tokom
konferencije “Numerical Methods and Approximation Theory III”
(Nix, 1987)
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Recursive coefficienc

Konstruktivna teorija OP je otvorila vrata i dala inspiraciju za
novi pristup ortogonalnosti i niz drugih istra�iva�a, kojima sam
se uglavnom bavio tokom moje karijere:

Razvoj novih klasa ortogonalnih polinoma i odgovaraju�ih
kvadraturnih formula;

Splajn aproksimacije koje zadr�avaju maksimalni broj momenata;

Razvoj ortogonalnosti na jediniqnoj polukru�nici i kru�nom
luku u odnosu na nehermitski skalarni proizvod;

Konstruktivni pristup u razvoju s i σ-ortogonalnosti, qime je
pokrenut da	i razvoj kvadraturnih procesa (maksimalnog
stepena taqnosti) sa vixestrukim qvorovima;

Razvoj ortogonalnosti na radijalnim zracima u kompleksnoj
ravni;

Razvoj metoda kod tzv. vixestruke ortogonalnosti i
generalisanih Borges-ovih i Birkhoff–Young-ovih
kvadratura;
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Recursive coefficienc

Integracija brzo-oscilatornih funkcija;

Primene u raznim oblastima numeriqke i prime�ene analize
(numeriqka integracija, interpolacioni procesi, integralne
jednaqine);

Metodi za sumira�e sporokonvergentnih redova;

Razvoj ortogonalnih nepolinomialnih sistema i odgovaraju�ih
kvadraturnih procesa;

Razvoj nestandardnih kvadraturnih formula maksimalnog
stepena taqnosti, itd.

Pored mnogobrojnih primena u matematici (numeriqka analiza,
teorija aproksimacija, verovatno�a i statistika, optimizacija,
itd.), kao i u fizici, teorijskoj hemiji, telekomunikacijama,
elektromagnetici, i mnogim drugim prime�enim naukama i
in�e�erstvu, kvadraturne formule su naxle u posled�e vreme, za
mnoge, neoqekivanu primenu i u tzv. kompleksnim mre�ama.
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Recursive coefficienc

Mre�e obezbe�uju modele za razne sisteme (fiziqke, bioloxke,
druxtvene, . . .), npr. transportne mre�e, molekularne strukture,
genske i proteinske interakcije, internet, itd.

 

Example of complex network: a chunk of the Internet

26

Deo interneta kao primer kompleksne mre�e
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Recursive coefficienc

Analiza pomo�u grafova obezbe�uje kvantitativne alate za
prouqava�e kompleksnih mre�a. U posled�e vreme, stvorila se
multidisciplinarna nauka o mre�ama.

Mnogi problemi u kvantitativnoj analizi kompleksnih mre�a
(internet, mre�a citira�a, WWW, . . .) se svode na
izraqunava�e (ili procenu vrednosti) bilinearne forme oblika

uT f (A) v,

gde je A matrica susedstva u grafu (velike dimenzije), f(t)
analitiqka funkcija, a u i v su pogodno izabrani vektori.

Nakon izvesnih transformacija, bilinearna forma se mo�e
izraziti pomo�u integrala∫ b

a
f (t) dµ (t) ,

a zatim se koriste kvadraturne formule Gauss-ovog tipa.
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Recursive coefficienc

Softveri za ortogonalne polinome i kvadraturne formule:

Matlab paket

SOPQ [Gautschi]

https://www.cs.purdue.edu/archives/2002/wxg/

Mathematica paket

OrthogonalPolynomials [Cvetkovi� & Milovanovi�]

Dostupan na sajtu Matematiqkog instituta SANU:

http://www.mi.sanu.ac.rs/˜gvm/
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