Gradimir V: Milovanovié
Radosav Z. Dordevié

MATEMATICKA ANALIZA 1T



Predgovor

Ova knjiga predstavlja udzbenik iz predmeta Matematicka analiza I koji se,
pocev od skolske 2004/2005. godine, studentima Elektronskog fakulteta u Nisu
predaje u II semestru. Knjiga je nastala na osnovu vise puta objavljivanih udz-
benika istih autora, pod naslovom: Matematika za studente tehnickih fakulteta,
I deo i Matematika za studente tehnickih fakulteta, II deo.

Udzbenik Matematicka analiza I sastoji se iz Sest glava, od kojih poslednja
glava (Teorija redova) nije predvidjena nastavnim programom pomenutog pred-
meta. Ova oblast se inace predaje u okviru matematickih kurseva na drugoj godini
studija na Elektronskom fakultetu u Nigu.

U glavi Realne funkcije i njihove osnovne osobine izlozen je prvo sam pojam
funkcije, posebno pojam realne funkcije realne promenljive, a zatim i osnovne oso-
bine realnih funkcija jedne realne promenljive, kao §to su: parnost i neparnost,
periodi¢nost, monotonost, konveksnost, pojam inverzne funkcije, kao i pojmovi
funkcije zadate parametarski i implicitno zadate funkcije, ali i pojmovi elemen-
tarnih i neelementarnih funkcija. U drugom delu ove glave ukazano je na pojam
metrike i metrickih prostora, kao i na neke osnovne topoloske pojmove.

Glava Nizovi sastoji se iz dela u kojem je definisan pojam niza i pojam njegove
grani¢ne vrednosti, u kojem su izlozene osnovne osobine konvergentnih nizova i
navedene neke grani¢ne vrednosti nizova u R, kao i iz dela u kojem je ukazano na
pojam Cauchyevog niza i na pojam kompletnog prostora.

Funkcije jedne realne promenljive je glava u kojoj su izlozeni: pojam grani¢nih
vrednosti realnih funkcija, osobine grani¢nih vrednosti, pojam neprekidnosti funk-
cija, kao i osobine neprekidnih funkcija. Isto tako, u ovoj glavi je ukazano i na neke
osobine monotonih funkcija, na moguénost uporedivanja funkcija medu sobom, na
simbole o i O, kao i na ravnomernu neprekidnost realnih funkcija.

U glavi Diferenciranje funkcija jedne realne promenljive izloZeni su pojmovi
izvoda i diferencijala funkcije prvog i viSeg reda, osnovne teoreme diferencijalnog
racuna, kao i njihova primena na ispitivanje osnovnih osobina realnih funkcija. Isto
tako, u ovoj glavi su definisane i osobene tacke krivih, kao i pojmovi asimptota
krivih i krivine krivih, a ukazano je takode i na pojam dodira krivih. Na kraju ove
glave ukazano je i na graficko predstavljanje funkcija.

Glava Integracija funkcija jedne realne promenljive obuhvata: neodredeni inte-
gral, metode integracije i integraciju elementarnih funkcija, kao i pojam odredenog
integrala, njegove osobine i primenu odredenog integrala.



vi

I na kraju, u glavi Teorija redova izlozeni su numericki i fukcionalni redovi, vr-
ste konvergencije, kao i kriterijumi za konvergenciju numerickih i stepenih redova.
Posebno su izlozeni trigonometrijski i Fourierovi redovi i njihova primena.

Svaka glava je podeljena na poglavlja, a poglavlja na odeljke.

Numeracija objekata (formula, teorema, definicija i sl.) u okviru jednog odeljka
izvrSena je pomocu tri broja od kojih prvi ukazuje na poglavlje, drugi na odeljak i
treéi na redni broj tog objekta u posmatranom odeljku. Tako, na primer, teorema
3.2.4 predstavlja cetvrtu teoremu u drugom odeljku treceg poglavlja odgovarajuce
glave. Na ovaj nacin je uspostavljena jednoznacna numeracija objekata u okviru
jedne glave.

Sva teorijska izlaganja proprac¢ena su odgovarajué¢im primerima. Na kraju svake

glave nalazi se poglavlje Zadaci za vezbu, ¢iji je cilj da korisnicima ove knjige omo-
gudi samostalno uvezbavanje prethodno izloZene teorije.

Kako je knjiga pisana u skladu sa najnovijim planom i programom studija na
Elektronskom fakultetu u Nigu, ona je, pre svega, namenjena studentima ra¢unars-
tva i informatike, telekomunikacija, elektronike i elektrotehnike, ali i studentima
drugih tehnickih fakulteta, kao i studentima matematike i fizike na prirodno-
matematickim fakultetima.

Nis, 31. januara 2005.
G. V. Milovanovi¢ / R. Z. Dordevi¢
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I GLAVA

Osnovi matematicke analize

1. REALNE FUNKCIJE

1.1. Pojam funkcije i oblast definisanosti

U algebri, a posebno u teoriji algebarskih struktura, uobicajeno je da se pojam
funkcije uvodi pomoéu pojmova: relacija i preslikavanje (Videti, na primer, knjigu
[15], str. 9-23.). Iako to nije predmet ovog udzbenika, ukratko ¢emo ukazati na
ova dva pojma.

Ako su X i Y dva neprazna skupa, tada se za svaki podskup p skupa X x Y
kaze da je relacija p u skupu X x Y. Dakle, svaka relacija p u skupu X x Y je
skup izvesnih uredenih parova (z,y), takvih da je z € X iy € Y, tj. uvek je
(z,y) € X x Y, ali su samo neki (z,y) € p.

Sve relacije koje ¢emo ovde razmatrati odnose se na skupove X x Y, gde su X
i Y podskupovi skupa realnih brojeva R.

Pri tome, ako su neprazni skupovi X i Y (X,Y C R) posmatraéemo samo one
relacije p C X X Y koje imaju osobinu da za svaki element x € X postoji samo
jedan element y € Y takav da (z,y) € p. Za svaku takvu relaciju p govori¢emo da
je preslikavange ili funkcija sa skupa X u skup Y, a umesto (x,y) € p uobicajeno
je da se ta Cinjenica oznacava sa y = p(x). Staviée, umesto p najcesée se koristi
oznakal) f.

Isto tako, ¢injenicu da je neka relacija f C X x Y preslikavanje, tj. funkcija,

oznacava¢emo sa f: X — Y ili sa X 4, Y, govoreéi da se element z preslikava
u element y = f(x) € Y. To ¢éemo simbolizovati i sa z — y = f(z) ili krace

Element z zovemo original, dok za element y = f(x) koristimo termin slika
elementa = pri preslikavanju f ili vrednost funkcije u tacki x. U sluc¢aju kada
x predstavlja proizvoljan element iz X kazemo da je x argument ili nezavisno
promenljiva, a y (= f(x)) zavisno promenljiva.

Skup slika svih elemenata x € X obelezavamo sa f(X). Ocigledno je da je
fx)cy.

1) Oznaka f dolazi od reéi funkcija (function na engleskom jeziku). U upotrebi su,
takode, i oznake g, h, ..., p, 9, ..., itd.
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Skup X koji preslikavamo zovemo oblast definisanosti ili domen funkcije f, a
skup slika f(X) nazivamo skup vrednosti ili kodomen funkcije f. Ponekad se oblast
definisanosti funkcije f oznacava sa D(f), a skup njenih vrednosti sa R(f).

Na osnovu prethodnog mozemo dati formalnu definiciju funkcije:

Definicija 1.1.1. Za relaciju f C X X Y kazemo da je funkcija f: X — Y ako
(1) (VeeX)(BFyeY) (zy)€f,
(2) (z,9)efA(z,2)ef = y==2.

Osobina (1) poznata je pod imenom definisanost, a osobina (2) jednoznacnost.

Primer 1.1.1. 1° Neka je A = {1,2,3} i B = {a,b,c,d} i neka je p relacija
{(1,a),(2,b),(3,¢c)} C Ax B. Relacija p je funkcija koja preslikava elemente skupa
A u skup B.

Oblast definisanosti ove funkcije je skup A, a skup vrednosti funkcije je skup
{a,b,c} C B.

2° Neka je A ={0,1,2} i X = A% = {(z,y) | z,y € A}. Relacija

{((O’O)’O)a ((Ov 1)7 1)7 ((072)a4)a ((1,0), 1)5 ((17 1)5 2)7 ((L 2)5 5)5
((2a0)a4)a ((27 1)75)7 ((2a 2)a8)} CXxR

je funkcija koja preslikava elemente skupa X = A% u skup R. Ovo preslikavanje
f: A% — R se moze izraziti simbolicki, na primer, pomoéu

(2,9) = [((z,)) = 2° +y*.

Oblast definisanosti funkcije f je skup A2, a skup vrednosti funkcije f je skup
f(A?) ={0,1,2,4,5,8} C R.

3° Neka je dat segment S = [0,1], X = S3 = {(z,y,2) | z,y,2 € S}, Y = R2.
Relacija f C S% x R?, definisana pomoé¢u

F(z,y,2) = (@® +4° +2°,32y2) (9,2 €9),

je funkcija sa S u R?, pri éemu, svakoj uredenoj trojki (z,y,z) (€ %) se pridru-
7uje uredeni par (z2 4 32 + z2,3zyz) (€ R?). A
Napomena 1.1.1. Ako je ¢ € Y, tada za preslikavanje f: X — Y, definisano

pomoc¢u f(z) = c za svako x € X, kazemo da je konstantno preslikavanje. Takode,
kaze se i da je funkcija f konstanta.

Ako je Y = X tada se preslikavanje f: X — X, definisano pomoé¢u f(x) = x za
svako z € X, naziva identicko preslikavanje u X.
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Definicija 1.1.2. Za dve funkcije f: X — Y i ¢g:U — V kazemo da su
jednake ako je X =U 1Y =V iako je

(1.1.1) Ve e X) f(x)=g(z).

Ako je, medutim, X C U i ako vazi (1.1.1), reéi ¢emo da je f suZenje
ili restrikcija funkcije g (sa skupa U na skup X), tj. da je g prosirenje ili
ekstenzija funkcije f (sa skupa X na skup U).

Primer 1.1.2. 1° Neka su funkcije f:R — R i g:N — R, definisane redom
pomocu

flx) = z? i g(x) = 22

Tako su ove dve funkcije definisane istim analitickim izrazom, one nisu medu
sobom jednake funkcije jer su im domeni razli¢iti skupovi. S obzirom na inkluziju

N c R, tj.  D(g) C D(f),

zaklju¢ujemo da je funkcija g ekstenzija funkcije f, kao i da je funkcija f restrikcija
funkcije g.

2° Neka je dat segment S = [0,2] i funkcija g:5%2 — R, definisana pomoéu
z=g((z,y)) = 22 + y2. Ova funkcija predstavlja ekstenziju funkcije f: A2 — R iz
primera 1.1.1 (videti 2°). Za funkciju g kazemo da je funkcija od dve promenljive
2 1y iumesto g((z,y)) pisSemo jednostavno g(z,y). A

Skup I'(f) = {(z, f(x)) | x € X} C X XY naziva se grafik funkcije f.
Ako su X C Ri f(X) C R, grafik funkcije se moze predstaviti kao skup
tacaka u Dekartovoj? ravni® Oxy.

Primer 1.1.3. 1° Deo grafika funkcije f:R — R, definisane pomocu y =
flx) = 22 (videti slu¢aj 1° u primeru 1.1.2), predstavljen je na slici 1.1.1. Na istoj
slici 1.1.1, prikazan je i deo grafika funkcije g: N — R (takode videti primer 1.1.2),
koji se sastoji iz niza tacaka. Naime, na slici su prikazane samo prve cetiri tacke,
tj. deo grafika {(1,1),(2,4), (3,9),(4,16)} C I'(g).

2° Funkcija od dve promenljive (videti slu¢aj 2° u primeru 1.1.2), definisana
na [0, 2] x [0, 2] pomoéu z = g(z,y) = 22 + y2, moie se, takode, graficki prikazati.
Njen grafik je dat na slici 1.1.2, zajedno sa grafikom njene restrikcije f iz primera
1.1.1 (videti slu¢aj 2°).

Primetimo da se grafik funkcije f sastoji iz devet tacaka. A

2) René Descartes Cartesius)(1596-1650), veliki francuski filozof i matematicar.
3)  Za ovaj natin predstavljanja grafika funkcije dovoljno je znanje iz srednje Skole.
Inace, Dekartov pravougli koordinatni sistem, kao i neki drugi koordinatni sistemi, detaljno

su tretirani u predmetu Linearna algebra.
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Napomena 1.1.2. Funkcije f: X — Y sa kojima se najcesée sreemo su real-
ne, tj. takve da je Y = R, a X C¢ R", gde je n > 1. Kada je n = 1 imamo
sluc¢aj realnih funkcija jedne realne promenljive, ¢ije ¢e osnovne osobine biti raz-
matrane u narednim odeljcima. Slucaj n > 1 dovodi nas do tzv. realnih funkcija
viSe promenljivih, ta¢nije realnih funkcija n promenljivih. Dakle, uredenoj n-torki
(z1,...,2n) € X pridruzuje se vrednost y = f((z1,... ,2n)) € R, pri ¢emu pisemo
jednostavno y = f(x1,...,Zn).

Kod preslikavanja f: X — Y razlikova¢emo sledeéa dva moguca slucaja:
f(X)=Y1i f(X)CY. U prvom slucaju kazemo da je skup X preslikan na
skup Y, a u drugom da je skup X preslikan u skup Y. Postoje, dakle, sa
tog stanovista dve vrste preslikavanja: preslikavanje na skup i preslikavanje
u skup. Za preslikavanje na skup kaze se da je surjekcija ili surjektivno pre-
slikavanje.

Ako je preslikavanje f: X — Y takvo da iz jednakosti f(z1) = f(x2)
sleduje 1 = s, kaze se da je f injekcija ili injektivno preslikavanje. Prema
tome, kod ovog preslikavanja, ukoliko su slike jednake moraju biti jednaki i
originali. Za ovo preslikavanje koristimo i termin preslikavanje 1-1.

Za svako preslikavanje koje je istovremeno surjekcija i injekcija kaze se da
je bijekcija ili bijektivno preslikavanje. Takode, za takvo preslikavanje kazemo
da je biunivoko ili obostrano jednoznacno preslikavanje.

Definicija 1.1.3. Neka su X, Y i Z neprazni skupovi i neka su data pre-
slikavanja f: X — Y 1 g:Y — Z. Funkciju h = g o f, tj. funkciju h: X — Z
definisanu pomocu

(Ve e X) h(z) = (g0 f)(x) = g(f(2))

zovemo sloZena funkcija od funkcija f i g ili kompozicija preslikavanja f 1 g.
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U stvari, slozena funkcija h = g o f preslikava elemente x skupa X u ele-
mente z = h(z) skupa Z posredno, pomoc¢u funkcija f i g, na slede¢i nacin:
prvo elemente = skupa X funkcijom f preslikava u elemente y = f(z) skupa
Y, a zatim tako dobijene elemente y = f(z) € Y funkcijom g preslikava u
elemente z = g(y) = g(f(z)) skupa Z.

Preslikavanja f i g su, u stvari, medupreslikavanja.

Naravno, jedno slozeno preslikavanje moze biti realizovano i sa vise medu-
preslikavanja. Ponekad se kaze da sva ta medupreslikavanja ¢ine lanac pre-
slikavanja, a ona sama su karike lanca.

Napomenimo: ako su sva medupreslikavanja jednog slozenog preslikava-
nja biunivoka preslikavanja, tada je i slozeno preslikavanje biunivoko.

Bez dokaza® navodimo sledeée tvrdenje:

Teorema 1.1.1. Neka su X, Y, Z, W neprazni skupovi i neka f: X — Y,
oY = Z, hZ W, . XLY L 2" 7 Tuda je

(1.1.2) (hog)o f=ho(gof).

Primer 1.1.4. 1° Funkcija z +— log(sinz + 1) je slozena funkcija. Cine je
preslikavanja:

(a) yr—logy i z+—y=sinz+1,
(b) z—logz, y—z=y+1 1 zx—y=sinz.

2° Preslikavanje z — 2 sin(3x2 + 1) je slozeno preslikavanje. Cine ga, na primer,
sledeéa preslikavanja:

(a) yr2siny i z—y=3z2+1,
(b) z+—2sinz, yr—z=y+1 i x»—>y:3x2. A
Iz ovih primera se vidi da lanac jednog slozenog preslikavanja nije jed-

nozna¢no odreden. Ali, iz jednog lanca slozenog preslikavanja jednoznaéno
se dobija slozeno preslikavanje.

Primetimo da slozena preslikavanja f o g i g o f ne moraju biti jednaka.
Primer 1.1.6. Za funkcije g:R — R i f:R — R, date pomoé¢u

g(z) = 2® — 30 +2 i fl@)=2"-1,
imamo

(g0 f)(x) = g(f(x)) = f()* = 3f(z) + 2
=@ -1)? -3 -1)+2=2*—52"+6

4 Dokazi teorema koje navodimo u ovom odeljku mogu se naéi u knjizi [15].
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(fog)(z) = flg(x)) = (2* =3z +2)> =1 =2 — 62° + 132° — 122 + 3.

Ocigledno, (go f)(z) # (fog)(z). A
Primer 1.1.7. Neka su funkcije f:Ra' — R i g:R — R definisane pomoc¢u
F@) = a i glr) =

Kompozicija funkcija f i g, tj. (go f):Rg — R, odredena je sa

(Vz €Rg) (g0 f)(@) =g(f(2)) = (Va)* ==

Kako je skup slika g(R) = Ra_ (C R), funkciju g mozemo tretirati kao preslika-
vanje R na skup R}, pa je onda moguée definisati i kompoziciju funkcija g i f,
t.

(Vz €R) (fog)(z) = f(g9(x)) = Va2 = |a].
Dakle, funkciju « — |z| dobili smo kao kompoziciju funkcija x — iz V.

Primetimo da se oblasti definisanosti kompozicija gof i fog razlikuju. Funkcija
f o g je ekstenzija funkcije go f. A

Vazi sledeée tvrdenje:
Teorema 1.1.2. Neka je f: X — Y biunivoko preslikavanje. Tada postoji
jedno i samo jedno biunivoko preslikavanje f:Y — X, za koje vaZi
(1.1.3) (Vx € X) (fof)(z)==
i

(1.1.4) My eY) (f ) f)(y) =y.

Primetimo da uslovi (1.1.3) i (1.1.4) pokazuju da su kompozicije fofi
f o f identicka preslikavanja u X i Y, respektivno.

Na osnovu prethodnog moguce je dati definiciju inverzne funkcije:

Definicija 1.1.4. Neka je f: X — Y biunivoko preslikavanje. Za preslika-
vanje f~1:Y — X, za koje je f~! o f identicko preslikavanje u X i fo f~!
identicko preslikavanje u Y, kazemo da je inverzno preslikavanje za f.

Dakle, preslikavanja f: X — Y i f~1:Y — X su biunivoka i za njih vazi

i) =2, ff'w)=y (reX yeY).
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Ukaza¢emo sada na neke osnovne osobine realnih funkcija jedne realne
promenljive. Neka je, dakle, data funkcija f: X — R, ¢ija je oblast defini-
sanosti (domen) X C R.

Oblast definisanosti jedne realne funkcije f: X — R moze biti bilo koji
neprazan podskup od R: interval (a,b), segment [a,b], polusegmenti [a, b) i
(a,b], unije bilo kojih od ovih skupova, ukljuc¢ujuéi, eventualno, i izolovane
tacke. U posebnom sluc¢aju, kada je funkcija f zadata ,analiticki“, tj. for-
mulom, od interesa je nadi tzv. prirodnu oblast definisanosti takve funkcije.
To je, u stvari, skup svih realnih brojeva x € R za koje takva formula ima
smisla, tj. za koje je f(x) € R.

Primer 1.1.8. 1° Funkcija z — +/7 definisana je za x > 0, tj. njena oblast
definisanosti je X = [0, +00). Skup vrednosti funkcije je takode skup [0, +00).

2° Logaritamska funkcija x +— logz definisana je za £ > 0. Ovde je oblast
definisanosti X = (0, +00), a skup njenih vrednosti je (—oo, +00). A

Primer 1.1.9. 1° Oblast definisanosti funkcije z — vz2 — 1 je

X = (=00, —1] U1, 400).

2° Za funkciju z — log(5+4x —xz) oblast definisanosti je interval X = (—1,5).
3° Funkcija 2 — vz2 — 1 log(5 + 4z — %) ima oblast definisanosti X = [1,5),
sto predstavlja presek oblasti definisanosti funkcija iz 1°i 2°. A

Primer 1.1.10. Funkcija f:Q — R, definisana pomoéu f(z) = 1, ima za
oblast definisanosti skup svih racionalnih brojeva, dok se skup vrednosti funkcije
sastoji samo od jedne tacke f(Q) ={1}. A

Primer 1.1.11. Oblast definisanosti funkcije z — log(sin ) je unija intervala
(2km, (2k+ 1)), k=0,£1,4£2,.... A

Primer 1.1.12. Posmatrajmo tzv. stepenu funkciju z — f(z) = z% (a € R).
Odredi¢emo oblast definisanosti ove funkcije u zavisnosti od a.

1° Ako je « bilo koji realan broj, tada se funkcija f definise pomoc¢u f(z) =

€198 % odakle zakljucujemo da je oblast definisanosti ove funkeije X = (0, +00);

2° Ako je « ceo ili racionalan broj oblika o = p/q, gde je g neparan broj,
stepena funkcija x — z® ima smisla, kao realna funkcija, i za negativno x. Tada
je oblast definisanosti X =R akojea>01 X =R\ {0} akojea<0. A

Primer 1.1.13. Ukazacemo na tri interesantne funkcije, koje se cesto koriste
i na koje éemo se u daljem tekstu, povremeno, pozivati.

1° Funkcija najveée celo od x, u oznaci [z], definisana je sa

x—[z]=n (n<xz<n+1,nel).
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2° Funkcija razlomljeni deo od x, u oznaci (z), definisana je sa
z— (z) =z — [7] (z e R).
3° Funkcija znak od x, u oznaci sgn(x), definisana je sa

-1
sgn(z) = 0, akoje =0,

, akoje x <0,

1, akoje x>0.

Primetimo da za z # 0 vazi sgn(x) = |z|/z. A
Cesto se umesto funkcije f: X — R posmatra njena restrikcija na neko

D (C X) (videti definiciju 1.1.2). Ako ne moze doé¢i do zabune, restrikciju
f*: D — R oznacavat¢emo jednostavno sa f: D — R.

Definicija 1.1.5. Za funkciju f: X — R kazemo da ima infimum (supre-
mum) ako postoji infimum (supremum) skupa f(X).

Ako funkciju f tretiramo kao preslikavanje u prosireni skup realnih bro-
jeva R (= RU{—00,+00}), tada infimum i supremum u R uvek postoje tako
da imamo

m = inf f(x)=inf f(X) i M = sup f(x) = sup f(X).
reX zeX

Za brojeve m i M Koriste se i termini donja i gornja meda funkcije na X.

Ako je m konacan broj, za funkciju f kazemo da je ogranicena odozdo.
Isto tako, ako je M konacan broj, kazemo da je funkcija f ogranicena odozgo.

Ako u X postoji tacka £ takva da je f(§) = m, tada kazemo da je m
minimum funkcije f na X. Slicno se definiSe maksimum funkcije na X.

Definicija 1.1.6. Za funkciju f: X — R (X C R) kazemo da je ogranicena
ako je skup vrednosti funkcije R(f) ogranic¢en skup. Za funkciju koja nije
ogranicena, kazemo da je neogranicena.

Drugim re¢ima, funkcija f je ograni¢ena na X ako je

—oo < inf f(z) < sup f(z) < +o0,
zeX reX

a neogranicena ako je

inf f(z) =—o0 ili/i sup f(x) = 4o0.
reX reX
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Definicija 1.1.7. Neka je funkcija x — f(x) ograni¢ena na X. Za broj

Qf)=M-m= jggf(w) — nf f(z)

kazemo da je oscilacija funkcije f na X.

Primer 1.1.14. 1° Funkcija z — f(z) = a2 (x € (—1,1)) je ograniCena na
(=1,1) jer je skup [0,1) ograni¢en. Minimum ove funkcije na (—1,1) je m = 0,
dok je M = 1 supremum funkcije na intervalu definisanosti. Oscilacija funkcije na
(=1,1) je Q(f) = M — m = 1. Napomenimo da je f restrikcija stepene funkcije
z— z2 sa Rna (—1,1).

2° Funkcija z — f(z) = (z) (x € R) je ograni¢ena jer je 0 < (z) < 1.

3° Funkcija z — f(z) = 1/x (x € (0, 1)) nije ogranicena jer skup vrednosti
funkcije f, tj. skup (1, +00), nije ogranicen. Ovde je

inf z)=1 i sup x) = —+o00.
rE(O,l)f( ) re(O,l)f( )

Ocigledno, funkcija f je ogranicena odozdo, a neogranicena odozgo. A

1.2. Grafik funkcije

Neka je X (C R) oblast definisanosti funkcije f: X — R. Kao §to smo
videli u odeljku 1.1, skup

F(f)z{(x,y)éRQ\y:f(x),a;EX}

zove se grafik funkcije f i on se moze predstaviti kao skup tacaka u ravni
Oxy. Taj skup tacaka geometrijski u nekim delovima (ili u celosti) moze
predstavljati liniju i/ili neki skup izolovanih tacaka (videti primer 1.1.3).
Kada je u pitanju linija, za grafik funkcije f kazemo da predstavlja krivu
y = f(z).

Primer 1.2.1. Grafici funkcija iz primera 1.1.13 su dati na slici 1.2.1. A

It y=la y
= y=() Y1 y=sgn()
1} — 1 | S
2-10] 1 2 3 /// //
-2 - T -3-2-1 o1 2 I 0 T
—l1 S——
— |2

Sl.1.2.1
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Umesto pravouglog koordinatnog sistema, za predstavljanje grafika funk-
cije moze se koristiti i neki drugi koordinatni sistem, na primer, polarni
koordinatni sistem, koji ¢emo uvesti na slede¢i nacin:

U ravni R izaberimo tacku O i poluosu Ox za koje kazemo da su pol
i polarna osa. Proizvoljna tacka M u ravni R moze se potpuno opisati
pomoéu rastojanja o izmedu tacaka O i M i ugla ¢ koji zaklapa duz OM
sa polarnom osom uzet u smeru suprotnom kretanju kazaljke na ¢asovniku
(videti sliku 1.2.2). Za brojeve g i ¢ kazemo da su polarne koordinate tacke
M u ravni R. Broj p se naziva polarni radijus, a ¢ polarni ugao. Moguce
vrednosti polarnih koordinata su, dakle,

0 < o< +o0, 0< < 2.

Pol O se predstavlja samo jednom koordinatom ¢ = 0. Za polarni ugao
pola O kazemo da nije odreden.

Sl 1.2.2 Sl 1.2.3

Napomena 1.2.1. Za polarni ugao ¢ mogu se uzeti vrednosti iz intervala
(—m, +m].

Ako na polarnu osu Oz u ravni R postavimo pod pravim uglom osu Oy,
dobijamo Dekartov pravougli koordinatni sistem u ravni R (slika 1.2.3). Veza
izmedu polarnih koordinata (g, ) i pravouglih (z,y) data je sa

T = 0COS @, y =posing,

odnosno

0=+V2%2+y? cosp= E, sinp = v,
1% %

Kako je ¢ > 0, u polarnom koordinatnom sistemu ima smisla posmatrati
samo funkcije ¢ — o0 = f(p), gde je f(p) > 0.
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y Yy
24
a
Q
2 x
0 2da
x
- 0 s
Sl. 1.2.4 Sl. 1.2.5

Primer 1.2.2. Neka je ¢ = f(¢) = a(l + cosg), a > 0. Uzmimo da se
polarni ugao ¢ menja u granicama od —m do 7 (videti napomenu 1.2.1). Kako je
cos(—¢) = cos p, dovoljno je razmatrati sluéaj kada je 0 < ¢ < 7. U tabeli su date
koordinate nekih tacaka grafika ove krive koja je, inace, poznata kao kardioida.

0 w/3 | ®/2| 2n/3
ol 2a| 3a/2 a a/2 0

Kriva je simetri¢na u odnosu na polarnu osu (slika 1.2.4). A

Napomena 1.2.2. Iako se polarna osa poklapa sa pozitivnim delom z-ose,
treba razlikovati grafik funkcije ¢ — f(¢) u polarnom sistemu od grafika funkcije
x +— f(x) u pravouglom koordinatnom sistemu jer se radi o razli¢itim skupovima
tac¢aka. Na primer, kriva ¢ = a(1 + cos ¢) predstavlja kardioidu u polarnom sis-
temu, a kriva y = a(1 + cosx) transliranu sinusoidu (slika 1.2.5) u pravouglom
koordinatnom sistemu.

1.3. Parne i neparne funkcije
Neka je X (C R) takav da ako je x € X sleduje da jei —x € X. Za takav

skup kazemo da je simetrican skup. Moguca su sledeca tri slucaja:

1° Za svako x € X vazi f(—z) = f(x);

2° Za svako z € X vazi f(—x) = —f(z);

3° Ne vazi ni 1° ni 2°, sem, mozda, za neke z € X.
Definicija 1.3.1. Ako za svako z € X vazi f(—x) = f(z), kazemo da je
funkcija x — f(z) parna funkcija.
Definicija 1.3.2. Ako za svako z € X vazi f(—z) = —f(z), kazemo da je

funkcija x — f(x) neparna funkcija.

Primer 1.3.1. 1° Funkcija x — xQ, definisana za x € X = (—1,1), je parna
jer je f(—z) = f(x) za svako z € X.
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2° Funkcija z — sinz, definisana za = € R, je neparna jer je f(—z) = —f(z)
za svako realno x.

3° Funkcija z — €%, definisana za = € R, nije ni parna ni neparna jer za svako
x #0vazi f(—z) # £f(x).

4° Za funkciju = — x2, definisanu na X = (1,2), nema smisla postavljati
pitanje parnosti ili neparnosti jer skup X nije simetrican. A

Teorema 1.3.1. Svaka funkcija x — f(x), definisana na simetricnom sku-
pu X (C R), moZe se predstaviti kao zbir jedne parne i jedne neparne funk-
cije.

Dokaz. Posmatrajmo funkcije © — p(z) i z — ¢(x) (x € X), odredene

sa
1

pla) =5 (f@+ (=) 1 Y@ =5(f(z) - f(-2).

Nije tesko proveriti da je ¢ parna, a 1 neparna funkcija. Medutim, o¢i-
gledno je f(x) = o(x) +Y(x). O

Napomenimo da se ¢injenica da je neka funkcija parna ili neparna moze
iskoristiti kod skiciranja njenog grafika. Naime, kako su tacke M (z, f(z)) i
N(—=z, f(x)) simetricne u odnosu na y-osu, zakljucujemo da je grafik parne
funkcije  — f(x) simetrican u odnosu na osu Oy koordinatnog sistema
Oxy. Isto tako, grafik neparne funkcije z — f(z) je simetrican u odnosu na
koordinatni pocetak O jer su tacke M(z, f(z)) i N(—z,—f(x)) simetricne u
odnosu na tacku O.

1.4. Periodi¢éne funkcije

Posmatrajmo funkciju f:R — R.

Definicija 1.4.1. Ako postoji pozitivan broj 7 takav da je za svako x € R

flz+7) = f(2),

kazemo da je funkcija x — f(z) periodiéna funkcija, a da je T njen period.
Ako je T najmanji od svih takvih brojeva 7, kazemo da je T' osnovni period
periodi¢ne funkcije f.

Primetimo da za periodi¢nu funkciju f, takode, vazi f(z — 7) = f(x).

Iz definicije 1.4.1 neposredno sleduje sledeé¢e tvrdenje:

Teorema 1.4.1. Ako je T period periodicne funkcije x — f(x) i k € N,
tada je i kKT period funkcije f.
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Teorema 1.4.2. Ako je A # 0 i x +— f(x) periodicna funkcija sa osnovnim
periodom T, tada je i funkcija x — f(Ax) periodiéna sa osnovnim periodom

T/I\|.
Dokaz. Definisimo funkciju ¢ pomocu ¢(x) = f(Azx). Tada je

go(m—l-|—> =f</\x+T%> = f(Az+T sgn ) = f(Az) = p().

T
Al
Dakle, osnovni period funkcije = +— f(Az) = p(x) je T/|A]. A

Primer 1.4.1. 1° Funkcija z — a(1 + cosz) (z € R) je periodi¢na funkcija sa
osnovnim periodom T = 27 (slika 1.2.5).

2° Funkcija x — z — [z] je periodi¢na sa osnovnim periodom T = 1.
3° Funkcija x +— tan 5z je periodiéna sa osnovnim periodom T'= /5. A

Primer 1.4.2. Za Dirichletovu® funkciju x — x(x), odredenu sa

1, akoje z¢€Q,
x(x) =

0, akoje zel,
vazi x(z 4+ 7) = x(x), za svako racionalno 7. Medutim, ova funkcija nema osnovni
period T jer ne postoji najmanji pozitivan racionalan broj. A

Saznanje da je  — f(z) periodi¢na funkcija moze koristiti kod skiciranja
njenog grafika. Naime, dovoljno je skicirati ga samo na segmentu duzine 7.

Napomenimo na kraju da iz periodi¢nosti funkcije x — g(x) sleduje peri-
odi¢nost slozene funkcije  — f(g(x)). Na primer, funkcija x +— log(|sin z|)
je periodi¢na sa osnovnim periodom T = .

1.5. Monotone funkcije

Neka je data funkcija f: X — R inekaje D C X CR.

Definicija 1.5.1. Funkcija f je neopadajuca na D ako za svaki par razli¢itih
vrednosti x1, 2o € D vazi implikacija: 1 < o = f(z1) < f(22). U sluéaju
stroge nejednakosti kazemo da je f rastuca funkcija na D.

Definicija 1.5.2. Funkcija f je nerastuca na D ako za svaki par razli¢itih
vrednosti z1, zo € D vazi implikacija: 1 < zo = f(x1) > f(z2). U slucéaju
stroge nejednakosti kazemo da je f opadajuca funkcija na D.

5) Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), francuski matematicar.
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Napomenimo da implikacijama u prethodnim definicijama odgovaraju ne-
jednakosti:

(r1 — $2)(f(331) - f($2)) >0 1 (z1 — $2)(f($1) - f(l’2)) <0.

Primer 1.5.1. 1° Funkcija = +— [z] je neopadajuc¢a na R jer za svaki par
realnih brojeva z1 < x2 sleduje [x1] < [z2] (videti grafik ove funkcije na slici
1.2.1).

2° Funkcija z — 22 je rastuéa na D = [0, +00) jer je :1:% < x% za 1 < T9
(z1,22 € D).
3° Neka je z — f(z) = |z — 1] — |z| (z € R). Kako je

1, z <0,
fl@)=< —2z+1, 0<z <1,
-1, z>1,

zakljuCujemo da je f nerastuéa funkcija na R.
4° Funkcija x — 1/x je opadajuéa na D = (0,+00) jer za svaki par razli¢itih
vrednosti x1,x9 € D vazi

2

1 1 —
($1—x2)(———) __(mzwm) <0. A
X1 T2 12

Definicija 1.5.3. Za funkcije odredene definicijama 1.5.1 i 1.5.2 kazemo da
su monotone funkcije na D.
Iz ovih definicija neposredno sleduju sledeca tvrdenja:

Teorema 1.5.1. Ako je funkcija x — f(x) neopadajuca, rastuca, nerastu-
¢a ili opadajuéa na D, tada je funkcija x — — f(x), respektivno, nerastuca,
opadajuca, neopadjuca ili rastuéa na D.

Vazi, dakle, dualizam: (ne)rastu¢a — (ne)opadajuca.

Isto tako, vaze sledec¢a tvrdenja:
Teorema 1.5.2. Ako su funkcije x — f(x) i x — g(z) neopadajuée na D,
takva je i funkcija x — f(x) + g(z).
Teorema 1.5.3. Ako je z — f(x) neopadajuéa na D i ako je o > 0, tada

je i funkcija x — af (x) neopadajuéa na D.

Teorema 1.5.4. Ako su x — f(z) i x — g(z) nenegativne opadajuce funk-
cije na D, takva je i funkcija x — f(x)g(x).
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Teorema 1.5.5. Ako je x — f(z) pozitivna i neopadajuéa funkcija na D,
tada je funkcija x — 1/ f(z) nerastuéa na D.
Naravno, vaze i njima dualna tvrdenja koja neéemo navoditi.

Za neke klase funkcija moguce je jednostavnije ispitati njihovu monoto-
nost na D koriséenjem pojma izvoda funkcije, o ¢emu Ce biti reci u IV glavi
ove knjige.

1.6. Konveksne funkcije
Neka je data funkcija f: X - Ri D = [a,b] C X CR.

Definicija 1.6.1. Za funkciju z — f(z) kazemo da je konveksna u Jense-
novom® smislu ili da je J-konveksna na D ako za svaki par vrednosti x; i
9 iz D vazi nejednakost

T+ T2 flz1) + f(z2)
1.6.1 ( <
aa (2rhm) < S
Ako u (1.6.1) vazi striktna nejednakost, funkcija f je striktno J-konveksna
na D.

Primer 1.6.1. Funkcija x — z? (z € R) je J-konveksna jer se nejednakost
2 1
(F57%) =5 (ot +ad),
koja karakterise J-konveksnost posmatrane funkcije, svodi na (z; — x2)2 >0, a
ona je ta¢na za bilo koje vrednosti z1,z2 € R. A

Definicija 1.6.2. Za funkciju x — f(x) kazemo da je (striktno) konkavna
u Jensenovom smislu ili da je (striktno) J-konkavna na D ako je funkcija
x +— —f(x) (striktno) J-konveksna na D.

Napomena 1.6.1. Funkcija z — f(x) je konkavna u Jensenovom smislu na D
ako za svaki par vrednosti x1 i x9 iz D vazi nejednakost

f(l’l-;m) > f(xl);f(@) '

Primer 1.6.2. Funkcija z — logz (z > 0) je konkavna u Jensenovom smislu
jer se nejednakost

1
10%(%) > §(logx1 + log z2),

svodi na nejednakost (r; — xg)z >0. A

Pored konveksnosti u Jensenovom smislu, postoje i drugi tipovi konvek-
snosti. NaveSéemo neke od njih.

6) Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1926), danski matematicar.
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Definicija 1.6.3. Za funkciju z — f(z) kazemo da je konveksnana D ako je
(162) f()\$1 + (1 — /\)ZEQ) < /\f(l‘l) + (1 — /\)f(!l?g),

za svaki par vrednosti z1 i 9 iz D i za sve realne brojeve A € [0,1]. Ako
u (1.6.2) vazi striktna nejednakost, funkcija « — f(z) je striktno konveksna
na D.

Nejednakost (1.6.2) moze se predstaviti u obliku

px1 + g2 pf(x1) + qf (22)
(et ,

(1.6.3)
p+q p+q

gde smo stavili: A=p/(p+q); p,g>0; p+q>0.
Teorema 1.6.1. Svaka konveksna funkcija je J-konveksna.

Dokaz. Ako u (1.6.2) stavimo A\ = 1/2, dobijamo nejednakost koja je, u
stvari, nejednakost (1.6.1). O

Teorema 1.6.2. Funkcija x — f(x) je konveksna na D ako i samo ako je,
za bilo koje tri tacke x1,x9,x3 iz D (r1 < 29 < x3),

(1.6.4) (w3 — m2) f(z1) + (1 — 23) f(22) + (w2 — 21) f(23) > 0.

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija na D, tj. neka za bilo koji par vred-
nosti x,y € D vazi nejednakost

(1.6.5) fAz 4+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= f(y)

Pretpostavimo da je x < y, Sto ne umanjuje opstost razmatranja.

Ako stavimo x = z7 i y = x3, nejednakost (1.6.5) postaje
(1.6.6) F(Azy + (1= Nag) < Af(z1) + (1= N) f(xs).

Kako je 1 < z3, uvek postoji zo € D tako da je z1 < o < x3. Postoji, dak-
le, zo tako daje 0 < x3—xz9 < x3—x1, tj. davazi 0 < (z3—x2)/(x3—x1) < 1.
Stavljajuéi u (1.6.6) A = (x3 — x2)/(z3 — x1) dobijamo

€T3 — X2

flae) < f(@1) +

xr3 — T xr3 — X1

To —T1

f(ﬂ?g),
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tj. (1.6.4). Dakle, ako je funkcija f konveksna funkcija, onda ona zadovoljava
nejednakost (1.6.4).

Obrnuto, ako stavimo
ry =z, x3=y, To=Ar1+(1—Nzg=Ax+(1—-N)y,
gde je x < y, imamo
z3—wx2=ANy—x), z1—a3=—(y—x), z2—z1=>1-N(y—-2),
pa nejednakost (1.6.4) postaje
L =Nf(@) = fAz+ (1= Ny) + Af(y) 20,

tj. (1.6.5). Prema tome, ako funkcija f zadovoljava nejednakost (1.6.4), onda
je ona konveksna funkcija. [

Napomena 1.6.2. Nejednakost (1.6.4) moze se predstaviti i u obliku

f(z1) f(z2) f(z3)

(r1 —z2)(z1 —23) (w2 —23)(T2 —71) (T3 — 71)(73 — 72)

>0

)

Sto se dobija deljenjem (1.6.4) sa (x2 —x1)(x3 —x1)(x3 —z2) > 0 (21 < 2 < x3).
Napomena 1.6.3. Nejednakostima koje su suprotne nejednakostima (1.6.2),
(1.6.3) i (1.6.4) definisu se odgovarajuée konkavnosti posmatranih funkcija.

1.7. Inverzne funkcije

U odeljku 1.1 uveli smo pojam inverzne funkcije i pokazali da samo biu-
nivoka preslikavanja imaju sebi inverzna preslikavanja i da za njih vazi

(1.7.1) i@ =2 f(fT'y)=y (@eX yeY)
Ovde je X =D(f) 1 Y =R(f) = f(X).

Sledeca teorema se odnosi na strogo monotone (rastuce ili opadajuce)
funkcije na X.

Teorema 1.7.1. Neka je f: X — R strogo monotona funkcija na X(C R).
Tada f ima inverznu funkciju f=1, definisanu na Y = f(X), koja je strogo
monotona na Y.

Dokaz. Ne umanjujudi opstost, pretpostavimo da je f rastuc¢a funkcija na
X, tj. daje f(x1) < f(x2) kada je z1 < 9 (21,29 € X). Ovo znaci da je f
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tzv. preslikavanje 1-1 ili injekcija (videti odeljak 1.4). Stavise, preslikavanje
f: X — f(X) je preslikavanje na, pa zakljucujemo da je ono, u stvari, biu-
nivoko preslikavanje. Zato postoji inverzno preslikavanje f~!, definisano na
YV = f(X).

Dokaza¢emo sada da je ovo preslikavanje rastuca funkcija na Y, tj. da
je f7Yy1) < f7Y(y2) kada je y1 < y2 (y1,y2 € Y). Zaista, kada bi bilo
obrnuto, tj. f~1(y1) > f~'(y2), imali bismo da je

FOF ) = F(f (2)

jer je funkcija f rastuéa. Na osnovu (1.7.1), poslednja nejednakost se svodi
na y; > ys, Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom y; < yo. Dakle, mora
vaziti
—1 -1
F7 ) < f (2).

Potpuno analogno se dokazuje slucaj kada je f opadajuéa funkcija na X.
Tada se dokazuje da je funkcija f~! opadajuéa na Y = f(X). O

Primer 1.7.1. 1° Funkcija = — z° je rastu¢a na R i preslikava R na R. Na
osnovu prethodne teoreme, postoji njena inverzna funkcija y +— ¥y koja raste
na R.

2° Funkcija f:R — R, definisana sa f(z) = 22, nema inverznu funkciju jer f
nije 1-1 preslikavanje. Medutim, restrikcije ove funkcije na [0, +00), odnosno na
(—00, 0], imaju svoje inverzne funkcije.

Zaista, funkcija x — :1:2, definisana na X = [0, 4+00), je rastué¢a na X i preslikava
X na X. Ovo znaéi da ona ima inverznu funkciju y — /¥, definisanu na [0, 4+-00),
koja je rastuca na [0, +00).

Sli¢no, restrikcija f na X’ = (—o0,0] je opadajuéa na X’ i preslikava X’ na X.
Njena inverzna funkcija y — —,/y preslikava X na X' iopadana X. A

Na kraju ovog odeljka dajemo jednu geometrijsku interpretaciju koja se
odnosi na grafike funkcija f i f~!.

Neka je a € X. Nije tesko proveriti da su, u koordinatnom sistemu Ozxy,
tacke M(a, f(a)) i M (f(a),a) simetricne u odnosu na pravu y = z. Kako
jea= ffl(f(a)), tacka M’ je, u stvari, tacka M’(f(a),ffl(f(a))). Prema
tome, M’ je tacka grafika funkcije x — f~1(x). Ovo znaci da su grafici
funkcija 2 +— f(z) iz +— f~1(z), u koordinatnom sistemu Oxy, simetri¢ni u
odnosu na pravu y = x.

Dakle, krive y = f(z) i y = f~!(z) simetri¢ne su u odnosu na pravu
y = x. Naravno, ovu Cinjenicu moguce je korisno upotrebiti za skiciranje
grafika funkcije = — f~1(x) ako je poznat grafik krive y = f(z) i obrnuto.
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1.8. Krive i funkcije u parametarskom obliku

Jednac¢inama oblika

(1.8.1) z=9(), y=v@F), (a<t<p),

moguce je definisati izvesnu krivu I' u ravni, gde je t parametar. Naime,
neka su date dve funkcije t — x = p(t) 1 t — y = 1(t) koje preslikavaju
[a, B] u neke skupove X (C R) i Y (C R), respektivno. Za dato t € [a, 5],
uredenom paru (z,y) pridruzi¢emo tacku M (= M(t)) sa odgovarajuéim
koordinatama x i y u Dekartovoj ravni Ozy. Kao §to smo videli u odeljku
2.2, u izvesnim slucajevima, skup tacaka

(1.8.2) I'={(z,y) |z =), y =01 (e« <t <B)}

moze predstavljati krivu. Za krivu (1.8.2) kazemo da je definisana parame-
tarski pomoc¢u jednacina (1.8.1).

Ponekad, eliminacijom ¢ iz jednacina (1.8.1) moguée je naéi eksplicitnu
vezu izmedu x i y.

Primer 1.8.1. Neka je

(1.8.3) xr =acost, y=bsint (a,b>0; t € R).

Zbog periodi¢nosti funkcija ¢ — cost i t + sint dovoljno je razmatrati samo
slucaj kada ¢ € [0, 2m). Kako je

2 2
<E> + (%) :cos2t+sin2t:1,

a

zakljucujemo da je jednac¢inama (1.8.3) definisana elipsa u ravni Ozy

Ovim su, u stvari, definisane dve funkcije:

x2 x2
x b l_ﬁ’ x— —b 1—¥ (—a<z<a) A

Pretpostavimo da je na nekom segmentu T = [t1,t2] (v < t1 < ta < )
jedna od funkcija ¢ ili 9 strogo monotona. Neka je to, na primer, funkcija
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. Tada, na osnovu teoreme 1.7.1, postoji njena inverzna funkcija ¢! defi-
nisana na ¢(7"). U tom slucaju, iz (1.8.1) sleduje

y=1v(p (),

gde = € [p(t1),p(tz)] ili x € [p(t2),(t1)], u zavisnosti da li je funkcija ¢
rastuca ili opadajuc¢a na T'. Ovim smo, dakle, odredili funkciju

ze flz)=Wop @) =v(p (@)  (ze€p(l),

kazemo da je parametarski zadata pomocu

r=ol), y=v(t) (i <t<t).

Dakle, u definiciji funkcije f bitnu ulogu je imala egzistencija inverzne

funkcije 1.

Sli¢éno, ako funkcija ¢ ima inverznu funkciju ¢~!, definisanu na (7T),
tada se, na osnovu (1.8.1), moze definisati funkcija g pomocu

y—gy) = (o ) =@ ') (yeu)).

Primer 1.8.2. 1° Funkcijama t — z =12 i t—y=t*+1(t > 0) definisana
je funkcija
zy=z+1 (x > 0).

2° Funkcije t — x =€’ +1 i t+ y=1logt—1 (t > 0) odreduju funkciju
z—y =log(log(z — 1)) — 1 (x>2). A
Primer 1.8.3. Neka su date parametarske jednacine cikloide
(1.8.4) z =a(t—sint), y=a(l— cost) (a>0; teR).

To je, u stvari, kriva (slika 1.8.1) koja se dobija kao trajektorija jedne fiksirane
tacke A kruga, sa centrom u tacki C i polupreénika a, koji se kotrlja bez klizanja
po datoj pravoj p. Na slici 1.8.2 prava p je identifikovana sa x-osom.

2a

0 Ta 27a T

Sl 1.8.1
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Sl 1.8.2

Posmatrajmo funkciju t — 9(t) = a(1 — cost) (a > 0) na segmentu 7' = [0, 7].
Kako je ona rastuéa i preslikava T na [0, 2a], zaklju¢ujemo da postoji njena inverzna
funkcija ¢~ [0,2a] — T, koja je data pomocu

y +— t = arccos(l — y/a) (y € [0,2a]).

Na osnovu (1.8.4) nalazimo

(1.8.5) y+—x =g(y) =aarccos(l —y/a) — Vy(2a —y).

Grafik ove funkcije u pravouglim koordinatama je prva polovina luka cikloide
(0 <y <2a,0<z<anr). Ovde je ocigledna prednost parametarskih jednacina
(1.8.4) nad (1.8.5). A

Napomenimo da se svaka funkcija  — f(z) (x € X) moze predstaviti
kao funkcija u parametarskom obliku, na primer, stavljajuéi x =t iy = f(t)
iiz=t—1iy= f(t—1). Kako, ocigledno, ima vise nac¢ina za uvodenje
parametara, to za zadatu funkciju njeno predstavljanje u parametarskom
obliku nije jednoznacno.

1.9. Implicitno definisane funkcije

Neka su X, Y, Z neprazni podskupovi skupa R pri ¢emu 0 € Z i neka je
na skupu X x Y definisano preslikavanje F: X x Y — Z.

Ako postoje skupovi D, C X i D, C Y takvi da za svako fiksirano
x € D, jednacina F(z,y) = 0 ima jedinstveno resenje y € D,, tada se na
D, moze definisati preslikavanje f: D, — D, koje svakom elementu x € D,
stavlja u korespondenciju element y € D,, koje je, u stvari, reSenje jednacine
F(z,y) = 0. Za takvu funkciju f kazemo da je implicitno definisana pomoéu
preslikavanja F'.

Primer 1.9.1. Neka je na skupu R X R definisano preslikavanje (z,y) +—
F(z,y) = © — eY + 3. Kako za svako x > —3 jednacina

(1.9.1) Flz,y)=x—e"+3=0
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ima jedinstveno resenje y = log(z + 3), zaklju¢ujemo da je pomocu (1.9.1) implic-
itno definisana funkcija z — f(z) = log(z 4+ 3) koja preslikava (—3,4+00) na R.
Napomenimo da smo u ovom primeru imali X =Y = Z =R, D; = (-3,400) i
Dy,=R. A

Primer 1.9.2. Neka je na skupu R x R dato preslikavanje
(w,y) = Flz,y) =2 +y* - 2.

Ovdeje X =Y =RiZ=[-1,400).

Iz jednacine F(z,y) = 22 +y? —1 =0, tj. y?> = 1 — 22, zakljucujemo da ima
smisla razmatrati samo sluc¢aj kada je Dy = [—1, 1]. Kako ova kvadratna jednacina
ima dva reSenja y = £v/1 — 22, razmotri¢emo dva slu¢aja s obzirom na izbor skupa
Dy C R:

1° Neka je Dy = [0,1]. Tada, za svako © € Dy, jednaina F(z,y) = 0 ima
jedinstveno resenje u skupu Dy dato sa y = V1 — 2. Dakle, imamo funkciju
f1: Dy — Dy odredenu sa f1(z) = V1 — z2.

2° Uzmimo sada da je Dy = [—1,0]. U tom slu¢aju dobijamo funkciju fo: Dz —
Dy odredenu sa fa(x) = —V1 — 22.

Dakle, pomo¢u jednacine F'(x,y) = 0 implicitno su definisane dve funkcije:
z— f1(z) = +V1 — 2 i x— fo(z) = —V1 — 22 (x €[-1,1]). A

U nekim slucajevima pogodno je jednac¢inu F'(x,y) = 0 prevesti na polarne
koordinate i tada razmatrati krivu u polarnom koordinatnom sistemu.

Primer 1.9.3. Neka je data jednacina (x2 —|—y2)2 = az(a:2 — y2), gde je a > 0.
Stavljajuéi x = pcosy i y = psiny dobijamo g2 = a® cos 2¢, tj.

(1.9.2) 0= f(p) =ar/cos2p.

Y

Sl 1.9.1

Kako je f parna funkcija, dovoljno je razmotriti samo slucaj kada ¢ € [0, 7.
Iz uslova cos2¢ > 0 sleduje da je f definisano za ¢ € [0,7/4] U [37/4, w]. Kriva
definisana sa (1.9.2) naziva se lemniskata (slika 1.9.1). A
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1.10. Elementarne funkcije
Definicija 1.10.1. Pod osnovnim elementarnim funkcijama podrazumeva-
ju se sledece funkcije:

1° Konstanta: x — const;

2° Stepena funkcija: x— z* (a € R);

3° Eksponencijalna funkcija: x — a® (a > 0);

4° Logaritamska funkcija: x — log,z (a >0, a # 1);

5° Trigonometrijske funkcije:

T — sinz, T — COSZT, T — tanx, T — cotx;
6° Inverzne trigonometrijske (ciklometrijske) funkcije:

x +— arcsinx, « — arccosx « +— arctanx, T — arccotx.

Napomenimo da su funkcije z +— arcsinz 1 x +— arccosz definisane
na skupu X = [—1,1], dok je oblast definisanosti funkcija = +— arctanx i
x +— arccot x skup R.

Definicija 1.10.2. Za funkcije koje se dobijaju kona¢nom primenom arit-
metickih operacija i kona¢nim brojem kompozicija nad osnovnim elemen-
tarnim funkcijama kazemo da su elementarne funkcije.
Primer 1.10.1. Elementarne su funkcije, na primer:

1° z—sin2z (z € R),

2° x> 2e3% +log(z +1) (z > —1),

3° z— 2% + 3cos 2z (z € R),

4° z +— log|sin3z| — eretan v/ (z e RT\ {kr/3| k € N}),
2sin(z + 1) logz

e’ + Vo2 +1

Elementarne funkcije mogu se podeliti na algebarske i transcendentne.

5° x —

(x>0). A

Od algebarskih funkcija navodimo sledece:

(1) Polinomi. To su funkcije oblika
r— P(x) = apz" +a1x" - Fap_ 17+ ap (x € R),
gde su a; (k =0,1,... ,n) realni brojevi, koji se nazivaju koeficijenti poli-

noma. Broj n (€ Np) naziva se stepen polinoma. Polinom ¢iji je stepen nula
je konstanta (elementarna funkcija navedena pod 1° u definiciji 1.10.1).
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(2) Racionalne funkcije. Neka su x — P(x) i x — Q(z) polinomi stepena
n im, respektivno, i neka je Z(Q) skup svih tacaka = € R za koje je Q(x) = 0.
Tada se na skupu X = R\ Z(Q) moze definisati tzv. racionalna funkcija
x +— R(x) pomoéu

Riz) = P(x)  apx™ + az" P+t ap 1w+ ay
CQ(r)  ber™ byl 4 by T by

(3) Iracionalne funkcije. Konaénom primenom aritmetickih operacija
i konacnim brojem kompozicija nad konstantom i stepenom funkcijom sa
racionalnim izloziocem, dobijamo iracionalne funkcije.

o _43/:17—1—1
. z+3
3+vV2+1+422 —x/x+2

je iracionalna funkcija.

Na primer, funkcija

U stvari, u opstem slucaju, za svaku funkciju x — y = f(x) koja zadovo-
ljava bar jednu jednacinu oblika

P0($)yn + P1($)yn_1 +---+ Pn—ly + Pn(x) = 07
gde su x — Py(z) (k =0,1,... ,n) neki polinomi, kazemo da je algebarska

funkcija.

Za sve elementarne funkcije koje nisu algebarske kazemo da su transcen-
dentne funkcije. Takve su, na primer:

x +— sinz, x — x° + arctan z, x—a”, x +— log, .

Sada ¢emo posebno definisati jednu klasu transcendentnih funkcija, poz-
natu kao hiperbolicke funkcije. To su funkcije:

(1) Sinus hiperbolicki: x — sinhx = % (x € R);
x —T
(2) Kosinus hiperbolicki: x +— coshx = % (x € R);
T _ ,—T
(3) Tangens hiperbolicki: x — tanhx = Zx—l—% (x € R);
et + e 7

(4) Kotangens hiperbolicki: x — cothx = (x € R\ {0}).

e$ — e—$
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Nazivi ovih funkcija su uzeti zbog izvesnih sli¢nosti sa trigonometrijskim
funkcijama. Na primer, vaze sledeé¢e formule:

sinh x
cosh? z — sinh? z = 1, tanhz = ,
cosh x
sinh 2x = 2sinh z cosh z, cosh 2z = cosh? z + sinh? z.

Primer 1.10.2. 1° Kako je z — sinhz rastuéa na R i preslikava R na R,
zakljuéujemo da postoji njena inverzna funkcija koju ¢emo oznacavati sa arsinh.
Pokazatemo sada da se ona moze izraziti pomocu logaritamske funkcije.

Iz y =sinhz = (% — e~%)/2 sleduje €2* — 2ye® — 1 = 0, odakle je

=yt V2 +1, tj. x:log(y—l—\/yQ—l—l),

pri éemu uzimamo znak + jer je ¢® > 0. Dakle, imamo

arsinhy = log(y +Vy2 + 1) (y € R).

2° Sli¢no, funkcija z — tanh z je rastuca i preslikava R na (—1,1). Zato postoji
njena inverzna funkcija data sa

y — artanhy = %log T_—y (y € (-1,1)). A
-y

Primer 1.10.3. Funkcija z — coshz koja preslikava R u R nema inverznu
funkciju jer nije 1-1 preslikavanje. Medutim, njene restrikcije na (—oo, 0] i [0, +00)
imaju inverzne funkcije, slicno kao kod funkcije = — z? (videti primer 1.7.1 pod
2°).

U slucéaju restrikcije na [0, +00), inverzna funkcija je

y — arcoshy = log(y + Vy? — 1) (y € [1, +00)).

Kada je re¢ o restrikciji na (—oo, 0] inverzna funkcija je
y — arcoshy = —log(y + vy% — 1) (y € [1,+00))

jerje y—vy2—-1=1/(y++Vy>-1). A
Napomena 1.10.1. Sve ostale funkcije koje nisu elementarne su neelemen-
tarne funkcije.

2. METRICKI PROSTORI I TOPOLOSKI POJMOVI

2.1. Metricki prostori i neke osnovne nejednakosti

Neka je X neprazan skup ¢iji su elementi z,y,z, ... . Da bismo mogli,
pre svega, da tretiramo problem konvergencije niza tacaka u X, neophodno
je definisati rastojanje izmedu proizvoljnih tacaka skupa X. U tom cilju
posmatrajmo preslikavanje d: X2 — [0, 4+00).
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Definicija 2.1.1. Ako preslikavanje d: X? — [0, +00) ispunjava uslove
1° d(z,y) =0 <= z=uy,
2° d(x,y) = d(y, z),
3° d(z,y) < d(z,z) +d(z,y),
za svako x,y,z € X, onda kazemo da je d rastojanje ili metrika u skupu

X. Za skup X snabdeven metrikom d kazemo da je metricki prostor i to
oznacavamo sa (X, d).

Dakle, metricki prostor ¢ine skup X i uvedena metrika d. Uvek kada je
poznata metrika d i kada ne moze doéi do zabune, umesto (X,d) pisemo
kraée X.

Osobina 1° u definiciji 2.1.1 ukazuje da je rastojanje izmedu dve tacke x
i y uvek pozitivno sem u slucaju kada je z = y. Druga osobina, koja se inace
naziva osobina simetri¢nosti, kazuje da je rastojanje izmedu tacke x i tacke y
jednako rastojanju izmedu tacke y i tacke x. Najzad, osobina 3° predstavlja
analogon dobro poznate nejednakosti za trougao da jedna stranica trougla
nikad nije veca od zbira druge dve stranice. Zato se ova osobina i naziva
nejednakost trougla.

Primer 2.1.1. Neka je X =R i d(z,y) = |z — y|. Kako je
I°lz—y>0 (z#y) i [z—yl=0 < =z=y,
2° |z —yl =y —=l,
P lr—yl=l@—2)+(E-yl<|lz—2+]z—yl
za svako x,y, z € R, zakljuéujemo da je (R, d) metricki prostor. A

Pre nego $to primerima ilustrujemo jos neke metricke prostore, doka-
zacemo sledeca tri tvrdenja:

Teorema 2.1.1. Akojep >1 i 1/p+1/q =1, za svako a,b > 0 vazi
nejednakost

1 1
(2.1.1) ab < —aP 4+ - b7
p q

Znak jednakosti vazi ako i samo ako je a? = b1.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju x —y=2"zax > 010 < m < 1. Kako
ordinate krive y = x" nisu veée od odgovarajuéih ordinata njene tangente
u tacki x = 1, vazi nejednakost

(2.1.2) 2" <14+ m(zx—1) (x>0, 0<m<1).
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Naravno, u (2.1.2) vazi jednakost ako i samo ako je x = 1.

Ako u (2.1.2) stavimo m = 1/p (p > 1) i = aP/b%, dobijamo (2.1.1),
gde znak jednakosti vazi ako i samo ako je a? = b%. [

Teorema 2.1.2. Neka su ap i by (kK = 1,2,...,n) realni ili kompleksni
brojevi i neka je 1/p+1/q=1 (p > 1). Tada vazi nejednakost

(2.1.3) Z|akbk| < <Z|ak|p>1/p<2|bk|q>1/q.
k=1 k=1 k=1

Dokaz. Uvedimo oznake A = >"7_ |ag[P i B=>"}_, |bx|?. Akou (2.1.1)
stavimo a = |ag|/A'P i b= |by|/B'/9 dobijamo nejednakosti

lak| ol _ 1 al” L b7
A B S A +§- 5 (k=1,2,...,n).
Sabiranjem ovih nejednakosti za k = 1,2,... ,n dobijamo

n n n

>~ |akby| > laxl? > |bwl?

k=1 1 5= I 5= 1 1

Al/pBl/qSZ_y' n +§' n —5‘1'5—1’
> lagl? > |bil?
k=1 k=1

tj. nejednakost (2.1.3). O

Nejednakost (2.1.3) je u matematickoj literaturi poznata pod imenom
Hélderova™ nejednakost.

Za p =2, (2.1.3) se svodi na nejednakost
n n o\ /2 n o\ 1/2
(2.1.4) > lanbil < (X lanl?) (X el?)
k=1 k=1 k=1

koja je poznata kao Bunjakowsky® —Cauchy® —Schwarzova® nejednakost.

™) Otto Ludwig Holder (1859-1937), nemacki matematicar.

8) Viktor Jakovlevié Bunjakowsky (1804-1889), ruski matematicar.

9 Augustin Luis Cauchy (1789-1857), veliki francuski matematicar.

10) Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), nemagki matematicar.
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Teorema 2.1.3. Ako suay i b, (k=1,2,...,n) realni ili kompleksni bro-
jevi i ako je p > 1, vaZi nejednakost

(2.1.5) (i g, + bk|p)1/p < <§n: |ak|p)1/p n <§n: |bk|P>1/p.
k=1 k=1 k=1

Dokaz. Kako je, zap > 1,

n n
Z lax + bi|P = Z g, + by| - |ag + bg P
k=1 k=1
<> (la] + [be]) an + b P!
k=1
n n
= la|-lax + b7+ bg| - lak + 0P,
k=1 k=1

posle primene nejednakosti (2.1.3) na svaki od poslednja dva izraza, dobi-
jamo

En: lag + bi|P < <§n: |ak|p) 1/p (f: |ay + bk|(p_1)q>1/q
k=1 £ >
+ <]€Z:l \bkyp>1/p <kz:1 lag + bk‘(p,l)q)l/q.

(2.1.6)

Kako je 1/p + 1/q = 1, posle sredivanja, nejednakost (2.1.6) postaje ne-
jednakost (2.1.5). O

Nejednakost (2.1.5) je poznata kao nejednakost Minkowskog™®.

Neka je X = R"™, tj. neka su elementi skupa X uredene n-torke realnih
brojeva. Dakle, neka su

$:($1,x2,...,$n), y:(y17?427~~7yn)7 22(217227...,,2”).

Na primerima koji slede, ilustrova¢emo viSe nac¢ina uvodenja metrike u
R"”, kao i u nekim drugim skupovima.

) Hermann Minkowski (1864-1909), nemacki matematicar i fizicar.
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Primer 2.1.2. Ako je, za svako x,y € R"

n

k=1

tada je (R™, d) metricki prostor.
Lako se proverava da funkcija (@, y) — d(x,y) ima osobine 1° i 2° iz definicije
2.1.1. Kako je

n n n
S le =l =D ek — 2+ 26— vel <D (Imk — 2] + 12k — wil)
k=1 k=1 k=1
zakljucujemo da je
n n
d(x,y) < Z Tk — 2| + Z |z — yi| = d(x, 2) + d(2,y),
k=1 k=1
tj. da funkcija d ima i osobinu 3°. Prema tome, (R",d) je metricki prostor. A
Primer 2.1.3. Ako je, za svako x,y € R,
n 1/2
2
d@,y) = (D o —wl*)

k=1

tada je (R™, d) metricki prostor.
Nije tesko proveriti da ovako definisana funkcija d ima osobine 1° i 2° iz defini-
cije 2.1.1. Kako je, na osnovu nejednakosti Minkowskog (za p = 2),

|(zp — 2x) + (21 — yk)|2>1/2

2\ 1/2
o — i)

M=

d(x,y) = (Y |ox - yk|2)1/2 = (

k=1 k=1

=
Il
—

k

Il
i

IN
U — VS
NE
8
Ed
|
N
Ead
T
—

—
~
N
+
S
N

zaklju¢ujemo da funkcija d ima i osobinu 3° i da je, prema tome, metrika. Dakle,
(R™,d) je metricki prostor. A

Napomena 2.1.1. Metricki prostor (R"™,d), iz primera 2.1.3, poznat je kao
Euklidov? prostor.

12) Fuklid (IV-III vek pre nae ere), starogréki matematicar.
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Primer 2.1.4. (R",d), gde je
- 2\ /P
d@,y) = (Y lox — wil?) (v >1),
k=1

je, takode, metricki prostor. A
Primer 2.1.5. Ako je

2.1.7 d(ax = —
(2.1.7) (z,y) 1r§n,3%<n|xk Uk,

tada je (R™,d), takode, metricki prostor jer funkcija d, definisana pomoéu (2.1.7),
ima sve osobine iz definicije 2.1.1. A

Primer 2.1.6. Neka je X neprazan skup i

diz,y) =1 (z#y), d=y) =0 (z=y).

(X,d) je metricki prostor. Za metriku d kazemo da je diskretna metrika, a za
prostor (X, d) da je diskretni metricki prostor. A

Slede¢i primeri se odnose na prostore nizova i funkcija'®:
Primer 2.1.7. Neka je X skup svih ogranic¢enih nizova € = {z} }rcn 1 neka je

d(x,y) = sup |zy — yil .
keN

(X, d) je metricki prostor koji ozna¢avamo sa m. A

Primer 2.1.8. Ako je X skup svih nula-nizova & = {x} }pen 1 ako je odstojanje
d definisano kao u prethodnom primeru, tada je (X,d) metricki prostor koji se
obelezava sa cg. A

Primer 2.1.9. Ako je X skup svih konvergentnih nizova = {x} }ren 1 ako
je odstojanje d definisano kao u primeru 2.1.7, (X, d) je metricki prostor koji se
obelezava sa c. A

Primer 2.1.10. Ako je X skup svih beskonaénih nizova = {zp}ren 1 ako je
odstojanje d(x,y) definisano sa

X1 fag —
d = = kT Ikl

(X, d) je metricki prostor koji je poznat kao prostor s. A

13) Nizove i funkcije prouavamo potev od druge glave ove knjige. Za dalje pracenje
materije ovi primeri nisu neophodni.
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Primer 2.1.11. Neka je X skup svih funkcija ¢ — x(t) definisanih i neprekid-
nih na segmentu [a, b] i neka je

d(x,y) = Jmax, lz(t) —y(@®)]  (z,y € X).

Ocigledno, (X,d) je metricki prostor. Taj prostor je poznat i kao prostor ne-
prekidnih funkcija na segmentu [a,b] i oznacava se sa Cla,b]. A

Na kraju ovog odeljka definisatemo jednu klasu preslikavanja u metric-
kom prostoru (X,d). Neka je f jedno preslikavanje skupa X u samog sebe,
tj. f: X — X.

Definicija 2.1.2. Ako postoji pozitivan broj ¢ < 1 tako da, za svako
xz,y € X, vazi nejednakost

d(f(x), f(y)) < qd(z,y),

za funkciju f: X — X kazemo da je kontrakcija ili kontraktivno preslikavanje.

U slucaju kada je X = [a, B8] (C R) i d(z,y) = |x—y|, uslov za kontrakciju
se svodi na vazenje nejednakosti

(2.1.8) [f (@) = fW)| < qlz—yl,

za svako x,y € [a, ]. Za funkciju f koja zadovoljava nejednakost (2.1.8)
Gesto se kaze da zadovoljava Lipschitzov'® uslov na segmentu [o, 3] sa kon-
stantom ¢ manjom od jedinice. Inace, u opstem slucaju, ako su (X, d;)
i (Y,dy) metricki prostori, za funkciju f: X — Y kazemo da zadovoljava
Lipschitzov uslov ako postoji pozitivna konstanta L takva da je

d2 (f(:l?), f(y)) < Ldl(xa y)v
za svako x,y € X. Pri tome, za L kazemo da je Lipschitzova konstanta.

2.2. Osnovni topoloski pojmovi

Neka je (X, d) metricki prostor, tacka a € X i r € RT.

14)  Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), nemacki matematicar.
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Sl 2.2.1 Sl 2.2.2 Sl 2.2.3

Definicija 2.2.1. Skup K(a,r) = {x € X | d(a,x) < r} zovemo otvorena
kugla poluprecnika 7, sa centrom u tacki a.

Naravno, sta kugla K (a,r) predstavlja u metrickom prostoru (X, d) zavisi
od prirode skupa X, ali i od uvedene metrike d. Ilustrovac¢emo to na nekim
primerima:

Primer 2.2.1. U metrickom prostoru (R, d), gde je d(z,y) = |z — y|, kugla
K(a,r) je interval (a — r,a+7r). A

Primer 2.2.2. Neka je (R2, d) metricki prostor i neka su uredeni parovi &,y €
R? odredeni sa & = (z1,22) 1Y = (y1,92)-

1° Ako je metrika definisana pomoéu

d(x,y) = |v1 —y1| + |z2 — y2|,

kugla K((0,0), 1) je kvadrat prikazan na slici 2.2.1.

2° Ako imamo euklidsku metriku

d(@,y) = /(@1 — 91)? + (22— 12)2,

kugla K((O, 0), 1) je krug prikazan na slici 2.2.2.

3° Ako je d(z,y) = max{|z1 — y1|,|z2 — y2|}, kugla K((0,0),1) je kvadrat na
slici 2.2.3. A

Primer 2.2.3. Ako je (X,d) diskretan metricki prostor i a € X, tada je,
ocigledno,

K(a,r) ={a}, akoje r<1 i K(a,r) =X, akoje r>1. A

Definicija 2.2.2. Skup Kla,r] = {z € X | d(a,z) < r} zovemo zatvorena
kugla poluprecnika 7, sa centrom u tacki a.

Ocigledno, tacka a pripada skupovima K (a,r) i Kla,r].
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Definicija 2.2.3. Za otvorenu kuglu K (a, ¢) kazemo da je -okolina tacke a.

Definicija 2.2.4. Okolina tacke z € X je svaki podskup skupa X koji
sadrzi bar jednu e-okolinu tacke .

Naravno, u smislu definicije 2.2.4, e-okolina tatke x je, takode, okolina
tacke x € X.

Definicija 2.2.5. Skup A C X je otvoren skup ako je prazan ili ako za
svaku tacku z € A postoji neka njena e-okolina koja je podskup od A.

U smislu ove definicije, sam skup X i prazan skup su, svakako, otvoreni
skupovi. Iz definicije 2.2.5 neposredno sleduju sledec¢e dve osobine otvorenih
skupova: (a) presek kona¢no mnogo otvorenih skupova je otvoren skup; (b)
unija konacno ili beskonatno mnogo otvorenih skupova je otvoren skup.

Definicija 2.2.6. Skup A C X je zatvoren skup, ako je njegov komplement
A’ u odnosu na skup X, otvoren skup.

Iz definicija 2.2.5 i 2.2.6 i ¢injenice da su prazan skup i sam skup X
otvoreni skupovi, sleduje da su prazan skup i ¢itav skup X takode i zatvoreni
skupovi.

Na osnovu De Morganovih obrazaca i definicije 2.2.5, zaklju¢ujemo da
zatvoreni skupovi imaju sledeée osobine koje su dualne osobinama otvorenih
skupova: (a) unija kona¢no mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup; (b)
presek konacno ili beskona¢no mnogo zatvorenih skupova je zatvoren skup.

Definicija 2.2.7. Za tacku x € A kazemo da je unutrasnja tacka skupa
A C X ako postoji okolina tacke x koja je podskup skupa A. Skup svih
unutrasnjih tacaka skupa A ¢ini njegovu unutrasnjost, u oznaci int A.

Prema tome, tacka z je unutrasnja tacka skupa A C X ako je i sm skup
A jedna njena okolina. Ocigledno je int A C A.

Bez dokaza navodimo sledeée tvrdenje:
Teorema 2.2.1. Skup int A je najopsezniji otvoren skup sadrian u A.

Prema tome, skup A je otvoren ako i samo ako je int A = A, tj. otvoren
skup se sastoji samo iz unutrasnjih tacaka.

Definicija 2.2.8. Tacka a € X je granic¢na tacka, ili tacka nagomilavanja,
skupa A C X ako svaka okolina tacke a sadrzi bar jednu tacku iz A, razli¢itu
od tacke a. Skup svih grani¢nih tacaka skupa A zovemo izvedeni skup skupa
A i oznacavamo ga sa A*.

Dakle, tacka nagomilavanja skupa A ne mora pripadati skupu A.
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Definicija 2.2.9. Tacka a € A C X je izolovana tacka skupa A ako postoji
okolina tacke a u kojoj, sem tacke a, nema drugih tacaka iz A.

Definicija 2.2.10. Tacka z € X je adherentna tacka skupa A ako u svakoj
njenoj okolini ima taCaka iz skupa A. Skup svih adherentnih tacaka skupa
A ¢ini adherenciju skupa A, u oznaci A.

Napomenimo da adherentna tacka skupa A ne mora da pripada skupu A.
Treba uociti i da su izolovana tacka i tacka nagomilavanja skupa A njegove
adherentne tacke. Takode, ocigledno je da vazi A C A.

Definicija 2.2.11. Tacka a je rubna tacka skupa A C X ako je istovremeno
adherentna tacka skupa A i skupa A’. Skup svih rubnih tacaka skupa A C X
je rub skupa A.

Ocigledno, rub skupa A je i rub skupa A’.

Primer 2.2.4. U skupu R, rub intervala (a,b) je skup {a,b}. A

Primer 2.2.5. Otvoren interval (a,b), kao podskup skupa R2, ima za rub
segment [a,b]. A

Primer 2.2.6. U skupu realnih brojeva R, rub skupa racionalnih brojeva Q je
skup svih realnih brojeva R. A
Teorema 2.2.2. Skup svih tacaka ruba skupa A C X je zatvoren skup.

Dokaz. 1z definicije 2.2.11 sleduje da je rub skupa A skup AN A'. Kako
su A i A’ zatvoreni skupovi, njihov presek je, takode, zatvoren skup. [

Definicija 2.2.12. Skup A C X je ogranicen ako postoji kugla K(a,r),
konacnog poluprecnika r i sa centrom u tacki a € X, takva da je A C K(a,r).

Napomenimo da je svaki konacan skup ogranicen.

Definicija 2.2.13. Ako je (X, d) metricki prostori A C X, odstojanje tacke
a € X od skupa A, u oznaci d(a, A), odredeno je pomocéu

d(a,A) = inf {d(a,x) | x € A}.

Napomenimo da ovaj infimum postoji jer je skup {d(a,z) | x € A} C R
ogranicen odozdo.

Ako je a € A, tada je d(a, A) = 0. Medutim, obrnuto ne mora da vazi
jer je, na primer, d(0,R*) = 0, ali ipak 0 ¢ R™. U stvari, sve rubne tacke
skupa A C X su na odstojanju 0 od skupa A, ali, naravno, ne moraju mu
pripadati.
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Definicija 2.2.14. Ako je (X, d) metricki prostor i ako su A i B podskupovi
skupa X, rastojanje izmedu skupova A i B, u oznaci d(A, B), odredeno je sa

d(A,B) =inf{d(z,y) |z € A, y € B}.

Definicija 2.2.15. Ako je (X, d) metricki prostor i A C X ogranicen skup,
tada za broj
diam A = sup{d(z,y) | z,y € A}

kazemo da je dijametar skupa A.
Ako skup A nije ogranicen, tada je diam A = +o0.
Bez dokaza navodimo sledeée tvrdenje:

Teorema 2.2.3. Svaki beskonacan i ogranicen skup realnih brojeva ima bar
jednu granicnu tacku.

15) _

Teorema 2.2.3 je poznata pod imenom Bolzano Weierstrassova'®) teo-

rema.

3. ZADACI ZA VEZBU

3.1. Skicirati grafike funkcija x — f(z) i x — g(x), ako je

3z 42 . (T T
@)= 5 g(a) =3sin(5 + 7).
3.2. Regiti jednacinu
2
o —1] = [m * ]
2

Rezultat. 3 <z < 5.

3.3. Ako je n prirodan broj dokazati jednakost

2)-)

15)  Bernhard Bolzano (1781-1848), Geski matematicar, logicar i filozof.
16) Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), nemagcki matematicar.
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3.4. Ispitati parnost slede¢ih funkcija:

1° flz)= A —-22+Y(1+2)?  2° flo)=log(z+V1+a?),
3° f(x) =sinz —cosz, 4° f(a:):sin2a:+cosg+tanx.
3.5. Neka je
x x
f(z) 5 T

Dokazati da vazi jednakost: f(—xz) = f(x).

3.6. Neka je x| < 1. Ako je n nula ili prirodan broj, ispitati parnost funk-
cija:
x — T, (x) = cos(n arccos x) i x +— Uy, (x) = sin(n arccos z).

3.7. Ispitati periodi¢nost funkcija:

v fo) =z, o flz)=z—|z, 2z~ f(z)

v flo) =], z—flx)=z-[z], z~— flz)=
3.8. Ispitati periodi¢nost funkcija:

f(x) =+tanz, f(z)=tanyx, f(z)=sinz+ sin(zv?2).

3.9. Ako su f i g funkcije definisane pomoéu

T
T

x 11—z

O S PRy Ot

odrediti njima inverzne funkcije x — f~1(z) i z+— g~ !(z).
3.10. Dokazati tvrdenje: Rub skupa S se poklapa sa skupom S ako i samo
ako je unutrasnjost skupa S prazan skup.

3.11. Ako je (X, d) metricki prostor, dokazati da je i preslikavanje

o) = gl (@yeX)

metrika, tj. da je i (X,d') metricki prostor.

b
<2 (0<a<b).
TTaS13p ©0<as?h

Uputstvo. Dokazati prvo da vazi nejednakost:



II GLAVA
Nizovi

1. NIZOVI I KONVERGENCIJA NIZOVA

1.1. Niz i grani¢na vrednost niza

Neka je (X, d) metricki prostor i neka je f preslikavanje skupa N u skup X,
tj. neka je n — f(n) = a, € X. Za uredeni skup tacaka {a,as,... ,an,...},
u oznaci {ay }nen, koji dobijamo na ovaj nacin, kazemo da je niz taéaka u
metrickom prostoru (X, d).

Definicija 1.1.1. Za niz {a,}nen kazemo da je konvergentan ako u pros-
toru X postoji tacka a, takva da za svako € > 0 postoji prirodan broj ng
takav da je d(an,a) < € za svako n > ng. U tom slucaju kazemo da niz
{an }nen konvergira ka tacki a, koju nazivamo granica ili graniéna vrednost
niza {a, }nen-

Simbolicki to ozna¢avamo sa

lim a,=a ili an, —a (n— +o00).
n—-—+oo

Ako niz {a, }nen ne konvergira, kazemo da divergira ili da je divergentan.

Primer 1.1.1. Niz {1/n},en u prostoru R, sa standardnom metrikom odre-
denom sa d(z,y) = |z — y|, konvergira ka nuli, tj. vazi liIE 1/n = 0. Medutim,

n—-1+oo

ovaj niz u prostoru R nije konvergentan, s obzirom da tacka x = 0 ne pripada
skupu RT. A

Oznacimo sa D (C X) skup vrednosti {a, }nen preslikavanja f:N — X.
Jasno je da skup D moze imati konacan ili beskonacan dijametar, tj. da
skup D moze biti ogranicen ili neogranicen.

Definicija 1.1.2. Niz {a, }nen je ogranicen ili neogranicen, prema tome da
li je skup D ogranicen ili neogranicen.

Ako je X = R, definicija ograni¢enog niza moze imati sledeée alternativne
formulacije:
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(a) Niz {a, }nen je ogranicen ako postoji pozitivan broj M, takav da za
svako n € N vazi nejednakost |a,,| < M;

(b) Niz {a, }nen je ogranicen ako postoje realni brojevi m i M, takvi da
jem < a, <M za svako n € N.

Isto tako, niz {a, }nen je neogranicen ako za svaki pozitivan broj M pos-
toji broj n takav da je |a,| > M.

Primer 1.1.2. Neka je X = R metri¢ki prostor sa standardnom metrikom.

1° Ako je an = 1/n, skup D je beskonacan skup, ali njegov dijametar je 1, pa
je niz {an }nen ograni¢en. Ovaj niz je konvergentan.

2° Ako je an = n, skup D je beskonaéan skup, njegov dijametar je beskonac¢an,
pa niz {an}pen nije ogranicen. Ovaj niz je divergentan.

3° Za niz an = (—1)" skup vrednosti je D = {—1,1}. Dakle, niz je ogranicen,
ali nije konvergentan. A

Primer 1.1.3. Nekaje X = C i d(z,w) = |z — w|. Za niz an =" (i* = —1),
skup D = {1,—1,4,—i} je konacan skup, njegov dijametar je takode konacan, pa
je niz {an }pen ogranicen. Ovaj niz je divergentan. A

Kao §to se iz primera 1.1.2 i 1.1.3 moze videti, ograni¢en niz ne mora biti
konvergentan.

1.2. Osnovne osobine konvergentnih nizova

U ovom poglavlju dokazaéemo neke teoreme koje se odnose na konver-
gentne nizove {a, },en u metrickom prostoru (X, d).

Teorema 1.2.1. Niz {a, }nen konvergira ka a € X ako i samo ako svaka
okolina tacke a sadrzi sve ¢lanove niza {ay,}nen, sem njih konacéno mnogo.

Dokaz. Neka je K (a,e) okolina tacke a.

1° Pretpostavimo da {a,}nen konveregira ka a. Iz uslova d(b,a) < €
(b € X) sleduje b € K(a,e). Kako za svako € > 0 postoji broj ng, takav da
je d(an,a) < € za svako n > nyg, sleduje da sve tacke niza {a, }nen pripadaju
okolini K (a,¢), sem tacaka ai, ..., ap,.

2° Pretpostavimo sada da svaka okolina K(a,¢) sadrzi sve ¢lanove niza
{an }nen, sem njih konaéno mnogo, tj. da za svako € > 0 vazi d(a,,a) < &,
osim za kona¢no mnogo ¢lanova ovog niza. Neka je ng najveéi indeks ¢lanova
niza za koje ne vazi ova nejednakost. Tada su ispunjeni uslovi definicije 1.1.1,
pa niz {a, }nen konvergira ka tacki a. O
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Teorema 1.2.2. Konvergentan niz ima jedinstvenu granicu.

Dokaz. Pretpostavimo da konvergentan niz {a, },en ima dve granice a i
a’, takve da je d(a,a’) > 0. Tada za svako £ > 0 postoje prirodni brojevi ng
i ng, takvi da je

d(an,a) <e/2 1 d(ap,d') <e/2

za svako n > ng i n > ny, respektivno.
Kako je

d(a,a") < d(a,a,) + d(ap,ad") = d(ay,a) + d(a,,a’),

za n > max(ng,n({) vazi nejednakost d(a,a’) < e. S obzirom da je e
proizvoljno mali pozitivan broj, zaklju¢ujemo da je d(a,a’) = 0, tj. da je
a’ = a, $to je u kontradikciji sa u¢injenom pretpostavkom. [

Teorema 1.2.3. Konvergentan niz je ogranicen.

Dokaz. 1z pretpostavke da niz {a, } ,en konvergira ka a, sleduje da postoji
prirodan broj m takav da je d(a,,a) < 1 za svako n > m. Tvrdenje teoreme
sleduje iz ¢injenice da je za svako n € N

d(ayn,a) <max{l,d(ay,a),d(as,a),... d(ay,,a)}. O

Teorema 1.2.4. Ako je a tacka nagomilavanja skupa A C X, tada postoji

niz {ap fnen (an € A) takav da je lim a, = a.
n—-+oo

Dokaz. Kako je a tacka nagomilavanja skupa A, to za svako n postoji
tacka a, € A, takva da a,, € K(a,1/n). Posmatrajmo niz {a, }nen. Kako
je za svako € > 0 moguce izabrati prirodan broj ng, takav da je ng > 1/e,
zaklju¢ujemo da je, za n > ng,

1 1
d(an,a) < — < — <¢,
n no
Sto znaci da niz {a, }nen konvergira ka tacki a. O

U daljem tekstu razmotri¢emo neke rezultate koji se odnose na realne
nizove, tj. na nizove u prostoru R, sa standardnom metrikom koja je defini-
sana sa d(z,y) = | — y|.

Najpre, dajemo sledecu definiciju:
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Definicija 1.2.1. Niz koji konvergira ka nuli, zovemo nula-niz.
Navodimo bez dokaza jedan jednostavan rezultat:

Teorema 1.2.5. Ako niz {a,}nen konvergira ka tacki a i ako je a € R
proizvoljna konstanta, tada su i nizovi {aay, }nen @ {a+an tnen konvergentni
1 vaze jednakosti

lim aa, = aa i lim (o+a,)=a+a.
n—-—4oo n—-4oo

Neposredna posledica ove teoreme je sledec¢e tvrdenje:

Teorema 1.2.6. Ako je a granica konvergentnog niza {an }nen, tada je niz
{an, — a}nen nula-niz i obrnuto.

Teorema 1.2.7. Ako konvergentan niz nije nula-niz i ako je njegova granica
a, tada postoji prirodan broj m takav da je |a,| > |al/2 za svako n > m.

Dokaz. 1z konvergencije niza {a,}nen sleduje da za ¢ = |a|/2 postoji
prirodan broj m takav da za svako n > m vazi nejednakost |a,, —a| < |a|/2.
Kako je (videti [15, str. 73, teorema 3.5.7]) |a, —a| > ||a| —|an|| > |a| — |ax],
tim pre vazi nejednakost |a|/2 > |a| — |a,|, odakle sleduje tvrdenje teoreme.
U

Teorema 1.2.8. Ako su nizovi {an tnen @ {by}tnen konvergentni sa grani-
cama a i b respektivno, tada su i nizovi {a, + by }tnen @ {anby tnen konver-
gentni 1 vazi

(1.2.1) lim (ap, +b,)= lim a,+ lm b,=a+0b
n— oo n—-—4o00 n—-+o00
?
(1.2.2) lim (a,b,)= lim a,- lim b, = ab.
n—-+oo n—-+oo n—-+4o00

Dokaz. Kako je |(an +b,) — (a+b)| < |a, —a| + |by, — b] i kako iz konver-
gencije nizova {ay, }nen 1 {bn }nen sleduje da za svako € > 0 postoje prirodni
brojevi ny 1 ng, takvi da vaze nejednakosti

la, —al <e/2 (n>nq) i b, — bl <e/2 (n>na),
zakljucujemo da za n > ng = max(ny, ng) vazi

|(an 4+ bn) — (@ +b)| < g,



NIZOVI I KONVERGENCIJA NIZOVA 41

¢ime je dokazana jednakost (1.2.1).

Isto tako, iz konvergencije nizova {a, }nen 1 {bn }nen sleduje da za svako
€ > 0 postoje prirodni brojevi nq i ng, takvi da vaze nejednakosti

la, —al <ve (n>n1) 1 |bn—0b <+ve (n>no).
Tada je |a, — a| |b, — b|] < € za svako n > ny = max(ny,ns), tj.

lim (a, —a)(b, —b) = 0,

n—-+oo

§to, zapravo, znaci da je niz {(a, — a)(b, — b) }nen nula-niz.
Ako na identitet

anby, —ab = (a, —a)(b, —b) + bla, —a) + a(b, —b),
primenimo dokazanu jednakost (1.2.1) i teoremu 1.2.5 dobijamo

L= lim (ayb, — abd)

= lim <(an — a)(by — b) + blay —a) + alby, — b)>

= 1l n—a)(b, —b li bla, — li b, —b
noo (On = @Yo =0} + L _blan —a)+ Ko albs D)

= nEIJIrloo (an —a)(b, —b) + bngr}rloo(an —a)+ angr}rloo(bn —b).

Kako su nizovi {a, — a}nen 1 {bn — b}nen nula-nizovi, zakljucujemo da je
L =0, sto dokazuje jednakost (1.2.2). O

Za konvergentne nizove {ay, }nen, {0n}nen, .-, {Wn}nen, Cije su granice
a,b,...,w, respektivno, lako se, primenom prethodne teoreme, matema-
tickom indukcijom dokazuje sledeCe tvrdenje:

Teorema 1.2.9. Nizovi {a, +b,+ - +wp tnen @ {anby, -+ Wy fnen su kon-

vergentni nizovi i vaze jednakosti

im (an+b,+ - +w,)=a+b+- +w

n—-—+oo

lim (apby, - w,)=ab-- w.
n—-+o0o
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Teorema 1.2.10. Ako konvergentan niz {a, }nen ima granicu a (# 0) i ako
jea, Z0(n=1,2,...), tada je i niz {1/ay, }nen konvergentan i granica mu
je 1/a.

Dokaz. Na osnovu teoreme 1.2.7, zaklju¢ujemo da postoji prirodan broj
m takav da je |a,| > |a|/2 za svako n > m. Sa druge strane, iz konvergencije
niza {a,}nen, za svako ¢ > 0 postoji pozitivan broj ng > m takav da je
lan, — a| < (g/2)a® za svako n > ny.

Dakle, za n > ng imamo

|an_a|<——a =g,

1 1‘ 1 2 € 4
lalla] 2

an al Jafjag]

¢ime je dokaz teoreme zavrsen. [J
Teorema 1.2.11. Ako su nizovi {an fnen i {bn fnen konvergentni sa grani-

cama a i b, respektivno, i ako je niz {b, }nen takav da je b, #0(n=1,2,...)
i b#0, tada je i niz {a, /by }nen konvergentan i ima granicu a/b.

Dokaz. Tvrdenje ove teoreme je ta¢no jer je neposredna posledica teorema
1.2.811.2.10. 0O

Teorema 1.2.12. Ako je niz {ay, }nen konvergentan sa granicom a i ako je
A<a, <B za svakon € N, tada je A < a < B.

Dokaz. 1z konvergencije niza {a, }nen sleduje da za svako € > 0 postoji
no € N takvo da je

(1.2.3) lan, —al < e (n > nog).

Za dokaz nejednakosti A < a pretpostavimo suprotno, tj. da je A > a.
Ako stavimo € = A — a (> 0), tada iz (1.2.3) zakljucujemo da je a,, < A za
svako n > ng, $to je u suprotnosti sa pretpostavkom u teoremi.

Sli¢no se dokazuje i druga nejednakost a < B. [

Teorema 1.2.13. Ako su nizovi {an fnen @ {bntnen konvergentni sa grani-
cama a i b, respektivno, i ako je a, < b, za svakon € N, tada je a < b.

Dokaz. Posmatrajmo niz {b,, — a, }nen koji je, na osnovu teorema 1.2.5 i
1.2.8, konvergentan i za koji je b, —a,, > 0 za svako n € N. Tada, na osnovu
prethodne teoreme, zakljuéujemo da je b —a > 0, tj. a < b. O
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Teorema 1.2.14. Ako su nizovi {an fnen @ {bn}nen konvergentni sa istom
granicom a i ako je za svako n € N

an < ¢ < by,

tada je i niz {cp tnen konvergentan i njegova granica je, takode, a.
Dokaz. 1z konvergencije nizova {an}nen 1 {bn}nen sleduje da za svako
€ > 0 postoje prirodni brojevi ny i ns, takvi da vaze nejednakosti
lap, —al <e (n>ny) 1 |by—0b<e (n>no).
Tada za svako n > ng = max(ny,ng) imamo

—e<ap—a<c,—a<b,—a<eg,

tj. |cn —a| < e. Dakle, niz {¢, }nen je konvergentan i liIJIrl chn=a. O
n—roo
Imajuéi u vidu proireni skup realnih brojeva R, moguée je razmatrati
konvergenciju nizova {a, }nen ka +o0 1 —oc:

Definicija 1.2.2. Za niz {a, },en kazemo da tezi ka 400, u oznaci

anp — +o0o  (n — +00) ili lilil a, = 400,

ako za svako A > 0 postoji prirodan broj ng takav da je a, > A za svako
n > ng.

Definicija 1.2.3. Za niz {a, }nen kaZzemo da tezi ka —oo, u oznaci

an — —00  (n — +00) ili lim a, = —oo,
n—-+4o00

ako za svako A > 0 postoji prirodan broj ngy takav da je a, < —A za svako
n > ng.

Za ovakve nizove kazemo da odredeno divergiraju ili da su odredeno di-
vergentni.

Naglasimo: ako su {a, }nen 1 {bn }nen odredeno divergentni nizovi, o kon-
vergenciji nizova {a, = by }nen 1 {a@n/bn}nen Cesto ne mozemo, u opstem
slucaju, nista konkretno re¢i bez dodatnog ispitivanja.
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Primer 1.2.1. Neka je an, = vVn2+n i b, = n. Ocigledno, an — +oo i
bn — +00, kada n — +o00. Da bismo ispitali konvergenciju niza {vn? + n—n},en
transformis§imo opsti ¢lan ovog niza na sledeéi nacin:

\/m_n_(\/n2+n—n)(\/n2—|—n+n)_ n
\/nQ—l—n—l—n \/nQ—l—n—l—n.
Kako je
m o g ot 1
noteVniindn nove [1 002
n

zaklju¢ujemo da je

lim (\/n2+n—n> _1

n— -—+oo 2 ’

pri ¢emu smo iskoristili ¢injenicu da je liIE v/1+1/n=1. Ovo je zaista tacno
n—-r+oo

jer za svako € > 0 postoji prirodan broj ng takav da je za svako n > ng

’1/1+l—1‘<€.
n

Ovde jeng = [1/(€2+26)]+1. Na primer, za e = 10~° imamo da je ng = 50000. A

Primer 1.2.2. Za niz {V/n? +1 — n},en, sli¢no kao u prethodnom primeru,
dokazujemo da je nula-niz. A

Na kraju ovog odeljka posmatrac¢emo konvergenciju nizova u metrickom
prostoru (R™, d), sa standardnom euklidskom metrikom (videti primer 2.1.3,

glava I)
n 1/2
d@,y) = (D lwi —wil?) ",
i=1
gde sux = (x1,22,... ,2n) 1Yy = (Y1,Y2,--. ,Yn) Proizvoljne tacke u pros-
toru R™.

Teorema 1.2.15. Neka je {ak}ren niz u R™ i

a, = (agk),agk),... ,aq(lk)).
Niz {ay}ren konvergira ka a = (a1,as,... ,ay,) ako i samo ako je
(1.2.4) lim o® = a,, (m=1,2,... ,n).

k——+o0
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Dokaz. Ako niz {ay }ren konvergira ka a, tada iz nejednakosti
1/2

(k) - (k) 12 _
m m | i 7 - ks
| aly) —a |<<§ | a; —a‘) d(ay,a)
i=1

sleduje (1.2.4) za svako m (1 < m <mn).

Obrnuto, ako nizovi {afff)}keN konvergiraju ka a,, (m =1,2,... ,n), tada
za svako € > 0 postoje prirodni brojevi k,,, takvi da je za svako k > k,,

(1.2.5) | a®) —a,, | < % (m=1,2,....,n).
Ako stavimo ko = max(ky, ko, ... , ky), tada na osnovu (1.2.5) zakljuéujemo

da je za svako k > kg

d(ag,a) = (Z ‘ a® —a,, |2)1/2 < e,
m=1

m a,=a. U

tj. daje i
k—+4o00

Za niz {oytren u R i nizove {ag}ren 1 {bx}reny u R™ definisimo sledece
operacije:

(k) (k)
apajp = (akal , Oy 7y ..

. ,akag“)),
ap + bk = (agk) + bgk), (lgk) + bgk), s ’a7(’l,k) + b%k)%
gde su
ap = (agk),aék), oo aa%k)% by, = (bgk)7 bgk)v e 7b7(’Lk))'

Na osnovu teorema 1.2.8 1 1.2.15 moze se dokazati sledeéi rezultat:

Teorema 1.2.16. Neka su {ak}ren @ {bg }ren nizovi u R™ i {ag }ren niz u
R. Ako su ovi nizovi konvergentni, tada vaze jednakosti

lim apar = lim ap - lim ayg,
k—+oc0 k—-4oc0 k—+oc0

k—+4o00 k——+o0 k—+4o00
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1.3. Granic¢ne vrednosti nekih nizova u R

U ovom odeljku razmotricemo neke klase nizova u R, kao i egzistenciju
njihovih grani¢nih vrednosti.
Neka su

_ : 2 _
Aay, = apyq1 — Gn i A%ap = anyo — 2611 + .

Definicija 1.3.1. Zaniz {a, }nen kaZzemo da je nerastuéi ako za svakon € N
vazi Aa, <0.

Primer 1.3.1. Niz
17-1 1111
{[n+ :| } :{1717_7_7_7_7"'7}
2 e 2'2'3’3

Definicija 1.3.2. Za niz {a,}nen kazemo da je neopadajucéi ako za svako
n € N vazi Aa, > 0.

je nerastuéi. A

Primer 1.3.2. Nizovi

. (nm
{n — Sln(7>}n6N = {0,2,4,4,4,6, .. }

{[g}}neN: {0,0,1,1,1,2,2,2,... }

su neopadajuéi. A

Definicija 1.3.3. Za niz {a, }nen kazemo da je rastuci ili strogo rastuci ako
za svako n € N vazi Aa,, > 0.

Primer 1.3.3. Niz {2"},,cn je strogo rastuéi. A

Definicija 1.3.4. Za niz {a, }nen kazemo da je opadajuéi ili strogo opada-
judéi ako za svako n € N vazi Aa, < 0.

Primer 1.3.4. Niz {1/n},¢cn je strogo opadajuéi. A

Definicija 1.3.5. Za nizove koji su nerastuéi ili neopadajué¢i kazemo da su
monotont nizovi.

Napomenimo da je svaki monotoni niz ograni¢en bar sa jedne strane.
Naime, nerastudi je ograni¢en sa gornje, a neopadajuéi sa donje strane. Sa
stanovista konveregencije interesantni su monotoni nizovi koji su ograniceni
sa obe strane, tj. oni nerastuéi nizovi koji su ograniceni sa donje, kao i
oni neopadajuéi nizovi koji su ograniceni sa gornje strane. O konvergenciji
takvih nizova bice reci kasnije.
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Definicija 1.3.6. Za niz {a,},en kaZemo da je konveksan ako za svako
n=1,2,... vazi A2%a, >0.

Primer 1.3.5. Niz {n?},cn je konveksan. A

Definicija 1.3.7. Za niz {a, }nen kazemo da je konkavan ako za svako n =
1,2,... vazi A%a, <0.

Primer 1.3.6. Niz {logn},cn je konkavan niz. A

Slede¢a teorema daje jedan jednostavan kriterijum za egzistenciju gra-
ni¢ne vrednosti nizova u R:

Teorema 1.3.1. Svaki monoton i ogranicen niz je konvergentan.

Dokaz. Neka je {an}neny monoton i ograni¢en niz. Razlikovademo sluca-
jeve kada je ovaj niz rastuéi i kada je opadajudi.

Neka je niz {a, }nen rastuéi. Kako je on i ogranicen, $to u ovom slucaju
znac¢i ograni¢en odozgo, postoji broj a =supa, za koji je a,, < a za svako
n € N. Naravno, to je isto §to i a,, < a + € za svako n € N i bilo kako malo
pozitivno €.

Medutim, kako a predstavlja supremum rastuéeg niza {a, }nen, za svako
proizvoljno malo € mora postojati prirodan broj ngy takav da je a, > a —¢
za svako n > ng. Dakle, za bilo koje proizvoljno malo ¢ i za svako n > ng
vaze nejednakosti

a, —a<e i ap —a > —¢,

tj. za n > ng 1 proizvoljno ¢ vazi nejednakost |a,, — a| < €. Prema tome, niz
{an }nen je konvergentan niz i njegova granica je a = sup a,.

Naravno, i za slucaj da je niz {a, },en opadajuéi moze se, na isti nacin,
dokazati da se radi o konvergentnom nizu ¢ija je granica a = infa,,. 0O

Primer 1.3.7. Neka sux >0 i ap > 0. Posmatrajmo niz {an},cn definisan
pomocu

1
(131) an = = (an—l +

: ) n=1,2...

an—1

Pre svega, iz definicije niza sleduje da su svi ¢lanovi niza pozitivni.

Koriséenjem nejednakosti (t — 1)2 > 0, koja se za t > 0 svodi na nejednakost
t+ 1/t > 2, i stavljanjem ¢ = ap—1/+/z, dobijamo

+ = — 1(a + e >—la
= n—1 an_1 _\/E n,
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tj. an > v/, $to znadi da je niz {an},en ograni¢en odozdo.
Kako je z < a%, imamo
1 1

x
= 5(%@‘1‘&) < §(an+an) = Qn,

tj. Aan = ap41 — an < 0. Dakle, niz {an}nen je monotono nerastudi.

Na osnovu teoreme 1.3.1 zaklju¢ujemo da je niz {an}nen konvergentan. Da
bismo odredili njegovu grani¢nu vrednost stavimo a = lim a5, i primenimo

n—-+o0o

grani¢ni proces na (1.3.1). Tada imamo

lim an:1< lim ap—1 + ———— a )7
n—-+o0 2 \n—+oco lim ap—1
n—-—+oo
tj.
1 T
a=3(a+7),

odakle nalazimo a? = z. Kako je an > /Z > 0, zakljuujemo da je a = \/z > 0.
Dakle,

lim an=+vz. A

n—-—+oo

Napomena 1.3.1. Formula (1.3.1) predstavlja tzv. iterativni procesl7). Za
¢lan niza an kazemo da je m-ta iteracija. Ako sa en oznacimo gresku u n-toj
iteraciji, tj. stavimo en = an — /7, jednostavno se moze dokazati formula

1 9
€nt+1 = 2an €n,
n

na osnovu koje zaklju¢ujemo da je greska u (n+ 1)-o0j iteraciji srazmerna kvadratu
greske u n-toj iteraciji. Prilikom odredivanja kvadratnog korena iz broja x, pomoc¢u
(1.3.1), iterativni proces se prekida kada je greska u n-toj iteraciji manja od un-
apred izabrane tacnosti € i tada se uzima /T = an. Ilustracije radi primenimo
formulu (1.3.1) na odredivanje vrednosti V2, startujuéi, na primer, sa ag = 2.
Tako dobijamo sledeéi niz vrednosti:

3 17 577 665857 886731088897 1572584048032918633353217
27 127 408’ 470832 627013566048 1111984844349868137938112" "~ [ ’

17) Iterativni procesi za resavanje jednacina proucavaju se detaljno u okviru kursa
Numericka matematika.
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ili
x1=1.5
9 =1.41666 66666 66666 66666 66666 66666 66666 66666 66666 6667,
r3 =1.41421 56862 74509 80392 15686 27450 98039 21568 62745 0980,
rq4 =1.41421 35623 74689 91062 62955 78890 13491 01165 59622 1157,

x5 = 1.41421 35623 73095 04880 16896 23502 53024 36149 81925 7762,
re = 1.41421 35623 73095 04880 16887 24209 69807 85696 71875 3772,

pri ¢emu je rac¢unanje izvedeno pomocu softvera MATHEMATICA sa 50 cifara. Cifre
koje su prikazane ,polu-crno“ su tacne. Dakle, iteracije x1,...,xg imaju redom
jednu, tri, Sest, 12, 24 i 48 tacnih cifara.

Teorema 1.3.2. Neka je niz {ay,}nen konvergentan sa granicom a i neka
je niz {cn tnen definisan pomocu

(1.3.2) Cn = ankak (n e N),
k=1

gde su za svakon € N
1° pp =20 (k=1,2,...,n),
2° Z Pnk = 1
k=1
1 za svako fiksirano k
3 ngrfw Pk = 0.
Tada je niz {cp fnen konvergentan i vazi

(1.3.3) lim ¢, = lim a, =a.
n—-+o00 n—-+o0o

Dokaz. Kako je niz {a,}n,en konvergentan, to za svako € > 0 postoji

prirodan broj ng takav da je za svako n > ng
(1.3.4) la, — a| < % .

Naravno, ovaj niz je i ogranic¢en, Sto znaci da postoji pozitivan broj M
takav da je za svako n € N

(1.3.5) lan| < M i la, —al < 2M.
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Najzad, iz konvergencije niza {pnx }nen, za fiksirano k (uslov 3°), proizi-

lazi da postoje prirodni brojevi ng (> ng) takvi da je za svako n > [Hax
SRS

(1.3.6) Dk < (k=1,2,... ,ng).

€
4M7’L0

Neka je sada n > Iglkax ng. Tada je, zbog uslova 1°1i 2°,
<n

n n
ankak_a > purlax — a) ‘S > puklar —al.
k=1 k=1

Ako poslednju sumu razdelimo na dve sume: za k < ng i k > ng, i
iskoristimo nejednakosti (1.3.4), (1.3.5) i (1.3.6), dobijamo

n

n no
ank!ak —a| = ank\ak —al+ Z Pnklar — al
k=1 k=1

k=no+1

< 2Mno+— DPnk
4Mn0 k%.:—i-ln
<€+€_€
-2 2

Dakle, za svako n > 121]?}( nk, vazi nejednakost |c,, —a| < &, §to znaci da

niz {c¢y }nen, definisan pomocu (1.3.2), konvergira ka istoj granici kao i niz
{an}nEN- O

Prethodni rezultat je poznat kao Toeplitzova'® teorema. Iz ove teoreme
moze se jednostavno izvesti slede¢a Stolzova'® teorema:

Teorema 1.3.3. Neka su dati nizovi {an}nen @ {bn}nen takvi da je niz
{bn }nen rastudi i ima beskonacnu granicu. Ako postoji graniéna vrednost
ap — Ap—1

(1.3.7) lim

n—+oo by, — by, ’

tada postoji h]grl (an/br) 1 vaZi jednakost

. an, . Ap — Ap—1
lim —= lim —.
n—+oo b, n—+oo b, —b,_1

18)  Otto Toeplitz (1881-1940), nemacki matematicar.
19) Otto Stolz (1842-1905), austrijski matematicar.
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Dokaz. Stavimo ag = by = 0,

Gp — Ap—1

k=1,2,... A, =————.
( )y ,TL), bn_bn—l

Pretpostavimo da postoji kona¢na grani¢na vrednost (1.3.7), tj. da je
lim A, = A. Kako je ppr >0,

n—-o00
> bk = biZ(bk —by-1) =1
k=1 "

k=1

i lim p,r =0, za svako fiksirano k, zakljucujemo da su zadovoljeni uslovi

n—-+oo

prethodne teoreme tako da za niz {¢, }nen, definisan pomocu

n n
b, —bp—1 ap—ar—1  an
en =) PnkAr = : =,
! ,; ! ,; bn  bp—bi1 by

na osnovu (1.3.3), vazi

. . a . . Ap—1
lim ¢, = lim —= lim A4, = lim TS — A
n—-4o00 n—+oo 0y n—-4o00 n—-+o00 bn — bn—l

Ay —

Ako je grani¢na vrednost (1.3.7) beskona¢na, tj. A = +oo, tada se,

takode, moze pokazati da jei lim ¢, = +oo. O
n—-+o0o

Napomena 1.3.2. Tvrdenje Stolzove teoreme ostaje u vaznosti ako je niz
{bn}nen neopadajuéi pocev od indeksa n > ng (€ N).

Primer 1.3.8. Primenom teoreme 1.3.3, pokazacemo da je

(ke N).

A LR, LI 1
(1.3.8) L kL S

S obzirom da je niz {nk+1}neN rastudi i lirJIrl n*T1 = 400, uslovi teoreme
n—-0oo

1.3.3 su ispunjeni pa imamo

[T e R AR n”
N n—l>r—&l-loo nk+1 N n—1>r—f-loo nktl — (n — 1)k+1’
tj.
L= lim n”
n—+o0 k1 _ (nkJrl — (MYnk 4 (B3 Ypk1 -y (_1)k+1)

1
= lim .
e T T (D
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Najzad, kako su nizovi {1/n"},en (m = 1,..., k) nula-nizovi (videti, takode,
tvrdenje 1° u teoremi 1.3.5), zakljuéujemo da je L =1/(k+1). A

Napomena 1.3.3. Grani¢nu vrednost (1.3.8) mogudée je, za k = 11 k = 2,
odrediti i na sledeéi nacin:

1° Kakoje1—|—2+---—|—n:%n(n+1),imamo

lim 1zt +n_ lim nntl) 1
n—-+oo n2 - n—-+oo 277,2 a 2 ’

2° Isto tako, zbog

1
422 4. 4n?= gn(n+1)(2n+1),
sleduje
12422 n? . nn+1)@2n+1) 1
lim 3 = lim 3 =-.
n—-+oo n n—-+o00 6n 3

Naravno, grani¢nu vrednost (1.3.8) moguée je odrediti na ovaj nacin i za k =
3,4, itd. Medutim, ne i za proizvoljno k zbog teskoca koje postoje kod odredivanja
zbirova 1¥ 4 2F 4 ... 4 nk,

Neposredna posledica teoreme 1.3.2 je sledeca teorema koja je poznata
kao Cauchyeva teorema:
Teorema 1.3.4. Neka je niz {a, }nen konvergentan niz i neka mu je granica
1
a. Ako je A, = —(a1 +as + -+ + ay,), tada je i niz { Ay, }nen konvergentan
n
1 granica mu je, takode, a.
Dokaz. Stavljajuéi ppr = 1/n(k=1,2,... ,n)ic, = A,, uslovi 1°, 2° i
3° u teoremi 1.3.2 su zadovoljeni, pa niz aritmetickih sredina niza {a, }nen
konvergira ka istoj granici a. [

Napomenimo da iz konvergencije niza {A, }n,en ne sleduje konvergencija
niza {a,}neny. Naime, neka je a, = sin’na (0 < a < 7). Niz {a,}nen
oCigledno ne konvergira. Medutim, niz {A,, } ,en je konvergentan jer je

n—-+oo n—-+oo n—+oo N

: L I~
lim A, = lim ;kz:lak: lim —kz:lsmzka

) 1/n cos(n+1l)a sinna 1

= lim — (— — - — ) =_.
n—+oo 1\ 2 2 sin « 2

Neka je dat konvergentan niz {a, }nen sa pozitivnim ¢lanovima, ¢ija je

granica a > 0. Pored niza aritmetickih sredina {A,, },cn, koji je razmatran
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u teoremi 1.3.4, posmatrajmo i nizove geometrijskih i harmonijskih sredina
{Gn}neN i {Hn}neN, gde su

n
1 1 1 -
ai a2 G,

G, = Jajas---an, i H, =

Primenom Cauchyeve teoreme 1.3.4 na konvergentni niz {1/a,}nen za-
kljucujemo da je niz njegovih aritmetickih sredina konvergentan sa granicom

1/a. Prema tome, vazi lim H, =a.
n—-+oo

Moze se dokazati da i niz geometrijskih sredina {G, },en, takode, kon-
vergira ka a. Primenom nejednakosti za sredine (videti [15, str. 30, teorema
2.1.3])

na osnovu teoreme 1.2.14, zaklju¢ujemo da je

lim aias---a, =a.
n—-+oo

Na osnovu ovog rezultata moze se dokazati da za svaki niz {a, }nen, sa
pozitivnim ¢lanovima, za koji postoji grani¢na vrednost liIJIrl (an/an—1),
n—-0oo
vazi jedna interesantna jednakost.
Kako je

a2 G,

lim +/a, = lim {/a;-

n—-+00 n—-+o0 ay Ap—1 ’
primenom prethodno pomenutog rezultata na niz {a,, /a,—1 }nen, sa ag = 1,

dobijamo

(1.3.9) lim /@, = lim —" = lim 2o+l

n—-+oo n—-+oo Ap—1 n—-+oo an,

Teorema 1.3.5. Ako jea >0 i\ € R, tada vaZi:

1 n?
1° I —=0; 2° Va=1; 3° 1 — =0
oo 10 ’ n=> oo Va ’ n->Foo (I+a)

Dokaz. 1° Nejednakost |1/n® — 0] = |1/n%| < e vazi ako je n® > 1/e, tj.
ako je n > (1/€)'/*. Prema tome, niz {1/n%},cn konvergira ka nuli jer je
uvek 1/n% < ezan>ng=1+[(1/)"].
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2° Razlikovaéemo tri slucaja: (i) SLUCAJ a > 1. Neka je b, = /a — 1,
tj. (14 b,)™ = a. Napomenimo da je b,, pozitivno. Kako je

-1
1+nb, < (140b,)" =a, t]. 0<bn<a—,
n

m (1 +bn) = 1, pa,

zaklju¢ujemo da je niz {b,},en nula-niz, tj. da je li+
n—-rroo

prema tome, i lil}_l Vva=1.
(ii) SLucAas 0 < a < 1. Ako stavimo a = 1/b (b > 1), imamo da je
V/a = 1/+/b. Kako je, na osnovu (i), za b > 1, lim /b = 1, neposredno
n—

“+oo

sleduje da je lirf Va=1.

(iii) SLucas a = 1. Ovde je /a = 1, tj. svi clanovi niza { \/a},ecn jednaki
su jedinici, pa je i li&l Va=1.
n—-—1+oo

Tvrdenje 2° se moze dokazati i neposrednom primenom jednakosti (1.3.9).
Naime, za niz {a, }nen, gde je a, = a (n € N), iz (1.3.2) sleduje

lim +a= lim +{/a,= lim Intl _ i 2 =1,

n——+oo n—-+oo n—-+oo an, n—-+oo

3° Neka je k ceo broj takav da je k > max(A,0). Ako pretpostavimo da
je n > 2k, imamo

n n\ , nn-1--(n—k+1) , a*nF
(1+a)" > <k>a = i at > o
jerjen—m+1>n/2zan>2kim=1,... k. Korséenjem ove nejednakosti

nalazimo da je za n > 2k

A

(1.3.10) 0< (117@” < Cn**,

gde je C = k!12¥/a*. Kako je A — k < 0, na osnovu 1°, imamo da je

lirf n*~* = 0. Najzad, prelaskom na grani¢nu vrednost u (1.3.10), kada

n — o0, dobijamo 3°. O

Teorema 1.3.6. Niz { {/n},cn je konvergentan i vaZi

lim +/n=1.

n—-+o0o
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Dokaz. Neka je b, = /n— 1, tj. n=(1+b,)", pri ¢emu je b,, pozitivno
za n > 2. Tada iz

(n—1) bi>n(n—1) bi
2 2

n=(1+by)" >1+nb, + 2

sleduje

2
0<bi<m,

tj. lim b, = 0. Stoga je lirf vyn=1. 0O

n—-—+oo
I ovo se tvrdenje moze dokazati na osnovu jednakosti (1.3.9), stavljajuéi
an, =n (n €N).

Teorema 1.3.7. Ako je 0 < g < 1, tada je liIJIrl q" =0.

Dokaz. Ako stavimo A =01 1/(1+a) = ¢, tada se tvrdenje 3° u teoremi
1.3.5 svodina lim ¢"=0. O

n—-—+oo
1\
Teorema 1.3.8. Ako je e, = (1 + —) , tada je niz {e, }nen konvergentan
n
niz.
Dokaz. Dokaza¢emo da je niz {e, },en monotono rastuéi niz i da je ogra-
nic¢en odozgo.

Kako na osnovu (GA) nejednakosti, tj. na osnovu nejednakosti izmedu
geometrijske i aritmeticke sredine (videti [15, str. 30, teorema 2.1.3]), vazi

stroga nejednakost
V n n+1

1+n(l+1/n) 14 1

n+1 n+1

i kako je

9

lako zaklju¢ujemo da je
1\7 1 n+1
(1+-) <(1+—) .
n n+1

Prema tome, niz {e, } nen je monotono rastuéi niz.

tj. en < ept1-
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Da bismo dokazali da je niz {e, },en ogranicen, dokaza¢emo prvo da vaze
nejednakosti

k N EoR2
LI, — < — — — < .
(1.3.11) 1+ (1+n) <l+=+—  (k<n)

Prva od ovih nejednakosti, tj. nejednakost
k 1\
1+2 < (1 + —) ,
n n
je tacna. To je, u stvari, poznata Bernoullieva®®) nejednakost.

Primenom metoda matematicke indukcije, dokaza¢emo da vazi nejed-
nakost

1\ k kK2
(1.3.12) <1+E> <le-—+— (k<)

Lako je zakljuciti da je nejednakost (1.3.12) tacna za k = 1. Na osnovu
pretpostavke da je ona tac¢na za k = m > 1, zakljucujemo da vazi

1\m+1 1 1\m
(1+2)" =(1+-)(1+2)
n n n
2

1 m = m
<(1+2)(1+2+5)
n n n

m+1 m?+m m

=1+

n n? n3
m+1 m+1)2 n(m + 1) — m?
L mD? et —m?
n n n

tj.

(m <n),

1\m+1 m+1 m+1)?
(1+-) <1+ LD

n n n

jer je n(m + 1) —m? > 0 za m < n. Dakle, nejednakost (1.3.12) je ta¢na za
svaki prirodan broj k < n.

Ovim je, naravno, dokazana dvostruka nejednakost (1.3.11), kojaza k =n
postaje

1 n
2g<1+—> <3
n

20) Jakob Bernoulli (1654-1705), vajcarski matematicar.
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Prema tome, vazi 2 < e,, < 3. Niz {e, }nen je, dakle, ogranicen.
Kako je niz {e,, }eny monotono rastudi i ograni¢en odozgo, on je, na osnovu
teoreme 1.3.1, konvergentan. [

Granicu niza {ey, }nen, ¢iju smo konvergenciju dokazali, obelezava¢emo

sa e. Dakle, vazi jednakost lim e, = e. Ovaj broj se uzima kao osnova
n—-+o0o

prirodnih logaritama.
Primer 1.3.9. Neka je

1 1 1
an:1+ﬁ+a+"'+m (nGN)
Pokazacemo da je niz {an },ecn konvergentan i da mu je granica broj e.

S obzirom da je

1\"™ n\1 n\ 1 n\ 1
en=(1+7) :“<J;+@)m+“+cgm

_ 1 1n-1 1(n—1(n-2)---(n—n+1)
Sttt T
1 1 1 1 1 2 n—1
Pt ()t g 0) (- 0) (-5 )
1 1 1 1

zakljucujemo da je en < an. Isto tako, iz
e (s
_|_...+i'<1_l) 1_2).._<1_n—1>
n! n n n

>1+1+%(1—%)+...+i<1_l><1_2)m<1_k:—1>

zakljuCujemo da je za svako k € N

tim (142)" > b Db gt =

n—1>I—Eoo n 1! 2! = Ok
tj. da vazi ap < e. Dakle, niz {an}ney je ograni¢en odozgo. Ocigledno, niz
{an}nen je 1 rastuéi. Prema tome, on je konvergentan.

Kako je, na osnovu prethodnog, e, < an < e, sleduje da je liIJIrl an =e. A
n——roo

Primer 1.3.10. Dokaza¢emo da za svako n € N postoji broj 6, € (0,1) tako
da vazi jednakost

1 1 1 On
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Ako stavimo

_ 1 1 1 1
an = +ﬁ+i+"'+m,
neposredno sleduje
DT RS S S
T Gl = o (n+1)! (n+m)!
—1(1+ L ! +ot . )
n! n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)---(n+m)
<i<1+ L +¥>
n! n+l (n+1)2 (n+1)m
ot
! (n+ 1)m+1 1 1 _n+1
Tonl 1 <E-1_ I nln”’
n+1 n+1
tj.
a —an =a —a —i<i
n+m n = An+m n—1 n! nn

Na osnovu prethodnog dobijamo

lim (a —ap)=e€e—an < — .
m~>+<>o( ntm n) " nln

Vazi, dakle, dvostruka nejednakost

O0<e—an <

)

nln
tj.
0< (e—an)nln < 1.
Ako stavimo (e — an)nln = 0, gde je, ocigledno, 0 < 6, < 1, dobijamo

— _‘_0_”—1_'_14_14_ _|_l_|_0_"
CTOn T om T 1 2 n!  nln’

A

Napomena 1.3.4. Za priblizno odredivanje broja e pogodno je koristiti niz
{an}nen. Naime, mozemo uzeti da je e & an, pri ¢emu se greska procenjuje pri-
menom formule (1.3.13). Tako na primer, za n = 10 imamo e & a1g &~ 2.7182818,
gde je

0 1

10 <

10!-10 ~ 10!'-10

Takode, formula (1.3.13) ima i teorijski znacaj jer se njenom primenom moze
dati jednostavan dokaz da je broj e iracionalan. Zaista, ako bismo pretpostavili

~ 2.8 x 1078,

e—aljp =
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suprotno, tj. da je broj e racionalan, na primer e = m/n (m,n € N), tada bi
moralo, na osnovu (1.3.13), da vazi

odakle sleduje

On 1 1 1
;:(n—l)'m—n'(l—l-ﬁ—l-g—l--l-ﬁ),

§to je nemogude jer je na desnoj strani jednakosti ceo broj, a na levoj razlomak
On/n, Cija se vrednost nalazi u intervalu (0,1/n). Prema tome, e ne moze biti
racionalan broj. Kao $to je navedeno u [15, str. 64, napomena 3.4.1], broj e je
transcendentan.

Primer 1.3.11. Pokaza¢emo da je
lim n
n—-+o0o 1"/71[

Posmatrajmo niz {an }nen, gde je an = n'*/nl. Tada je, prema (1.3.9),

=e€.

1

. " . Ant1 , (n+1)"Tt nl

1 v = 1 = P

niIJrrloo an nirfoo an nirfoo (n + 1)! nn’

tj.
nH" \"
lim an = lim M: lim (1—1——) =e. A
n—-+00 n—-+00 nm n—-+o00 n

Primer 1.3.12. Koris¢enjem niza {an },en iz primera 1.3.10, dokaza¢emo da
je lim msin(2ern!) = 27.
n—-+4o00

Kako je 0, = (e —an)nn (0< 0y < 1) i

0n+1 1 0n+1
=t LT T D T g 0 SO <)
imamo
1 0,11
On = (e — In = n! n+
n = (€= an)nin ””((n+1)!+(n+1)!(n+1)>’
.
(1.3.14) O = — n0nt1

n+l (n+1)2°
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Takode, nalazimo da je

0
2emn! = 2mn! (an + —n) =2mnlan +
nln

271—077,

Kako je nlan ceo broj, imamo

sin(2emn!) = sin (27T7’L!CLn + QWQH) = sin 2m0n .
n

Prelaskom na grani¢nu vrednost, kada n — 400, na osnovu (1.3.14) zakljucuje-
mo da 6, — 1, pa je {270y /n},en nula-niz. Isti takav je i niz {sin(276, /n)},en-
Kako je, za svaki nula-niz {an }pen, hIB (sinay)/an = 1 (videti odeljak 1.4,

n—-—1+oo

glava IIT), nalazimo

. . . . 2mbn LS
lim nsin(2ern!) = lim nsin = lim —F—F— 270, =27. A
n— -—4oo n—-—4oo n n—-—4oo 27T0n
n

Primer 1.3.13. Ako je
1 1
Yn=14+-4+---4+——logn,
2 n

niz {yn }nen je konvergentan. Njegova granica v poznata je kao Eulerova®") kon-
stanta i za nju vazi

v =0.57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59335 ... .

Pre svega, iz ¢injenice da je niz {ey }xcn rastudi i da konvergira ka e, sleduje da
vazi nejednakost (14 1/k)* < e (k € N), tj.

(1.3.15) log (1 + %) <1 (keN)

Niz {ag}ren, gde je ap, = (1+ 1/k)k+1, takode konvergira ka e, ali je opadajudi
jer se primenom Bernoullieve nejednakosti dobija da je

k42
ar k k 1
S I LI IR B
P k:+1< +k(k+2)> >k+1< +k:>

21) Téonhard BEuler (1707-1783), veliki svajcarski matematicar.
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Stoga vazi nejednakost e < (14 1/k)**1 (k € N), tj.

1 1

Kako je

1 1
%‘+1_%‘:n+1_10g<1+ﬁ> (n eN),

na osnovu (1.3.16) zakljucujemo da je vn+1 < 7n, Sto znaci da je {vn}nen
opadajuéi niz.

Sabiranjem nejednakosti (1.3.15) za k = 1,2,... ,n, dobijamo da je

ili, Sto je isto,

tj.
log(n + 1) < yn + logn.

Dakle, vazi

1
Yn > log(n + 1) — logn = log <1+ —) >0,
n

odakle zaklju¢ujemo da je niz {yn},en ograni¢en. Skup njegovih vrednosti je
podskup skupa (0, 1]. Prema tome, niz {yn}nen je konvergentan. A

1.4. Delimicni nizovi
Uoc¢imo jedan niz {ng }ren prirodnih brojeva ny,ne, ..., takvih da je
ny<ng < --- .

Definicija 1.4.1. Za svaki niz {a,, }ren kazemo da je delimic¢ni niz niza
{an}nEN-

Napomena 1.4.1. U trivijalnom sluc¢aju, i sdm niz {an},cn je, takode, de-
limiéni niz niza {an}pen-

Definicija 1.4.2. Ako je delimi¢ni niz {a,, }ren konvergentan, za njegovu
granicu kazemo da je delimic¢na granica niza {a,}nen-

Navodimo bez dokaza sledece tvrdenje:
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Teorema 1.4.1. Niz {a, }nen konvergira ka a ako i samo ako svaki njegov
delimicéni niz konvergira ka a.

Teorema 1.4.2. Skup delimicnih granica niza {a,}nen u metrickom pros-
toru (X, d) je zatvoren skup.

Dokaz. Neka je D skup vrednosti niza {a, }nen 1 D* skup svih delimi¢nih
granica tog niza. Neka je b jedna grani¢na tacka skupa D*. Dokazac¢emo da
je b granicna tacka i skupa D.

Kako je b grani¢na tacka skupa D* to za svako € > 0, postoji tacka c € D*
takva da je 0 < d(b,c) < €/2. Isto tako, s obzirom da je ¢ delimi¢na granica
niza {a, }nen, postoji tacka a,, € D, takva da je d(a,,c) < d(b,c). Kako je
a, # b, imamo

0 < d(an,b) <d(an,c)+d(c,b) <2d(b,c) < e,

odakle zaklju¢ujemo da je tacka b grani¢na tacka skupa D.

Prema tome, kako je tacka b grani¢na tacka skupa D ona je, na osnovu
teoreme 1.2.4, grani¢na vrednost nekog niza iz D, tj. ona je jedna de-
limi¢na granica niza {a,}n,en. Dakle, b pripada skupu D*, $to znaci da
je D* zatvoren skup. [

U daljem tekstu razmatra¢emo, opet, samo nizove u R.

Teorema 1.4.3. Svaki ograniceni niz {ay, }nen sadrzi delimicni niz koji je
konvergentan.

Dokaz. Neka je D skup vrednosti ograni¢enog niza {a, }nen. Razlikova-
¢emo dva slucaja: 1° kada je D konacan skup i 2° kada je D beskonacan
skup.

1° U skupu D postoji tacka a, takva da za beskonacno mnogo indeksa
ny,na, ... (za kojejeny < mng < ---)vazi a,, = a,, = --- = a. Prema tome,
delimi¢ni niz {a,, }ren je konvergentan niz i granica mu je a.

2° Kako je D ogranic¢en skup, na osnovu Bolzano-Weierstrassove teoreme
(teorema 2.2.3, glava I), on ima grani¢nu tacku. Neka je to tacka a. Tada,
prema teoremi 1.2.4, u skupu D postoji niz koji konvergira ka tacki a. O

Kao $to smo i do sada ¢inili, sa D* ¢emo obelezavati skup svih delimi¢nih
granica niza {a, }nen. Da bismo mogli da razmatramo i divergentne nizove,
podrazumeva¢emo da skup D* sadrzi sve delimi¢ne granice, pa eventualno i
simbole —o0 i +00.
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Definicija 1.4.3. Brojevi a, = inf D* i ¢ = sup D* nazivaju se donja
granica i gornja granica niza {a, }nen, respektivno.

Za brojeve a, i a* koriste se i alternativne oznake

ay = liminfa, = lim a, i a* =limsupa, = lim a,.
n—-+00 n——+oo n—-+o0o n—-+00
Za nizove {an tnen 1 {bn }nen vaze sledeéa tvrdenja:
Teorema 1.4.4. Ako je a, < b, zan >ng €N, tada je

lim a, < lim b, 1 lim a, < lim b,.
n—-+o00 n—-+o00 n—+o0 n—+oo

Naravno, za konvergentne nizove {a, }nen 1 {by}nen za koje je a, < b,
(n > ng € N) vazi
lim a< lim b.
n—-—+oo n—-—+oo
Teorema 1.4.5. Ako za nizove {a,}nen @ {bn}nen postoje donja i gornja
granica, tada je

nE—Too an+ Tim b, < Tm (a,+b,) < T a,+ Tm b,
lim a,+ lim b, < lim (an +b,) < lim an,+ lim b,

n——+oo n—-+oo n——+oo n—-+oo n—+00

Teorema 1.4.6. Ako sua, i b, (n>ng € N) nenegativni i ako za nizove
{an}nen i {bn}nen postoje donja i gornja granica, tada je

lim a,- lim b, < lim (ap,b,) < lim a,- lm b
nStoo " n—-—+o0o n= n~>+<>o( " n) T n—+oo " n—-—+o0o "
lim a,- lim b, < lim (ayb,) < lim ay,- lim b,.

n—+4o0 n—+4o0 n—+oo n—-4o0 n—+oo

Teorema 1.4.7. Ako je a, >0 (n €N), tada je

. a . n — n — a
lim n+1§ lim +/a, < lim +/a, < lim ntl

n—too Qan n—-+oo n—-+00 n—+00 Gy
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Teorema 1.4.8. Skup D* sadrii a, = lim a, i o= lim a,.
n=+oo n—+0o0
Dokaz. Dokaz ¢emo izvesti samo za a*. Za a, dokaz je slican.
Razlikovaéemo tri slucaja:
1° Neka je a* konacan broj. To znaci da je skup D* ograni¢en sa gornje
strane. Prema tome, na osnovu teoreme 1.4.3, u skupu D* postoji bar jedna

delimiéna granica niza {a,}nen. Kako je, prema teoremi 1.4.2, skup D* i
zatvoren skup, njemu pripada i njegov supremum a*.

2° Neka je a* = —oo. Tada D* sadrzi samo jedan element i to —oo. U
tom slucaju, ne postoji ni jedna delimi¢na granica niza {a, }nen-

3° Neka je a* = 4o00. Tada skup D* nije ogranien sa gornje strane.
Prema tome, postoji delimiéni niz {ay,, }ren takav da a,, — 400, pa +00
pripada skupu D*. O

Bez dokaza navodimo sledeée tvrdenje:

Teorema 1.4.9. Za niz {ay, }nen vazi nejednakost a, < a*. Znak jednakosti
vazi ako i samo ako je niz konvergentan ili odredeno divergentan.

Primer 1.4.1. Za niz {an }nen, gde je an = (—1)" (1 + %), imamo
n

A

Wk~

. 3 . .
inf ap, = —=, liminfa, = -1, limsupan, =1, supan =
neN 2 n—-o0o n—-—+o0o neN

2. CAUCHYEV NIZ I KOMPLETNI PROSTORI

2.1. Cauchyev niz

Ovde ¢e opet biti re¢i o nizovima u proizvoljnom metrickom prostoru
(X,d). Naravno, kao i ranije, sva razmatranja je lako interpretirati za nizove
u R.

Definicija 2.1.1. Za niz {a, },en u prostoru X kazemo da je Cauchyev niz
ako za svako € > 0 postoji prirodan broj ng takav da je d(am,,a,) < € za
svako m,n > ng.

Primer 2.1.1. Niz {1/n},cn je Cauchyev niz u metrickom prostoru R jer je
|[1/m—1/n| < 1/m+1/n, sto za m,n > ng, u stvari, znaéi |1/ m—1/n| < 2/ng = €.
Dakle, za svako € > 0 postoji prirodan broj ng sa trazenom osobinom. U naSem
slucaju to je ng = [2/e] +1. A

Prethodna definicija moze se dati i u ekvivalentnom obliku:
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Definicija 2.1.1'. Za niz {a, }nen kazemo da je Cauchyev niz ako za svako
€ > 0 postoji prirodan broj ng takav da je d(an4p,a,) < € za svako n > ng
i svako p € N.

Izuc¢i¢emo sada neke osobine Cauchyevih nizova.
Teorema 2.1.1. Svaki Cauchyev niz je ogranicen.

Dokaz. Neka je {an}nen Cauchyev niz u metrickom prostoru (X, d). Ta-
da za svako proizvoljno malo € > 0 postoji prirodan broj ng takav da je
d(am, an,) < € (m > ng), Sto znaci da se svi ¢lanovi ovog niza, pocev od
indeksa ng, nalaze u kugli K (ay,,€). Zato postoji pozitivan broj r takav da
se svi ¢lanovi posmatranog niza nalaze u kugli K (a,,, ), tj. u kugli kona¢nog
poluprecnika r. Dakle, niz {a, }nen je ogranicen. [

Teorema 2.1.3. Svaki konvergentan niz je Cauchyev niz.
Dokaz. Neka je {ay}nen konvergentan niz i neka mu je granica a. Kako
je
d(am,an) < d(am,a) + d(a,a,)

i kako zbog konvergencije niza {a, }nen za m,n > ng vaze nejednakosti

d(am,a) < i d(an,a) <

)

N ™
N ™

zakljucujemo da je d(a,,a,) < €, tj. niz {a, }nen je Cauchyev niz. O
Napomena 2.1.1. Na osnovu teorema 2.1.2 i 2.1.1 sleduje tvrdenje da je svaki
konvergentan niz ogranicen, tj. tvrdenje koje smo dokazali ranije (teorema 1.2.3).
Pokaza¢emo da, u opsStem slucaju, ne vazi obrnuto tvrdenje. Naime,
pokazaéemo da niz koji je Cauchyev ne mora biti i konvergentan, tj. da
postoje nizovi koji su Cauchyevi, ali nisu konvergentni.

Posmatrajmo u skupu Q, kao metrickom prostoru sa standardnom met-
rikom, skup pribliznih racionalnih vrednosti broja v/2. Neka je g, onaj
racionalan broj koji se dobija iz decimalnog razvoja broja v/2 zadrzavanjem
prvih n decimala.

Ocigledno, niz {g, }nen je Cauchyev niz jer je za m > n
|gm — qn] <e=10"".

Medutim, u metrickom prostoru Q, niz {¢, }»en nije konvergentan, jer on
ne konvergira ka nekom racionalnom broju g € Q. Njegova granica je broj
V2, a on ne pripada metri¢kom prostoru Q.
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Naravno, nije ovo jedini primer da jedan Cauchyev niz nije konvergentan.
Naime, za svaki konvergentan niz moguce je konstruisati ovakav primer ako
se iz prostora u kome se posmatra konvergentni niz iskljuci granica niza kao
tacka prostora. Tako, niz iz primera 2.1.1, koji je Cauchyev i konvergentan
u prostoru R, jeste Cauchyev, ali ne i konvergentan u prostoru R™. Dakle,
ako je niz konvergentan on je i Cauchyev, ali u opstem sluc¢aju obrnuto ne
vazi.

Medutim, ako je X = R vazi i obrnuto tvrdenje. Naime, vazi sledeta
teorema:

Teorema 2.1.3. Niz {a, }nen u prostoru R je konvergentan ako i samo ako
je Cauchyev niz.

Dokaz. Ako je niz {a,}nen konvergentan, prema teoremi 2.1.2, on je i
Cauchyev.

Pretpostavimo, sada, da je niz {a,}neny Cauchyev, tj. neka za svako
proizvoljno malo € > 0 postoji prirodan broj ng takav da je

3

2.1.1 m — ap| <
(21.1) am — an] < 5

(m >n > ngp).

Na osnovu teoreme 2.1.1, kao sto smo videli, Cauchyev niz {a, }nen je
ogranicen i sa donje i sa gornje strane. Prema tome, njegov skup vrednosti
D ima i donju i gornju medu (videti [15, str.15, definicije 1.3.19 i 1.3.20]).
Neka su one redom a, i a*.

Tada je, za dovoljno veliko ng i m > n > ng,

. € € €
la* — am| < 3 | — ap| < 3 lan, — ay] < 3
pa je, prema tome, i
la* — ay| = |a* — am + am — an + ap — ayl

*
<l|a* = am| + |lam — an| + |an, — as| < e.
Dakle, razlika a* — a, se moze uciniti proizvoljno malom, tj. vazi a* = a,.

Niz {a, }nen je, prema tome, konvergentan. [

Primer 2.1.2. Posmatrajmo tzv. harmonijski niz

1 1
(2.1.2) om:1+§+---+E (n e N).
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Kako je, za proizvoljno n i m = 2n,
1 1 1 n 1
jam — an| = n+1 +n—|—2 T n+n > n+n 2
zaklju¢ujemo da postoji e (0 < € < 1/2) za koje se ne moze naéi ng takvo da vazi
(2.1.1). Dakle, niz (2.1.2) nije Cauchyev. On je divergentan niz. A

Primer 2.1.3. Neka je

(2.1.3) an:1—|—2i2+---—|—% (n e N).
Kako je za svako m > n > ng
1 1 1
|am—an|=(n+1)2+(n+2)2+---+m
1 1 1
< nin+1) (n+1)(n+2) (m—1)m
(1 1 1 1 1 1
—<5—n+1 +<n+1—n—+z>+“‘+(—_1—a>
1 1 1 1
=-—-—<=< =,

n o m n  ng

zakljucujemo da za svako € > 0 vazi nejednakost |am — an| < € kada je m > n >
ng = [1/¢] + 1. Dakle, (2.1.3) je Cauchyev niz. Na osnovu teoreme 2.1.3 ovaj niz
je konvergentan. A

2.2. Kompletni prostori

Kao sto smo videli, svaki konvergentni niz u metrickom prostoru (X, d)
je Cauchyev niz. Medutim, videli smo, takode, da ima Cauchyevih nizova
koji nisu konvergentni. Stavide, naveli smo primere u kojima to ne zavisi od
uocenog niza, ve¢ od metrickog prostora u kome se niz posmatra.

To nam ukazuje na moguénost da izvr§imo jednu karakterizaciju metric-
kog prostora (X,d) u odnosu na konvergenciju Cauchyevih nizova posma-
tranih u njemu.

Definicija 2.2.1. Za metricki prostor (X,d) u kome svaki Cauchyev niz
konvergira kazemo da je kompletan.

Primer 2.2.1. 1° Metricki prostor R sa standardnom metrikom je kompletan.
2° Metricki prostor R™ nije kompletan prostor. A

Primer 2.2.2. Kompletni su i sledeéi metricki prostori: 1° prostor m; 2°
prostor C[a,b]; 3° prostor R®. A

Napomenimo da je osobinu kompletnosti prostora, pod odredenim uslovi-
ma, moguce preneti sa jednog metrickog prostora na drugi.

Dokazaéemo, sada, nekoliko stavova koji se odnose na zatvorene skupove,
konvergentne nizove i kompletne metricke prostore.
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Teorema 2.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup A C X je zatvoren
skup ako i samo ako za svaki konvergentan niz {a,}nen u prostoru X, za
koji je a, € A, iz konvergencije a,, — a (n — +00) sleduje da je a € A.

Dokaz. Neka je A C X zatvoren skup i neka niz {a,},en konvergira ka
granici a (€ X). Tada je A’ otvoren skup, pa za svako b € A’ postoji € > 0
takvo da je K(b,e) C A’. To znaci da a, ¢ K(b,e) ni za jedno n € N.
Prema tome, tacka b nije granica niza {a,}n,en. Kako je b bilo koja tacka
iz A’| zakljuéujemo da niz {a,, },en nema granicu koja pripada skupu A’, tj.
njegova granica a pripada skupu A.

Neka je sada skup A takav da iz konvergencije a,, — a (n — +00) niza
{an}tnen (an, € A) sleduje da je a € A. Za svaki skup B C X, koji nije
zatvoren skup, postoji tacka b € B’ takva da je skup BN K (b, 1/n) neprazan
skup za svako n € N. Ako to ne bi bilo, tada bi za svaku tacku b € B’
postojala okolina K (b,1/n) koja ¢itava lezi u B’, tj. skup B’ bi bio otvoren,
§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da skup B nije zatvoren.

Posmatrajmo sada niz {b, tnen (b € BN K(b,1/n)). To je niz za koji
vazi: b, € B za svako n € N, konvergentan je u X i granica mu je b € B’,
tj. b & B.

Skup B, dakle, nema osobinu koju ima skup A, tj. skup A nije nijedan od
skupova B. Skup A, prema tome, ne pripada skupovima koji nisu zatvoreni.
Skup A je, znaci, zatvoren skup. [

Interesantno je i sledeée tvrdenje koje ukazuje na povezanost pojmova
zatvoren skup i Cauchyev niz u kompletnom metrickom prostoru:

Teorema 2.2.2. Neka je (X,d) metricki prostor i Y C X zatvoren skup.
Ako je prostor (X,d) kompletan, tada je i prostor (Y,d) kompletan.

Dokaz. Neka je {b,}neny Cauchyev niz u prostoru (Y,d). Tada je niz
{bn}nen Cauchyev i u prostoru (X,d). Kako je (X,d) kompletan prostor,
niz {b, }nen konvergira ka granici b € X. Medutim, skup Y je zatvoren, pa
granica b, kao granica niza iz prostora (Y, d), prema teoremi 2.2.1, pripada
skupu Y, tj. b € Y. Dakle, niz {b, }»en je Cauchyev niz u Y koji konvergira
ka granici b € Y. Metricki prostor (Y,d) je, prema tome, kompletan. [

Neposredna posledica ove teoreme je sledeé¢e tvrdenje:

Teorema 2.2.3. Svaki zatvoren podskup euklidskog prostora (R™,d) je kom-
pletan metricki prostor.

Primer 2.2.3. Svaki segment [«, 8] (o, 8 € R) je kompletan prostor. A
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3. ZADACI ZA VEZBU

3.1. Neka je a > 0. Ispitati konvergenciju niza {a, }nen Ciji je opsti clan

(1) \/a+\/ a—l-\/_

U slucaju da je {a, }nen konvergentan niz, odrediti njegovu granicu.

Uputstvo. Konstatovati prvo da je an > 0, a zatim zakljuciti da vazi rekurentna relacija

ant+1 =+vVat+an, (n=1,2,...).

14+ 4 1
Rezultat. Niz je konvergentan i vazi jednakost lim an = 1tviatl .

n—-+4oo 2

3.2. Neka je {an}nen aritmeticki niz sa razlikom a (> 0) i neka je

1 1 1 1
A, =— + +oe —) :
\/ﬁ <\/a + \/a_g \/a_z + \/@ \/@ + \/m
Odrediti grani¢nu vrednost hm A,.

n— -—+oo

Rezultat. 1/\/a.

3.3. Ako je
() e () e (o))
— at—) +la+—-| +---+|a+ )
n n n n

proveriti jednakost lim a, =a®+a+ =
n—-—+oo 3

Ay =

3.4. Dokazati jednakosti:
an
1° I =
A T retra atey 0 @>0)

° i Un—1) =1 :
3 n—lﬁloon(a ) =loga (a>0)
(—2)" + 37 1

- nllg-loo (=2)ntl 4 3ntl 3
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3.5. Neka su a i b dati brojevi. Ispitati konvergenciju nizova {a,}nen i
{bn }nen, ako su oni definisani pomoéu

a? b2
n : n
alza a. 1= 1 blzb b 1= .
’ n+ an+bn ) n+ an+bn

3.6. Ako su p i g prirodni brojevi, odrediti grani¢nu vrednost

A:nE‘fm"Q((H B -1+ %)p>

Rezultat. A= % (¢ —p).

\/2—\/2+\/2+---+ 242
\/2—\/2+\/2+---+ 2+3

gde i u brojiocu i u imeniocu ima po n kvadratnih korena.

)

Dokazati da je lim a, = 3/2.
n—-+4o00

Uputstvo. Staviti: v/2 = 2cos(m/4) i v/3 = 2cos(7/6).

3.8. Odrediti: infa,, supan,, lim a, i lim a,, ako je
n——to0 n—-+4o0o
_1\n _1\n n nm
° _( 1) 1+( 1) 2° a, =1+ COS —
17 an = o T 2 ’ " n+1 2’
_ _1 n
30 an =142(-1)" 4 3(-1)"-D20 40 g, =D
Rezultat. Trazene vrednosti su, redom:
3 _
1° infa, = -1, supan, ==, lim ap, =0 i lim an =1,
n~>_+oo n——4oo
2° infan, =0, supap, =2, lim an, =0 i lim an =2,
n:oo n——4oo
3° infay, = —4, supan =6, lim an,=-4 i im ap = 6,
n—4o0o n—-—4oo
4° infa, =0, supan, = 400, lim ap=0 i lim ap = +oco.

n—-+4oo n—+oo
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Funkcije jedne realne promenljive

1. GRANICNE VREDNOSTI FUNKCIJA

1.1. Pojam grani¢éne vrednosti

U II glavi razmatrali smo grani¢ne vrednosti nizova {f(n)}nen, tj. nizova
{an}nen, gde je n — f(n) = a,. Ovde ¢emo razmatrati slozenije probleme
koji se odnose na grani¢ne procese za funkcije f: X — R, gde je X C R.

Pre svega, saglasno definiciji 2.2.3, glava I, i ovde ¢emo pod é-okolinom
tacke a € R podrazumevati interval (a—d, a+0), koji éemo nadalje oznacavati
isaUl(a,d). U daljim razmatranjima koristi¢emo i nesto drugaciju d-okolinu
tacke a € R. Tu drugaciju d-okolinu uvodimo slede¢om definicijom:

Definicija 1.1.1. Za skup U(a,0) \ {a}, u oznaci Ij'(a,&), kazemo da je
probodena §-okolina tacke a.

Probodena d-okolina tacke a, dakle, ne sadrzi tacku a.
Kada nije neophodno naglasiti da je broj é poluprecnik okoline tacke a,

pisa¢emo jednostavno U(a) ili U(a) umesto U(a,d), tj. umesto U(a,d). Isto
tako, u celom ovom poglavlju pod terminom ,funkcija x — f(x) definisana
na skupu D“ ne¢emo podrazumevati da je D oblast definisanosti funkcije f,
ve¢ da je to samo skup na kome razmatramo funkciju f: X — R. Drugim
reCima, moze se reéi da u tom slucaju razmatramo restrikciju funkcije f

sa X na D(C X). U slucaju kada je D okolina U(a) ili U(a), Cesto ¢emo
govoriti: ,funkcija f definisana u okolini ... “ umesto: ,funkcija f definisana

na okolini ... *“.

o
Neka je X(a,d) skup svih nizova {z, }nen, sa vrednostima z,, € U(a,?d),
koji konvergiraju ka a, tj.

X(a,0) = {{xn}neN | z, € (}(a, 9), liIJIrl Ty = a}.
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Uocimo jedan niz {x, }neny € X(a,0) i neka = € R uzima samo vrednosti
Zp iz uotenog niza {x, t,en. Kako z, tezi ka a kada n neograniceno raste,
ima smisla govoriti i da x tezi ka a. Kazemo, u tom slucaju, da = tezi ka a
preko niza {z, }nen.

Definicija 1.1.2. Ako x tezi ka a preko svih nizova {z,},en € X(a,d),
kazemo da x tezi ka a, u oznaci x — a.

Posmatrajmo sada funkciju x +— f(z) definisanu u okolini U(a,d). Od
interesa je videti sta je sa skupom slika f(x) kada x — a. Napomenimo da,
pri ovome, nas ne interesuje da li je funkcija f definisana ili nije u samoj
tacki a. Jedina bitna ¢injenica je da je a tacka nagomilavanja skupa U (a, ).

Ako x tezi ka a preko uocenog niza {z,},en € X(a,d), odgovarajuéi
skup slika f(z,) odredivaée niz {f(x,)}nen. MozZe se desiti da ovaj dobi-
jeni niz slika konvergira i da mu je granica, na primer, A € R. Stavise,
moze se desiti da A bude granica svih nizova {f(x,)}nen dobijenih kada z
tezi ka a, u smislu definicije 1.1.1, tj. kada x tezi ka a preko svih nizova
{Zn}nen € X(a,9). U tom slucaju kazemo da funkcija f ima graniénu vred-
nost A, kada x tezi ka a ili, jednostavno, da je A grani¢na vrednost funkcije
f u tacki a. Ovim smo, u stvari, dosli do Heineove®?) definicije granicne
vrednosti funkcija:

Definicija 1.1.3. Funkcija z — f(x), definisana u nekoj okolini U(a), ima

graniénu vrednost A u tacki a ako za svaki niz {z,}nen € X(a,d) odgo-
varajudi niz {f(x,)}nen konvergira ka A, tj. vazi 11111 fz,) = A.
n—-roo

Cesto pisemo f(z) — A kada = — a.

Primer 1.1.1. Posmatrajmo funkciju  — f(z) = sin(1/x), koja, ocigledno,
nije definisana za * = 0. Da bismo razmotrili egzistenciju grani¢ne vrednosti
linb sin(1/x), uoéimo dva nula-niza {xn }nen i {7}, }nen, data pomoéu
xTr—

(n=1,2,...),

/ 2
l‘n:—, a’,‘n:

nm (dn+ )7

koji, oc¢igledno, za neko § > 0 pripadaju X(0,4).

o
Kako je funkcija f definisana u U(0,6) i kako je f(zy) =sinnm = 01i f(z},) =
sin((4n + 1)7/2) = sin(7/2) = 1, za svako n € N, zakljuéujemo da je

lim f(zn)=0 i lim  f(zy,) =1,

n—-+o0o n—-+o0o

22) Heinrich Eduard Heine (1821-1881), nemacki matematicar.
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Sl 1.1.1

$to, na osnovu definicije 1.1.3, znaci da grani¢na vrednost funkcije f u tacki z =0
ne postoji. Grafik ove funkcije je prikazan na slici 1.1.1. A

Moze se dokazati da je sledeCa definicija, koju je dao Cauchy, ekvivalentna
definiciji 1.1.3.

Definicija 1.1.4. Funkcija z — f(x), definisana u nekoj okolini U(a), ima
graniénu vrednost A u tacki a ako za svako ¢ > 0 postoji 6 = d(e) > 0
takvo da je za svako z, koje zadovoljava uslov 0 < |z — a| < ¢, ispunjena
nejednakost |f(z) — A| <e.

Drugim re¢ima, ako za svako € > 0 postoji probodena okolina U(a,d)

takva da f(z) € U(A,¢) kad god x € U(a,d), graniéna vrednost funkcije f
u tacki z = a egzistira. Jezikom matematicke logike, Cauchyeva definicija
1.1.4 se moze iskazati u obliku

iig}lf(w):A@(V5>O)(35>O) (Vz) 0< |z —a| <d=|f(z)— Al <e).

o

Navedena implikacija moze se iskazati inkluzijom f(U(a,d)) C U(A,¢).

Postojanje grani¢ne vrednosti funkcije u nekoj tacki predstavlja jedno tzv.
lokalno svojstvo funkcije. Napomenimo da ovo svojstvo, izmedu ostalog,
znati da je funkcija definisana u nekoj okolini takve tacke, sem mozda u
samoj toj tacki.

Primer 1.1.2. Pokazimo da funkcija z — a2 (r € R) u tacki x = 2 ima
grani¢nu vrednost A = 4. Neka je ¢ proizvoljan pozitivan broj. Tada je nejednakost

2% — 4] = | = 2) (2 +2)| = |0 —2)> +4(w —2)| < ]2 — 2> +djo — 2| <<

ispunjena za svako x, koje zadovoljava uslov

O<|z—2|<Vid+e—2=4.
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Dakle, za svako € > 0 postoji pozitivan broj § = v/4 + e—2 takav da vazi implikacija
0<|z—21<d = [a® -4 <e.

Prema tome, lim =4 A
r—2

Primer 1.1.3. Neka je z — f(z) = (22 — 9)/(x — 3) (x # 3). Pokazademo da
postoji grani¢na vrednost funkcije kada x — 3 i da je ona A = 6.
Neka je € proizvoljan pozitivan broj. S obzirom da je

22 -9
x—3

|f(z) —6] = —6|=lx—3|<e

kad god je 0 < |z — 3| < €, zakljuCujemo da za svako £ > 0 postoji pozitivno § = ¢
sa trazenom osobinom. Dakle,

1.2. Jednostrane grani¢ne vrednosti

Prirodno je pretpostaviti da je moguée da x tezi ka a tako da je uvek
r < a ili, pak, tako da je uvek x > a. Stoga ¢emo, pre svega, definisati
levu i desnu 0-okolinu tacke pomoéu U(a—,0) = (a — d0,a] 1 U(a+,0) =
[a,a + §), respektivno. Naravno, tada ¢e odgovarajuée probodene okoline
biti definisane sa

o

U(a—,d) = (a—6,a) =U(a—,9) \ {a}

o

Ula+,6) = (a,a+6) = Ula+,6) \ {a}.
Sliéno kao i u prethodnom odeljku, sa X'(a—,d) i X(a+,0) oznaci¢emo

[¢]
skup svih konvergentnih nizova ka tacki a i sa vrednostima u U(a—,0) i

(o]

U(a+,0), respektivno. Ako x tezi ka a preko svih nizova iz X' (a—, ¢), kazemo
da x tezi ka a sa leve strane i to oznacavamo sa x — a—. Sli¢no, z — a+
oznacava Cinjenicu da x tezi ka a s desne strane, tj. preko svih nizova iz
X(a+,¢).

Prema tome, sada se moze govoriti o grani¢nim vrednostima funkcija i u
odnosu na to da li x tezi ka a sa leve ili sa desne strane. Naveséemo, zbog
toga, slede¢e dve Heineove definicije:
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Definicija 1.2.1. Funkcija x — f(z), definisana u nekoj okolini U(a—),
ima levu granicnu vrednost A u tacki a ako za svaki niz {z, ey iz X (a—, 9)
odgovarajuéi niz { f(z,)}nen konvergira ka A.

Definicija 1.2.2. Funkcija x — f(x), definisana u nekoj okolini U (a+), ima
desnu graniénu vrednost B u tacki a ako za svaki niz {x, }nen iz X(a+,9)
odgovarajuéi niz { f(z,)}nen konvergira ka B.

Njima ekvivalentne Cauchyeve definicije glase:

Definicija 1.2.3. Funkcija x — f(x), definisana u nekoj okolini U (a—), ima
levu grani¢nu vrednost A u tacki a ako za svako e > 0 postoji 6 = d(g) > 0
takvo da za svako = € (a — 0, a) vazi nejednakost |f(z) — Al < e.

Definicija 1.2.4. Funkcija x — f(x), definisana u nekoj okolini U (a+), ima
desnu granicnu vrednost B u tacki a ako za svako £ > 0 postoji § = d(¢) > 0
takvo da za svako = € (a,a + 0) vazi nejednakost |f(x) — B| < €.

Ako brojevi A i B postoje, simboli¢ki éemo to oznacavati sa

A= lm f(@)=fla—0)= fa-). B= lim f(z)=f(a+0)=flat).
Primer 1.2.1. Za funkciju z — sgn(z) (z € R) postoje leva i desna grani¢na
vrednost u tacki z = 0O:

li =-1 i li =1 A
Jm sgn(x) i Jim sgn(x)

Primer 1.2.2. Posmatrajmo funkciju iz primera 1.1.1, tj.  — f(z) = sin(1/x)
(x # 0). Kako nula-nizovi {n}nen i {Z) }nen, posmatrani u primeru 1.1.1, za
neko § > 0 pripadaju skupu X' (0+, §), na osnovu ranijeg razmatranja zakljuéujemo
da funkcija f nema desnu grani¢nu vrednost u tacki x = 0. Kako je f neparna
funkcija, to ne postoji ni odgovarajuca leva grani¢na vrednost. A

Primer 1.2.3. Neka je z — f(x) = tanh(1/x) (z # 0). Odredi¢emo
li i li .
Jim flz) 1 lm f(z)

Kako je
1 el/x _e—l/x
tanh— = ——
T el/m _1_671/35

redom sleduje
el/m _ efl/m e2/:c -1

1. == 1. _— = 1 - =
L fe@) = lim o <L Ee
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el/r —1/1‘ 1 6—2/1‘
li lm & —¢  — fim ——¢ __ —1.
x—1>nO’l+ f( ) 1‘—>O+ el/x + e~ 1/ r—l%l—i- 1+ e—2/x A

Nije tesko pokazati da vazi sledeéi rezultat:

Teorema 1.2.1. Funkcija x — f(x) ima graniénu vrednost u tacki a ako
1 samo ako u toj tacki postoje leva i desna granicna vrednost i ako su one
medu sobom jednake.

Dakle, ako postoje leva i desna grani¢na vrednost i ako su jednake, tada
je
lim f(x) = lim f(z)= lm f(x).

r—a r—a— r—a+

_ Pretpostavimo sada da tacka a pripada prosirenom skupu realnih brojeva
R. U tom slu¢aju, potrebno je definisati odgovarajuée okoline za 400 i —o0:

U(+00,6) ={x € R |z > 6}, U(-—0,0) ={r eR|x < -5}

Ij*(+oo, d) = (0,4+00) = U(400,9) \ {+00},

U(—00,0) = (—00,—0) = U(—00,0) \ {—o0}.

Sada smo u situaciji da tretiramo graniéne vrednosti funkcija i u slucaje-
vima kada z — +oo ili x — —o0, ili kada vrednosti funkcija neograni¢eno
rastu.

Stoga opsti pojam grani¢ne vrednosti funkcije uvodimo slede¢om defini-
cijom:

DeﬁEicija 1.2.5. Funkcija x — f(z), definisana u nekoj okolini U( ) tacke
a(€ R), ima grani¢nu vrednost hm f(z) = A(€ R) ako za proizvoljnu okoli-
U(

nu U(A,e) tacke A postoji okolina U(a, ), takva da je f(U ( 9)) CU(A,e).
Primer 1.2.4. Za funkciju z — f(z) = 1/x (x # 0) imamo

lim f(z)=—o0 i mli%uf(x) =4o00. A

z—0—
Primer 1.2.5. Za svaki polinom

$'—>P($)=aoxn—l-awn_l—l-”-—l—an,lx—l—an (ap >0;n>1)
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vazi

lim P(z)= 400, lim P(z)=

r—-+o0 xr— —00

{ 400, 7 parno,

—00, n neparno. A

Primer 1.2.6. Odredimo lim f(z)i lim f(z) ako je
r——00

r——+00

_Val+ld+4z
V2 —2+z

Neka je x > /2. Tada je

f(x) (z € R\ (—V2,V2)).

valt+ldtz V1+14/22 +1 _

lim f(x)= lim —— = 1
T— =00 @) z—otoo \/x2 — 243  wotoo /1 -2/22 41

Za x < —/2 iz = —t imamo

lm f(z)= lim VaZ+ldt+a fim ViZ+ 14—t
T——00 z——00 /32 -2+ 1 t—too V12 -2 ¢
- (VI2+14—t) (V2 +14+t) (V2 — 2 +1)
t—too (VIZ—2—t)(VIZ —2+1) (V2 + 14 + 1)
i U2 —2+t) 7 lim (Vt2—241t)
t—+oo —2(VI2 + 14+ t) t=+oo (V2 + 14+ ) ’

gde smo iskoristili prethodno odredenu grani¢nu vrednost. A

1.3. Osobine grani¢nih vrednosti

S obzirom da je pojam grani¢ne vrednosti funkcije uveden preko nizova,
mozemo zakljuciti da teoreme o osobinama grani¢nih vrednosti nizova ostaju
u vaznosti i za grani¢ne vrednosti funkcija. Naveséemo ih bez posebnog do-
kazivanja.

Teorema 1.3.1. Ako je a < f(x) < B za svako x € U(a,d) i ako postoji
grani¢éna vrednost lim f(z), tada je o < lim f(z) < .

Teorema 1.3.2. Ako je f(z) < g(z) za svako x € U(a,0) i ako postoje
granicéne vrednosti im f(x) i lim g(x), tada vazi nejednakost

lim f(z) < lim g(z).

r—a
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Teorema 1.3.3. Ako postoje graniéne vrednosti lim f(z) i lim g(x) koje su
r—a Tr—a

medusobno jednake i ako je f(z) < h(z) < g(z) za svako x € [j'(a,&), tada

postoji i granicéna vrednost im h(z) i vazi
r—a

lim h(z) = lim f(z) = lim g(z).

Teorema 1.3.4. Ako postoje graniéne vrednosti
lim f(z)=A i lim g(z) = B,
r—a r—a

tada postoje i granicne vrednosti funkcija x — f(z) £ g(z) @ x+— f(x)g(x)
1 vaze jednakosti

lim (f(z) £ g(x)) =A£B,  lim(f(x)g(x)) = AB.

Osim toga, ako je B # 0, tada postoji i granicéna vrednost funkcije x —
f(x)/g(x) (g(x) #0) i vaZi jednakost

. fl) A
e "B

Teorema 1.3.5. Ako postoje granicne vrednosti lim f(x) i lim g(z) i ako

r—a
su « i B realni brojevi, tada i za funkciju x — af (x)+ Bg(x) postoji granicéna
vrednost kada x teZi ka a i vaZi jednakost

lim (af (z) + Bg(x)) = o lim f(z) + f lim g(z).

Na osnovu ovih teorema, lako je utvrditi da ako postoji grani¢na vrednost
lim f(x), tada postoje i grani¢ne vrednosti lim af(x) i lim f(z)", kao i da
r—a r—a r—a

vaze jednakosti

(13.1)  lmaf(z)=alim f@) i lim f(2)" = (lim fl@)".

r—a
Egzistencija ovih grani¢nih vrednosti i odgovaraju¢ih jednakosti (1.3.1)
upucuje na sledece razmisljanje:
Ako postoji grani¢na vrednost funkcije  — f(x) kada x — a, koje uslove

mora ispunjavati funkcija F' da bi postojala grani¢na vrednost slozene funk-
cije x — F (f(x)) kada * — a i da bi, naravno, vazila jednakost

lim F(f(x)) = F(Jim f(x))?

Odgovor na ovo pitanje daje sledeca teorema:
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Teorema 1.3.6. Ako postoje granicéne vrednosti im f(z) =10 i lin%) F(y)
y*)

r—a

i ako u mekoj probodenoj okolini U(a) vazi f(x) # b, tada u tacki a postoji
granicéna vrednost sloZene funkcije v — F(f(x)) i vaZi jednakost

lim F(f(x)) = lim F(y).

T—a y—b

Ukazacemo sada na jo§ jednu osobinu funkcija koje u uocenoj tacki imaju
grani¢nu vrednost.

Teorema 1.3.7. Neka funkcija x — f(x) ima graniénu vrednost A kada x
tezi ka a.
Ako je A > p, tada u okolini U(a,d) postoje tacke x za koje je f(x) > p.
Ako je A < q, tada u okolini U(a,d) postoje tacke x za koje je f(x) < q.

Dokaz. Neka je A > p. Ocigledno, tada je 0 < A — p, pa je mogude iza-
brati dovoljno mali pozitivan broj €,, takav da je 0 < ¢, < A — p, tj. takav
dajep < A—egp.

Kako je A grani¢na vrednost funkcije f, kada = tezi ka a, to za svako

e > 0 postoji okolina U(a,d) tako da za svako z € [j'(a) vazi nejednakost
[f(z) = A <e, tj.
A—e< f(x) < A+e,

odakle, uzimajuéi € = ¢, zakljucujemo da je
p<A—¢g, < f(x).

Na slican nacin, moze se dokazati i drugi deo tvrdenja. [.

1.4. Primeri grani¢cnih vrednosti

Granicne vrednosti nekih funkcija imaju ¢estu primenu u matematickoj
analizi. Stoga ¢emo u ovom odeljku posvetiti paznju nekima od njih.

Teorema 1.4.1. Funkcija x — (sinz)/x kada x — 0 ima graniénu vrednost
jednaku jedinici, tj. vazi

sin x
=1.

(1.4.1) lim

z—0 X

Dokaz. 1z ocigledne dvostruke nejednakosti

sinx <z < tanz (0<x<m/2)
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dobijamo
1 1 1 . sinx
— — tj. cosr < — < 1,
tanx T sin T x
odakle je
0<1 sinx<1 COS$_28in2$<2<x>2_x2 (0<3:<7T)
B 2 2) 2 27

Neka je € proizvoljan pozitivan broj. Tada nejednakost

< —=—<e€

sin x ‘ x?
2

-
T

vazi za svako x koje zadovoljava uslov 0 < z < v/2¢ = §. Ovo znaci da
postoji desna grani¢na vrednost, tj. hr&(sin x)/z = 1.
xr—

Kako je, medutim, funkcija z +— (sinz)/z parna, zakljucujemo da pos-
toji i leva grani¢na vrednost i da je li%l (sinz)/x = 1. Prema tome, vazi
z—0—
jednakost (1.4.1). O

1\z
Teorema 1.4.2. Ako x neograniceno raste, funkcija x — (1 + —) ima

x
granicnu vrednost, pri éemu je

lim <1+%>m = e.

r——+o0

Dokaz. Neka je e, = (1 + 1/n)n Kao §to smo videli, niz {e,, },en konver-
gira i granica mu je broj e. To znaéi da i za svaki delimi¢ni niz {ny }ren niza
prirodnih brojeva {n},cn, za koji je klim nyg = +oo, vazi jednakost

— 00

1\ "k 1\ "k
lim <1+—> —e, tj. lim (1+—) —e.
ng—+00 ng k—+4o00 ng

Neka je sada {xj }ren bilo koji niz pozitivnih brojeva z) (k € N), takav
da je

(1.4.2) lim 2z = 4o0.

k—+4o00
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Ako stavimo [zx] = ny, tada jeny < z, < ng + 1, odakle sleduje

1 1
<l4— < 14—,
ng +1 Tk N

1 Nk 1 T 1 nr+1
<1+ ) <<1+—) <(1+—) .
ng +1 Ty ng

1+

tj.

1 ng+1
lim (1 4 ) .

1 nk N
lim <1+ >k:k 400 ng + 1 ¢ _
k—+o0 n, + 1 lim (1+ 1 ) 1
k——4o00 ng +1

1 \nx+1 1 \ "k 1
lim <1 + —) = lim <1 + _> . lim <1 + _) —e,
k— o0 Nk k— o0 Nk k—+oo ng

na osnovu teoreme 1.2.14, glava II, zaklju¢ujemo da vazi i jednakost

1 T
(1.4.3) lim (1 + —) f o
k——+oo Tk

Kako je {zy }ren proizvoljni niz za koji vazi (1.4.2), iz (1.4.3) neposredno
sleduje tvrdenje teoreme. [

Primetimo da je i

lim <1—|—§)x = e.

r——00

2. NEPREKIDNOST FUNKCIJA

2.1. Pojam neprekidnosti i neprekidne funkcije
Jednu veoma vaznu klasu funkcija predstavljaju tzv. neprekidne funkcije
koje éemo u ovom i nekoliko narednih odeljaka detaljnije prouciti.

Pretpostavimo da je funkcija x +— f(x) definisana u okolini U(a, d) tacke
= a.
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Definicija 2.1.1. Ako za svako € > 0 postoji § = d(g) > 0 takvo da je za
svako x, koje zadovoljava uslov |z — a| < §, ispunjena nejednakost

[f(x) = fla)| <e,
tada za funkciju f kazemo da je neprekidna u tacki x = a.

Drugim re¢ima, ako za svako ¢ > 0 postoji okolina U(a, 0) takva da f(x) €
U(f(a),e), kad god = € U(a,d), funkcija f je neprekidna u tacki x = a.
Jezikom matematicke logike, ova definicija se moze iskazati u obliku

(f je neprekidna u tacki = = a)
< (Ve > 0)(35 > 0) ((Vaz) |z —al <d=|f(x)— fla)| < E)'

Ovde je znacajno uociti da je uslov: neprekidnost funkcije f u tacki x = a
stroziji od uslova: f ima graniénu vrednost u tacki r = a. Zaista, ako je f
neprekidna funkcija u tacki x = a, tada su uslovi za egzistenciju grani¢ne
vrednosti (videti definiciju 1.1.4) zadovoljeni sa A = f(a). Dakle, tada je
lim f(z) = f(a). Obrnuto, o¢igledno, ne vazi. Na primer, grani¢na vrednost
r—a
funkcije u tacki z = a moze postojati, a da funkcija nije definisana u toj tacki
(videti primer 1.1.3).

Koriséenjem pojma grani¢ne vrednosti, definicija 2.1.1 moze se iskazati i
na slededi ekvivalentan nacin:

Definicija 2.1.1’. Ako funkcija z — f(x) ima grani¢nu vrednost u tacki
x = a i ako je ona jednaka f(a), za funkciju f kazemo da je neprekidna u
tacki x = a.

Dakle, egzistencija jednakosti lim f(z) = f(a) obezbeduje neprekidnost

r—a

funkcije f u tacki x = a.

Primer 2.1.1. 1° Funkcija z — f(x) = 22 +1 je neprekidna u tacki z = 2 jer
je nejednakost

f(@) = F@)] =" — 4] = |z~ 2" + 4 - 2)| < | — 2 + 4]z — 2| <

ispunjena za svako x koje zadovoljava uslov

|t —2|<Vd+e—2=9.

U skladu sa definicijom 2.1.1’, funkcija = +— f(z) = 2?41 je neprekidna u tacki
T = 2 jer je
lim f(z) = lim (z? + 1) = f(2) = 5.
T—2 T—2
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2° Funkcija x — f(x) = sinz je neprekidna u tacki x = a jer je za svako € > 0

|f(z) = f(a)| = |sinx—sina|:2‘Sinx_acosx;_a
§2‘sinx;a‘ <2|x§a| =|r—a|<e,

kad god je |z —al] < d =e¢.

Drugim re¢ima, funkcija x — sinx je neprekidna u tacki x = a jer je

lim f(z) = lim sinz =sina = f(a). A
r—a r—a

Primer 2.1.2. Neka je

_ [ xsin(l/z) (z #0),
fo(x)_{o (z = 0).
AN
Sl 2.1.1

Ocigledno je da vazi 1ir61+ f(x) =0 = f(0). Kako je f parna funkcija, vazi i
r—
lirg f(z) = 0= f(0). Prema tome, funkcija z — f(x) = x sin(1/z) je neprekidna
rz—0—
u tacki x = 0. Grafik ove funkcije prikazan je na slici 2.1.1. A

Definicija 2.1.2. Ako je funkcija x — f(x) neprekidna u svakoj tacki skupa
D, kazemo da je f neprekidna na skupu D.

Skup svih neprekidnih funkcija na D oznacavamo sa C(D). Ako je D
segment [a, b], tada skup neprekidnih funkcija na [a, b] oznacavamo sa Cla, b).
Nije tesko proveriti da vaze sledeca tvrdenja:
Teorema 2.1.1. Ako su funkcije x — f(x) i x — g(x) neprekidne na seg-

mentu [a,b], tada je i funkcija x — af (x) + Bg(z) (o, € R) neprekidna
na |a,bl.
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Teorema 2.1.2. Ako su funkcije x — f(x) i x — g(x) neprekidne na seg-
mentu [a,b], neprekidna je i funkcija x — f(x)g(x), a ako je g(x) # 0, tada
je i funkcija x — f(x)/g(x) neprekidna za svako x € [a,b).

Napomena 2.1.1. Ako je sabiranje funkcija f, g € Cla,b] i njihovo mnozenje
skalarom « € R definisano sa

(f+9)@) =f@)+9(x) 1 (af)(@)=af(z) (z€lab]),

moze se lako proveriti da je skup Cla, b] linearni prostor nad poljem R.
Dokazacemo neka tvrdenja koja se odnose na grani¢ne vrednosti i nepre-
kidnost slozene funkcije = — F(z) = f(g(z)).

Teorema 2.1.3. Ako funkcija x — g(x) ima u tacki x = a grani¢nu vred-
nost b i ako je y — f(y) neprekidna u tacki y = b, tada sloZena funkcija
T f(g(x)) ima granicnu vrednost u tacki x = a 1 vazi

lim f(g(z))= f(lim g(x)) = f(b).

r—a r—a

Dokaz. Zbog neprekidnosti funkcije f u tacki y = b sleduje da za svako
e > 0 postoji e; > 0 tako da je |f(y) — f(b)] < ¢, kad god je y — b| < ;.

S druge strane, na osnovu pretpostavke da funkcija x — g(x) ima grani¢nu
vrednost u tacki x = a, zakljuc¢ujemo da za svako €1 > 0 postoji § > 0 takvo
da je |g(x) — b| = |y — b| < €1, za svako z za koje je 0 < |z — a|] < .

Kako je |f(y) — f(b)| = |f(g(z)) — f(b)|, tvrdenje je dokazano. [
Teorema 2.1.4. Neka je funkcija x — g(x) neprekidna u tacki x = a i neka
je funkcija y — f(y) neprekidna u tackiy = b = g(a). Tada je u tacki v = a
neprekidna 1 slozena funkcija x — f(g(a:))

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.1.3, vazi jednakost lim f(g(z)) = f(b). Ka-
ko je g neprekidna funkcija, tj. kako je b = lim g(z) = g(a), sleduje

lim f(g(x)) = f(b) = f(lim g(z)) = f(9(a)),

r—a r—a

¢ime je teorema dokazana. [
Primer 2.1.3. Dokazaé¢emo da vaze jednakosti
x J—
lim log(1 + x) . e’ —1

=1 i lim
rz—0 xT rz—0 xT

=1
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Pre svega, ako stavimo z = 1/, o¢igledno, imamo

t
lim(l—i—x)l/m: lim (14—1) =e.
z—0 t

t—too

Kako je logaritam neprekidna funkcija23), na osnovu teoreme 2.1.3, neposredno

dobijamo
lim log(1 + )
z—0 x

= lim log(1 + )t = log( lim (1 + x)l/x) =loge = 1.
z—0 z—0

Za dokaz druge grani¢ne vrednosti stavimo e — 1 = ¢, tj. z = log(1l + 1), i
iskoristimo veé¢ dokazanu prvu jednakost. Dakle, imamo
lim il L =
z—0 T lim log(1+1t)
t—0 t

Primer 2.1.4. Dokazademo sada da za svako a € R i funkciju

[e%
H(l—l—x) -1

-1 0
- (x> -1z #0)
vazi jednakost
1 |
(2.1.4) g EF2TL
z—0 T

Prvo, ako je a = 0, tvrdenje je ocigledno.

Drugo, ako je a # 0, vaze jednakosti

(1 +$)a _1 B ealog(1+x) _1 B alog(l + x) ealog(ler) _1

x x x T alog(l+ )
Stoga je
1 a_q log(1 alog(l4+z) 1
fim AF2)T =1 elog(ta) et T 1
z—0 x z—0 x z—0 alog(l+ x)

Ako stavimo alog(l + z) = t, tada iz ¢injenice da  — 0 sleduje da t — 0, Sto
znaci da vazi

R log(14x) _ 1 et 1
lim ——— = lim
z—0 alog(l+ x) t—0 t
Tada, na osnovu primera 2.1.3, dobijamo
1 “_1 log(1 -
lim%:alim os( +$)-lime 1:a. A
z—0 T z—0 T t—0 t

23) Funkcija y — fly) = logy je neprekidna u intervalu definisanosti, tj. za svako
y € (0,400). Inace, u posmatranom slu¢aju od interesa je neprekidnost funkcije f u tacki
y =e.
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2.2. Vrste prekida i neprekidno produzenje
Posmatrajmo funkciju z — f(x), koja je definisana u intervalu D = («, 3),
osim mozda u tacki z = a € (a, ).
Definicija 2.2.1. Za tacku x = a kazemo da je tacka prekida funkcije x +—
f(x)
1° ako funkcija f nije definisana u tacki z = a, ili
2° ako je f definisana u x = a, ali nije neprekidna u toj tacki.
U tom slu¢aju, za samu funkciju z — f(x) kazemo da je prekidna u tacki
T = a.

Definicija 2.2.2. Ako je z = a tacka prekida funkcije x — f(z) i ako
postoje konacne jednostrane grani¢ne vrednosti

lim f(z)=10b; i lim+f(ac) = bo,

tada kazemo da je z = a tacka prekida prve vrste. Za veli¢inu s¢(a) = by — by
kazemo da je skok funkcije f u tacki x = a.

Definicija 2.2.3. Ako za funkciju x — f(x) tacka prekida z = a nije
prekidna tacka prve vrste, kazemo onda da je x = a tacka prekida druge
vrste.

Primetimo da u slucaju prekida druge vrste bar jedna od jednostranih
grani¢nih vrednosti ne postoji kao konacna. Dakle, moze se desiti da neka
od ovih grani¢nih vrednosti ne postoji ili da je beskonac¢na.

Definicija 2.2.4. Ako je za funkciju z — f(x) tacka x = a prekid prve
vrste i ako je sy(a) = 0, tada za prekid kazemo da je odstranjiv.

Na slikama 2.2.1-2.2.10 graficki su prikazani razliciti slu¢ajevi prekidnih
funkcija.

y Yy
fla) 1 b
b
0 I4 a T 0 a T

Sl 2.2.1 Sl 2.2.2
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Yy Yy Yy
ba J by J bo
bl b1=fla b
(@)

, /

0 a T 0 4 a T 0 / a il
Sl. 2.2.3 Sl. 2.2.4 Sl. 2.2.5
y y y /

fla) /
b1 bi=fla) b 7\

Sl 2.2.6 Sl 2.2.7 Sl 2.2.8

~
fla)
~— 0 a/ xr
0 I T

Sl 2.2.9 Sl. 2.2.10

Primer 2.2.1. Funkcija z — f(z) = (22 — 4)/(z — 2) definisana je za svako
x # 2. Tacka x = 2 je prekid prve vrste za ovu funkciju jer leva i desna grani¢na
vrednost funkcije u tacki x = 2 postoje. Naime,

by = lim f(x)=4 i ba = lim f(z)=4.

r—2— r—2+

Kako je b1 = ba, ovaj prekid je odstranjiv. A



88 FUNKCIJE JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Primer 2.2.2. U primeru 1.1.13, glava I, definisali smo tri prekidne funkcije
z— f(z) = [z], z — g(x) = (z) = z — [z], x — h(z) = sgn(x). Njihovi grafici
prikazani su na slici 1.2.1, glava I. Sve prekidne tacke ovih funkcija su prekidi prve
vrste.

Funkcija f je definisana za svako x € R, ali je prekidna za x = k, gde je k bilo
koji ceo broj. Ovo znaéi da f ima prebrojivo mnogo prekida prve vrste. Primetimo
da je u prekidnoj tacki x = k

by = lim f(z)=Fk-1 i bQZmLiIEJrf(w):k:f(k)-

U svim prekidnim tackama imamo da je
Sf(k)ZbQ—blzk—(k—l)Zl (kGZ)

Sli¢na je situacija i sa funkcijom g, za koju u prekidnim tackama z = k (k € Z)
imamo

by = lim g(z) =1, by = lim g¢(z) =0=g(k), sg(k)=-1 (keZ).
r—k— r—k+

Funkcija h ima samo jednu prekidnu tacku x = 0. Ovde je by = =1 i by = 1.
U samoj tacki = 0 funkcija je definisana sa f(0) =0. A

Primer 2.2.3. Funkcija z — f(z) = 22/(z — 1) definisana je za svako z # 1.
Kako je

by = lim f(z)=—o0 i ba = lim f(z) = +oo,

r—1— r—1+

tacka © = 1 je prekid druge vrste (videti sliku 2.2.11).

/0\1 x \1

Sl 2.2.11 Sl 2.2.12
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Primer 2.2.4. Posmatrajmo funkciju = — f(x) = el/x, koja je definisana za
svako x # 0. Kako je

by = lim f(z)=0 i bo = lim f(x)= +o0,

z—0— z—0+

tacka = 0 je prekid druge vrste (videti sliku 2.2.12). Napomenimo da i funkcije
g i h, definisane za svako x € R pomo¢u

_ [ f=@) (z#0), _ [ @) (=#0),
g9(z) = h(z) =
1 (z=0), 0 (z=0),
imaju prekid druge vrste u tacki = 0. Primetimo da je kod funkcije h leva
grani¢na vrednost u tacki x = 0 jednaka vrednosti funkcije u toj tacki. A

Primer 2.2.5. Funkcija z +— sin(1/z) definisana je za svako & # 0 (videti
primer 1.1.1 i grafik na slici 1.1.1). Kako leva i desna grani¢na vrednost u tacki
x = 0 ne postoje, ova funkcija ima prekid druge vrste u tacki x =0. A

Primer 2.2.6. Dirichletova funkcija

1 (zeQ,
X@“‘{o (@ el),

prekidna je u svakoj tacki.
Neka je a € Q. Ako uzmemo da z tezi ka a preko niza €iji su ¢lanovi iracionalni
brojevi, ima¢emo
lim x(z) =0 i x(a) =1,
r—a
§to znaci da je x = a tacka prekida prve vrste funkcije .

Ako je a € I, uzecemo da x tezi ka a preko niza ¢iji su ¢lanovi racionalni brojevi,
pa ¢emo imati

li =1 i =0.

Jim x(=) i x(a)=0

Dakle, i u tom slucaju a je tacka prekida prve vrste. Funkcija x je, prema tome,
prekidna u svakoj tacki. A

Primer 2.2.7. Neka sum € Z in € N uzajamno prosti brojevi. Posmatrajmo
tzv. Riemannovu®® funkciju, koja se definiS§e pomocu

1/n (x=m/n €Q),

xHﬂ@:{o (zel)

Uocimo realan broj a i interval (a — €,a + €). Tada, za svako fiksirano ng € N,
u intervalu (@ — €,a + €) ima kona¢no mnogo racionalnih brojeva x = m/n, za

24) Bernhard Riemann (1826-1866), veliki nemagki matematicar.
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koje je n < mg, pa je moguce izabrati pozitivan broj g < € tako da u intervalu
(a — €0,a + €p) nema ni jednog od tih racionalnih brojeva, sem broja a ako je on

e]
jedan od njih. Prema tome, za svako z iz U(a,eg) vazi nejednakost

f@) < .

0

Kako se za ng moze uzeti proizvoljno veliki broj, zaklju¢ujemo da je
lim f(z)= lim f(z)=0.
r—a— r—a+

Dakle, ako je a iracionalan broj, funkcija f je neprekidna u tacki x = a jer je u
tom sluéaju f(a) = 0. Medutim, ako je a € Q, tada je f(a) # 0 pa je x = a prekid
prve vrste za funkciju f. Prema tome, funkcija f je neprekidna u iracionalnim, a
prekidna u racionalnim tackama. A

Razmotrimo sada detaljnije odstranjivi prekid funkcije f u tacki x = a.
Naime, to je slucaj kada funkcija f nije definisana u tacki x = a, a pri tome
leva i desna grani¢na vrednost u toj tacki postoje?® i medusobno su jednake

Jim f(x) = lm f(z) =D,

Za funkciju f mozemo definisati njeno prosirenje (videti definiciju 1.1.2,
glava I) koje ¢e biti neprekidno u tacki x = a. Takvo prosirenje po principu
neprekidnosti za koje se koristi i termin neprekidno produzenje je funkcija g

definisana pomodéu
(@) (@#a),
9(w) = { b (x =a).

Cesto, kada ne moze doéi do zabune, za prosirenje po principu neprekid-
nosti koristi se ista oznaka f uzimajuéi da je f(a) = 0.

Primer 2.2.8. Posmatrajmo funkciju f iz primera 2.2.1 koja u tacki z = 2
ima odstranjivi prekid. Njeno prosirenje po principu neprekidnosti je neprekidna
funkcija

2
z°—4
T # 2),
glx) =4 = -2 (=72

4 (x=2). A

Razmotrimo sada slucaj kada je funkcija f definisana u tacki x = a i ima
prekid u toj tacki, pri éemu vazi jedna od jednakosti

(i) b1 = lim f(z)= f(a) ili (ii) by = lim f(x)= f(a).

r—a— r—a+

25) Ovde podrazumevamo postojanje konaéne grani¢ne vrednosti.
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Kazemo da je funkcija f u tacki x = a neprekidna sa leve strane ako vazi
jednakost (i). Isto tako, ako vazi jednakost (ii), kazemo da je funkcija f u
tacki x = a neprekidna sa desne strane.

Primer 2.2.9. Funkcije  — f(z) = [z] i # — g(z) = (z) iz primera 2.2.2 su
neprekidne sa desne strane u svakoj prekidnoj tacki x =k (k € Z). A

Naravno, sada se moze zakljuCiti: jedna funkcija je neprekidna u nekoj
tacki ako je u njoj neprekidna i sa leve i sa desne strane.

Smatra se da je, po definiciji, svaka funkcija neprekidna u izolovanim
tackama svoje oblasti definisanosti.

Naveséemo bez dokaza sledeée tvrdenje:

Teorema 2.2.1. Bilo koja elementarna funkcija neprekidna je u svakoj tacki
koja pripada njenoj oblasti definisanosti.

2.3. Neke osobine neprekidnih funkcija

U ovom odeljku dokaza¢emo nekoliko veoma vaznih osobina za funkcije
koje su neprekidne na segmentu [a,b]. Napomenimo da se ovde za nepreki-
dnost funkcije u tackama a i b pretpostavlja neprekidnost sa desne strane u
tacki x = a i neprekidnost sa leve strane u tacki z = b.

Teorema 2.3.1. Ako je funkcija x — f(x) neprekidna na segmentu [a, b,
tada je ona na tom segmentu ogranicena, tj. postoji broj M > 0 tako da za
svako x € [a,b] vazi nejednakost |f(z)| < M.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da za svako M > 0 postoji xs € [a,b]
tako da je |f(xar)| > M.

Uzimajuéi za M redom prirodne brojeve zakljucujemo da za svako n € N
postoji x,, € [a,b] takvo da je

(2.3.1) |f(zn)| > n.

Ocigledno, niz {x, } nen je ograni¢en. Prema tome, on sadrzi (videti teoremu
1.4.3, glava II) delimi¢ni niz {z,, }ren (Tn, € [a,b]) koji je konvergentan.
Neka je njegova granica «, tj. neka je . lim z,, = . Naravno, i « pripada
——+00
segmentu [a, b].
Kako f € Cla,b], zbog neprekidnosti funkcije u tacki z = a, imamo

(23.2) Jim o) = £( lm_2,) = (o)
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S druge strane, kako (2.3.1) vazi za svako n € N, to za n = nj imamo da

je
|f(@n)] > ne s
Sto znaci da je
lim T = 400
i (£ )|

jer ny — +o0o kada k — +o00. Ova jednakost, ocigledno, protivureci jed-
nakosti (2.3.2), po kojoj niz {x,, }ren ima kona¢nu graniénu vrednost. Dak-
le, u¢injena pretpostavka ne moze biti ispunjena, Sto znac¢i da je funkcija f
ogranicena na [a,b]. O

Napomena 2.3.1. Uslovi teoreme 2.3.1 da je funkcija f neprekidna na seg-
mentu je bitan. Naime, tvrdenje ne vazi za funkcije neprekidne na intervalu. Na
primer, funkcija  — 1/x je neprekidna na intervalu (0, 1), ali nije ograni¢ena na
tom intervalu.

Teorema 2.3.1 je poznata kao prva Weierstrassova teorema.

Teorema 2.3.2. Ako je funkcija x — f(x) neprekidna na segmentu [a, b,
tada u [a,b] postoje bar dve tacke & i n takve da je

[ =m= inf f(x) @ f(n)=M= sup f(z)

a<z<b a<z<b

Dokaz. Kako je, na osnovu teoreme 2.3.1, funkcija f ogranicena, postoje

vrednosti m = inf f(z) i M = sup f(x) za koje je
a<z<b a<z<b

m<f@) <M (o).
Da bismo dokazali da postoji bar jedna tacka & € [a, b] takva da je f(&)

m pretpostavimo suprotno, tj. da f(x) nije jednako m ni za jedno z € [a, b].
S obzirom na ¢injenicu da je m = inf;bf(x), to znaci da je
aAaSsSTS

fle)—m>0 (z € [a,b)).

Medutim, tada je funkcija z — 1/(f(x) — m) (z € [a,b]) neprekidna na
[a,b]. Kako je, na osnovu teoreme 2.3.1, ova funkcija ogranicena, tj. postoji
pozitivan broj A takav da je
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zaklju¢ujemo da je
1
f@)zm+s  (elab),

§to je u suprotnosti sa ¢injenicom da je m = inf;bf(x). Kako je do ove
a<z<

protivrecnosti doslo na osnovu uéinjene pretpostavke da ne postoji £ € [a, b]
za koje je f(§) = m, zakljuCujemo da takva tacka, ipak, postoji.

Na slican nac¢in, moze se dokazati da postoji i tacka 7 iz segmenta [a, b]
za koju je f(n) = M = sup f(zx). O

a<z<b
Teorema 2.3.2 je poznata kao druga Weierstrassova teorema.

Napomena 2.3.2. Teorema 2.3.2 kazuje da svaka neprekidna funkcija na seg-
mentu [a, b] dostiZze svoju najmanju i svoju najveéu vrednost.

Teorema 2.3.3. Ako je funkcija x — f(x) neprekidna na segmentu [a,b] i
ako su f(a) i f(b) razlicitog znaka, tada u intervalu (a,b) postoji bar jedna
tacka & za koju je f(&) = 0.

Dokaz. Neka je f(a) < 01 f(b) > 0. Kako je funkcija f neprekidna
na [a,b], ona u svakoj tacki segmenta [a,b] ima granié¢nu vrednost, pa i u
tackama a i b. U skladu sa teoremom 1.3.7, u okolini tacke a ima tacaka x
za koje je f(x) < 0, a u okolini tacke b tacaka za koje je f(x) > 0.

Kako je [a,b] ograni¢en skup, takav je i skup onih tacaka z iz [a,b] za
koje je f(x) < 0. Svakako, taj skup ima svoj supremum. Neka je to tacka €.
Pokazac¢emo da je f(§) = 0.

Pretpostavimo da je f(§) < 0. Tada, prema teoremi 1.3.7, u [£, b] ima ta-
caka za koje je f(z) < 0, Sto znaci da £ nije supremum skupa takvih tacaka.
Kako ovo protivureéi pretpostavci, zaklju¢ujemo da f(£) nije negativno. Na
slican nac¢in, moze se pokazati da f(§) nije pozitivho. Prema tome, vazi

f€) =00

Ovaj rezultat je poznat kao prva Bolzano—Cauchyeva teorema.

Teorema 2.3.4. Ako je funkcija © — f(x) neprekidna na [a,b] i@ ako je
fa) < f(b), tada za svako C za koje je f(a) < C < f(b) postoji bar jedna
tacka € € (a,b) takva da je f(§) = C.

Dokaz. Funkcija z — g(z) = f(z) — C (z € [a,b]) je neprekidna na
segmentu [a,b], a u tackama = = a i = b ima vrednosti

gla) = fla)=C<0 i g(b)=f(b)—C>0.
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Kako funkcija g ispunjava uslove teoreme 2.3.3, zaklju¢ujemo da postoji
tacka & € [a,b] takva da je g(§) =0, tj. f(§)=C. O

Tvrdenje 2.3.4 poznato je kao druga Bolzano—Cauchyeva teorema.

Na osnovu prethodnog moze se zakljuciti da neprekidna funkcija z — f(z)
na [a,b] uzima sve vrednosti iz segmenta [m, M|, gde su m = . éI;f< , f(zx)

i M = sup f(x). Uz dodatni uslov da je funkcija strogo monotona na
a<lzx<b

[a,b], moze se dokazati da postoji njena inverzna funkcija y — f~1(y)
koja je neprekidna na segmentu [m, M] i iste je monotonosti kao i funk-
cija f. Napomenimo da se egzistencija i monotonost inverzne funkcije mogu
dokazati izostavljanjem uslova o neprekidnosti funkcije f na [a,b] (videti
teoremu 2.7.1, glava I).

2.4. Osobine monotonih funkcija

U odeljku 1.5, glava I, definisali smo monotone funkcije i ukazali na neke
njihove osobine. S obzirom da monotone funkcije predstavljaju jednu veoma
vaznu klasu funkcija, ovde éemo prouciti jos neke njihove osobine sa gledista
egzistencije grani¢nih vrednosti, kao i u odnosu na neprekidnost.

Teorema 2.4.1. Ako je x — f(x) monotona funkcija na segmentu |[a,b],
tada postoje konacne granicéne vrednosti

1° lim f(z), lim f(z) (a<ec<b); 2° lim f(z), lim f(x).

Tr—cCc— r—c+ r—a+ r—b—

Dokaz. Pretpostavimo da je f neopadajuca funkcija. U tom slucaju je

f@) < fle)  (a<z <o),
§to znaci da vaze nejednakosti

(2.4.1) flx) < sup f(x) =M < f(e) (c < b).

alz<c
Odavde sleduje da za svako € > 0 postoji z. € [a,c), tako da vazi
(2.4.2) M —e < f(x.).

Kako je z. < ¢, stavimo § = ¢ — z. > 0. Tada za svako = € (z.,c), tj. za
svako = € (¢ — 6, c), vazi nejednakost

(2.4.3) f(ze) < f()
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jer je f neopadajuca funkcija.

Prema tome, iz (2.4.1), (2.4.2) i (2.4.3) sleduje da za x € (¢ — , ¢) vazi
M —e< f(z:) < f(z) < M,
tj. da je
M—-ce< flx) <M (c—d<z<e),

odakle mozemo zakljuéiti da postoji grani¢na vrednost funkcije f, kada =z
tezi ka c sa leve strane, i da pri tome vazi jednakost

(2.4.4) lim f(x)=M = sup f(x).

T—C— a<lz<c

Na slican nacin, moze se pokazati da funkcija f ima u tacki x = ¢ i desnu
grani¢nu vrednost i da vazi

(2.4.5) lim f(x)=m= inf f(x).

r—c+ c<z<b

U specijalnom slu¢aju, stavljajuéi da je ¢ = b, a zatim i ¢ = a, iz (2.4.4) i
(2.4.5) respektivno sleduju jednakosti 2°.

Na slican nacin mogu se razmatrati i ostali vidovi monotonosti funkcije

f, a zakljucak bi bio isti. [

Neposredna posledica teoreme 2.4.1 je sledeée tvrdenje:

Teorema 2.4.2. Ako je x — f(x) monotona funkcija na segmentu |[a,b],
tada za svako c € (a,b) vaze nejednakosti

lim f(z) < f(c) < lim f(x)

rT—Cc— r—c+

ako je f neopadajuca i nejednakosti

lim f(z) > f(e) > lim f()

T—Cc— r—c+

ako je f nerastucéa funkcija na [a,b).

Dokazacemo sada dva interesantna i veoma vazna tvrdenja:
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Teorema 2.4.3. Neka je f:[a,b] — R monotona funkcija na segmentu [a, b].
Ako je f prekidna funkcija, tada su njene prekidne tacke prekidi prve vrste.

Dokaz. Ne umanjujuéi opstost, pretpostavimo da je f neopadajuca funk-
cija na [a,b]. Ako je ¢ proizvoljna tacka intervala (a,b), na osnovu teoreme
2.4.1 postoje konacne grani¢ne vrednosti

a= lim f(x) i g = lim f(x).
r—C— Tr—c+

Ocigledno, ako je @ = 3, funkcija f je neprekidna u tacki z = c¢. Kako su
« i 3 konaéni, ako je a # (3, zakljuCujemo da je x = c¢ tacka prekida prve
vrste za funkciju f. O

Teorema 2.4.4. Na segmentu [a,b] monotona funkcija moZe imati najvise
prebrojivo mnogo prekidnih tacaka.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neopadajuéa funkcija i da je x = £ njena
prekidna tacka prve vrste, tj. da je

FE=0) = lim fa)# lim f(z) = £(€+0).

Ove vrednosti jednoznacno odreduju interval I = (f(£ —0), f(£ +0)) koji
odgovara tacki €.

Slicno, prekidnoj tacki 7 odgovara interval I,, ¢iji su krajevi f(n —0) i
f(n+0). Ako je £ < 1, zbog uéinjene pretpostavke da je f neopadajuéa
funkcija, vazi nejednakost f(§ + 0) < f(n — 0), odakle zakljuéujemo da
su intervali I i I, disjunktni. Kako u svakom intervalu postoji bar jedan
racionalan broj, u intervalima I¢ i I, postoje, respektivno, racionalni brojevi
re iy, takvi da je re # ry, jer su, kao Sto smo videli, I¢ i I, disjunktni
skupovi.

Prema tome, razli¢itim tackama prekida funkcije f odgovaraju razli¢iti
racionalni brojevi. Naravno, skup svih tih racionalnih brojeva je podskup
skupa svih racionalnih brojeva Q. Kako je Q prebrojiv skup, zakljucujemo
da je skup svih tacaka prekida neopadajuce funkcije f prebrojiv.

Na isti nacin moguce je konstatovati da tvrdenje vazi i ako je f nerastuca
funkcija. O

Neposredna posledica teoreme 2.4.4 je sledeci rezultat:

Teorema 2.4.5. Monotona funkcija x — f(x) (x € [a,b]) je neprekidna
na segmentu [a,b] ako i samo ako je skup njenih vrednosti segment ¢iji su

krajevi f(a) i f(b).
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2.5. Uporedivanje funkcija

U matematickoj analizi je ¢esto potrebno uporediti vrednosti funkcija u
izvesnoj okolini neke tacke z = a. NajceSce se to ostvaruje pomocu razli-
ke ili koli¢nika tih funkcija. U ovom odeljku razmotri¢emo ovaj problem
posmatrajuéi koli¢nik.

Uvedimo, najpre, pojam tzv. beskonac¢no male veli¢ine.

Definicija 2.5.1. Za funkciju z — «a(z) koja, kada z tezi ka a € R, ima
grani¢nu vrednost jednaku nuli, kazemo da je beskonacno mala velicina kada
x tezi ka a.

Beskona¢no mala veli¢ina naziva se i infinitezimala, pa se, zbog toga,
ponekad, ovaj deo matematicke analize kao racun sa beskona¢no malim
veli¢inama, sada infinitezimalama, tako i zove: infinitezimalni racun.

Primer 2.5.1. Funkcija z — sinx je beskona¢no mala velicina kada x — 0 jer
je lim sinx = 0.

z—0

Isto tako, funkcija z +— 2 — 4 je beskona¢no mala velicina kada ©z — 2 jer je
1in12(:1:2 —4)=0. A
xr—

Od velikog je interesa medusobno uporedivanje beskona¢no malih veli-
¢ina. Kao Sto smo naglasili, to uporedivanje ¢emo ostvariti posmatranjem
njihovog koli¢nika.

Stoga posmatrajmo funkciju z — y(z) = a(z)/B(x), gde su z — a(x) i
x — [(z) bekonacno male veli¢ine kada = — a.

Moguce je da nastupi bilo koji od sledeé¢ih slucajeva:

(2.5.1) ilﬂnz v(z) = ilil}b % =0,
(2.5.2) ing}l v(z) = ilin % = 00,
(2.5.3) illl}z v(z) = ilil}l % =\

gde je A realan broj razli¢it od nule.

Definicija 2.5.2. Ako je ispunjena jednakost (2.5.1), kazemo da je funkcija
x +— «a(x) beskonacno mala veli¢ina viseg reda u odnosu na beskona¢no malu
veli¢inu = — f((z) kada z — a.
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Primer 2.5.2. Funkcije x — 1 — cosz i x — x su beskona¢no male velicine
kada x — 0. Kako je

. .. 92 .
lim L2CO8T _ gy, 28 (2/2) (2/2) _ m 7812(?2/2) - sin(x/2)

x—0 T z—0 xT x—0

— tim S Gnge2) =10 =0,
z—0 :13/2 z—0

zaklju¢ujemo da je funkcija x — 1 — cos z beskona¢no mala veli¢ina viseg reda u
odnosu na beskona¢no malu veli¢inu z — z kada x — 0. A

Definicija 2.5.3. Ako je ispunjena jednakost (2.5.2), kazemo da je funkcija
x +— a(x) beskonacno mala veli¢ina niZeg reda u odnosu na beskona¢no malu
velicinu x +— [(z).

Definicija 2.5.4. Ako je, kada z — a, funkcija  +— «a(x) beskona¢no mala
veli¢ina viseg reda u odnosu na beskona¢no malu veli¢inu z +— (), kazemo
da je x — ((x) beskona¢no mala veli¢ina nizeg reda u odnosu na beskonacno
malu veli¢inu z — o(z).

Definicija 2.5.5. Ako je ispunjena jednakost (2.5.3), kazemo da su funkcije
x — a(r) iz — B(z) beskonacno male velicine istoga reda kada x — a.

Primer 2.5.3. 1z

. l—cosz 2sin?(x/2) .1 sin?(z/2) 1
lim ——— = lim ——5—+"—= = lim - ——5+- ==
1‘1—>n10 x2 xl—>n10 x2 1‘1—>In(] 2 (:13/2)2 2’

sleduje da su funkcije x — 1 —cosx i x +— 22 beskonacno male veli€ine istoga
reda kadaz — 0. A

Definicija 2.5.6. Ako je u jednakosti (2.5.3) A = 1, kazemo da su bes-
konac¢no male veli¢ine x — «a(x) i z — ((z) ekvivalentne.

Cinjenicu da su, a(z) i 8(z) ekvivalentne beskonaéno male velicine kada
x — a simbolizova¢emo sa a(x) ~ f(x). Napomenimo da uvedena relacija
~ u skupu svih beskona¢no malih velicina kada x — a predstavlja relaciju
ekvivalencije.

Napomena 2.5.1. Ako su z — «a(z) i * — ((z) beskona¢no male veli¢ine
istoga reda kada x — a, tj. ako vazi jednakost (2.5.3), tada su «a(z) i A\3(z)
ekvivalentne beskonac¢no male veli¢ine kada x — a.

Primer 2.5.4. Funkcijez+— 1—cosz i z — x2/2 su ekvivalentne beskona¢no
male velicine kada x — 0. Vazi, dakle, 1 — cosx ~ :1:2/2 kada z — 0. A
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Teorema 2.5.1. Ako su x — «(z) i x — [(x) beskonaéno male velicine
kada x tezi ka a i ako je x — y(x) = a(x) — B(x) beskonaéno mala velicina
viseg reda u odnosu na bilo koju od beskonacno malih veli¢ina o(x) ili f(x),
tada su a(x) i B(x) ekvivalentne beskonacno male velicine.

Dokaz. Neka je, na primer, lim v(z)/3(z) = 0. Tada je
r—a

Teorema 2.5.2. Ako su x — «(z) i x — [(x) beskonaéno male velicine
kada x tezi ka a, funkcija x — a(x)B(x) je beskonacno mala veli¢ina viseg
reda u odnosu na bilo koju beskonacno malu velicinu a(x) ili f(x) kada x
tezi ka a.

Dokaz. Tvrdenje sleduje iz jednakosti

im @) sy —0 i gm A®8@)

r—a a(m) r—a r—a ﬂ(x) r—a

Definicija 2.5.7. Ako je funkcija x — «a(x) beskona¢no mala veli¢ina viseg
reda u odnosu na beskona¢no malu velicinu = — [((z) kada z — a i ako
postoji pozitivan broj k takav da su funkcije z — a(z) i z — (B(x))*
beskona¢no male veli¢ine istoga reda, tada kazemo da je x — «(x) u odnosu
na x — () beskonaéno mala velicina reda k.

Primer 2.5.5. Iz primera 2.5.3 i 2.5.4 sleduje da je funkcija x — 1 — cosx
beskonac¢no mala veli¢ina reda dva u odnosu na beskonac¢no malu veli¢inu = — x
kada x — 0. A

Od interesa je uporedivanje i tzv. beskonacno velikih veli¢ina, koje uvo-
dimo slede¢om definicijom:

Definicija 2.5.8. Za funkciju # — a(z) koja, kada x tezi ka a € R, ima
grani¢nu vrednost +oo ili —oo, kazemo da je beskonacno velika veli¢ina kada
T tezi ka a.

Primer 2.5.6. Funkcija = — 1/(z — 1)? je beskonacno velika veli¢ina kada
x — 1 jer je lirn1 1/(z — 1)2 = +00.
xr—
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Isto tako, funkcija x — logx je beskonaéno velika veli¢ina kada z tezi ka nuli,
jer je xlg&_ logex = —co. A
Naravno, sve definicije i teoreme koje se odnose na beskona¢no velike
veli¢ine moguce je formulisati kao dualne iskaze za infinitezimale. Zbog toga
ih, mozda, ne bi trebalo posebno iskazivati. Medutim, mi éemo ih ovde
navesti iz sasvim prakti¢nih razloga.
a(z)

Posmatrajmo funkciju x — y(z) = ) gde su z — a(z) iz — [(x)

bekonaé¢no velike velic¢ine kada x — a.
Moguce je da nastupi bilo koji od sledeé¢ih slucajeva:

(2.5.4) illl}z v(z) = ilil}l % = 00,
(2.5.5) ing}b v(z) = iLa % =0,
(2.5.6) illl}z v(z) = il—m % =\

gde je A realan broj razli¢it od nule.

Definicija 2.5.9. Ako je ispunjena jednakost (2.5.4), kazemo da je funk-
cija © — a(x) beskonacno velika veli¢ina viseg reda u odnosu na beskonacéno
veliku veli¢inu z — ((z) kada = — a.

Primer 2.5.7. Kako je lilj:l (x2 + 1)/ = to0, zaklju¢ujemo da je funkcija
r—00O

i +1 (z — 400) beskonac¢no velika veli¢ina viseg reda u odnosu na funkciju
z — z, koja je takode beskonac¢no velika veli¢ina kada z — +oc0. A

Definicija 2.5.10. Ako je ispunjena jednakost (2.5.5), kazemo da je funk-
cija ¢ — a(x) beskonacno velika veli¢ina niZeg reda u odnosu na beskona¢no
veliku veli¢inu x — (3(x).

Primer 2.5.8. Beskonacno velika velicina  +— logax (z — 0+4) je nizeg reda
u odnosu na beskonaé¢no veliku veli¢inu z — 1/ (z — 0) jer je

1
im 8% _ iy rzlogz =0. A
z—0-+ 1/:]3 z—0-+

Definicija 2.5.11. Ako je funkcija = +— «(x) beskonacno velika veli¢ina
viSeg reda u odnosu na beskonacno veliku veli¢inu z — [(z) kada = — a,
tada kazemo da je x +— [((x) beskona¢no velika veli¢ina nizeg reda u odnosu
na z — a(z).
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Definicija 2.5.12. Ako je ispunjena jednakost (2.5.6), kazemo da su funk-
cije x — a(z) i x — [B(x) beskonacno velike velicine istoga reda kada x — a.

Primer 2.5.9. Kako je

2 —_—
fim 2ETRT AL <2+w 1>:27

r—4o00 2 +1 r—too 241

beskonaéno velike veli¢ine = — 2z2 + z + 11z — 22 + 1, kada x tezi ka +o0, su
beskonacno velike veli¢ine istoga reda. A

Definicija 2.5.13. Ako je u jednakosti (2.5.6) A = 1, kazemo da su besko-
nacno velike veli¢ine x — a(z) i x — [B(z) ekvivalentne kada x — a.

Cinjenicu da su a(z) i B(z) ekvivalentne beskonacno velike velicine kada
x — a, simbolizova¢emo sa a(x) ~ ((x). Naravno, ~ je relacija ekvivalencije
u skupu svih beskonaé¢no velikih veli¢ina kada x tezi ka a.

Primer 2.5.10. Funkcije z — V22 +1 i z — z kada x — 400, su ekvi-
valentne beskonac¢no velike veli¢ine jer je

. Va4l . 22 +1 . 1
lim — = lim = lim 1+ — =1.
r——+o0 x r——+00 :1:2 r——+00 :132

Vazi, dakle, Va2 +1 ~ 2 kada z — +00. A

Napomena 2.5.2. Ako za beskonacno velike velicine © — a(z) i ¢ — B(x),
kada © — a, vazi jednakost (2.5.6), tada su x — a(z) i  — A\G(x) ekvivalentne
beskonacno velike veli¢ine kada z — a.

Primer 2.5.11. Iz primera 2.5.9 sleduje da su, kada x tezi ka +o00, beskona¢no
velike veli¢ine x — 222 4+ 2 + 11 z — 2(z? + 1) ekvivalentne. A

Definicija 2.5.14. Ako je z — a(x) beskonacno velika veli¢ina viseg reda
u odnosu na beskonac¢no veliku veli¢inu x — ((x), kada * — a, i ako postoji
pozitivan broj k takav da su funkcije z +— a(z) i  — B(z)* beskonacno
velike veli¢ine istoga reda, tada kazemo da je z — «(x) beskonacno velika
veli¢ina reda k u odnosu na x — [(z).

: N . 5 .
Primer 2.5.12. Kako je lim = 2, funkcija z +— 2x2“ + 1 je besko-

r——+00 :1:2
nac¢no velika veli¢ina reda dva u odnosu na beskonacno veliku veli¢inu x — x kada
xr — —400. A

Na kraju ovog odeljka, napomenimo da se ekvivalencija dve beskonacno
male ili dve beskona¢no velike veli¢ine moze uspesno iskoristiti prilikom
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odredivanja nekih grani¢nih vrednosti. Neka je, na primer, potrebno odre-
diti lim f(z)/a(x). Ako su funkcije x — a(z) i z — [(x) ekvivalentne kada

x — a, tj. ako je lim a(z)/B(x) = 1, tada je, o¢igledno,

f@) I

a(z)  e-a B(z)

Isto tako, ako je ay(z) ~ fi(x) i as(x) ~ f2(x) kada x — a i ako pos-
toji grani¢na vrednost lim (a1 )/ as(x ) tada postoji i grani¢na vrednost
r—a

}CILI}L (B1(z)/B2(x)) i vazi jednakost

lim o1(2) = lim fi(@)

a=a ap(z)  w—a fa(x)

Primer 2.5.13. Kako je lirrb(sin2x)/(2x) =1i linb(sin3x)/(3x) =1, za-
€Tr— Tr—

kljucujemo da je

sin2r lim (sin 2x 2_:1: 3z )
z—0sin3z z—0\ 2z 3x sin3x
sin 2x 2z 3z 2x 2
=1 - lim — - 1i —lim==2. A
mlino 2z xl—>mo 3z xl—>mo sin 3x ml—>mo 3z 3

Primer 2.5.14. Kako je

. V1422-1 . . 1—cosz
lim ————— ~ =1 i lim ———= =1,
z—0 $2/3 x—0 $2/2

funkcije z — V1+ 22 —1ix — x2/3, kao i funkcije x — 1 —cosx iz — x2/2 su
ekvivalentne beskona¢no male veli¢ine kada x tezi nuli, pa je

. V14221 2?3 2
llm —_— = hm —a - = —. A
z—0 1 —cosx z—0 $2/2 3

Napomenimo na kraju da nekorektna primena ¢injenice da su dve veli¢ine
ekvivalentne moze dovesti do pogresnih zakljuc¢aka. Tlustrovaé¢emo to slede-
¢im primerom.

Primer 2.5.15. Posmatrajmo beskonacno velike veli¢ine

o) = Va2t i z— Bz) == (z — 400).
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Tada je, svakako,

Jim (o) = B(x) = Tim (VaZta-z) =

T
lim @ ————
r—+oo /22 + x4
1

1
Iim —— = —.
z—otoo 1+ 1/z+1 2

Medutim, nekorektnim koriséenjem ¢injenice da su a(x) i S(z) ekvivalentne
beskonac¢no velike velicine kada x tezi ka +o0o0, moglo bi se, naravno pogresno,
zakljuciti da je

lim (a(z)—B(z)) = lim (Va?+z—2)= lm (z—2)=0. A

T— 400 T— 400 T——+00

Nije, dakle, preporuéljivo jednu veli¢inu zamenjivati njoj ekvivalentnom
veli¢inom kada je veli¢ina koju zamenjujemo sabirak funkcije ¢iju graniénu
vrednost trazimo.

2.6. Simboli 0 i O
Za sve funkcije koje ¢emo razmatrati u ovom odeljku smatracemo da su
definisane u okolini U(a) tacke a € R.

Ako za funkcije z — f(x) i x — g(x) postoji pozitivna konstanta M € R
takva da je

(2.6.1) [f(@)] < Mlg(z)]  (z € Ula)),

kazemo da je u okolini U(a) funkcija f ograni¢ena u odnosu na funkciju g.

Cinjenicu iskazanu pomoéu (2.6.1) simbolizujemo sa

(2.6.2) f(z) =0(g(x))  (z—a)

Napomenimo da ovde oznaka x — a ne ukazuje na grani¢ni proces veé
na ¢injenicu da ova jednakost vazi u nekoj okolini U(a) tacke a. U stvari,
ako je funkcija  — A(z) odredena pomocu f(z) = Ax)g(z) (z € U(a))
i ako postoji kona¢na graniéna vrednost lim A(z), tada je f(z) = O(g(z))
(z — a). Simbol O(g(z)) €itamo: veliko O od g(z).

Primer 2.6.1. Kako je |sinz| < 1-|z| (x € U(0)), vazi jednakost sinx = O(x)
(x—0). A
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Primer 2.6.2. Kako je, za svako x € U(0),

2
11— cosz = 2sin? §2-%:%x2,

N8

vazi jednakost 1 — cosz = O(2?) (z — 0). A

Kako je svaka funkcija koja u nekoj tacki a ima kona¢nu grani¢nu vrednost
istovremeno i ogranic¢ena u okolini te tacke, zaklju¢ujemo da iz jednakosti

(2.6.3) lim L) _ 4
sleduje da postoji M € RT tako da vaZi jednakost
T2 sM woa @IS M@ @),

Sto, zapravo, znati da iz jednakosti (2.6.3) sleduje f(z) = O(g(z)) (z — a).
Cinjenicu da je lim f(z) = A mozemo simbolizovati sa f(x) = O(1) (z — a).
r—a
Primer 2.6.3. Kako je lirn2(x3 —2) = 6, vazi jednakost 2> — 2 = 0(1) (z —
Tr—
2). A

Naglasimo da iz

filz) =0(g(z)) i fa(z) =0(g(x)) (z—a)

ne sleduje jednakost fi(x) = fa(z), nego zakljucak da funkcije f; i fo pri-
padaju skupu funkcija koje su u okolini U (a) ograni¢ene u odnosu na funkciju
g. Ispravnije je, prema tome, umesto oznake f(z) = O(g(z)) (z — a), pisati
f €0(g9) (x — a). Medutim, uobi¢ajen je prvi na¢in oznacavanja koji éemo
i mi koristiti.

Ako za funkcije f i g vazi
f(z)

(2.6.4) lim @ =
tj.
(2.6.5) [f(@)| <elg(@)] (2 —a),

gde je e proizvoljno mali pozitivan broj, funkcija f je, takode, ogranicena
u odnosu na funciju g. Medutim, (2.6.4) i (2.6.5), kazuju da je funkcija
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x — f(x) beskonaéno mala veli¢ina u odnosu na funkciju z — g(z), kada =
tezi ka a. Ovu ¢injenicu simbolizova¢emo sa

(2.6.6) f(z) = o(g(z)) (x — a).
Simbol o(g(z)) €itamo: malo o od g(z).
Dakle, ako za z € [}(a) vazi f(z) = e(x)g(z) 1 ako je lim e(x) = 0, tada
je f(z) =o(g(x)) (z— a).
Primer 2.6.4. Lako se proverava da vaze jednakosti
a) 22 =o(z) (z— 0), c) 1—cosz=o0(z) (x—0),
b) z=o0(z?) (z— o0), d) tanz —sinz =o(z) (x—0). A
Cinjenicu da je lim f(z) = 0, mozemo simbolizovati sa i pomoéu f(z) =
o(1) (x — a) jer je lim f(z) = lim f(z)/1.
Primer 2.6.5. 1° Vazi z = o(1) (x — 0); 2° Kako je lim0 sinx = 0, vaZi
sinz =o(1) (x —0). A
Kao sto smo videli, ako vazi jednakost (2.6.6) zakljucujemo da je, u

poredenju sa funkcijom g, funkcija f beskonaéno mala kada = € U(a). Alj,
isto tako, to znaci: ako je pri tome i funkcija x — g(z) beskona¢no mala
veli¢ina, tada je funkcija  — f(x) beskona¢no mala veli¢ina viseg reda u
odnosu na funkciju g.

Napomenimo da, ako je f(z) beskonaéno mala veli¢ina kada x — a, zbog

lim O(f($))
z—a  f(z)

=0,

sleduje da je funkcija o( f (:17)) beskona¢no mala veli¢ina viseg reda u odnosu
na funkciju f(z). Svakako, i u ovom slu¢aju, iz jednakosti

fi@)=o(g(@) i falz)=o0(g(z)) (v —a)

ne sleduje jednakost fi(x) = fa(z), nego zakljucak da funkcije f; i fo pri-
padaju skupu funkcija koje su beskona¢no male u odnosu na funkciju g,
kada x — a. I ovde vazi konstatacija o ispravnijem nacinu pisanja da je
f € o(g) (x — a), umesto f(z) = o(g(z)) (z — a). Ipak, mi ¢emo koristiti
uobicajeni nacin pisanja.
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Moze se zakljuciti da vazi implikacija
fl@)=o(g(x)) = f(z)=0(f()).
Ako je f(z) = O(g(x)), tj. ako je xhg}lf(x)/g(a:) = XA (A € R), tada iz

jednakosti

1im@—A=hm(f($)—A):limMZO,

r—a g(m) Tr—a r—a g([]})

zakljuCujemo da je

(2.6.7) f(@) = Ag(z) + o(g(x)) (x — a).
Primer 2.6.6. 1° Kako je lim ST T im (Smx —1) = 0, vazi jednakost
T— x z—0 x
sine = x + o(x) (z — 0).

2° Isto tako, vazi log(l 4+ x) = = + o(x) (z — 0) jer je

hmw: hm(M_l): A
x—0 €T x—0 €T

Primer 2.6.7. 1° U skladu sa prethodnim, iz

. cosx—1+z2/2 . fcosz—1 1 1 1

lim S22 TS i (2R D) =D =

200 2 S\ T e T2 2tz =0
sleduje

:132 2
cosx—1—|—7=o(x) (x — 0),
ali i
:L’2 2 :L’2 2
cosx—l:—g—l—o(x) (x—0) i cosx=1—7—|—o(x) (x — 0).

2° Kako je linb (cosz — 1)/x = 0, vaze jednakosti
cost—1=o(z) (x—0) i cosx=1+o0(z) (x—0). A
Ako je f(z) = g(z)+0(9(x)) (z — a), za funkciju z — g(z) kazemo da je

glavni deo funkcije f, kada x — a. Na primer, glavni deo funkcije x — sin x,
kada z — 0, je x jer je sinx = = + o(x), = — 0.
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Ocigledno, ako je g(z) glavni deo funkcije  — f(z), kada  — a, tada je
lim f(z) = lim g(x).
Simbole o i O uveli su Bachmann?® i Landau®7").
Na osnovu izlozenog, nije tesko izvesti sledeéi zakljucak.
Ako u nekoj okolini [j'(a) tacke a vazi jednakost f(x) = A(x)g(z), tada:
1° ako je lim A(z) = A # 0 vazi f(z) = O(g(z));
2° ako je lim A(z) = 1, funkcije f i g su ekvivalentne kada x — a;

3° ako je lim A(x) =0, vazi f(z) = o(g(x)).

r—a

Pre nego $to na nekoliko primera pokazemo kako se primenom simbola o i
O dosta jednostavno mogu uporedivati funkcije i nalaziti grani¢ne vradnosti,
ukaza¢emo na neke osobine ovih simbola.

Teorema 2.6.1. Ako je f(z) = O(g(z)) i g(z) =O(h(z)) (z — a), tada
je f(x) = O(h(z)), kada z — a.

Dokaz. 1z jednakosti

tj. iz
[f(@)| < Mig(x)] 1 [g(z)] < Mz|h(z)] (z — a),

gde su My, My > 0, sleduje
|f(@)| < Milg(x)] < My Ma|h(z)| = M|h(z)] (2 — a),

gde je M = MM, > 0. Dakle, f(z) = O(h(z)) (z —a). O

Teorema 2.6.2. Za funkcije © — f(x) i x +— g(x), kada x — a, vaZe
jednakosti:

O(f(x)) +O(f(x)) = O(f(2)),
O(f(2)) - O(9(z)) = O(f(2)9(x)),
3° O(af(z)) =alO(f(z)) =O(f(z)) (x€R).

X

X

26)  Paul Gustav Henrich Bachmann (1837-1920), nemacki matematicar.
27) Edmund Georg German Landau (1877-1938), nemacki matematicar.
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Dokaz. 1° Neka su g1(z) = O(f(2)) i g2(z) = O(f(2)), tj.
lgr(@)| < Mulf(@)] 1 [ga(@)] < Ma|f(2)],
gde su My, M, > 0. Tada je, ocigledno, |g1(z) + g2(2)| = |O(f(z)) +
O(f(a:))], ali i
191(2) + g2(2)| < |g1(@)| + |g2(2)| < Mu[f(2)] + Ma|f ()]
= (M + My)|f(x)] = M|f(x)],

gde smo stavili M = M; + M. Prema tome, vazi |g1(2) + g2(z)| = O(f(2)),
tj.
O(fa > O(f()) - o( ) (e
2° Ako stavimo fi(x O(f x ) ig(z (g(a;)), tada je

|fi(@)| < Milf(2)],  |oa(@)] < Malg(z)|  (My, Mz > 0),
§to znaci da vazi
|f1(@)g1 ()] = [fi(2)l|g1 ()] < My M| f(z)|g(z)| = M|f(z)g(z)],

gde smo stavili M = M; Ms. Prema tome, vazi jednakost 2°.

3° Ako stavimo g(z) = O(ozf(x)), Sto, zapravo, znaci
l9(2)| < Mlaf(x)| = Mla||f(z)] (M >0),
zakljuéujemo da vazi g(z) = O(f(z)). O
Na slican nac¢in mogu se dokazati i sledeéa tvrdenja:
Teorema 2.6.3. Za funkciju x — f(z), kada © — a, vaZe jednakosti:
1° o(f(x)) +o(f(z)) = o(f(x)),
2° O(f(w)) o(f(x)) = o(f(2)),
oo(f(x))) = o(f(x)).

Teorema 2.6.4. Za funkcije x — f(x) 1 x +— g(x), kada x — a, vaZe
jednakosti:
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Teorema 2.6.5. Za funkciju x — f(x), kada © — a, vaZe jednakosti:
1° O(f(x)) +o(f(x)) = O(f(2)),
20 O(O(f(aj))) = o(f(:n)), 3° O(o(f(a:))) = o(f(:n)).

Primer 2.6.8. Neka je
_log(14+x + 2?) 4 arcsin 3z — 5z°

v (@) sin 2z + tan? x + (e — 1)°
Odredi¢emo lim0 f(z). Kada £ — 0 imamo
xr—

1° log(1 4 z + 2°%) = 2 + o(); 4° sin2x = 2z + o(x);

2° arcsin 3z = 3z + o(x); 5° tan®z = o(x);

3° 522 = o(); 6° (% —1)° = o(x).

Dakle,

lim f(z) = lim x4 o(x) + 3z + o(x) — o(x) ~ lim 4z +o(x) _ 9
z—0 z—0 2x+o(x) + o(z) + o(x) z—0 2z + o(x)

Primer 2.6.9. Neka je xz — L?mz i neka x tezi nuli. Tada je
T
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. x—sinz . ! 1 2
2T e e - im (5 +06) =5 o
Primer 2.6.10. Odredi¢emo
, o [ 7z 42 1
Iim =« — Ccos —
z—+00 3+ 1

Kako je, kada x — 400,
3 2 -1
©4r 141/ :<1+i)<1+i)
»¥+1  1+1/23 x2 x3

- (1 + %) (1 - m—lg + O(l/xG)) =1+ % +0(1/%),

5 1/7
T BN B | ;
x3—+1—<1+x2+0<1/x >) =1+ 5 +0 (1),
1 11 4
cos;zl—iﬁ—l-O(l/x ),

zakljucujemo da je

3
: 2 [zt 1) 2(9 1 (1) 9
lim =z cos = lim =z (—14 _x2+0 3 =1

T——+00 3 +1 T T— 400
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2.7. Ravnomerna neprekidnost

U odeljku 2.1 definisali smo neprekidnost funkcije z — f(x) u tacki i
prosirili taj pojam i na skup D, §to se jezikom matematicke logike moze
iskazati u obliku

( f je neprekidna na D) <
(Ve > 0)(Vy € D)(36 > 0) ((Vz € D) |z —y| <6 = |f(z) — f(y)| < €).

Ovo znaci da za svako € > 0 i svako y € D mora da postoji pozitivan broj
9 koji, ocigledno, zavisi ne samo od ¢, ve¢ i od tacke y. Dakle, § = d(g,y).
U vezi sa neprekidnoséu, moze se postaviti pitanje egzistencije pozitivnog
broja ¢ koji ne zavisi od y, ve¢ samo od €. Na taj nacin dolazimo do tzv.
pojma ravnomerne neprekidnosti funkcije na D.

Definicija 2.7.1. Za funkciju z — f(z) kazemo da je ravnomerno nepre-
kidna na D, ako za svako € > 0 postoji broj d > 0, takav da za svako x,y € D
vazi nejednakost |f(x) — f(y)| < e, kad god je |z — y| < 4.

Jezikom matematicke logike ova definicija se moze iskazati na sledeéi
nacin:

( f je ravnomerno neprekidna na D) <
(Ve > 0)(36 > 0) ((Vz,y € D) |z —y| <= |f(z) — f(y)] <e).

Napomena 2.7.1. Za funkciju koja je ravnomerno neprekidna kazemo, isto
tako, da je uniformno neprekidna.

Napomenimo da neprekidna funkcija na skupu D ne mora biti ravno-
merno neprekidna na tom skupu. Obrnuto je, medutim, tac¢no. Ako je
f ravnomerno neprekidna funkcija na D, tada je ona neprekidna u svakoj
tacki a € D, tj. f € C(D). Zaista, stavljajuéi y = a, definicija 2.7.1 se svodi
na definiciju neprekidne funkcije u tacki z = a (videti definiciju 2.1.1).

Na osnovu definicije 2.7.1 zaklju¢ujemo da funkcija f nije ravnomerno
neprekidna na D ako postoji € > 0 takvo da za svako § > 0 postoje tacke
xz,y € D takve daje |[x —y| <d 1 |f(z)— f(y)| > e.

Primer 2.7.1. Posmatrajmo funkciju z — f(x) = 22 na intervalu (-1,2).

Kako je

2 2
|27 —y°| = |z — yl|z + y| < 4]z —y| (z,y € (—1,2)),
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zaklju¢ujemo da je f ravnomerno neprekidna na (—1,2) jer za svako € > 0 mozemo
uzeti 6 = £/4 tako da za svako z,y € (—1,2) vazi implikacija

lz—yl <6 = |2° —y? <e.
Medutim, ova funkcija nije ravnomerno neprekidna na intervalu (0, +o0). Za-

ista, ako za € = 1 i svako § > 0 stavimo x5 = 1/6, y5 = 1/d + 6/2, tada imamo
lzs —ys| =6/2 <6 i

(—+§>:1+if>1. A

N|

|f(zs) — flys) =

Primer 2.7.2. Funkcija x — f(z) =sin(1/x) je neprekidna na (0, 7/2].
Ako stavimo

1 . 2
Tn = — 1 y’I’L:(

nmw 2n + )m (n €M),

tada imamo da je f(zn) =sinnt =0, f(yn) =sin(2n+ 1)w/2 = (-1)" i

[f(zn) = fyn)| = 1.

Sada uzmimo da je, na primer, ¢ = 1. Kako za svako § > 0 mozemo (sa dovoljno
velikim n € N) izabrati tacke zn 1 yn tako da je |zn —yn| < 1|f(zn) — f(yn)| >
e = 1, zaklju¢ujemo da ova funkcija nije ravnomerno neprekidna na (0,7/2]. A

Vazi sledeée tvrdenje:

Teorema 2.7.1. Ako je funkcija x — f(x) neprekidna na segmentu [a, b,
tada je ona na tom segmentu i ravnomerno neprekidna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da neprekidna funkcija na segmentu
[a,b] nije ravnomerno neprekidna na tom segmentu. Dakle, neka postoji
e > 0 takvo da za svako § > 0 postoje tacke x,y € [a,b] tako da je

(2.7.1) lr—yl<d i [f(@)-Ffly)l=ze

Stavimo § = 1/n, a odgovarajucée tacke x i y oznac¢imo sa x,, i Yy, respek-
tivno. Tada (2.7.1) postaje

1 .
(2.7.2) e —yl<— 1 [fza) = flyn)l 2 &
Uzimajuéi redom n = 1,2, ..., dobijamo nizove {x,}nen 1 {yn}nen Ciji svi
¢lanovi pripadaju segmentu [a, b]. Kako su ovi nizovi ograniceni, to svaki od
njih sadrzi konvergentni podniz (videti teoremu 1.4.3, glava IT).
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Bez ikakvih ogranicenja za dalja razmatranja, jednostavnosti radi, moze-
mo pretpostaviti da su nizovi {z, }nen 1 {Yn}nen, u stvari, ti podnizovi i
neka oni konvergiraju ka xq i o, respektivno, pri ¢emu xg, yo € [a, b].

Kako je, na osnovu relacije trougla,
1
0 < |yn — Zo| < |[Yn — Tu| + [0 — 20| < n + [T — @0,

zakljucujemo da |y, — zo| — 0, kada n — 400, tj. da je h&l Yn = Tg.

Zbog neprekidnosti funkcije f u tacki xg imamo

lim f(za) = £ lm_ya) = f(wo).

n—-+o0o n—-+o0o

S druge strane, prelaskom na grani¢nu vrednost, druga nejednakost u
(2.7.2) svodi se na |f(zg) — f(z)] > € > 0. Dobijena protivure¢nost znaci
da funkcija f mora biti ravnomerno neprekidna na [a,b]. O

Ovaj rezultat je poznat kao Cantorova®® teorema.
Cesto se ravnomerna neprekidnost iskazuje pomoc¢u tzv. modula neprekid-
nosti funkcije.

Definicija 2.7.2. Neka je funkcija x — f(x) definisana na skupu D. Broj
w(9; f, D), odreden sa

(2.7.3) w(é; f,D) = sup |f(z) - f(y)l  (x,yeD),

|lz—y|<d

nazivamo modul neprekidnosti funkcije f na skupu D.

Kada ne moze doé¢i do zabune, umesto w(d; f, D) pisemo w(9d; f) ili samo
w(9).

Ako je D = [a,b], modul neprekidnosti funkcije f:[a,b] — R je funkcija
d — w(0) definisana na segmentu [0,b — a].

Primer 2.7.3. Odredimo modul neprekidnosti za funkciju x — f(z) = 22 na

segmentu [0, 1].
Neka je0<z—d<y<xz<1,6>0. Tada, zbog nejednakosti
22—yt <a® — (z—0)* =226 — 6% <26 — 62,

28) Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), nemacki matematicar.
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zaklju¢ujemo da je

w@; )= sup |27 —y?| <26 4%
|z—y|<s

Medutim, zax =1 i y =1—¢§ imamo

w@ f)= sup |22 —y?|>1—(1-6)>=25—6>
le—y|<é
Dakle, modul neprekidnosti za funkciju f(z) = z? na segmentu [0,1] je dat sa
w(d; f) =26 — §2. Primetimo da je 611161 w(f)=0. A
—0+

Napomena 2.7.2. Ako funkcija f zadovoljava Lipschitzov uslov na [a, b], tj.
ako postoji konstanta L > 0 takva da je (videti nejednakost (2.1.8), glava I)

[f(@) = fy)| < Llz —yl (2,9 € [a,b]),
tada iz (2.7.3) sleduje w(d; f) < Lé.

Koris¢enjem modula neprekidnosti, ravnomerna neprekidnost funkcije se
moze izraziti i na sledeci nacin:

Teorema 2.7.2. Funkcija x — f(x), definisana na skupu D, je ravnomerno
neprekidna na D ako i samo ako je

(2.7.4) 61_1}161+w(5; f,D)=0.

Dokaz. Pretpostavimo da (2.7.4) vazi, tj. da za svako £ > 0 postoji . > 0
tako da je w(d) < e, kad god je 0 < § < d.. Uzmimo bilo koje ¢ koje
zadovoljava ovaj uslov. Tada za svako x,y € D za koje je |x — y| < § vazi

[f (@) = fy)l Sw(d) <e,

§to znaci da je f ravnomerno neprekidna funkcija na D.

Pretpostavimo sada da je f ravnomerno neprekidna na D. Tada za svako
€ > 0 postoji d. > 0 takvo da je

(VeyeD) le-yl<d = |f@) - fW)] <.

odakle zaklju¢ujemo da za svako § < §. vazi

W) = sup |f(z) - fly) < =

—<eE.
lz—y|<8 2

Dakle, lim w(§) =0. O
6—0+

Na kraju ovog odeljka navodimo bez dokaza dve teoreme:
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Teorema 2.7.3. Ako je 6 — w(d; f) (0 € [0,b — a]) modul neprekidnosti
funkcije f na segmentu [a,b], tada vazi:
(i) w(0;f)=0;
(ii)  w(d; f) je monotono neopadajuéa funkcija;
(iil)  w(d1 +d2; f) < w(d1; f) +w(2; f) (61,02,01 + 02 € [0,b — a]);
(iv)  w(d; f) je neprekidna funkcija na [0,b — a].

Teorema 2.7.4. Ako su funkcije x — f(x) i x — g(x) definisane na seg-
mentu [a,b], tada je
1° w(d; f+g) Sw(d;f)+w(dsg);
2° w(daf) =aw(d; f) (a=const > 0);
3> w(d;fg) < sup [f(2)] w(b;9) + sup [g(z)]-w(d;[).
a<lzx<b a<lz<b

Napomena 2.7.3. Svaka funkcija x — f(z) (z € [0,b— a]), koja ima osobine
(i)—(iv) iz teoreme 2.7.3, predstavlja modul neprekidnosti neke neprekidne funk-
cije. Stoga se modul neprekidnosti moze definisati kao funkcija koja ima sve Cetiri
osobine navedene u teoremi 2.7.3.

Napomena 2.7.4. Konstatova¢emo jednu interesantnu ¢injenicu:

Neka funkcija = — f(z) (z € [0,b — a]) poseduje osobine (i)—(iv). Tada, na
osnovu osobine (iii), vazi nejednakost

Kako je, za proizvoljno ¢ € [0,b — a,

f0)=f(0)=f(0) <w(f)= sup |[f(z+h)—f(z) < sup f(h)=f(0),
0<z<b—a—h 0<h<6
0<h<§

zakljucujemo da je w(d; f) = f(§). Prema tome, funkcija f koja ima osobine
(i)—(iv) je modul neprekidnosti i za samu sebe.

Iz teoreme 2.7.4 neposredno sleduje zakljucak: ako su funkcije f i g rav-
nomerno neprekidne, tada su i funkcije f + g, af i fg, takode ravnomerno
neprekidne.

3. ZADACI ZA VEZBU

3.1. Odrediti grani¢ne vrednosti:
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o ot 222 -3 o Loam =1
o= e ¥ ey (mnel)
Rezultat. 1° L1 =-8, 2° Ly =m/n.
3.2. Dokazati:
o 1 1 a—b
1 iﬂ(l—:p“_l—xb>_ 2 (a,b€2),
n __ n—1 _ - n—k+1
90 lim (™ = 1)(z 1) (z 1) _(n 7
z—1 (x —1)(z2 —1)--- (zF = 1) k
0 .. V24+x—+3r-2 . V1432t —1-2z
3 lim =3, lim = -6,
e—2 \/4x +1 —+/bx — 1 e—too Jl+x—+1+7x
£ lim cos(a + x) + cos(a — x) — 2cosa  9cosa
z—0 1—cosx
3.3. Proveriti jednakosti:
o : 2 cot? x 3 o logtanaj
1°  lim(1+ 3tan”x) =e’, 2 im ——— =-1,
z—0 z—m/4 COS 2T
a® — m)
3° lin% = loga —logb (a>0,b>0),
£ lim log(1 + x + 2?) —1—210g(1 —z+a2?%) 1
z—0 X
3.4. Odrediti £ = lim f(z) i L= @f(a:), ako je
x—0 r—
1 2 1
f(z) =sin®* = + = arctan — .
x ow x
Rezultat. /{=—-11i L=1.
3.5. Proveriti jednakosti:
—1
1° 14+z)"=1+nz+ %ﬁ—ko(ﬁ) (x — 0),
2,2
2° cosar =1— a2a: +o(2?) (z—0),
3° a*=14zloga+o(z), (z—0),
1
4° z+cosz=0(1) (z—0), 5° arctan— =0(1) (z—0).
x
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3.6. Odrediti grani¢nu vrednost

i log(1 + z + x?) + arcsin 3z — 5a?
im
z—0  sin2z +tan?z + (e* — 1)5

Uputstvo. Dokazati prvo da, kada x — 0, vaze jednakosti:

log(1+z + z2) = = + o(x), arcsin 3z = 3z + o(x), 522 = o(z),

sin 2z = 2z + o(x), tan? z = o(x), (e® —1)% = o(x).

3.7. Odrediti tacke prekida funkcija:

1° y=vo—[vz], 20 y=loglog(l+a?), 3° y=

Rezultat. 1° x=n2 (ncZ), 2° =0, 3° x=nr (n€Z\{0}).
3.8. Dokazati da je funkcija

B 222 — 4z
14|z -3 -2

z— f(z)

neprekidna funkcija.

3.9. Ispitati neprekidnost funkcija:

2

f(:n):arctan(%+ﬁ+xi2>, 9($):10gm'

3.10. Ispitati neprekidnost funkcije

x(x) = lim ( lim cos”(m!w:p)).

m—+00 \n—+0o0
Rezultat. Funkcija x je prekidna u svakoj svojoj tacki.
3.11. Mogu li se funkcije z — f;(x) zadate pomocu
Vitr—1
A+e—1"

dodefinisati tako da budu neprekidne funkcije 7

fi(@) =

fa(x) = sinzsin = f3(z) = zlog® z,

3.12. Ispitati ravnomernu neprekidnost funkcija
flz)y=2* (~l<z<l) i g(x) =2* (z €R).

Rezultat. Funkcija f je ravnomerno neprekidna, a funkcija g nije ravnomerno nepre-

kidna.



IV GLAVA
Diferenciranje funkcija jedne
realne promenljive

1. IZVOD I DIFERENCIJAL FUNKCIJE

1.1. Izvod funkcije i diferencijabilnost

Pretpostavimo da je funkcija z +— f(x) definisana u okolini U(a) tacke
x = a i da je neprekidna u toj okolini. Za veli¢ine

r—a i f(z)- f(a)

kazemo, redom, da su prirastaj argumenta i prirastaj funkcije u tacki r = a.
Razumljivo, kada x — a, veli¢ina x — a je beskona¢no mala veli¢ina, a
zbog pretpostavke o neprekidnosti funkcije f, beskonacno mala veli¢ina je i
f(z) — f(a). Kao sto ¢emo videti, interesantno je prouciti odnos ovih dveju
beskona¢no malih veli¢ina.

Zato ¢emo posmatrati granicnu vrednost koli¢nika

f(x) = f(a)

r—a

(1.1.1)

kada x — a.

Definicija 1.1.1. Ako je funkcija z — f(z) neprekidna u okolini U(a) i ako
postoji kona¢na grani¢na vrednost koli¢nika (1.1.1) kada = — a, kazemo da
funkcija f ima izvod u tacki x = a, u oznaci f’(a), i piSemo

(1.1.2) lim w = f'(a).

Primer 1.1.1. Funkcija z — f(z) = 22 + 3z (z € R) u tacki £ = a ima izvod

2 2
Fla)= tim S 32 =@ 430 a3 =20+ 3.

r—a Tr—a r—a
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Za a =2 imamo f'(2)=7. A
Primer 1.1.2. Kako je

9 si — T+ a
. sinz —sina . sin €08 5

lim ————— = lim

r—a r— a r—a Tr—a

_ sin— r+a . .
= lim cos = 1- lim cos = cosa,
z—a T —a 2 z—a
2
funkcija « — sinz (z € R) u tacki x = @ ima izvod cosa. A

Kako koli¢nik (1.1.1) predstavlja koeficijent pravca secice S koja prolazi
kroz tacke A(a, f(a)) i M(z, f(z)) (videti sliku 1.1.1), vazi jednakost

f(z) — f(a)

r—a

= tan ¢,

gde je ¢ ugao koji secica S zaklapa sa pozitivnim smerom z-ose. O¢igledno,
ugao ¢ zavisi od polozaja tacke M, Sto zna¢i da zavisi od x. S obzirom da
x — a, seCica S tezi tangenti T, koja u tacki A dodiruje krivu y = f(x),
i u grani¢nom slucaju za ugao ¢ vazi jednakost iliié p = «a, gde je a ugao

koji tangenta T" zaklapa sa pozitivnim delom z-ose. Ovo znaci da jednacina
tangente T glasi

r—a Tr—a

y— f(a) =tana- (xr —a), tj. y— f(a)= <lim M) (x —a),
ili, na osnovu (1.1.2),

(1.1.3) y = f(a) = f'(a)(z — a).

Prema tome, geometrijski, izvod f’(a) predstavlja koeficijent pravca tan-
gente T na krivu y = f(z) u tacki A(a, f(a)).
Primetimo da, ako je f’(a) # 0, prava

(L1.4) y— f(a)= -

takode prolazi kroz tacku A i sa tangentom (1.1.3) zaklapa prav ugao. Za
pravu (1.1.4) kazemo da je normala na krivu y = f(x) u tacki A(a, f(a)).
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Sl 1.1.1

Ako je f’(a) = 0, jednacina tangente je y = f(a) i to je prava koja
je paralelna sa z-osom. U tom slucaju, jednacina normale glasi x = a.
Ocigledno, to je prava koja je paralelna y-osi.

Izvod funkcije ima svoje znacenje i u fizici. Neka je, na primer, M mate-
rijalna tacka koja se krece. Kao $to je poznato, ako je njeno kretanje ravno-
merno i ako za interval vremena t tacka M prede put duzine s, tada koli¢nik
s/t predstavlja njenu brzinu kretanja.

Medutim, ako je kretanje tacke neravnomerno, predeni put s je funkcija
vremena ¢, odredena funkcijom ¢ — s(t) (¢t > 0). Neka je tp uoceni trenutak i
t > to. Za vreme t —ty posmatrana tacka M prede put s(t) — s(tg), a koli¢nik
s(t) — s(to)

t—to
U opstem slucaju taj kolicnik nije konstanta, a grani¢na vrednost

i () — s(to)
t—to t— 1o

je srednja brzina njenog kretanja od trenutka ¢y do trenutka t.

predstavlja brzinu kretanja tacke M u trenutku ¢y3. To, zapravo, znaci da
je brzina kretanja materijalne tacke M u trenutku ¢y odredena izvodom
funkcije puta t — s(t) za t = t.

Ako grani¢na vrednost (1.1.2) ne postoji, tada funkcija f nema izvod u
tacki a.

Primer 1.1.3. Kako je
|z| — 10| — : N Mt (U

lim = lim — =-1 i lim —— = lim — =1,
z—0— x—0 z—0 X z—0+ x—0 r—0 T

funkcija « — |z| nema izvod u tacki x = 0.
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Nije tesko pokazati da u svakoj drugoj tacki x # 0 ova funkcija ima izvod. A

Definicija 1.1.2. Za funkciju z — f(z) kazemo da je diferencijabilna funk-
cija u tacki x = a ako se njen prirastaj f(x) — f(a) moze predstaviti u
obliku

f(@) = fla) = Az — a) + o(z — a),

gde je A konstanta.

U stvari, to znaci da je funkcija f diferencijabilna u tacki x = a ako njen
prirastaj u tacki z = a ima oblik
(1.1.5) f(z)— f(a) = Az — a) + w(z)(z — a),

gde je A neka konstanta, a w funkcija za koju je

(1.1.6) lim w(z) = 0.

r—a

Primer 1.1.4. 1° Funkcija = — z? je diferencijabilna u tacki x = a, jer za
njen prirastaj u tacki x = a vazi jednakost oblika

x2—a2:A(:1:—a)+o(x—a),

tj. jednakost

2 —ad% = 2a(x —a) + (x—a)Q.

2° Funkcija = — sin z je takode diferencijabilna u tacki x = a jer vazi jednakost

sinx — sina

—cosa) (z —a),

sinz —sina = cosa(z — a) + (
z—a

koja je oblika
sinz —sina = A(x — a) + w(z)(z —a). A

Napomenimo da je pojam diferencijabilnosti funkcije u tacki x = a ek-
vivalentan postojanju konacnog izvoda funkcije u toj tacki. U stvari, vazi
sledeée tvrdenje:

Teorema 1.1.1. Funkcija x — f(z) (z € U(a)) je diferencijabilna u tacki
x =a ako i samo ako u tacki x = a ima konacan izvod f'(a).

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je funkcija f diferencijabilna. Tada pos-
toje kona¢na konstanta A i funkcija x — w(x) koja ima osobinu (1.1.6) tako
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da vazi jednakost (1.1.5). Ako jednakost (1.1.5) podelimo sa x — a, a zatim
pustimo da z — a, neposredno zakljucujemo da vazi

lim @) = Jta) = A+ limw(z) = A,

Tr—a Tr—a r—a

A.

Obrnuto, pretpostavimo sada da funkcija f ima u tac¢ki x = a konacan
izvod f'(a), tj. neka je

§to znaci da funkcija f u tacki z = a ima konacan izvod f’(a)

tim T =IO 1)
Tada je
by (HL) ) =y LI =TS0

odakle zaklju¢ujemo da je, kada x — a, funkcijaz — f(z)—f(a)—f'(a)(x—a)
beskona¢no mala veli¢ina viSeg reda u odnosu na beskonacno malu veli¢inu
T — T — a, Sto znadi da je

f@@) = f(a) = fla)(x —a) =o(z —a)  (z—a),

tj.
f(z) = f(a) = f'(a)(z — a) + o(z — a).

Ovo znaci da postoji kona¢na konstanta A = f’(a), kao i da postoji funk-
o(x — a)
a

. koja ima osobinu (1.1.6). O

cija x — w(z) =

Primer 1.1.5. Kao §to smo videli, funkcija z — z2 (z € R) ima izvod u tacki
x = 2. Ona je, dakle, u toj tacki diferencijabilna.

Isto tako, funkcija x — sinxz je diferencijabilna u svakoj tacki, jer za svako
r = a ima izvod jednak cosa. A

Za funkciju koja nema izvod u nekoj tacki kazemo da nije diferencijabilna
u toj tacki.

Primer 1.1.6. Kao $§to smo videli, funkcija z — |z| (z € R) nema izvod u
tacki x = 0. Prema tome, ona nije diferencijabilna u tacki x =0. A

Jedna posledica osobine da je neka funkcija diferencijabilna u tacki jeste
sledeée tvrdenje:
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Teorema 1.1.2. Ako je x — f(x) diferencijabilna funkcija u tacki x = a,
tada je f u tacki a neprekidna funkcija.

Dokaz. Tvrdenje teoreme sleduje neposredno ako se u jednakosti (1.1.5)
prede na grani¢ni proces kada x — a. 0O
Naravno, kao §to smo videli u primeru 1.1.3, obrnuto tvrdenje ne vazi.

Tako ¢emo se nadalje, uglavnom, baviti diferencijabilnim funkcijama i nji-
hovim osobinama, ovde ¢emo razmotriti i slucaj kada funkcija  — f(z)
(x € U(a)) nije diferencijabilna u tacki = a, tj. slucaj kada grani¢na vred-
nost koliénika (1.1.1) ne postoji. To je, u stvari, slucaj kada za grani¢ne
vrednosti

(1.1.7) im LD =f@ oy, @@

T—a— r—a z—a+ r—a

vazi jedna od tri moguénosti:

1° obe grani¢ne vrednosti postoje, ali se razlikuju;
2° jedna od njih ne postoji;
3° nijedna od njih ne postoji.
U slucaju 1° kazemo da postoje levi i desni izvod funkcije f u tacki x = a,
oznacavajuéi ih redom sa f’ (a) i f/ (a).
Dakle,

Fla) = tim L@ =@ (@)= tim L@ 1@

T—a— Tr—a r—a+ Tr—a

Primer 1.1.7. U tacki z = 0, funkcija « +— f(z) = |z| ima izvode f (0) = —1
ifl=1 A

U slucaju 2° kazemo da funkcija f ima u tacki x = a levi ili desni izvod,
prema tome koja od grani¢nih vrednosti (1.1.7) postoji.

Primer 1.1.8. Funkcija

x (z <0),
z sin(l/z) (x> 0),

~—

o (o) = {
ima levi izvod u tacki z = 0,

£.(0) = lim f(l“)—f(O)_l"—O:L

z—0— xz—0 z—0
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ali njen desni izvod u tacki = 0 ne postoji jer (videti primer 1.1.1, glava III) ne
postoji grani¢na vrednost
fim L@ SO oy esin@/e) =0 g
z—0-+ z—0 z—0+ z—0 z—0+ x
U slucaju 3° funkcija f nema ni levi ni desni izvod u tacki z = a.
Primer 1.1.9. Neka je
x sin(1/x) (z #0),

fo(x):{o (z = 0).

Kako je (videti primer 2.1.2, glava III) funkcija f neprekidna u tacki z = 0,
formalnim se pristupom dobija
lim f(@) = £(0) = lim 2P sin(1/z) = 0 = lim sin 1 .
z—0 x—0 z—0 xz—0 T— T
Medutim, poslednja grani¢na vrednost ne postoji jer funkcija z +— sin(1/z),
kada zx tezi ka 0, nema ni levu ni desnu grani¢nu vrerdnost. To, zapravo, znaci
da u tacki x = 0 funkcija f nema ni levi ni desni izvod. Dakle, funkcija f nije
diferencijabilna u tacki x = 0. A
Za funkciju koja u nekoj tacki ima levi izvod kazemo da je u toj tacki
diferencijabilna sa leve strane. Isto tako, za funkciju koja u nekoj tacki ima
desni izvod kazemo da je u toj tacki diferencijabilna sa desne strane.
Zbog toga se sada moze reéi da funkcija z — f(z) (x € U(a)) ima izvod
f'(a) u tacki x = a, ako postoje izvodi f’ (a) i f! (a) i ako su oni jednaki.
Napomenimo da funkcija koja je neprekidna samo sa leve strane u tacki
T = a, u toj tacki moze imati samo levi izvod. Isto tako, funkcija koja je u
tacki x = a neprekidna samo sa desne strane, u toj tacki moze imati samo
desni izvod.
Medutim, suprotno definiciji 1.1.1, moze se desiti da grani¢na vrednost
(1.1.2) nije konacna, tj. moze se desiti da je

B 10 SN 5 o 1) S
z—a T —a z—a T —a
U tom slucaju za funkciju x — f(x) kazemo da u tacki z = a ima

beskonacan izvod, oznacavajuéi ga takode sa f’(a). I tada se moze govoriti
o tzv. levom ili desnom beskona¢nom izvodu u tacki z = a.

Kao sto smo videli, diferencijabilnost funkcije u nekoj tacki je jedna njena
lokalna osobina. Prirodno je o¢ekivati da postojanje te osobine indukuje neka
druga svojstva posmatrane funkcije. U ovoj glavi bice, uglavnom, re¢i o tim
indukovanim osobinama funkcija.

Saglasno definiciji 1.1.1 moze se posmatrati izvod funkcije koja je nepre-
kidna na ¢itavom segmentu [a, b].
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Definicija 1.1.3. Neka f € Cfa,b]. Ako za svako z € [a, b] postoji grani¢na
vrednost??)

(1.1.8) lim 7"0()2 - i(x),

kazemo da funkcija x — f(x) ima izvod u proizvoljnoj tacki z € [a,b] ili da
je diferencijabilna na [a, b].

Taj ¢emo izvod oznacavati sa y' ili f/(z), tj.

y’:f’(x): lim f(X)—f(ﬂj)

X—x X —z

Dakle, izvod funkcije f predstavlja funkciju = — f’(z) koja se na ovaj
naé¢in moze pridruziti polaznoj funkciji  — f(z). Vrednost f’(a) predstavlja
izvod f’(x) u tacki x = a, $to se Cesto simbolizuje sa

r=a

Grani¢na vrednost (1.1.8) za izvod funkcije x — f(z) moze se posmatrati
u razli¢itim oblicima pisanja. Naime, ako uvedemo oznake

Y = f(X), Ae=X-z, Ay=f(X)—f()=flr+Az)—fz)=Y -y,

izvod funkcije f je odreden sa

! ! f(X)—f(ﬂj)
. T+ Azx) — f(x
:Ali@of( A; f(z)
= lim Y-y
Xz X —x
= lim &
Az—0 Ax

Napomenimo da se za prirastaj argumenta X —x ¢esto, umesto Ax, koristi
i oznaka h.

29) Zax = aixz = b podrazumevamo da postoje desna i leva graniéna vrednost,
respektivno.
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Kao §to ¢emo u narednim odeljcima videti, izvode nekih funkcija kojima
¢emo se u narednim primerima baviti, uz neka nova saznanja, moguce je rela-
tivno lako odrediti. Ipak, u ovom odeljku odredi¢emo izvode nekih osnovnih
elementarnih funkcija, oslanjajué¢i se samo na definiciju 1.1.3.

Primer 1.1.10. Neka je n prirodan broj i z — z" (z € R).
Kako je

n__ [T) n ny) n-—-1 n n—1 n n
(z+ Azx) —<0>:1: +<1>x Az + —|—<n_1>xA:J: —i—(n)Ax,

jedno za drugim dobijamo

s . (z+Az)" — 2"
pr— l _—
(%) Aérgo Ax
_ lim 2" +nz" Az 4 -+ nzAs” T+ Az — 2"
- Az—0 Az
nz" 1Az + Mw”72Ax2 4ot nzAz" T A"
= lim 2
Axz—0 Az
(nx”fl + Mw”72Ax 4ot nzAz" 2 4+ AxY“l)Ax
= lim 2
Axz—0 Az
_ -1 _ _ _
= AlinlO(mc” Ly n(nT)x" Az + -+ nzAx" 2 4 Az 1),
T—

tj.

(™) =nz"" ' A

Primer 1.1.11. Ako je z — ¢” (z € R), u skladu sa definicijom 1.1.3, imamo

(em)’: lim exiz lim ex.&:ex. lim &
X—z X —x X—x X—z X5z X—z '
t.
(") = e,
eXTT 1
jer j ideti pri 2.1.3, gl I lim ——=1. A
jer je (videti primer , glava III) Jim
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Primer 1.1.12. Neka jea >01ia # 1. Ako je z — a” (z € R), imamo

( x)/ i ar—i—Am _a” i ar(an _ 1)
a = lm — = llm —=
Az—0 Ax Az—0 Ax
sy aAm -1 sy eAm loga _ 1
=¢ - llm ——=a¢"+ llm ——MM
Ax—0 Az Az—0 Ax
loga - (6Am loga _ 1) Axloga 1
xT . T . e —
=a" - lim =a loga lim ———
Az—0 Az loga Az—0 Az loga
xr
=a" loga

eAx loga _ 1

jerje lim —— =1. A
Jer e AachEO Az loga

Primer 1.1.13. Za funkciju = — logz (z > 0) imamo

. log(x 4+ Az) — logx . 1 z+ Az
l /: 1 == 1 ~ l
(logz)’ = lim Az Arso Az OB
- 1 =z 4+ Az 1 . Ax /Aw
= A, (5 Az %8S ) =g aimlog (1 + 7)
1
Tz

jer je

z/Ax z/Azx
lim log (1 + &> = log ( lim <1 + %) > =loge = 1.
Axz—0 x Az—0 x

Napomenimo da za parnu funkciju = +— log|z| (z # 0) imamo (log|z|) =
1/z. A

Primer 1.1.14. Posmatrajmo funkciju = — z¢, gde je o realan broj.

Kao §to je poznato (videti primer 1.1.12, glava I), funkcija = — 2% definisana
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je pomocu 2 = e*1°87 (2 > 0). Stoga je

(x + Az)® — x®

ay/ .
=1
(=%) Aro Az
e log(z+Ax) R’ log x
= 1.
Aérgo Az
. ealogm(ealog(m+A:c)falogx _1)
Az—0 Ax
olo e log(1+Az/x) 1
=% %% lim
Az—0 Ax
alog(l+Az/z) 1
—2% lim (2 X log(1 + Ax/z)- &
v Aolﬂrgo<x Az og(l + Az/z) alog(l 4+ Az/x)
z/Ax alog(l+Az/z) _
=az® ! lim 10g<1—|—&> . lim & !
Az—0 x Az—0 alog(l+ Az/x)
:axa—l

jer je (videti primer 2.1.4, glava III)

z/Ax
Ax) =loge=1

z/Ax
lim 10g<1 + — Ax)
Az—0 x

=log lim (1 + —
Az—0 x

alog(l1+Az/x) 1
c =1 A

Alirgo alog(l 4+ Az/z)
Primer 1.1.15. 1° Na osnovu primera 1.1.2, nije tesko zakljuciti da je
(sinz) = cosx (x € R).
2° Za funkciju z — cosz (x € R), dobijamo

cos(x + Azx) — cosx

/ . . —2sin(x 4+ Az/2)sin(Ax/2)
(ona) = Jim, ST = i, i
_ . . Az . sin(Axz/2)
N Alglcgo s (x T ) Alglcgo Az /2
. . Az
= Jim (e + 57)

= —sinx. A

127
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Primer 1.1.16. Kako je, za a, 3 € R,

tana—tanB:M i cota—cotﬂz—w,
cos acos 3 sin asin 8
jedno za drugim dobijamo
. tanX —tanzx . sin(X — x)
t "= lim &L =]
(tanz) X X -z X (X —z)cos X cosx
~ fim 1 lim sin(X — x)
X—zcosXcosx X—z X-—=
1
"~ cos?z
i
cot X — cot x . —sin(X — z)
tz) = lim ————— = = |
(cot ) X0 X -z X (X —z)sin X sinx
. 1 . osin(X — )
- _ lim — . im 2\ 7
Xlglx sin X sin x Xlgx X -z
1
= — A
sin? x

Oznake y' i f'(x), za izvod funkcije x — y = f(x), uveo je u literaturu
Lagrange®®). Mi ¢emo, ponekad, da bismo naglasili da je u pitanju izvod u
odnosu na promenljivu x, umesto y’ ili f’(x) koristiti i oznake y., tj. f.(x).

Isto tako, za izvode y' i f'(x) koristi¢emo i oznake Dy i Df(z), a ako
je potrebno da naglasimo da je izvod po promenljivoj x, pisa¢emo D,y ili
D, f(z). Oznaku D uveo je Cauchy.

d
Leibnitz3?) je uveo oznaku e simbolizuju¢i njome izvod funkcije x —
y=f(z) sa
d dy . d df (x)
y=—y=-" i flz)=—fl)=-"2-,
gde je ocigledno da se radi o izvodu po promenljivoj z.

Mi éemo, prema potrebi, koristiti svaku od ovih oznaka. Operatorski po-

smatrano, D = T predstavlja tzv. operator diferenciranja koji se primenjuje
x

na funkciju koja stoji iza operatora. Napomenimo da i znak ’ treba shvatiti
kao operator diferenciranja. Dakle, ovaj operator funkciji f pridruzuje njen
izvod f'.

30)  Joseph Louis Lagrange (1736-1813), francuski matematicar.

31 Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), nemagki filozof i matematicar.
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1.2. Diferencijal funkcije

U prethodnom odeljku definicijom 1.1.2 uveli smo pojam diferencijabil-
ne funkcije u tacki x = a i konstatovali da su postojanje konacnog izvoda
funkcije u nekoj tacki i diferencijabilnost funkcije u toj tacki ekvivalentni
pojmovi. Dakle, funkcija f je diferencijabilna u proizvoljnoj tacki X = x,
ako se njen prirastaj f(X) — f(x) u toj tacki moze predstaviti u obliku

fX) = fl@) = f1(@)(X = 2) + o(X — ),

tj.

(1.2.) F(X) = f(@) = F(@)(X = 2) + w(X)(X —2),
gde funkcija w zadovoljava uslov

(1.2.2) lim w(X) =0.

X—zx

Ovde je formulacija data za tacku x, umesto za tacku a kako je dato u
definiciji 1.1.2.

Definicija 1.2.1. Ako je funkcija f diferencijabilna u tacki X = =z, za
velicinu f'(x)(X — x) kazemo da je diferencijal funkcije u tacki X = =z,
oznacavajudi ga sa df ili df (z).

Dakle, diferencijal df(x) je proizvod izvoda funkcije u tacki X = =z i
prirastaja argumenta Az = X — x, tj.

(1.2.3) df (z) = f'(z)(X — ) = f'(x)Ax.

Diferencijal df (z) je linearna funkcija promenljive X i definisan je za svako
realno X. Sta viSe, diferencijal se moze posmatrati i kao linearna funkcija
prirastaja Az = X — .

Y Y=f(X)
N -
T Af(x)
M df(x)
=
z Az X X

Sl 1.2.1
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Ako je funkcija f zadata sa x — y = f(x), za diferencijal df (x) koristimo
oznaku dy i pisemo dy = y' Ax.

Posmatrajmo sada krivu y = f(z) prikazanu na slici 1.2.1, tacke M (z,y)
i N(x+ Az,y+ Ay) i tangentu krive u tacki M ¢&ija je jednacina data sa

Y —y=f(z)(X —a).

Neka je T tacka na tangenti sa apscisom z + Az. Njena ordinata je
odredena sa

V=y+ (@)X —2)=y+ f(zx)Az =y +dy.

Prema tome, ta tacka je T(x + Axz,y + dy). Ocigledno, geometrijski,
diferencijal dy funkcije f predstavlja razliku ordinata tacaka 1" i M.

Primetimo, takode, da diferencijal dy funkcije f predstavlja prirastaj tan-
gente u tacki X = x, odgovarajuéi pritom prirastaju argumenta Ax.

Sto se interpretacije diferencijala u fizici tice, ona se ogleda u slede¢em:
Ako je s(t) put koji je prevalila materijalna tacka M za protok vremena t,
tada je

brzina kretanja tacke M u trenutku ¢t. Kako je ds = s'(t)At, tj. ds/At =
s'(t), zakljutujemo da je diferencijal ds put koji bi materijalna tacka presla
za interval vremena At da se je kretala stalnom brzinom jednakoj brzini svog
kretanja u trenutku ¢.

Diferencijalu funkcije (1.2.3) moze se dati i tzv. simeteri¢an oblik. Naime,
ako uzmemo linearnu funkciju definisanu sa g(X) = X, njen izvod je jednak
jedinici u svakoj tacki tako da za diferencijal takve funkcije u tacki X = x
imamo

dg(z) =dr =1 Az,

odakle zaklju¢ujemo da se prirastaj argumenta Ax = X — x moze izraziti
kao diferencijal linearne funkcije X +— X u tacki X = z, tj. Ax = dx. Dakle,
imamo

df (z) = f'(z)dx ili  dy=1v'dx.

Primer 1.2.1. Nije tesko zakljuciti da vaze sledeée jednakosti:

d(z™) =na""tde (neN), d(z*) = az* 'dz (a€R),
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d(e”) = e* dz, d(a®) = a"logadr (a>0), d(logz) = 1 dz,
x
d(sinz) = cosz dz, d(cosz) = —sinzdz. A

Na osnovu izlozenog neposredno zaklju¢ujemo da je f/(z) = dy/dz, ¢ime
se veoma jednostavno opravdava Leibnitzova oznaka operatora diferenciranja
a, Sta viSe, na osnovu ovoga se dozvoljava upotreba oznake dy/dx kao ra-
vazi 1 za operator diferenciranja d/dx, pa je to ,razlomak® ¢iji je ,brojilac“
d i ,imenilac* dx. Kao sto éemo videti, ovakvo shvatanje operatora diferen-
ciranja d/dz olaksa¢e nam njegovu primenu.

1.3. Neke primene diferencijala funkcije
U opstem slucaju prirastaj funkcije Ay i njen diferencijal dy se medu

sobom razlikuju. Kako je dy = f'(z)Awx, iz jednakosti (1.2.1) i (1.2.2), tj. iz

Ay = f'(2)Az + w(X)Ax ()I(iglxw(X) = O>,

za f'(x) # 0, dobijamo

_By Ay, wlX)
fl@)Ae — dy ~ f(z)’
odakle sleduje
Ay _
Avmo dy

Prema tome, prirastaj Ay i diferencijal dy su ekvivalentne beskonacno
male veli¢ine kada Ax — 0, tj. kada X — z. Dakle, za male vrednosti Ax
moze se uzeti da je

t.
flz+Ax) — f(z) = f'(z)Ax,

Sto daje moguénost aproksimacije prirastaja funkcije njenim diferencijalom.
Na osnovu ove jednakosti moze se odrediti priblizna vrednost funkcije u tacki
x + Ax. Dakle,

(1.3.1) flx+ Az) =~ f(z) + f'(z)Ax.
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Primer 1.2.1. Ako je |h| mnogo manje od jedinice, §to se oznacava sa |h| < 1,
na osnovu (1.3.1) moze se dobiti jedna tipi¢na ,inzenjerska formula“

(1.3.2) VIth =~ 1—1—%/1.
Naime, za f(z) = +/z, z = 1, Az = h, formula (1.3.1) svodi se na

V1+h ~ \/T+L-h,
2v1
tj. na (1.3.2). Na primer, za h = 0.1 imamo v1.1 &~ 1.05. A
Primer 1.2.2. Ako je potrebno da se priblizno odredi vrednost /27.3, po-

smatra¢emo funkciju definisanu sa f(z) = /.

Kako je f'(z) = %x_2/3, formula (1.3.1) se svodi na

1
Vr+ Ar ~ Iz + 3—%Aw,
T
odakle, ako stavimo x = 27 i Az = 0.3, dobijamo

1
V273 ~ V21 + ﬁ\3/27 0.3 ~ 3.011.

A

Primer 1.2.3. Da bismo priblizno odredili vrednost sin47°, posmatra¢emo
funkciju x — f(x) = sinz za koju formula (1.3.1) postaje
sin(z + Az) ~ sinx + cosx Ax.

U konkretnom slucaju, za

ZE:45O:£ i A;p:Qo:;r_O,
imamo - - - i
sin 47° zsin(z—l— %) ~ sz +COSZ 90’
tj.
2 V2 oo
ind7° ~ =+ -=-— ~ 0.73L
sin 47 5 + 2 90 0.73 A

Pret-

Ukazademo ovde na jo§ jednu moguéu primenu formule (1.3.1).
postavimo da je funkcija x +— f(z) diferencijabilna u intervalu (a,b) i da

u tom intervalu ima jedinstvenu nulu x = £. Dakle, neka je f(§) = 0 i

f'(z) # 0 za svako z € (a,b).
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Stavimo £ = x 4+ Az, gde je x = x¢ neka vrednost u okolini nule £. Tada,
primenom formule (1.3.1), imamo

0=F() = f(zo+Az) = f(zo) + f'(x0) A,

tj. Az~ —f(x0)/f (z0), $to znaci da nulu £ mozemo aproksimirati pomocu

f(20)
E=x9+Ax =~ x9 — .
f'(xo)
Ako desnu stranu u ovoj jednakosti oznac¢imo sa x1, tj. stavimo
1 = Ty — f(x[])
f'(zo)’

tada sleduje da je £ ~ x;. Stavljajuéi sada x; umesto zy, dobijamo novu
aproksimaciju £ ~ xo, gde je

Ty = X1 — f(:El)
f'(@1)
Nastavljajuéi ovaj postupak mozemo konstruisati niz {z)},>5 stavljajudi
f(z)
T =T — k=0,1,...).
k+1 k f’(xk) ( P )

Na ovaj nacin dobijaju se vrednosti zp (k = 0,1,2,...), koje su aproksi-
macije za £. Moze se pokazati da je ovaj niz konvergentan i da mu je granica
&. Navedeni postupak odredivanja pribliznih vrednosti za £ poznat je kao
Newtonov®? metod ili metod tangente. Za detalje u vezi sa ovim metodom
videti knjigu: G. V. MILOVANOVIC, Numericka analiza, I deo (treée iz-
danje), Naucna knjiga, Beograd, 1991.

1.4. Teoreme o izvodima

U ovom odeljku ukaza¢emo na neke osnovne osobine operatora diferen-
ciranja. Pri tome, ako nije drugacije naglaseno, smatratéemo da se pojam
diferencijabilnosti funkcije odnosi na tacku zx, ali da se moze uzeti i kao
diferencijabilnost na intervalu (a,b).

32) Tsac Newton (1643-1727), veliki engleski matematicar i fizicar.
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Teorema 1.4.1. Ako su x — f(x) i x — g(x) diferencijabilne funkcije,
diferencijabilna je i funkcija

z— F(z) =af(z) +0g(x)  (a,f€R)

1 vazi jednakost
(1.4.) F'(z) = (af(2) + By(x))" = af'(x) + B ().
Dokaz. Na osnovu definicije neposredno imamo

F'(z) = (af(z) + Bg(x))’
af (x4 Ax) + Bg(z + Azx) — (af (x) + By(x))

- AlglgIEO Az

i ME@HAD) —af(@) L Byle + Az) - By(e)
Az—0 Az Az—0 Ax

L fla+Az)— f(x) g(z + Azx) — g(x)

= Jim Ar +68 Jim Ar

= af'(z) + B (z). O
Dakle, na osnovu (1.4.1), tj. na osnovu jednakosti
D(af(z) + By(x)) = aDf(z) + B Dy(z),

zakljuCujemo da je operator diferenciranja linearan.

Primer 1.4.1. Kako su funkcije = — 322 (z € R) i z — 5/ (z > 0) diferen-
cijabilne funkcije, za x > 0 vazi jednakost

2 / 24/ / 5
3 5 =3 5 =6 —. A
(3% +5VE) = 3(a) +5(VF) = 6o+ 5
Primer 1.4.2. Za hiperboli¢ne funkcije
x _ -z x —x
stinhx:% i choshx:%,

imamo

/
(sinhz) = (%(em - em)) = %(em —e ") = %(em +e *)=coshz,
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/

(e +e ") ==(e"—e ¥) =sinhz. A

(cosh )’ = <%(ew +ex)>/ - !

DN | =

Nije tesko primenom matematicke indukcije zakljuciti da za n diferenci-
jabilnih funkcija = — f;(z) (i =1,2,...,n) vaz

<Zn: aifi($)), = Zn: a; fi(@).
i=1 i=1

Teorema 1.4.2. Ako su x — f(x) i x — g(x) diferencijabilne funkcije,
diferencijabilna je i funkcija x — y = f(x)g(x) i vazi jednakost

y = (f@)g(@)) = f(x)g(z) + f(z)d (x).

Dokaz. Kako je

jedno za drugim sleduje

y = (f(a)g(x))
_ oy [t An)g(a + Az) — f(@)g(x + Az) + f(2)g(x + Az) — f(2)g(x)

T Az—0 Az
= Aimy e Afi /) 9@+ Az) + lim f(z+ Az) g(z + AAxx) —g9(x)
= f'(x)g(x) + f(x)d (x),

¢ime je tvrdenje dokazano. [
Primer 1.4.3. Ako je f(z) = z? i g(z) = sinz, tada je

(f(x)g(:z:)), = (2%sinz) = (%) sinz + z*(sinz)’ = 2wsinz + 2% cosz. A

Primer 1.4.4. Kako je sin 2z = 2sinx cos z, za funkciju = — sin2z (z € R)
imamo

(sin2z) = (2sinz cosz)’ = 2(sinz cosz)’ = 2((sin )’ cosz + sin x(cosx)/)

= 2(cosz cosz + sinz(—sinz)) = 2(cos2 z — sin? x) =2cos2zx. A

Za koli¢nik dve diferencijabilne funkcije vazi:
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Teorema 1.4.3. Ako sux — f(z) i x — g(z) (# 0) diferencijabilne funkci-
je, diferencijabilna je i funkcija x — F(x) = f(x)/g(x) i vazi jednakost

Dokaz. Kako je

P = (L) < o (Lerdg - 1)

= lim Jf(x+ Ax)g(x) — f(x)g(x + Ax)
Az—0 g(z + Az)g(z)Ax
Az—0 g(z + Az)g(x) Az—0 Az

1, [t An)g(z) — f(z)g(x) - fla)g(z + Ax) + f(z)9(2)

1 . . gz + Az) —g(x)
—m(g%lﬁo Av - f(@) Jim Ar )

tvrdenje je dokazano. [

Primer 1.4.5. Ako je f(z) =sinz i g(z) = 22, za  # 0 imamo

. . 12 /. . .
(smx)’ (sinz)z? — (%) sine  x?cosz —2zsinz xcosz — 2sinz A

2 (22)2 v 3

Primer 1.4.6. Za funkciju x — tanz (x # (2k + 1)7/2) vazi

. /
sin 1 .\ . ’
tanz) = = -
(tanx) <cosa:) - ((sinz)' cosz — sinz(cosz)")

1 . .
= ——5—(cosz cosx + sinzsinx)
cos? x
1
= 5—- A
cos? x

Primer 1.4.7. Primenom teoreme 1.4.3, za hiperboli¢ne funkcije

sinh x coshx
T +— cothx = —
coshx sinh x

(z € R),

—-

z +— tanhx =
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neposredno sleduje

(tanhz)’ = ( sinh z ) ! _ (sinh x)’ cosh z — sinh z(cosh )’
cosh z cosh2 =
. cosh? x — sinh? z
B cosh?
1

~ cosh?z

i sli¢no )
/

(cothz) = T A

Napomenimo da se za teoreme dokazane u ovom odeljku cesto kaze da
predstavljaju pravila za traZemje izvoda.

Ako su z — f(x) i x — g(z) diferencijabilne funkcije, za odredivanje
diferencijala vaze slede¢a pravila:

d(f(x) + g(x)) = df (x) + dg(),
d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x),
(z)) = adf

':U)7

df (x) — f(x)dg(x)

5 .

(
)

1.5. Izvod inverzne funkcije

Pretpostavimo da je funkcija « — f(x) neprekidna i strogo monotona u
nekoj okolini tacke z. Tada (videti teoremu 1.7.1, glava I) postoji inverzna
funkcija f~! odredena sa x = f~1(y).

Dokazacemo da za takve funkcije vazi sledece tvrdenje:
Teorema 1.5.1. Ako je f diferencijabilna funkcija u tacki x i ako je f'(x) #
0, tada je diferencijabilna i njena inverzna funkcija f=1, u tacki y = f(x), i
vazi jednakost

(1.5.1) (f ) =

Dokaz. Pre svega, iz x = f~(y) iy = f(2) sleduje

Az=f"y+Ay)—f'y) 1 Ay=fla+Az)— f(a)
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Kako su funkcije f i f~! neprekidne, moze se zakljuciti da Ay — 0 kada
Ax — 0, ali, isto tako, i da Ax — 0 kada Ay — 0. Stoga je

o e Ty Ay) = )
(f (y)) - AI;IEO Ay
. Ax
im
220 Fla + Aa) — F(@)
1
TGt A @)
Az—0 Az
odakle, zbog diferncijabilnosti funkcije f, sleduje
1
) = :
U0 =7
Dakle, za izvod inverzne funkcije imamo simbolicku formulu
1
D, fHy) = ———.

Na osnovu prethodne teoreme zakljuCujemo da se trazenje izvoda neke
funkcije moze svesti na trazenje izvoda njoj inverzne funkcije.

Primer 1.5.1. Ako je y = arcsinz (—1 < z < 1) sleduje
1 1 1 1

N
arcsinx) = — = = = . A
( ) (siny)’  cosy /1 —sin?y V1-—a?2
Primer 1.5.2. Za y = arccosz (—1 < z < 1) imamo
(arccosz) = ! 1 __ ! S
(cosy)’ siny /1 —cos2y VI—aZ
Primer 1.5.3. Za funkcije
T — y = arctanx i x+—y=arccotz (—oo < x < +400)
dobijamo
(arctan )’ = 1 _ 1 =cos?y = L -
~ (tany)’  1/(cos?y) v= 1+tan?y 1+a2’
i
(arccot x)" = L _ L = —sin?y=— ! —
(coty)  —1/(siny) Y 1+ cot?y 1+22°
Primer 1.5.4. Za y =logz (z > 0), zbog x = €Y, imamo

1 1 1 1

! _ — —
(lng) B (ey)’ - ey - elog - x A
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1.6. Izvod slozene funkcije

Neka je funkcijama
r—ou=g(x) (x€D) i u—y=fu) (u=g)eg(D))
definisana slozena funkcija
vy =f) = f(g(0)) = F(z) (v D).

Teorema 1.6.1. Ako je g diferencijabilna funkcija u tacki x, a f diferenci-
jabilna u tackiu = g(x), tada je, u tacki x, diferencijabilna i sloZena funkcija
F i vazi jednakost

U—-u U—-u
Tada je
FX)-F() _ fU) = fw) ¢g(X)—g(x)
X -z U—u X—-z
odakle dobijamo
F'(z) = lim F(X) - F(z)

X—x X —=x

o T ) )~ ole)
U—u U—-u X—z X —=zx

= f'(u)g' ()
= f'(g(2))d (x),

jer, kada X — x, zbog neprekidnosti funkcije g, sleduje da g(X) — g(x), tj.
daU —wu O
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Dakle, ako je y = F(x) = f(g(x)), zaklju¢ujemo da za operatore D i d/dx
vaze jednakosti

y' =Dy =DyF(z) =Dy f (9(x)) = Duf(u) Dag()

dy d d d d d
/
Y7 o da:() du()dx du()da:()

Primer 1.6.1. Neka je y = f(z) = (22 + 1)!%. Ako stavimo y = u!% i
uw=1x>+ 1, imamo

Y = f'(z) = Duf - Dou = 100u” - 22 = 200z(z* + 1)?. A
Primer 1.6.2. Neka je y = V/sinz (z € R). Ako stavimo
y= u, wu=sinz,

dobijamo
1

3/
SlIl2 xT

/ / !/

1 1
yx:yu-ux:§\3/—u_2 cosr. A

COSXx =

W =

Primenom teoreme 1.6.1 moze se lako dokazati sledece tvrdenje:

Teorema 1.6.2. Ako je parna funkcija diferencijabilna, njen izvod je ne-
parna funkcija. Ako je neparna funkcija diferencijabilna, njen izvod je parna
funkcija.

Za izvod kompozicije od vise diferencijabilnih funkcija vazi:

Teorema 1.6.3. Ako su funkcije ux, — fr(ux) (k=1,2,... ,n) diferencija-
bilne, tada je i kompozicija x — F(x) = (fio fao---o f,)(x) diferencijabilna
funkcija i vazi jednakost

Fi(x) = fi(ur) fa(uz) - f5,(un),

gde suu, =z i ug_1 = fr(ux) (k=n,n—-1,...,2).

Primer 1.6.3. Neka je y = sin®(z? + 1) (z € R). Ako stavimo
y:us, u = sinwv, v:xQ—l—l,
imamo

Y =y ul vl = (Duu®) (Dy sinv) (Dx(xQ—l—l)) = 6zsin®(z”+1) cos(z®+1). A
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Napomena 1.6.1. Primenom teoreme 1.6.1, lako se moze dokazati teorema
1.5.1 o izvodu inverzne funkcije. Naime, kako je

(@) ==

na osnovu teoreme 1.6.1, vazi

odakle sleduje jednakost (1.5.1).

Ponekad je, da bi se odredio izvod diferencijabilne funkcije  — y = f(z),
zgodnije posmatrati pogodno izabranu slozenu diferencijabilnu funkciju

(L6.1) y— Fly) = F (f(2)) = G(a).

Iz (1.6.1), na osnovu teoreme 1.6.1, diferenciranjem dobijamo
Fy)y' = G'(x),

odakle sleduje
1
/

T F(y)

Ovaj nacin trazenja izvoda se Cesto primenjuje ako se za funkciju F' uzme
F(y) = logy. Tada iz logy = G(x) dobijamo

y G'(z)  (F'(y) #0).

iy'ze'm, Gy = fx) = 4G (@) = F(@)C' ().

Primer 1.6.4. Neka je y = 2°"% (z > 0). Tada je

logy = log (:1: =sinz logx,

sin x)

odakle diferenciranjem dobijamo

’ .
Y _ cosz logx + Smx,
Y x

tj.

y = y(COS% logx + w) = xsmx<cosx log = + Smx). A
X X
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Odredivanje izvoda na nacin kako je to u¢injeno u primeru 1.6.4, naziva
se logaritamsko diferencirange.

Kao §to smo videli u odeljku 1.9, glava I, pod odredenim uslovima, jed-
nakost
F(x,y) =0 (x € Dy, y € Dy)

implicitno definiSe funkciju
z—y=f(z) (z € Dq)

za koju je
F(z,y) = Flz, f(2)) = 0.

Pretpostavimo da je f diferencijabilna funkcija. Pokaza¢emo da se, u slu-
¢ajevima kada funkcija F' ima podesan oblik, primenom teoreme 1.6.1, moze
odrediti izvod funkcije f, bez njenog eksplicitnog odredivanja.

Na primer, ako su z — g(z) i y — h(y) diferencijabilne funkcije i ako je

F(z,y) = g(z) + h(y) = g(z) + h(f(2)),
9(x) + h(f(z)) =0,
diferenciranjem dobijamo
g'(@)+ W (f(x) f(x) =0, ti. g'@+H(yy =0,

odakle, ako je h'(y) # 0, sleduje

fla)y=y = - (W (y) # 0).

Primer 1.6.5. Neka je F(x,y) = z? + y2 — 1 = 0. Diferenciranjem dobijamo
22 + 2yy’ = 0, odakle sleduje v/ = —x/y (y #0). A

Primer 1.6.6. Ako je F(z,y) = e”sinz+eY cosy — 2 = 0, posle diferenciranja
dobijamo
e”(sinz + cosx) + e¥(cosy — siny)y’ =0,
tj.
e (sinz 4 cos z)

/ ™
=— <= —+knm, k Z) A
Y eY(siny — cosy) (y 7 g TR R
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Napomena 1.6.2. Nije tesko zakljuciti da je moguée odrediti izvod implicitno
definisane funkcije x — y = f(z) i u sluéaju kada je ona zadata jednakoséu

F(ifjlgm)hi(y)) 0,

ako su funkcije z — g;(x) i © — h;(x) diferencijabilne i ako je ispunjen uslov
n
> gi(@)hi(y) #0.
=1

Primer 1.6.7. Ako je jednako3éu F(z,y) = e cosy + €Y sinz = 0 definisana
diferencijabilna funkcija  — y = f(z), primenom teoreme 1.6.1 dobijamo

. xT
Ysinz) = e” cosy + € cos ,

/ X .
y (e"siny —e
t.
e’ cosy +eYcosx

y =f(z)= A

e*siny —e¥sinz
1.7. Tablice izvoda elementarnih funkcija

Na osnovu primera iz odeljaka 1.4, 1.5 i 1.6, moguce je saciniti tabelarni
pregled izvoda osnovnih elementarnih funkcija.

:xn /_nxn—l
:ex / em
=a” "=a"loga
1
y =logz y =-
x
y = sinx "= cosx
Y = Ccosx = —sinx
1
/
Yy =tanz Yy = 5
cos?
1
J— /.
Yy =cotx = 5
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1
. /
= arcsin x = —
y Y= —
1
/
= arccos x =
y y —
1
y = arctan y =
1+ 2
1
Yy = arccot x Yy = —
1+ 22
y = sinhz Yy = coshz
y = coshx Yy =sinhz
1
= tanh x - _ -
Y Y cosh? z
1
= cothxz r—
Y Y sinh? z

Primetimo da su isvodi ovih elementarnih funkcija, takode, elementarne
funkcije.

1.8. Izvod funkcija u parametarskom obliku

Neka je T' = [, ] i neka su funkcije ¢ i ¢ definisane pomoéu

r=o) i y=¢@) (teT)

Kao sto smo videli (odeljak 1.8, glava I), ako je funkcija ¢ strogo monotona
za t € T, tada je pomocu ¢ i 9 definisana funkcija

vy =fl@)=v(e (@)  (zep)).

Isto tako, ako je za t € T funkcija v strogo monotona, funkcije 1 i ¢ odreduju
funkciju

y—a=g@) =@ (y) (yeu()).

Posmatrajmo sluc¢aj kada su pomocu funkcija ¢ i v definisane funkcija
f ili funkcija g. U svakom slu¢aju, ako bi bilo koja od funkcija f ili g bila
diferencijabilna, sa malom ili ve¢om teskoéom mogli bismo, primenjujuéi
teoremu o izvodu slozene funkcije (teorema 1.6.1), da odredimo izvod svake
od njih. Medutim, i u tom slu¢aju, kao i u slu¢aju kada nije mogucée odrediti
odgovarajuée analiticke izraze za funkcije f ili g ili kada njihovo odredivanje
nije potrebno, izvodi funkcija f ili g mogu se naéi neposredno.



1ZVvOD 1 DIFERENCIJAL FUNKCIJE 145

Teorema 1.8.1. Ako su ¢ i diferencijabilne funkcije na segmentu T i ako
je ¢'(t) # 0, tada je i funkcija f diferencijabilna i vazi

y = f'(z) = (tel)

Dokaz. Kako su ¢ i ¢ diferencijabilne funkcije, vaze jednakosti
der=¢'(t)dt 1 dy='(t)dt
na osnovu kojih neposredno sleduje

LAy w0l 00

VPO =T voa o0

Teorema 1.8.2. Ako su ¢ i diferencijabilne funkcije na segmentu T i ako
je ¥'(t) # 0, tada je i funkcija g diferencijabilna i vazi

Y =gw)=T (e

Napomenimo da se za izvode ¢'(t) i ¢/(t) umesto z} i y;, respektivno,
koriste oznake & i y. Tada se y;, i ¥}, oznacavaju sa y, = y/, kao i zj, = /7.

Primer 1.8.1. Funkcijama ¢ i 9, odredenim pomocu
(1.8.1) x = p(t) = cost i y=1v()=sint (0<t<m),

definisana je funkcija

z—y=f(z)=1 <<p71(x)> = sin(arccos ) (-l<z<).

Kako je # = ¢'(t) = —sint i y = ¢'(t) = cost, na osnovu teoreme 1.8.1, sleduje
dy v cost . cost x
/ /
= 5 = T = -0 t]. = — = — .
Yo = 3 T & sint’ ! Yo V1 —cos?t V1— 22

Naravno, do istog rezultata moguée je doéi i na sledeéi nacin: Iz (1.8.1) sleduje
%+ y2 = 1, odakle, zbog y > 0, dobijamo

y=v1-—22 (-l<z <),
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a odavde sleduje

dy d x cost cost
/ . /
=2 =_—_\1—-22=-——"" t. = — — A
Y2 =4z ~ 4w v V1—22 o Ve V1 —cos?t sint

Primer 1.8.2. Neka su date funkcije

2 cos? t i ty =(t) = el sin’ ¢,

t—r=9()=c¢
gde jet £ 7m/4+ km (k € Z). Kako je
/ o 2t : . / o2t . .
' (t) = 2e”" cost(cost — sint) i Y’ (t) = 2e“" sint(cost + sint),

neposredno dobijamo

,dy  (t) cost +sint (7r )
% _ —tant - ——— """ —tant-t —4+t). A
Yo = dx o' (1) A Cost —sint antotaniy +

1.9. Izvodi visSeg reda

Kao sto smo u odeljku 1.3 naglasili, izvod funkcije z — y = f(x) je
funkcija x — g(z) = f'(x).
Ako je funkcija g diferencijabilna funkcija u tacki x, tj. ako postoji gra-

ni¢na vrednost
g(z + Az) — g(x)

. o
Alglggo Az =9g(@),

kazemo da je ¢’ drugi izvod funkcije f u tacki xz i oznacavamo ga sa y” ili
f"(x). Zbog toga se sada za izvode y’' i f'(z) kaze da predstavljaju prvi
izvod funkcije = — y = f(x).

Dakle, vazi

Axz—0 Az ’
tj.
. /!
y'=@) i @) =((2).
Naravno, operatorima D i d/dz to simbolizujemo sa
1! / d / : 1! / d /
(1.9.1) y' =Dy =—y i [fl(z)=Df(z)=— f(2)

dx
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Kako je Dy’ = D(Dy), tj. Df'(x) = D(Df(x)), ako stavimo D(Dy) =
D2y, tj. D(Df(x)) = D?f(x) umesto (1.9.1), moZemo pisati

/ &2 . " d?
y=py=T0 i ) =D = T

Napomenimo da se za drugi izvod neke funkcije kaze da je to njen izvod
drugog reda ili izvod reda dva. Isto tako, za funkciju za koju postoji njen
drugi izvod kazemo da je dvaput diferencijabilna.

Primer 1.9.1. 1° Ako je y = 27, tada je
y’ = 322 i y” = 6x.

2° Za y = sin x, imamo
1

/ . .
Y = COST 1 Yy = —sinzx. A

Prirodno, sada se namece pitanje postojanja treceg izvoda, tj. postojanje
izvoda treceg reda neke funkcije. Ako za funkciju z — y = f(z) postoji tre¢i
izvod, oznacavamo ga sa y"’ ili f"'(x).

Pomoéu operatora D i d/dx ovaj izvod ozna¢avamo sa

d3y

mn __ 3 : n__

y'=Dy, t. oy =-3

i °f(z)
d°f(x

" _ 3 : " _
@ =D @), b )=
Primer 1.9.2. Kao §to smo videli, za funkciju  — y = sinz je y’' = —sinx,

odakle sleduje da je v/ = —cosz. A

Induktivnim pristupom dolazimo do pojma n-tog izvoda, tj. izvoda reda
n neke funkcije x — y = f(x), u oznakama

d’I’L
y™, Dy, i fM@), D),

iy

dz™

To je, u stvari, prvi izvod (n — 1)-og izvoda. Vazi, dakle,

(=g 4 Ag) — F-1)
)y — o d (z+Ax) - f (z)
;) AlglgIEO Az ’
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tj.
!/ /
y = () @) = (F @)

Primer 1.9.3. Ako su m i n prirodni brojevi, matematickom indukcijom lako
se dokazuju jednakosti:

n

(xm)(n) =n! (m) 27" (n < m), (logx)(n) =(=D"Yn-11z"

(sinx)(") = sin (:1: + %) , (cosz)™ = cos (x + n_27r) A

Definicija 1.9.1. Za funkciju z — f(x) kazemo da je n puta diferencijabilna
u tacki x = a, ako u tacki a ima izvod n-tog reda.

Primer 1.9.4. Funkcija z — y = z"|z| (z € R) je n puta diferencijabilna u
tacki x = 0. Ona u tacki x = 0 nema izvod redan+1. A

Definicija 1.9.2. Za funkciju za koju postoji izvod proizvoljnog reda, kaze-

mo da je proizvoljan broj puta ili beskonacno puta diferencijabilna funkcija.

Primer 1.9.5. Funkcije x — 2", x +— sinz, z +— cosxz z +— arctanz su
proizvoljan broj broj puta diferencijabilne funkcije. A

Napomenimo da, kada je to zbog jednoobraznosti pisanja potrebno, sma-
tramo da je f(x) = O (z).

Neka su x — u(z) i x — v(x) n puta diferencijabilne funkcije i neka
je f(z) = u(x)v(x). Tada je i funkcija f takode n puta diferencijabilna.
Pokazademo da se izvod f(™ moze izraziti pomoéu izvoda u®) i v*) za
k=0,1,...,n.

Uzastopnim diferenciranjem nalazimo

J'(@) = (u(@)o(@)) = (2)o(z) + u(@)' (),
J(@) = (u(e)o(@)” = o (@)o(e) + 2 (@) (@) + ul2) (),
I (@) = (u(@)o(@))” = u" ()o(@) + 3u” (2)0' («

(

)
+ 3u/ ()0 (z) + u(z)v" (z).

Ocigledno je da postoji slicnost ovih jednakosti sa binomnom formulom,
a matematickom indukcijom moze se dokazati da vazi jednakost

(1.9:2) 0 ) = (o)™ =37 @““"“) ()™ (),

k=0
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koja je poznata kao Leibnitzova formula za n-ti izvod funkcije.

Primer 1.9.6. Za f(z) = 22 cos z imamo
" (z) = 2®sinz — 6wcosz — 6sinz. A

Nije tesko proveriti da za svaku (m + n)-puta diferencijabilnu funkciju
x +—y = f(x), vaze jednakosti

Fomem () = (£ (@)™ = (£ ().

Sada je moguée govoriti i o izvodu viseg reda funkcija koje su zadate
parametarski. Kao $§to smo u prethodnom odeljku videli, ako je pomoéu

t— 2= (t) i t—y=(t) (tel)

definisana funkcija

zoy=flz)=de (@) (z€(T))

i ako su ¢ i ¢ diferencijabilne funkcije, pri ¢emu je ¢'(t) # 0, tada je izvod
y' = f'(x) odreden pomocu

_dy Y1)

(1.9.3) y = fl(z) = priT

Medutim, ako su ¢ i ¢ dvaput diferencijabilne funkcije, pri cemu je ¢’ (t) #
0, tada primenom teoreme 1.6.1 neposredno sleduje

d*y d (dy d (dy dt
"o en _2J _ () 2(d)., 2
v = g dx<dx> dt<dx> dz’

odakle, na osnovu (1.9.3), dobijamo

ey = L(20)

Cdt\¢'(t)) dx
_ e @Yr) — "Y' 1
' (t)? ¢'(¢)
P (OU"(t) — "Y' ()

%
' (1)
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Ako stavimo ¢"(t) =& 1 ¢"(t) = g, tada je
" _ gn Ty -y
Primer 1.9.7. Neka je funkcija = — y = f(z) zadata parametarski pomocu
x = cost i y =sint (0 <t <m).

Tada je © = —sint, y =cost i & = —cost, Yy = —sint, odakle sleduje

J t
Y :f/(x)zgz—cf)s = —cott,
T sint

.. .2 2
— t t 1
y,, _ f”(a:) _ Yyr —yxr _ sin”t+ cos .

—sin3¢ sin® ¢t

Primer 1.9.8. Ako je pomocu

x = a(t —sint) i y = a(l — cost) (0 <z <2m)

definisana funkcija x — y = f(z), tada je
Z = a(l — cost) i ¥y = asint,
tj.
’r_ g . sint
Y =& T 1 cost
Kako je
T =asint i Yy = acost,

na osnovu (1.9.4) sleduje

1
"o_en _
v =1 = a(l —cost)?’ A
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1.10. Diferencijali viSeg reda

Neka je funkcija x — y = f(x) diferencijabilna u tacki . Kao $to smo
videli, njen diferencijal odreden je pomocu dy = f'(z)Az = f'(z)dz. Za fik-
sirano x diferencijal je, kao §to smo videli, linearna funkcija po Az. Medutim,
ako fiksiramo Az, diferencijal se moze tretirati kao funkcija od z. Dakle,

v df (2) = f'(2)Aa = g(a),

Ako je funkcija f dvaput diferencijabilna u tacki z, tada je funkcija g difer-
encijabilna u istoj tacki, pa je njen diferencijal (za isto fiksirano Az) dat
sa

dg(x) = ¢'(x)Ax = f"(2)Ax - Az = f"(z)(Ax)?.
Na ovaj nacin dobijamo tzv. drugi diferencijal ili diferencijal drugog reda
funkcije f u tacki z, koji oznacavamo sa d?y ili d?f(z). Dakle,

Py = f(x) = ["()(Aa)? = f(x)da?,

s obzirom da je dr = Ax.

Za dy = df (x) = f'(x)dz kaze da je prvi diferencijal ili diferencijal prvog
reda funkcije y = f(x).

Primer 1.10.1. Neka je y = sin2z. Kako je ¢y = 2cos2z i vy’ = —4sin 2z,

imamo
dzy = y”d:}:2 = —4sin2zdz®. A

Sada se, induktivno, za n puta diferencijabilnu funkciju z — y = f(x)
moze uvesti pojam diferencijala reda n, pomoc¢u

d"f(x) =d(d" ' f(z)  (n>1),
odakle nalazimo da je
d"y = d" f(z) = f"(z)(Az)" = f) (x)da™.

Primer 1.10.2. Za funkcije f(x) =sinzx i g(x) = log z, imamo

d" f(z) = d"(sinz) = sin (x + n%)dxn

d"g(z) = d"(logz) = (—1)" " (n— L dz". A

x’I’L



152 DIFERENCIRANJE FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

1.11. Osnovne osobine diferencijabilnih funkcija

Jednu veoma vaznu klasu funkcija ¢ine diferencijabilne funkcije. One
imaju veliki znac¢aj u matematici i njenim primenama, a narocito u tehnici.
Zbog toga ¢emo u ovom odeljku ukazati na neke osobine koje poseduju dife-
rencijabilne funkcije.

Teorema 1.11.1. Neka funkcija x — f(x) (z € [a,b]) dostize svoju naj-
mangu ili svoju najvecu vrednost u tacki § € (a,b). Ako je f diferencijabilna
funkcija u tacki &, tada je f'(€) = 0.

Dokaz. Neka u tacki £ funkcija f ima najmanju vrednost, Sto znaci da je
tada f(x) > f(&) za svako z € [a,b]. Tada, ocigledno, vaze nejednakosti

(1.11.1) % <0 (z<€) f(x%g@ >0 (z>€).
Kako, na osnovu pretpostavke da je funkcija f diferencijabilna u tacki &,
flx) = f(§)

postoji lim5 , iz nejednakosti (1.11.1) sleduje da je
r—

r—§
fe<o 1 f(6 =0,

Sto znaci da je f/'(§) = 0. Nije tesko dokazati da isti zakljucak vazi i za slucaj
kada funkcija f u tacki & dostize svoju najveéu vrednost. [
Primer 1.11.1. Ocigledno, za funkciju z — f(z) = 22 (-1 < z < 2) vaii

min f@)=0=f0) i f()=0

Dakle, ¢ =0. A
Primer 1.11.2. Za diferencijabilnu funkciju « — g(z) =sinz (0 < z < 27) je

. . . . 37
min ¢g(x) = min sinz=-—1=sin —
0<z<2m 0<z<27 2
i
. L
max g¢(x) = max sinz =1=sin—,
0<z<2m 0<z<2m 2

pa na osnovu teoreme 1.11.1 zaklju¢ujemo da u intervalu (0, 27) postoje vrednosti
&1 =37m/21 & = /2 tako da vaZe jednakosti

,(3_71') —cosg—ﬂ-—O i ’(E) _COSE—O

koje su ocigledne. A

Teorema 1.11.1 poznata je kao Fermatova®® teorema.

33) Pierre de Fermat (1601-1665), francuski matematicar.



1ZVvOD 1 DIFERENCIJAL FUNKCIJE 153

Teorema 1.11.2. Neka je z — f(z) (x € [a,b]) neprekidna funkcija i neka
je f(a) = f(b). Ako je f diferencijabilna u intervalu (a,b), tada postoji bar
jedna tacka & € (a,b) za koju je f'(£) = 0.

Dokaz. Kako je f neprekidna funkcija na [a, b], ona ima i svoju najmanju
i svoju najveéu vrednost na tom segmentu (videti napomenu 2.3.2 i teoremu
2.3.2, obe u III glavi). Ako se ove vrednosti postizu u tackama a i b, tada,
zbog uslova f(a) = f(b), zakljuéujemo da je funkcija f konstantna na [a, b],
pa je f'(x) = 0 za svako = € (a,b). U suprotnom slucaju, bar jednu od
ovih vrednosti (najmanju ili najveéu) funkcija f dostize u nekoj tacki £ €
(a,b). Kako je f diferencijabilna u tacki £, na osnovu Fermatove teoreme,
zaklju¢ujemo da je f/(§) =0. O

Primer 1.11.3. 1° Funkcija x — z? (=1 <z <1) je diferncijabilna funkcija i
vazi f(—1) = f(1) = 1. Prema tome, funkcija f ispunjava uslove teoreme 1.11.2,
pa u intervalu (—1,1) postoji tacka ¢ takva da je f/(¢) = 0. Nije tesko zakljuciti
da je £ =0.

2° Funkcija z — g(z) = sinz (0 < z < 27) zadovoljava uslove teoreme 1.11.2
jer je diferencijabilna i vazi g(0) = g(27) = 0. Prema tome, postoji £ € (0,2n)
tako da je ¢/ (¢) = cos ¢ = 0. Primetimo da u ovom slucaju postoje dve takve tacke
& =m/21& =3r/2. A

U literaturi, teorema 1.11.2 je poznata kao Rolleova®? teorema.

Sledeée tvrdenje je poznato kao Lagrangeova teorema:

Teorema 1.11.3. Neka je funkcija © — f(x) neprekidna na segmentu |a, b]
i neka je diferencijabilna za svako x € (a,b). Tada u intervalu (a,b) postoji
bar jedna tacka & za koju je

(1.11.2) fb) = fla) = f'(€)(b—a).

Dokaz. Posmatrajmo funkciju z — F(z) (z € [a,b]), odredenu sa

F(z) = (f(z) = f(a))(b—a) — (f(b) — f(a))(z — a).

Ovako definisana funkcija F' zadovoljava uslove Rolleove teoreme, pa, prema
tome, postoji & € (a,b) tako da je F'(§) = 0.
Kako je
Fl(z) = f'(2)(b—a) — (f(b) — f(a)),

za x = £, neposredno sleduje tvrdenje teoreme. [

34) Michel Rolle (1652-1719), francuski matematicar.
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Lako se zakljucuje da je teorema 1.11.3 uopstenje teoreme 1.11.2.
Kako se (1.11.2) moze predstaviti i u obliku

b—a ’
zakljuCujemo: ako funkcija f zadovoljava uslove Lagrangeove teoreme tada
postoji tacka £ u kojoj je tangenta na krivu y = f(x) paralelna secici
koja prolazi kroz tacke (a, f(a)) i (b, f(b)). Geometrijska interpretacija ove
¢injenice prikazana je na slici 1.11.1.

Sl 1.11.1

Primetimo da u ovom slu¢aju postoje dve takve tacke £ 1 &s.

Primer 1.11.4. Posmatrajmo funkciju z +— sinz. Na osnovu teoreme 1.11.3
sleduje da za svako a i b (a < b) postoji £ iz intervala (a,b) tako da je

sinb —sina = (b — a) cos¢&.
Primetimo, ovom prilikom, da iz poslednje jednakosti neposredno sleduje
|sinb — sina| = |b — a| cos &,
odakle, zbog |cos&| < 1, zaklju¢ujemo da za svako a i b vazi nejednakost

|sinb —sina| <|b—al. A

Nije tesko zakljuciti da je za funkciju x — f(x) = const, uvek f’(z) = 0.
Medutim, vazi i obrnuto tvrdenje:
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Teorema 1.11.4. Ako za svako x € (a,b) vazi f'(x) =0, funkcija x — f(z)
je konstanta.

Dokaz. Neka je (z1,z2) C (a,b). Na osnovu Lagrangeove teoreme imamo

f@2) = f(z1) = f/(§)(z2 —21) (21 <& < @),

odakle, zbog uslova da je f'(x) = 0 za svako x iz intervala (a, b), zaklju¢ujemo
da je f(xe) — f(x1) =0, tj. vazi f(z2) = f(z1) za bilo koje z1,z2 € (a,b),
§to znadi da je funkcija f konstanta. [

Neposredna posledica teoreme 1.11.4 je sledeéi rezultat:

Teorema 1.11.5. Neka sux — f(x) iz — g(x) (z € (a,b)) diferencijabilne
funkcije za koje je f'(z) = ¢'(x). Tada je f(x)— g(x) = const za svako x
iz (a,b).

Teorema 1.11.5, u stvari, kazuje da ako dve funkcije imaju jednake izvode
na otvorenom intervalu (a,b), onda se one na tom intervalu razlikuju za
konstantu.

Primer 1.11.5. Neka su

1
z — f(x) = arctan T T (x #1) i x +— g(x) = arctan x.

Odredi¢emo funkcionalnu zavisnost izmedu f i g.

Kako je
1= o ) = - 1) = =
1—=x

zbog
/ / /
(f(x) —g(z)) = f(2) =g (x) =0,
na osnovu teoreme 1.11.5 zakljuéujemo da je f(z) — g(z) = C na svakom intervalu
(a,b) na kome su obe funkcije diferencijabilne. Kako tacka * = 1 ne pripada
domenu funkcije f, zaklju¢ujemo da mora biti

f@) —g(x) =C1, we(-o0,1) 1  f(x)—g(x)=C2 xe(l,+00).

Konstante C'7 i C9 mozemo odrediti na sledeéi nacin

C1 = f(0) — g(0) = arctan i +

0 T
— arctan0 = —
0 arctan 1

Cy= lim (f(z)—g(z))= lim (arctan 1 tr

— arctan x)
Tr——+00 Tr——+00

3

= arctan(—1) — g =- A
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Ako u (1.11.2) stavimo a = z i b = = + Az, dobijamo jednakost
(1.11.3) flx+ Az) — f(z) = f'(§)Ax,

koja je poznata kao formula konacénog prirastaja funkcije f.

Teorema 1.11.6. Neka su x — f(z) i x — g(x) neprekidne funkcije na
[a,b] i neka su obe diferencijabilne za svako x € (a,b). Ako ¢'(x) nije nula
ni za jedno x € (a,b), tada u intervalu (a,b) postoji tacka & takva da vazi
jednakost

(1.11.4) f(0) = fla) = (9(b) — g(a)).

zadovoljava uslove teoreme 1.11.2, $to znaci da postoji tacka £ € (a,b), takva
da je F'(€) = 0. Kako je F'(z) = f'(z)(g(b) — g(a)) — (f(b) — f(a)) g (z), za
x = &, sleduje tvrdenje teoreme. [

Napomena 1.11.1. Zbog uslova ¢'(z) # 0 (a < x < b) nije mogué slucaj da
je g(b) = g(a) jer bi tada na osnovu Rolleove teoreme postojala bar jedna tacka
u kojoj bi prvi izvod funkcije g bio jednak nuli. Zbog toga se jednakost (1.11.4)
Cesto piSe i u obliku

) = f(@) _ 1)
g(0) —g(a)  g'(§)

Za g(x) = x, jednakost (1.11.4) postaje (1.11.2), pa zaklju¢ujemo da je
teorema 1.11.6 jedna generalizacija Lagrangeove teoreme.

Teorema 1.11.6 poznata je kao Cauchyeva teorema.

Primer 1.11.6. Neka su funkcije f i ¢ kao u primeru 1.11.5. Primenom
Cauchyeve teoreme moze se, takode, odrediti veza izmedu f i g. Kako je (videti
primer 1.11.5) f'(x) = ¢’(z), na osnovu Cauchyeve teoreme vazi

f@) = fla) _ &) _,
g(x) —gla)  g'(€) 7

kada z,a € (—o0,1) ili z,a € (1, +00).

U slucaju & € (—o0, 1), uzimajuéi, na primer, a = 0 (f(0) = arctanl = 7/4 i
g(0) = arctan 0 = 0), dobijamo f(x) — g(x) = f(0) — g(0) = = /4.
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Ako z € (1,400), mozemo uzeti, na primer, a = 2. Tada vazi f(x) — g(z) =
f(2) — g(2) = arctan(—3) — arctan 2 = —(arctan 3 + arctan2) = —37 /4. A

U svim prethodnim teoremama tacka £ se moze predstaviti u obliku & =
a+ 60(b—a), gde je 6 neki broj izmedu nule i jedinice, pa se, na primer,
formula (1.11.4) moze predstaviti i u obliku

F(b) = f(a) _ f'(a+6(—a))
g9(b) —g(a)  g'(a+0(b—a))
Sada ¢emo dokazati jedno vazno tvrdenje koje je u literaturi poznato

kao L’Hospitalova®® teorema. Iz praktiénih razloga, ovo tvrdenje é¢emo for-
mulisati i dokazati kroz naredne Cetiri teoreme.

(0<6<1).

Teorema 1.11.7. Neka su x — f(x) i x — g(x) diferencijabilne funkcije u
okolini U(a) tacke a € R, neka ¢'(x) nije nula ni za jedno x iz U(a) i neka
je

(1.11.5) lim f(x) = aljlg}lg(:n) = 0.

r—a
Tada, ako postoji graniéna vrednost lim f'(xz)/g'(x), postoji i grani¢na vred-
r—a
nost lim f(x)/g(x) i vazi jednakost
r—a

f(z)

T )
g o)

Dokaz. Pre svega, zbog jednakosti (1.11.5) mozemo definisati funkcije f
i g pomocu

koje su neprekidne za svako x € U(a), a diferencijabilne, kao i funkcije f i
g, za svako = € U(a). Kako je f'(z) = f'(z) i g'(z) = ¢'(x) # 0 za svako

x € U(a), primenom Cauchyeve teoreme na segment [a,x] ili na segment
[x, a] dobijamo

fl@) = fla)
g\r)—g

(@) (&)’

35)  Guillaume Fransoi Antoine de L’Hospital (1661-1704), francuski matematicar.
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tj.

(1.11.6) 2= :

gdeje{ =a+6(xr—a) 1 0<6<1.

Kada z tezi ka a mora i £ teziti ka a, pa ako postoji granicna vrednost
lim f'(z)/4¢'(z), postoji i graniéna vrednost élim 1'(€)/g' (&) i one su jednake.
r—a —a

Na osnovu toga, zbog (1.11.6), sleduje
@) PO PO fE)

lim —= = = = .
oo gln)  amag(€)  eeag(€)  a—ag(a)

Primer 1.11.7. Primenom teoreme 1.11.7 neposredno dobijamo
2% —1 r
im — = lim 2 log?2 =
r—0 sinz z—0 cosz

log2. A

Da bi i formulacija i dokaz naredne teoreme bili jednostavniji, smatra¢emo

da U(o0, d) predstavlja jednu od okolina U(—o0, §) ili U(+00, d) i da, respek-
tivno, oznaka x — oo znaci da ili x — —o0 ili * — 400.

Teorema 1.11.8. Neka su x — f(x) i x — g(x) diferencijabilne funkcije u
okolini U(00,9), neka g'(x) nije nula ni za jedno x iz U(co,d) i neka je
lim f(z) = lim g(x)=0.

Tada, ako postoji grani¢na vrednost lim f'(x)/q¢'(x), postoji i graniéna vred-
Tr— 00

nost lim f(x)/g(x) i vazi jednakost

Dokaz. Definisimo funkcije F' i G pomocu
F@)=f1/t) 1 G@)=g/h).

Tada postoji probodena okolina U(0) tacke t = 0 u kojoj funkcije F' i G
zadovoljavaju uslove prethodne teoreme. Zato imamo
P@) P PONEYR) )

lim ——= = lim =

P0G D0 G () o0 g (L) (1)) R0 g'(1/t)
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odakle, stavljanjem z = 1/t, zaklju¢ujemo da je

fl@) _ o FO S o f(@)

lim —~% = lim —<% = lim = lim . O
z—oo g(z)  t=0G(t) =0 g/ (1/t) z—oo g'(7)

Primer 1.11.8. Primenjujuéi teoremu 1.11.8 neposredno dobijamo

. 1.2
lim sinh(1/x) ~ lim (=1/z*) cosh(1/x) lim cosh(1/x) _ 1 1A
r——too el/T _1 x—+00 (_1/$2)el/m z—+00 el/x 1

Teorema 1.11.9. Neka su z — f(x) i x — g(x) diferencijabilne funkcije u

okolini U(a), neka je izvod ¢'(x) razli¢it od nule za svako x € U(a) i neka je

lim f(z) =0 i lim g(x) = co.

r—a r—a

Tada, ako postoji graniéna vrednost lim f'(xz)/g'(x), postoji i grani¢na vred-
nost lim f(x)/g(x) i vazi jednakost
/
fo) S

1m ——— =
r—a

gla)  e=ag'(x)’

o
Dokaz. Neka je a € U(a) i neka je a < a. Tada, za svako z € (a,a),
funkcije x — f(x) i z — g(x) ispunjavaju uslove Cauchyeve teoreme. Prema
tome, postoji & € (z, ) tako da je

(9(x) —gla))  (z<&<a),

fa) FO, f@) o) O .
=7 Taw e g 8

Pretpostavimo da je lim f'(z)/¢'(z) = A. Tada za svako € > 0 postoji
r—a
01 > 0, takvo da je

(1.11.7)

(1.11.8) 0<z—a<d).
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Ako izaberemo a tako daje 0 < a—a < 41, tada jei 0 < £ —a < d1, pa vazi
nejednakost

(1.11.9)

Na osnovu ué¢injene pretpostavke da je lim g(z) = oo, tj. lim 1/g(z) =0,

zakljuc¢ujemo da postoji d2 > 0 tako da za 0 < x — a < o vaze nejednakosti

(1.11.10) <

Wl m

'M
9(x)

< .
3A+¢

Neka je 0 < z — a < min(dy,02). Kako je po pretpostavci ¢'(z) # 0,
iz (1.11.7), na osnovu nejednakosti (1.11.8), (1.11.9) i (1.11.10), neposredno
sleduje

@) 18O, fe) @) £
‘gm A‘ 7O T 9@ g'@'
PO @] [e@] [£©
< |7© A' * 'g<x> 9@ g'<s>'
g g g g
<ststaar: (A+3)
=g,

odakle zakljucujemo da vazi jednakost lim+ f(z)/g9(zx) = A.

Na isti na¢in, ako bismo uzeli da je a € U(a) takvo da je a < a, moglo bi
se dokazati da vazi i jednakost lim f(z)/g(z) = A. O

Primer 1.11.9. Odredi¢emo graniénu vrednost funkcije z — (log x)/el/x (z #
0) kada x — 0. Na osnovu L’Hospitalove teoreme dobijamo

lim 987 _ 1/ — lim

z—0 el/z ml~>n10 (—1/;)32)61/90 z—0 el/®

Slede¢a teorema dokazuje se sli¢no teoremi 1.11.8, pri ¢emu se simbol oo
takode koristi prema potrebi: kao simbol 400 ili —oo.
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Teorema 1.11.10. Neka su x — f(z) i x — g(x) diferencijabilne funkcije
u okolini U(c0,d), neka je izvod ¢'(x) razlicit od nule za svako = iz U(c0, )
1 neka je

lim f(x) =00 i lim g(x) = co.

Tr— 00 Xr—00
Tada, ako postoji grani¢na vrednost lim f'(x)/g¢'(x), postoji i graniéna vred-
nost lim f(x)/g(x) i vazi jednakost

Tr— 00

f@) oy J@)

vt gla) oo (a)

Primer 1.11.10. 1° Za funkciju z — (logz)/z (z > 0) imamo

lim 98T _ 1T g
r—+oo T T——+00
2° Za funkciju je z — €”/x (z # 0), na osnovu teoreme 1.11.10, sleduje
e.ﬁL’ x
lim —= lim — =+40c0. A
r——+oco T r—-+00 1
Ako se prilikom primene L’Hospitalove teoreme naide na teskoé¢e kod odre-
divanja grani¢ne vrednosti lim f’(x)/¢'(z), a funkcije f' i ¢’ zadovoljavaju
r—a
uslove L’Hospitalove teoreme, tada se opet moze primeniti L’Hospitalova
teorema, tako $to ¢e se potraziti grani¢na vrednost lim f”(z)/g"”(z). Ako
r—a

ona postoji, tada je o¢igledno

/ "
f@) o S )
a—a g(z)  e—ag'(z)  a—ag’(z)
Naravno, ako su ispunjeni odgovarajuéi uslovi i ako za to postoji potreba,
1
T
ovaj se postupak moze nastaviti i za trazenje grani¢ne vrednosti lim f/ ,E ; ,
z—a g"(x
i tako dalje. Prema tome, L’Hospitalovu teoremu moguce je primenjivati
viSe puta.

et —e T -2

Primer 1.11.11. Neka je f(z) = (z # 0). Uzastopnom pri-

) T —sinx
menom L’Hospitalove teoreme dobijamo
x —x x —x
. . e —e T —2x . e +e T =2
lim f(z) = lim ——— = lim ———
z—0 z—0 T —sinx z—0 1—cosz
x —x xr —X
. e —e . e +e
=lim ——— =lim —— =2. A

x—0 sinx z—0 COosSx
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Primer 1.11.12. Uzastopnom primenom L’Hospitalove teoreme, jedno za dru-
gim dobijamo

1/z .
li L) SRS V2 (1+ 2)log(1 + =)
x—0 x x—0 $2(1+CIT)
. 1 z— (14 z)log(1+ x)
-1 ( 1 Ve ) )
P (1+2) 1+=x x2
_ 1z 1 z—(1+x)log(l+x)
I S 2
el fim —loeta) o, VAt e,
x—0 2x x—0 2 2

Kao sto smo videli, L’Hospitalova teorema se pod odredenim uslovima
moze primeniti za trazenje grani¢nih vrednosti funkcija oblika f(x)/g(z),
kada x — a (a € R), i to u slu¢ajevima kada istovremeno vaze jednakosti

lim f(x) =0 i lim g(z) =0

ili
lim f(x) = o0 i lim g(x) = co.
r—a Tr—a

NP . s . 0 .
To su slucajevi koji se simbolicki mogu predstaviti sa —, ili sa — , a za koje
kazemo da su neodredeni izrazi. U tom smislu, ima i drugih neodredenih
izraza. Tako su i

00 — 00, 0- oo, 1°°, 0°, oo

neodredeni izrazi kojima se, respektivno, simbolizuju graniéne vrednosti

(111.11) lim (f1(2) = L), m g(a)i(x)
(ana2) - Jim (@)™l (g@) ™, i (@)™,

pri ¢emu za funkcije f1, fo, g, f,h vaze sledece jednakosti

lim fl(x) = 00, lim f2(33) = 00,

r—a r—a
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lim g(x) =0, lim f(z) =0, lim h(z) = 1.
Jasno je da se L’Hospitalova teorema ne moze direktno primeniti za
odredivanje grani¢nih vrednosti (1.11.11) i (1.11.12). Medutim, ako stavimo

1 1 . 1 1
“Uhw  R@ - PR@

fix) ~1/h@) B

dobijamo
hi(o) -~ fale) = ),

gde Fi(x) i Fy(z) teze nuli kada = — a, pa se trazenje grani¢ne vrednosti
lim (f1(z) — f2()) svodi na odredivanje granicne vrednosti
r—a

hm Fg(ﬂj‘) — Fl(JE)
a—a  Fi(z)Fa(z)

na koju se, pod odredenim uslovima, moze primeniti L’Hospitalova teorema.

Primer 1.11.13. Za grani¢nu vrednost

. 1 1
lim ( - — —).
z—0\sinx =

imamo

sinx «x

. 1 1 . x—sinz . 1—coszx
lim lim - =lim ——
z—0 z—0 xsinzx z—0 sinx + x cosT

sinx

=0. A

=lim —M
z—0 2cosx —zsinx
Ostali slucajevi su ,, proizvodi “ i ,, stepeni “ i oni se mogu svesti na jedan
. 0 . oo . ..
od prethodna dva slucaja — ili — jednostavnom transformacijom odgo-
00
varajué¢ih funkcionalnih izraza. Izraz 0-oco moze se lako transformisati u
0.. o0
bilo koji od izraza oblika 0 ili — . Isto tako, umesto da se odreduju grani¢ne
00
vrednosti koje simbolizujemo sa 1°°, 0° oo?, moguée ih je traziti na taj
nacin $to bi se prethodno odredile grani¢ne vrednosti njihovih logaritama jer
se svaki izraz oblika F(z)%(*) logaritmovanjem svodi na proizvod.

Tlustrova¢emo ova razmatranja narednim primerima.
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sin :1:) 1/(1—cos )

Primer 1.11.14. Posmatrajmo funkciju z — f(z) = (
x
1 .
je log f(x) = - log Sy , imamo
1 —cosz T

. . logsinz —logz
lim 1 = lim —=-———2—
zl—>mo og f(z) xl—% 1 —cosz

odakle, uzastopnom primenom L’Hospitalove teoreme, dobijamo

. . xcosx —sinz
lim log f(z) = lim ————5——
z—0 z—0 xrsm-x

—X

x—0 sinx + 2z cosx
1 1

im - = .
z—0 3cosx — 2xsinx 3

Vazi, dakle, log lin}J flz) =-1/3, tj. 11% fz) = 3 A
T— T
Primer 1.11.15. Neka je f(z) = (z + 2%)"/% i neka & — 4o0. Kako je
1
log 7(x) =  log(s +27),
x

uzastopnom primenom L’Hospitalove teoreme jedno za drugim dobijamo

1+ 2%log?2
. L log(x +2%) . z + 2%
RO =
1 xT T .
— lim +2 log2: im 2% log 2 -log?2
r—-+00 x + 27 r—+oo 1427 lOg 2
. 2% log 2 - log 2 - log 2
=1 =log2
r—%l—{-loo 27 ]log 2 - log 2 08
odakle sleduje
10g< lim f(x)) —log2,  tj. lim f(z) =2 A
r——+00 r—+00

Kako

Bez namere da umanjujemo znacaj L’Hospitalove teoreme, pokazacemo

na slede¢im primerima da njena primena nije uvek bas tako efikasna.

Primer 1.11.16. Neka je L = lim o "%
z—0 resmax

L’Hospitalove teoreme imamo

. xsinx . 2cosx —sinx 1
L = lim - 5 = lim . 5 = .
xz—0 2xsinx + x° cosx z—0 6cosx — b6xrsinx + x< cosx 3

Uzastopnom primenom
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Medutim, veé¢ posle prve primene L’Hospitalove teoreme, neposredno dobijamo

1
L=1lm —F———— = —.
z—09 4 cosz 3

A

sm T

V1i4a? . e
—— nije mogude odrediti pri-
x

Primer 1.11.17. Grani¢nu vrednost lim
r——+00

menom L’Hospitalove teoreme. Naime, posle dve njene primene dobijamo

V1+a? x . V14 x2?

lim — = lim —— = lim
x——+00 T z—+00 /1 + 2 x——+00 T

Medutim, neposredno sleduje

V1 2 1
im ST dim (/o 41=1 A
r—+00 x r——+00 €T

Primer 1.11.18. Za odredivanje grani¢ne vrednosti

. x> + sinx
lim RS
T—+00 T* — COS X

primenom L’Hospitalove teoreme dobijamo

z2 + sinx . 2x + cosx
= lim ——

lim - = 1 - ,
T—+400 T* — COS T z—+o0o 2x + sinx

a dalja primena L’Hospitalove teoreme nije moguéa jer grani¢na vrednost

. 2 —sinx
lim ——
x—+oo 2 + cosx

ne postoji.

Medutim, neposredno se dobija

lim 2?2 +sinz o 1+ (sinz)/z? _1 A
a—+oo 2 —cosx  z—+oo 1 — (cosx)/x?
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1.12. Taylorova formula

Jedna od fundamentalnih teorema u matematickoj analizi i koja ima velike
primene u mnogim oblastima nauke i tehnike je tzv. Taylorova®® teorema,
koju ¢emo u ovom odeljku prvo dokazati, a zatim i detaljnije razmotriti.

Neka je funkcija z — f(x) n puta diferencijabilna u tacki z = a. Za
polinomsku funkeiju®? x +— T, (z) odredenu pomocu

() (g

(1.12.1) Ty (x) = f(a) + ol

(x—a)+---+

kazemo da je Taylorov polinom koji u tacki x = a odgovara funkciji f.

Napomenimo da se za a = 0 (1.12.1) svodi na tzv. Maclaurinov®®) polinom

ORI

n
1 21 o

Nije tesko zakljuciti da za Taylorov polinom x +— T, (z), definisan pomocu
(1.12.1) vaze jednakosti

(1.12.2) To(a) = f(a), Tp(a) = f'(a), ..., TP (a) = f"(a).
Obrnuto, polinomska funkcija
(112.3) z—P@)=co+ca(z—a)+c(z—a)?+ - +cylz—a)”
za koju je
P(a) = f(a), P'(a)=f'(a), ..., P™(a)=f"(a)

poklapa se sa Taylorovim polinomom (1.12.1). Zaista, diferenciranjem poli-
nomske funkcije (1.12.3) nalazimo da je

PR (a) =klep = f®a)  (k=0,1,...,n),
tj. P(z) = T, ().

36) Brook Taylor (1685-1731), engleski matematicar.
37) Detaljnije o polinomima moze se naéi u [15, glava IV].
38)  Colin Maclaurin (1698-1746), skotski matematicar.
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Jednakosti (1.12.2) ukazuju da se funkcija f i njen Taylorov polinom 7,
, slicno ponasaju “ tako da se T, (x) moze uzeti kao aproksimacija za f(x) u
okolini tacke x = a.

Zbog toga ¢emo, nadalje, razmotrati razliku R, (z) = f(z) — T, (x).
Na primer, za n = 1 imamo T3 (z) = f(a) + f'(a)(z — a), pa je

Ri(z) = f(z) - Ta(z) = f(z) — f(a) - f'(a)(z — a).

Kako Rj(x) predstavlja razliku prirastaja funkcije i njenog diferencijala u
tacki x = a, imamo da je

Ri(x) =o(x —a) (x — a).

U opstem slucaju vazi:

Teorema 1.12.1. Neka je z — f(x) n puta diferencijabilnae u tacki © = a
i neka je x — T,,(z) njen Taylorov polinom u tacki x = a. Tada je

(1.12.4) R, (z) = f(x) = Th(z) =0((z —a)") (x — a).

Dokaz. Funkcija z — R, (x), definisana pomoc¢u (1.12.4), n puta je dife-
rencijabilna u tacki x = a, a pri tome vaze jednakosti

(1.12.5) Rn(a) =R/ (a)=---=R™(a) = 0.

Uzastopnom primenom L’Hospitalove teoreme dobijamo

/
lim 7Rn(x) = lim 7]%"(3;)
z—a (x —a)® a—an(x—a)*!
/!
= lim R, (@)

r—a n(n — 1)(:17 — a)”fQ

(n—1)
= lim Fn (@) ()
z—a nl(x — a)

W ()
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§to, zapravo, znaci da je R, () beskona¢no mala veli¢ina viseg reda u odnosu
na takode beskona¢no malu veli¢inu (x — a)”, kada * — a. Dakle, vazi
jednakost (1.12.4). O

Naglasimo da se R, (x) naziva ostatak i da je pomocu (1.12.4) dat tzv.
Peanov®? oblik ostatka. Tvrdenje 1.12.1 poznato je kao Taylorova teorema,
a jednakost (1.12.4), tj. jednakost

(1.12.6) f(x) =T,(z) +o((x —a)") (x — a)

kao Taylorova formula.

Primer 1.12.1. Za funkciju z — e” vaze sledeé¢e Taylorove formule:

1° —1+1 —|—2:1:+0( B (x> 0),

o 1 n n

2 —1+1:1:+2 —i—---—i—m:z: +o(z") (xz—0),

3° = 2(1-1— 11 (x —log2) + 21(:1:—10g2) )+0((w—10g2)2).

Poslednja formula vazi kada x — log2. A
Primer 1.12.2. Neka je f(z) = /x. Tada je:

Vi1 2y e o 1) @),

o 1/4
2 \/5:24-%(:10—4)4—0(95—4) (x—4). A
Primer 1.12.3. Neka su T35, Ty, 17, Ty Taylorovi polinomi koji odgovaraju

funkciji « — sinz u tacki z = 0. Kako je Tg(x) = Ts(z) i Ts(x) = T7(z), nije tesko
zakljuciti da vaze slede¢e Taylorove formule:

$3 5
1° sinz =z — ol +§+0( %) (z —0),
3 5 7
o . x x x
2 Slnx:x—g—l—a—?—l—o( %) (z —0),
ali i formula
:133 2n+1
3° Slnfﬁ—x—?—l- + (- )”(2n+1)'+0(:p2n+2) (x — 0).

Isto tako imamo da je

4° smx—l—%<x—g>2+%<x—g>4+o<<x—g>5> (z — m/2).

39)  Giuseppe Peano (1858-1932), italijanski matematicar.
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Na slican nacin dobijamo Taylorove formule:

o :L_Q 111'4 5
5 cosx:l—g—l—z—l—o(x) (x — 0),
2 4 6
o x x x
6 cosle—g—l—z—a—i—o(:ﬂ) (z — 0),
$2 $2n
7° cosle—g—l—---+(—1)"(2n)!+0(x2"+1) (x — 0),

kao i formulu

s R L I I Rt (G )
kada ¢ — /2.

Za stepenu i logaritamsku funkciju vaze formule:

9° (1+z)*=1+ (T)x—l— <§>x2+---+ (Z)xn—l—o(a:”) (x —0),

10° log(l+z) =z — %xQ + %x?’ + (—1)"_1%95" +o(z™) (z—0). A

Napomena 1.12.1. Iz formule 9°, za o = n, neposredno sleduje poznata
binomna formula

(I4+2)" =1+ <1>x+ <2>x2+~--+ <n>x”

jer je za k > n uvek (:) =0.

Isto tako, iz formule 9°, za a = —1 i a = 1/2, dobijamo formule
L =l-a+2? -3+ +(=1)"z" + o(a") (x — 0)
1+
i
o 1 1M 2 3! 3 n—1 (27’L—3)” n n
Za o = —1/2, iz formule 9°, dobijamo Taylorovu formulu
1 - m 3 5 Bl 4 n(2n—1I 4 n
1+$—1—ﬁx+mx —an® +- 4+ (1) @ " +o(x") (z—0).
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Za n puta diferencijabilnu funkciju f u tacki x = a Taylorov polinom 7},
je jedinstven. Naime, ako je P, neki polinom stepena n za koji vazi

(1.12.7) f(z) = Py(x)+o((z —a)") (x — a),

tada se moze dokazati da je P, = T,. Zaista, na osnovu (1.2.6) i (1.2.7)
zaklju¢ujemo da je

tj.

—a  (z—a)
§to je moguce samo ako je P,(x) = T),(z).
Dakle, ako na bilo koji na¢in nademo polinom P, (z) za koji vazi (1.12.7),
tada je on Taylorov polinom za n puta diferencijablinu funkciju f u tacki
T =a.

Primer 1.12.4. Na osnovu formule 2° iz primera 1.12.1 vazi

1 1
ezm:1+—(2x)+§(2x)2+---—|—

I @) +o((20)")  (x—0),

n!

tj.
2 n
2x 2 2 2 2 n n

Isto tako je

e :1+%x2+%x4+---+nix + o(z®™) (x—0). A

Pretpostavimo sada da je poznata Taylorova formula koja u tacki x = a
odgovara funkciji = — f’(x), tj. neka je

fl(z)=ap+ai(z—a)+ - +an(z —a)" 4+ o((x —a)") (x — a),

gde suar (k=0,1,2,... ,n) poznati koeficijenti. S obzirom da ta formula
ima oblik
7 (n+1)
F@=r@+ 1w —g+ + Loy tof@—ay),

1! n!
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kada x — a, uporedujuéi ove formule, nije tesko zakljuciti da za k =
0,1,... ,n — 1 vaze jednakosti
FE(a) fE @)
= ay, tj. = .
k! (k+1)! kE+1

Stoga, Taylorova formula koja u tacki x = a odgovara funkciji f ima oblik

"(a (")a
f@) = 1@+ L0 @0y Ty (e - ap)
Zf(a)—k?(x—a)-i-”-—kncf: (z —a)" " 4 o((x — a)"™).

U sledeé¢im primerima koristi¢emo ovaj postupak za dobijanje Taylorovog
razvoja.

Primer 1.12.5. Neka je f(x) = log(1 + x). Kako je f'(z) = T i kako je
x
L =l—z+a> -2+ 4+ (=1)"2" + o(z"™) (x — 0)
1+ ’

na osnovu prethodnog zaklju¢ujemo da vazi formula

log(l+x) =z — % 4 (—D)" L + o(z"Th) (z — 0).

Primer 1.12.6. Iz Taylorove formule

1

1_1_—962=1—x2+x4—x6+---+(—1)"x2”+0(x2") (z — 0),

na osnovu izlozenog dobijamo da, kada x — 0, vazi formula

arctanx = x — %x?’ + éx5 — %x7 + -+ (—1)”2n—1+1 S o(x2n+1). A

Primer 1.12.7. Kako je

(7)) () () -

na osnovu 9° iz primera 1.12.3 imamo

1
1—

=1- (Ve + (CYH2?2 - (V)P + -+ ()" (V22" + o(@™)

n

S

_ m 3 o Bl 3 2n -1 , n
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kada x — 0. Odavde neposredno dobijamo

1 o 1 2 3! 4 51 6 (2%—1)!! 2n
ot tmt et g ¢

Primenom izlozenog postupka, moze se zakljuciti da vazi

+o(z®™) (z—0).

! i —nn
arcsinx:x+hm3+i 5, , @n-1

2n+1 2n+1
3 a2 @n T 1) x + o(z ) (z—0). A

Obrnuto, iz Taylorove formule za funkciju f moze se odrediti odgovarajuéa
Taylorova formula za funkciju f’ neposrednim diferenciranjem.

Primer 1.12.8. Kako je

sinz — 2 — o~ 20 +o (=D il + o((x*" %)) (x — 0)
-1 — = e (— N
3! (2n + 1)! ’
neposredno dobijamo
(sinz) = cosz = 1- & 1ot ()" o) (e 0)
2! (2n)! '

Isto tako, iz Taylorove formule

%zl—l—x—l—xQ—l—---—l—xn—l—o(ﬂcn) (x — 0),
-z

sleduje

n—1

+o(z™h) (x—0). A

< 1 ),— 1 —1—1—2x—|—3x2—|— + nx
1—z/  (1-x2)2

Napomena 1.12.2. Navedene moguénosti odredivanja odgovarajuéih Tayloro-
vih formula znace, u stvari, da je za svaku funkciju njen Taylorov polinom uoc¢enog
stepena jedinstven.

Naredne tri teoreme dokaza¢emo pod dodatnom pretpostavkom da funk-
cija f u nekoj okolini tacke a (z € U(a,d)) ima ograni¢en (n + 1)-vi izvod
FOD ().

Teorema 1.12.2. Ako funkcija x — f(z) zadovoljava uslove Taylorove teo-
reme u tacki x = a i ako za svako x € U(a,0) ima ogranicen (n—+ 1)-vi izvod

fOHD (), tada u okolini (}(a, 9) postoji tacka & tako da vazi jednakost

FrD(E)

(1.12.7) Ry (z) = .

(=" Pl@-aP  (p>0)
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Dokaz. Posmatrajmo funkciju t — ¢(t) definisanu pomocu

£ £ )

1! n!

o) = f@) = (FO+ 57 @ =)+ + @ —1)"),

koja je, ocigledno, diferencijabilna i za ¢iji izvod vazi jednakost
() == ) - ('t —t) - £ 1))

(L0 @i e -n)

(n+1) (n)
g SO0

n! (n—1)! (:E_t)n_l)’

tj.
o)
/ I _ n
Neka je x — 9(t) (t € U(a,d)) za sada proizvoljna diferencijabilna funk-
cija za koju je ¢'(t) # 0. Kako je p(x) = 0 i ¢(a) = R,(x), primenom
Cauchyeve teoreme, neposredno zaklju¢ujemo da vazi jednakost

Ro(z) _  plx)—¢la)  ¢'(¢)
¥(x) —P(a) ¥(x) —P(a) (&)’
gdeje a<é<z ii z<&<a, tj.{=a+60(x—a) (0<6<1),sto znaci

da i tacka &, takode, pripada &(a, 0).

Na osnovu prethodnog dobijamo da je

amwz—?@gé$9~¢@> (€ € U(a, ).
.
P =) JOE .

(1.12.8)  Ru(z) =

e e A ()}

Kako je po pretpostavei f("*+1) ogranicena funkcija, o¢igledno R,, (x) — 0,
kada x — a.
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Ako stavimo 9(t) = (x —t)P (p > 0), jednakost (1.12.8) postaje (1.12.7),
¢ime je teorema dokazana. [

Za ostatak R, (z) iskazan pomocu (1.12.7) kazemo da je Schlomlich?®)-
RocheovV) oblik ostatka.

Napomenimo da se ovom obliku moze dati nesto drugacija forma uzi-
majuéi da je £ = a+ 0(x —a), gde je 0 < 6 < 1. Tada je x — § =
x—a—0(x—a)=(1-0)(x—a), pa jednakost (1.12.7) postaje

fOt(a+0(z — a))
nlp

(1.12.9) Ry (z) = (1—0)""'"P(z —a)"*,

gdeje 0 < 0 < 1.

Teorema 1.12.3. Ako funkcija x — f(x) zadovoljava uslove Taylorove teo-
reme u tacki x = a i ako za svako x € U(a,d) ima ogranicen (n -+ 1)-vi izvod

f (), tada u okolini Ula,d) postoji tacka & tako da vazi jednakost

_ ()

n+1
(n+1)! ’

(1.12.10) R, (x) (x —a)

Dokaz. Ako u (1.12.7) stavimo p = n + 1, tvrdenje teoreme sleduje nepo-
sredno. [

Za ostatak R, (x) odreden pomocéu (1.12.10) kazemo da je Lagrangeov
oblik ostatka. Napomenimo da u tom sluc¢aju Taylorova formula ima oblik

(n+1)
(r—a)" + 7]2711 1()61) (x —a)" T

f"(a)

n!

(r—a)+---+

Za n = 0, dobijamo jednakost

f(x) = f(a) = f(§)(z — a),

koja predstavlja Lagrangeovu formulu. Dakle, teorema 1.12.3 je jedno uop-
Stenje Lagrangeove teoreme 1.11.4.

40)  Oscar Schlémlich (1864-1933), nemacki matematicar.
41) Edwards Albert Roche (1839-1883), francuski astronom i matematicar.
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Teorema 1.12.4. Ako funkcija x — f(z) zadovoljava uslove Taylorove teo-

reme u tacki x = a i ako za svako x € U(a,0) ima ograni¢en (n—+ 1)-vi izvod

f("+1)(a;), tada za x € (}(a, ) wvazi jednakost

_ (a8 — a))

(1.12.11) Ry (x) o

(1= 0)"(z —a)"*,

gde je 0 < 0 < 1.

Dokaz. Ako u (1.12.9) stavimo p = 1, dobijamo jednakost (1.12.11). O
Za ostatak R, (x) u obliku (1.12.11) kazemo da je Cauchyev oblik ostatka.

Kao $to smo videli, Taylorova formula (1.12.6) ima oblik
f(@) =Tw(x) +o((z —a)")  (z—a),

odakle zaklju¢ujemo da je polinom 7, glavni deo funkcije f kada x — a.

Napomenimo da se Taylorovoj formuli (1.12.6) moze dati i drugaciji oblik.
Naime, ako se u (1.12.6) umesto = stavi = + h i umesto a stavi x, dobija se

F@, @, @)

K"+ o(h") (b — 0),

Sto, takode, predstavlja Taylorovu formulu funkcije z +— f(z), ali sada u
proizvoljnoj tacki x.

Pokazaéemo sada kako se Taylorova formula moze primeniti na odrediva-
nje grani¢nih vrednosti funkcija, o ¢emu govori sledeé¢a teorema:

Teorema 1.12.5. Neka su x — f(z) i x — g(z) dovoljan broj puta dife-
rencijabilne funkcije i neka je

lim f(x) = lim g(x) =0 (a € R).

r—a r—a

Ako sun i m prirodni brojevi i ako vaZe jednakosti

() (g
f@) = oy o0 @),
i ™) (g
g@) = D g o™ (@ a),

m!
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tada je

Dokaz. Na osnovu ucinjenih pretpostavki neposredno dobijamo

(n) (g
. f@) . / = (x—a)"+o((x —a)™)
— (x —a)™+o((x — a)™)
() (g
B Illg}l(f n'( ) (x —a)” +o((x — a)”))
= ™) (g
S ELICT———
AR .
_ iLa n!( )(3:—
I,
tiy S
() (g
L

f(z)

oma g(x)

0 (m < n),
[

g(qn) (CL) (m - )7
00 (m >n).

m! " (a)
nl gt (a)

odakle sleduje tvrdenje teoreme.

Primer 1.12.9. Neka je x —

O

lim (z —a

r—a

)n—m
)

arctanx — sinx
tanx — arcsinx

Kao §to smo videli, kada x — 0, vaze formule

arctanx = x — % 3 +o(z?),

a nije tesko zakljuciti da vazi i

1
tanz = x + —:1:3+0(x3)

3

arcsinz = ¢+ L 23 —|—O(ZE3),

3!

(r — 0).

DIFERENCIRANJE FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

. 1 3
sinr=xr——2x 40

3!

(z°),
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Stoga je

1 1
arctanx — sinx (x —gat O(xg)) o (x T30 z? + o(x3)>
S Y lim 3 3!

= - i I 1 1
z—0 tanx — arcsinz  z—0 <x+§x3—|—0(:1:3)> . (:1:4—?:1:34—0(953))

1
—— 2% 4+ o(2?) -
lim 16
x—0 8$3+0($3)

. —1l/z _
Primer 1.12.10. Odredi¢emo grani¢nu vrednost lim e (1+2) ! .

z—0 x
Kako je
— _ 1
(1 + x) l/x —e 10g(1+x))/x l log(l + x) = r— 5:1:2 + 0(:132),
neposredno dobijamo
_e-(1+ m)fl/m 1 e e~ 1ta/2+o0(z) _ 4 . et/2+o(@) _ ¢
lim = lim = lim —
z—0 x z—0 x z—0 x
~ lim 1+z/2+0(x)—1 ~ lim x/2+ o(x)
z—0 x z—0 x
= lim x_/2 = l A
z—0 T 2

Napomena 1.12.3. Uporediti ovaj primer i primer 1.11.12.

Kako je polinom T),(x) glavni deo funkcije = — f(z) kada x — a, to se
f(z) u nekoj okolini U(a,d) moze aproksimirati polinomom T}, (x),

(1.12.12) f(z) =~ T,(x) (r € U(a,0)),

pri ¢emu ¢inimo gresku koja je jednaka ostatku R, (z). Greska je beskonacéno
mala veli¢ina kada x — a i to reda n u odnosu na beskona¢no malu veli¢inu
x — a. U aproksimaciji (1.12.12) mogu se uociti sledeéi elementi: (1) stepen
n Taylorovog polinoma; (2) interval aproksimacije (a — d,a + §), tj. okolina
U(a,d); (3) ucinjena greska R, (z) = f(x) — Tn,(z), kada = € (a — d,a + 9).
U vezi sa tim postavljaju se sledeca tri pitanja:

1° Ako je U(a,d) data okolina tacke a i ako je stepen Taylorovog poli-

noma dati prirodan broj n, izvrsiti procenu greske R, (x) koja se ¢ini
aproksimacijom funkcije f njenim Taylorovim polinomom 7, ;
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Ako je U(a, d) data okolina tacke a i ako se aproksimacijom (1.12.12)
nacini greska R, (x) za koju se unapred trazi da za svako x € U(a, )
ne sme biti veca od zadate vrednosti €, odrediti stepen polinoma T, ;

Ako funkciji  — f(x) odgovara Taylorov polinom 7, uocenog ste-
pena n i ako je zadata granica greske e, odrediti okolinu U (a, d) tako
da se aproksimacijom (1.12.12) ne nacini greska veca od zadate, tj.
da je u toj okolini uvek |R,(z)| < e.

Analiziratemo svako od ovih pitanja na pojedina¢nim primerima.

Primer 1.12.11. Posmatrajmo funkciju z — e* (=1 < z < 1) i Taylorovu

formulu

er=1+x+lx2—|—---—|—ixn—|—Rn(m),
2! n!

gde je ostatak Ry (z) dat u Lagrangeovom obliku

Rn(z) = " (c1<e<).

Odredi¢emo najmanji prirodan broj n tako da je

[Ru()| = |e” = Tn(a)| < 1073

za svako z € [—1, 1]. Kako je

nejednakost | Ry, (z)] < 1073 vazi ako je

¢ ¢
& €

R _ n+1 _ n+1

@)= | G TR
elél e 3

S D St S a

< 1073, tj. ako je n > 6.

3
(n+1)!

Prema tome, moze se uzeti da je

T 1 9 1 6
e =~ 1+x+§:1: —i—---—l—ax,
pri ¢emu je greska manja od 1073, za svako x € [—1,1].
Za x = 1 dobijamo
1 1 1 1 1 1957
e =~ HHEJFEJFIJFEJFE_W‘2'718055""
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Dobijena vrednost za e je odredena sa veéom tacno$éu. Ovde je greska manja od
2.3-1074. Inace, za broj e vazi:

e = 2. 71828 18284 59045 23536 02784 71352 66249 77572 47093 69995 95749. .. ,

gde smo naveli 55 prvih ta¢nih decimalnih cifara. A

Napomena 1.12.4. Kako je (z) € (0,1) i z = [z] 4 (x), moguce je za svako x
odrediti pribliznu vrednost za e” koristeé¢i dobijeni rezultat i ¢injenicu da je

& = T+ @) _ o] | (@)

Primer 1.12.12. Neka je x — sinz (0 <z < 7/4) i neka je

1 2n+1

3
@nti”

sinz =z — 2 + (=D)"

30 + Ropt1(x).

Ako stavimo n = 3, a ostatak R7(x) uzmemo u Lagrangeovom obliku

Re(w) = Tpta®  (0<e<]),

dobijamo

_ = < = < o \7
|sinz — T7(x)| = [R7(z)] < g’ =0 (4>

1 1

9
< 5 (08)7 < 362 880

ol -0.2 < .000005.

Znadi, ako se, za 0 < z < 7/4, vrednosti funkcije z — sinx zamene vrednostima
njenog Taylorovog polinoma 77, tj. ako se uzme

Sinx%m—lxg—l—le—lx? (

3! 5! i

e}
IN
S
IN
212

¢ini se greska koja je manja od 5 - 1075, A

Primer 1.12.13. Posmatrajmo Taylorovu formulu

_ 1 2 1 4 _ 1 2 1 4 COS&~ 6
cosx—l—ix —I—Ix —|—R5(x)—1—5x —I—Zx + o Y

(—a<€é<a),

gde je a pozitivan broj koji ¢emo odrediti tako da pri aproksimaciji

1 1
2, 1 4

T 1 (—ra<z<a)

cosr ~ 1—
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bude |Rs(z)| < 5-107°. Kako je
cosé ¢ 1 6
6 " ‘S o 2
zakljuéujemo da je |Rs(x)] < 5-107° akoje |z/® < 6!-5-1075, tj. ako je

lz| < V6!-5-105 = 0.57 .

Prema tome, dovoljno je uzeti o = 0.57. A

[R5 (2)| =

2. ISPITIVANJE FUNKCIJA

2.1. Opste i lokalne osobine funkcija

Kao sto smo naglasili (videti glave I i III, kao i prethodno poglavlje),
funkcije mogu imati izvesne osobine koje ih karakterisu u ¢itavoj njihovoj
oblasti definisanosti ili samo u nekim delovima te oblasti. To su, na primer,
parnost, periodi¢nost, monotonost, konveksnost, kao i neprekidnost i dife-
rencijabilnost na segmentu. Te osobine su opste osobine funkcija i njih smo,
uglavnom, izuéili.

Zato ¢emo u narednim odeljcima posvetiti paznju tzv. lokalnim osobina-
ma funkcija, tj. osobinama koje funkcije imaju u pojedinim tackama svojih
oblasti definisanosti.

Prirodno, postavlja se pitanje koje su te tacke. Mi neke od njih znamo.
To su, na primer: izolovane tacke, tacke prekida funkcije ili tacke u kojima
funkcija nije diferencijabilna. Medutim, u oblasti definisanosti funkcija ima i
drugih tac¢aka u kojima se ,, neSto deSava“ u odnosu na posmatrane funkcije.
One su, na izvestan nacin, osobene za te funkcije i za njih kazemo da su
karakteristicne tacke tih funkcija.

U nameri da omogué¢imo detaljnije ispitivanje funkcija, u narednim o-
deljcima ovog poglavlja ukaza¢emo na joS neke karakteristicne tacke nekih
funkcija, narocito diferencijabilnih i, prirodno, u tim tackama ¢emo izuciti i
njihove lokalne osobine.

2.2. Monotonost

U odeljku 1.5 (glava I) definisali smo pojam monotone funkcije. Tom
prilikom naglasili smo da se za neke klase funkcija moze, primenom izvoda,
dosta jednostavno ispitati da li je neka funkcija monotona na nekom delu
svoje oblasti definisanosti. Naravno, sada nije tesko zakljucuti da se radi o
klasi diferencijabilnih funkcija. U tom smislu, u ovom odeljku dokaza¢emo
nekoliko tvrdenja koja se odnose na diferencijabilne funkcije u intervalu

(a,b).
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Teorema 2.2.1. Diferencijabilna funkcija x — f(x) je neopadajuéa u in-
tervalu (a,b) ako i samo ako za svako x € (a,b) vazi nejednakost f'(x) >0,
a nerastuca je samo ako je f'(x) <0 za svako x € (a,b).

Dokaz. Neka je f(x) neopadajuca funkcija u intervalu (a,bd). Ako je zg
bilo koja tacka iz (a,b) i Az > 0. Tada je Ay = f(zo + Ax) — f(xg) > 0,
odakle zakljucujemo da je i Ay/Ax > 0, tj. vazi Alimg(Ay/Am) = f(xg) > 0.

Pretpostavimo sada da je f’(xz) > 0 za svako x iz intervala (a,b). Ako su
x1 1 @9 proizvoljne tacke iz (a, b) za koje je x1 < z2, tj. xo —x1 > 0, tada na
osnovu Lagrangeove formule vazi jednakost

fl@2) = fz1) = f{()(x2 —21) (21 <& <w2),
odakle, zbog o — x1 > 01 f/(z) > 0, sleduje nejednakost
f(z2) — f(x1) >0 (a <x1 <mp < D).

Funkcija f je, prema tome, neopadajuca u intervalu (a,b).
Na slican nac¢in dokazuje se i drugi deo tvrdenja teoreme. [

Primer 2.2.1. Posmatrajmo funkciju « — f(z) odredenu sa

—z? (-1 <z<0),
fl@)=4 0 (0<z<1),
(x—1)?2 (1<z<?2),
za koju je
—2z (-1<z<0),
fl@)=10 0<z<1),

2z —-1) (1<z<?2).
Ocigledno, vaze nejednakosti
flx)>0 (-1<z<0), fl(z2)=0 (0<z<1), fllz)>0 (1<z<?2).

Prema tome, vazi nejednakost f'(z) > 0 (=1 < x < 2), $to znaéi da je funkcija f
neopadajuéa u intervalu (—1,2). A

Napomena 2.2.1. Teorema 2.2.1 vazi i u slu¢aju kada je f neprekidna funkcija
koja samo u kona¢nom broju tacaka intervala (a,b) nije diferencijabilna.

Primer 2.2.2. Takva je funkcija
r+2 (-2<z<-1),

x— flr)=1< 1 (-1 <z <),
x (I<z<?2),
koja nije diferencijabilna u tackama r=—-1liz=1. A

Sliéno teoremi 2.2.1 mozemo dokazati sledece tvrdenje:
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Teorema 2.2.2. Ako za svako x € (a,b) vazi nejednakost f'(x) > 0, dife-
rencijabilna funkcija x — f(x) je rastuéa u intervalu (a,b). Ako je, medutim,
f'(x) <0, funkcija je opadajuca u intervalu (a,b).

Primer 2.2.3. 1° Neka je z + f(z) = logz (z > 0). Zbog f'(z) = 1/z > 0
(z > 0), sleduje da je funkcija x — logz rastuéa za x € (0, +00).

2° Funkcija ¢ — f(z) = 22 (z € R) ima izvod f'(z) = 2z. Za z < 0 funkcija
f je opadajuca, dok je za = > 0 rastuéa. A

Primer 2.2.4. Neka je z — f(z) (0 < 2 < 7/2) funkcija za koju je

1 (@=0),
x) = i
f@) M (0<z<w/2).
Kako je
/ (sinz)/xz — 1 . sinz—x . cosz—1 . —sinz
0) = lim SR/ LZ 2 gy ST ZE —1 —0
70 x—0 z—0 mLH%) x?2 :cli% 2x mLH%) 2

sinx\’ xcosx —sinz Ccos T
= 5 = —5 (z —tanz) <0,
T T

7@ = (
jer, za svako z iz intervala (0,7/2), vazi nejednakost z — tanz < 0, zaklju¢ujemo
da je funkcija f opadajuéa. A

Primer 2.2.5. Neka je z — f(z) = (1 +1/z)" (x > 0). Dokazacemo da je f
rastuca funkcija, tako sto ¢emo za funkciju g(z) = log f(z) dokazati da je rastuca.
Kako je

T

g(z) = log f(z) = z(log(z + 1) — log z) (x >0)

xil —i):log(m—i—l)—logm—

)

/
—1 1) -1 ( —
g (x) =log(x+1) —logz +z T 1

na osnovu Lagrangeove formule
1
log(:c—i-l)—logng O<z<€&<az+1),

za ¢'(x) dobijamo

11
& x+1

J(z) = O<zx<é<z+1) tj. g (x)>0 (z > 0).

Funkcija z — g(z) = log f(z) je, prema tome, rastuca, odakle sleduje da je i
x — f(x) rastuéa funkcija. A
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Primer 2.2.6. Funkcija

B (—m1<z<1),

fo(x):{\/E 1<z < +0),

nije diferencijabilna u tacki x = 1, jer je

. , . 1 1
31 )= lim =g

B

Dakle, f/(1) ne postoji. Nije tesko zakljuciti da je f'(0) = 01 da za ostale vrednosti
za x vazi nejednakost f’(x) > 0. Prema tome, neprekidna funkcija f je rastuéa u
intervalu (—1,+00). A

Vazi i sledeCe tvrdenje:

Teorema 2.2.3. Neka je x — f(z) (a < x < b) diferencijabilna funkcija i
neka je a € (a,b). Ako je f'(a) > 0, tada postoji okolina U(«,d) u kojoj je
funkcija f rastuéa. Ako je f'(a) <0, tada postoji okolina U(c,d) u kojoj je
funkcija f opadajuca.

Zbog toga se Cesto kaze da ako je f'(a) > 0 da funkcija f raste u tacki
x = a. Isto tako, ako je f'(«) < 0 kaze se da u tacki x = « funkcija f opada.

Primer 2.2.7. Funkcija z — f(z) = 22 (z € R) u tacki © = —2 opada, jer je
f(—=2) = =4 <0, a u tacki x = 1 raste, jer je f/(1)=2>0. A

U stvari, funkcija f raste u tacki x = «, ako istovremeno: za svako
z € (o — §, ) vazi nejednakost f(z) < f(a) i ako za svako x € (a, a + 9)
vazi f(a) < f(x).

Isto tako, funkcija f opada u tacki = «, ako istovremeno: za svako
x € (o — §, ) vazi nejednakost f(z) > f(a) i ako za svako x € (a, a + 9)
vazi f(a) > f(x).

Kao sto vidimo, ¢injenica da neka funkcija f raste, ili opada, u tacki «
predstavlaja, u stvari, jednu lokalnu osobinu te funkcije u tacki z = a.

Nije tesko zakljuciti da ako je neka funkcija rastuéa (opadajuéa) u nekom
intervalu, da ona raste (opada) u svakoj tacki tog intervala, ali, i obrnuto,
ako funkcija raste (opada) u svakoj tacki nekog intervala, tada je ta funkcija
rastuca (opadajuca) u celom tom intervalu.

Primer 2.2.8. Funkcija z — g(z) = e® (z € R) raste u svakoj tacki, jer za
njen izvod ¢’ vazi nejednakost ¢'(z) = e” > 0 za svako z € R. A
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2.3. Lokalni ekstremumi funkcija

Jos u prvoj glavi (videti odeljak 1.1) napomenuli smo da se kaze da
funkcija = — f(x) (x € D) ima minimum, u oznaci miB f(z), ako pos-
e

toji in{) f(x) i ako taj infimum pripada skupu vrednosti funkcije f, tj. ako
re

in{) f(z) € f(D). To, u stvari, znac¢i da funkcija  — f(z) ima minimum

Te

ako u skupu D postoji tacka = = «, takva da je

fla) = inf f(x) = inf(f(D)).

xzeD
Isto tako, kaze se da funkcija = +— f(z) (x € D) ima maksimum, u oznaci
max f(z), ako postoji sup f(x) i ako taj supremum pripada skupu vrednosti
z€ €D
funkcije f, tj. ako sup f(x) € f(D). Dakle, to znac¢i da funkcija z — f(x)
D

xE
ima maksimum ako u skupu D postoji tacka z = [, takva da je

f(B) = sup f(z) = sup(f(D)).

zeD

Kao §to vidimo, ovako definisani minimum je zaista najmanja, a maksi-
mum najveéa vrednost funkcije x — f(z). Zbog toga se, ponekad, za tako
definisani minimum kaze da je to apsolutni minimum, a za maksimum da je
apsolutni maksimum funkcije f.

Napomenimo da je uvek f(D) C [ ig’) f(x), sup f(x)] Samo se po sebi
r zeD

razume: ako je f(D) interval, polusegment (poluinterval) ili segment, onda
su vrednosti inf f(z) i sup f(z) njegovi krajevi.
zeD z€D

Slede¢im dvema definicijama uveS¢emo neke nove pojmove.

Definicija 2.3.1. Za tacku a € (o, 3) kazemo da je tacka minimuma funk-
cije z — f(x) (z € (a,)) ako postoji 6 > 0 takvo da je f(z) > f(a) za
svako = € U(a,d). U tom slucaju, za funkciju f kazemo da u tacki a ima
minimum f(a).

Definicija 2.3.2. Za tacku a € (o, 3) kazemo da je tacka maksimuma funk-
cije z — f(x) (z € (a,)) ako postoji § > 0 takvo da je f(z) < f(a) za
svako = € U(a,d). U tom slucaju, za funkciju f kazemo da u tacki a ima
maksimum f(a).

Nije tesko zakljuciti da ako je funkcija z — f(z) (a < z < b) rastuca, da
je tada f(a) minimum, a f(b) maksimum funkcije f na segmentu [a,b]. 1
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obrnuto, ako je f opadajuéa funkcija, tada je f(a) maksimumi f(b) minimum
funkcije f(z) za x € [a,b].

Za najmanju i najvecu vrednost neke funkcije, tj. za njen minimum i njen
maksimum, ¢esto se kaze da su to njene ekstremne vrednosti ili da su to njeni
ekstremums.

Kako je svaka diferencijabilna funkcija istovremeno i neprekidna, na os-
novu druge Weierstrassove teoreme (videti: glava III, teorema 2.3.2) nepo-
sredno sleduje da svaka na segmentu [a, b] diferencijabilna funkcija ima i svoj
minimum i svoj maksimum.

Dokazaé¢emo sada neka tvrdenja koja se odnose na ekstremne vrednosti
funkcija.

Teorema 2.3.1. Ako funkcija x — f(x) u tacki a € (o, 8) ima ekstremum,
tada ili funkcija f u toj tacki nije diferencijabilna ili je f'(a) = 0.

Dokaz. Ocigledno, u skladu sa definicijama 2.3.1 i 2.3.2, ¢injenica da u
tacki a € (o, §) funkcija f ima ekstremum znaci da postoji okolina U (a,d) C
(a, B) takva daje f(a) > f(x)ili f(a) < f(x),zax € U(a,d). Prema tome, u
tacki a funkcija f dostize svoju najmanju ili svoju najveéu vrednost. Stoga,
na osnovu Fermatove teoreme (videti teoremu 1.11.1), zaklju¢ujemo da ako
postoji f'(a) vazi jednakost f’(a) = 0, ¢ime je dokazan jedan deo tvrdenja
teoreme.

Naravno, ako f’(a) ne postoji, funkcija f u tacki a nije diferencijabilna.

Ovim je teorema dokazana. [

Primer 2.3.1. Ocigledno, funkcije  — f(z) = 22 i 2 — g(x) = |z| u tacki

x = 0 dostizu svoje minimalne vrednosti. Pri tome, za funkciju f vazi f’(0) = 0,
a fukcija g nije diferencijabilna u tacki x =0. A

Napomenimo da jednakost f’(a) = 0 ne znaci da diferencijabilna funkcija
x — f(r) ima ekstremum u tacki = a. Na primer, funkcija z — f(x) = 2®
(z € R) ima u tacki z = 0 izvod jednak nuli, ali u toj tacki nema ekstremum.

Teoremom 2.3.1 se, prema tome, utvrduje potreban uslov da funkcija
x — f(x) u tacki x = a ima ekstremum.

Medutim, vazi i sledece tvrdenje:

Teorema 2.3.2. Neka je funkcija x — f(x) neprekidna u tacki x = a i neka
je diferencijabilna u okolini U(a,d) C («, 3), sem mozZda u tacki a. Ako su
vrednosti f'(z), za svako x € U(a—,9) i za svako x € U(a+,0), razlicitog
znaoka, funkcija f u tacki x = a ima ekstremum.
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Dokaz. Razlikova¢emo dva slucaja: slucaj kada je

(231) f(z) >0 (a—d<xz<a) i flz)<0 (a<z<a+d),

a zatim, slucaj kada je

(23.2) fl(z) <0 (a—d<z<a) i ) >0 (a<z<a+d).

Razmotrimo prvi slucaj. Neka, dakle, za © € U(a,d) vaze nejednakosti
(2.3.1). Tada, na osnovu Lagrangeove formule

f@) = fla)=f@—-a) (a<f<a ili z<E<a)

zakljucujemo da je razlika f(z) — f(a) uvek negativna, tj. uvek vazi ne-
jednakost f(z) < f(a), jer su, zbog (2.3.1), f'(§) i  — a razli¢itog znaka.
Vrednost f(a) je, prema tome, najveéa vrednost funkcije f za x € U(a, ),
§to znaci da u tacki = a funkcija f dostize svoj maksimum.

Na slican nac¢in dokazuje se da u drugom slucaju, tj. u sluéaju da vazi
(2.3.2), funkcija f u tacki z = a dostize svoj minimum. [

Primer 2.3.2. Neka je z — f(z) =sinz (0 < x < 2m).

1° Kako je f'(z) = cosz i

T T . 0 T
cosx >0 (5—5<x<§) i cosx <0 (§<x<§—|—5>,

na osnovu teoreme 2.3.2 zaklju¢ujemo da u tacki x = 7/2 funkcija f dostize svoj
maksimum f(7/2) = 1.
2° Isto tako, funkcija f, zbog

cosx <0 <3—7T—(5<a:<3—7r> i cosxz > 0 (3—7r<a:<3—7r—|—6),
2 2 2 2
prema teoremi 2.3.2, u tacki x = 37/2 dostize svoj minimum f(37/2) =—-1. A

Primer 2.3.3. Kao $to smo videli funkcija z — |z| u tacki # = 0 ima minimum,
iako u njoj nije diferencijabilna, $to je u skladu sa teoremom 2.3.2. A

Napomenimo da su uslovi teoreme 2.3.2 samo dovoljni uslovi, ali ne i
potrebni da bi funkcija f imala ekstremum u tacki * = a. Naime, ako
funkcija * — f(x) (x € (o, )) ima u tacki x = a ekstremum, na primer
minimum, to ne znaé¢i da mora postojati okolina U (a, 0) takva da je f’'(z) < 0

kada z € ﬁ(a—,é) if'(x)>0akox e ﬁ(a—l—,&).
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Tlustrova¢emo ovaj zakljucak slede¢im primerom:

Primer 2.3.4. Posmatrajmo funkciju

222 + z2 sin 1 (x #0),
T

0 (z =0).

z s f(2) =

Neka je x # 0. Tada iz nejednakosti
—1 <sin l <1,
x
jedno za drugim dobijamo
22 §x2 sinl §:1:2 i z2 < 2952—|—952sinl < 3:1:2,
x x

odakle, zbog f(0) = 0, sleduje dvostruka nejednakost

(2.3.3) 2 < f(z)<32° (z€eR).

Kako je min 22 = min 322 = 0, iz (2.3.3) neposredno zaklju¢ujemo da funkcija
z€eR reR

f, utacki x = 0, ima minimum f(0) = 0.

Medutim, ni u jednoj od okolina U(0—,¢) ili U(0+, d) funkcija

x»—>f/(gv)zélgv—l—%csinl — cosl
x x

nema stalni znak. Sta vige, ona ga u svakoj od njih beskona¢no puta menja. A

Teorema 2.3.3. Neka je funkcija v — f(z) dvaput diferencijabilna u tacki
x =a inekaje f'(a) =01 f"(a) # 0. Tada funkcija f u tacki a dostize svoj
maksimum ako je f"(a) <0, a minimum ako je f"(a) > 0.

Dokaz. Pod navedenim uslovima, za funkciju f vazi Taylorova formula

f"(a)
2!

f(x) = fla) + (z—a)’+ Ra(z) (v —a),

tj. jednakost

fl@)=fla)=—F—(@@-a?+o((z-a)?) (z—a).
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Kako je

51 (x — a)?

zaklju¢ujemo da postoji okolina U(a,d) tacke = a u kojoj vazi

RQ(IL') < 1
f”(a) 5 9
5 (x — a)?
§to, zapravo, znaci da vazi nejednakost
1| f"(a) 2
Bao)| < 5 [ 152~ a)

Prema tome, u okolini U(a, ), razlika f(x) — f(a), tj. zbir

/"
LD (@~ 0 + Rafo),
f"(a)
ima isti znak kao i izraz 51 (x — a)?, tj. kao izvod f(a).

Dakle, ako je f”(a) > 0, za x € U(a,d) vazi nejednakost f(z) — f(a) > 0,
tj. funkcija f u tacki x = a dostize svoj minimum.

Ali, ako je f"(a) <0, za x € U(a,d) vazi nejednakost f(z)— f(a) <0, tj.
funkcija f u tacki x = a dostize svoj maksimum. [

Primer 2.3.5. Neka je z — f(z) = 22 (=1 < z < 1). Kako je f'(z) = 2z i
f"(z) =2, zbog f/(0) =01i f”’(0) = 2 > 0, na osnovu teoreme 2.3.3, zakljuéujemo
da je f(0) = 0 minimum funkcije f.

Akojexz — g(x) =sinz (0 < x < m), tada je, isto tako na osnovu teoreme 2.3.3,
g(m/2) = sin/2 = 1 maksimum funkcije g, jer iz ¢'(x) = cosz i ¢’ (z) = —sinx
sleduje ¢'(7/2) =0i ¢"(r/2) = -1 <0. A

Na slican nacin moze se dokazati sledece opstije tvrdenje:
Teorema 2.3.4. Neka je funkcija x — f(x) n puta diferencijabilna u tacki

T = a i neka je

flla)=f"(a)=-=f"Ya)y=0 i f"a)#£0 (n>2).
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Tada, ako je n paran broj, funkcija f u tacki a ima ekstremum, i to:
minimum ako je f(a) > 0, a maksimum ako je f™(a) < 0.

Ako je n neparan broj, funkcija f u tacki a raste ako je f(a) > 0, a
opada ako je f™(a) < 0.

Primer 2.3.6. 1° Neka je f(z) = 2% (=1 < 2 < 1). Na osnovu izvoda
Df(z) = 42>, D*f(z) =122%, D3f(2) =242, D f(z) = 24,

zaklju¢ujemo da funkcija f, u tacki = 0, ima minimum f(0) = 0.
2° Ako je g(z) =z +sinz (7/2 <z < 37/2), tada je
g () =1+cosz, ¢"(x) = —sinz, ¢"(z) = — cosz,
odakle sleduje
Jm=¢"m=0 i ¢"(m)=1>0.
Prema tome, na osnovu teoreme 2.3.4, zaklju¢ujemo da funkcija g u tacki z =7

nema ekstremum. Ona u toj tacki raste. A

Na kraju, napomenimo da se, u skladu sa ovim razmatranjima, konven-
cijom uzima da funkcija x — f(z) (r € D) u svakoj tacki a € D za koju
je f(a) izolovana tacka skupa f(D), dostize svoj ekstremum. Naravno, u
konkretnim sluc¢ajevima, prirodu tog ekstremuma nije tesko utvrditi. Zan-
imljivo je da se u izolovanoj tacki a skupa D, za koju je f(a) izolovana tacka
skupa f(D), takode konvencijom uzima da funkcija f istovremeno dostize i
svoj minimum i svoj maksimum.

Primer 2.3.7. Funkcije

2 (@#0), ooy et @#0),
wf(x)—{l alo o g(x)—{_l ol

u tacki x = 0 imaju, respektivno, maksimum f(0) = 1 i minimum ¢g(0) = —-1. A

Primer 2.3.8. Kako oblast definisanosti funkcije z — f(z) = z(v/z — 1+ 1)
¢ini unija skupova {0} i [1,400), tj. skup D = {0} U [1,4+00), tacka x = 0 je
izolovana tacka tog skupa. Kao sto smo naglasili, konvencijom se uzima da u tacki
x = 0 funkcija f dostize i svoju minimalnu i svoju maksimalnu vrednost

min f(z) = max f(x) = f(0) = 0.
Inace, funkcija f u tacki z = 1 takode dostize svoju minimalnu vrednost
min f(z) = f(1) =0,

jer je rastuéa za x € [1,+00). A
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2.4. Konveksnost i prevojne tacke

U odeljku 1.6 (glava I) dokazali smo nekoliko teorema koje su se odnosile
na konveksne funkcije. Izmedu ostalog (videti teoremu 1.6.2), dokazali smo
da je funkcija x — f(z) konveksna na (a,b) ako i samo ako je

(2.4.1) (2 — ) f(w1) + (21 — 22) f(2) + (7 — 21) f(72) > 0,

za svaku trojku vrednosti x1,x,z2 € (a,b) za koju je 1 < x < x3. Ovde
¢emo dokazati nekoliko tvrdenja koja se odnose na konveksnost diferencija-
bilnih funkcija.

Teorema 2.4.1. Diferencijabilna funkcija x — f(z) je konveksna (strogo
konveksna) na (a,b) ako i samo ako je njena izvodna funkcija f' neopadajuca
(rastuéa) na (a,b).

Dokaz. Pretpostavimo da je f konveksna funkcija na (a,b), tj. neka za
svako x1,x, 29 (a < 1 < © < x5 < b) vazi nejednakost (2.4.1).

Kako je zg — 1 = (z2 — ) + (x — x1), nejednakost (2.4.1) je ekvivalentna
nejednakosti

f(z) — f(21) < flzo) — f(z)

2.4.2
( ) T — X1 - To — X

(1 < x < x2),

odakle, jedno za drugim, dobijamo

f'(z1) = lim f@) = flay) < lim fx2) — f(=) _ flx2) — f(z1)
T—Xq r — T T o1 To — T To — T1
i
f(x2) = lim M > lim f(z) = f(a1) _ f(z2) — f(z1) ‘
T—T2 To9g — X T r—oxs T — T To — T1

Prema tome, za svaki par vrednosti z1,22 € (a,b), za koji je 1 < xq,
vazi nejednakost f'(z1) < f'(x2), $to kazuje da je f’ neopadajuéa funkcija
na (a,b). U slucaju stroge konveksnosti funkcije f, u (2.4.2) vazi stroga
nejednakost, odakle, na osnovu Lagrangeove teoreme, sleduje

f/(gl) _ f(l')—f(.il'l) < f(xg)—f(l') — f,(£2),

r — X To9g — X
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gde je £1 < &1 < x < & < x9. Prema tome, za svako x1 < xo postoje &1 1 &
(§1 < &2) za koje je

fllx) < (&), fl&)<f(&), (&)< fl),

tj. f'(z1) < f'(x2). Dakle, ako je f strogo konveksna funkcija na (a,b), tada
je f’ rastuca funkcija na (a,b).

Neka je sada funkcija f’ neopadajuéa na (a,b). Na osnovu Lagrangeove
formule, za a < 1 < x < x5 < b imamo
flz2) — f(z)

[OZ10) gy o H2I0) )

(2.4.3)

gde je 1 <& < x <& < x9.

Kako je f’ neopadajuéa funkcija, vazi nejednakost f/(&1) < f/(&2), odakle,
obzirom na (2.4.3), zakljucujemo da vazi nejednakost (2.4.2), pa, prema
tome, i njoj ekvivalentna nejednakost (2.4.1). Dakle, funkcija f je konveksna.

Ako je f’ rastuéa funkcija, stroga konveksnost funkcije f, tj. stroga ne-
jednakost u (2.4.1), sleduje iz nejednakosti f'(&§1) < f'(&2). O

Primer 2.4.1. Funkcija z — f(z) = z*

z — f'(z) = 423 neopadajuca.

(z € R) je konveksna, jer je funkcija

Za funkciju = — f(z) = e* vazi f'(z) = e*. Kako je f’ rastuca, funkcija f je
strogo konveksna. A

Na slican nac¢in moze se zakljuciti da vazi i dualno tvrdenje:

Teorema 2.4.2. Diferencijabilna funkcija © — f(x) je konkavna (strogo
konkavna) na (a,b) ako i samo ako je njena izvodna funkcija f' nerastuca
(opadajucéa) na (a,b).

Primer 2.4.2. 1° Funkcija z — f(z) = 4z — z* (z € R) je konkavna na
intervalu (—oco,+00) jer je # — f'(z) = 4(1 — 2®) nerastuéa funkcija za z €
(—00, +0).

2° Funkcija x — f(z) = sinz (0 < x < m) je strogo konkavna na (0, ) jer je
z+ f'(z) =cosx (0 < z < 7) opadajuéa funkcija. A

Teorema 2.4.3. Diferencijabilna funkcija x — f(x) je konveksna na (a,b)
ako i samo ako vaZi nejednakost

(2.4.4) f@) = fla) = fl)(z—a) (2,0 €(aD)).
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Funkcija je strogo konveksna na ako i samo ako vaZi stroga nejednakost u
(2.4.4).

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija na (a,b). Kako je
f@)=fla)=f@—-0a) (@<i{<ail a<{<a)
nejednakost (2.4.4) postaje
('O —-fl@)(z-a)>0 (z<&<a ili a<f<a),

i ona je tacna jer je, na osnovu teoreme 2.4.1, funkcija f’ neopadajuca funk-
cija na (a, b). Dakle, pod pretpostavkom da je f konveksna funkcija, dokazali
smo da vazi nejednakost (2.4.4).

Pretpostavimo sada da vazi nejednakost (2.4.4), tj.

T T pia) weay 1 IO gy @,

ili, Sto je isto,

f($1)_f(x) < f/((L') (Z'1<.Z') i f’(a:) < f(!l?g)—f(l‘)

< xg).
1T — & To9g — X ( 2)

Iz ovih nejednakosti zaklju¢ujemo da je

f(x) — f(x1) < f(z2) — f(z)

T — X1 - To — X

(1 < x < x2),

odakle, za proizvoljne vrednosti x1,x,z2 € (a,b) za koje jea < 1 < z <
T9 < b, sleduje da je funkcija f konveksna.

Stroga nejednakost u (2.4.4) je potreban i dovoljan uslov za strogu kon-
veksnost funkcije f na (a,b). O

Napomena 2.4.1. Tvrdenje teoreme 2.4.3 ima sledeéu geometrijsku inter-
pretaciju: Ako je f konveksna (ili: strogo konveksna) funkcija na (a,b), tada za
krivu y = f(z) (z € (a,b)) i njenu tangentu y = f(a) + f'(a)(z — a) u proizvoljnoj
tacki a € (a,b) vazi da za svako z iz intervala (a,b) ordinate krive nisu manje (ili:
veée su) od ordinata tangente. I obrnuto, ako ova osobina vazi za krivu ¢&ija je
jednacina y = f(x) i svaku njenu tangentu, funkcija f je konveksna (ili: strogo
konveksna) funkcija.

Naravno, vazi i tvrdenje koje je dualno teoremi 2.4.3:
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Teorema 2.4.4. Diferencijabilna funkcija x — f(x) je konkavna na (a,b)
ako 1 samo ako vazi nejednakost

(2.4.5) f@)=flo) < fll)(z—a) (2,0 €(aD)).

Funkcija je strogo konkavna ako i samo ako vazi stroga nejednakost u (2.4.5).

Napomena 2.4.2. Tvrdenju teoreme 2.4.4 moze se dati slicna geometrijska
interpretacija kao $to je to ucinjeno u napomeni 2.4.1 za konveksne funkcije. U
stvari, moze se zakljuciti da luk grafika svake konveksne ili konkavne funkcije u
okolini neke njene tacke M citav lezi sa jedne strane njene tangente u toj tacki M.

Dokazaé¢emo sada jedno vazno tvrdenje koje se u praksi veoma ¢esto ko-
risti.
Teorema 2.4.5. Neka je x — f(x) dvaput diferencijabilna funkcija na
(a,b). Funkcija f je konveksna na (a,b) ako i samo ako je f"(x) > 0,
za svako x € (a,b), a konkavna ako i samo ako je f"(x) < 0, za svako
x € (a,b).

Dokaz. Ako je f konveksna funkcija na (a,b), tada je funkcija z — f'(x)
(a < z < b), na osnovu teoreme 2.4.1, neopadajuca, $to na osnovu teoreme
2.2.1 znaci da je f”(x) > 0 za x € (a,b).

Obrnuto, ako je f”(z) > 0, na osnovu teoreme 2.2.1 zaklju¢ujemo da je
funkcija z — f’(z) (a < z < b) neopadajuca, §to prema teoremi 2.4.1 znaci
da je funkcija f konveksna na (a,b).

Slican dokaz se moze dati i za konkavne funkcije. [0
Napomena 2.4.3. U slucaju stroge konveksnosti (stroge konkavnosti) drugi
izvod f”(x) treba biti pozitivan (negativan).

Primer 2.4.3. 1° Posmatrajmo funkciju z — f(z) = z* — 4z (z € R). Kako
je f(x) = 1222 > 0, na osnovu teoreme 2.4.5 zakljuc¢ujemo da je funkcija f
konveksna na intervalu (—oo, +00).

2° Funkcija ¢ — f(z) = —2? — 2cosx (—n/2 < z < 7/2) ima drugi izvod f”,
odreden sa f”(z) = 2(cos x — 1), za koji vazi nejednakost f”(z) < 0, §to na osnovu
teoreme 2.4.5 znaci da je f konkavna funkcija. A

Primer 2.4.4. 1° Neka je x — f(x) = coshz = %(em +e ") (z € R). Kako
je f”(x) = coshx > 0 za svako realno z, na osnovu teoreme 2.4.6 imamamo da je
f strogo konveksna na (—oo, +00).

2° Neka je z — g(z) =logz (z > 0). Kako je f(z) = —1/(z?) < 0, na osnovu
teoreme 2.4.6 zaklju¢ujemo da je funkcija g strogo konkavna na (0,+00). A
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Napomena 2.4.4. Ako je funkcija z — y = f(z) (a < z < b) strogo konveksna
(konkavna), tada ne postoji interval (a1,b1) (a < a1 < by < b) u kome je funkcija
x +— f”(x) identicki jednaka nuli. Zaista, ako bi takvog intervala bilo, tada bi
se iz identiteta f’(x) = 0 (a1 < x < b1), moglo zakljuéiti da je, na tom delu
intervala (a,b), luk krive y = f(x), u stvari, deo prave linije, tj. deo krive koja
nije ni konveksna ni konkavna. To bi, naravno, bilo u suprotnosti sa ué¢injenom
pretpostavkom da je funkcija f strogo konveksna (konkavna).

Definicija 2.4.1. Za tacku « € (a,b) kazemo da je prevojna tacka funkcije
x — f(x) (z € (a,b)) ako postoji 6 > 0 tako da je: f strogo konveksna za
x € (a— 6, ) i strogo konkavna funkcija za x € (a, a+96), ili da je: f strogo
konkavna za x € (o — d, «) i strogo konveksna funkcija za x € (a, a +6). Za
tacku A (a, f(«)) kazemo da je prevojna tacka krive y = f(x).

Kao §to vidimo, u prevojnoj tacki funkcija menja konveksnost u konkav-
nost ili obrnuto.

Teorema 2.4.6. Ako je a € (a,b) prevojna tacka funkcije x — f(z) (a <
x < b), tada ili funkcija f u toj tacki nije dvaput diferencijabilna ili je

f(e) =0

Dokaz. 1z ¢injenice da je « prevojna tacka funkcije f sleduje da u njoj
funkcija f menja smisao konveksnosti. To zna¢i da postoji § > 0, tako
da je, na primer, funkcija f za = € (a — J,a) konkavna (konveksna) i za
x € (a,a + 0) konveksna (konkavna). Na osnovu teorema 2.4.2 i 2.4.1,
funkcija z — f’(z) je nerastuéa (neopadajuca) za x € (o — d, ) i neopada-
juéa (nerastuéa) za x € (o, + 9).

Prema tome, funkcija f’ utacki x = « dostize svoj minimum (maksimum).
Odavde, na osnovu Fermatove teoreme zaklju¢ujemo: ako postoji f”(a),
tada vazi jednakost f”(a) = 0.

S druge strane, ako f”(a) ne postoji, funkcija f nije dvaput diferencija-
bilna u tacki . O

Primer 2.4.5. Funkcija 2 — f(z) = 23 ima u tacki = 0 prevojnu tacku.
Istovremeno vazi f/(0) =0. A

Primer 2.4.6. 1° Ocigledno, tacka = = 0 je prevojna tacka funkcije
3
z® (z<0),
R
¢ (z

jer je f/(z) =6x <0 (x <0)i f’(x) =2 >0 (z > 0), iako funkcija f nije dvaput
diferencijabilna u tacki x = 0.
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2° Neka je0<a<bi

vy = f(z) = —a++Va? -2 (—a<x<0),
v Sl b-vBZ—a2Z  (0<z<b).

Nije tesko proveriti da je O(0,0) prevojna tacka krive y = f(z). Naime, kako je

2
a
a<z<0),
= | |
= )2
CEIEE (0<z <Y,

zakljucujemo da je funkcija f konkavna u intervalu (—a,0) i da je konveksna u
intervalu (0, ). Medutim, funkcija f nije dvaput diferencijabilna u tacki = 0 jer
je

ffo)y=-1/a i fL0)=1/b. A

Teorema 2.4.7. Neka je v — f(z) (z € (a,b)) triput diferencijabilna funk-
cija i neka je f"(a) =0 i f"(a) #0 («a € (a,b)). Tada je v = o prevojna
tacka funkcije f.

Dokaz. Pod navedenim pretpostavkama, Taylorova formula funkcije f u
tacki x = « ima oblik

f) = £@) + D@ -0y + E 0 so (- 0)) @),
tj. vazi jednakost
_ f///(a)

f(@) = fla) = f(e)(z - o) (@-a)P+o(z-a)’) (z—a)

3!

Sli¢no kao u dokazu teoreme 2.3.3 mozemo zakljuciti da je izraz

(2.4.6) f(@) = fla) = f(a)(x — a)
istog znaka kao i
f/l/ o
3(! )(:E—a)?’ (r — «).

Odavde nije tesko zakljuciti da izraz (2.4.6) menja svoj znak sa promenom
znaka razlike x — . Na osnovu prethodnih teoremai, ovo znac¢i da funkcija
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f u tacki x = o menja smisao svoje konveksnosti. Tacka « je, prema tome,
prevojna tacka funkcije f. [

Na osnovu teoreme 2.4.7 moze se zakljuciti da su prevojne tacke funkcije
x +— f(x) one tacke u kojima njena izvodna funkcija f’ ima ekstremume.
Napomenimo da se moze desiti da funkcija f ima prevojnu tacku z = o u
kojoj je njen prvi izvod f’(«) beskonacan.

Primer 2.4.7. Takva je, na primer, funkcija z — f(z) = ¥/z, za koju je tacka
z = 0 prevojna tacka. A

Bez dokaza navodimo sledeée opstije tvrdenje, koje se moze dokazati na
slican na¢in kao i teorema 2.4.7:

Teorema 2.4.8. Neka je funkcija x — f(z) (z € (a,b)) n puta diferen-
cijabilng v tacki r = a i neka je

@)y =f"a)=-=f""Ya)y=0 i fMa)£0 (n=3).

Ako je n neparan broj, tacka « je prevojna tacka funkcije f, ako je n paran
broj, tacka o mije prevojna tacka funkcije f.

2.5. Asimptote

Posmatrajmo funkcije z +— f(z) iz — g(x) (x € R). Kao sto smo ranije
naglasili (videti odeljak 2.6, glava III) ako je

f(@) =g(@)+olx—a) (z—a),

za funkciju g se kaze da je glavni deo funkcije f, kada * — a. U stvari, tada
je
f@)—g@)=o0(x —a)  (z—a),
ali i
9(x) — f(z) =o(x —a)  (z—a),
§to znaci da je i funkcija f glavni deo funkcije g, kada x — a.

Definisa¢emo sada neke nove pojmove koji su u neposrednoj vezi sa glav-
nim delovima dveju funkcija kada x tezi ka a. Pri tome ¢emo, prirodno,
razlikovati simbole —oo i +00. Medutim, kada nije potrebno posebno istica-
ti tu razlicitost i kada ne moze da dode do zabune, koristi¢emo jednostavno
samo simbol oco.
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Definicija 2.5.1. Za funkcije x — f(z) iz — g(x) kazemo da se asimptotski

jednako ponasaju u okolini U(oo, d) ako je

Jim (F(z) — g(a)) = 0,

ili da se asimptotski jednako ponasaju u okolini U(a,d) (—oo < a < +00)
ako vaze jednakosti

lm f(r) =00, limg(x)=co i  lim(f(x)~ g(x)) =0.

r—a
Za funkcije koje se asimptotski jednako ponasaju, ¢esto se kaze da su
asimptotski jednake.
Ponekad se ¢injenica da se funkcije f i g asimptotski jednako ponasaju,
tj. da su asimptotski jednake, kada x — oo ili kada x — a, simbolizuje sa
f(z) ~g(z) (z—00), ti. flz) ~g(@) (z—a).
Primer 2.5.1. Neka su date funkcije

4
fo(x):xx_;la a:»—>g(:1:)::1;2 i xHh(x):%,

Funkcije f i g se asimptotski jednako ponasaju kada x — oo jer je

4
. s =+ 1 2\ . 1
i (1) = o(e) = Jim (7 = a%)= lim 5 =0
Vazi, dakle, asimptotska jednakost
4
x)~g(x T — 00), tj. x+1~x2 T — 00).
T2

Medutim, i funkcije f i h su, takode, asimptotski jednake, ali kada =z — 0, jer
je
et 1 1
Jim (0) = im £ = boo,Jim o) = Jimy 25 = oo

lim (f(z) — h(z)) = lim <x4—|— L L) = lim 2% =

z—0 z—0 x2 x2 r—
Prema tome, vazi i asimptotska jednakosost

4

x4+ 1 1

f@)~hz)  (z—=0),

Nije tesko zakljuciti da je asimptotska jednakost ~ jedna relacija ekvi-
valencije u skupu funkcija koje se asimptotski jednako ponasaju u okolini

U(o0,6) ili u okolini U(a, 6).
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Definicija 2.5.2. Ako je funkcija = — f(z) asimptotski jednaka funkciji
x — g(z) kada z — oo, kazemo da je kriva y = g(z) krivolinijska asimptota
krive y = f(x). Ako je g(z) = ax + (3 (o, 8 € R), asimptota y = g(x) je
pravolinijska.

Razumljivo, kako je asimptotska jednakost obostrana, ako je kriva y =
g(x) krivolinijska asimptota krive y = f(x), iz definicije 2.5.2 sleduje da je
tada kriva y = f(x) krivolinijska asimptota krive y = g(z).

Definicija 2.5.3. Za pravu y = ax + [ kazemo da je kosa asimptota krive
y = f(z) ako je

lim (f(z) —(az+B3) =0 il lim (f(z) — (az + 3)) = 0.

T——00 T——+00

Primer 2.5.2. Prava y = x je kosa asimptota krive y = vz2 — 1 jer je

lim (V22 —1—2z)= lim _71:0. A
oo

z— z—=00 /2 — 1+
22 — 3z +2
Primer 2.5.3. Prava y = x — 4 je kosa asimptota krive y = B — jer je
T
22 — 3z +2
lim <7—(x—4)>: lim =0
T——00 r+1 z——o00 x + 1

2 —
lim (M —(z— 4)) — lim % _
T—+00 r+1 z—+oo x + 1

Prema tome, ako je y = ax + [ kosa asimptota krive y = f(x), na osnovu
definicije 2.5.1 zaklju¢ujemo da vaze asimptotske jednakosti

f@)~ar+p (x— —o0) ili fl@) ~azx+ 5 (x— +00).

Naglasimo da je, prema definiciji 2.5.3, prava y = ax + [ kosa asimptota
krive y = f(z) ako je razlika njihovih odgovaraju¢ih ordinata beskonacéno
mala veli¢ina kada x — —oo ili kada x — 400.

Definicija 2.5.4. Za pravu y = ( kazemo da je horizontalna asimptota

krive y = f(x) ako je

lim (f(x)—p5)=0 ili lim (f(z)—p)=0.

T——00 T——+00
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Primer 2.5.4. Prava y = 0 je horizontalna asimptota krive y = e jer je

lim (e —0)= lim " =0. A

r——00 r——0Q

2
—1
Primer 2.5.5. Prava y = 1 je horizontalna asimptota krive y = —x2 1 jer je
T
2
-1 -2
lim (““" —1): lim —0. A
r—-+oo xz +1 r——+00 :E2 +1
.2
Primer 2.5.6. Prava y = —1 je horizontalna asimptota krive y = 5— Jer
T
je
1— 22 1
lim ( v +1): lim — =0. A
T—00 :1:2 T—00 :1:2

Dakle, ako je y = (8 horizontalna asimptota krive y = f(z), vaze asimp-
totske jednakosti

fl@)~p (x— —) ili flx)~p3 (xr— 400).

Isto tako, na osnovu definicije 2.5.4 zaklju¢ujemo da ako je prava y = [
asimptota krive y = f(x), razlika f(x) — (8 je beskonaéno mala veli¢ina kada
x — —o0 ili kada * — +o0.

Definicija 2.5.5. Zapravuz = a (a € R) kazemo da je vertikalna asimptota
krive y = f(x) ako je

lim f(z) =+o00 ili lim f(z) = toc0.

r—a— r—a+

Primer 2.5.7. Prava x = 0 je vertikalna asimptota krive y = log x jer je

lim logx = —oc0. A
r—0+
Primer 2.5.8. Prava z =1 je vertikalna asimptota krive y = 1 jer je
-
lim — =4 i lim =—-00. A
z—1-1—x z—1+1—x
Primer 2.5.9. Prava x = 2 je vertikalna asimptota krive y = ﬁ jer je
T —
T T
lim — =+ i lim — =+o00. A
T—2— (x — 2)2 + r—2+ (x — 2)2 +
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Na osnovu definicije 2.5.5 nije tesko zakljuciti da je prava z = a vertikalna
asimptota krive y = f(x) ako je funkcija z — f(z) beskonaé¢no velika veli¢ina
kada x — a. Ocigledno, to znaci: ako je prava x = a vertikalna asimptota
krive y = f(x), tacka x = a je tacka prekida druge vrste funkcije f.

Sada ¢emo, pod pretpostavkom da kriva y = f(x) ima kosu asimptotu,
kada na primer x — 400, izloziti postupak za njeno odredivanje. Neka je,
dakle, prava y = az + 8 («, § € R) kosa asimptota krive y = f(x). Tada je,
prema definiciji 2.5.3,

(2.5.1) lim (f(z) — (ax + B)) =0,

T o0
tj.
lim x(M—a—é> =0,

T—+00 X X
§to znaci da vazi jednakost

lim <®—a—é> =0,

T—+00 T T

odakle neposredno sleduje da je

(2.5.2) a= lim @7
r—+oo I

jer je hI—iI-l (B/x) = 0. Dakle, koeficijent « je odreden pomocu (2.5.2).

Za tako odredeno «, iz jednakosti (2.5.1) dobijamo

(2.5.3) g= lim (f(z)— ax).

r——+00

Razumljivo, kriva y = f(z) nema kosu asimptotu kada x — 400, ako bar
jedna od grani¢nih vrednosti (2.5.2) ili (2.5.3) ne postoji.

Ako kriva ima kosu asimptotu kada x — —oo, postupak za njeno odredi-
vanje je slican prethodnom.

2
- 2
Primer 2.5.10. Za krivu y = f(z) = % (videti primer 2.5.3), kosa
T
asimptota y = ax + 3, kada x — —o0, odredena je pomocéu
2 J—
o= lim fl@) _ lim wzl

r——00 I z——oco x(x+1)
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g —fe-2_

2?2 — 3z +2 )
2 TR )=
z——oo0 T+ 1

B= lim (f(z)—az)= lim ( +1

T——00 T—— 00

Iste vrednosti se dobijaju i ako z — +o0.

Prema tome, trazena kosa asimptota je pravay =x —4. A

Napomenimo da je ponekad kosu asimptotu krive y = f(x) mogudée
odrediti i neposredno. Naime, ako je y = f(z) = ax + [ + g(x), gde je
lim g(x) = 0, tada je  — ax + (3 glavni deo funkcije f kada =z — oo,
r—00
tj. f(z) i ax + [ se asimptotski jednako ponasaju. Vazi, dakle, asimptot-
ska jednakost f(x) ~ ax +  kada © — oo, Sto, zapravo, znaci da je prava
y = ax + (3 kosa asimptota krive y = f(x).

2
Primer 2.5.11. Neka je x — f(z) = vretl (x #0). Kako je
x
441 1
L 1+,
x x

zakljucujemo da je, kada x — oo, prava y = x + 1 asimptota krive y = f(x) jer je
lim (1/2)=0. A

Tr— 00

Primer 2.5.12. Posmatrajmo funkciju z — f(z) = v/23 + 22. Kako je

f@) _ o VEEE L

lim ——= = 1li = lim 14— =1,
i
lim (f(z) — ) = lim (\3/x3 + 22 — x)
r—00 T— 00
= lim @*
z—o0 3/(23 + 22)2 + 2 V23 + 22 + 22
= lim L
z—00 {0’/(:133 +:132)2 N 23+ 2 i
x2 x

1

. 1
- i, T
= 1
§/(1+—) +§/1+—+1
x xX

zakljucujemo da je prava y = x+1/3 asimptota krive y = Va3 + z2ikadaz — —o0
i kada z — +o0.
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Do istog rezultata moguce je doéi i na sledeéi nacin: Iz

1/3
3/—m3+$_2:(x3+$2)1/3:$(1+£) / 7

na osnovu Tayl()r()\/e f()rmule
( )
X

1\1/3 1 1 1
(1+2) " =145 - +0o(2)
T 3 z T
\3/953—1—:1:2N95—i—1 <1—>0, tj.x—>oo).
x

neposredno dobijamo da vazi asimptotska jednakost
3

Znadi, prava y = = + 1/3 je asimptota krive y = V23 + 22 kada x — co. A

Odredivanje horizontalnih asimptota krive y = f(z), kada * — —oo ili
kada © — 400, vrsi se neposredno na osnovu definicije 2.5.4, tj. trazenjem
odgovarajuéih graniénih vrednosti lim f(z) ili ligl fx)

r—r—0Q0 T—1T00

Nije tesko zakljuciti da je horizontalna asimptota krive y = f(x), u stvari,
njena kosa asimptota y = ax+ 3, za koju je a = 0. Zbog toga se odredivanje
horizontalnih asimptota neke krive moze svesti na odredivanje njenih kosih
asimptota.

Od interesa je naglasiti da je ponekad vazno utvrditi ponaSanje Kkrive
y = f(z) prema svojim asimptotama: kosoj y = ax + (3, horizontalnoj y = (3
ili vertikalnoj x = a.

Za kosu i horizontalnu asimptotu, to ponasanje se ispituje tako $to se u
postupku trazenja grani¢nih vrednosti

Jim (f@) = (oa+8) 1 Jim (/@)= ).

ako je moguce, konstatuje znak razlike f(z) — (ax + (), tj. f(z) — 5, kada z
neograniceno raste.

Primer 2.5.13. U primeru 2.5.12 utvrdili smo da je prava y = = + 1/3 kosa
asimptota krive y = v/a3 + 22. Lako se proverava da vaze nejednakosti

1 1
\3/x3+x2>x+§ (x<0) i \3/x3+x2<x+§ (z > 0),

odakle zakljucujemo da je u prvom slucaju, tj. kada x — —oo, kriva iznad asimp-
tote, a u drugom slucaju, kada x — 400, kriva je ispod asimptote. A

Primer 2.5.14. Ako je f(z) = e * + 1, kriva y = e~ + 1 ima horizontalnu
asimptotu y = 1 kada * — +o0o. Medutim, kako jee ™ +1—1 =€~ > 0 za svako
z, zakljuéujemo da su ordinate krive y = e~ * + 1 vece od ordinata njene asimptote
y = 1, pa se posmatrana kriva tako ponaSa prema asimptoti i kada r — +oco. A

Ponasanje krive y = f(z) prema vertikalnoj asimptoti x = a izuéili smo
kada smo razmatrali tacke prekida funkcija (videti odeljak 2.2 u III glavi).
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2.6. Krivina krive i poluprecnik krivine

Neka je = — f(z) dvaput diferencijabilna funkcija u (a,b). Uo¢imo na
krivoj y = f(z) (videti sliku 2.6.1) dve njene tacke A(za,ya) 1 B(xp,yB)
(a < x4 < zp < b). Tako ée o tome biti re¢i kasnije (glava V) pret-
postaviéemo da nam je pojam duZine luka krive poznat intuitivno.

Y

a TA T r+Ax zgp b ©
Sl. 2.6.1

Prirodno je uzeti da se duzina luka svake krive racuna od neke uocene
tacke krive, uzete za pocetnu tacku, u smeru koji je okarakterisan raséenjem
promenljive . U naSem slucaju to bi mogla da bude tacka A. Da bismo
naglasili da je re¢ o duzini luka krive od tacke A do tacke B, ako je to

potrebno, tu duzinu oznacavacemo sa s = [(ADB).

Neka su tacke M (z,y) i N(z + Az,y + Ay) na luku AB krive y = f(x)
(ra <z <z+Az < zp)inekasufy =010y =0+ A0 velicine uglova koje
sa pozitivnim smerom z-ose zaklapaju tangente povucene na krivu y = f(z)
u tackama M i N, respektivno. Naglasimo da je A#, u stvari, ugao izmedu
tih tangenata.

Ocigledno je da je duzina luka krive, u oznaci s, u stvari, funkcija promen-
ljive . Moze se, dakle, pisati da je s funkcija x — s(z). Kako se apscise
tacaka N i M razlikuju za Az, duzinu luka krive y = f(z) od tacke M do
tacke N oznaci¢emo sa As, pri ¢emu je

As = [((MN) = [(AN) — [(AM).

Ugao 0 takode zavisi od x, pa se moze uzeti da je 6 funkcija = — 6(x).
Isto tako je ocigledno, ali ¢emo, ipak, naglasiti da vaze implikacije:

N—-M = Az—0 = As—0 = N-—=M.
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Definisa¢emo sada dva nova pojma, pri ¢emu ¢emo se koristiti gore nave-
denim oznakama.

Definicija 2.6.1. Srednja krivina luka M N, u oznaci Kg.eq, je veli¢ina

A6
Ksred —' A_S

Definicija 2.6.2. Za grani¢nu vrednost

Ad

As

| do

K= lgnM Koeq = Ahm =7

N s—0

kazemo da je krivina krive u tacki M.

Primer 2.6.1. Grafik funkcije  — f(z) = = je prava y = . Kako je, za bilo
koje dve njene tacke, uvek Af = 0, sleduje da je srednja krivina bilo kog luka prave
y = x jednaka nuli, tj. vazi Kgeq = 0, odakle dobijamo da je i krivina K prave
y = x u svakoj njenoj tacki jednaka nuli. Za pravu y = x, prema tome vazi K = 0.

Napomenimo da ovu osobinu ima bilo koja prava. Prema tome, krivina svake
prave jednaka je nuli. A

M
A6

|
Q

Sl 2.6.2

Primer 2.6.2. Posmatrajmo krug z? + y2 = R%. Nije tesko proveriti (videti
sliku 2.6.2) da je za luk M N odgovarajuéi ugao A6 jednak centralnom uglu « koji

odgovara luku M N jer su to uglovi sa normalnim kracima. Zato je

Ab @ 1
Kored = B0 " Ra ~ R’
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Naravno, tada je i krivina luka M N odredena sa K = 1/R. Prema tome, dati
krug, ali to znaci i svaki krug, ima konstantnu krivinu K koja je brojno jednaka
recipro¢noj vrednosti njegovog polupre¢nika R. A

Napomena 2.6.1. Ponekada se, za tacke krive u kojima njena krivina ima
ekstremne vrednosti kaze da su temena krive.

Teorema 2.6.1. Ako je x — f(x) dvaput diferencijabilna funkcija u (a,b),
tada je krivina krive y = f(x) u proizvoljnoj tacki x intervala (a,b) odredena
pomocu

1

Y

Dokaz. Kako su 6 i s funkcije promenljive x, moze se uzeti da je funk-
cija # parametarski zadata kao funkcija od s, gde promenljiva x igra ulogu
parametra. Stoga je, zbog

o do dz 0,

ds — dr ds s’

krivina K, u skladu sa definicijom 2.6.2, odredena pomocu

9/

/
Sx

(2.6.2) K=

S obzirom da je tanf =y’, tj. § = arctany’, za 6/, dobijamo

1
(2.6.3) ——
1+y

12"
S druge strane, iz trougla MNP (videti sliku 2.6.1) sleduje

. - A
MN° = (Ax)? + (Ay)?, tj. DMN=Az \/@’

odakle dobijamo

2.6.4 — = = - 7. e
(2.6.4) Az Ax MN Az MN

As UMN) UMN) TN _ I(MN) 1+<Ay>2
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Duzina luka M N i duzina njemu odgovarajuée tetive M N ekvivalentne
su beskona¢no male veli¢ine ako su M i N bliske tacke, tj. ako M — N. To,
u stvari, znac¢i da vazi jednakost

I(MN)

(2.6.5) im ——

Prema tome, na osnovu (2.6.5), iz jednakosti (2.6.4) dobijamo da je

As / Ay 2 /
, = 1 I _— = .l _— = /2
(2.6.6) Sz = Aliﬂo Az Aliﬂo 1+ (A:E) T4y

Na osnovu (2.6.6) i (2.6.3), jednakost (2.6.2) postaje (2.6.1), ¢ime je teo-
rema dokazana. [

Neka je y = f(x) kriva koja predstavlja grafik dvaput diferencijabilne
funkcije x — f(z) za x € (a,b) i neka je M proizvoljna tacka intervala (a,b).

Definicija 2.6.3. Ako je M tacka krive y = f(x), tada za krug koji:

1° prolazi kroz tacku M i u njoj ima zajednicku tangentu sa krivom
y=f(z),
2° u okolini tacke M ima isti smisao konveksnosti sa lukom krive y =
f(z),
3° ima istu krivinu kao i luk krive y = f(x) u tacki M,
kazemo da je krug krivine krive y = f(z) u tacki M.

Napomena 2.6.2. Ako je z — f(x) funkcija kojom je definisana kriva y =
f(x) iz — g(x) funkcija koja definise odgovarajuéi luk y = g(z) kruga krivine krive
y = f(x) u tacki x = a, iz definicije 2.6.3 neposredno sleduje da vaze jednakosti

f@)=g(), [fla)=4(), [f'(a)=4"(a)

Napomena 2.6.3. Kao Sto je tangenta neke krive grani¢ni polozaj prave koja
prolazi kroz dve beskrajno bliske tacke te krive, krug krivine krive je grani¢ni
polozaj kruga koji prolazi kroz tri beskrajno bliske tacke krive. Kako se za grani¢ni
polozaj kruga koji prolazi kroz tri beskrajno bliske tacke neke krive kaze da pred-
stavlja tzv. oskulatorni krug te krive, zakljucujemo da se krug krivine neke krive i
njen oskulatorni krug poklapaju.

Definicija 2.6.4. Za polupreénik kruga krivine krive y = f(z) u tacki M
kazemo da je polupreénik krivine krive y = f(x) u tacki M, a za centar kruga
krivine kazemo da je centar krivine te krive u tacki M.
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Napomena 2.6.4. Iako je jasno, naglasimo da se centar kruga krivine u tacki
2 = a nalazi na normali na krivu u tacki M (a, f(a)). Dakle, na pravoj

y=f(a) - (@—a) (f(a)#0) i z=a (f(a)=0)

1
(@)

Na osnovu definicija 2.6.4 i 2.6.3 i na osnovu primera 2.6.2, zaklju¢ujemo
da ako kriva y = f(x) ima u proizvoljnoj tacki M (x,y) krivinu K, odredenu
pomocu (2.6.1), poluprecnik krivine te krive u toj tacki je R = 1/K, tj.
poluprecnik R krivine krive y = f(z) u tacki M odreden je pomocu

(1+y%)3?

(2.6.7) R :‘ i

Primer 2.6.3. Neka je y =22 (z € R). Kako je 3 = 2z, 3/ = 2, vazi

1 2
K: ==,
R (1+4a2)3/2

odakle neposredno dobijamo da kriva y = x2, u tacki x = 0 ima krivinu K = 2
i poluprecnik krivine R = 1/2. Isto tako, ta parabola ima u tacki z = 1 krivinu
K = 2v/5/25 i poluprecnik krivine R = 5v/5/2. A

Primer 2.6.4. Posmatrajmo elipsu b%z% + a%y? = a?b? (—a<z<a, a>d)
zadatu i parametarski sa

T = acost, y = bsint (0 <t < 2m).
Lako je utvrditi da su krivina i polupreénik krivine date elipse odredeni pomodéu

K — i _ ab _ a*p?
R (a2sin®t +b2cos2t)3/2  (aty? + b4a2)3/2"

2

Kako je a’sin®t + b2 cos’t = a® — (a2 — b2) cos? t, zakljucujemo da je

b2 < a’sin’t + b2 cos? t < a2,
tj. da za krivinu K vaze nejednakosti

a

<K<

b
a2

S

Nije tesko proveriti da krivina K dostize svoju najveéu vrednost a/b2 akojet=0
it =m tj. utackama A(a,0) i C(—a,0) i svoju najmanju vrednost b/a2 ako
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jet = 7w/2 it = 3rw/2, dakle u tackama B(0,b) i D(0,—b). Tacke A, B,C i
D su, prema tome (videti napomenu 2.6.1), temena date elipse. Odgovarajuéi
polupreénici krivina su R =b%/a i R=a%/b. A

Prirodno, sada se postavlja pitanje odredivanja kruga krivine krive y =
f(z). Ako je M(z, f(x)) tacka za koju odredujemo krug krivine, prethodno
odredenog poluprecnika R, i ako je tacka C'(§,n) centar toga kruga, njegova
jednacina je

(2.6.8) (x— &2+ (y—n)* =R

Medutim, kako centar C' lezi na normali krive u tacki M, to znaci da je
1
y=n- (x—¢&).
Na osnovu (2.6.7) i (2.6.8), dobijamo da su koordinate centra C' odredene
pomodéu
/

Yy 2 . 1 2
(2.6.9) €=w—?(1+y’) i n=y+?(1+y’ ),

¢ime je krug (2.6.8) potpuno odreden.

Primer 2.6.5. 1° Nije tesko zakljugiti da su krugovi krivine krive y = 22, u
tackama x = 0 i z = 1, respektivno odredeni jednatinama

O AR o

2° Elipsa b2 + a2y2 = a?b? ima u tacki z = a krug krivine ¢ija je jednacina

a2—b2 2 9 b4
(- e
a a

U tacki x = 0 krug krivine date elipse je

232

9 a®—b*\2 a
r” + <y+ b )
Definicija 2.6.5. Za skup svih centara krivine krive y = f(x) kazemo da
je evoluta krive y = f(x), a za samu krivu kazemo da je evolventa svoje
evolute.
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Primer 2.6.6. Evoluta cikloide

(2.6.10) z=a(t—sint), y=a(l— cost) (teR)
je cikloida
(2.6.11) z =a(t+sint), y=—a(l+ cost) (t e R).
Cikloida (2.6.10) je evolventa cikloide (2.6.11). A
Primer 2.6.7. Evoluta elipse b%z% + a%y? = a2b? (—a < z < a) je kriva,

poznata pod nazivom astroida, Cija je jednacina

( azx )3/2+< by )3/2:1' A

a2—62 a2—62

Navodimo bez dokaza jedno interesantno tvrdenje:

Teorema 2.6.2. Svaka normala na krivu y = f(x) je tangenta evolute te
krive. I obrnuto, svaka tangenta evolute krive y = f(x) je normala na tu
krivu.

Napomenimo da je za datu krivu njena evoluta jednozna¢no odredena.
Ali, obrnuto ne vazi. Naime, za datu krivu njene evolvente su tzv. ekvidi-
stantne krive. To su, u stvari, krive kod kojih je normala na jednu od njih
normala i na sve ostale, pri ¢emu su, za dve uocene krive, odstojanja izmedu
tacaka tih krivih, ra¢unatih duz zajednickih normala, medu sobom jednaka.

2.7. Dodiri krivih
Neka su date funkcije z — f(z) iz +— g(x) (x € R).

Definicija 2.7.1. Ako je f(a) = g(a), za krive y = f(z) i y = g(z) kazemo
da imaju zajednicku tacku r = a.

U prvi mah bi se moglo reéi da se krive y = f(z) i y = g(z) seku u tacki
M(a, f(a)), tj. u tacki M(a,g(a)). Medutim, to nije uvek slucaj. Naime,
nije tesko zakljuciti da kriva y = 22 i prava z = 2 imaju zajednicku tacku
A(2,4) i da je A njihova presecna tacka. Medutim, kriva y = 22 i prava
y = 4x — 4, takode, imaju tacku A kao zajednicku tacku, ali se one u njoj
ne seku.

Sada bi se, opet nesmotreno, moglo re¢i da je to zbog toga s§to je prava
y = 4x — 4 tangenta krive y = 22 u tacki A. Medutim, ni to nije uvek tac¢no:
prava y = 0 je u tacki O(0,0) tangenta krive y = 23, a tacka O je, ipak,
tacka njihovog preseka.

Zbog toga ¢emo detaljnije razmotriti prirodu zajednickih tacaka, prvo
krive i prave, a zatim dveju krivih.
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Definicija 2.7.2. Ako je xz — f(z) diferencijabilna funkcija u tacki z = a,
za krivu y = f(z) i njenu tangentu y = f(a) + f'(a)(z — a) kaZemo da se
dodiruju u tacki M (a, f(a)). Za tacku M kazemo da je njihova tacka dodira
ili da je njihova dodirna tacka. Za svaku drugu pravu koja prolazi kroz tacku
M kazemo da u tacki M sece krivu y = f(x), a za tacku M kazemo i da je
njihova tacka preseka ili da je njihova presec¢na tacka.

Ocigledno, u oba sluc¢aja u prethodnoj definiciji, tacka M je njihova za-
jednicka tacka.

Na primerima funkcija = — f(x) = 2% i x — f(z) = 23, tj. na primerima
krivih y = 22 i y = 23 i prave y = 0, kao njihove tangente u tacki z = 0,
moze se zakljuciti da postoje krive koje se ne seku sa svojim tangentama u
dodirnim ta¢kama, ali da ima i takvih krivih ¢ije ih tangente seku u tackama
dodira. U stvari, vazi sledeée tvrdenje:

Teorema 2.7.1. Neka je funkcija x — f(x) dvaput diferencijabilna u nekoj
okolini U(a) tacke x = a. Krivay = f(z) i njena tangenta y = f(a) +
f'(a)(x — a) se ne seku u dodirnoj tacki x = a ako i samo ako je funkcija
x — f(x) konveksna (konkavna) u toj okolini tacke x = a.

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija f konveksna, tj. da je f”(x) > 0 za
x € Ula).

Ako stavimo g(z) = f(a) + f'(a)(z — a), na osnovu Taylorove formule za
funkciju f u tacki x = a,

f(x) = f(a) + f(a)(z —a) + %f”(a)(w —a)* +o((x—a))  (z—a)

neposredno dobijamo

f(2) = g(z) = (@)@ —a)* +o((z —a)®) (v —a),
odakle sleduje da je
. f(x)_g(x)_ 1 "
(2.7.1) }}g}l W = gf (a),
jer je lim M = 0.

r—a (x — (1)2
Kako je f”(a) > 0, na osnovu jednakosti (2.7.1), zakljuéujemo da je f(x)—
g(x) > 0, tj. da su sve ordinate krive y = f(z) u okolini U(a) veée od
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odgovarajué¢ih ordinata tangente y = g(x). To, u stvari, zna¢i da kriva
y = f(z) i njena tangenta u tacki z = a nemaju drugih zajednickih tacaka
osim tacke M (a, f(a)).

Obrnuto, pretpostavimo da kriva y = f(x) i njena tangenta u tacki z =
a, tj. da kriva y = f(x) i prava y = g(z), nemaju u okolini U(a) drugih
zajednickih tacaka osim tacke M (a, f(a)). Pretpostavimo, dakle, da je, na

primer, za x € U(a) razlika f(x)—g(z) pozitivna i da vaze jednakosti f(a) =
g(a) i f'(a) = ¢'(a). To znac¢i da vazi jednakost (2.7.1), odakle nije tesko

zakljuciti da je f”(a) > 0, $to dokazuje da je za x € U(a) funkcija z — f(x)
konveksna.

Na slican nac¢in dokazuje se tvrdenje teoreme i u drugom slucaju. [

Prirodno, to znaci da vazi i sledeéi rezultat:

Teorema 2.7.2. Neka je x — f(z) (x € U(a)) dvaput diferencijabilna
funkcija. Tada se kriva y = f(x) i njena tangenta y = f(a) + f'(a)(z — a)
seku u dodirnoj tacki x = a ako i samo ako funkcija f u tacki x = a menja
prirodu svoje konveksnosti.

Prema tome, tangenta y = f(a) + f'(a)(z — a) sece krivu y = f(z) u
njihovoj dodirnoj tacki z = a, ako i samo ako je tacka z = a prevojna tacka
krive y = f(x).

Dakle, kriva y = f(z) i njena tangenta y = f(a) + f'(a)(x — a) u tacki
M(a, f(a)) se ne seku u dodirnoj tacki x = a ako je f”(a) # 0 i seku se ako
je f"(a) =0.

Primeri funkcija koje smo razmatrali ilustruju ova tvrdenja.

Napomena 2.7.1. Na osnovu jednakosti (2.7.1) nije tesko zakljuciti da je, u
prvom slucaju, razlika f(z) — g(x) beskona¢no mala veli¢ina reda dva u odnosu na
infinitezimalu x — a, kada x — a.

Medutim, u drugom slucaju razlika f(xz) — g(x) je beskona¢no mala veli¢ina

treéeg reda u odnosu na infinitezimalu  — a kada x — a, jer je tada f”(a) =0 i
""" (a) # 0, pa Taylorova formula za funkciju f u tacki a glasi

F@) = @)+ f @)@ —a) + 57" (@)@~ )’ +ol(@—a)’)  (x—a)
odakle, zbog g(z) = f(a) + f'(a)(z — a), sleduje

iy 1@ —9(x) _ ; iy 1) —9(@)
11‘—>a (x —a)? 0 zl—uz (z —a)3

_ %f”’(a).
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Definicija 2.7.3. Ako za funkcije x — f(z) i  — g(z), diferencijabilne u
tacki © = a, vaze jednakosti f(a) = g(a) i f'(a) = ¢'(a), za krive y = f(z) i
y = g(z) kazemo da u tacki x = a imaju zajednicku tangentu.

Ta zajednicka tangenta je odredena pomocu

y=p+qlx—a) (p=fla)=g(a), ¢= f'(a) = g'(a)).

Definicija 2.7.4. Za krive koje u svojoj zajednickoj tacki M imaju za-
jednicku tangentu kazemo da se dodiruju u tacki M. Za tacku M kazemo
da je njihova dodirna tacka.

Napomena 2.7.2. Kriva i njen krug krivine u uocenoj tacki M dodiruju se u
toj tacki.

Na osnovu teorema 2.7.1 i 2.7.2 zakljucili smo da se kriva y = f(z) i njena
tangenta u tacki z = a ne seku u dodirnoj tacki a ako je kriva konveksna ili

konkavna u okolini U(a) dodirne tacke x = a, tj. ako je f”(a) # 0. Ali, ako
je dodirna tacka z = a istovremeno i prevojna tacka krive y = f(z), kriva i
njena tangenta y = f(a) + f'(a)(x — a) seku se u dodirnoj tacki x = a.

Na osnovu ovog zakljucka i na osnovu napomene 2.7.1, prirodno je uvesti
sledecu definiciju:

Definicija 2.7.5. Zajednicka tacka z = a krivih y = f(z) i y = g(x) je
njihova dodirna tacka reda n (n € N) ako je razlika f(z) — g(x) beskonacéno
mala veli¢ina reda n + 1 u odnosu na beskona¢no malu veli¢inu x — a kada
T tezi ka a.

Vazi sledeéi rezultat:
Teorema 2.7.3. Neka je x = a zajednicka tacka krivih y = f(z) i y = g(z)
i neka su funkcije x — f(x) i x — g(x) u njoj (n + 1)-puta diferencijabilne,
tada je tacka x = a njihova dodirna tacka reda n (n > 0) ako i samo ako
vaZe jednakosti

(2.7.2) f®(a) = g™ (a) (k=0,1,...,n)
1 ako je
(2.7.3) FD(a) # g (a).

Dokaz. Ako su ispunjeni uslovi (2.7.2) i (2.7.3), za funkciju  — f(x) —
g(x) u tacki = a vazi Taylorova formula
f (@) — g™ (a)
(n+1)!

(2.7.4)  f(z) —g(z) = (z —a)""! +o((x —a)"™),
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odakle sleduje

f@) —g() _ f"*(a) — g (a)  o(x —a)")

(x —a)rtl (n+1)! (x —a)ntl

tj.

(2.7.5) lim L&) =9@) 1 !(f(”+1)(a) —g<"+1>(a)> £0.

z—a (x —a)"t! (n+1)

Kako je f("+1(a) — gtV (a) # 0, jednakost (2.7.5) kazuje da je razlika
f(z) — g(x) beskona¢no mala veli¢ina reda n + 1 u odnosu na beskonac¢no
malu veli¢inu « — a, Sto, prema definiciji 2.7.5, znac¢i da je tacka x = a
dodirna tacka reda n krivih y = f(z) i y = g(z).

Obrnuto, ako je tacka x = a dodirna tacka reda n krivih y = f(x) i
y = g(z), na osnovu definicije 2.7.5 sleduje da postoji konstanta A (A # 0)

tako da je
I - g
Py P e

(A #0),
tj. da vazi jednakost
fl@) = g(x) = Mz —a)" ™ +o((z —a)"™)  (z—a),

koja, u stvari, predstavlja Taylorovu formulu funkcije z — f(z) — g(z) u
tacki z = a. Kako to znaci da je odgovarajuéi Taylorov polinom posmatrane
funkcije z — f(z) — g(x) oblika Ty, 1(x) = Mz — a)""!, zakljuéujemo da
vaze jednakosti

fPa)—g®(@)=0 (k=0,1,...,n),
tj. (2.7.2), ali i da je

1
(n+1)!

(£ (@) = g™V (@) = A £ 0,

§to znaci da vazi i nejednakost (2.7.3). O

Na osnovu prethodne teoreme i teoreme 2.4.9, nije teSko zakljuciti da se
krive y = f(z) i y = g(z) ne seku u dodirnoj tacki, ako je njen red dodira
neparan broj i da se u dodirnoj tacki seku, ako je njen red dodira paran
broj.
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Primer 2.7.1. Posmatrajmo funkcije # — f(z) = 2% i z — g(z) = (z — 2)2.
Kako je f(1) = g(1), tacka A(1,1) je zajednicka tacka krivih y = f(x) i y = g(z).
Medutim, ona nije njihova dodirna tacka jer je f'(1) # ¢’(1). Krive se u njoj samo
seku. A

Primer 2.7.2. Ako su funkcije f i g zadate pomoéu =z — f(x) = iz
g(z) =6z — 5, krive y = f(z) i y = g(x) imaju zajednicku tacku A(1,1) i u njoj
zajednicku tangentu y = 3z — 2. Tacka A je, prema tome, njihova dodirna tacka.
Kako je f”(1) # ¢"(1), krive y = f(z) i y = g(z) se ne seku u njihovoj dodirnoj
tacki A. A

Primer 2.7.3. Krive y = f(z) i y = g(z), gde su funkcije f i g odredene sa
z+— f(x) =z iz g(x) =sinz, dodiruju se u tacki O(0,0), ali se u njoj i seku
jer je

F0)=9(0), f(0)=g'0), fO=4"0) i f7(0)#g"(0)

Tacka O je njihova dodirna tacka reda dva. A

Primer 2.7.4. Ako su funkcije f, g i h definisane pomocéu
1 2 . 3 2
z— fle)==, az—glx)=2"-3z+3 i z~— h(z)=—z" +42" — 6z +4,
x

tacka A(1,1) je
1° za krive y = f(x)
2° za krive y = f(z)

g(z) dodirna tacka drugog reda,

iy
i y = h(z) dodirna tacka reda tri, i
3° za krive y = g(z) i y = h(x) dodirna tacka prvog reda. A

Vazi sledece tvrdenje:
Teorema 2.7.4. Ako je x — T,(x) Taylorov polinom stepena n koji u tacki

x = a odgovara funkciji x — f(z), tada se krivey = f(z) i y = T,(x)
dodiruju u tacki a i tacka x = a je njihova dodirna tacka reda n.

Dokaz. Tvrdenje teoreme sleduje neposredno: iz jednakosti (1.12.2), tj.
iz jednakosti f*)(a) = Tff)(a) (k=0,1,...,n). O

Primer 2.7.5. Krive y = e* iy =1+z+ %x2 + %x?’ dodiruju se u tacki
A(1,1). Njihov red dodira je ta¢no tri. A ' '

Napomenimo da teorema 2.7.4 ne osporava moguénost da red dodira
krivih y = f(x) i y = T},(z) bude i veéi od n.

Primer 2.7.6. Kako je

1 2

. 1 4 5
cosx—l—ax +Ix + o(z”) (z — a),
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krive 1 1
_ . . Lo 1 4

Y = CoSx i y=1 2!x —|—4!x

se dodiruju u tacki x = 0. Red te dodirne tacke je pet. A

Kao sto smo naglasili (videti napomenu 2.7.2), kriva i njen krug krivine
dodiruju se medu sobom. U stvari, vazi tvrdenje koje navodimo bez dokaza:

Teorema 2.7.5. Od svih krugova koji v uocéenoj tacki dodiruju neku krivu,
njen krug krivine u toj tacki ¢ini sa krivom dodir najviseq moguceg reda.

To, zapravo, znac¢i da je red dodira krive i njenog kruga krivine najmanje
dva. Medutim, kao $to ¢emo videti, red njihovog dodira ne moze biti veci
od tri.

Primer 2.7.7. Krugovi 22 +y% = b% i 22 + (y+ b)? = 4b? dodiruju elipsu
(2.7.6) b22? + a®y? = a?b?
u tacki B(0,b). Nije tesko proveriti da se u oba slucaja radi iskljucivo o dodirima
prvog reda. A

Primer 2.7.8. Parabola y = z? i njen krug krivine u tacki A(1,1), tj. krug

7\2 125
(1)
(x+4)"+ (y 5 1
imaju u tacki A dodir drugog reda. A

Primer 2.7.9. Kao s$to smo videli (videti primer 2.6.4), krug
4

a’ —b? ) 2_a
b b2

je krug krivine elipse (2.7.6) u tacki B(0,b). Medutim, tacka B je njihova dodirna

tacka reda tri. A

:1:2+<y+

Iz ovih nekoliko primera mogli smo da zaklju¢imo da se krug i kriva mogu
dodirivati u nekoj tacki tako da su im redovi dodira jedan, dva ili tri.
U stvari, ne upustajuéi se u njihovo dokazivanje, mogu se izvesti sledeci
zakljucci:
1° Red dodira kruga i krive je jedan, ako se radi o bilo kojem krugu koji
dodiruje krivu;
2° Red dodira kruga i krive je dva, ako se radi o krugu krivine krive u
njihovoj dodirnoj tacki ;
3° Red dodira kruga i krive je tri, ako se radi o krugu krivine krive
u njihovoj dodirnoj tacki koja je teme krive, tj. u tackama krive u
kojima krivina krive ima ekstremne vrednosti.

Primeri 2.7.7, 2.7.8 1 2.7.9 ilustruju ta¢nost ovih zakljucaka.
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2.8. Glatke krive, prelomne i povratne tacke

U ovom odeljku ¢emo ukazati na jo§ nekoliko pojmova koji se odnose na
funkcije i njihove grafike.

Definicija 2.8.1. Za diferencijabilnu funkciju z — f(x) (x € D), ¢iji je
izvod x +— f’(x) neprekidna funkcija, kazemo da je neprekidno-diferencija-
bilna funkcija.

Definicija 2.8.2. Ako je z — f(x) (z € D) neprekidno-diferencijabilna
funkcija, za krivu y = f(z) (z € D) kazemo da je glatka kriva.

Primer 2.8.1. Krive y = sinz iy = 2 + 3 su glatke krive za z € R, jer su
z—sinziz— 2243 neprekidno-diferencijabilne funkcije za svako realno z. A

Primer 2.8.2. Kako su funkcije z — e* (z € R) i 2 — logz (z > 0)
neprekidno-diferencijabilne, za € R i za x > 0 respektivno, krive y = ¢* (z € R)
iy=logz (z > 0)suglatke. A
Definicija 2.8.3. Ako je funkcija z — f(x) (z € D) neprekidno-diferenci-
jabilna u intervalu I C D, za luk krive y = f(z) (z € I) kazemo da je glatki
luk krive y = f(x).

Primer 2.8.3. Neka je z — f(x) = |z| (z € R). Kako je f neprekidno-diferen-
cijabilna funkcija u intervalima (—o0,0) i (0, +00), kriva y = f(z) ima dva glatka
luka:

y=f(z)=—-2 (—oco<z<0) i y=flz)=z (0<z<4o00). A

Primer 2.8.4. Krivu y = f(z) za koju je f(z) = z? (z < 0) i f(z) = sinz
(z > 0), takode ¢ine njena dva glatka luka krivih y = z?iy=sinz. A

)

Napomena 2.8.1. Nije tesko zakljuciti: Ako u tacki z = a funkcija x — f(x
,6)

ima izvod, tada postoji okolina U(a, d) takva da je luk krive y = f(z) zax € U(a
njen glatki luk.

Definicija 2.8.4. Neka je z — f(z) (z € D) neprekidna funkcija. Ako
krivu y = f(z) (x € D) ¢ini konac¢an broj njenih glatkih lukova, za krivu
y = f(z) kazemo da je deo po deo glatka kriva.

Primer 2.8.5. Neka je z — f(x) = /|| (x € R). Kriva y = f(x) (z € R) je

deo po deo glatka kriva jer je ¢ine njena dva glatka luka:
y=f(z)=v—-z (—oco<z<0) i y=f(r)=vr (0<z<+x). A

Primer 2.8.6. Kriva y = |sinz| (—27 < = < 27) je deo po deo glatka kriva
jer je Cine cetiri njena glatka luka:

y=sinz (27n<zx<-—m), y=—sinz (—7 <z <0),
y=sinz (0<z<m), y=—sinz (r<z<2m). A
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Napomena 2.8.2. Naravno, u trivijalnom smislu, svaka glatka kriva je i deo
po deo glatka kriva.

Neka je z — f(x) (z € D) i neka je y = f(z) deo po deo glatka kriva.
Posmatrajmo dva susedna glatka luka ove krive

281) y=f(z) (a<z<a) i y=f(z) (@a<z<pP) (o,feD),

za koje je, kao sto vidimo, tacka A(a, f(a)) njihova zajednicka tacka.

Definicija 2.8.5. Ako su f’ (a) i f} (a) konacne vrednosti i ako je f/ (a) #
[ (a), za tacku A(a, f(a)) kazemo da je prelomna tacka deo po deo glatke
krive (2.8.1).

Primer 2.8.7. Kao $to smo videli, kriva y = f(z) = |z| (z € R) je deo po deo
glatka kriva. Kako je f’ (0) = —11 f4(0) = 1, zakljucujemo da je tacka O(0,0)
prelomna tacka krive y = f(z) = |z|. A

Primer 2.8.8. Prelomne tacke krive y = f(z) = |sinz| su tacke Ag(km,0),
gde je k bilo koji ceo broj. A

Definicija 2.8.6. Ako je
flla)=—o00 i fi(a)=+oc ili fl(a)=+40cc i fi(a)=—o0,

za tacku A(a, f(a)) kazemo da je povratna tacka krive y = f(x).
Primer 2.8.9. Tacka x = 0 je povratna tacka krive y = f(x) = v/|z|. A

Definicijom 2.8.4 uveli smo pojam deo po deo glatke krive, podrazume-
vajuéi da je ta kriva grafik jedne funkcije, na primer funkcije z +— f(z)
(x € D).

Medutim, ako pod pojmom deo po deo glatka kriva ne podrazumevamo
grafik jedne funkcije, ve¢ skup izvesnog, ali, u svakom slucaju konacnog
broja, dva po dva, medu sobom susednih glatkih lukova raznih krivih, na
primer lukova

(2.8.2) y=f(z) (a<z<a) i y=g(x) (f<z<a)
ili lukova
(2.8.3) y=f(z) b<z<a) i y=g(x) (b<z<p),

gde je a < Bi f(a) = g(a), tj. f(b) = g(b), tada se pojam povratne tacke
moze uvesti slede¢om definicijom.
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Definicija 2.8.7. Ako deo po deo glatku krivu ¢ine glatki lukovi (2.8.2), ¢i-
ja je zajednicka tacka A(a, f(a)), tj. tacka A(a,g(a)), i ako je f’ (a) = ¢’ (a),
za tacku A kazemo da je povratna tacka posmatrane deo po deo glatke krive.

Ako deo po deo glatku krivu ¢ine glatki lukovi (2.8.3), ¢ija je zajednicka
tacka B(b, f(b)), tj. tacka B(b,g(b)), i ako je f. (b) = ¢/ (b), za tacku B
kazemo da je povratna tacka posmatrane deo po deo glatke krive.

Primer 2.8.10. Za krivuy = f(z) odredenu lukovima krivih y = 221 (z > 1)
iy=logz (x > 1), tatka A(1,0) je njena povratna tacka. A

Primer 2.8.11. Ako krivu y = f(z) &ne lukovi krivih y = 22 (0 < z < 1) i
y=a3 (0 <z < 1), tacka O(0,0) je povratna tacka krive y = f(z). A

U svakom slucaju, ako je neka tacka povratna tacka posmatrane krive
y = f(x), tada oba glatka luka y = f1(x) i y = f2(z) te deo po deo glatke
krive leze sa jedne iste strane njihove zajednicke normale povucene kroz tu
tacku.

Kao s$to se iz poslednja dva primera moze videti, postoje dve vrste povrat-
nih tacaka. U primeru 2.8.10 susedni lukovi posmatrane deo po deo glatke
krive su sa raznih strana njihove zajednicke tangente y = 0, a u primeru
2.8.11 oba susedna luka su sa iste strane svoje zajednicke tangente y = x —1.

Stoga, slede¢om definicijom uvodimo joS dva nova pojma.

Definicija 2.8.8. Ako su dva susedna glatka luka, deo po deo glatke krive,
sa raznih strana zajednicke tangente povucene kroz povratnu tacku, za tu
povratnu tacku se kaze da je povratna tacka prve vrste.

Ako su dva susedna glatka luka, deo po deo glatke krive, sa iste strane
zajednicke tangente povucene kroz povratnu tacku, za tu povratnu tacku se
kaze da je povratna tacka druge vrste.

Primer 2.8.12. Za krivu iz primera 2.8.10, tacka A(1,0) je povratna tacka
prve vrste krive y = f(x).

Primer 2.8.13. Za krivu iz primera 2.8.11, tacka O(0,0) je njena povratna
tacka druge vrste. A

Primer 2.8.14. Lukovi krivihy =z —1 (z > 1) iy =logz (z > 1) odreduju
deo po deo glatku krivu, za koju je tacka A(1,0) njena povratna tacka. Medutim,
kako se ovde radi o granicnom slucaju, jer je jedan od posmatranih lukova deo
prave, moze se uzeti da je A njena povratna tacka bilo prve bilo druge vrste. A

Napomenimo, na kraju, jo§ i ovo: ako su funkcije kojima su odredeni
susedni lukovi deo po deo glatke krive dvaput diferencijabilne funkcije, tada
nije tesko pokazati da je jedna povratna tacka povratna tacka prve vrste ako
je jedan od glatkih lukova konveksan, a drugi konkavan. Ali i da je, isto
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tako, jedna povratna tacka povratna tacka druge vrste ako su oba susedna
glatka luka konveksna ili oba konkavna.

2.9. Graficko predstavljanje funkcija

U prethodnim odeljcima izucavali smo lokalne osobine funkcija kao i na-
¢ine pomocu kojih se te osobine mogu konstatovati, a u ovom odeljku ¢emo
pokazati kako je na osnovu tih osobina moguce nacrtati odgovarajuce grafike
posmatranih funkcija.

Namera da se nacrta grafik neke funkcije ukazuje na potrebu da se za
datu funkciju utvrde sve ili, ako to nije moguce, onda, Sto vise njenih lokal-
nih osobina.

U tom smislu, ispitivanje funkcija moguce je sprovesti na nacin i redosle-
dom koji navodimo:

— Odrediti prirodnu oblast definisanosti funkcije;

— Odrediti tacke preseka krive sa koordinatnim osama;

— Ispitati da li je funkcija parna, neparna ili ni parna ni neparna;
— Ispitati periodi¢nost funkcije;

— Odrediti vertikalne, horizontalne i kose asimptote;

— Utvrditi intervale monotonosti funkcije;

— Odrediti tacke ekstremuma i ekstremne vrednosti;

Utvrditi intervale konveksnosti i konkavnosti;

— Odrediti prevojne tacke;

— Odrediti temena, prelomne i povratne tacke.

Naravno, ova preporuka je uslovna. To znaci da se ne treba strogo drzati
navedenog redosleda, niti treba posSto-poto insistirati na ispitivanju svake
moguce osobine. Tako se, na primer, odredivanje preseka krive sa koordinat-
nim osama ili odredivanje asimptota moze sprovesti kasnije ili na kraju, a ako
je funkcija rastuca ili opadajuca, tada ne postoji potreba ispitivanja egzis-
tencije ekstremuma takvih funkcija. Isto tako, kod polinomskih i racionalnih
funkcija ne treba ispitivati periodi¢nost. I tako dalje.

Tlustrova¢emo ove sugestije kroz nekoliko narednih primera.
Primer prvi. Ispitaéemo funkciju x — f(x) = V222 — 23 i skicirati krivu
y=f(z).

Ocigledno, funkcija f je definisana za svako z. Prema tome, njena oblast
definisanosti je interval (—oo,400).

Funkcija je neprekidna za svako x € R.
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Za vrednosti f(z) vaze nejednakosti
f(z) >0 (—oo<z<2) i flz) <0 (2<z<+400).

1z ¢injenice da je f(0) = f(2) = 0 sleduje da kriva y = f(x) sece koordi-
natne ose u koordinatnom pocetku i u tacki A(2,0).

Ocigledno, funkcija f nije parna, ali nije ni neparna.
Kako je
4—3x
2.9.1 ") = ——— x#0ix#2),
(20.1) @)= g @0z 4D
nije tesko zakljuciti da je
1° f'(x) <0, ako je z € (—00,0),
2° f'(z) >0, ako je x € (0,4/3),
32 f'(4/3) =0,
4° f'(z) <0, ako je x € (4/3,4+0).
To znaci da u intervalima (—o00,0) i (4/3,+00) funkcija f opada, da u
intervalu (0,4/3) raste i da, prema tome, u tacki z = 4/3 dostize svoj mak-
simum f(4/3) = (2v/4)/3.

Isto tako, iz (2.9.1) neposredno zakljuc¢ujemo da je

1 / = — 1 / =
xlﬂ%l, f(x) = —o0, mlg&f () = 400
i
1 / = — 1 / = —
Jm fi(z) =—oo,  lim fi(z)=—oo.

Prema tome, funkcija f u tacki x = 0 nije diferencijabilna, ali, na osnovu
1° 1 2°, u njoj ima minimum f(0) = 0. Zbog cinjenice da je f’ (0) # £/ (0),
zaklju¢ujemo da je O(0,0) povratna tacka krive.

8
Kako je f"(z) = — vaze nejednakosti

92 —x) /24 (2 —x)?

f'(x) <0 (z€(-00,0)U(0,2)) i f(2)>0 (xe(2,+00)).

Odavde zaklju¢ujemo da je funkcija f strogo konkavna u intervalima
(—00,0) i (0,2), a da je u intervalu (2,400) strogo konveksna. Kako u
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tacki z = 2 funkcija f menja smisao konveksnosti, tacka A(2,0) je prevojna
tacka krive y = f(z).

Isto tako, iz ¢injenice da je

. flx . v2z2 — 23 . 512
hm _— = hm —_— = hm ——1=-1
r—+toco I r—+oo €T r—+o0 x

lim (f(:n)—(—:n)) = lim (Y222 —2° + 1)

r—+o0 r—+o0
. 202
= lim
e—too 3/pd(2 — x)2 — xi{/x?(2 — x) + a2
2
3 )
oL . 2 . .
zaklju¢ujemo da je prava y = —x + 3 kosa asimptota krive.

Medutim, kako je

3 2 2
20 = 3_<_ _) 0 < _)
x4 - 3:+3 < :E<9

Vi (et 2) >0 (a>2),

3 9
nije tesko zakljuciti da kada x — —oo kriva y = f(z) lezi ispod asimptote,
a kada x — 400 kriva je iznad asimptote. Kriva i asimptota seku se u tacki
B(2/9, 4/9).
Na kraju, na osnovu svih ovih osobina funkcije f, nije tesko zakljuciti da
kriva y = f(x) ima izgled prikazan na slici 2.9.1.

Primer drugi. Ispitacemo tok i skicirati grafik funkcije
r—y=flz)= (x+1)2 - Va2 +1.

Funkcija je definisana za svako = € R.

Tacke A(—1,0) i B(0,2) na koordinatnim osama pripadaju grafiku funk-
cije f.

Funkcija je neprekidna u ¢itavoj svojoj oblasti definisanosti.
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y
y = f(z)

Sl 2.9.1

Funkcija nije parna, ali nije ni neparna.

Napomena 2.9.1. Kako funkcija f nije parna, ali ni neparna, ne bez razloga
naglasi¢emo da njen grafik nije simetrican ni u odnosu na y-osu, ni u odnosu na
koordinatni pocetak.

Medutim, ako izvrsimo transformaciju koordinatnog sistema Ozy u koordinatni
sistem O’ XY, pomoéu

X=z+
u novom koordinatnom sistemu imaéemo krivu
1\2 1\2
y =3¢ (X —) —\/<X——) 1.
ixes )+

Ako sada posmatramo funkciju

Xy =00 = il (e ) - (- )

nije tesko zakljuciti da je funkcija g neparna jer je g(—X) = —g(X), pa je njen
grafik simetri¢an u odnosu na novi koordinatni pocetak O’, tj. u odnosu na tacku
koja je u starom koordinatnom sistemu Oxzy odredena koordinatama z = —1/2 i
y = 1. Dakle, kriva y = f(x) je simetri¢na, ali u odnosu na tacku A(—1/2,1), sto
se je, inace, moglo zakljuciti i iz ¢injenice da je
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Kako je
.2 1 1 ,
(2.9.2) fla) =3 <3x+1_3_\/§> (x# —1iz#0),

zaklju¢ujemo da je

12(0) = +o0, fi(0) = —o0.
To znaéi da u tackama x = —1 i x = 0 funkcija f nije diferencijabilna. Tacke
B(—1,0) i C(0,2) su povratne tacke krive y = f(x).
Isto tako, iz jednakosti (2.9.2) jedno za drugim sleduje:
1° Kako je ¢z < V/x+1<0 za z € (—oo,—1), zakljucujemo da vazi

nejednakost
f(x) <0 (—oo <z < —1);

2° Iz nejednakosti ¢z <0< Vx+1 (=1 <z<0), sleduje
f(z) >0 (—l<z<0);

3° Kakoje 0< Jz < /r+1 (0<ax < +00), dobijamo nejednakost
f(x) <0 (0 <z < 400).

Na osnovu ovih zapazanja zaklju¢ujemo da je funkcija f opadajuca u
intervalima (—oo, —1) i (0,400) i da je rastuéa u intervalu (—1,0).

Isto tako, na osnovu prethodnih zapazanja zaklju¢ujemo da funkcija f u
tacki = —1 dostize svoj minimum f(—1) = 0, a da u tacki z = 0 ima
maksimalnu vrednost f(0) = 2.

Iz jednakosti

"z) = 2. L ! r#-1lizx
re=5 (ym-ve)  CF R0

neposredno zaklju¢ujemo da je

@) <0 (e (o0, -1u (-1, _%))
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1
() >0 (a: c (—5,0) U (0,+oo)>.

Prema tome, funkcija f je strogo konkavna u intervalima (—oo,—1) i
(—1,—-1/2), a u intervalima (—1/2,0) i (0,+00) je strogo konveksna. Kako
u tacki x = —1/2 posmatrana funkcija menja smisao konveksnosti, tacka
A(—1/2,1) je prevojna tacka krive y = f(z). Naravno, nije tesko proveriti
da je f"(—-1/2) = 0.

I na kraju, kako je

lim (W—W%—l)

r—Foo

1
xﬂIinoo<€/(x—|— D% 4 3/22(x +1)2 + Vat " 1)

zaklju¢ujemo da je prava y = 1 horizontalna asimptota krive y = f(z) i kada
x — —o0 i kada x — 4-00.

Napomenimo da je tacka A(—1/2,1) jedini presek krive i asimptote.

S obzirom da je f opadajuéa funkcija za = € (—oo,—1), grafik funkcije
f lezi ispod asimptote kada z — —oo jer je f(—1) = 0, a u slucaju kada
x — 400, kriva lezi iznad prave y = 1 jer je i za x € (0,4+00) funkcija
opadajuca ali vazi f(0) = 2.
f(z)

Kako je lim *—= = 0, nije tesko zakljuciti da kriva y = f(x) nema
r—+toco I

kosih asimptota.

Ha

—/

Sl 2.9.2
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Na osnovu svega sleduje da kriva ima oblik prikazan na slici 2.9.2.

4
. . o . z*5+1
Primer treéi. Ispitacemo funkciju z—y= f(z) = —5—.
x

Funkcija je definisana za svako x, osim za x = 0.
Kako je f(x) > 0, grafik funkcije lezi iznad z-ose.
Funkcija je parna.

Tacka x = 0 je prekidna tacka druge vrste jer je lin}) f(x) = +o0.
Tr—

2

1
Iz jednakosti f(z) = 22 + — , zakljuéujemo da se f(x) i #? asimptotski
x

2 )
1
jednako ponasaju kada z — oo, ali i da se f(x) i — takode asimptotski

jednako ponasaju ako z — 0. Prema tome, kriva y = f(x) ima dve krivoli-
nijske asimptote:

1
y=2?, kada z — o0 i y:? kada x — 0.

Ocigledno je da vaze nejednakosti

f@)>a i f@) >~

Sto ukazuje da kriva y = f(x) lezi iznad svojih krivolinijskih asimptota
y=a2iy=1/22
Prava x = 0 je vertikalna asimptota krive y = f(x).

Kako je
xt —
Fay=22 D),

3

.
fl(z) <0 (2 € (—00,-1)U(0,1)) i f'(z)>0 (z€(-1,0)U(1,+00)),

zaklju¢ujemo da je funkcija f opadajuéa u intervalima (—oo,—1) i (0,1),
a u intervalima (—1,0) i (1,+o00) rastuéa, kao i da u tackama x = —1 i
x = 1, u kojima je f'(—1) = f’(1) = 0, dostiZe svoje minimalne vrednosti

fen=F1)=2
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Yn
y=f(z)
l L
1 X
Sl 2.9.3
Isto tako, iz jednakosti
2(z* +3

X

sleduje da za x # 0 vazi f”(x) > 0. Dakle, funkcija f je strogo konveksna u
intervalima (—o0,0) i (0, +00). Prema tome, kriva y = f(x) nema prevojnih
tacaka.

Sada nije tesko zakljuciti da grafik ove krive ima oblik prikazan na slici
2.9.3.

Primer Cetvrti. Ispitacemo tok i skicirati grafik funkcije x — y = f(x)
odredene pomocu

(2.9.3) tx=pt)=2t—t> i  try=1() =3t -t

Ocigledno, funkcije ¢ i ¥ definisane su za svako realno ¢t. Dakle, i z iy
su jednoznacno odredeni za svako t € R.

Kako je
(2.9.4) T=¢'(t)=2(1 1) i =" (x) = -2,
zaklju¢ujemo da za t € (—o0,1) funkcija ¢ raste, uzimajuéi vrednosti od

—oo do 1, da za t = 1 dostize svoju najveéu vrednost ¢(1) = 1, a da za
t € (1,400) opada, uzimajuéi vrednosti od 1 do —oo.
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To znaéi da oblast definisanosti funkcije z — f(x) ¢ine dva dela domena
funkcije ¢: jedan deo je ¢(D;) koji nastaje preslikavanjem poluintervala
Dy = (—o0,1], a drugi ¢(D2) koji se dobija preslikavanjem polusegmenta
DQ = [1, +OO)

Prema tome, pomoc¢u (2.9.3) definisane su dve funkcije:

v—y=fi(z) (e (=00 1], tj. z € p(D1))

z—y = fa(z) (t € [1,+00), tj. z € p(D2)),
tj.
z—y=fi(z) (—oo<z<1) i r—=y=fao(r) (—oo<xz<1).

Ispita¢emo obe funkcije fi 1 fs.

Lako se proverava da je
(2.9.5) y='(t)=3(1-t*) i =" (t)=—6t.
Na osnovu (2.9.4) i (2.11.5) sleduju jednakosti

_dy _ 93
2

(2.9.6) y=o =7 (1+41¢) (t € R)

1

d2 . . _ . e
(29.7) W ik L

Codx?2 g2

:% (t #1).

Analizom navedenih ¢injenica, jedno za drugim neposredno zaklju¢ujemo:

1° Na osnovu (2.9.6), za t € (—oo, —1), tj. za x € (—00, —3), sleduje da
vazi nejednakost fi(z) < 0, pa je funkcija f; opadajuéa na intervalu
(_007 _3) ;

2° TIsto tako, na osnovu (2.9.6), zakljuc¢ujemo da za t € (—1,1), tj. da
za x € (—3,1), vazi f{(x) > 0, §to znaci da funkcija f; raste za
x € (=3,1);

3° Zat = —1, tj. u tacki x = —3, funkcija fi dostize svoj minimum

fi(=3) = ¢(=1) = =2;
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Na osnovu (2.9.7) zakljucujemo da za svako t € (—o0,1), pa prema
tome za svako x € (—oo, 1) vazi nejednakost fi'(x) > 0, §to znaci da
je funkcija f; strogo konveksna u intervalu (—oo, 1) ;

Za t = 1, tj. u tacki x = 1, funkcija f; dostize svoj maksimum
[(Q) =9(1) =2;

Kako je 1(—v3) = (0) = 0, tj. fi(—=3 —2v3) = f1(0) = 0, kriva
y = f1() sece z-osu u tackama r = -3 —2v/3 iz =0;

Tacka A(1,1) je tzv. zavrsna tacka krive y = f1(z);

U tacki z = 1 funkcija f; ima levi izvod f (:E)‘le_ =3.

Isto tako, slitnom analizom, za funkciju fo se moze zakljuciti:

10

20

30

40

50
60

Kako, na osnovu (2.9.6), za t € [1,+00), Sto znaci za = € (—o0, 1],
vazi nejednakost fi(z) > 0, sleduje da funkcija fy raste i to od —oo
do fg(l) = 1;

Za t = /3, dobijamo = p(v3) = =3 +2V3 iy = fo(—3+2V3) =
¥(v/3) = 0, odakle sleduje da kriva y = fo(z) sece z-osu u tacki
r=-3+2V3.

Isto tako, za t = 2 dobijamo x = p(2) =01y = f2(0) = ¢(2) = -2,
Sto znaci da kriva y = fo(x) sece y-osu u tacki y = —2;

Na osnovu (2.9.7) sleduje daza t € (1,+00), tj. za x € (—o0, 1), vazi
nejednakost f4(x) < 0, $to znaci da je funkcija fo strogo konkavna
za x € (—o0,1);

Za t = 1, tj. u tacki x = 1, funkcija fo dostize svoj maksimum
f2(1) = (1) = 2;

Tacka A(1,1) je, takode, zavrsna tacka i krive y = fo(z);

U tacki = 1 funkcija fo ima levi izvod f] (x)‘lef = 3.

Prema tome, kriva y = f(x), sastoji se iz dva dela i ¢ine je krive:

y=fi(z) (-oo<axz<1l) i y=folr) (-o<z<1).

Tacka A(1,1) je njihova zajednicka tacka, a poluprava y = 3z —2 (z < 1)
njihova zajednicka tangenta.

Kako je kriva y = f1(x) strogo konveksna, a kriva y = fo(x) strogo kon-

kavna,

ako se cela kriva y = f(z) shvati kao jedna kriva, onda je ona deo po

deo glatka kriva, a tacka A je njena povratna tacka prve vrste.

Grafik krive y = f(z) prikazan je na slici 2.9.4.
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y = fa(7)

Sl 2.94
Primer peti. Ispitacemo funkciju
x—y= f(x) =2sinx + cos 2z
i skicirati njen grafik.

Pre svega, funkcija f je definisana za svako x € R. Medutim, ona je
periodi¢na sa periodom w = 27, pa je dovoljno ispitati je na polusegmentu
[0,27) i, naravno, samo na tom polusegmentu i skicirati njen grafik.

Dakle, neka = € [0, 27).

Ocigledno, funkcija f je neprekidna.

S obzirom da je f(0) = 1, kriva y = f(z) seCe y-osu u tacki ¢ija je ordinata
y = 1.

Primetimo da je f(z) = —2 sin? 2 + 2sinz + 1 i da jednacina
(2.9.8) 2sin’x — 2sinz — 1 =0

ima jedno jedino realno resenje

sinx = = —

Odavde nije tesko zakljuciti da su osnovna resenja jednacine (2.9.8)

v3-1 . V3 -1

Tr = — arcsin 1 T = 7 + arcsin 5 .




230 DIFERENCIRANJE FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Prema tome, sva resenja jednacine (2.9.8) su

r = — arcsin + 2k i r = 7 + arcsin + 2kom,
od kojih samo ona koja se iz ovih reSenja dobijaju za k1 = 11 za ko = —1,
tj. samo

\/g_l . 17 . \/g_l
5 i x' = 2w — arcsin 5

x' = 7 + arcsin

pripadaju polusegmentu [0, 27).
Kako je 0 < arcsin(v/3 — 1)/2 < 7/2, zakljucujemo da je

<z <3r/2 <2’ <2rm.

Vrednosti 2’ 1 2" su, u stvari, apscise tacaka u kojima kriva y = f(x) sece
x-0su.

Kako je
f(x) =2(1 — 2sinx) cos z,

zakljucujemo da je f'(z) =0 za

T %8 3
r1 — —= Tro9 = — T3 — — Ty = — .

6’ 2’ 6’ 2
Tacke x1, X2, x3, x4 su stacionarne tacke funkcije f.

Radi lakseg pracenja toka funkcije, polusegment [0,27) podeli¢emo na
disjunktne podskupove:

I =[0,21), Io=(x1,22), I3=(x2,23), Is=(v3,24), Is= (x4,2m)

Nije tesko zakljuciti da je f/'(z) > 0 ako x pripada skupovima I, I3, I5,
tj. ako & € I; U I3 U I5. Funkcija f je na tim skupovima strogo rastuca.

Kako je f'(x) < 0 ako z pripada skupovima Iy i Iy, tj. ako x € Iy U Iy,
funkcija f je na tim skupovima strogo opadajuca.

Prema tome, u tackama z; i x3 funkcija f dostize svoje lokalne maksi-
mume

flar) = f(m/6) =3/2 1 [flas) = f(5m/6) = 3/2,
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a u tackama x5 i x4 svoje lokalne minimalne vrednosti
flae) = f(r/2) =1 i  f(z4) = f(37/2) = =3.

Napomenimo da smo zakljucke o ovim ekstremnim vrednostima mogli da
izvedemo i na osnovu jednakosti

f"(xz) = —2sinz — 4cos 2z = 2(4sin® z — sinz — 2),
i ¢injenica da je, redom,
f(x1)=-3<0, f(22)=2>0, f'(x3)=-3<0, f[f"(xq)=62>0.
Resavanjem jednacine f”(x) = 0 dobijamo

1++v33 . 1—-+33

sinr =a = i sing =0 =
8 8 ’

Sto znaci da se drugi izvod f”(x) anulira u tackama ¢ije su apscise
arcsina € Iy, w—arcsina € I3, w—arcsinf € Iy, 27w+ arcsinf € Is.

Tacke sa ovim apscisama su prevojne tacke krive y = f(x).

P LA

Sl 2.9.5
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Sada nije tesko zakljuciti da grafik krive izgleda kao §to je prikazan na
slici 2.9.5.

Napomena 2.9.2. Naglasimo da smo do svih ovih zakljucaka o funkciji f,
tj. o krivoj y = f(x), mogli da dodemo da smo prethodno izvrsili transformaciju
koordinatnog sistema tako da novi koordinatni pocetak bude u tacki O’(m/2,0),
a nove koordinatne ose ostanu paralelne starim. Dakle, da smo transformaciju
isvr§ili pomodéu

X=x— g, Y =y.

U novom koordinatnom sistemu, jednacina krive bi glasila
Y =F(X)=2cos X + cos2X,

odakle se lako moze zakljuciti da je kriva Y = F(X) simetri¢na u odnosu na Y-osu.

To, medutim, znaci da je kriva y = f(z) simetri¢na u odnosu na pravu x = 7/2,
sto se, takode, moze zakljuciti iz ¢injenice da vazi jednakost

fr/2—1) = f(x/2+1) (teR).

U stvari, moze se pokazati da je kriva y = f(z) (z € R) simetri¢na u odnosu na
svaku pravu oblika = (2k + 1) /2, gde je k bilo koji ceo broj.

3. ZADACI ZA VEZBU

3.1. Proveriti tvrdenja: Ako su funkcije z — f;(z) (i = 1,2,3,4,5,6) zadate
pomodéu

7o) = T fula) = 2% aresinz + (2” + 2)v/1 — 22
ogzT
i I 1 1
fg(:l?) = 710g(81n$) f5($) = :EQ + 1- log -+ 1 + 2 )
log(cosx)’ z x
fa(x) = sin® z - sin 22, fo(x) = e**(asinz — cosx),
tada je
/ 2 / _ 9 2 .
fi(z) = T2l +log a2’ fi(z) = 92° arcsin
. 2
, cot x log cos x + tan  log sin fl(a) = 2 +1
xTr) = s 5 - )
f2(®) log? cos T

fi(x) = 2sin z(xsin x cos® x + cos zsin® z), fo(x) = (a® + 1)e™ sinz.
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1 — 22

14227

dx n dy
V1—at 11—yt

3.2. Proveriti tvrdenje: Ako je y = tada je

=0.

3.3. Proveriti jednakosti:

/ "~ 1

(sin” z cos nx x cos(n+ 1)z,

/

ns
(sin” zsinnz)’ = nsin" ! z sin(n + 1)z,
nc

(cos™ z sin nx 1z cos(n + 1),

/

)
) =
=
) =

(cos™ x cos nx —ncos" !z sin(n + 1)x.

3.4. Odrediti f(1%9(z), ako je
f(z) = zsinhz.

Rezultat. f(190)(z) = zsinhz 4+ 100 cosh z.

3.5. Neka je f(x) = arctan 2. Odrediti £ (0).

Uputstvo. Dokazati prvo da vazi rekurentna jednakost
F0) = (=D -2f"20)  (n>2).

Rezultat. fR)(0) =0 i fC**+D(0) = (=1)*(2k)! (k=0,1,2,...).
3.6. Ako su funkcije x — f(x) i z — g(z) oblika

1+ Ax? . 1+ ax + B2
i _

@)= 3 Bas 90 = Tt dar

odrediti realne koeficijente A, B i «a, (3, v, § tako da je
cotz = f(z) + O(x°) i e = g(z) + O(x°) (x — 0).

Rezultat. A= —2/5 B=—1/15 i a=1/2, B=1/12, y=—1/2, § = 1/12.
3.7. Odrediti:

d (sinx) 50 d(sin x) 50 d(arcsin )
’ d(cosz)’ d(arccos x)
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sin x

1
Rezultat. 1° 2—2(cosm— ), 2° —cotz (x#km), 3° -1 (-1<z<1).
x z

dS
3.8. Odrediti Y ako je:
dx3

)= 1),
y =a(ef(sint — cost) + 1),

)

2)

50 {x:a(cost—l—tsint), 10 {x—thost—l-(
y = a(sint — tcost), y = 2tsint — (2
3.9. Dokazati formulu

vVar+x=a+

10 { r = a(2 — sint) sint, 50 { z = a(e’(sint + cost
y = bsin®t cost,

sint,

cost.

(CL > 0)7

nanfl
a zatim pomocu nje, za |z| dovoljno malo u odnosu na a, priblizno odrediti:
V9, V80, V100, /1000 .

3.10. Na krivoj y = 2% odrediti tacku u kojoj je njena tangenta paralelna
secici koja prolazi kroz tacke odredene apscisama x = —11ix = 2.

3.11. Odrediti jednac¢inu kruga krivine hiperbole xy = 1 u tacki A(1,1).

Rezultat. (z —2)2+ (y—2)2=2.

3.12. Ispitati funkcije x — f(z) i skicirati grafike krivih y = f(:E) ako je
f@) =@t D@27 @)= Y@ Y

2_ 1
f(x):ma flx) = Va2 = Va? +
(z41)? _e”
f(ﬂf)—m f($)_1+x’
f(z) = sin® z + cos* z, flx) = %,
f(z) = arccos L f(z) = arcsin 20

1+ a2’ 1+a2°
3.13. Ispitati funkciju

1+ log |z
(1 —log|z)’

a zatim skicirati grafik krive y = f(x).

x> f(z) =



V GLAVA

Integracija funkcija jedne realne
promenljive

1. NEODREDENI INTEGRAL

1.1. Primitivna funkcija i neodredeni integral

Stavise, ovo pitanje se namece i u nizu problema koji se javljaju u nauci i
tehnici.

Definicija 1.1.1. Za funkciju F:I — R, gde je I interval, kazemo da je
primitivna funkcija funkcije f: I — R ako je

za svako x € I.

Tako je, na primer,
1° Funkcija  — F'(z) = sinx primitivna funkcija za x — f(z) = cosx na
R;
2° Funkcija z +— F(z) = log x primitivna funkcija za z — f(z) = 1/ na
I =(0,400);
3° Funkcija = +— F(x) = arcsinz — +/1 — 22 primitivna funkcija za x
flz)=y/(Q+2)/1—-2)nal=[-11).

Primetimo da je, na primer, i funkcija  — Fj(z) = sinz + 2, takode,
primitivna funkcija za x +— f(z) = cosz na R, jer je

Fl(z) = (sinz 4+ 2) = cosz (x € R).

Isto tako je i funkcija z — Fy(z) = sinz + C, gde je C proizvoljna realna
konstanta, primitivna funkcija za f na R.

Na osnovu ovoga, moze se zakljuciti da vazi:
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Teorema 1.1.1. Ako je F: I — R primitivna funkcija za f:1 — R i C pro-
izvoljna realna konstanta, tada je i funkcija x — F(x)+C, takode, primitivna
funkcija za funkciju f.

Ovo tvrdenje neposredno sleduje iz sledece teoreme:

Teorema 1.1.2. Ako su Fi:1 — R i F5: I — R dve primitivne funkcije za
f:1 — R, tada postoji realna konstanta C takva da je

(1.1.1) Fi(x) — Fy(x) =C
za svako x € 1.

Dokaz. Neka je © — G(z) = Fi(z) — Fa(x). Na osnovu uc¢injenih pret-
postavki za Fy 1 Fy, vazi G'(x) = 0 za svako « € I. Neka je a fiksirana tacka
u I. Tada, na osnovu Lagrangeove teoreme, za svako x € I, vazi

G(z) — G(a) = G'(§)(z — a),
gdejeé =a+60(x—a) (0<0<1). Kako je G'(§) = 0 dobijamo
(Vx e I) G(z) = G(a),
tj. (1.1.1), gde smo stavili G(a) =C. O

Definicija 1.1.2. Neka je x — F(z) primitivna funkcija za = — f(z). Skup
svih primitivnih funkcija za funkciju f, tj. skup
{G|G(x)=F(z)+C, C e R}

naziva se neodredeni integral funkcije f i oznacava sa

/ f(z)dz.

Mada nekorektno, uobic¢ajeno je da se pise

/f(x)d:n =F(x)+C.

Mi éemo, takode, koristiti ovaj na¢in pisanja, ali ¢emo uvek pod oznakom
[ f(z) dz podrazumevati skup iz definicije 1.1.2.

Nalazenje neodredenog integrala funkcije f zovemo integracija funkcije
f, a samu funkciju nazivamo podintegralnom funkcijom. Za izraz f(z)dx
kazemo da je podintegralni izraz.

Napomenimo da su diferenciranje i integracija u izvesnom smislu inverzne
operacije, tj. vazi

(1.1.2) / F(2)da — / d(F(z)) = F(z) + C.
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1.2. Tablica integrala

Na osnovu poznavanja izvoda elementarnih funkcija, kao i na osnovu
(1.1.2), nije tesko neposredno utvrditi da vaze sledece jednakosti:

P il C
= + ~1),
/x S (p#-1)

1
/Edm:logm—l—C,

/exdw:ex—FC,
/axdwz a +C,
loga

/sina:da: = —cosx + C,

/cosxdm =sinz + C,
/tan:nd:z: = —log|cosz| + C,

/cot:nd:n = log | sinz| + C,

1
/ dx = tanx + C,

cos? x

1
/ ——dx = —cotx + C,
sin® x
/sinhxdzzcosh%—kC,
/coshxdx—smhw—FC

/ d:n = tanhx + C,
cosh

dxr = —cothz + C,
/ sinh? z

/1+ de—arctanzn+0



238 INTEGRACIJA FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

1 1 1+=x
_C dr=1 ‘ ( c,
/1—332 T=os | Tt

= arcsinz + C,

—dx
V1—22

dx =log(z + Va2 + 1)+ C,

dwzlog|a:+\/a:2—l|+C.

1
/ V1422
/ 1
Va2 —1
Ovi integrali ¢ine tablicu integrala, koja, naravno, navedenim integralima
nije iscrpljena.

Teorema 1.2.1. Neka su Fy: I — R primitivne funkcije za funkcije fr: I —
R, respektivno za k = 1,... ,n. Tada je funkcija F:1 — R, definisana
pomocu

F(z) =Y MFe(x) (M €R),
k=1

primitivna funkcija za x — f(x), gde je
F@) =" Aefu(2).
k=1

Dokaz se izvodi neposrednim diferenciranjem.

Ovu teoremu ¢esto primenjujemo kada je moguée funkciju f rastaviti na
linearnu kombinaciju funkcija ¢ije su primitivne funkcije poznate, jer se u

tom slucaju integracija moze izvrsiti neposredno.
n

Primer 1.2.1. Neka je f(z) = > apz®. Tada je

k=0
n n a
/f(x)dx—Zak/xkdx:Zkflkarl—l—C’ A
k=0 k=0
Primer 1.2.2. Neka je f(z) = 1-2z -2 Kako je
B . z(1—22) !
1 1
fl)=1 -2 L
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imamo

/mdx_/ldx_g/ 1 dx
(1 —22) T 1— 22

1+

=log|z| —2- %lg‘ ‘—I—C

:log‘x(l_'__; ‘—I—C. A

2. METODI INTEGRACIJE

2.1. Metod uvodenja nove promenljive

Metodi integracije, koje ¢emo izloziti u ovom i narednim odeljcima ovog
poglavlja, imaju za cilj da integraciju date funkcije dovedu do integracije
funkcija ¢ije primitivne funkcije znamo na osnovu tablice integrala.

Razmotrimo najpre metod uvodenja nove promenljive.
Neka su [ i J intervali u R.

Teorema 2.1.1. Neka je funkcija g:J — 1 diferencijabilna i neka ima
inverznu funkciju g~': 1 — J. Ako je t — F(t) primitivna funkcija za
t— f(g(t)g'(t) na J, tada je za funkciju f, na intervalu I, primitivna funk-
cija x — F (g7 (z)) i tada vazi

JEG d:c—/f
£+ C

=F (g "(2)) + C.

Dokaz. Kako je x = g(t), tj. t = g~ 1(x), imamo

(P @) +0) = S FE+0)
oL
=0 g'(t)
, 1
= f(g(t)g'(t) 70
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Na osnovu ove teoreme, moze se zakljuciti da se ideja metoda uvodenja
nove promenljive ¢, sastoji u tome da se pogodnim izborom funkcije ¢ +—
g(t) polazni integral transformise u integral koji je od njega pogodniji za
tretman u smislu dalje integracije, ili je tabli¢ni. Naravno, ovu ideju nije uvek
mogucde sprovesti. U narednom poglavlju da¢emo klasifikaciju podintegralnih
funkcija za koje je moguée uvek naéi funkciju g, tako da nas ovaj metod
dovodi do Zeljenog cilja.

Napomena 2.1.1. Nekada ¢emo metod uvodenja nove promenljive zvati metod
zamene, ili metod smene, ili smena promenljivih.

Primer 2.1.1. Smenom z = ¢(t) = t/2 imamo
1 1 .
cos2xdx = | cost - 3 dt = 3 sint + C,

tj.
/cosQ:z:dx = %sian—i— c. A
Primer 2.1.2. Za odredivanje integrala
[V@ =i @>0
stavimo z = ¢g(t) = asint (—7/2 <t <7 /2). Ovde je I = [—a,a|, J = [-7/2,7/2]

it=g z)=arcsin(z/a).
Tada je

/\/a2—xde:aQ/\/l—siHthostdt

:a2/c052tdt
1 9
=50 /(l—i-coth)dt

:%a2 </ dt—l—/cos?tdt),

odakle, na osnovu prethodnog primera, dobijamo

/\/az—xQd:L“: la2 <t—|—%sin2t) +C

2
2
zla2 (arcsinz—l—E 1—(E> )—I—C
2 a a a

1 1
= §a2 arcsin 2 + 5:1:\/ a?—z24+C. A
a
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Sli¢no prethodnom, ako u integralima oblika

/ B(f(2))f () du

stavimo f(z) =t (= f'(x)dx = dt), oni postaju

[ov@r@a= [a@a

Na primer, imamo

frlw) ., 1. _
/f( d:z:—/Zdt—log|t|+0—log|f(:17)|+C’.

x)
Primer 2.1.3. Za odredivanje integrala
/ zV 1+ 22dx

pogodno je uzeti f(z) =1+ 22 = t. Tada je f(z)dx = 2xdx = dt pa je

/x\/l—i—xzdx:%/\/l_ﬁdt:%tB/Q—i—C,

tj.
3/2
/x\/1+x2dx:1<1+x2> / +C. A

3

Primer 2.1.4. Za odredivanje integrala

1
/ - dxr
sin x

241

prethodno transformisimo podintegralnu funkciju « +— 1/sin z, na sledeéi nacin,

1 1 1
sinz  2sin(z/2)cos(z/2)  tan(x/2) 2cos?(z/2)’

a zatim uvedimo smenu ¢t = f(z) = tan(z/2). Tada imamo

1 1

dt = f'(z)dx = D) 3

dzx,
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pa je

1 1 1 1
/Sinx dv = / tan(z/2) 2cos?(z/2) de —/;dt—log 4+,

tj.

/1 d:)::log|tan§|+0. A

sin x

Primer 2.1.5. Kako je cosz = sin(z + 7/2), na osnovu prethodnog primera,
smenom z = t — m/2, dobijamo

1 1 1 t
/cos:z: v /sin(x+7r/2) v /sint og | tan 2 | +C.

tj.
1 r w
/cosx dxr = log | tan(§ + Z) | +C. A
Primer 2.1.6. Smenom z = acos®t + bsin?¢ (0 < t < 7/2) integral
1
/ ——dx (a<x<b)
V- ab-2)
postaje
1
[——do=2[at=2+cC
NCEDICED)
— 2arctan /=2 + C,
—x
jer je

x—a:(b—a)sin2t, b—x:(b—a)COSQt,

Tr—a

dx = (b — a)sin 2t dt, tan? t = 5 A

_m.

Primer 2.1.7. Za odredivanje integrala

/ (arctan z)3 e
1+ a2

1
uvedimo smenu ¢ = arctanz. Tada je dt = —— dz, pa je
14z

3
/de:/t?’dt:ifl—l—cz

T+ 22 (arctan x)4 +C. A

1
4



METODI INTEGRACIJE 243

2.2. Metod parcijalne integracije

Teorema 2.2.1. Neka su x — u(x) ¢  — v(x) diferencijabilne funkcije
takve da x — u(z)v' (x) i x — v(z)u () imaju primitivne funkcije. Tada je

(2.2.1) /udv = ww — /vdu.

Dokaz. Na osnovu ucinjenih pretpostavki o diferencijabilnosti funkcija u
i v, jednakosti
d(uv) = wv'dz + vu'dr = udv + vdu,
kao i na osnovu ucinjene pretpostavke o egzistenciji primitivnih funkcija za
wv’ 1 vu/, zakljuéujemo da vazi (2.2.1). O
Na osnovu jednakosti (2.2.1) zasniva se metod parcijalne integracije. Za

njegovu primenu na odredivanje integrala [ f(z)dz potrebno je podinte-
gralni izraz f(x)dz predstaviti u obliku

f(x)dr = u(z)v'(z)dx = udv.

Na taj nac¢in odredivanje integrala [ udv svodimo na odredivanje integrala
[ vdu, koji u izvesnim slu¢ajevima moze biti pogodniji za dalju integraciju.

Primer 2.2.1. 1° Stavljajuéi v = logz, dv = dz (= du = (1/z)dz, v = z)
imamo

/log:z:dx:xlogx—/d:)::x(logx—l)—i—C.

2° Integral [z%logxzdz (a # —1), takode, odredujemo primenom metoda par-
cijalne integracije stavljajuéi

u = logx i dv = z%dx.

Naime, imamo

xa—i—l :130'
] dr = 1 - d
/x ogx dx a+1og:1: /a+ T

1
2t 1
= logz — ——— :
a+1<ogm a+1>—|—C’ A

Primer 2.2.2. Ako u integralu

S = /ear sin bz dz (ab #0)
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uzmemo da je u = e*® i dv = sinbxdz, pri ¢emu je, naravno, du = ae®dx i
—(1/b) cos bz, dobijamo

axr
(2.2.2) S = _eT cos bx + %/emC cos bz dz.

Sliéno, stavljajuéi u = e** i dv = cos bx dx, imamo

ax

(2.2.3) K= [ " cosbrdr = eT sin bx — %S.

Iz (2.2.2) i (2.2.3) sleduje

eax

= ore (asinbx — beosbz) + Cy
a

eax

2 + b2
gde su C7 i C2 proizvoljne konstante. A

(bsinbz + acosbzx) + Ca,

Napomena 2.2.1. Integrali K i S se mogu dobiti integracijom kompleksne

funkcije z — e(@T®)% Naime, iz
. (a+ib)x
K+iS= [eot®rgp =S 4 (0 +iC
+14 /e T T + (C1 +1iCo),
sleduje
e’ ibx
K= +b2Re{a—zb)e P+
i
a:c b
S = a2+b21m{a—zb e' }—i—Cg

Primer 2.2.3. Za odredivanje integrala

/ arctan x dx

stavimo u = arctanz i dv = dz. Tada je du =1/(1 + x2)dx iv =z, paimamo

T
/arctanxdx:xarctanx—/—dx
14 22

1
= zarctanz — 3 log(1 + z%) + C,

jer je (do na aditivnu konstantu)

x 1 2x 1 9
/1+x2 v 2/1+x2 z = 5 log(l+27)
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2.3. Metod rekurzivnih formula

U nekim slucajevima moguce je primeniti metod parcijalne integracije
na odredivanje integrala funkcija koje zavise od celobrojnog parametra, na
taj nacin Sto se polazni integral I,, (n — celobrojni parametar) izrazava
rekurzivno pomocu integrala I,,, (m < n).

Do sliénih rekurzivnih formula moguée je doéi i na neki drugi nacin.

U svakom slucaju, ovaj nacin odredivanja integrala svodi se na nalazenje
rekurzivne formule oblika

(2.3.1) In=0In_r1,... In_p).

Da bi se, na osnovu rekurzivne formule (2.3.1), odredio integral I,,, potreb-
no je znati uzastopnih k integrala oblika I,,. Naravno, ako se znaju integrali
Iy, ... ,I;_1 onda je moguce odrediti integrale I,,, za svako n > k.

Ovakav na¢in odredivanja integrala I,, poznat je kao metod rekurzivnih
formula.

Tlustrova¢emo ovaj metod na nekoliko primera.

Primer 2.3.1. Posmatrajmo integral
In:/xa(logx)ndx (a #—1;n e N).

Ako stavimo u = (logz)" i dv = z%dzx, imamo

n -1 . 1 a+1
du = —(1 " = .
u x(ogx) x i V=t
Tada je
a+1
Ip = Z+ 1(logx)" - Fnl /aca(logac)”_1 dz,
tj.
zott n
2.3.2 In = 1 " I .
(232) w= o)~

Formula (2.3.2) predstavlja rekurzivnu formulu za odredivanje integrala I5,. Na
ovaj nacin, odredivanje integrala Iy, sveli smo na odredivanje integrala I,,_1. Uza-
stopnom primenom formule (2.3.2) moguée je odredivanje integrala I svesti na
odredivanje integrala I1, za koji smo u primeru 2.2.1 pokazali da je

zatt 1
I = logz — ——— .
1 CH_l(ogx a+1>+0 A




246 INTEGRACIJA FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Primer 2.3.2. Neka je

1

Ako stavimo u = 1/(2? + a®)" i dv = dz, imamo du = —2nz/(x? 4+ o?)"dz i
v = z. Tada primenom metoda parcijalne integracije na I, dobijamo

e o [Ty
"T @2 e +2n (22 + a2)nt1 "

Kako je
2 2 2 2
x (z°+a%)—a 9
[ G = [ G =t

imamo .

fn (22 + a2)™ + 2n(In — a2In+1)a
tj.

1 T 2n —1
(2.3.3) Iny1 = 9ol ($2 —|—a2)” + 9l I, (n=1,2,...).

S obzirom da je

1 1 T
Ilz/mdxzaarctana—i—c,

iz rekurzivne formule (2.3.3) moguce je odrediti I, zan = 2,3,... . Na primer, za
n =2in =3 imamo

1 azx x
Ir = 53 (m + arctan E) +C,

1 2a°z 3ax z
I3 = 8ab ((x2+a2)2 + 221 a2 +3arctana> +C. A

Primer 2.3.3. Neka je
Inz/tannxd:p (n € Np).
Zan =01in=1imamo

In=xz+C i I, =-log|cosz|+ C.
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Neka je n > 2. Tada imamo

I, = /tann_thaandx
_ 1
:/tann 2x< 5 —1>d:p
cos2 x
= /tann72xd(tanx) — I, o,
tj.
I, = . tan” o — I,,_o.

Poslednja formula predstavlja rekurzivnu formulu za odredivanje integrala I,
(n > 2). S obzirom da su poznati integrali Iy i I;, uzastopnom primenom ove
formule mogucée je dobiti I, za svako n > 2.

Na primer,

1
14:/tan4:1:dx: gtangx—lg

1
=3 tan® z — (tanz — Ip)

%tan?’x—tanx—l—x—l—a A

Primer 2.3.4. Ako je n > 2, za integrale
Sn=/sinnxdx i Kn=/cosnxd:p

vaze rekurzivne formule

. n—1
Sp = ——sin” 1xcosx—|——5’n,2
n n

_ . n—
Kn = = cos" 1xsmx—|——Kn,2.
n n

Dokazimo sada formulu za Sy. Ako stavimo u = sin” 1
du = (n — 1)sin® 2

integracije, dobijamo

z i dv = sin xdx, imamo
rcosxdr i v = —cosx. Tada, primenom metoda parcijalne

Sp = —sin" ' zcosz + /(n —-1) sin" 2 z cos® z dx

= —sin" ' zcosz + (n—1) /Sinn_2 x (1 — sin? x) dz,
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tj.
nSy = —sin" !z cos x + (n—1)Sp—_2.
Kakosu So =x+C, S =—cosz+C, Kg=x+4C, K; =sinx + C, integrali
Sn 1 K mogu se odrediti za svako n > 2. Tako imamo,

5

1
Sg = ~3 sin” x cosx + 254

1 1
= ~5 sin® x cos = + g<_1 sin® x cos = + %Sg)

—lsing’xcosx— 3sin3:1:cos:1:—|— §(—lsingccosgc—i— 1S )
6 24 g\ 2 2°0)

tj.
Sg = cosx(—%sinSx — Q—ZSingx — %Sinx> + %x—I—C’. A
Primer 2.3.5. Ako je
1
= [ et (el #Hine),

a + bcosx)™

vazi rekurzivna formula

1 bsinx
(n—1)(b%2 —a2) | (a+ beosx)n—1

I, = —(2n—3)alp—1+ (n—2)In—2|.

Za odredivanje I videti odeljak 3.3 (posebno primer 3.3.1). A

2.4. Metod neodredenih koeficijenata

U slucajevima kada nam je unapred poznat opsti oblik primitivne funk-
cije moguce je za integraciju koristiti metod neodredenih koeficijenata. Ilus-
tovacemo ovaj metod na jednom jednostavnom primeru.

Posmatrajmo integral

/ P (x)de (A £0),

n
gde je z +— P,(x) = Y apa”* polinom n-tog stepena. Nije tesko uociti da
k=0
¢e, u ovom slucaju, primitivna funkcija imati oblik e**Q,(z), gde je @,
polinom, takode, stepena n. Pretpostavimo da je

Qn(z) = Z brpa®,
k=0
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gde su by zasad neodredeni koeficijenti. Tada, diferenciranjem jednakosti
AT _ Az
/e P, (z)dzr = e Qn(x) + C,

dobijamo
e M P, (x) = e M Qy (x) + e”Q%(x),
.
AQn(z) + Q' () = P, (x).

Dakle, imamo

/\f: bpz® + z": kbpxF 1 = 2": akxk,
k=0 k=1 k=0

tj.
n—1 n
> (Abg 4 (k+ Dbyr) 2% + Abpa™ = aga®,
k=0 k=0

Na osnovu metoda neodredenih koeficijenata, iz poslednje jednakosti sle-
duje

Qn
bn:_7
A
1
bp =5 (ax — (k+ Dbga)  (h=n—1,...,1,0).

Primer 2.4.1. Pri odredivanju integrala fe_zr(xS

da je

—x) dx treba pretpostaviti

/e_Qgc(ﬂv3 —x)dx = e 2 (bg + b1z + ngz + b3x3) +C.

Diferenciranjem ove jednakosti i skra¢ivanjem sa e 2% dobijamo

:L’3 —x = (b1 — 2bg) + (2bg — 2b1 )z + (3b3 — 2[)2)&12 — 2b3x3,

odakle sleduje

Dakle,

/e_Qgc(ﬂv3 —x)dx = —ée_zr (1 + 2z 4 627 + 4x3) +C. A



250 INTEGRACIJA FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

3. INTEGRACIJA ELEMENTARNIH FUNKCIJA

3.1. Integracija racionalnih funkcija

Ovo poglavlje je posveceno integraciji nekih klasa elementarnih funkcija
koje se ¢esto javljaju u primenama. To su, pre svega, racionalne funkcije,
a zatim i neke jednostavnije klase iracionalnih funkcija, kao i neke trigono-
metrijske funkcije. U ovom odeljku razmatraéemo samo klasu racionalnih
funkcija.

Neka su P i () polinomi sa realnim koeficijentima, takvi da je stepen
polinoma P manji od stepena polinoma @, tj. dg P < dg Q. Kao $to znamo,
takva racionalna funkcija z — R(z) = P(x)/Q(x) naziva se prava racionalna
funkcija (videti [15, str. 292]).

Kako se opsta racionalna funkcija, za koju je dg P > dg @, uvek moze
predstaviti kao zbir jednog polinoma i jedne prave racionalne funkcije, to
se integracija opSte racionalne funkcije svodi na integraciju polinoma i inte-
graciju prave racionalne funkcije.

Primer 3.1.1. Posmatrajmo integral

dx.

J_/x6+3x4+:1:3—5x2+4x—7
o xd + 522 +4

Deljenjem brojioca imeniocem u podintegralnoj funkciji z — R(z) dobijamo
(videti [15, str. 292, primer 5.1.1)

:1:3+x2—|—4:1:+1

R(z) =2° -2+

x4 4+ 522 +4
Tada je
3 2
o4+ +4r+1
J= 2_9 d
/(x + x4+ 522 +4 ) *
1 5 23+ 2% +4z+1
3ac x—l—/ x4 4522 +4 *
Kako je
(3.1.1) :1:3+a:2+4x+1_ T " 1
o 2t 4+5224+4 0 1422 4422
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imamo

J:%x —2x+1log(1—|—x)—|——arctan—+0 A

1z ovog primera moze se videti da je za integraciju prave racionalne funk-
cije x — R(x) = P(z)/Q(z) veoma vazno njeno rastavljanje na parcijalne
razlomke (formula (3.1.1)). Opsti slucaj rastavljanja prave racionalne funk-
cije na parcijalne razlomke razmatran je u [15, str. 293-298|.

Neka su P i () polinomi sa realnim koeficijentima, takvi da je stepen
polinoma P manji od stepena polinoma @, tj. dg P < dg @. Pretpostavimo

da polinom ) ima realne nule a1, ... ,a;,, sa redom viSestrukosti 71, ... ,7m,
i parove konjugovano-kompleksnih nula oy 4+ i5,... ,q; + i8;, sa redom
viSestrukosti s1,...,s. Naravno, mora biti

m l
Zrk +2Zsk =dgQ.
k=1 k=1

Parovima konjugovano-kompleksnih nula oy +i06, odgovaraju kvadratni fak-
tori #? + prx + qr (pr = —20ak, qr = o2 + ($7) odgovarajude visestrukosti
Sk-

Kao sto je poznato, polinom ) moze se faktorisati u obliku

m l
(3.1.2) Q)= AJ[(x —an)™ H (2 + prx + i)™,
k=1 k=1

gde je A koeficijent uz najvisi stepen u polinomu . Ovo omoguéava da
se prava racionalna funkcija z +— R(z) = P(z)/Q(z) rastavi na parcijalne
razlomke ¢iji oblik zavisi od oblika faktora u (3.1.2). Tako imamo

m T Akn ko My + Niy,
(3.1.3) ZZ ZZ (22 4 pr + qr)"

klnl klnl

gde se nepoznati koeficijenti Agy,, My, Ngn, odreduju metodom neodrede-
nih koeficijenata.

Pretpostavimo da je prava racionalna funkcija z — R(z) = P(z)/Q(x)
definisana za svako xz € I, tj. da polinom @) nema nula u intervalu I. Na
osnovu (3.1.3), integracija prave racionalne funkcije zahteva nalazenje inte-
grala oblika

an/id:g i Kn_/ Mz + N
(z —a)" (z2 +px + q)"



252 INTEGRACIJA FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Integral J,, je jednostavan i za njega vazi

Jy = Alog |[x —a| + C,

A
J":_(n—l)(:n—a)"—1+0 (n>1).

Razmotri¢éemo sada integral K,,. Kako je

2 2
x2+pw+q:(w+§> +q—%,

uvodenjem nove promenljive t = x + p/2 i stavljanjem a? = ¢ — p?/4 > 0,
nalazimo

K, / Mx+ N
(22 + px + q)"

t 2N — Mp 1
=M dt dt.
/ @rar T T / (2 + a2)n

Za n = 1 imamo

2N — Mp

M
K, = —log(t? + a®
1 5 og(t* +a”) + 0

t
arctan — + C,
a
tj.

M 2N — M 2
(3.1.4) K, = 5 log(z?® + px + q) + 271) arctan 33274‘29 +C,
a a

gde je a = (¢ — p?/4)'/2.
U slucaju kada je n > 1 imamo

M ON — M
T Pr

(3.1.5) K, = 2(n — 1)(t2 i az)n—l 2

gde je integral I, odreden u primeru 2.3.2.

Primer 3.1.2. U cilju odredivanja integrala

1
—d
/1—|—£E3 .



INTEGRACIJA ELEMENTARNIH FUNKCIJA 253

podintegralnu funkciju rastavimo u obliku

1 1 A Mz + N

1—|—:1:3_(x+1)(x2—x+1):x+1 2 —z+1°

Metodom neodredenih koeficijenata iz identiteta
A@?> =24+ 1)+ (Mz+N)(z+1) =1,
tj. iz
(A+M)z> + (M +N—A)z+(A+N)=1,
dobijamo sistem jednacina

A+M=0, M+N—-A=0, A+N=1,

odakle sleduje A =1/3, M = —-1/3, N = 2/3.

Dakle, imamo

/#dle/de_E/xi_Qdm
1423 3 z+1 3 |

Drugi integral na desnoj strani je tipa K; i dat je pomoéu (3.1.4). Ilustracije
radi, ponovimo izlozeni postupak na odredivanje ovog integrala Tako imamo

-2 —2 t—3
[t e [ ot e [ b
z? —x+1 (r—3)2+7 47

gde smo stavili z — 1/2 = ¢.
Prema tome, vazi

z—2 t 3 1
L _dr= | ——dt—= | ——dt
‘/ﬂ—x+1x /ﬂ+% 2/ﬂ+§

1 2 3 3 2 2t
= —log(t"+ =) — = - —= arctan —
5 0g< —|—4> 5 \/garc an\/g—l—C
1 2 2z —1
=3 log(z® — z 4+ 1) — V3 arctan + C.
Dakle,
2z —1

+C. A

/ L dx:%log|x+1|—%log(xz—x—i—l)—i—?arctan

1+ a3 V3
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Primer 3.1.3. Odredimo

8z3 + 21z — 11
- de.
/ / @-1nz

Podintegralna funkcija R(z) ima oblik
Ay Ao Mz + Nq

R =
() x—1+(:1:—1)2 2+x+1

Moz + No
(x2 + 2 +1)2’

(3.1.6)
gde su (videti [15, str. 296297, primer 5.2.1))
A =1, Ag=2, My = —1, Ny = —4, My = —1, Ny = —8.

Odredimo najpre integral poslednjeg razlomka na desnoj strani u (3.1.6).

Kako je

B trl= <x+1>2+§
2 4’

2

saglasno prethodnoj notaciji, imamop=qg=1,t =z + %, a

na osnovu (3.1.5),
KQ:/ 1\24295+N22dx:_ —1 i L 28— (=1) 1127
(22 +a+1) 2-1(t2+ %) 2
tj.
1 15
Ky=——— — 1.
PTowy3) 2

Kako je (videti primer 2.3.2)
1 t 2 2t
Ih=— + — arctan — | 4+ C,
’ ( V3 V3 )

2-3\12+3
dobijamo
1 15 2( z+43 2 2x 41
K —— | =——=—+ —=arct C
2 22 4+x+1) 2 3<x2—|—x—|—1+\/§arcan V3 >+ ’
tj.
5x + 2 10 2¢ 4+ 1
Ky = ————— — —arctan +C
2T 24z +1 3 /3
Kako je
As 2
22 == 4C
/( E i

/ Alld:p:log|x—1|—|—0,

T —
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Mix + Ny 1 2 7 2+ 1
———dxr = —=log(x” +x+ 1) — — arctan + C,
2+t 1 5 log( )= V3

najzad dobijamo

x(1—Tx) (z-1)> 17 aretan 251

1
J="0—2+ " log5—-— C. A
x3 -1 +20gx2+x+1 V3 V3 *

Primer 3.1.4. Razmotrimo primer integracije prave racionalne funkcije x —
P(x)/Q(x), kada polinom @ ima samo proste realne nule &1, ... ,&y,. Tada je

!13) = am H(x_gk)a
k=1

gde je am koeficijent uz najvisi stepen u polinomu @, a odgovarajuée rastavljanje
(3.1.3) ima jednostavan oblik

(3.1.7) Plz) _ 3 A

Koeficijenti Ag se mogu jednostavno odrediti. Naime, ako (3.1.7) pomnozimo
faktorom = — &; (1 < i < m), dobijamo

oo enB@ o~ Ap
(2= &) Gy = Ai T ( &)l;x_gk-
ki

Kako je hm ( —&) gg; = 5((%i)), iz prethodne jednakosti sleduje

P(&i) .
Q' (&) =1

.,m).

A; =

Zamenom ovih vrednosti u (3.1.7) i integracijom dobijamo

Zﬁiid“/g}ﬁz Z/x—gz

Z

log|x—€z|—|—C. A
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3.2. Integracija iracionalnih funkcija

U ovom odeljku razmaraé¢emo integraciju nekih klasa iracionalnih funk-
cija koje se uvodenjem nove promenljive svode na racionalne funkcije. Takva
transformacija podintegralne funkcije u racionalnu funkciju obi¢no se naziva
ractonalizacija integrala. Na taj nac¢in dolazimo do integrala koji se moze
odrediti postupkom iz prethodnog odeljka.

Neka je podintegralna funkcija x — f(z) definisana na I pomocu

(3.2.1) f@x)=R(z,y1,--- ,Yn),

gde su R racionalna funkcija svojih argumenata i y;: I — R date iracionalne
funkcije.

Neka je g: J — I racionalna funkcija za koju postoji inverzna funkcija.

Ako se svaka od funkcija y; (= y;(x)), pomoéu x = g(t), transformise
na racionalnu funkciju g;(t) (= yi(g(t))), tada je ostvarena racionalizacija
integrala, jer je t — R(g(t),g1(t),... ,gn(t)) racionalna funkcija. Primetimo
da je ¢'(t), takode, racionalna funkcija. Tako imamo

/ f(2) de = / R(g(t). 91(). - +gn(t))g'(t) dt.

Razmotri¢éemo posebno nekoliko slucajeva.

1. Integracija funkcija oblika R(w, (2255)™ ..., (22t8)™)

Neka je y; = (Zﬁig)ri, r, € Q@ =1,...,n), a,b,e,d € R. Slucaj
kada je ad — bc = 0 je trivijalan jer se tada y; svodi na konstantu. Stoga
pretpostavimo da je ad — be # 0.
Svedimo najpre racionalne brojeve r1, ... ,r, na zajednicki imenilac, tako
da je
TP = —, p; €Z (Zzl,,n)
m

Uvodenjem nove promenljive t pomoéu

m _ axr+b
e +d
.
dt™ —b
r=g(t) =

a — ctm’
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imamo

Yi =

ax + b\ri _ m(ad —be) .
= P 't) = ———Ztm
<cx+d) ' g (a — ct™)?

Na taj nacin problem integracije funkcije f, odredene pomoc¢u (3.2.1), svo-
dimo na integraciju racionalne funkcije

/R<u tpl,... ,tp”> thfl dt.

a—ctm’ (a — ctm)?

Primetimo da integrali oblika
/R (x,(ax +b)"™, ... (ax + b)) dx,
R

/ (x, 2™, ... z"™) dz,

takode, pripadaju posmatranoj klasi integrala.
Primer 3.2.1. Odredimo

|

Ako stavimo z = t6, dr = 6t5dt, dati integral se svodi na

1 3 9 1
— dx = —dt = t"—t+1——— ) dt
/\/54-\3/5 v 6/t+1 6/< + t—|—1>

:6<%t3—%t2—|—t—log|t+l|>+C.

Vracanjem na staru promenljivu (t = x1/6) dobijamo

/ﬁdw:2f—3%+ﬁéf—mog(%+1)+c. A

2. Integracija binomnog diferencijala

Izraz x"(a + bx?)Pdzx, gde su r,p,q € Q i a,b € R, naziva se binomni
diferencijal. Cebisev*? je dokazao da se integral

(3.2.2) /xr(a + bx?)? dx

42) Pafnutii L’vovi¢ Cebisev (1821-1894), veliki ruski matematicar.
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moze izraziti u konacnom obliku pomoc¢u elementarnih funkcija ako i samo
ako je neki od brojeva

r+1 r+1

b, ) +p
q q

ceo broj. U svim drugim sluc¢ajevima takvo predstavljanje integrala (3.2.2)
nije moguce.

U daljem razmatranju posebno é¢emo se zadrzati na pomenutim slucaje-
vima:

1° SLuCAJ p € Z. Svedimo racionalne brojeve r i ¢ na zajednicki imenilac
m, tj. r=r1/miq=q/m, gdesuryig celi brojevi. Tada imamo da je

/"Er(a‘i'bfnq)pd‘r:/xh/m(a—l—ba:ql/m)pdx.

Ako stavimo x = t™, dx = mt™~dt, poslednji integral se svodi na integ-
ral racionalne funkcije, tj. na

m / ™ (a + bt9)P ™1 dt.
2° SLUCAJ (r+1)/q € Z. Stavimo x = t'/9, dx = (1/q)t*/9~1dt. Tada je

1
/x”(a—i—bxq)pdx = /tT/q(a—kbt)pgtl/q_l dt

2 /(a + bt)Pr /a1 g,
q

Neka je m imenilac razlomka p, tj. p = s/m (s € Z). Tada se uvodenjem
smene a+bt = 2™, poslednji integral transformise na integral sa racionalnom
funkcijom po z, tj. na

g zs+m*1(zmT_a)ldz (lzr—gl—1>.

3° SLucAl (r+1)/¢+p € Z. Kao i u prethodnom sluc¢aju stavimo
x =tY9, Tada je doz = (1/q)t"/91dt i

1 a+ bt\p
r QP 7. — = (r+1)/q+p—1
/m(a+bx)d:p q/< ; >t dt.
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Uvodenje nove promenljive z pomocéu z™ = (a + bt)/t, gde je m imenilac
razlomka p (kao i u slu¢aju 2°), dovodi do racionalizacije polaznog integrala

alm stm_1 1 r+1
ALy e N N (1= )
¢ /7 @ —p ¢ 7

Primer 3.2.2. Odredimo integral

_ VI g
I‘/(H\%)Qd

Ovde jer =1/2,¢q=1/3, p= -2, a =b = 1. Kako je p ceo broj, imamo slucaj
1°. Smenom z = 5, dati integral se svodi na

18 4 2 4% + 3
I=6[ ——=dt=6 (t"—2t"+3 - ——" | dt
/(1+t2)2 /( * (14 ¢2)2 ’

5 23 1
I:6<g—?+3t—4arctant+/mdt>

tj.

Kako je, na osnovu primera 2.3.2,

1 1t
m dt = 5 H——tQ + arctant + C,

posle povratka na staru promenljivu z imamo

6\/_ 4\/_+18\/5—21arctan\/_+1+\/\;_+0. A

3. Integracija funkcija oblika R(x,vax? + bx + c)
Integrali oblika

(3.2.3) /R ax? + bz + c) dx

se obi¢no racionalisu pomocu tzv. Fulerovih smena. Postoje tri Eulerove
smene. Koja ¢e se od njih koristiti zavisi od izvesnih uslova koje ¢emo sada
analizirati:

Prva Eulerova smena. Neka je a > 0. Ako stavimo

Var2 +br+c=+Vaxr+t
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i jednakost kvadriramo, dobijamo
br 4 ¢ = £2v/a xt + t2,

odakle sleduje

2 — t2 4 bt
xz*c, \/aa:Q—i-bgn—i-c::F\/a bt Vac
b¥ 2\/at bF 2y/at

2
dy — 9TV HUF Vace
(bF 2y/at)?
Dakle, integral (3.2.3) se svodi na integraciju racionalne funkcije.

Druga Eulerova smena. Ako je ¢ > 0 mozemo staviti

Vazr? +bxr +c=%+c+tx,

odakle dobijamo
+2\/ct — b
r=———s—.
a — t2

Kako je

Vark the o= BY/EE ML aye

a— t2

2 _
dw:2i\/6t btia\/édt,
(a —t2)?

problem se, i u ovom slucaju, svodi na integraciju racionalne funkcije.

Treéa Eulerova smena. Neka sunule o i 5 (« # 3) kvadratnog trinoma
realne. Tada se moze koristiti smena

Vax? +bx +c=t(x — ).

Kako je ax? + bx + ¢ = a(z — a)(x — §) imamo = = (a3 — at?)/(a — t2).
Dakle,

«/ax2+bw+c:M i dw:wdt7

a—t2 (a —t2)?

§to znadi da je izvrSena racionalizacija integrala.
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Primetimo da su za racionalizaciju svakog integrala oblika (3.2.2) dovoljne
prva i treCa Eulerova smena. Naime, ako su nule kvadratnog trinoma realne
koristi se treca Eulerova smena, a ako su nule konjugovano-kompleksne tada
kvadratni trinom ne menja znak, tj. ima znak koeficijenta a. U tom sluc¢aju
je dovoljno razmatrati samo slucaj kada je a > 0, koji se resava, kao Sto smo
videli, prvom Eulerovom smenom. U protivnhom, kada je a < 0, kvadratni
trinom je negativan za svako x, pa podintegralna funkcija nije definisana.

Primer 3.2.3. Neka je dat integral

1
I‘/Hmdl’ (@# -1

Kako je a = 1 > 0, racionalizacija integrala se moze sprovesti pomo¢u prve Eu-
lerove smene. Primetimo da je ovde pogodno uzeti

Va4 z+1l=—z+t

Tada imamo

| 2rt+1
= de=2-——""T2°
2t+1 (2t + 1)2

1 2 4t+1 A B C
=2 - ——— o dt= = dt
/t (2t +1)2 /(t +2t+1+(2t+1)2>

Koeficijente A, B, C odredi¢emo metodom neodredenih koeficijenata. Dakle, iz
identiteta

T dt

A2t +1)? + Bt(2t + 1) + Ct = 2(t* + t + 1),

sleduje
A=2, 4A+B+C=2, 4A+2B =2,

odakle dobijamo A =2, B = —3, C = —3. Prema tome,

1

3 3
I=2loglt| - Zlog |2t + 1] + 2 - C
ogltl — Stoglat+ 11+ 2 Lo
.
1 t4 31
I=-log—"—+2. - _4C
2 8P T2 w1 O

gdejet=x+Vz2+z+1. A

Primer 3.2.4. Posmatrajmo integral

1
= dx,
/ (x+1)Vz? + 2z
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gde jex < —21ili z > 0.
Kako je 2 42z = z(x+2),tj. « =018 = —2, uvodimo tre¢u Eulerovu smenu
z(x + 2) = tx, odakle je
2 4t

o (=17

Tada se dati integral svodi na
I= —2/ #dt = —2arctant + C'
B 1+¢2 7 ’
tj.

x + 2
T

I = —2arctan +C. A

Primer 3.2.5. Za odredivanje integrala

I—/ (1—\/x2+x+1)2
N 2V +x+1

iskoristi¢emo drugu Eulerovu smenu (¢ =1 > 0)

Vai4+r+1=1+tz.

X

Tada imamo

2 — 1 2 —t+1 2 —t+1
_ 2 _ _
T=T o Vo +x+1_71—t2 ) da:—27(1_ﬂ)2 dt,

tako da se dati integral svodi na

I_/ 1=\ 2= 1-£ ot
N 2t — 1 (1—-12)2 2 —t+1 “(1—-t2)2 7

t.
1—2/idt——2t+1o ’ﬂho
Il BT R 11 ¢

:%(1—\/x2+x+1>—|—log|2x—|—1—|—2\/x2—|—x—|—1’—I—C. A

Za odredivanje integrala oblika (3.2.3), umesto Eulerovih smena, mogu
se koristiti i druge transformacije koje dovode do jednostavnijih integrala.
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Primetimo najpre da se svaki integral oblika (3.2.3) moze svesti na jedan od
oblika

gde je R odgovarajuéa racionalna funkcija od dva argumenta.

Integrali oblika (a), (b), (¢) mogu se dalje transformisati pomocu trigono-
metrijskih ili hiperbolickih smena.

Sledeca tabela daje pregled smena.

Oblik integrala (a) (b) (c)
Trigonometrijska smena z =sint z =tant z=1/cost
Hiperbolicka smena, z = tanht z = sinht z = cosht

Integracija trigonometrijskih funkcija bi¢e razmatrana u slede¢em odelj-
ku.

Primer 3.2.6. Neka je dat integral

2 _
I:/\/12:1: + 122 — 25 do.
20+ 1

Kako je 1222 + 122 — 25 = 3(2z + 1) — 28, uvedimo smenu 2z + 1 = z /28/3.
Tada se dati integral svodi na

I:ﬁ/@dz

tj. na oblik (¢).

Uvodenjem trigonometrijske smene z = 1/ cost imamo
1 sint 2
I=+7 [ cost -1 dt =7 [ tan®tdt,
cos2t cos?t

I:f?/< L —1)dt:ﬁ(tant—t)+c.

cos? t

i na dalje,




264 INTEGRACIJA FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Kako je cost =1/z1 z = 4/3/28(2z + 1) imamo redom
I:\/?(\/ 1—arccosl>—|—0
\/ 1222 + 12z — 25 — /7 arccos ————— 21 +C. A

(2 +1)

Primer 3.2.7. Neka je

I—/#dx
Vitz—x2

. . 2 . v/
S obzirom da je 5+ —z? = % - (:1: — %) , uvedimo smenu x — % = % z. Tada

dobijamo
1++v21z \/21 1++v2 z

I‘/\/ﬁ NiEr

Kako je ovaj integral tipa (a) uvedimo smenu z = sint. Tako imamo

[:1 1+ v2lsint V21smtcostdt:l/(l—i—\/leint)dt,
2 \/l—sith 2

tj.

2 2 2

I:—t——cost—l—C’:larcsinzx—\/;_ll—\/5+x—x2+0. A

Primer 3.2.8. Posmatrajmo sada integral

1
= | G

koji ima oblik (b). Koriséenjem, na primer, hiperbolicke smene x = sinht, on se
svodi na

I:/COSLZL dt:/(l — tanh’ t) d(tanht) = tanht — %(tanht)3+(j’
tj. 3
- 1 (L) L
Vita?z 3\Vita?

Primetimo da se za odredivanje datog integrala moze koristiti i trigonometrijska
smena r = tant. A
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Na kraju ovog odeljka ukaza¢emo kako se moze jednostavnije izvesti in-
tegracija nekih specijalnih slucajeva integrala [ R(z,Vaxz? + bx + c) du.
1° Integrali oblika

1
(3.2.4) / dx
(kz +n)vVax? +br+c

transformisu se, pomo¢u t = 1/(kx + n), na oblik

1/ 1
E P —Y
kJ \Jot?+ Bt +

gde su «, 3,7 odredeni pomocu a,b,c, k,n. Ovaj integral se jednostavno
moze svesti na jedan od poslednja tri integrala iz tablice integrala (odeljak
1.2).

Primer 3.2.9. Integral iz primera 3.2.4 je oblika (3.2.4) pa se smenom ¢t =
1/(z + 1) svodi na

1
I:—/ dt = —arcsint + C,
V1—t2

tj.

+C.

I = —arcsin
x+1

Primetimo da je dobijeni rezultat, na prvi pogled, razli¢it od rezultata dobijenog
u primeru 3.2.4. Medutim, imajuéi u vidu identitet

14+t
arcsint = 2 arctan 4/ 1—+t - g (It] < 1),

lako se pokazuje da se dobijeni rezultati slazu. A

2° Integrali oblika

/
d.:L'

se transformisu, pomoéu t = 1/(z — p), na oblik

tnfl
S B —
/ vat?+ ft 4+~
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gde su «, 3, odredeni pomocu a, b, ¢, p, n. Ovaj oblik je generalizacija za 1°.

Primer 3.2.10. Integral

1
I:/ dzx,
(z +1)3vVz? + 22
smenom t = 1/(x + 1), se svodi na

2 42
I:—/tidt: -1y
V1—t2 V1—+¢?

Koriséenjem rezultata iz primera 2.1.2, dobijamo

I = —%arcsint—l— %\/1 —t2 4 C,

t.

tj.
1 Va2 + 2z
I=—- i c. A
2ar(:s1n$_|_1 + 2+ 1)2 +

3° Integrali oblika
P,
I, = / B 1) N
Vazr? +br +c
gde je P,(x) polinom n-tog stepena mogu se naéi metodom neodredenih
koeficijenata. Naime, moze se uociti da je
A

I,=Qn_1(x)Vax? + bx + c+ | ————dx,
Vvax? 4+ bx +c

gde je Q,—1(x) polinom stepena n — 1 ¢ije koeficijente, kao i konstantu A,
treba odrediti. Diferenciranjem prethodne jednakosti dobijamo

Pn(:E) / \/27
m Qn—l(:n) ar® + bIL' +c

ax +b/2 A
VarZ +br+c  Vari+br +c

+ Qn—l(‘r)

.
P, (z) = (ax® + bz + 0)Q!,_,(x) + (aaz + g) Qn-1(z) + A,
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odakle, metodom neodredenih koeficijenata, odredujemo koeficijente poli-
noma (), _1 i koeficijent A.

Primer 3.2.11. Posmatrajmo integral

2 +3

Is, = —_— dx.
2 V2 —x+1

Ovde je n =21 Py(z) =22+ 3. Neka je Q1(z) = ax + 3. Tada imamo
2 2 1
z*+3=(z —x+1)a+<x—§)(a:p+ﬁ)—|—A,

tj.
3 1
200 =1, —§a+5:0, a—§B+A:3,

odakle nalazimo o = 1/2, 8 = 3/4, A = 23/8. Najzad, imamo

2z +3)Va2 —z+1+

I 1 23/ 1 d
2= L — )
4 8 ) Va2 -z+1

t.

I =

(2x+3)\/x2—x+1+2§310g(2x—1+2\/x2—x+1)+C. A

1
4

3.3. Integracija trigonometrijskih funkcija

U ovom odeljku razmatra¢emo integraciju trigonometrijskih funkcija ob-
lika z — R(sinz,cos z), gde je R data racionalna funkcija svojih argumenata.
Dakle, imamo integral

(3.3.1) /R(Sinaj,cos x)dx.

Postoji univerzalna trigonometrijska smena kojom se moze izvrsiti ra-
cionalizacija integrala (3.3.1). Naime, ako stavimo

(3.3.2) t= tang (—m <z <m),
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imamo
. B 2sin;cos; B Ztang B ot
e cos? E—I—Sin2 Lo 1—|—t2ur12E IR
2 2 2
cos? L _gin2 2 1—tan2 2 1—+#2
cosS T = 2 2 _ 2 _
a 2E+Sin2z_l+tan2z_1+t2’
cos 5 5 5
2
x = 2arctant, dr = ——= dt.
1+ t2

Integral (3.3.1) se tada svodi na integral sa racionalnom funkcijom. Zaista,

_ 20 1-1*\ 2
/R(sm:n,cosa:)d:n:/R<1+t27 1—|—t2> 1+ dt.

Primetimo da se univerzalna smena (3.3.2) moze koristiti i na intervalima
oblika ((2n — 1)7, (2n + 1)7), gde je n ceo broj. Naravno, funkcija = +—
tan(x/2) nije definisana u tackama = = (2n — 1)7, n € Z.

Primer 3.3.1. Odredimo integral

1:/#@;
24 cosx

Na osnovu prethodnog imamo

1 2 1
I:/ : dt:2/—dt,
2+L—r§ 1+1¢2 3+1t2

tj.

tan(x/2)

V3 V3 V3 V3

I:larctaniﬁ—C:larctan( )—i—C. A

Iako je smena (3.3.2) univerzalna, jer uvek racionalise integral (3.3.1), nije
celishodno upotrebljavati je uvek, s obzirom da je racionalisani integral ¢esto
glomazan. U nekim slu¢ajevima moguée je, upotrebom drugacije smene, na
primer,

t =sinzx, t = cosz, t =tanx,

jednostavnije nadi integral (3.3.1).
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Primer 3.3.2. Neka je dat integral

S~ T CoS T

Smenom (3.3.2), ovaj integral se svodi na

243
I:/ 13 ' 22dt:1/(31+7t)2 t.
( 2t ) 1—¢2 1+t 4] t2(1—1¢%)

Medutim, ako stavimo z = tan x, tj.

1 1

. dr=—d,
V1+22 1+ 22

. z
sing = ———, cosz =
14 22

dobijamo jednostavniji integral

14 2% 1
I:/ 3 dz:—ﬁ+log|z|+0,

tj.

I =log|tanz| — A

2tan? x

U daljem tekstu razmatrac¢emo nekoliko specijanih tipova trigonometri-
jskih integrala:

1. Integrali oblika [ sin ax cos 3z dx

Odredivanje ovakvih integrala sprovodi se jednostavno koriséenjem for-
mule

sin awr cos fr = % [sin(a + B)x + sin(a — B)z] .

Takode, koriséenjem formula
. . 1
sin v sin Sz = 3 [cos(av — B)x — cos(a + B)z],
1
cos ax cos B = 3 [cos(a + B)x + cos(a — ()]

omogucava nalazenje odgovarajuéih integrala.
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Na primer,

1
/sin 3xsin 2x dx = 3 /(cosaj — cosbz) dx

1
= isinx — 1—Osin53: +C.

2. Integrali oblika [sin™z cos™z dx

Pretpostavimo, najpre, da su brojevi m i n celi. Tada je ovaj slucaj
ukljucen u opsti slucaj koji se resava promocéu univerzalne smene (3.3.2).

Medutim, ako je jedan od brojeva neparan, na primer m = 2k + 1, tada
je pogodnije koristiti smenu t = cosx. Za slucaj n = 2k + 1, uveli bismo
t = sinz. Dakle, imamo

/sinﬂ€+1 xcos" xdr = — /(1 — tHFtn dt,

§to znaci da se problem svodi na integraciju racionalne funkcije.

U slucaju kada su m i n neparni, tj. m =2k +11 n = 2i+ 1, pogodno
je koristiti smenu ¢ = cos 2x. Tada imamo

. : 1 [ .
/ sin?* 1 g cos? ! x dx = 3 sin?* z cos? z sin 2z dx

3/ () (5

Kada su m i n pozitivni i parni, tj. m = 2k i n = 2¢, pogodno je, najpre,
transformisati integral na sledeci nacin

k i
) 1-— 2 1 2
/sin%a:cosQ’xdx:/( 0205 3:) < —1—0205 3:) dz,

¢ime se snizavaju stepeni, a zatim dobijenu podintegralnu funkciju mnoze-
njem razviti po stepenima od cos2x. Neparni stepeni se integrale kako je
prethodno pokazano, a parni se dalje transformisu na cos 4z, itd.
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Primer 3.3.3. Neka je Iog4 = f sin? z cos* z dz. Tada redom imamo

2
124:/<1—(32082ZE> <1—|—C2082£L‘> o

/(1 — cos 22)(1 4 2 cos 2z + cos® 2z) dz

/(1 + cos 2z — cos? 2z — cos® 2z) du

| = ool oo|

[x + %sin 2z — %/(1 + cosdz) dx — % /(1 — sin? 2x) d(sin 2z)

T sindz  sin® 2z
= —+——+4+C. A
16 64 + 48 +

Na kraju primetimo da se, u slu¢aju kada su m i n racionalni brojevi,
posmatrani integral svodi na integraciju binomnog diferencijala (videti odel-
jak 3.2). Zaista, uvodenjem smene ¢ = sin x, dobijamo

/sinmzncos”xdx = /tm(l —2)(n=0/2 gy,

Prema tome, integracija u kona¢nom obliku pomocéu elementarnih funkcija

moguca je samo u sluc¢ajevima koji su razmatrani u odeljku 3.2 (Cebisevljev

rezultat). tj. kada je bar jedan od brojeva "T_l, mTH, mTJF" ceo broj.

3.4. Napomene o integraciji u konaénom obliku pomodéu
elementarnih funkcija

U prethodnim odeljcima razmatrali smo integraciju nekih klasa elemen-
tarnih funkcija. Pri tome smo videli da se za svaku racionalnu funkciju moze
naéi primitivna funkcija izrazena u konac¢nom obliku pomoc¢u elementarnih
funkcija, ili kako kazemo krace, svaka racionalna funkcija se moze integraliti
u konacnom obliku. Kada se radilo o iracionalnim funkcijama, ali i o tran-
scendentnim funkcijama (od kojih smo uglavnom razmatrali trigonometri-
jske funkcije), integracija u konaé¢nom obliku nije uvek bila moguca. Setimo
se samo integracije binomnog diferencijala, koja je mogla da se sprovede u
kona¢nom obliku samo za neke specijalne vrednosti izlozilaca p, ¢,r. Uopste
uzev, samo se jedna uska klasa elementarnih funkcija moze integraliti u
konacénom obliku pomoc¢u elementarnih funkcija. NaveSéemo neke tipic¢ne
primere elementarnih funkcija ¢ija se primitivna funkcija ne moze izraziti u
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kona¢nom obliku, a koje se veoma Cesto javljaju u primenama. Takvi su, na
primer, integrali

xT 3 1
/e—d:p, /smx dzx, /cosac dzx, /er dzx, /— dzx,
x x x log x

1
/—dx, /\/1—k2sin2a:da: 0<k<1).
1—Kk2sin’z

Poslednja dva integrala se nazivaju eliptickim integralima. Njih je detaljno
izuc¢avao francuski matematicar Legendre.

. . 2 . . . .
Napomenimo da integral [e™*" dx igra znacajnu ulogu u mnogim oblas-
tima, a posebno u teoriji verovatnoce.

4. ODREDENI INTEGRAL

4.1. Definicija odredenog integrala

Neka je x — f(x) ograni¢ena funkcija na konacénom segmentu |a,b].
Uoc¢imo podelu segmenta [a, b] nizom deonih tacaka {zy}}_, tako da je
(4.1.1) a=x0 <11 < < Tp_ 1 <Tp < - <xTp =0,

o = [Trp_1, k], Az =2k — 21, k=1,2,... ,n. Ovakvu podelu, za koju
je ocigledno

[a,0] = | o,
k=1

nazivamo o podela segmenta [a,b]. Skup svih moguéih o podela segmenta
[a, b] oznaci¢emo sa X.
Svakoj o podeli segmenta [a, b], odgovaraju brojevi
(4.1.2) my = Iléljk flz) 1 M= sgp flz) (k=1,2,... ,n).
TETY
Razliku M} —mj ozna¢avamo sa wy, i nazivamo oscilacija funkcije f na pod-
segmentu o. Pod oscilacijom funkcije f na segmentu [a, b] podrazumevamo
veli¢inu
w= sup f(x)— inf f(z).
z€[a,b] z€la,b]
Definicija 4.1.1. Sume

S(o) = kaA:Ek i S(o) = ZMkA:Ek
k=1 k=1

nazivaju se donja i gornja Darbouzova® suma, respektivno, dok se vred-

43) Qaston Darboux (1842-1917), francuski matematicar.
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nosti B -

supS(o)=1 i inf S(o) =1

oEY oex
uzete preko svih moguéih podela ¢ € ¥, nazivaju, redom, donji i gornji
Darbouzxov integral.

Definicija 4.1.2. Ako su za ogranicenu funkciju f, na kona¢nom segmentu
[a, b], donji i gornji Darbouxov integral jednaki, kazemo da je funkcija f in-
tegrabilna u Riemannovom smislu ili da je funkcija f R-integrabilna funkcija
na segmentu [a, b]. Vrednost I = I = I nazivamo Riemannov integral funk-
cije f ili odredeni integral funkcije f, u oba slucaja na [a,b], i oznacavamo

gasal = fff(:n) dx.

Skup svih integrabilnih funkcija na [a,b] u smislu prethodne definicije
oznacava¢emo sa R|a, b], ili prosto sa R, ako ne moze doé¢i do zabune o kom
se segmentu integracije radi. Za tacke a i b kazemo da su, redom, donja i

gornja granica odredenog integrala fab f(x)dx.

Kako za ograni¢enu funkciju na [a, b] postoje brojevi m i M takvi da je
m< flx) <M (z € a,b]),
zaklju¢ujemo da za proizvoljnu ¢ podelu imamo
(4.1.2) m(b—a) < S(0) < S(o) < M(b—a),

§to navodi na pomisao da je svaka ogranic¢ena funkcija na [a, b] R-integrabilna
funkcija.

Medutim, da sve ogranicene funkcije na segmentu [a, b] nisu integrabilne
pokazuje sledeéi jednostavan primer:

Primer 4.1.1. Neka je funkcija f:[0,1] — R definisana pomoéu

1, x — racionalan broj,
flx) =

0, x — iracionalan broj.

Ocigledno, ovako definisana funkcija je ograni¢ena (0 < f(z) <1, 0 <z < 1).
Pri bilo kakvoj o podeli segmenta [0, 1], u svakom podsegmentu o, (k=1,2,... ,n)
imac¢emo i racionalne i iracionalne tacke, tako da ¢e za svako k uvek biti my = 0,
a M, = 1. Kako su tada, nezavisno od podele o, donja i gornja Darbouxova suma
redom jednake S(o) = 01 S(0) = >_)_; Az, = 1, nalazimo da su odgovarajudi
Darbouxovi integrali, redom, I = S(o) =01i I = S(¢) = 1. Dakle, I # I, §to znadi
da funkcija f nije R-integrabilna. A
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U dosadasnjem izlaganju pretpostavljali smo da je donja granica integrala
manja od gornje granice, tj. da je a < b. Moguce je, medutim, razmatrati i
obrnut slu¢aj, tj. definisati integral fba f(x)dz. U tom slu¢aju, samo umesto
o podele segmenta [a,b] (a < b), date pomoéu (4.1.1), treba uvesti tzv.
inverznu podelu &, datu sa

b=Zg>Z1 > >Tp_1>Tp > >T, =a,
gde su 0y = [Tg_1,Tk], ATy, = T —Tr—1, k=1,2,... ,n. Primetimo da je,
u tom slucaju, Azp <0 (k=1,2,...,n).
Ocigledno je da fba f(x) dx postoji, ukoliko postoji fab f(x)dx, pa je tada

(4.1.3) /ba f(z)dz = —/abf(a;) dx.

Naravno, za a = b, po definiciji, uzimamo da je

/aaf(:n)dxzo.

U daljem tekstu, ukoliko nije drugacije naznaceno, smatracemo uvek da
je a <b.

4.2. Egzistencija Riemannovog integrala

Naglasimo da i dalje tretiramo klasu ograni¢enih funkcija na segmentu
[a, b].

U vezi sa proizvoljnom ¢ podelom segmenta [a,b] uvedimo pojam tzv.
finije podele o*, sa znaCenjem da svaki podsegment o* podele sadrzan u
nekom podsegmentu podele o, tj. da su sve deone tacke u o podeli istovre-
meno i deone tacke u o* podeli.

Za dve proizvoljne podele oM i ¢(2) segmenta [a,b] uvek postoji finija
podela. Jedna takva finija podela, tzv. superpozicija podela oV i o2, je
ona ¢ji skup deonih tacaka ¢ine sve deone tacke iz ¢(1) i 0 podele.

Pre nego sto razmotrimo problem egzistencije Riemannovog integrala
dokaza¢emo dva pomocna rezultata.

Lema 4.2.1. Ako je o* finija podela od podele o, tada za odgovarajucée Dar-
bouzove sume vaze nejednakosti

(4.2.1) S(0) < S(c¥)
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i
(4.2.2) S(o*) < S(0).

Dokaz. Da bismo dokazali nejednakost (4.2.1) dovoljno je dokazati samo
slucaj kada podela ¢* sadrzi samo jednu dodatnu tacku u odnosu na podelu
o. Slucaj vise dodatnih tacaka se jednostavno dokazuje iteriranjem iste
nejednakosti.

Neka je o podela segmenta [a, b] data pomoéu deonih tacaka
Aa=Tog<T1 < < Tp1 <xp << xp =0
Pretpostavimo da se dodatna tacka z* u o* podeli nalazi izmedu tacaka
Tp_1 1 xk, tj. pretpostavimo da je podela o* data pomocu tacaka:

a=ro <11 < - <Tpa<T <Tp < -<xzp=">
Neka je, dalje,
m; = inf  f(x) (i=1,...,n),

zi—1<z<z;

mgo = xk_llrgligx* flx), mp = xglgixk f(z).

S obzirom da je mgg > my i myg1 > my, imamo
S(0*) = S(0) = mgo(z™ — p—1) + mpr (2 — %) — mp(xp, — 1)
= (mrpo — mp)(x™ — 2p—1) + (Ma1 — mp)(zp — %)
> 0.

Dakle, vazi (4.2.1). Nejednakost (4.2.2) se slicno dokazuje. [

Napomena 4.2.1. Kako je max(mypg—myg, mr1 —my) < w, gde je w oscilacija

funkcije f na [a,b], za razliku S(c*) — S(0) moze se izvesti sledeéa nejednakost

S(c%) = 8(0) < wAzg.
U slucaju kada finija podela ¢* sadrzi, na primer, p dodatnih tacaka u odnosu na
podelu o, odgovarajuca nejednakost postaje

S(c") = 8(0) < pwA,
gde je

A = max (Axkl, e ,Axkp) ,

a k1,...,kp su indeksi onih podsegmenata o podele u kojima se nalaze dodatne
deone tacke.

Za odgovarajucu razliku gornjih Darbouxovih suma, na isti nacin, moze se
izvesti nejednakost

S(o) — S(c") < pwA.
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Lema 4.2.2. Za donji i gornji Darbouzov integral vazi nejednakost I < I.
Dokaz. Neka su date dve podele o(!) i ¢(2) segmenta [a,b], 1 neka je o*
superpozicija ovih podela. Na osnovu (4.1.2) i leme 4.2.1 imamo
(42.3) S(e™) < S(0*) < 5(0*) < S(a®),
tj.
5(0(1)) < §(0(2))_

Dakle, uvek je donja Darbouxova suma manja od gornje Darbouxove sume
bez obzira na izvrSene podele segmenta.

Iz poslednje nejednakosti zaklju¢ujemo da je

I= sup S(cM)<S(?),
ocex

tj.
I< inf S(c@)=T,
oc@Pex
gde je ¥ skup svih moguéih podela segmenta [a,b]. O
Teorema 4.2.3. Funkcija f € Rla,b] ako i samo ako za svako £ > 0 postoji
podela o, takva da je

(4.2.4) S(o) — S(o) <e.

Dokaz. Neka f € Rla,b], tj. nekaje I =1 =1 = fff(:n) dz. Tada, za
proizvoljno € > 0, postoje podele ¢ i () takve da je

I—8(0W) < i Ewmh—1<§,

c
2
odakle sleduje

(4.2.5) S(e@) - S(eW) <e.

Neka je sada o* superpozicija podela o) i ¢(2). Na osnovu nejednakosti
(4.2.3) i (4.2.5), imamo da je

5(0") = 8(0") < 5(0®) — S(oW) <,
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¢ime smo ustanovili egzistenciju jedne podele za koju vazi (4.2.4) pri proiz-
voljnom € > 0.

Da bismo dokazali obrnuto tvrdenje pretpostavimo da postoji takva o
podela da (4.2.4) vazi. Tada imamo

0<I—-1I<8(0)-S(0)<ce,

§to znaci daje I = I, tj. f € Rla,b]. O

Ocena (4.2.4) za razliku Darbouxovih suma igra znacajnu ulogu pri ut-
vrdivanju R-integrabilnosti date funkcije f. Ovu razliku oznacavacemo,
ubudude, sa Q(o; f), ili samo sa (o), ako ne moze da dode do zabune o
kojoj se funkciji radi. Dakle,

n

Qo; f) = S(0) = S(0) = Z (My — my)Azy = Zkaxk-
p

k=1 =

U dosadasnjem izlaganju, odredeni integral ili R-integral bio je defini-
san pomo¢u Darbouxovih suma. Moguée je, medutim, Riemannov inte-
gral razmatrati i kao grani¢nu vrednost sume u kojoj ucestvuju vrednosti
funkcije f. Naime, umesto my (ili Mj) u Darbouxovim sumama, uzmimo
vrednosti funkcije f u proizvoljnim tackama &, podsegmenata [zp_1,xk]
(k=1,...,n). Ovako dobijena suma, tj. suma

S(o) =3 F(&) Ay,
k=1

poznata je kao Riemannova suma. Naravno, suma S(o), pored podele o,

zavisi i od izbora tacaka &1, ... &, u odgovarajué¢im podsegmentima podele
o. Primetimo da, zbog my < f(&) < My (k=1,...,n), vaz
(4.2.6) S(o) < S(0) < S(o).

Neka je

h(o) = max. Azy,

tzv. dijametar podele o.

Ako, za svako £ > 0, postoji § > 0 tako da za h(c) < J, nezavisno od
izbora tacaka &, vazi
1S(o) — 1| <e,
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tj. ako postoji grani¢na vrednost

li =1
h(o) 0 5() ’

onda ona predstavlja Riemannov integral.

Cesto se ovaj iskaz uzima za definiciju Riemannovog integrala. U da-
ljem tekstu, dokaza¢emo ekvivalenciju ovog iskaza sa uvedenom definicijom
R-integrabilnosti.

Teorema 4.2.4. Ako postoji . lim S(o) tada f € Rla,b] i vazi jednakost

o)—0

h(c)—0

b
(4.2.7) lim S(o) = / f(z) da.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji h(li?l . S(o) = A. Tada za svako € > 0

postoji § > 0 takvo da za h(o) < § vazi

S(0) - Al < <,
3
tj.
€ €
A—--<S(o)<A+ -
g <Slo)<At3
Pomerajuéi tacke & (kK = 1,...,n) duz odgovarajuéih podsegmenata
[xp—1,2k] (K = 1,...,n), moguée ih je izabrati tako da S(¢) bude donja

ili gornja Darbouxova suma. Tada, na osnovu prethodnog, dobijamo

A-Z<8(0)<S0)<A+<,

3
.
Qo) = S(0) — S(0) < ge <e.

Prema tome, na osnovu teoreme 4.2.3, zakljucujemo da funkcija f € Rla,b].
Najzad, iz I = I i nejednakosti

A- sg(a)§1§f§3(0)§A+§,

£
3
sledujedaje [ =1=1=A,tj. (42.7). O

Sledec¢a teorema daje obrnuto tvrdenje.
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Teorema 4.2.5. Ako f € Rla,b] tada je

(4.2.8) I= (x)der = lim S(o).

Dokaz. Kako za Riemannovu sumu S(o) vaze nejednakosti (4.2.6), dokaz
tvredenja (4.2.8) izveséemo tako Sto ¢emo pokazati konvergenciju donje i
gornje Darbouxove sume ka vrednosti integrala I, kada dijametar podele
tezi nuli.

Kako je za R-integrabilnu funkciju f na [a,b], I = I = supS(o), za-

kljucéujemo da za svako € > 0, postoji podela o', takva da je

(4.2.9) S(o)>1— g

Pretpostavimo da se unutar intervala (a,b) nalazi p deonih tacaka podele
o’ 1 posmatrajmo proizvoljnu podelu o, za koju je h(o) < £/(2pw), gde je w
oscilacija funkcije f na [a,b)].

Da bismo ocenili razliku I — S(¢), uvedimo novu podelu o*, kao super-
poziciju podela ¢’ i 0. Na osnovu leme 4.2.1 i nejednakosti (4.2.9), imamo
S(o*) > S(0") >1—¢/2.

S druge strane, na osnovu jedne nejednakosti iz napomene 4.2.1, za-
kljucujemo da je S(0*) — S(0) < pwh(o) < £/2, jer je A < h(o) < /(2pw).

Kombinovanjem prethodnih nejednakosti dobijamo
1-< < S(c*) < S(o) + =
2 2
Najzad, kako je S(¢) < I, na osnovu prethodnog imamo da je 0 < I —
S(o) < e, §to znaci da postoji h(li])m S(o) =1.
o)—0

Na isti nacin, mozemo dokazati da postoji grani¢na vrednost gornje Dar-
bouxove sume, kada h(c) — 0, i da je h(li;n OS(U) =1.
Prema tome, na osnovu (4.2.6), vazi tvrdenje (4.2.8). O

Na kraju ovog odeljka daéemo geometrijski smisao integralnih suma i
Riemanovog integrala.
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Neka je z — f(z) data neprekidna nenegativna funkcija na [a,b]. Geo-
metrijski smisao integralnih suma moze se sagledati razmatranjem krivolinij-
skog trapeza, tj. figure ograni¢ene krivom y = f(x), pravama x = a i x = b,
i z-osom (videti sliku 4.2.1), uz izabranu o podelu segmenta [a, b]

a=20< 1< < Tp 1<z <<z =0,

Za izabrani niz tacaka {{;}}_,, Riemannova suma geometrijski pred-
stavlja povrSinu ,stepenaste“ figure date na sl. 4.2.2. Zapravo, to je zbir
povrsina pravougaonika Cije su osnovice i visine redom Axy = x — Tp_1 1

fl&) (k=1,2,... ,n).

y
y=fx)
X
0l xy=a x; x, x,=b 0
Sl. 4.2.1 Sl. 4.2.2
y y
X X
0l x=a x; x, ¢ =h 0l Xp=a x;  x, xi=b
S1. 4.2.3 Sl 4.2.4

Takode, Darbouxove sume geometrijski predstavljaju povrsine ,,stepenas-
tih“ figura, ¢iji pravougaonici imaju iste osnovice kao i kod Riemannove sume
Ax, = xp — xp_1, ali su im visine razlicite. Tako kod donje Darbouxove
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sume, visine ovih pravougaonika su redom najmanje vrednosti funkcije f na
podsegmentima [xg_1,xx], tj. mx (k= 1,2,... ,n) (sl. 4.2.3). Naravno,
kod gornje Darbouxove sume ove visine su redom najvece vrednosti funkcije
f na odgovarajuéim podsegmentima, tj. My (k=1,2,... ,n) (sl. 4.2.4).

Na osnovu geometrijske interpretacije integralnih suma i definicije Rie-
mannovog integrala, jasno je da Riemannov integral neprekidne nenegativne
funkcije f na [a,b] geometrijski predstavlja povrsinu krivolinijskog trapeza
predstavljenog na sl. 4.2.1.

4.3. Klase integrabilnih funkcija
U ovom odeljku razmotri¢emo neke tipicne klase integrabilnih funkcija.

Teorema 4.3.1. Ako f € Cla,b], tada f € Rla,b].

Dokaz. Pre svega neprekidna funkcija na [a, b] je ograni¢ena na tom seg-
mentu. S druge strane, ona je, takode, i ravnomerno neprekidna na [a, ], tj.
za svako £ > 0 postoji d > 0, takvo da za svako x, z € [a, b] vazi implikacija

€
b—a’

(4.3.1) lx—zl <o = |f(z)—f(2)|<

Posmatrajmo, za izabranu podelu o, razliku Darbouxovih suma S(o) i
S(o), tj. razliku

n

Q(0) =S(0) — S(0) = > (M — my) Az
k=1

Kako je f neprekidna funkcija na [a,b], postoje tacke (i i nx, u podseg-
mentima [z;_1,zk] (k=1,2,...,n), takve da je f((x) = My i f(nx) = my.
Stoga je

n

Qo) =) " (£(C) — f(m)) Az

k=1

S druge strane, zbog ravnomerne neprekidnosti funkcije f, saglasno imp-
likaciji (4.3.1), svaka razlika f((x)— f(nx) moze se uciniti manjom od e/(b—a)
ako je h(o) < d. Zbog toga je posmatrana razlika

n

o) = Y- (F(G) = Sm) Ai < = >~ Awp =,
k=1

k=1
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odakle, na osnovu teoreme 4.2.3, zakljucujemo da f € R[a,b]. O

Primer 4.3.1. Posmatrajmo integral [ = f; 22 dx (0 <a<b<+40)i
odgovarajué¢u Riemannovu sumu

(4.3.2) S(o) =" & Axy,.
k=1

Kako je x +— 22 neprekidna funkcija na [a, b], dati integral egzistira i moze se
naéi kao grani¢na vrednost Riemannove sume (4.3.2), kada h(o) — 0, bez obzira
na izbor podele o i izbor tacaka &,. U cilju ilustracije ovoga razmotri¢éemo dve
razli¢ite podele: (a) ravnomernu podelu segmenta [a, ], (b) geometrijsku podelu,
tj. podelu segmenta [a,b] u kojoj deone tacke ¢ine geometrijsku progresiju.

(a) Neka su deone tacke u o podeli ekvidistantne sa korakom h, tj. neka su
zr=a+kh(k=0,1,... ,n)ih=(b—a)/n. Tada je h(c) = Az = h.

Ako, na primer, izaberemo da su &, =z (k= 1,2,... ,n), imamo

n

S(0)=5(c) = aih="h Xn:(a +ER)? =hY <a2 + 2ahk + k2h2> :
k=1

k=1 k=1
tj.
S(o) =h [aQZn(O) +2ahZn(1) + hQZn(2)} ,
gde je
n
(4.3.3) Zn(m) =Y k™.
k=1
Kako su
1 1
Zn(0) = n, Zn(1) = 5”(”-1-1), Zn(2) = gn(n—l— 1(2n+1),
imamo
lim n~'Z,(0)=1 lim n 2Z,(1) = 1 lim n 2Z,(2) = 1

n—-+o0o ’ n—-+o0o 2’ n—-+oo 3’

pa je

. o _ 2 R o2l
A@OS(U)—HETOO(I) a) |a” + 2a(b a)2+(b a)”3

1 1
5(b— a)(b® + ab+ a?) = g<b3 —a%).



ODREDENI INTEGRAL 283

Dakle,

b
(4.3.4) / % da = l(b?’ —a?).
a 3
Ako za tacke & izaberemo, na primer, sredine podsegmenata, tj.
& =3(xp_1+ag) =a+ (k—3)h,

odgovarajuc¢a Riemannova suma postaje

Sto)=n> ot (k—4)n)”
k=1

= h{a®Zn(0) + 2ah (Zn (1) — 3 Z4(0))
+ 1% (Z0(2) = Zn(1) + % Zn(0)) },
odakle, prelaskom na graniénu vrednost, dobijamo isti rezultat (4.3.4).

(b) Uzmimo sada da su zp = aq® (k = 0,1,...,n), gde je ¢ = (b/a)l/".
Primetimo da su zg = a, xn = b, Az, = aqk_l(q —1)ih(o) = aq"_l(q —1).
Naravno, kada n — o0, tada ¢ — 11 h(o) — 0.

Ako izaberemo &, = xj_1 = aqk_1 (k=1,...,n), odgovaraju¢a Riemannova
suma postaje
n n 3n 3 3
_ -1 b° —a
Sazg 2Azy = d® —15 3k=3 _ 43 4 = ,
( ) kilgk: k (q )kilq q2+q+1 q2+q+1

odakle, prelaskom na graniénu vrednost, opet dobijamo (4.3.4). A

Napomena 4.3.1. Zbirovi Zp(m), definisani pomoéu (4.3.3), mogu se izraziti
preko tzv. Bernoullievih polinoma. Nedavno je objavljeno nekoliko radova japan-
skih autora (T. Origuchi, H. Kiriyama, Y. Matsuoka) u ¢asopisu Rep. Fac. Sci. Ka-
goshima Univ. (Math. Phys. & Chem.), No. 20(1987), No. 21(1989), No. 22(1989),
koji su odredili eksplicitne formule za Z,(m), kada je m < 99. Naveséemo ovde
odgovarajuce izraze za m = 3,4,5,6, 7:

1
Zn(3) = g0’ (n+ 1%,

Zn(4) = %n(n +1)(2n 4 1)(3n? + 3n — 1),

1
Zn(5) = Enz(n +1)%@2n® +2n-1),

Zn(6) = %n(n +1)(2n 4+ 1)(3n* + 6n° — 3n + 1),

Zn(7) = inz(n +1)23n* + 6n® — n? — 4n +2).
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Teorema 4.3.2. Ako je funkcija x — f(x) monotona na segmentu [a, b,
tada f € Rla,b].

Dokaz. S obzirom da je funkcija f definisana na segmentu [a, b], vrednosti
f(a) i f(b) postoje, pa je funkcija f ograni¢ena na [a,b]. Ne umanjujudi
opstost, pretpostavimo da je f neopadajuéa na [a, b], i saglasno teoremi 4.2.3,
posmatrajmo razliku Q(c) = S(o) — S(o), za izabranu podelu . Kako je
mg = f(xr—1)1 My = f(x), imamo da je

Qo) = Z(f(xk) — f(zr-1))Azg < h(o) Z(f(xk) — f(zr-1)),
k=1 k=1
tj.
Qo) < h(o)(f(b) — f(a)),
gde je h(o) dijametar podele 0. Kako se za svako € > 0 moze izabrati podela
o, takva da je

h(o)(f(b) — fla)) <e,
na osnovu teoreme 4.2.3, zaklju¢ujemo da f € R[a,b]. O

Napomena 4.3.2. Monotona funkcija na [a, b] moze imati najvise prebrojivo
mnogo tacaka prekida (prve vrste).

Primer 4.3.2. Funkcija f:[0,1] — R, definisana pomocu

0, z =0,
flx)=< 1 1 1

<x<

=1,2,...
n n+1 n (n 20,

pripada klasi R[0, 1]. Zaista, f je monotono neopadajuéa i ograni¢ena funkcija na
[0,1]. Prekidi ove funkcije su redom u tackama 1/2,1/3,.... A

Napomena 4.3.3. Koriséenjem teorije redova, moze se dokazati da je integral

funkcije iz prethodnog primera jednak
. - 1 72
L By R

Do sada smo dokazali da su klasa neprekidnih funkcija i klasa monotonih
funkcija na [a,b] R-integrabilne na [a,b]. S obzirom da monotona funkcija
moze imati prekide i to konac¢an broj ili najviSe prebrojivo mnogo, to se
moze postaviti pitanje koji je to najveéi broj prekida koje moze imati jedna
ogranicena funkcija na [a, b], a da je pritom R-integrabilna. Odgovor na ovo
pitanje daje Lebesqueova*® teorema. Pre nego sto formuliSemo ovu teoremu,
uves¢emo neke neophodne pojmove.

44) Henri Lui Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar.
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Definicija 4.3.1. Skup F C R ima Lebesgueovu meru nula ako za svako
€ > 0 postoji konacan ili prebrojiv sistem prekrivajuc¢ih intervala za FE, ¢ija
zbirna duzina nije veéa od €.

Za skup koji ima Lebesgueovu meru nula, kazemo da je skup mere nula.

Primer 4.3.3. Konac¢an skup tacaka F = {z1,z2,... ,2m} C R ima Lebes-
gueovu meru nula. Zaista, za svako € > 0, svaku od tacaka skupa E mozemo
prekriti intervalom, ¢ija je duzina manja od £/m. Tada ¢e duzina svih prekrivajuéih
intervala biti manjaod e. A

Primer 4.3.4. Prebrojiv skup tacaka E = {z1,z2,...} C R ima Lebesgueovu
meru nula. Za svako € > 0, tacku xj skupa F mozemo prekriti intervalom, ¢ija je
duzina manja od &/ 2F. Tada ¢e duzina svih prekrivajuéih intervala biti manja od

9 9

_|_22_|_..._|___|_...:5. A

N ™

Primer 4.3.5. Skup racionalnih brojeva Q ima Lebesgueovu meru nula. A

Primer 4.3.6. Nijedan segment na realnoj pravoj [a, b] (a < b) nije skup mere
nula, jer zbirna duzina prekrivajuéih intervala za sve tacke segmenta [a, b] ne moze
biti manjaod b —a. A

Definicija 4.3.2. Ako je neko svojstvo ispunjeno u svim tackama skupa
X \ E, gde je E skup mere nula, kazemo da je to svojstvo ispunjeno skoro
svuda na X, ili da vazi u skoro svim tackama skupa X.

Pojam skoro svuda je veoma vazan u matematickoj analizi. Moze se, na
primer, govoriti o neprekidnosti funkcije skoro svuda na [a,b], ispunjenju
jednakosti f(x) = 0 skoro svuda na [a, b], itd.

Sada navodimo, bez dokaza, pomenutu Lebesgueovu teoremu:

Teorema 4.3.3. Funkcija f:[a,b] — R je R-integrabilna ako i samo ako je
ogranicena na |a,b] i neprekidna skoro svuda na [a,b].

Dakle, u vezi sa prekidnim funkcijama, na osnovu Lebesgueove teoreme,
mozemo zakljuciti da je svaka ogranic¢ena funkcija na [a, b], koja ima konacno
ili prebrojivo mnogo tacaka prekida, R-integrabilna na [a, b].

4.4. Osobine odredenog integrala

Teorema 4.4.1. Ako f,g € R[a,b], tada imamo
1° Af € R]a,b], gde je X konstanta,
2° f+ g € Rla,b],
3° |f| € Rla, ],
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4° fg € Rla,bl,

5° f* € Rle,d], gde je f* restrikcija funkcije f sa [a,b] na [c,d] C [a,b].

Dokaz. Neka je o proizvoljna podela segmenta [a,b] i neka su, redom, &
proizvoljne tacke u podsegmentima [zp_1, 2] (kK =1,2,... ,n).

Dokaz tvrdenja 1° i 2° moze se izvesti na osnovu teoreme 4.2.4. Naime,
dovoljno je uociti da je

DM (EATL =AY f(Er) Ay,

k=1 k=1

n

(F(&) + 9(&) Axk = D> f(&) Az + Y g(&k) Ay,
k=1 k=1

k=1
a zatim preéi na grani¢ne vrednosti kada h(o) — 0.

Za dokaz tvrdenja 3° primetimo da funkcija f ispunjava uslove Lebes-
gueove teoreme 4.3.3. Kako i funkcija z +— |f(x)| ispunjava ove uslove,
tvrdenje 3° vazi. Alternativno, dokaz ovog tvrdenja moze se izvesti na osnovu
teoreme 4.2.3, koriS¢enjem nejednakosti

| M| — |my] | < My, — mu,

gde su my i Mj, dati pomocu (4.1.2).
Pre nego sto dokazemo tvrdenje 4°, za opsti slucaj, razmotricemo speci-
jalni slucaj kada je g = f, tj. dokazademo da f? € Rla,b], kada f € R[a,b).
Kako je f R-integrabilna funkcija na [a, ], to je ona ograni¢ena na [a, b].
Neka je, recimo, |f(z)] < C < 400 (z € [a,b]). Tada, za x,z € A C [a,b],
imamo

f(2)? = f(2)?| = |f () + f(2)] - [ f(2) = f(2)] < 2C|f () = f(2)]-

S druge strane, neka su my i My, dati pomocu (4.1.2). Koriséenjem pret-
hodne nejednakosti, u sluc¢aju kada je A = [xf_1, zk], nalazimo da je

‘A4£-—Tni|§§2CKAﬂg—7nk)

Tako, za razliku Darbouxovih suma funkcije = +— f(z)?, imamo sledeéu
ocenu
Qo; %) = Z | M? —m; | Az < ZC'Z(Mk —my)Azy, = 20Q(o; f).
k=1 k=1
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Kako f € R[a,b], postoji podela o takva da je za svako ¢ > 0, Q(o; f) <
e/(2C). Tada, na osnovu prethodnog i teoreme 4.2.3, zaklju¢ujemo da je
funkcija z — f(x)? R-integrabilna na [a, b].

Za dokaz tvrdenja 4°, u opStem slu¢aju, dovoljno je uociti jednakost

1
f(@)g(x) = 7 ((f(2) + 9(2))* = (f(z) — g(2))?),
a zatim iskoristiti prethodno dokazana tvrdenja 1° i 2°.

Najzad, tvrdenje 5° sleduje iz Lebesgueove teoreme 4.3.3. [J

Napomena 4.4.1. U daljem tekstu, uproséenja radi, ¢injenicu da restrikcija
f* € Rlc,d], oznatavac¢emo jednostavno sa f € R|c,d].

Osobine 1° i 2°, iz prethodne teoreme, omogué¢avaju da se skup R-integra-
bilnih funkcija na [a, b] moze tretirati kao linearni prostor nad poljem realnih
brojeva (videti [15, glava II]), gde su unutrasnja i spoljasnja kompozicija
uvedene na uobicajeni naéin:

(f+9)@) =f(@)+g(@), Af)(x)=Af(z) (f,9 € Rla,b; A€R).
Ako Riemannov integral
/ fla

posmatramo kao funkcionelu I: R[a, b] — R, tada se moze pokazati da je ova
funkcionela linearna. Naime, vazi sledeé¢a teorema:

Teorema 4.4.2. Ako f,g € Rla,b] i o, € R, tada vaZi jednakost
b b b
(4.4.1) / (af(z) + Bg(x)) dx = a/ f(z)dz + 6/ g(x)dx

Dokaz. Na osnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo da je linearna kombi-
nacija R-integrabilnih funkcija f i g, takode, R-integrabilna funkcija, tj. da
af + Bg € Rla,b]. Za dokaz jednakosti (4.4.1), posmatrajmo Riemannovu
sumu za integral na levoj strani ove jednakosti,

S(0) =Y (af + Bg)(&r) Az, = > (af (&) + Bg(&r)) Ay
k=1 k=1
Kako je

o) =ay  f(&)Ark+ B g(&) Ay,

k=1 k=1
na osnovu R-integrabilnosti funkcija f i g, zaklju¢ujemo da jednakost (4.4.1)
vazi. [
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Teorema 4.4.3. Neka je funkcija f R-integrabilna na [a,b]. Tada, za svako
¢ € (a,b), imamo da f € Rla,c] i f € Rle,b], pri cemu vazi jednakost

(4.4.2) /  fa)de = / " (@) do + / " fa)de.

Dokaz. R-integrabilnost funkcije f, tacnije, R-integrabilnost njenih re-
strikcija na podsegmentima [a,c] i [c,b] sleduje iz tvrdenja 5° u teoremi
4.4.1.

Za dokaz jednakosti (4.4.2), razmotri¢emo Riemannovu sumu za funkciju

f maa, 0],

(4.4.3) S(o) =) J(&)Awy.

k=1

Kako f € Rla,b], mozemo uzeti neku pogodnu podelu segmenta [a,b]. U
ovom slucaju, pogodno je izabrati one podele o, koje sadrze tacku c¢ kao de-
onu tacku. Tada se, o¢igledno, za takvu podelu o, sa pripadajuéim tackama
&k, moze izvrsiti dekompozicija na dve podele o’ i ¢”, koje ée funkcionisati
na segmentima [a,c] i [c,b], respektivno. U tom slucaju, za dijametre ovih

podela vazi
max(h(o’), h(c")) = h(o).

Ako sumu (4.4.3) rastavimo na dve sume, saglasno prethodnoj dekom-
poziciji podele o, i pustimo da h(o) — 0, dobijamo (4.4.3). O

Ako u prethodnoj teoremi pustimo da ¢ — a, iz jednakosti (4.4.2) dobi-
jamo da je

/aaf(:n)dxzo.

Teorema 4.4.3 ukazuje da Riemannov integral ima aditivno svojstvo i u
odnosu na segment integracije. Naime, ako stavimo da je

B
Tllad) = [ f@)de (8] ab),
jednakost (4.4.2) se moze predstaviti u obliku
I (la,b]) = T([a, c]) + T ([c, b]).
Imajuéi u vidu (4.1.3), moze se dokazati da je, za svako «, 3,7 € [a,b],

I (e, B]) + T ([B:7]) + T ([v,0]) = 0.
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Teorema 4.4.4. Ako f,g € Rla,b] (a <b) i f(z) < g(x) za svako x € [a, ],
tada je

(4.4.4) /ab flz)dx < /abg(a:) dx.

Dokaz. Za a = b tvrdenje je trivijalno. Ako je a < b za dokaz nejednakosti
(4.4.4) dovoljno je uociti nejednakost koja se odnosi na Riemannove sume
funkcija f i g,

D F&)Aze <Y g(&r) A,
k=1 k=1
i preéi na grani¢nu vrednost kada h(c) — 0. O
Slededi rezultat je posledica teoreme 4.4.4.
Posledica 4.4.5. Ako f € Rla,b] (a <b) im < f(z) < M na [a,b], tada
je
b
m(b—a) < / f(z)de < M(b—a).

Ako je m > 0, imamo da je fff(a:) dz > 0.
Teorema 4.4.6. Ako f € Rla,b] (a <), tada vaze nejednakosti

(4.4.5) ‘/abf(x)d:n g/ab|f(:n)|d:c§M(b—a),

gde je M = sup |f(z)].
z€|a,b]

Dokaz. Kako je —|f(z)| < f(z) < |f(x)| imamo
b b b b
- [ @l = [ @< [ s < [ 1)

§to predstavlja prvu nejednakost u (4.4.5). S druge strane, na osnovu nejed-
nakosti |f(z)] < M, imamo

/ab|f(x)|dx§/abMdm:M(b—a),

Sto predstavlja drugu nejednakost u (4.4.5). O

Moze se dokazati da za neprekidne funkcije vazi sledece tvrdenje:
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Teorema 4.4.7. Ako f € C[a,b] tada vazi implikacija
b
(4.4.6) / f@)dz =0 = f(2)=0 (a<z<b).

U opstem slucaju, za f € R|a,b], leva strana u (4.4.6) implicira f(z) =0
skoro svuda na [a, b].

Sledeée tvrdenje je poznato kao prva teorema o srednjoj vrednosti inte-
grala.

Teorema 4.4.8. Neka f,g € Rla,b] (a <),

m = inf f(z) i M = sup f(z).

z€la,d] x€a,b)

Ako je funkcija g nenegativna (nepozitivna) na [a,b], tada postoji A (€
[m, M]) takvo da je

b b
(4.4.7) / f(@)g(x) dx :A/ g(z) dz.

Stavise, ako f € Cla,b], postoji £ € [a,b] takvo da je
b b
(1.48) | t@s@rde = 1) [ glw)da.

Dokaz. Ne umanjujuci opStost mozemo pretpostaviti da je a < b i da je
g(x) > 0. Tada je
my(z) < f(z)g(x) < Mg(x).

Kako mg € R[a,b], fg € Rla,b] i Mg € R|a,b], na osnovu teorema 4.4.4 i
4.4.1, dobijamo

(4.4.9) m/ab g(z)dx < /abf(a:)g(a:) dx < M/abg(a:) dx.

Ako je f:g(a:) dx = 0, zakljuc¢ujemo da jednakost (4.4.7) vazi, jer je na
osnovu (4.4.9), f; f(z)g(z)dx = 0.
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Ako je f; g(z) dz > 0, stavimo

12 f(x)g(x) do
4.4.10 A=A(f;g) =227 —
(4.4.10) (f:9) o) ds

Tada, na osnovu (4.4.9), zaklju¢ujemo da je m < A < M, ¢ime je dokaz
prvog dela teoreme zavrsen.
Ako f € Cla,b], tada je m = min f(x) i M = max f(x), odakle

z€a,b] z€Ja,b]
zakljucujemo da postoji bar jedna tacka x = £ € [a,b] za koju je f(&) = A.
Tako se (4.4.7), u ovom slu¢aju, svodi na (4.4.8). O

Definicija 4.4.1. Neka je g(z) > 0 na [a,b] i f;g(az) dx > 0. Veli¢ina
A(f;g), data pomocéu (4.4.10), naziva se tezinska aritmeticka integralna sre-
dina funkcije f na [a,b]. Za funkciju x — g(z) koristi se naziv tezinska
funkcija.

Ako je tezinska funkcija g(z) = 1, iz teoreme 4.4.8 sleduje analogon La-
grangeove teoreme o srednjoj vrednosti funkcija (videti odeljak 1.11 u IV
glavi):

Posledica 4.4.9. Ako f € Cla,b], postoji & € [a,b] takvo da je
b
[ t@yde= (e - a)

Primer 4.4.1. Na osnovu teoreme o srednjoj vrednosti integrala moze se vrsiti
procena integrala. Posmatrajmo integral

1 2
/ — L da
0 1+=x

Ako stavimo f(z) = 1/v/1+z, g(x) = z2, uslovi teoreme 4.4.8 su zadovoljeni.
Kako je, na osnovu primera 4.3.1, fol 22 dx = 1/3 1

M= sup f(z)=1,

1
m = inf r)=—,
}f( ) V2 x€[0,1]

z€[0,1

vazi sledeé¢a procena

T < A

1 / 2 el
3vV2 ~Jo Vituw 3
Slededi rezultat, poznat kao druga teorema o srednjoj vrednosti integrala,
navodimo bez dokaza.*?)
45) Ovu teoremu dokazao je O. P. Bonnet (1819-1892), francuski matematicar i astro-
nom.
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Teorema 4.4.10. Neka f,g € Rla,b], a <b, i neka je x — g(x) monotona
funkcija na [a,b]. Tada postoji & € [a,b] takvo da je

b ¢ b
4.4.11 der = dx + g(b dx.
[ @y =) [ 5@ de o) [ e
Ako je g(a) > g(b) > 0, tada se (4.4.11) moze predstaviti u obliku

b 3
/ f(z)g(x) dw:g(a)/ f(z)dx,
gde £ € [a, b].

4.5. Integracija i diferenciranje

Sledeéa teorema ukazuje da su integracija i diferenciranje u izvesnom
smislu inverzne operacije.

Teorema 4.5.1. Neka f € Rla,b] i neka je funkcija ®:[a,b] — R, defini-
sana pomoéu

(4.5.1) (z) = /If(t) it (xe(al), ®a)=0.
1°® € Cla b ;

2° Ako je f neprekidna funkcija u tacki x € [a,b], tada je funkcija ®
diferencijabilna u tacki x i vazi ®' (x) = f(z).

Dokaz. Neka x, v + h € [a,b]. Tada je
x+h
B(z + h) — D(z) = / F() dt.
Kako f € Rla,b], to je |f(t)| < M za svako t € [a,b], pa imamo
x+h
oo -2l = [ 50 d|< ar

odakle, pri h — 0, sleduje }th ®(x + h) = ®(x), Sto znaci da ® € Cla, b].
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Pretpostavimo sada da je funkcija f neprekidna u tacki = € [a,b]. Tada
za svako € > 0, postoji § > 0 takvo da je |f(t) — f(z)| < ¢, kad god je
|t —x| <0 (a<t<b).

Neka je x + h € [a,b] (h # 0). Tada imamo

<I>(a:+h}z—<1>(x) @) :‘ %[Ex+hf(t)dt—%/gﬂx+hf($)dt'
:\%Lﬁﬂﬂn—fu»ﬁ'
< L&?]h\ =¢,

kada je |h| < J, odakle sleduje ®'(z) = f(z). O
Vazna posledica prethodne teoreme je sledeéi rezultat:

Posledica 4.5.2. Za svako f € Cla,b] postoji primitivna funkcija F, ¢iji je
oblik
F(z)=®(x)+C (C = const),

gde je ® dato sa (4.5.1).

Ovaj rezultat odgovara definiciji primitivne funkcije kako je to uvedeno u
odeljku 1.1 (videti definiciju 1.1.1). Medutim, teorema 4.5.1 sugerise da
se pojam primitivne funkcije moze uopstiti. U daljem radu pod primi-
tivnom funkcijom podrazumevacemo tzv. uopsStenu primitivnu funkciju, tj.

zentacija proizvoljne primitivne funkcije je
(4.5.2) F(x) =®(x) + C,

gde je ® dato sa (4.5.1), a C je konstanta. Dakle, jednakost F'(z) = f(z)
se ne zahteva u svakoj tacki = € [a,b], kao u definiciji 1.1.1, veé¢ se zahteva
da vazi skoro svuda na [a, b], saglasno Lebesgueovoj teoremi.

Ako je x — ¢(z) diferencijabilna funkcija sa vrednostima u [a,b], na
osnovu prethodnog i pravila za diferenciranje slozene funkcije, vazi sledeca
formula za diferenciranje integrala sa promenljivom granicom

w(z)
%/ Ft)dt = ()¢ ().



294 INTEGRACIJA FUNKCIJA JEDNE REALNE PROMENLJIVE

Sli¢no, ako je promenljiva donja granica integrala, imamo

d b d P(z)

feydt = —— i f)dt = —f (¥ (@)Y (z),

dx Joy ()

gde je x — 1 (x) diferencijabilna funkcija sa vrednostima u [a, b].

U opstem slucaju, ako su x — ¢(z) i © — 1 (x) diferencijabilne funkcije
sa vrednostima u [a, b], na osnovu prethodnog i jednakosti

o(z) c w(x)
| twd= [ gwas [T st

gde je ¢ proizvoljno izabrana konstanta u (a,b), vazi sledeéa opsta formula
za diferenciranje

d [¢@
dx Joy(z)

Primer 4.5.1. Primenjujuéi L’Hospitalovu teoremu na grani¢nu vrednost,

T osint
J

—dt
(4.5.3) L= tim 0
o z—0 sinz
dobijamo
.2
Sln;l)’ 9
L=1lim —*—— =1

x—0 28inx cosx

Dakle, bez prethodnog izracunavanja integrala koji se pojavljuje u brojiocu
grani¢ne vrednosti (4.5.3), uspeli smo da odredimo grani¢nu vrednost L. A
4.6. Newton-Leibnitzova formula

Ovaj odeljak posveéujemo Newton-Leibnitzovoj formuli, koja predstavlja
osnovnu formulu integralnog ra¢una, povezujuéi Riemannov integral funkcije
f sa njenom primitivnom funkcijom.

Teorema 4.6.1. Ako funkcija f € Rla,b] i ako je F bilo koja njena primi-
tivna funkcija, tada vazi

b
(4.6.1) / f(z)dz = F(b) — F(a).
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Dokaz. Pretpostavimo da je F' proizvoljna primitivna funkcija za f na
[a,b]. Na osnovu (4.5.2), imamo

F(z) = / ft)dt+C (C = const).
Stavljajuéi = a nalazimo da je C' = F(a), tj. da je za svako x € [a, ]]

F(z) = /xf(t)dt—i-F(a).

Najzad, za = b dobijamo (4.6.1). O

Newton-Leibnitzova formula (4.6.1) zapisuje se ¢esto u obliku

b
| #@)de = F@)l = Fo) - Fl@.

Kada je poznata primitivna funkcija za f, odnosno njen neodredeni inte-
gral, formula (4.6.1) omogucava nalazenje odredenog integrala takve funkcije
f, bez izracunavanja grani¢ne vrednosti Riemannove sume. Ipak, prevashod-
ni zna¢aj Newton-Leibnitzove formule je teorijski. Obi¢no se za odredivanje
vrednosti Riemannovog integrala koriste tzv. kvadraturne formule, koje omo-
gucavaju numericko izra¢unavanje integrala. Naravno, u jednostavnim slu-
¢ajevima, formula (4.6.1) moze biti korisna.

Primer 4.6.1. Kako je x — — cosx primitivna funkcija za  — f(z) = sinz
imamo

/2 : /2 s s 1
sinx dx = (— cos ) |ﬂ/3: —cosf —(—cos§) = 3 A
™

Primer 4.6.2. Primetimo da formalna primena Newton-Leibnitzove formule
na integral funkcije x — f(x) = 1/x na [—1, 1] daje pogresan zakljucak

4.6.2 11d 1 ' 0
(162) [ 3do=Gogiah | =0

Naime, u ovom sluc¢aju, funkcija f nije ograni¢ena u okolini x = 0, pa zbog toga
f ¢ R[—1,1], tj. integral na levoj strani u (4.6.2) ne postoji. A

Primer 4.6.3. Posmatrajmo Riemannovu funkciju f:[0,1] — R, definisanu
pomocu
1/n, x=m/n,

o) ={

0, x — iracionalan broj,
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gde su min (n>1) uzajamno prosti celi brojevi. Ova funkcija je neprekidna na
skupu svih iracionalnih tacaka segmenta [0, 1], a ima prekide u svim racionalnim
tackama ovog segmenta. S obzirom da je skup prekida prebrojiv, zakljucujemo da
je funkcija f neprekidna skoro svuda na segmentu [0, 1] i da f € R0, 1]. Kako je u
svakoj iracionalnoj tacki f(z) = 0, primitivna funkcija za f ima oblik F(z) = C,
gde je C' proizvoljna konstanta. Dakle, primenom Newton-Leibnitzove formule
nalazimo

1
/ fle)de=C—-C=0. A
0

U primerima koji slede, pokaza¢emo da je, ponekad, zgodno znanje o
odredenom integralu primeniti na reSavanje zadataka koji, na prvi pogled,
ne ukazuju na potrebu primene odredenih integrala.

Primer 4.6.4. U odeljku 4.3 (primer 4.3.1) posmatrali smo grani¢ne vrednosti
izraza Zn(m)/n™1, za m = 0,1,2, kada n — o0, pri ¢emu je Z,(m) bio zbir
m-tih stepena prvih n prirodnih brojeva. Posmatrajmo sada slucaj kada je m =
p > 0 realan broj, tj.

1P+ 2P ... 4 nP

(4.6.3) L= lim_ i (p > 0).

Ako (4.6.3) interpretiramo kao graniénu vrednost Riemannove sume za funkciju
x +— z na [0, 1] imamo

n

E\P 1 1 L
L= lim E = -—:/xpdxzx =
n—+oo L=\ 1 n 0 p+1ll, p+1

Primetimo da je isti rezultat dobijen ranije primenom Stolzove teoreme (videti
primer 1.3.8 u II glavi). A

Primer 4.6.5. Sli¢cno kao u prethodnom primeru odredi¢emo grani¢nu vred-
nost niza

1/logn

(4.6.4) an = ( Vo Ve TUn n)

Logaritmovanjem (4.6.4) dobijamo

n n

1 log(k - 1 1 2logn+logk
IOganzlognZ n(—l—k):lognzﬁl 14+ k =
k=1 k=1 n
tj. )
log an = 25n + Th,

logn
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gde su
n k
1 1 logﬁ 1
k=1 n k=1 n

Lako je uociti da je

1
. 1 1
S_nhrf Sn _/0 1+xd:1:— (log(1 + z)) ‘0_ log 2.

Ako na isti na¢in protumacimo grani¢nu vrednost za Ty, dobijamo

(4.6.5) T= lim Tn:/
0

Medutim, podintegralna funkcija = — logz/(1 + x) nije ograni¢ena u okolini
z = 0, tako da ovaj integral ne postoji u Riemannovom smislu. U narednom odeljku
definisa¢emo jedno uopstenje Riemannovog integrala, koje omogucava egzistenciju
integrala u (4.6.5) u tom smislu. U primeru 4.7.7 pokaza¢emo da je |T'| < 1.

Na osnovu prethodnog nalazimo

lim logan, =2 lim Sp+ lim Tn =25 =2log2,

n—-+oo n—-—4oo n—-—+oo logn

tji. lim ap=4. A

n—-+o0o
Koris¢enjem Newton-Leibnitzove formule moze se dokazati sledeéi rezul-
tat koji se odnosi na uvodenje nove promenljive:

Teorema 4.6.2. Neka f € Cla,b] i neka je g:[a, 3] — [a,b] neprekidno-
diferencijabilna funkcija takva da je g(a) = a i g(8) = b. Tada vaZi

b B
(4.6.6) / f(z) do = / Fla(t)d (¢) dt.

Dokaz. Neka je x — F(z) primitivna funkcija za f na [a,b] i z = g(¢t).
Tada, na osnovu diferenciranja slozene funkcije, imamo

d

ZF9() = fl9() -9 @),

odakle, integracijom na [o, 5] i primenom Newton-Leibnitzove formule, sle-
duje

5
/ Fla(0)g'(t) dt = F(g(t)) | = F(g(B)) = Flg(a).
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Kako je, s druge strane,

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

igla) =aig(f)=b, zakljuéujemo da (4.6.6) vazi. [

Prethodna teorema, sa dodatnim uslovom da je funkcija g strogo mono-
tona na [a, (], moZe se uopstiti u smislu da vazi za proizvoljnu integrabilnu
funkciju f na [a,b]. Tako, za rastuéu funkciju g, za koju je g(a) = a i
g(B) = b, vazi formula

b B
[ t@ds= [ sao)ge)ar

na kojoj se zasniva tzv. metod uvodenja nove promenljive (odeljak 2.1).

Primer 4.6.6. Za odredivanje integrala

I:/W7$Sin:§ d:c,

o l-+cos“zx

najpre, stavimo x = g(t) = w—t. Funkcija g je monotono opadajuéa, pa granicama
integrala 0 i w odgovaraju nove granice w i 0, respektivno. Kako je dr = —dt,

imamo 0
e ™ .
I:/ (m t)S;nt(—dt):ﬂ'/ s1nt2 g
x 1-+cos?t o l+4+cos“t

Dakle, problem se svodi na odredivanje jednostavnijeg integrala

m [T sint
1= ——dt
2/0 1+ cos?t

Uvodenjem nove promenljive z, pomoc¢u z = cost, dobijamo

—1
s -1
4.6.7 I=_ — dz.
( ) 2 /1 1+ 22
Primetimo da je funkcija z — arccos z monotono opadajuéa na [—1,1], da se
granice integrala 0 i 7 preslikavaju na 1i —1, respektivno, kao i da je dz = —sint dt.

Najzad, primenom Newton-Leibnitzove formule na integral u (4.6.7), dobijamo

-1 2
I = —g(arctan z) ‘ T

Na kraju ovog odeljka da¢emo jednu primenu Newton-Leibnitzove for-
mule, koja se odnosi na odredivanje ostatka Taylorove formule u integralnom
obliku. U odeljku 1.12, u ¢etvrtoj glavi, izveden je ostatak Taylorove formule
u Lagrangeovom obliku.
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Teorema 4.6.3. Ako f € C""1a,b], za svako x € [a,b], vaZi

xT

(4.6.8) Ra(e) = F@) ~ Tu(a) = / (z — )" FO D (1) d,

a

gde je T, Taylorov polinom stepena n u tacki x = a, tj.

n k) (g
Tn(x)zzf ()(x—a)k.

k!
k=0

Dokaz. Za fiksirano = € (a, b], na segmentu [a, x] posmatrajmo n+ 1 puta
neprekidno-diferencijabilnu funkciju ¢ — f(¢). Integracijom identiteta

( Zf(k) —>’€>EL_” £,

na segmentu [a, ] dobljamo

(4.6.9) /G’ t)dt = /(x;ilt)nf(%l)(t)dt,

gde smo stavili

Kako je G(z) = f(z) i G(a) = T,(z), primenom Newton-Leibnitzove
formule na integral koji se pojavljuje na levoj strani u jednakosti (4.6.9),
dobijamo (4.6.8). O

Napomena 4.6.1. Primenom prve teoreme o srednjoj vrednosti integrala na
integral u (4.6.8) dobija se ostatak Taylorove formule u Lagrangeovom obliku.

4.7. Nesvojstveni integrali

Kod definisanja Riemannovog integrala pretpostavili smo da je x — f(x)
ogranicena funkcija na konaénom segmentu [a, b] i samo takve funkcije (ali ne
sve) dolazile su u obzir da budu R-integrabilne. U ovom odeljku uopstavamo
pojam R-integrabilnosti, uvodeéi tzv. nesvojstveni, uopsteni ili singularni
integral. Naime, ako je interval integracije beskonacan ili ako je funkcija x —
f(x) neogranicena u okolini jedne ili vise tacaka u [a, b], tada se odgovarajuéi
integral naziva nesvojstveni (uopsteni, singularni) integral. Za pomenute
tacke intervala integracije koristi¢emo termin singularne tacke. Simboli 400 i
—oo uvek se tretiraju kao singularne tacke. Nesvojstveni integrali se definisu
odgovarajuéim grani¢nim procesima i kaze se da egzistiraju ako odgovarajuce
grani¢ne vrednosti egzistiraju.

Posmatrajmo slucaj kada je tacka b singularna.
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Definicija 4.7.1. Neka f € R[a,] (a < f < b < 400) i neka je I(§) =
ff f(x)dz. Ako postoji 5lirlr)1 I(3) tada se ova graniéna vrednost naziva

nesvojstveni integral funkcije f na [a,b) i oznacava sa f;} f(z)dx. Takode,
kaze se da integral ff f(x) dx konvergira.

U protivnom slu¢aju, ako grani¢na vrednost liril I(3) ne postoji (ili je

B—b—

beskonacna) kaze se da integral ff f(z)dz divergira (ili divergira ka oo).
Simetri¢no se definiSe slucaj kada je tacka a singularna.

Definicija 4.7.2. Neka f € Rla,b] (o <a<a<b)il(a)= foljf(:n) dx.
Ako postoji limJr I(«) tada se ova grani¢na vrednost naziva nesvojstveni
integral funkcije f na (a,b] i oznacava sa f; f(x)dx. Takode, kaze se da
integral f: f(x) dx konvergira.

U protivnom slucaju, ako graniéna vrednost hm+ I(«) ne postoji (ili je

a—a

beskonacna) kaze se da integral f;} f(x) dx divergira (ili divergira ka oo).

Primetimo da u definiciji 4.7.1, tacka b moze biti 400, a u definiciji 4.7.2,
a moze biti —oo.

+oo
Primer 4.7.1. Posmatrajmo nesvojstveni integral / - dx, gde je p realan
1 x

parametar.
Kako je
1
8 —@'"P-1)  (p#),
[ w5 ) A
x
! log 3 (p=1),
grani¢na vrednost
A 1
lim —dr = ——
B—+oo J1 P p—1

Za p < 1 dati integral divergira. A

Primer 4.7.2. Razmotrimo ponovo funkciju x — f(z) = 1/2”, ali sada na
(0,1]. Za p =1 imamo

1 1

1 1

/ —dr = lim / —dxr = lim logx|1:— lim loga = +oo,
0o a—0+ J, a—0+ o a—0+
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§to znaci da je integral divergentan. Prethodna formula se obi¢no kracée zapisuje
u obliku

1
/ lclx:log;x|(1)= +00.
o Z

Za p # 1 imamo

1

1 1-p 11 S — p<1),

(4.7.1) /idxzx (: —p *<Y
0

+00 (p>1).

Primetimo da se (4.7.1) za p < 0 svodi na obi¢an Riemannov integral.

Dakle, za p < 1 posmatrani nesvojstveni integral konvergira, dok je za p > 1
ovaj integral divergentan. A

Pretpostavimo sada da je tacka z = ¢ (a < ¢ < b) singularna, tj. da
funkcija x — f(x) postaje neograni¢ena kada je x = c.

Definicija 4.7.3. Neka je funkcija  — f(x) ograni¢ena na [a,b] sem u
okolini tacke ¢ € (a,b) i neka je R-integrabilna na svakom podsegmentu iz
[a, b] koji ne sadrzi tacku c. Ako postoje graniéne vrednosti

c—eq b

lim flz)dr i lim f(z)dx,

e1—0+ a g2 —0+ cteo

kada &1 1 €9 nezavisno teze 0+, zbir

c—eq b

4.7.2 I I
(4.7.2) ) flz)de+ lim c+52f(x)d$

predstavlja vrednost nesvojstvenog integrala fab f(z)dx. Za integral kazemo
da je konvergentan.

Napomena 4.7.1. Sli¢no se definiSe nesvojstveni integral u sluc¢aju kada funk-
cija f ima viSe singularnih tacaka u (a,b).

4
1
Primer 4.7.3. Posmatrajmo integral / W dx, gde je singularna tacka
o \T—

x = 1 unutar intervala integracije. Dakle, posmatra¢emo grani¢ne vrednosti

l—e 1 4 dx
lim ——dz i lim —.
e1—0+ 0 (513 — 1)2 g0—0+ 1+es (ill' — 1)2

Kako se prva od njih se svodi na

. _1 1—eq . 1
lim = lim — =1,
e1—0+x—1 lo e1—0+ \ €1
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a druga na

. -1 . 1 1

lim ‘ = lim —— 4+,

ea—0+x — 1 1+e9 eo—0+ 3 €2

zakljuCujemo da ove grani¢ne vrednosti ne postoje, tj. da dati nesvojstveni integral
divergira.

4
1
Primer 4.7.4. Nesvojstveni integral dz je konvergentan. Njegova
J g /0 =1 J g Jeg
vrednost je
1761 1 4 1
I = lim dr + lim —dx
e1—0+ Jo Vr—1 e2—0+ J1 ¢y r—1
3 1—¢ 3 4
= lim S(z—1)%/3 ( " lim 2(z - 1)¥/3 (
€1—0+ 2 0 e2—0+ 2 1+eo

3 \2/3 3 (913 2/3
3 (e ) 300,
tj.
1—/4de— §(%—1) A
N 0o vVr—1 2 '

U daljem tekstu razmatra¢emo nesvojstvene integrale kod kojih je sin-
gularna samo jedna granica integrala (videti definicije 4.7.1 i 4.7.2). Napo-
menimo da mnoga svojstva Riemannovog integrala vaze i za nesvojstvene
integrale. Pomenué¢emo neke od tih osobina.

Teorema 4.7.1. Ako je f neprekidna funkcija na [a,b) i F jedna njena
primitivna funkcija, tada je

lim F(z)— F(a) (b konacno),

b r—b—
(4.7.3) /a f(z)dr = lim F(z)— F(a) (b= +o0).

T——+00

Napomena 4.7.2. Jednakost (4.7.3) treba shvatiti u tom smislu da obe strane
u jednakosti istovremeno imaju smisla, i da su tada one jednake, ili pak da ove
veli¢ine nemaju smisla, tj. da odgovarajuée grani¢ne vrednosti ne postoje.

Teorema 4.7.2. Ako nesvojstveni integrali f:f(:n) dx i f: g(x) dz konver-
giraju, tada konvergira i nesvojstven integral za svaku linearnu kombinaciju
x — af(x) + Bg(x) i vazi

/ab(af(x) + Bg(x))dx = oz/ab f(x) dx + B/Gbg(x) de.
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Teorema 4.7.3. Ako nesvojstveni integrali f;f(a:) dr i f:g(az) dx kon-
vergiraju i ako za svako x € [a,b) vazi f(z) < g(x), tada je

/a " fle)de < / gl e

Teorema 4.7.4. Ako su funkcije v — u = u(x) i x — v = v(x) neprekidno-
diferencijabilne na [a,b), tada vazi formula parcijalne integracije

b ) b
/udv:uv|a—/ v du,

o . b b oopb . . o .
pri éemu ako od izraza [ udv, w ‘ ., [ vdu bilo koja dva imaju smisla
a a a
(postoje konacne granicéne vrednosti), tada ima smisla i treéi izraz.

Teorema 4.7.5. Neka je f neprekidna funkcija na [a,b) it — g(t) neprekid-
no-diferencijabilna na [a, 3), —0o < a < f < +o0, pri éemu je

a:g(a)gg(t)<b:}inég(t), a<t<pg,

tada je , )
/ f(z) do = / Fla(t)d (¢) dt.

Cesto se, uvodenjem nove promenljive, nesvojstveni integral moze trans-

formisati u obican Riemannov integral.
1

Primer 4.7.5. Nesvojstveni integral Nipw dx, uvodenjem promenljive
0 —x
t pomocéu & = cost, 0 < t < /2, svodi se na Riemannov integral. Zaista, imamo

1 0 . /2
1 — t
/ ——dz = _Sm dtZ/ dtzz. A
0o V1—x2 x/2 sint 0 2

Treba, medutim, napomenuti da se neka svojstva Riemannovog integrala
ne mogu preneti na nesvojstvene integrale. Na primer, poznato je da je
proizvod dve R-integrabilne funkcije, takode, R-integrabilna funkcija (videti
4° u teoremi 4.4.1). Odgovarajuée tvrdenje za nesvojstvene integrale, medu-
tim, nije uvek tacno, sto pokazuje sledeéi primer.
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Primer 4.7.6. Neka je f(z) = g(x) = 1/y/z. Nesvojstveni integral fol e V24
konvergira (videti primer 4.7.2 za p = 1/2), ali integral

U de
T

1
/ f(@)g(z)dz =
0

divergira. A

Primer 4.7.7. Posmatrajmo nesvojstveni integral iz primera 6.6.5,

1
T:/ log dz.
0 1+!13

Uvodenjem nove promenljive ¢ pomoéu z = e~ * (0 <t < +00) imamo

+oo te—t +oo 4 _y 400
|T|:/ ﬁdt</ te dt:[—(t+1)e } ~1
0 1+e 0 0

Dakle, integral T je konvergentan i |T| < 1. A

Slededi rezultat daje kriterijum za konvergenciju nesvojstvenih integrala
nenegativnih funkcija.

Teorema 4.7.6. Neka su funkcije f i g nenegativne na [a,b) i neka je
f(z) < g(x) za svako x € [a,b). Tada

(i) ako integral f:g(:n) dx konvergira, tada konvergira i f;f(:n) dx;
(ii) ako integral f: f(z)dx divergira, tada divergira i f; g(x)dx.

U ovom tzv. kriterijumu poredenja za funkciju g kazemo da je majoranta
funkcije f. U primenama, kao majorante Cesto se uzimaju stepene funkcije.

Primer 4.7.8. Ispitajmo konvergenciju integrala

1 :132
(4.7.4) /0 T
Izborom g(z) = (1 — 2)~ /3 imamo da je
CE2
V1-2a2

Kako integral fol g(z) dz konvergira,

flz) = <g(x) = (a: € [0, 1))

1
1 —x
1

1
/ 71 dx = 3tdt:§,
0o V1i—-=x 0 2

na osnovu teoreme 4.7.6 zaklju¢ujemo da je i integral (4.7.4) konvergentan. A

Ako funkcija f menja znak na intervalu integracije jedan vazan pojam je
apsolutna konvergencija integrala.
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Definicija 4.7.4. Za nesvojstveni integral f;f(a:) dx kazemo da je apso-

lutno konvergentan ako konvergira integral f; |f(x)| dx.

Sledeéa teorema daje vezu izmedu konvergencije nesvojstvenih integrala
i apsolutne konvergencije.

Teorema 4.7.7. Ako nesvojstveni integral apsolutno konvergira tada je on
konvergentan.

Na kraju ovog odeljka dajemo jos jedan primer.

Primer 4.7.9. Pokaza¢emo da integral

+oo :
(4.7.5) / Y e
0 x

egzistira.

Pre svega Riemannovi integrali

1 8 .
/ el O I(B):/ S”;x dz (1< B<+00)
0 1

xT

egzistiraju. Primenom parcijalne integracije na I(3) dobijamo

I(ﬂ):_cosx ‘B—I—/ﬁ CO9% e =cos1 — COSﬁ-l—/ﬁ Coszx dx.
1 1z B 1 T

B B
[l
1z 1

zaklju¢ujemo da je

Kako je

B

COS T dx 1
dox < — =1-=

x? ‘:1:_/1 z2 b’

tj. da ovaj nesvojstveni integral egzistira. Kako je, s druge strane,

8 . 1. 8 .
/ sin x do — / sin 4o + / sin x d
o 7 o 7 1

sleduje da (4.7.5) egzistira jer je

Joo B . 1 . too
sin . sinx sin x sin x
/ dr = lim dr = / dzx + / dz.
0 0 1

x B—+o0 Jo T xT xT
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Medutim, integral (4.7.5) nije apsolutno konvergentan. Da bismo ovo pokazali
pretpostavimo da je n proizvoljan prirodan broj. Tada je

nm : T : 27 . nm .
/ ‘smx‘dx:/ ‘Smx‘dx—i—/ ‘smx‘dx_i_.”_'_/ ‘smx‘dw
0 T 0 x ™ z (n—1)m' T
™ : s . T .
:/ ‘Smt‘dt—i—/ sint ‘dt—l—---—i—/ ‘ sint ‘dt
0 t 0 t—|—7'l' 0 t—l—(n—l)ﬂ'

T sint T sint i sint
Ly dt+--+ [ — g
0 t 0 t+7r 0 t+(n—l)7r

Kako je

T sint T sint 2
dt dt = k=0,1,... -1
/0 t+km >/0 T+ km (k+ 1) ( e yn—1)

T sinx 2 1 1
|22 de> = (14 5+ - ),
0 T m 2 n

sin x

imamo

+oo
odakle zaklju¢ujemo da integral /
0

- ’ dz divergira. Dakle, integral (4.7.5)

nije apsolutno konvergentan. A

4.8. Glavna vrednost nesvojstvenog integrala

U prethodnom odeljku razmatrali smo nesvojstvene integrale kao uops-
tenje Riemannovog integrala, vezujuc¢i njihovu egzistenciju sa egzistencijom
odgovaraju¢ih grani¢nih vrednosti. U slucajevima kada ove grani¢ne vred-
nosti ne postoje kao konacne, tj. kada nesvojstveni integrali ne egzistiraju,
moguce je ponekad postojanje tzv. glavne vrednosti nesvojstvenih integrala.

Posmatrajmo najpre slucaj nesvojstvenog integrala sa jednom singular-
nom tackom ¢ € (a,b) (videti definiciju 4.7.3). Ako grani¢ne vrednosti u
(4.7.2) ne postoje za €1 # e9, ali postoje za €1 = g3 = €, tj. ako postoji

c—e b
i < | s@ant [ @ dx) ,

tada kazemo da nesvojstveni integral fab f(x) dx postoji u smislu Cauchyeve
glavne vrednosti i to oznacavamo sa

v.p. /ab f(z)dz.
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Sli¢no, ako funkcija f nije ograni¢ena samo u tackama a i b, onda se,
ukoliko postoji grani¢na vrednost

b—e
li d
dm ) f(z)da,
definise
b b—e
v.p./ f(z)dx = lim f(z)dz.
a e—0+ ate

Ako integral f: f(z)dx postoji kao nesvojstven, tada postoji i odgo-

varajuci v.p. f; f(x)dx, dok obrnuto u opstem slu¢aju ne vazi.

1
d
Primer 4.8.1. Integral / 9 e postoji kao Riemannov integral jer |1/z| —
1 Z

+00, kada z — 0. Takode, ovaj integral ne postoji ni kao nesvojstven jer
R L de e 1 €1
R —_— = 1 ! 1 — 1 -
/,1 T +/52 T (log [2[) [ ;" +(log ) |, = log €2

nema grani¢nu vrednost kada €1 i €9 nezavisno teze nuli. Medutim, ako je e1 =

€9 = € imamo
|
V.p./ —dr=0. A
1$

Primer 4.8.2. Odredié¢emo

Foee dx
I=v.p. —-.
vp/o 2?2 — 3z +2

Kako kvadratni trinom x — 22 —3z+2 ima realne nule x1 = 1ixg = 2, koriséenjem
aditivnog svojstva integrala u odnosu na oblast integracije, dati integral se moze
napisati kao zbir tri integrala I = I + I + I3, gde su

I /3/2 dzx I /3 dz
= V.D. _—_ = V.p.
! P o x2-3z+2’ 2 P 3/2 2 —3x+2’
oo dx
I3 = —_.
3 /3 22 — 3z + 2
Sada imamo

x—2|1—-¢ x—213/2 14+¢ 1
I = li 1( ‘ 1( ‘ = lim (log =5 _log2) = log = .
! ai%lJr(Og z—11o +log z—111+4¢ Eigl+ Ogl—s o8 0g2
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Sli¢no,
T —2|2—¢€ z—23 1+¢ 1
Iy = i 1( ‘ 1( ‘ — lim (1 “log2) = log = .
2 ai%l+<0g z—1l3o 08 e 1 laye ) T BT 8 )
Najzad,
T — 2|t . z—2 1
= I

paje I =—log2. A

5. PRIMENE ODREDENOG INTEGRALA

5.1. Povrsina ravne figure

Na kraju odeljka 4.2 dali smo geometrijsku interpretaciju Riemannovog
integrala neprekidne nenegativne funkcije x — f(x) na [a, b]. Dakle, povrsina
krivolinijskog trapeza ogranicenog krivom y = f(z), pravama x = a i x = b,
i z-osom (sl. 5.1.1), moze se odrediti pomoc¢u formule

b
(5.1.1) S:/ f(x)dz.

Ukoliko je, medutim, funkcija f nepozitivna na [a, b], integral (5.1.1) bice
negativan, ali ¢e po apsolutnoj vrednosti biti jednak povrsini odgovarajuceg
krivolinijskog trapeza, tako da je

—S:/abf(:n)dm.

Sl 5.1.1 Sl 5.1.2
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Najzad, ako funkcija f menja znak na [a,b], na primer u tackama c i d
(videti sl. 5.1.2), tada imamo

b
51—52+53:/ f(a:)dx,

gde su

slz/:f(x)da:, 52=/Cd<—f<x>>dx, sgzjdbﬂx)da:.

Medutim, ako zelimo da odredimo zbir svih povrsina, bez obzira na alge-
barsku vrednost, tada treba uzeti

Sz/ablf(ﬂc)ldx,

§to se u sluc¢aju primera sa sl. 5.1.2 svodi na S = 51 + Sy + S3.

Veli¢ina povrsine ogranicena krivim y = fi(z) i y = fa(z) i pravama
x=aixz =0, pricemu je fi(x) < fa(x) na [a,b] (videti sl. 5.1.3), odreduje
se pomocu

b
5= / (fol) — fa(x)) de.

y=5X

Y=h®)

Sl 5.1.3 Sl. 5.1.4

2

Primer 5.1.1. PovrSina ograni¢ena krivama y = x“ i y = 1/z, koje se seku u

tackama (0,0) i (1,1) (videti sl. 5.1.4), jednaka je

1
Sz/ (VT — 2*) de = <2x3/2— lx3>
0 3 3

|

0

A
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Primer 5.1.2. Odredi¢emo zajednicku povrsinu krugova 2+ y2 <4 i 2%+
y? < 4z, &ije presecne tacke A i B su redom (1,v/3) i (1,—/3) (videti sl 5.1.5).

Kako je trazena povrsina odredena pomocéu

{(w,y)|2—\/4—y2§x§\/4_y2, _\/ggyg\/g}

uzimajuéi integraciju po y-osi, imamo

s;z/gﬁ[w_(g_wﬂdy,

tj.

S

4/0\/§<\/4—y2—1>dy

V3 8r

4(%\/4—y2+2arcsin%—y>‘ ?—2\/5. A

0

B

Sl 5.1.5 Sl 5.1.6

Primer 5.1.3. Neka jep > 11i1/p+1/q = 1. Posmatrajmo krivu y = P!
za z > 0 ili, §to je isto, krivu z = y77 1, y > 0 (videti sl. 5.1.6). Za proizvoljno
a,b > 0 uocimo povrsine S; i S2 date pomocu

a p b e
51:/ P e =2 i ng/yq_ldy:—.
0 p 0 q

Geometrijski je jasno da zbir ovih povrSina ne moze biti manji od povrsine pravo-
ugaonika sa stranicama a i b. Dakle, S1 4+ S2 > ab, tj.

P
abga——l——,
p

1
=+
q p

=1, p>0.

SR
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Ova nejednakost je dokazana ranije (videti teoremu 2.1.1 u I glavi). Jednakost

nastupa ako i samo je b = a1l A

Neka je kriva y = f(x) definisana parametarski pomocéu

=), y=9v(t) (at<p).

Neka je, dalje, a = p(a) i b = (). Tada se, uvodenjem nove promenljive
t pomocu z = ¢(t), povrsina odgovarajuceg krivolinijskog trapeza (sl. 5.1.1)
moze izraziti u obliku

(5.1.2) S:/abf(x)d:n:/jzﬁ(t)gp’(t)dt:/jyx'dt.

Primer 5.1.4. Parametarske jednacine
T =acost, y=bsint (a,b>0, 0<t<2m)

odreduju elipsu sa poluosama a i b (sl. 5.1.7). Koris¢enjem formule (5.1.2), odred-
imo najpre povrsinu gornje polovine elipse. Kada se  menja od —a do +a, param-
etar t menja se od 7 do 0, pa imamo

0 T
1 S = / (bsint)(—asint) dt = ab/ sin? ¢ dt
2 ™ 0

a T
:lab/ (1—cos2t)dt=lab(t—lsin%) ‘ zlabﬂ'.
2%/, 2 2 0 2

SL 5.1.7 Sl 5.1.8

Dakle, povrsina elipse je S = abw. Kada je a = b = r, elipsa se svodi na krug,
¢ija je povrsina jednaka rr. A

Primer 5.1.5. Odredimo sada povrsinu koju jedan luk cikloide

xz=a(t—sint), y=a(l— cost) (a>0)
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zaklapa sa z-osom (sl. 5.1.8).

Kako je £ = a(1 — cost) dt, imamo
2m 2m
S:/ a(l — cost)a(l — cost) dt:az/ (1—cost)?dt =3ma®. A
0 0

Na kraju ovog odeljka razmotri¢éemo problem odredivanja povrsine krivo-
linijskog sektora (sl. 5.1.9), ograni¢enog krivom u polarnom koordinatnom
sistemu,

e=f0) (a<0<P),

i radijus-vektorima 8 = a i 8 = (. Za funkciju f pretpostavimo da je
neprekidna na segmentu [«, [3].

Sl 5.1.9 Sl. 5.1.10

Uocimo, najpre, o podelu segmenta [«, 3] nizom deonih tacaka {6 }7_,
tako da je

a=0<O < - - <Op_1<Op<---<0,=0,

ok = [Ok—1,0k], A0y =0 —O0_1, k =1,2,... ,n. Na svakom podsegmentu
or (k=1,2,... ,n) izaberimo po jednu proizvoljnu tacku & (0r_1 < & <
0)) i posmatrajmo sumu povrsina kruznih sektora polupreénika o = f(&x)
i centralnog ugla A6y, tj.

"1
(5.1.3) S(e)=>" EgiAek.
k=1
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Suma (5.1.3) je ocigledno Riemannova suma za funkciju 6 +— % f(0)%
Kako je f neprekidna funkcija, to postoji grani¢na vrednost od S(o), kada
max Af, — 0, 1 jednaka je povrsini krivolinijskog sektora. Dakle,

(5.1.4) S= lim ﬂ@ZEfow:%A%wfw.

max Afr—0 2

Primer 5.1.6. Izracunajmo povrsinu ograni¢enu krivom

(5.1.5) @+ =@ — ") (a>0),
koja je poznata kao lemniskata (sl. 5.1.10). Uvodenjem polarnih koordinata
x =pcosf, y=psinf,
(5.1.5) se svodi na
92 = a%cos 26 tj. 0 = aVv/cos 20.

Primenom formule (5.1.4) dobijamo

QSin 20 /4 2

1 =a". A

w/4
S:4-—/ a® cos 20 df = 2a
2 /o

0

5.2. Duzina luka krive

Neka je u prostoru R? data glatka kriva I" pomoéu parametarskih jedna-
Cina

(5.2.1) z=o(t), y=9), z=x) (a<t<p)

Pretpostavimo da se kriva I" ne preseca, tj. da ne postoji tacka na krivoj
I' koja je istovremeno slika dve razli¢ite vrednosti parametra ¢ € [a, (].

Pre nego $to predemo na odredivanje duzine luka krive, razmotri¢emo
diferencijal duzine luka krive. Sa A i B oznaci¢emo pocetnu i krajnju tacku
krive I'; koje odgovarajuju vrednostima ¢t = « i t = 3, respektivno. Dakle,
koordinate ovih tacaka su A = (¢(a), ¥ (@), x(@)) i B = (¢(8), ¥(8), x(8))-

Za dve proizvoljne tacke T i Ty krive I' reéi ¢emo da je tacka T3 ispred
tacke 75 na krivoj I', u oznaci T} < T3, ako tacka T} odgovara manjoj
vrednosti parametra t, tj. ako je t; < to, gde su 71 = ((t1),¥(t1), x(t1)) 1
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Ty = (p(t2),¥(t2), x(t2)). Ovim se, u stvari, orijentise kriva I' u skladu sa
porastom parametra ¢.

U smislu prethodne orijentacije krive, uo¢imo na krivoj I' uredeni niz
tacaka {T}}}_, tako da je

A=Ty<T1 < - <Tp_1<Tp <---<T, =B,
§to odgovara uredenom nizu vrednosti parametra {t;}}_, za koji je
a=tg <t < - <tp_1<tp<---<t,=Pp.

Sa Asj, oznacimo duzinu duzi T}, 7', a sa S duzinu odgovarajuce poli-
gonalne linije TyTy - - - T, koja je upisana u I, tj.

(5.2.2) = Asp = Az + (Ayp)? + (Az)?,
k=1 k=1

gde su

Az = @(tg) —p(tk-1), Ay =P(tr) —P(te—1), Azp = x(tk) — x(tr-1) -

Definicija 5.2.1. Za krivu I" kazemo da je rektifikabilna ako postoji sup{S}
uzet preko svih moguéih poligonalnih linija upisanih u I".

Supremum iz ove definicije predstavlja duzinu luka krive I

Teorema 5.2.1. Ako funkcije t — (t), t — P(t), t — x(t) imaju nep-
rekidne izvode na |o, (], tada je kriva I', definisana pomoéu parametarskih
jednacina (5.2.1), rektifikabilna.

Dokaz. Podimo od (5.2.2). Primenom Lagrangeove teoreme imamo

Az = @' (&) Aty,  Ayp = (ne)Aty, Az = X' (k) Aty,

gde su &, Mk, Ck € (tk—1,tx), k= 1,2,... ,n. Tada se (5.2.2) moze pred-
staviti u obliku

(5.2.3) S=> V& &)+ () + X' (G)? Aty

k=1
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Ako sa P,(Q, R ozna¢imo redom najveée vrednosti modula izvoda ¢'(t),
Y'(t), X' (t) na [a, (], tada za (5.2.3) vazi sledeéa nejednakost

(5.2.4) S<VPP+ QP+ R2Y Aty =(B-a)VP2+Q + R?,
k=1

Sto znaci da postoji sup{S}, jer je skup {S} ogranicen. [

Oznacavajuéi sa p,q,r redom najmanje vrednosti modula izvoda ¢’(t),
P'(t), X' (t) na [a, B], moguée je dati ogranic¢enje za S i sa donje strane

(5.2.5) S>B—a)Vp*+q>+1r2.

Kombinujuéi nejednakosti (5.2.4) i (5.2.5) nalazimo procenu za duzinu
luka L = I(I") = sup{S} u obliku

(5.2.6) B-a)VP+@+r<L<(B-a)/P?+Q2+R2.

Deo luka krive I" od pocetne tacke A do neke proizvoljne tacke T' € I', koja
odgovara vrednosti parametra t, ozna¢imo sa AT, a odgovarajuéu duzinu tog
luka sa s = [(AT'). Ocigledno, s je funkcija parametra ¢.

Posmatrajmo sada prirastaj funkcije ¢ — s(t) u proizvoljnoj tacki ¢t €
[, B], ako je At odgovarajuéi prirastaj parametra ¢t. Dakle, na segmentu
[t,t + At] ocenimo

As = s(t+ At) — s(t).

Akosap,q,ri P, Q, R ozna¢imo redom najmanje i najveée vrednosti mod-
ula izvoda ¢'(t), ¥'(t), x'(t) na [t,t + At], koriséenjem (5.2.6), nalazimo

A
VPP < S S VPP QAR

Imajuéi u vidu neprekidnost funkcija ¢’, 7', x’, jednostavno dobijamo da
je

=2 / 2
Alggom Ve )2+ (£)2 + X (8)2.

Istu jednakost dobijamo i u sluc¢aju kada uzmemo da je At < 0.

Ovim smo dokazali sledece tvrdenje:
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Teorema 5.2.2. Ako funkcije t — @(t), t — ¥(t), t — x(t) imaju nepre-
kidne izvode na |o, (], tada za svako t € («a, 3) vazi

—\/so 29 (0)2 + X (1)2.

Kako je s(a) = 01 s(8) = I(I') = L, na osnovu prethodne teoreme i
Newton-Leibnitzove formule zaklju¢ujemo da vazi sledeé¢i rezultat:

Teorema 5.2.3. Ako funkcijet — (t), t — ¥(t), t — x(t) imaju neprekid-
ne izvode na |, B8], tada je duzina luka krive I', definisane pomocu (5.2.1),
data sa

(5.2.7) L:/ﬁ ds:/ VO O+ (02 + X (12 dt .

Primer 5.2.1. Neka je data kriva
T =acost, y=asint, 2z = abt (a,b>0, 0<t<2m).

Kako je dr = —asintdt, dy = acostdt, dz = abdt, koriséenjem formule
(5.2.7), nalazimo

27 27
L:/ VaZsin?t + a2 cos?t + a2b2dt = a V1+0b2dt =2ma/14+02. A
0

0

Kada imamo slucaj krive u ravni Ozxy, tj. kada je z = 0, formula (5.2.7)
svodi se na oblik

B B
G28) L= [ VEORrORd= [ i
Najzad, ako je takva kriva definisana jednacinom

y = f(x) (a <z <),

gde je f neprekidno-diferencijabilna funkcija na [a,b], stavljajuéi t = = i
y = f(z), formula (5.2.8) postaje

(5.2.9) L= /b\/1 (@) do — /b\/l—i-y’(a:)?dx.
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Na kraju ovog odeljka razmotri¢emo i sluc¢aj odredivanja duzine luka krive
koja je zadata u polarnim koordinatama

(5.2.9) e=f0) (a<0<p).

Kako su z = pcosf i y = psiné, gde je o dato pomocu (2.5.9), jednos-
tavno se dobijaju parametarske jednacine krive

x = f(0)cosh, y= f(0)sind (a<0<0).
Njihovim diferenciranjem nalazimo
&= f'(0)cosf — f(A)sinf i ¢ = f'(0)sinh+ f(0)cos,
odakle zaklju¢ujemo da je
@2+ 9% = [0 + f(0)* = 0 + 0.

Prema tome,

B
(5.2.10) L= / Vo2 +02do.

07

Primer 5.2.2. Odredi¢emo duzinu luka kardioide definisane pomodéu
0= a(l+ cosb) (a>0, —w<0<m).

Kako je ¢ = —asin @, primenom formule (5.2.10) nalazimo

™ ™
L:/ \/aQSin29—|—a2(1—|—c059)2d9:2a/ V24 2cosfdb,
—T 0

tj.
s
=8a. A

s
L:4a/ cosgd9:8asing
0 2 2 |
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5.3. Zapremina obrtnog tela

Razmotrimo najpre jedan opstiji slucaj.

Neka je dato proizvoljno telo 7 (sl. 5.3.1) i neka je poznata povrSina
preseka ovog tela sa ravnima upravnim na izabranu osu x. Dakle, zahteva
se poznavanje funkcije

S = S(x).
Primetimo da je S(a) = S(b) = 0.

Pod pretpostavkom da je funkcija 2 — S(z) neprekidna na [a, b], moguée
je jednostavno odrediti zapreminu datog tela 7.

Uocimo proizvoljnu ¢ podelu segmenta [a, b] nizom tacaka {zj}}_, tako
da je

(5.3.1) a=xg <11 < < Tp_1 <R <--<xp=>b.

Na svakom podsegmentu [z _1, 2k izaberimo po jednu proizvoljnu tacku &
i u tim tackama postavimo ravni normalne na z-osu. Odgovarajuée povrsine
preseka ovih ravni sa datim telom 7 biée S(&). Koristeéi dobijene pre-
seke kao osnove, formirajmo elementarne cilindre sa odgovarajuéim visinama
Ay = 2, — xp_1. Na taj nacin dobili smo telo sastavljeno od n elementarnih
cilindara ¢ija je zapremina jednaka

n

(5.3.2) V(o) = S(&) Ay,

k=1

gde & € [zp—1,7%) (K=1,2,...,n).

Kako suma (5.3.2), oc¢igledno, predstavlja Riemannovu sumu za neprekid-
nu funkciju z — S(x) na [a, b], moze se formulisati slede¢i rezultat:

Teorema 5.3.1. Ako je funkcija © — S(x) neprekidna na [a,b] tada je
zapremina tela T data sa

max Az —0

(5.3.3) Ve lm V()= /bS(x)dw.

Primer 5.3.1. Neka je data kruznica poluprec¢nika R

(5.3.4) 2+ =R?
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i neka je normalno na ravan Oxy postavljen elasti¢ni kvadrat, ¢ija dva suprotna
temena leze na kruznici tako da je odgovarajuéa dijagonala kvadrata paralelna sa
y-osom. Izrac¢unajmo zapreminu tela koje nastaje kada centar elasticnog kvadrata
klizi duz z-ose.

Kako je povrSina preseka ovog tela sa ravnima upravnim na osu z jednaka
povrsini kvadarata, to je

S(z) = %dz,

gde je, na osnovu (5.3.4), dijadonala kvadarata, kao funkcija od z, jednaka d =
d(z) = 2/R2 —z2. Dakle, S(z) = 2(R? — 2?) pa je zapremina tela, saglasno
(5.3.3),

+R R
V:/ Q(RQ—xQ)dx:zl(R?x—lx?’)‘ _8Rp3. 4
—R 3 0 3

Posmatrajmo sada telo koje se dobija rotacijom krivolinijskog trapeza,
ogranicenog krivom y = f(x), xz-osom i pravama = = a, x = b, oko z-ose, pri
¢emu pretpostavljamo da je x — f(x) neprekidna i nenegativna funkcija na
[a,b] (videti sl. 5.3.2).

Zapremina ovakvog tela izracunava se veoma jednostavno primenom for-
mule (5.3.3), jer je S(x) povrsina kruga sa polupre¢nikom r =y = f(z), tj.
S(z) = mf(z)?.

Dakle, kao dirktnu posledicu teoreme 5.3.1, imamo sledeéi rezultat:

Teorema 5.3.2. Neka je x — f(x) neprekidna funkcija na [a,b]. Zapremina
tela dobijenog rotacijom krivolinijskog trapeza, ograniéenog krivomy = f(x),
x-0som i pravama r = a, * = b, oko x-ose, data je pomocu

b b
(5.3.5) V:ﬂ'/ f(z)? dx:ﬂ/ y*dx .

Primer 5.3.2. Odredi¢emo zapreminu torusa koji se dobija rotacijom kruga
2+ (y—RZ*<r? (R>r)

oko x-ose.

Trazena zapremina torusa, na osnovu (5.3.5), jednaka je

V=7r/+r (yg—y%) dz,

—Tr
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gde su
y1 = R—V/r2 — a2 i g =R+Vr2—a2.
Kako je
Y5 —yi = (y2 —y1)(y2 +y1) = 2R -2/ 12 — 22 = AR+\/7r2 — 22|
imamo

+r 2
V =n-4R \/T2—x2dx:47rR~TT7r:2Rr27r2. A
—Tr

Razmotrimo sada rotaciju krivolinijskog trapeza T', ograni¢enog krivom
y = f(x), z-osom i pravama = = a, x = b, oko ose z = ¢, gde ¢ & (a,b)
(videti sl. 5.3.3). Na taj nac¢in se dobija rotaciono telo ¢iju zapreminu V
treba odrediti.

Uoc¢imo proizvoljnu o podelu segmenta [a,b] datu pomoéu (5.3.1) i na
svakom podsegmentu [zy_1, )] izaberimo po jednu tacku &, k= 1,... ,n.
Rotacijom pravougaonika sa osnovicom Ay = z; — xg_1 1 visinom f(&x) oko
ose x = ¢ dobijamo elementarno telo (,,prstenasti valjak®) ¢ija je zapremina
jednaka,

T+ Tp_1

AVk:ﬂ(xk—0)2—(xk_1—c)2|f(£k) :271" 5

— | (&) Aa.

Zapremina svih n tako dobijenih elementarnih tela jednaka je
- "o+ xg
(5.3.6) V(o) = kz_:l Ay = kaz_:l‘ T c‘f(gk)mk.

Uzimajudi da je { = (xp +xr—1)/2, (5.3.6) postaje Riemannova suma za ne-
prekidnu funkciju z — 27|z —c|f(x) na [a, b], tako da je zapremina dobijenog
rotacionog tela

max Az —0

b
(5.3.7) V= lim V()= 277/ |z — | f(z) du.

Za c = 0 dobijamo zapreminu tela koje se dobija rotacijom krivolinijskog
trapeza 1" oko y-ose

b
V:27T/ |z| f(x) dx.

Primer 5.3.3. Odredi¢éemo zapreminu tela koje nastaje rotacijom parabole
y? = 8z oko ose & = 2 (videti sl. 5.3.4).
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X=c

e T e

v ~

=

Sl. 5.3.3

Na osnovu (5.3.7) imamo

2
V:2-27r/ \/8$(2—$)d$:%.
0

Do istog rezultata mogli smo do¢i i na osnovu teoreme 5.3.1, integracijom po
y-osi. U tom slucaju, imamo da je

S(y) =2 —a)* = (2 - %f)z,

pa je
4 4 2
1 256
V:2/ S(y)dy:2/7r 2——y2 dy:—ﬂ. A
0 0 8 15
Primer 5.3.4. Neka je figura F' ograni¢ena parabolom y = —22 4+ 32 +6i
pravom y = z + 3 (videti sl. 5.3.5). Odrediéemo zapreminu tela koje nastaje
rotacijom figure F' oko ose © = —3.

Tacke preseka date parabole i prave y = 43 su A(—1,2) i B(3,6). Koris¢enjem
(5.3.7) imamo

3
V:27r/ (z+3)[(—2* + 32+ 6) — (z +3)] dz
-1

3
:27r/ [—x3—x2+9x+9]dx:¥. A
-1
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5.4. Povrsina obrtnog tela

Neka je data glatka kriva y = f(x), gde je f neprekidno-diferencijabilna i
nenegativna funkcija na [a, b]. Luk ove krive nad odseckom |[a, b] pri rotaciji
oko z-ose obrazuje rotacionu povrs, ¢iju povrSinu P treba odrediti.

Kao i u odeljku 5.2, uo¢imo na krivoj y = f(z) uredeni niz tacaka {7} }7_,
tako da je

A=Ty<Th1 <- - <Tp_ 1 <Tp <---<T, =B,
Sto odgovara uredenom nizu apscisa {xy }7_, za koji je
(5.4.1) a=T0 <21 < < T < T < v+ < xpy = b
Sa Asj oznac¢imo duzinu elementarne tetive Wk (k=1,2,...,n).

Rotacijom oko z-ose, tetiva T}, 1T, opisuje omotac¢ elementarne zarubljene
kupe, ¢ija je povrsSina jednaka

AP, = o Yk=1 T Yk Asp,

2
gde su
Ay, 2
Y — f(xk), Ask = \/(Aa:k)2 + (Ayk)2 = 1 + <A—l’k> Aa:k,
Axp = T — Th—1, AYr = Yk — Yk—1 -

Kako, na osnovu Lagrangeove teoreme, postoji {x € (xx_1,x) takvo da

A:Ek Tk — Tk—1

je

zakljuCujemo da je

As, =+/1+ f’(fk)Q Az

APk = wak;;yk vV 1 + f’(gk)Q Aﬂj‘k .
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S druge strane, zbog neprekidnosti funkcije f, postoji nx € [zp_1, 2]
takvo da je (yg—1 + yx)/2 = f(nk)-
Sumiranjem APy, za k= 1,2,... ,n, dobijamo

(5.4.2) P(o) =) AP, =21 fm)V/1+ F/(&)? Axy,,
k=1 k=1

gde je o podela data pomocu (5.4.1).

Nazalost, suma (5.4.2) ne predstavlja Riemannovu sumu za funkciju

x = P(x) = 2mf(x)y/ 1+ f'(2)?,

jer se u sumi (5.4.2) pojavljuju po dve razlic¢ite vrednosti & i 7, u svakom
podsegmentu [xj,_1, x;]. Medutim, neprekidnost funkcije*®) ¢ na [a, b], obez-
beduje da je

(5.4.3) lim P(o)= lim P(0),

max Axy—0 max Axg—0
gde je
(5.4.4) P(o) =27 Y f(&)V1+ (&) Axg.
k=1

Imajuéi u vidu (5.4.3) i (5.4.4) moze se formulisati slede¢i rezultat:

Teorema 5.4.1. Neka je x — f(x) neprekidno-diferencijabilna nenegativ-
na funkcija na la,b]. Luk krive nad odseckom [a,b] pri rotaciji oko x-ose
obrazuje rotacionu povrs, ¢ija je povrsina data sa

b
(5.4.5) P= 2#/ f@)V1+ f'(x)?dx.

Primer 5.4.1. Odredi¢emo povrsinu torusa iz primera 5.3.2. Koriséenjem no-
tacije koja je tamo uvedena i formule (5.4.5), imamo

+r
P:27r/ <y1 1492 4y 1—|—y’2> dz .
(VTR ey

46) Ovo je posledica neprekidnosti funkcije f/ na [a, b].
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Kako su y] = x/vVr2 — 22 i yh = —2/v/r? — 22, imamo da je

1+ g2 1+ :
Vit =y1eg =
pa je
+r r
P = 271'/ 2R - __r dx = 87 Rr arcsin g 471'2R7“. A
—r r2 _ g2 T 10
6. ZADACI ZA VEZBU

6.1. Odrediti integrale:

1 T
1° d 2° d
/w5—w4+w3—x2+x—1 v /(x—l)Q(x—Fl)?’ “

1 1 4+ 1
° —— d 4o [ ——d ° dx.
s /(x4— 1)3 “ /x6+1 5 8 /wﬁ—i-l v

Uputstvo. Podintegralne funkcije prethodno razloziti na parcijalne razlomke.

Rezultat. Trazene primitivne funkcije su:

1 —1)2 2x — 1
1° — log @7) — @ arctan id + C,
6 22 +x+1 3 V3
1 2
90 & ‘_ +C (z#+1),

8 (m—l)(x+1)2
1 725 — 11z 21

21
ﬁerHg og — — arctanz +C (xz # *1),

64

xfl‘
x+1

1 1 1 2 3z+1
4° = arctanz + - arctan(z3) + —— log w + C,
2 6 43 T 22 —-Br+1

1
5° arctan z + 3 arctan(m3) + C.
6.2. Izracunati sledece integrale:

Va4 R x
——— duz, 2 dx
x +1 Vr+2++vx+1

Rezultat. Trazeni integrali su:

1° log(x + vz2 + 2) + arctan ——

+ C,
V2 42
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2° % (z4+2)Bx—4)Vr+2— 12—5 (z4+1)(3z—2)vVx+1+C,
6.3. IzraCunati integrale:

1
1° /sinxsingsingdw, 3° /7d:r (cosa # 0),

sinx — sina

1
2° /sin3 2z cos? 3z dx, 4° / - der (—m <z <m).
2sinxz —cosz + 5

Rezultat. Odgovarajuce primitivne funkcije su:
3 T 3 S5z 3 Tx 3

o BT 3 063 s E L3 U
1 cos cos cos + cos + C,
2 6 10 6 14 6 32 6

3 3 3 1 1
2° —— cos2x + — cosdxr — — cos8x + — cosb6x + 195 cos 12z + C,

. T—a
1 sin
3° -lo + C,
cosa & costra
2
T
1 3tan§+1
4° — arctan ——=—— + C.
V5 NG

6.4. Odrediti skup svih primitivnih funkcija funkcije

1 Ljz+1
w'_)f(x)_l—az Vao—-1"

6.5. IzraCunati integrale

o e 1 [
- 1 e —
(a +bcosx)n v (a+ bsinx)” v

6.6. Na osnovu definicije odredenog integrala, dokazati sledeé¢e jednakosti:

4 25 b1 1 1
1° [(4a)de =2 3 [ gde=--7
,fl( +o)d 27 ;[3:2 YTy
b bh _ g /2
20 [2Pdr = , 4° [ sinzdz = 1.
a 4 0

6.7. Dokazati jednakost

(1)

3
x| =
I
3

—

|

—_
N—
>
N\
> 3
~__
x| =
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Uputstvo. Posmatrajuéi sumu na levoj strani jednakosti (1), posluziti se jednakostima

1 1
% = /tkl dt = /(1 — )1 da.
0 0
6.8. Proveriti jednakosti:
Llog(1 + mlog 2
-] 8( i ) gp = Tlog2.
o 1+=z 8
/2 : 2
S x COS T s
J= | x + dr = —-
Of <1—|—COSQ:L" 1+sin2x> 8
Uputstvo. 1° Uvesti smenu x = tant. 2° Uvesti smenu x = g —t.
6.9. Ako je n prirodan broj dokazati jednakosti
iy ™
7T . . T . nm
In:/cosnmcos"$d:n:2—n, Jn:/smn:nsmnazdeZ—nﬁn?.
0 0
Uputstvo. Odrediti prethodno odgovarajuée rekurentne relacije.
6.10. Odrediti integral:
[:/\/a:3 + zt dx
Uputstvo. Za podintegralnu funkciju vazi jednakost
a3+t = m2(1 + x_l)l/Q.
2 _ \/
Rezultat. [ = % vz +22 + % log w +C.
xX
6.11. Ako su integrali
i 1 i 1 i 1
ogt ogt . ogt
I= 8% at, = [22"at i = [28la
1—¢t2 1—-t 1+1¢
0 0 0

konvergentni integrali, odrediti njihove vrednosti.

Rezultat. Sva tri integrala konvergiraju, a njihove se vrednosti:

= L=-" i pp=-=
8’ ! 6 ! 2 12
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lako dobijaju iz skupa jednakosti

1
I + 1> =21 i 11—122511.

6.12. Proveriti jednakosti:

too 2

1° /1—1—13:4dx:%/§’ 3° /%d:p:ﬂﬁ,
_+OO e / ™

> /<x—2+1/‘2>2dx:ﬁ’ /12—x ="

0

6.13. Neka je I(m,n) = /tm(l — t)"dt). Odrediti a,b,c tako da vazi
0

rekurentna relacija

al(m,n)+bl(m—1,n—1) (1 —xz)"(cx —n),

a zatim izracunati integral I = / VT 1 il

6.14. Metematickom indukcijom ili na neki drugi nac¢in dokazati jednakost

—+oo
1 _@n-1n
/ Grop@= g * (@M

6.15. Dokazati jednakosti:

—+oco

o /§<(1j$)n—(l+i/a)n>dx:10g|a| (@€R, a#£0),

0
w/2

2° /(COS x)* cosax dr = (a €R, a>—1),

T
2a+1

/log sinz) dr = —mlog 2.
0
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6.16. Odrediti povrsinu S figure koju omeduju:
1° Elipse: b%z? + a?y? = a?b? i a’z? + b*y? = a?b?,
2° Parabole: 2(y—1)2 ==z i (y—1)2%=z2—1,
3° Krive: y=2 iy=x+sin’z (0<z<n),
4° Krive: y=(z+1)? ax=sinty i y=0 (0<y<1).

b 4 1 2
Rezultat. 1° S =4abarctan—, 2° S=-, 3° S= E, 4° S = -+ —.
a 3 2 3 9w

6.17. Odrediti duzine odgovarajuéih lukova krivih odredenih jednakostima:

1° y? =42 (0<2z<3), 2° y =log cosx (O§x§a<g),
50 {x:a(cost+tsint), 0 x = cos* t,
y = a(l — cost), { y = sin*t,
® p=g(pts) G<p<a @ =2 (I<p<l).
2 P 1+ cosp 27 72

Rezultat. Duzine odgovarajuéih lukova su:

1° s = 4V3 +2log(v3+2), 2° 5 log tan(% n g) 3° s — 22,

2
403:1+§(1+\/§), 5OS:2+%1og3, 6° s = 2(V2 + log(1 + v2)).
6.18. Odrediti zapreminu V elipsoida

2 2 2

x Y z
—+5+—==1
a? b2 2
4abcw

Rezultat. V = 3 .

6.19. Ako je S velicina povrsine i V veli¢ina zapremine tela koje se dobija
rotacijom kardioide

p=a(l+cosf) (0<0<2m)

32427 a3
iV = .
5 3

oko polarne ose, dokazati da je S =

6.20. Krive
y=f@ =@+ Da-De+) i y=ga)=-; 622

odreduju kona¢nu figuru u ravni Ozy. Odrediti povrsinu te figure.



VI GLAVA
Teorija redova

1. NUMERICKI REDOVI

1.1. Osnovni pojmovi

Neka je dat niz {u, }nen u normiranom linearnom prostoru X. U takvom
(metrickom) prostoru definisano je sabiranje elemenata i definisan je po-

jam grani¢ne vrednosti nizova (videti glavu II). Pojam (kona¢ne) sume S =
N

>~ u, moze se uopstiti na slucaj kada imamo beskonacan broj sabiraka. Na
n=1

taj nacin dobijamo tzv. beskonacni red, koji krace zovemo red. Preciznije,

imamo sledecu definiciju:

Definicija 1.1.1. Neka je {uy}nen dati niz u normiranom linearnom pros-
toru X i neka je {S,, }nen novi niz definisan pomocu:

S1 = uy,
Sg =uy + usg,
Sg = Uy +UQ+U3,
Sy =up + Uz +Fug + -+ Uy
Uredeni par nizova ({un}neN, {Sn}neN) naziva se red i oznacava kao
Uy + U2 +USF+ -+ Uy + - 5

ili, krace,

+oo
(1.1.1) > .
n=1
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Elementi niza {u, }nen nazivaju se clanovi reda (1.1.1), a elementi niza
{Sn }nen parcijalne sume ovog reda. Clan u,, se naziva n-ti ¢lan ili opsti
¢lan reda, dok je S, njegova n-ta parcijalna suma.

Ako niz {5y, }nen konvergira ka S, tada kazemo da je red (1.1.1) konver-
gentan i da je S suma reda. U protivnom, ako niz {S,, },cn divergira, za red
(1.1.1) kazemo da je divergentan.

—+oco
Dakle, u slucaju konvergentnog reda simbol » wu, oznacava ne samo taj

n=1
red, veé¢ i njegovu sumu

—+oo
S = Z Uy, -
n=1

U ovom poglavlju razmatracemo uglavnom redove u prostoru realnih ili
kompleksnih brojeva. Za takve redove kazemo da su numericki redovi.
Ukoliko je opsti ¢lan reda (1.1.1) dat pomocu neke funkcije, na primer

Up = un(z), definisane na segmentu [a, b], kazemo da se radi o funkcional-
—+oo

nom redu. Moguée je razmatrati i matricne redove oblika > U,, gde je
n=1

opsti ¢lan matrica odredenog tipa p X q.

Primer 1.1.1. U prostoru X = R posmatrajmo numericki red

—+oco

1 1 1 1
1.1.2 — = b4 4.
(1.1.2) ;n(n—l—l) 12 23732"

Kako je
n
1 1 1 1
Sn Z;kw+4) k(k+1)  k k+1°

imamo

S — 1_1 + 1_1 _|_ 1_1 _|_..._|_ l_ 1 —1_L
T\l 2 2 3 3 4 n n+1/) " n+1’

odakle zaklju¢ujemo da je red (1.1.2) konvergentan, s obzirom da je hI—E Sn = 1.
n—-+oo

Dakle, suma reda je S =1. A

Primer 1.1.2. Za numericki red

> (-5

n=1
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na isti na¢in nalazimo parcijalnu sumu
1
Sn=1— ———.
" (n+1)e

Ako je a > 0 red je konvergentan i njegova suma je S =1. A

Primer 1.1.3. Harmonijski red

Ry | 11
1.1.3 I T

je divergentan. Parcijalne sume ovog reda ¢ine harmonijski niz koji je divergentan
(videti primer 2.1.2, glava II). Da¢emo ovde jos jedan dokaz divergencije harmo-
nijskog reda.

Na osnovu nejednakosti (1 + 1/k)* < e (k € N) (videti primer 1.3.13, glava II)
imamo

% > 1og(1 + %) (k € N).

Zato za parcijalne sume harmonijskog reda vazi

n n n
Sy = Z % > Z log<1 + %) = Z(log(k}-ﬁ- 1) —log k) = log(n + 1),
k=1 k=1 k=1

odakle zaklju¢ujemo da je liI_E Sn = +o0, tj. da red (1.1.3) divergira. A
n—-+oo

Primer 1.1.4. Neka je opsti ¢lan reda up = up(x) = ™. Takav red

“+oo
(1.1.4) > a”
n=1

se naziva geometrijski red. Ovo je jedan od najprostijih funkcionalnih redova.

Opétije, mogu se razmatrati tzv. stepeni ili potencijalni redovi, ¢iji je opsti ¢lan
dat pomoéu un = un(z) = an(z — a)”, gde je {an}nen dati numericki niz, a a
data realna konstanta.

Parcijalna suma reda (1.1.4)je

“ n (x=1),
Sn = Sn(x) = o
@ ,; { (@ —a")/(1-2) (z#1).
Kako je

ot z/(1—x) (-l<z <),
li —_— = —
n—lﬁ-loo 11—z >0 (:13 > 1)7
ne postoji (z < -1),
zakljucujemo da je red (1.1.4) konvergentan za —1 < z < 1, sa sumom S = S(x) =
/(1 —x), a divergentan za © < —1 i z > 1. Kao §to vidimo suma reda je, takode,
funkcija od z. A
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+oo
Definicija 1.1.2. Neka jered > u,, konvergentan, ¢ija je suma S i neka je

1
S» njegova n-ta parcijalna suma. Razlika

+oo
(1.1.5) Ry=8—-S,= Y
k=n+1

naziva se ostatak reda.

Na osnovu prethodnog, jasno je da svaku teoremu koja se odnosi na nizove
(videti glavu II) mozemo jednostavno preformulisati za redove, stavljajuéi
uy = S, ug = Sy — Sy, ug = S3 — Ss, itd. Tako na primer, opsti Cauchyev
kriterijum za konvergenciju realnih nizova (X = R), dat teoremom 2.1.3,
glava II, moze se formulsati na slede¢i nacin:

—+oco
Teorema 1.1.1. Red ) u, konvergira ako i samo ako za svako € > 0
postoji prirodan broj nontalkav da da je

D
k=n
Nejednakost (1.1.6) sleduje iz nejednakosti | Sy, —S,—1] < & (m > n > ng),
pri cemu je
Sm - Sn—l = (Sm - Sm—l) + (Sm—l - Sm—Q) + - (Sn - Sn—l)

= Uy, + Upp—1 + *** + Up.

(1.1.6) <e (m>mn>mng).

U specijalnom slucaju, kada je m = n, nejednakost (1.1.6) se svodi na
nejednakost
lun| <& (n <mno),

§to, u stvari, daje sledeéi rezultat:

+oo
Teorema 1.1.2. Ako je red Y w, konvergentan, tada njegov opsti clan tezi
n=1
nuli, tj. lim w, = 0.
n—-+oo

Obrnuto tvrdenje ne vazi, $to je evidentno iz primera 1.1.3. Dakle, uslov

liril u, = 0 je potreban, ali ne i dovoljan za konvergenciju reda.
n—-+oo

Primer 1.1.5. Red 1 —1+1—1+--- je divergentan. Njegov opsti ¢lan ne
tezi nuli. A

Sledeca svojstva odnose se na konvergentne numericke redove:
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+oo
Teorema 1.1.3. Ako je S suma konvergentnog reda Y uy, (u, € C) i A
n=1
+oo
proizvoljna kompleksna konstanta, tada je red > Au,, takode, konvergentan
n=1
i njegova suma je AS.

Dokaz. Neka su S,, = z up i S, = z Auyg, tada je, ocigledno, S/ =

AS,. Kako je lim S, = S zakljucujemo da postoji grani¢na vrednost

n—-+oo

niza {5} }nen 1 da je ona jednaka AS. O

+o0o
Teorema 1.1.4. Ako su redovi Y w, i Y, v, konvergentni, tada je red
=1 =1
+oo n n
> (up, + vy), takode, konvergentan i vazi
n=1

+oo
(1.1.7) Z Up + Up) Zun—l—Zvn
n=1

—+ o0 +oo
Dokaz. Neka su U, V,,, S, redom parcijalne sume redova > uy, >, Un,
n=1 n=1

—+ o0
z (up, + vy,). Tada je S, = U, +V,,. Kako postoje grani¢ne vrednosti

hm U,i lim V,, zakljucujemo da postoji i grani¢na vrednost hm Sn
n—-+oo n—-+o00 n—-+o0o

ida je
lim S,= lim (U,+V,) = lim U,+ lim V,,
n—-—+oo n—-—+oo n—-+oo n—-—+oo

sto je ekvivalentno sa (1.1.7). O

Sledeca teorema se odnosi na konvergenciju reda i konvergenciju njegovog
ostatka.

Teorema 1.1.5. Redowvi
+oo +oo
(1.1.8) due i > w
k=1 k=m-+1
istovremeno konvergiraju ili divergiraju.
Drugim re¢ima, redovi (1.1.8) su ekvikonvergentni. Ako S, predstavlja
+oo +oo

m-tu parcijalnu sumu reda Y ug, tada >, wu predstavlja odgovarajuéi
k=1 k=m+1
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+oo
ostatak R,,. Na osnovu (1.1.5), vidimo da u slucaju kada je red » wuy

k=1
konvergentan, vazi

S = 5m + Rm,

gde je S njegova suma.

Za dokaz teoreme 1.1.5 dovoljno je primetiti da se parcijalne sume re-
dova (1.1.8) razlikuju za konstantu. Naime, ako sa S, i S/, oznacimo n-te
parcijalne sume redova koji se pojavljuju u (1.1.8), respektivno, tada imamo

n+m m-+n

m
!
Sn—i—m_sn: E Ur — E Up = E Uk,
k=1 k=1

k=m+1

§to znaci da se parcijalne sume S, 1, 1 5], razlikuju za konstantni ¢lan koji
+o0o

je jednak kona¢nom zbiru prvih m ¢lanova reda > wug.
k=1

Na osnovu ove teoreme mozemo zakljuciti da odbacivanje ili dodavanje
konacnog broja ¢lanova ne uti¢e na konvergenciju reda.

1.2. Redovi sa nenegativnim clanovima

Ovaj i slede¢a dva odeljka posveéeni su redovima sa nenegativnim ¢lano-
vima. Dakle, razmatra¢emo redove

+oo
(1.2.1) >y,
n=1
kod kojih je
(1.2.2) up >0 (n=1,2,...).

S obzirom na osobinu (1.2.2), niz parcijalnih suma {S,, },en reda (1.2.1) je
neopadajudi, Sto znaci da taj niz konvergira ka nekoj nenegativnoj vrednosti
S ili, pak, odredeno divergira ka +o0o. Prvi sluc¢aj nastupa ako je niz parci-
jalnih suma ogranic¢en sa gornje strane. Dakle, mozemo zakljuciti da je red
sa nenegativnim ¢lanovima ili konvergentan ili da odredeno divergira.

Napomena 1.2.1. Za redove sa nepozitivnim c¢lanovima vazi isti zakljucak.
Oni su ili konvergentni, ¢ija je suma nepozitivan broj, ili su odredeno divergentni,
kada niz parcijalnih suma divergira ka —oo.



NUMERICKI REDOVI 335

Posmatracemo sada dva reda

+oo
(1.2.3) >
n=1

+oo
(1.2.4) > v,
n=1

sa nenegativnim ¢lanovima u,, i v, za koje je u, = O(v,). Ovo znadi da
postoji pozitivna konstanta C' takva da je u, < Cwv,.

Teorema 1.2.1. Neka su
(1.2.5) Up >0, v, >0 (n=1,2,...)

i up = O(vy). Ako je red (1.2.4) konvergentan, tada je konvergentan i red
(1.2.3), a ako je red (1.2.3) divergentan, tada i red (1.2.4) divergira.

Dokaz. Neka je u,, = O(vy,), tj. up < Cv, za neko C > 0. Sa {U, }pen i
{Vh }nen 0znacimo parcijane sume redova (1.2.3) i (1.2.4), respektivno. Tada
je

(1.2.6) U, <CV, (n=1,2,...).

Ako je red (1.2.4) konvergentan, tada je niz {V,, } ,en ogranicen, tj. V,, <
M. Na osnovu (1.2.6) imamo da je U,, < C'M, tj. da je i niz parcijalnih suma
{U, }nen, takode, ogranicen. Kako je ovaj niz neopadajudi, zaklju¢ujemo da
je red (1.2.3) konvergentan.

Ako je, pak, red (1.2.3) divergentan, na osnovu (1.2.5) imamo da je

lim U, = 400, $to zajedno sa (1.2.6) daje lim V,, = 4o00. Dakle, i
n—-+o0o n—-+o0o

red (1.2.4) je divergentan. [
Pretpostavimo sada da je red (1.2.4) sa striktno pozitivnim ¢lanovima, tj.

da je v, > 0 za svako n € N, i da je

(1.2.7) lim % = ).

n—-—+oo (S

Tada iz prethodne teoreme direktno sleduje:
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Posledica 1.2.2. Neka je A odredeno sa (1.2.7).

(a) Ako je red (1.2.4) konvergentan i 0 < X\ < 400, tada je konvergentan
i red (1.2.3);

(b) Ako je red (1.2.4) divergentan i 0 < X\ < 400, tada je i red (1.2.3)
divergentan.

(¢) Ako je X\ konacno, tada su redovi (1.2.3) i (1.2.4) ekvikonvergentni.

Razmotrimo samo slucaj (c), tj. kada je A kona¢no. Tada, iz (1.2.7) za
proizvoljno € > 0 vazi

u
‘ muLYSY ‘< g,
Un
tj.
u
A—e< =< A+e
Un
za svako dovoljno veliko n (n > ng = ng(g)). S obzirom da mozemo uzeti da
je € < A, zakljuCujemo da vaze nejednakosti

Cl’Un < up < CQ'Un (’I’L > ’I’Lo),

gde su Cy i Cy pozitivne konstante (C; = A — e, Co = A+ ¢). Ovo znaéi
da je u, = O(vy) i v, = O(uy). Tvrdenje (c) sleduje tada iz teoreme 1.2.1.
Dakle, redovi (1.2.3) i (1.2.4) su istovremeno konvergentni ili divergentni.
Primer 1.2.1. Za ispitivanje konvergencije tzv. hiperharmonijskog reda

+o0 1
(1.2.8) > = (a>0)

n=1
moze se primeniti tvrdnje (c) iz posledice 1.2.2, pri ¢emu kao komparativni red
uzimamo konvergentni red iz primera 1.1.2. Takode, koristimo ¢injenicu da je
(1+2)* =1+ az+ o(z), kada  — 0 (videti formulu 9° iz primera 1.12.3, glava
IV), pri ¢emu stavljamo x = —1/(n + 1). Kako je

1
. nlta _1. 1
ngr}rlooi_ 1 “n 1_<1_ 1 )a
n® (n+1)o n+1
1 1
T o 1
- (- 5) o)

n+1 to n+1
1 1

1
n

(6 le% ’
nrl’ (5 ¥ 1)
zakljucujemo da je i red (1.2.8) konvergentan za svako a > 0. Ukoliko je o < 0
red je divergentan. A
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1.3. Kriterijumi za konvergenciju redova sa nenegativnim
¢lanovima

Za utvrdivanje konvergencije ili divergencije nekog reda mogu se koristiti
neke osobine njegovog opSteg Clana i na osnovu njih dobiti izvesna pravila
koja se nazivaju kriterijumi konvergencije. U ovom odeljku upoznaéemo se
sa nekim od tih kriterijuma.

Teorema 1.3.1. Neka je dat red sa pozitivnim ¢lanovima
—+oo

(1.3.1) tn,  up>0 (n=1.2,...).
n=1

(a) Ako postoje pozitivan broj q (0 < q < 1) i prirodan broj ng takvi da je
za svako n > ng

(1.3.2) Ontl <<,

n

tada je red (1.3.1) konvergentan.

(b) Ako postoji prirodan broj ng takav da je za svako n > ng

Up+1
Unp,

> 1,

tada je red (1.3.1) divergentan.
Dokaz. Neka je 0 < ¢ < 1. Na osnovu (1.3.2), tj.

2
Ung+1 S qUng, Upy+2 S qUny+1 S q Ung, ey

zakljuéujemo da je un, 1 x < ¢Fuy,, za svako k € N. Kako je red

“+ o0 —+oo
k_ k_ 4
u’noq - u?’LO q - u?’LO
k=1 k=1

1—gq

+oo
konvergentan, na osnovu teoreme 1.2.1, imamo da je i red > wu, kon-
n=ng+1
vergentan. Kako se red (1.3.1) razlikuje od ovog reda samo za konacan broj
¢lanova (tacnije, ng prvih ¢lanova) zaklju¢ujemo da je i red (1.3.1) konver-
gentan.
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Obrnuto, ako postoji ng takvo da za svako n > ng vazi u,41/u, > 1, tada
imamo
Ung+1 Z U s Ung+2 Z Ung+1 2 Unyg ltd

Kako je ug > 0 moze se zakljuciti da opsti ¢lan reda ne tezi nuli jer je
ogranicen pozitivnom konstantom sa donje strane. Zato red (1.3.1), u ovom
slucaju, divergira. [

Ponekad je jednostavnije koristiti sledeéu posledicu teoreme 1.3.1. Inace,
tvrdenje teoreme 1.3.1 je poznato kao D’Alembertov*” kriterijum.

Posledica 1.3.2. Neka je za red sa pozitivnim clanovima (1.3.1)

. Un+1
lim /L — 4.

n—+00  Up

Ako jed < 1, red (1.3.1) je konveregentan, a ako jed > 1 red je divergentan.

+o00
Primer 1.3.1. Zared > — imamo
n=1 n!

|
lim Y+ 11 = lim L _
n—-+oo l/n' n—+oon + 1

)

sto znaci da je red konvergentan. Stavise, i red sa opstim ¢lanom uy, = z™/nl, gde
je x > 0, je konvergentan jer je

lim 24l i 0. A

n—-+oo  Unp n—+oon+ 1 o

Sledeca teorema daje tzv. Cauchyev kriterijum za konvergenciju redova.

Teorema 1.3.3. Neka je dat red sa nenegativnim clanovima
—+oo

(1.3.3) Zun u, >0 (n=1,2,...).
n=1

(a) Ako postoje pozitivan broj q (0 < g < 1) i prirodan broj ng takvi da je
za svako n > ng

(1.3.4) Yun < g <1,

dati red je konvergentan.

47) Jean le Rond D’Alembert (1717-1783), francuski filozof i matematicar.
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(b) Ako postoji prirodan broj ng takav da je za svako n > ng

Vin > 1,
tada dati red divergira.

Dokaz. Ako zan > ng vazi (1.3.4), tada je u,, < ¢". Kakojeza0 < ¢ < 1,
geometrijski red +ZOO q" konvergentan, zaklju¢ujemo da je i dati red (1.3.3),
takode, konvergegt:aln.

Medutim, ako je {/u, > 1, tj. u, > 1, za svako n > ng, iz divergencije
reda +ZOO 1 sleduje divergencija datog reda (1.3.3). O

n=1
Posledica 1.3.4. Neka za red sa nenegativnim élanovima (1.3.3) postoji
granicna vrednost
lim u, =d.
n—-—+oo

Ako je d < 1, red (1.3.3) je konvergentan, a ako je d > 1 red je divergentan.

+too 1
Primer 1.3.2. Zared ), — imamo u, = 1/n". Kako je
n=1"M
lim Yun = lim 1_ 0
n—-—+oo n n—+oo N -

dati red je konvergentan. A

Primetimo da i Cauchyev i D’Alembertov kriterijum u slu¢aju d = 1 ne
daju informaciju o konvergenciji ili divergenciji posmatranog reda. U stvari,
tada red moze biti konvergentan ili divergentan. Na primer, za redove

+oo 1 +oo 1
Do i)
2
n=1 n n=1 n
imamo da je oba slucaja
. un+1 .
lim =1 lim Yu,=1
n—-—+oo Up, ’ n—-—+oo " ’

ali znamo da je prvi red divergentan, a drugi konvergentan.
Moze se pokazati da je Cauchyev kriterijum nesto opstiji od D’Alembert-

o . . . .o .. Up+1
ovog kriterijuma. Naime, moze se pokazati da iz jednakosti lim —** =d
n—+0oco Uy




340 TEORIJA REDOVA

sleduje lim /u, = d, dok obrnuto ne mora da vazi. Napomenimo, takode,
n—-+oo

da se moze izvesti opstiji Cauchyev kriterijum kod koga se ispituje veli¢ina
d = limsup Yu,.

n—-—+oo
U daljem tekstu, bez dokaza, navodimo neke strozije kriterijume za kon-
vergenciju redova sa pozitivnim ¢lanovima.

Teorema 1.3.5. Da bi red sa pozitivnim élanovima (1.3.1) bio konvergen-
tan, potrebno je i dovoljno da postoje pozitivan niz {v,} i konstanta q tako
da je

Unp,

(1.3.5) Tn

— Yng1 = q > 0.
Un+1

Ovaj kriterijum je poznat kao Kummerov®® kriterijum. Primetimo da u
slucaju 7y, = 1, ovaj kriterijum daje D’Alembertov kriterijum. Ako stavimo
Yn =n, (1.3.5) se svodi na

Un
n

—(n+1)>¢>0,
Un+1

tj.

n( Un —1) >14¢>1.
Un+1

Tako dobijamo Raabeov*® kriterijum.

Teorema 1.3.6. Red sa pozitivnim élanovima (1.3.1) je konvergentan ako
postoje pozitivna konstanta r > 1 i prirodan broj ng tako da za n > ng vazi

n( Un —1) >r>1.
Un+1

U sluc¢aju kada je dovoljno veliko n

n( Un —1) <1
unJrl

red je divergentan.

Na kraju ovog odeljka dajemo jedan jednostavan kriterijum, poznat kao
Cauchyev integralni kriterijum, koji se dobija poredenjem reda i integrala.
Posmatrac¢emo red ¢iji je opsti ¢lan dat kao funkcija od n, tj. u, = f(n).

48) Ernst Eduard Kummer (1810-1893), nemacki matematicar.
49) Joseph Ludwig Raabe (1801-1859), Svajcarski matematicar i fizicar.
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Teorema 1.3.7. Neka je funkcija x — f(x) definisana za svako x > 1 i
neka je neprekidna, pozitivna i nerastuca na [1,4+00). Tada su red

+oo
(1.3.6) > fn)
n=1
1 nesvojstveni integral

—+o0
(1.3.7) /1 f(z)dx

ekvikonvergenitni.

Dakle, red (1.3.6) konvergira ako i samo ako konvergira integral (1.3.7).
U formulaciji teoreme 1.3.7, umesto integrala (1.3.7), moze se uzeti integral

/ " f)an,

kada funkcija x — f(z) ima navedeno svojstvo na [a, +00).

Dokaz teoreme 1.3.7. Neka je k < x < k41 (k € N). Na osnovu mono-
tonosti funkcije z — f(x) na [1,4+00) imamo

f(k) = f(z) = f(k+1),

odakle se integracijom (od k do k + 1) dobijaju nejednakosti
k+1
W= [ f@)doz fk+ D).
k
Sabiranjem ovih nejednakosti za k = 1,... ,n nalazimo
n n+1 n

Stz [ f@dez Y ),

k=1 1 k=1
tj.

n+1
(1.3.8) Spe1 — F(1) < /1 f(z)dz < S,
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gde je S, parcijalna suma reda (1.3.6),

Sn=> up=>Y_ flk)
k=1 k=1
Ako integral (1.3.7) konvergira, tada je za svako n € N,

[ s [ @

Ova nejednakost i prva nejednakost u (1.3.8) daju

+oo
Suar < (1) + / f(@) de,

Sto znaci da je niz parcijalnih suma reda (1.3.6) ograni¢en odozgo. Dakle,
red (1.3.6) je konvergentan.

Ako red (1.3.6) konvergira i ako je njegova suma S, tada je S, < S za
svako n € N. Na osnovu druge nejednakosti iz (1.3.8), zaklju¢ujemo tada da
i nesvojstveni integral (1.3.7) konvergira.

Dakle, dokazali smo da red (1.3.6) konvergira ako i samo ako konvergira
odgovarajuéi integral (1.3.7). O

Primer 1.3.3. Za red

+
8

1
np

(1.3.9)

)

fl@)=—=  (2=1).

+oo
U primeru 4.7.1, glava V, analizirali smo nesvojstveni integral / - dz, gde
T
je p realan parametar, i pokazali da integral postoji za p > 1, a da za p < 1 dati
integral divergira.

Dakle, red (1.3.9) konvergira za p > 1, a divergira za p < 1. Napomenimo da
smo konvergenciju ovog reda pokazali, takode, u primeru 1.2.1, kada smo imali
p=1l4+aia>0 A
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Primer 1.3.4. U slucaju reda

“+oo “+o0

1
(1.3.10) Z (n+1)log(n+1) - Z

n=1 n=2

1
nlogn

mozemo razmatrati funkciju definisanu sa f(xz) = 1/(xzlogz) na [2,+00) i integral

+00 1 “+o0 1
/ dr = / — dt,
9 zlogx log2 t

koji je divergentan. Prema tome, red (1.3.10) divergira. A

1.4. Redovi sa ¢clanovima koji menjaju znak i alternativni
redovi

U odeljcima 1.2 i 1.3 razmatrali smo redove sa nenegativnim (ili pozi-
tivnim) ¢lanovima. Na§ zadatak je sada proucavanje numerickih redova sa
¢lanovima koji menjaju znak. Neka je takav red

+oo
(1.4.1) > .
n=1

Pored ovog reda mozemo razmatrati i red sa nenegativnim ¢lanovima |u,|,
tj.

+oo
(1.4.2) > fn.
n=1

Sa S, i A, ozna¢imo njihove parcijalne sume, tj.

n

n
Su=> w1 Ay=)|ukl,
k=1 k=1

i primetimo da je
[Sn| = Jur +ug + -+ - + up| < |ug| + |lug| + -+ + |up| = A4,.

Ovo znaci da je red (1.4.1) uvek konvergentan kada konvergira red (1.4.2).
Naravno, obrnuto ne vazi, tj. kada je red (1.4.1) konvergentan, red (1.4.2)
moze biti konvergentan ili divergentan. Napomenimo da na ispitivanje kon-
vergencije reda (1.4.2) mozemo primenjivati kriterijume razmatrane u pret-
hodnim odeljcima.
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Definicija 1.4.1. Za red (1.4.1) kazemo da je apsolutno konvergentan ako
je red (1.4.2) konvergentan.

Definicija 1.4.2. Za konvergenan red (1.4.1) kazemo da je semikonvergen-
tan (uslovno konvergentan) ako je red (1.4.2) divergentan.

Napomenimo da na ispitivanje konvergencije reda (1.4.2) mozemo primen-
jivati kriterijume razmatrane u prethodnim odeljcima (na primer, D’Alam-
bertov kriterijum, Cauchyev kriterijum, itd.). Tada, u slu¢aju dokazane
konvergencije reda (1.4.2), mozemo zakljuciti da red (1.4.1) konvergira i to
apsolutno. Medutim, ako dokazemo da red (1.4.2) divergira, tada mozemo
zakljuciti samo da red (1.4.1) ne konvergira apsolutno.

too (Tt
Primer 1.4.1. Red > BT je apsolutno konvergentan jer je red njegovih
n=1
apsolutnih ¢lanova konvergentan (geometrijski red sa koliénikom 1/2). Dakle, ovde
imamo
U S S
202 4 8 3
n=1
i
+oo
1 1 1 1
— —Z 44+ Z4...=1. A
Z 2n 2 + 4 + 8 +
n=1
too (!
Napomena 1.4.1. U narednom tekstu dokazademo da je red > ~————
n=1 n

konvergentan. Medutim, ovaj red nije apsolutno konvergentan jer je odgovarajuci
red njegovih apsolutnih ¢lanova divergentan (harmonijski red).

—+o0
Definicija 1.4.3. Za realni numericki red ) u,, kazemo da je alternativan
n=1
ako je
UpUpt1 <0 (n=1,2,...).

Drugim rec¢ima, ¢lanovi alternativnog reda naizmenicno su pozitivni i neg-
ativni (ili obrnuto). Ne umanjujuéi opstost, mozemo posmatrati samo slucaj
kada je prvi ¢lan pozitivan, tj. u; > 0. Tada se alternativni red moze pred-
staviti u obliku
+oo

(1.4.3) (-1 'an,  an>0 (neN).
n=1

Ovde smo uzeli da je u, = (—1)""a, (n € N).

Za konvergenciju alternativnog reda (1.4.3) vazi sledeéi kriterijum, poznat
kao Leibnitzov kriterijum:
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Teorema 1.4.1. Ako apsolutne vrednosti clanova reda (1.4.3) monotono
opadaju 1 teZe nuli, tj.

(1.4.4) ap > Apt1 >0 (n=1,2,...)
1
(1.4.5) lim a, =0,

n—-—+o0o

alternativni red je konvergentan. U tom slucaju ostatak reda R, je po apso-
lutnoj vrednosti mangi od prvog zanemarenog ¢lana i ima isti znak kao i taj
clan, tj.

R,=5-5,=X-1)"an41 (0< A<,

gde su S i S, suma reda i n-ta parcijalna suma, respektivno.

Dokaz. Za alternativni red (1.4.3) posmatrajmo, najpre, parcijalne sume

parnog indeksa, tj.
2n

SQn - Z(_l)kilaka

k=1

koje se mogu predstaviti u obliku
Sop = (al — (12) + ((13 — CL4) + -+ (agn_l — agn).

Na osnovu uslova (1.4.4), zakljuéujemo da je {Sa,, } ;79 pozitivan i monotono
rastudi niz. Kako je

Son = a1 — (az —ag) — (as —as) — -+ — (A2p—2 — G2n—1) — G2, < a1,

vidimo da je ovaj niz i ograni¢en. Dakle, zakljuéujemo da je niz parcijalnih
suma parnog indeksa konvergentan. Neka je lirJrr1 Son = S.
n—-1+0oo

S druge strane, imamo da je So,4+1 = Sap, + a2n41. Kako je zbog uslova
(1.4.5), liril asn+1 = 0, zakljuéujemo da i niz parcijalnih suma neparnog
n—-roo

indeksa konvergira ka istoj vrednosti S, tj.

lim Sgn+1: lim Sgn+ lim a2n+1:S.
n——+oo n—-+oo

n—-—+oo

Dakle, niz parcijalnih suma {S),},en je konvergentan, ili, Sto je ekviva-
lentno, alternativni red (1.4.3) je konvergentan.
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Primetimo da za red (1.4.3) vaze nejednakosti
(146) Sgn < S < Sgn,1 (n: 1,2,)

Prva nejednakost je ocigledna, s obzirom da S predstavlja grani¢nu vrednost
monotono rastuéeg niza {S,} 2. Da bismo dokazali drugu nejednakost u
(1.4.6) dovoljno je primetiti da je

Son+1 = Son—1 — (a2, — a2n11) < Son_1,

tj. da je niz {Sgn,l}:{‘x’l monotono opadajuéi, ¢ija je granica opet S.

Na osnovu nejednakosti (1.4.6) dobijamo

0< S9,—1 =85 < Sop—1 — Son = aon,
0<85 — 95, < Sopt1 — Son = a1,

tj. Rp =S =S, =A(—-1)"ap+1,gdeje 0 < A< 1. O
Primer 1.4.2. Neka je dat red

—+oco n—
(1.4.7) > % .
n=1

Prema Leibnitzovom kriterijumu red je konvergentan, a za ostatak Ry, vazi ocena
|Rn| < 1/(n+1). Kakosu S; =115y =1/2, uzimajuéi n =1 u (1.4.6) dobijamo
ocenu za sumu reda (1.4.7),

(1.4.8) % <S <L

Bolja ocena moze se dobiti uzimajuéi n > 1. Na primer, za n = 2 imamo 7/12 <
S <5/6. A

Sve osobine kona¢nih suma ne mogu se preneti na redove. Da bismo ovo
pojasnili posmatrajmo opet red (1.4.7), tj.

11 1 1 1 1 1
1.4. =l 4+ - 44— ...
(1.4.9) S 2+3 4+5 6+7 8-|— ;

ired
1

-
810
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Sabiranjem ¢lanova ova dva reda dobijamo red

3 11 1 1 1 1 1 1

(1.4.10) 25—1+3 2+5—|—7 4+9+11 6+ )
koji se sastoji od istih ¢lanova kao i red (1.4.9), ali je njihov poredak nesto
izmenjen. Naime, ovaj red se moze dobiti iz reda (1.4.9) ako se redom
uzimaju po dva pozitivna i jedan negativni ¢lan. Pogresno bi bilo zakljuciti
daje (3/2)S = S, tj. S = 0, jer je to u suprotnosti sa nasom ranijom ocenom
(1.4.8). Koriséenjem teorije funkcionalnih redova pokaza¢emo kasnije da je
S =log2.

Napomena 1.4.2. Ako od ¢lanova reda (1.4.9) formiramo novi red na taj nacin
§to grupu od p sukcesivnih pozitivnih ¢lanova smenjuje grupa od g sukcesivnih
negativnih ¢lanova, novi red je, takode, konvergentan i njegova suma je

10g2—|—1 logg.
2 Tq

Red (1.4.10) je specijalan sluc¢aj kada je p =2, ¢ = 1.

Na kraju ovog odeljka napomenimo da zbir jednog pozitivnhog konver-
gentnog reda ostaje nepromenjen ako se poredak njegovih ¢lanova izmeni
proizvoljno. Ovo dalje znaéi da se i zbir apsolutno konvergentnog reda ne
menja izmenom poretka njegovih ¢lanova. Medutim, kod semikonvergent-
nih redova zbir zavisi od poretka njegovih ¢lanova. Stavise, vazi sledeéa
Riemannova teorema, koju navodimo bez dokaza.

Teorema 1.4.2. Ako je red (1.4.1) semikonvergentan, tada se premesta-
njem njegovih ¢lanova moze dobiti red ¢ija suma ima proizvoljnu vrednost.

Napomenimo na kraju da ako kod jednog semikonvergentnog reda izdvo-
jimo samo pozitivne i samo negativne ¢lanove i od njih obrazujemo dva
zasebna reda, tada su ti redovi divergentni.

2. FUNKCIONALNI REDOVI

2.1. Konvergencija funkcionalnih redova

Kao §to je receno u odeljku 1.1, pod funkcionalnim redom podrazumeva-
mo red

+oo
(2.1.1) > un(x),
n=1
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gde je opsti ¢lan reda definisan pomocu realne funkcije realne promenljive
un: R — R ili, opstije, pomoc¢u kompleksne funkcije kompleksne promenljive
u,: C — C. Dakle, pretpostavimo da je opsti ¢lan reda dat pomocu funkcije
Up: X — X, gde je X = R ili X = C. Tipi¢ni primeri funkcionalnih redova
su

“+ o0 “+ o0 +oo
(2.1.2) Zanx", Zan(x —a)”, Zan cos nx + by, sinnx.
n=1 n=1

n=1

Obicno se ovim redovima pridodaje konstantni ¢lan ag, tako da indeks sumi-
ranja startuje sa n = 0. Drugi red u (2.1.2) se smenom ¢t = x — « svodi na

+oo
red > a,t".
n=1

Definicija 2.1.1. Za red (2.1.1) kazemo da je konvergentan u tacki x =

+oo
xo € X, ako konvergira numericki red > u,(xo).
n=1
Skup tacaka D C X u kojima red (2.1.1) konvergira naziva se oblast
konvergencije funkcionalnog reda (2.1.1).

+oo
Primer 2.1.1. Funkcionalni red ) z" razmatrali smo u primeru 1.1.4 i tom
n=1
prilikom smo dokazali da je on konvergentan za —1 < x < 1. Dakle, ako se ovaj
red posmatra na R, oblast konvergencije reda je interval (—1,1). Jednostavno se
—+ o0
moze dokazati da je za odgovarajuéi kompleksni red > 2" oblast konvergencije

n=1
unutrasnjost jediniénog kruga, tj. D ={z€ C||z] < 1}. A
Definicija 2.1.2. Za red (2.1.1) kazemo da je apsolutno konvergentan na

+o0o
D ako za svako xz € D red ) |u,(x)| konvergira.
n=1

Primer 2.1.2. Razmotrimo apsolutnu konvergenciju reda

+oo n 2 3

z z z
(2.1.3) Zm:1+2+§+§+“"

n=0

gde je z kompleksni broj. Dakle, posmatracemo red sa opstim ¢lanom ar, = |2|™ /n!
i primeniéemo, na primer, D’Alembertov kriterijum. Tada, za svaku z € C, imamo

T L —

n+1 |
lim 22 = qim A /(£ D =
n—+oo anp n—-oo |z|™/n! n—+oon+ 1
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§to znaci da je red (2.1.3) apsolutno konvergentan za svako z € C, tj. u celoj
kompleksnoj ravni. A

Kao i kod numeric¢kih redova definisimo parcijalnu sumu reda S, (z) i
ostatak reda R, (z), pomocu

n +oo
Sp(z) = Zuk(x) i R, (x) = Z ug (),
k=1 k=n-+1

respektivno.

Definicija 2.1.3. Funkcionalni red (2.1.1) je konvergentan na D ako za
svako e > 0 postoji prirodan broj ng koji zavisi od € i x, takav da je
|R,(z)| < e za svako n > ng = no(e, ).

Granica niza parcijalnih suma za z € D naziva se suma funkcionalnog
reda 1 oznacava sa S, (z). Dakle, suma

je funkcija definisana na skupu D.

Primer 2.1.3. Suma geometrijskog reda iz primera 2.1.1 je

S(z) = (-l<z<l). A

Kao sto ¢emo kasnije videti, od interesa su redovi kod kojih broj ng iz
definicije 2.1.3 ne zavisi od z, ve¢ samo od €.

Primer 2.1.4. Razmotrimo funkcionalni red

+oo 2 2 2

T 9 T T
2.1.4 L
(2.1.4) T;(wrx?)n SR -l e I

gde je x realan broj. Ocigledno, za x = 0 svi ¢lanovi reda su jednaki nuli, pa je i
njegova suma jednaka nuli. Dakle, za = 0 red konvergira i S(0) = 0.

S druge strane, za svako x # 0, (2.1.4) predstavlja beskonacnu geometrijsku
progresiju sa kolicnikom

_ 1
T 1422

pa se suma tog konvergentnog reda jednostavno nalazi

q <1,

2
1

B 14 22
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Prema tome, red (2.1.4) je konvergentan za svako realno z i njegova suma je

0, za x =0,
S(x) = 5
1+ z°, za x # 0.

Primetimo da je suma reda prekidna funkcija u tacki x =0, A

Na osnovu prethodnog primera moze se zapaziti veoma vazna ¢injenica da
—+ o0
neprekidnost élanova konvergentnog funkcionalnog reda », u,(x) ne povlaci,
n=
u opstem slucaju, neprekidnost njegove sume S(x), tj. lim S(z) # S(xo),
r—x0

ili Sto je isto
—+oo —+oco
(2.1.5) mlirglo z:l un(z) # 2:1 mlirglo U (T).

Dakle, “prolaz limesa kroz sumu” nije mogu¢ u opStem slucaju. U dal-
jem tekstu nas ¢e interesovati dovoljni uslovi koji obezbeduju neprekidnost
sume konvergentnog reda neprekidnih funkcija, tj. koji garantuju jednakost
u (2.1.5).

2.2. Uniformna konvergencija funkcionalnih redova

Definicija 2.2.1. Funkcionalni red (2.1.1) uniformno konvergira na D ako
za svako £ > 0 postoji prirodan broj ng = ng(e), nezavisan od z, takav da
je |Rn(z)| < e za svako n > ng(e) i svako = € D.

Za uniformnu konvergenciju funkcionalnog reda na segmentu [a,b] moze
se dati sledeca geometrijska interpretacija.

Pretpostavimo da je red (2.1.1) uniformno konvergentan na [a,b]. Tada
se uslov

[Bn(2)| = |S(x) = Sn(z)| <e

moze izraziti u obliku
S(z) —e < Sp(x) < S(x) + ¢,

Sto geometrijski znaci da se za svako n > ng (zavisno samo od ¢) parcijalne
sume Sy, (), tj. svi grafici krivih y = S,,(z) nalaze u traci Sirine 2¢ koja je
opisana oko krive y = S(z) za svako x € [a,b] (videti sliku 2.2.1).

Primer 2.2.1. Funkcionalni red

l+@—1)+a@z—1)+2z2@x—1)+--- (0<z<1)
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% ~— S+
VA o S

/ <7 LTS = S()

4 / e
a b x'
Sl 2.2.1

konvergira na segmentu [0, 1]. Zaista, na osnovu parcijalne sume
Sp(@)=1+(x—1)+ @ —z)+-+ (@ =" ) =z""!

zakljucujemo da je

n—-+o0o

S(z) = lim Sn(x)z{

Za ostatak Rp(z) imamo

—gn 1 (0<z<1),
Ry(z) = S(x) — Sn(x) = -
n(2) = S(z) = Sn(2) {0 b
Da bi uslov |Rn(z)] = 2" < ¢ (0 < & < 1) bio ispunjen neophodno je da n
zadovoljava nejednakost n > 1 + loge/ log x, §to znaci da se moze uzeti

loge

no(e,z) =1+ [—} .

logx

Kako logz — 0, kada  — 1, jasno je da nije moguce izabrati broj ng koji ne
zavisi od z. Ovo znaci da red nije uniformno konvergentan kada = € [0, 1).

Medutim, ako posmatramo red na segmentu [0,al], gde je 0 < a < 1, tada
se za no(e) moze uzeti no(e) = 1+ [loge/logal, $to znaci da je red uniformno
konvergentan na segmentu [0,a] (0 <a < 1). A

U prethodnom primeru moze se primetiti da je suma reda prekidna funk-
cija u tacki x = 1, iako su svi ¢lanovi reda neprekidne funkcije na [0, 1]. Ovu
¢injenicu kod redova, koji ne konvergiraju uniformno na D, uo¢ili smo jos u
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prethodnom odeljku. Moze se, medutim, kod takvih redova desiti slucaj da
njihova suma bude neprekidna funkcija, sto pokazuje sledeci primer.
Primer 2.2.2. Razmotrimo funkcionalni red
“+oo

Z [nze™ """ — (n — 1)x67(n71)x]

n=1

na [0,1]. Njegova parcijalna suma je Sp(z) = nxze™ "*. Ocigledno, Sn(0) =0 i
S(0)= lim Sp(0)=0. Za0 <z <1imamo S(z) = lim Sp(z)= 0. Dakle,
n—-+oo n—-+oo

red je konvergentan za svako x € [0, 1] i njegova suma S(z) = 0 je neprekidna
funkcija na segmentu [0,1]. Moze se, medutim, pokazati da red ne konvergira
uniformno na [0,1]. Kako je Rp(z) = —nze™ ", uslov |Rn(z)] = nze™ ™" < ¢ se,
zaista, ne moze ostvariti na [0, 1] za dovoljno veliko n. Na primer, za z = 1/n (€

[0,1]) imamo |Rn(z)| =1/e. A
Slede¢i jednostavan kriterijum, poznat kao Weierstrassov, daje dovoljne
uslove za uniformnu konvergenciju funkcionalnog reda.

+o0o

Teorema 2.2.1. Neka je dat funkcionalni red > wy,(x) ¢iji clanovi za svako
n=1

x € D zadovoljavaju nejednakost

(2.2.1) lun (2)] < ay, (n=1,2,...).

+oo

Ako je numericki red sa nenegativnim élanovima Y a, konvergentan, tada
n=1

je funkcionalni red uniformno konvergentan na D.

Dokaz. Primetimo najpre da je, zbog nejednakosti (2.2.1) i konvergen-

oo
cije numerickog reda ) a,,, funkcionalni red apsolutno konvergentan na D.
n=1
Samim tim on je konvergentan i u obi¢nom smislu®® na D.

Na osnovu nejednakosti (2.2.1), za ostatak R, (z) zakljucujemo da vazi

+oo +oo +oo
(2.2.2) Ro(@)] = Y (@) |< ) jm@)] < > ax
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
+o0o
Kako je numericki red ) a, konvergentan, to za svako ¢ > 0 postoji
n=1
—+o0
prirodan broj no(e) takav daje > ax < ¢, kad god jen > ng(e). Imajuéiu
k=n-+1

50) U smislu definicije 2.1.1.
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vidu ovu ¢injenicu, na osnovu (2.2.2) zaklju¢ujemo da je takode i |R,, (z)| <
za svako n > ng(e) (no(e) ne zavisi od x!), $to znaci da je dati funkcionalni

red Z uy, () uniformno konvergentan na D. [

n
Primer 2.2.3. Funkcionalni red Z 3 je uniformno konvergentan na [—1, 1]

n=1"1
jer je
z" 1
;) < 3 (z € [-1,1]),
“+ o0
a majorantni numericki red > — Jje konvergentan.
n=1"7

Posmatrano na C, dati funkcionalni red je uniformno konvergentan u jediniénom
krugu {z € C| |z|] < 1}. A
Primer 2.2.4. Funkcionalni redovi

“+ o0
Z cosnx . Z SlIl nx
1
nP

n=1

su uniformno konvergentni za svako x € R ako je p > 1.

+o00 +o00
Opstije, redovi > ancosnx i >, ansinnz su uniformno konvergentni za
n=1 n=1

+oo
svako x € R ako jered > an apsolutno konvergentan. A
n=1

Primer 2.2.5. Za funkcionalni red

= nx
214_”5332 (:EER)’

n=1

majorantni numericki red dobijamo nalazenjem ekstremuma funkcije z — un(z) =
nz/(1+ n’z?).

Iz uslova ul,(z) = n(1 — n°z?)/(1 + n®2?)? = 0 nalazimo tacke ekstremuma
T = :I:n_5/2, tako da je

—5/2
n-n 1

= R).
|_1—|—n5 n=9° 2n3/2 (zeR)

|un(2)

Dakle, dati numericki red uniformno konvergira na R. A

Primer 2.2.6. Na osnovu Leibnitzovog kriterijuma red

(2.2.3) Z -y

n+a2
n=1
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konvergira za svako x € R. Primena Weierstrassovog kriterijuma na ispitivanje
uniformne konvergencije ovde nije moguca jer je majorantni numericki red diver-
gentan. Zaista, nejednakost

‘ (G

1
n+ 2 =% (z€R)

dovodi do harmonijskog reda koji je divergentan.

Ipak, red (2.2.3) je uniformno konvergentan na R, §to znaci da Weierstrassov
kriterijum daje samo dovoljane, ali ne i potrebane uslove za uniformnu konver-
genciju. Da bismo dokazali uniformnu konvergenciju reda (2.2.3), primetimo da
za ostatak reda Ry (z), na osnovu Leibnitzovog kriterijuma (videti teoremu 1.4.1),
vazi nejednakost

1 1

R <
| n(x)|<n+1+x2 “n+1

(z €R),

odakle zaklju¢ujemo da se za svako € > 0, moze ostvariti |Rn(z)| < € uzimajuéi
n > (1/¢) — 1 (ng zavisi samo od g). A

2.3. Osobine uniformno konvergentnih redova na [a, b]

U prethodnim odeljcima videli smo da suma konvergentnog reda, ¢iji su
svi ¢lanovi neprekidne funkcije, moze, ali ne mora, biti neprekidna funk-
cija. Jedna od osnovnih osobina uniformno konvergentnih redova odnosi se
na neprekidnost sume reda, tj. na vazenje jednakosti u (2.1.5). S obzirom
na izvesne restrikcije koje se moraju uciniti u odnosu na oblast D, u ovom
odeljku se ograni¢avamo na slucaj kada je D segment [a,b]. Dakle, razma-
tra¢emo funkcionalne redove oblika

—+o0
(2.3.1) > un(a),

¢iji su ¢lanovi neprekidne funkcije na segmentu [a, b], u oznaci u,, € C[a,b].

Teorema 2.3.1. Akou,, € Cla,b] (n =1,2,...) i ako red (2.3.1) uniformno
konvergira na |a,b], tada je njegova suma x — S(x) neprekidna funkcija na

[a, b].

Dokaz. S obzirom na pretpostavku da je red (2.3.1) uniformno konver-
gentan na [a,b], to za svako £ > 0 postoji prirodan broj ng = ng(e), takav
da je

(2.3.2) IR, (z)| <e (z € [a,b])
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za svako n > ng.

S druge strane, zbog neprekidnosti funkcija  — ug(x) (k = 1,2,...),
neprekidne su i parcijalne sume S,,(z) = 3" ug(x) na [a, b]. Stavise, one su i

k=1
ravnomerno (uniformno) neprekidne na tom segmentu (videti teoremu 2.7.1,
glava III). Zato za svako € > 0 postoji pozitivan broj § = d(e), takav da za
svako x,y € [a,b] vazi
1S (@) — Su(y)] <,

kad god je |z —y| < 0.

Neka je S(z) suma reda (2.3.1). Tada, zan > ng i |z — y| < 4, imamo

1S(2) = S(y)| = [(Sn(2) + Rn(2)) = (Sn(y) + Bu(y))]
< [Sn(@) = Sn(y) + [Rn(@)| + [Rn(y)] < 3¢,

Sto znaci da je = — S(z) (ravnomerno) neprekidna funkcija na segmentu
[a,b]. O

Teorema 2.3.2. Akou,, € Cla,b] (n =1,2,...) i ako red (2.3.1) uniformno
konvergira na [a,b], tada se red moze integraliti ¢lan po élan u granicama od
ado B, glejea<a< <D,

(2.3.3) / (Zun >dm—§</jun($) dm).

n=1

Dokaz. Kako su z +— S, (x) i  — S(z) neprekidne funkcije na [a,b]
(videti prethodnu teoremu), to je i njihova razlika neprekidna funkcija pa
postoji integral

/a * (5(2) — S, (2))di = /a ’ R () dr,

gdejea<a< f<b.

S druge strane, red (2.3.1) je uniformno konvergentan pa vazi (2.3.2).
Dakle, za n > ng(g), imamo

B8 B8
(2.3.4) / (S(@) — S, (2))da |< / Ro(2)|dz < (3 — a) < 2(b— a),
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‘/jS(:p)dx—/an(x)dzr

Sto je ekvivalentno sa

tj.

<e(b—a),

lim BSn(x) dx = /j S(x)dr = /f( lim Sn(az))dx,

—
n+<>oa

tj. (2.3.3). O

Primer 2.3.1. S obzirom da red iz primera 2.2.2 nije uniformno konvergentan
na [0, 1], on se ne moze integraliti ¢lan po ¢lan.

Kako su, u ovom primeru, Sy, (z) = nze” "¥ i S(z) =0, zaa =013 =1 imamo

1 1 1
/ Sn(z)dr = / nre "dr=1—(n+1)e " i / S(x)dx =0,
0 0 0

odakle zaklju¢ujemo da je, zaista,

1 1
lim Sp(z)dr = lim [1 —(n+ 1)6_"} =1# / S(z)dr=0. A
n—-—+o0o 0

n—-—+oo 0

Teorema 2.3.3. Akou,, € Cla,b] (n =1,2,...) i ako red (2.3.1) uniformno
konvergira na [a,b], tada je, za svako ¢ € [a,b], red

(2.3.5) io </ (1) dt) (a<z<b)

n=1

takode uniformno konvergentan na [a, b i njegova suma je jednaka fcm S(t) dt,
gde je S(x) suma reda (2.3.1).

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.3.1, suma reda (2.3.1) je neprekidna funkcija
na [a,b] i zato je integrabilna na [c,z] (¢ < x) (ili [z,¢] ako je z < ¢). Sa
Sp(x), S(x) i R, (z) ozna¢imo parcijalnu sumu, sumu i ostatak reda (2.3.1),
respektivno. Neka je o, (z) parcijalna suma reda (2.3.5) i

o(z) = / " S(t) d.
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Tada za svako x € [a,b] imamo

o [ (Evir)a
:/s dt—/S dt'

:/ (S(E) — S ))dt'

[ |Rn(t)|dt‘ .

Kao i u dokazu teoreme 2.3.2, koriséenjem (2.3.2) i (2.3.4), dokazujemo
da je za n > ng(e) (broj ng(e) egzistira i ne zavisi od x!)

_ kz:/juk(t) dt'< (b —ae,

o(x) = on(z)

IN

(2.3.6) lo(z) — on(x)] =

Sto je ekvivalentno sa

+o0 T T
im0 (@) :;/ uy(t) dt = o(x) :/C S(t) dt

Red (2.3.5) konvergira uniformno ka o(x f S(t)dt. Zaista, za njegov
ostatak r,(z) na [a,b], na osnovu (2.3. 6) vazi neJednakost Irn(z)] < € za
svako n > ny =ny(e) =no(e/(b —a)). O

Sledeéa teorema se odnosi na diferenciranje ¢lan po ¢lan funkcionalnih

redova, €iji su ¢lanovi neprekidno-diferencijabilne funkcije na [a, b], u oznaci
un € Cla,b].

Teorema 2.3.4. Neka u,, € Cta,b] (n=1,2,...) i neka je red

+oo
(2.3.7) > up(z)
n=1

uniformno konvergentan na [a,b]. Ako red (2.3.1) konvergira za neko ¢ €
[a,b], tada on uniformno konvergira na segmentu [a,b] i moze se diferencirati
¢lan po élan, tj.

(2.3.8) <§ un(:c)>/ = 2%(%)
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Dokaz. Neka o(x) oznac¢ava sumu uniformno konvergentnog reda (2.3.7).
Integracijom ovog reda ¢lan po ¢lan dobijamo

+oo
(2.3.9) / 1) dt = Z / 1[un(x)—un(c)] (@ € [a,B]).

Kako je red na desnoj strani (2.3.9) uniformno konvergentan (videti teoremu

2.3.3) i kako, po pretpostavci teoreme, numericki red ) wu,(c) konvergira,
n=1

zaklju¢ujemo da da je zbir ova dva reda, tj. red (2.3.1), uniformno konver-

gentan. Stoga, (2.3.9) postaje

T +oo +oo
/ otydt =Y un(x) = 3 un (o),

tj.

gde je S(z) suma reda (2.3.1). Iz poslednje jednakosti sleduje S’(x) = o(x),
tj. (2.3.8). O

1 sinnz

Primer 2.3.2. Red Z

moze se diferencirati ¢lan po ¢lan za svako

Ccosnx

z € R jer je red Z

prave.

uniformno konvergentan na svakom segmentu realne

1 sinnx
Medutim, uniformno konvergentni red 5

n=1
+© ¢
po ¢lan za svako z € R jerred > cos e
n=1
za x = 0 prelazi u harmonijski red). A

ne moze se diferencirati ¢lan
n

nije uniformno konvergentan (na primer,

2.4. Stepeni redovi

Neka je {a, }nen dati niz kompleksnih brojeva i a dati kompleksan broj.
Posmatra¢emo funkcionalne redove kod kojih je opsti ¢lan u,,: C — C dat
pomocéu u,(z) = an(z — a)™.

Definicija 2.4.1. Funkcionalni red oblika

+oo
(2.4.1) Z an(z —a)”
n=0
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gde je z kompleksna promenljiva, naziva se stepens ili potencijalni red.

Ne umanjujuéi opstost dovoljno je posmatrati slu¢aj a = 0, tj. stepeni

+o0o
red > a,z" jer se smenom z —a = w red (2.4.1) svodi na ovaj oblik.
n=0
+oo
U naSem izlaganju Cesto ¢emo tretirati realne stepene redove, > a,x",
n=0

kod kojih je {ay}nen niz realnih brojeva, a z = x realna promenljiva,

—+o0
Teorema 2.4.1. 1° Ako je red Y anz" konvergentan za z = ¢ (c # 0),
n=0

tada on apsolutno konvergira za svako z za koje je |z| < |c|.

2° Ako je red divergentan za z = d, tada je on divergentan i za svako z
za koje je |z| > |d|.

“+ o0
Dokaz. 1° Pretpostavimo da je red ) a,c™ konvergentan. Kako je tada
n=0

lil}_l anc™ = 0 zakljuéujemo da postoji konstanta M takva da je |a,c"| <
n—-r+oo

M za svako n € Ny. Tada za ¢ # 0 imamo

Zﬂ
lan2"] :‘ ancnc—n

z
= lanc"|- | 2 | < Mg,

gde je ¢ = |z/c|. Ako je |z| < |¢|, zbog 0 < ¢ < 1i, imamo konvergenciju

+oo
geometrijskog reda Y Mgq", $to povlaci apsolutnu konvergenciju stepenog
=0
+oo "
reda > a,z".
n=0

2° Drugi deo teoreme koji se odnosi na divergenciju stepenog reda moze

+oo
dokazati pretpostavljajuéi suprotno, tj. da je red > a,2" konvergentan za
n=0
neko z za koje je |z| > |d|. U tom su¢aju, na osnovu 1°, on bi morao biti
konvergentan i u tacki d, Sto je suprotnosti sa pretpostavkom da red divergira

za z = d. Dakle, red je divergentan za svako z za koje je |z| > |d|. O

Prethodni rezultat je poznat kao Abelov®") stav. Jedna posledica ovog
stava je sledeée tvrdenje:

51) Niels Henrik Abel (1802-1829), norveski matematicar.
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Teorema 2.4.2. Za svaki stepeni red

(2.4.2) > anz"

postoji nenegativan broj R, 0 < R < 400, sa osobinama:
1° ako je |z| < R, red (2.4.2) je konvergentan;
2° ako je |z| > R, red (2.4.2) je divergentan.

Definicija 2.4.2. Nenegativni broj R iz prethodne teoreme naziva se polup-
recnik konvergencije reda (2.4.2).

Za R > 0 skup {z € C| |z] < R} naziva se krug konvergencije tog reda,
dok se interval (—R, R), u slu¢aju realnog reda, naziva interval konvergencije
reda.

Za odredivanje poluprec¢nika konvergencije stepenih redova mogu se ko-
ristiti D’Alembertov i Cauchyev kriterijum.

Dakle, za stepeni red (2.4.2) formirajmo grani¢nu vrednost koli¢nika,

1

Api12™" Ant1

2.4.3 Ii
( ) im o

n—-+o0o

= |z| lim
n—-+o0o

ap 2"

Na osnovu D’Alembertovog kriterijuma, red (2.4.2) je konverentan ako je
ova vrednost manja od jedinice (videti posledicu 1.3.2), tj. ako je

1
2] < :
lim dnt1 ‘

n—-—+oo Ay,

a divergentan ako je vrednost (2.4.3) veéa od jedinice. Prema tome, ako
postoji grani¢na vrednost lirf |ap+1/an|, tada je poluprecénik konvergen-
n—roo

cije reda (2.4.2) dat sa

1
(2.4.4) R=
lim Qn 41 ‘ ’
n—-+oo an,
pri ¢emu, ako je lil}rl |apy1/an| = +oo, imamo da je R = 0, a ako je
n—-0oo

lim |ant1/an| =0, imamo da je R = +oo.
— 400
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Sli¢no, koriséenjem Cauchyevog kriterijuma (videti posledicu 1.3.4) nalaz-
imo poluprecénik konvergencije reda (2.4.2) u obliku
1

lim  {/]an|’
o0

n—-4

(2.4.5) R=

sa istom konvencijom u sluc¢ajevima kada je grani¢na vrednost na desnoj
strani u (2.4.5) jednaka +oo ili 0. U slucajevima kada ova grani¢na vred-
nost ne postoji, poluprecnik konvergencije reda (2.4.2) odreduje se po tzv.
Cauchy-Hadamardovoj®? formuli

1
(2.4.6) R=———
limsup /|an|’
n—-+00
+oo M
Primer 2.4.1. Za stepeni red ). —, na osnovu (2.4.4) nalazimo da je
n=0 T
1 1
R = = - .
— [1/(n+1) . T~ >
lim |+~ lim
n—-+o0 1/n! n—+oon +1

Ranije smo pokazali apsolutnu konvergenciju ovog reda u celoj kompleksnoj ravni
(videti primer 2.1.2). A

+oo
Primer 2.4.2. Polupreénik konvergencije reda ) nlz" jednak je nuli, §to
n=0
znaéi da red konvergira samo za z = 0. Zaista, primena (2.4.4) daje

1 3 1

R = = -
(n+1)! lim (n+1)
n—-+oo

0. A

lim

n—-+o0o

n!

+oo
Primer 2.4.3. Geometrijski red > 2" konvergira za |z| < 1, a divergira za
n=0
|z| > 1, tako da je R = 1. Naravno, ovo sleduje, takode, iz formule (2.4.4) ili
formule (2.4.5). A

n

+oo
Primer 2.4.4. Na osnovu (2.4.5) za red > £ dobijamo

n=1 T
li V1
nlfe Y1/

52)  Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), francuski matematicar.
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Red, dakle, konvergira za |z| < 1, a divergira za |z| > 1. Primetimo da za z = 1 red
divergira jer se svodi na harmonijski red, ali za z = —1 on konvergira. Posmatrano
samo na realnoj osi, oblast konvergencije reda je [—-1,1). A

Primer 2.4.5. Za stepeni red
+o0 n\”n"
-1
Z<1+( 3) ) o
n=0

nije moguce odrediti polupreénik konvergencije primenom formula (2.4.4) i (2.4.5),
s obzirom da zahtevane grani¢ne vrednosti ne postoje. Medutim, Cauchy-Hada-
mardova formula (2.4.6) daje R = 3/4 jer je

3 n . (_1)7’1, 4
limsup Y/|an| =limsup|( 14+ -——)==. A

n—-4o00 n—-4o00 3 3

Primer 2.4.6. Direktna primena prethodnih formula za odredivanje polu-

+o00 2277,—1
precnika konvergencije reda 5 1 nije mogué¢a. Medutim, ako primenimo
n=1 4T —

D’Alembertov kriterijum za ispitivanje apsolutne konvergencije datog reda nalaz-
imo

2n+1
im | /(2n+1)

2n —1 . | |2
ntoo | 2201/ (2n — 1)

_ 2 _
= 7 dim o

odakle zaklju¢ujemo da je red apsolutno konvergentan kada je |z2| < 1, tj. kada je
|z| < 1, dok apsolutno divergira kada je |z| > 1. Dakle, polupre¢nik konvergencije
jeR=1. A

Sledeca teorema se odnosi na uniformnu konvergenciju stepenih redova.

Teorema 2.4.3. Ako je R poluprecnik konvergencije stepenog reda (2.4.2),
tada taj red konvergira uniformno na svakom krugu K, = {z € C| |z| < r},
gde je r fiksirani broj takav da je 0 < r < R.

Dokaz. Na osnovu teoreme 2.4.2, red (2.4.2) konvergira u svakom krugu
K, (0 <r < R). Ako z € K,., tada je |a,2"| < |ay|r™. S obzirom na konver-

+oo
genciju numerickog reda > |a,|r", na osnovu Weierstrassovog kriterijuma
n=0
zaklju¢ujemo da je stepeni red (2.4.2) uniformno konvergentan u krugu K,
(0<r<R). O

Za slucaj na realnoj pravoj mozemo zakljuciti sledece: Realni stepeni

—+oco

red Y anz™, sa poluprecnikom konvergencije R, uniformno konvergira na
n=0

segmentu [—r,r], gde je 0 < r < R. Osobine uniformnih redova na segmentu
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[a,b], dokazane u prethodnom odeljku, mogu se preneti na realne stepene

redove na [—7,7]. Na primer, suma reda je neprekidna funkcija na [—r,r],

a integracija i diferenciranje ¢lan po ¢lan je moguée za svako x € [—r,7].

Jednostavno se dokazuje da redovi dobijeni integracijom i diferenciranjem
+oo

osnovnog stepenog reda » a,z™ imaju isti polupre¢nik konvergencije R.
n=0

Zaista, kod redova dobijenih na ovaj nacin,

+oo a +oo a +oo +oo
-1 —
j : n xn+1 — § : n xn7 2 :na”xn 1_ 2 :(n+1)an+1xn7
n+1 n
n=0 n=1 n=1 n=0

oc¢uvava se polupreénik konvergencije, sto je posledica ¢injenice da je

limsup {/|a,| = limsup {

n—-—+oo n—-+oo

dn—1 = limsup V/|(n + 1)an,+1] -

n—-—+oo

Primer 2.4.7. Za geometrijski red konvergentan u intervalu (—1,1) vazi

(2.4.7) S =1-ata’ = LI

odakle integracijom dobijamo

/Ux <+f(—1)"a:">dx = g/j(—l)%" da = /OI : i —d,

n=0

tj.
+oo l‘n
Z(—n”*l7 = log(1 4 ).

n=1

Primetimo, da je dobijeni red konvergentan i za x = 1, tako da je njegova oblast

konvergencije (—1,1]. Za z = 1, dobijamo sumu alternativnog reda iz primera

1.4.2,

)n 1
=log2. A

”Mg

Primer 2.4.8. Ako u (2.4.7), umesto &, stavimo 22 imamo

+o0o 1

n_2n 2 4 _
(2.4.8) ?;0(—1) e R A e (-1 <z <),
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odakle integracijom dobijamo

+00 , \n 3 5
(2.4.9) Z 571—21 gt =g - % + % — ... = arctanz.

n—

Za redove (2.4.8) i (2.4.9) kazemo da predstavljaju razvoje funkcija z — 1/(1+22)
i x +— arctan x, respektivno. Polupre¢nik konvergencije ovih redova je R = 1.

Odgovarajudi alternativni numericki red, koji se dobija iz (2.4.9) za x = £1, na
osnovu Leibnitzovog kriterijuma, je konvergentan. Zato (2.4.9) vazi za x € [—1, 1].
Za r = 1 imamo

—+ o0
(—1)" 1 1 x
Y o =14 =arctanl=1. A
o+ 1 375 arctai & =7

Primetimo da je funkcija  +— 1/(1 + 22), koja se pojavljuje u prethod-
nom primeru, definisana i beskona¢no puta diferencijabilna na celoj realnoj
pravoj. Na prvi pogled nije jasno zasto njen razvoj (2.4.8) konvergira samo
za |x| < 1. Medutim, ovo postaje sasvim jasno ako se ova funkcija i njen
razvoj posmatraju u kompleksnoj ravni. Tada se uo¢ava da racionalna funk-
cija 2 — 1/(1 + 22) ima singularne tacke (singularitete) z = +i u kojima
funkcija nije definisana, a pri priblizavanju ovim tackama vrednost funkcije
tezi beskonacnosti. Prakti¢no, ove singularne tacke odreduju granicu oblasti
konvergencije.

2.5. Analiticke funkcije

Definicija 2.5.1. Za funkciju z — f(z) kaze se da je analiticka u tacki a,
ako postoji takvo R > 0, da se u krugu |z — a|] < R ona mozZe predstaviti
stepenim redom

+oo
(2.5.1) flz)= Zan(z—a)” (|z —a| < R).
n=0

Nije tesko dokazati da zbir, razlika i proizvod analitickih funkcija u tacki
predstavlja opet analiticku funkciju u istoj tacki.

Ako je R poluprecnik konvergencije reda (2.5.1), tada za ostatak reda

—+o0
R, (z) = Z ap(z — a)*

k=n+1
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R.(2) =0((z — )"t 1 R,(2) = o((z—a)"),

kada z — a. Koris¢éenjem ovoga, moze se dokazati da je predstavljanje
analiticke funkcije u tacki u obliku (2.5.1) jedinstveno.

U daljem tekstu razmatraé¢emo uglavnom stepene redove sa realnim ¢lano-
i B3)
vima

—+o0
(2.5.2) Zan(:n —a)"
n=0

Osobine koje budemo pri tome dokazivali mogu se preneti i na stepene
redove u kompleksnoj oblasti, ali su nam za to potrebni koncepti integracije
i diferenciranja funkcija kompleksne promenljive®®.

Pretpostavimo da je R > 0 polupreénik konvergencije reda (2.5.2). Tada,

+oo
uzimajuéi z kao kompleksnu promenljivu, red ) a,(z —a)™ konvergira ako
n=1
je |z —al < R, a divergira ako je |z — a|] > R. Na realnoj pravoj, red (2.5.2)
konvergira u intervalu (a — R,a + R).

Na osnovu rezultata iz prethodnih odeljaka zaklju¢ujemo da vazi:

Teorema 2.5.1. Neka je R > 0 poluprecnik konvergencije stepenog reda

+oo
(2.5.3) flx) = Z an(z —a)”
n=0

1° Uintervalu (a — R,a + R) funkcija x — f(z) je proizvoljan broj puta
diferencijabilna. Njeni izvodi se dobijaju diferenciranjem reda (2.5.3);

2° Za svako x € (a — R,a + R) imamo

an(x —a)"t!
t)dt = .
/ 1) n+1

53) Ovde je {an}neNo niz realnih brojeva, a realni broj, a z realna promenljiva,
oznacena sa .
54)  Ovo se izucava u Teorifi funkcija kompleksne promenljive.
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Teorema 2.5.2. Ako je x — f(z) analiticka funkcija u tacki x = a, tj.
ako se w okolini ove tacke ona moZe predstaviti pomocéu reda (2.5.3), sa
polupreénikom R > 0, tada je

(@

(2.5.4) an =

(n=0,1,...),

1 vazi jednakost

Dokaz. Stavljajuéi x = a, iz (2.5.3) dobijamo f(a) = ag. Ako sada dife-
renciramo obe starne u (2.5.3) i opet stavimo = = a dobijamo f’(a) = a;.
Nastavljajuéi proces diferenciranja i stavljajuc¢i uvek x = a nalazimo redom

f"(a) = 2lay, f"(a)=3las, ..., f™(a)=nlan, ... . A

U odeljku 1.12; glava IV, izuc¢avali smo Taylorovu formulu za diferencija-
bilne funkcije. Sledeca definicija se odnosi na Taylorov red:

Definicija 2.5.2. Neka je funkcija x — f(x) definisana u okolini tacke
x = a i neka u toj okolini ima izvode proizvoljnog reda. Tada se stepeni red

oo vy (g
(2.5.5) > f"(a) (x —a)"
n=0

n!

naziva Taylorov red te funkcije u tacki z = a.

Napomena 2.5.1. Za a = 0, (2.5.5) se naziva Maclaurinov red.

Na osnovu prethodnog mozemo zakljuc¢iti da svaka analiticka funkcija
u tacki x = a ima izvode proizvoljnog reda u nekoj okolini te tacke i da
je u toj okolini jednaka sumi svog Taylorovog reda. Ovde je analiti¢nost
funkcije bitna ¢injenica. Naime, postoje funkcije koje nisu analiticke, ali
su beskonacno puta diferencijabilne, i u tom sluc¢aju nije moguéa njihova
reprezentacija pomo¢u Taylorovog reda (2.5.5). Takva je, na primer, funkcija
definisana sa f(z) = e~ 1/*" (2 #0) i f(0) = 0.

Pitanje konvergencije Taylorovog reda moze se razmatrati koris¢enjem
Taylorove formule za datu funkciju,

f(z) =Tu(z) + Ru(2),
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gde je Taylorov polinom dat sa

) (@

> e

a R(z) je ostatak Taylorove formule za koji vaze reprezentacije date u teo-
remama 1.12.2-1.12.4, glava IV, i teoremi 4.6.3, glava V (integralni oblik
ostatka).

Primetimo da se T, (z) poklapa sa parcijalnom sumom S, (z) Taylorovog
reda (2.5.5). Da bismo obezbedili uslov

lim S,(z)= lm 7T,(z)= f(x)

n—-—+oo n—-—+oo

u nekoj okolini U(a,d), tj. u intervalu (a — d,a + §), § > 0, primetimo da je
dovoljno da ostatak u Taylorovoj formuli tezi nuli, tj. lirf R,(z)=0.
n——roo

Na osnovu analize ostatka zaklju¢ujemo da vazi sledeée tvrdenje:

Teorema 2.5.3. Ako postoji pozitivna konstanta M takva da je za svako
x € (a—0d,a+0)

(2.5.6) f™@) <M  (n=0,1,...),

tada se funkcija x — f(x) moZe razviti na (a — d,a + §) u Taylorov red

0 £(n) (g
(2.5.7) f(z) = Z ! n'( ) (x —a)"” (|z —a| < 9).
n=0 :

Dokaz. Razmotrimo ostatak Taylorove formule u Lagrangeovom obliku
(teorema 1.12.3, glava IV)

Fo)
(n+ 1!
gdeje{ =a+6(x—a),0<6<1.

S obzirom na (2.5.6), za x € (a — d,a + 0) imamo

D @)l —art Mo
(n+1)! ~ (n+1)!

n+1

R (z) = (x —a)"",

[ B ()] =

n— -—+oo

i ¢injenice da je hm ( " /nl) = 0, zaklju¢ujemo da hm R, (z) =0, sto
]

znaci da vazi (2. 5 7)
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2.6. Razvoj nekih funkcija u Taylorov red

Na osnovu rezultata iz prethodnog odeljka, ovde razmatramo razvoje
nekih osnovnih elementarnih funkcija u Taylorov red. Razvoje za funkcije
x — log(l + ) i x — arctan z dali smo ranije kroz primere 2.4.7 i 2.4.8. Na
kraju odeljka razmotri¢emo nekoliko primera sa neelementarnim funkcijama.

1. Razvoj eksponencijalne funkcije

Za eksponencijalnu funkciju z — f(z) = e* imamo f™(z) = ¢® (n =
0,1,...). Izaberimo a = 0 i proizvoljno fiksirano § > 0. Tada za svako
x € (—4,0) isvakon =0,1,..., imamo

0< fM(x)<e,

Sto znac¢i da su uslovi teoreme 2.5.3 zadovoljeni. Kako je f(™(0) = 1, odgo-
varajuéi razvoj eksponencijalne funkcije je

I 22 23
(2.6.1) e :ZH:1+$+E+§+”"
n=0

Kako je § proizvoljno, razvoj (2.6.1) vazi za svako z € R.

Napomenimo da smo u primeru 1.1.2 ustanovili apsolutnu konvergenciju
+oo M

kompleksnog reda ) — za svako z € C, a u primeru 2.4.1 pokazali da je
n=0 T

njegov poluprecnik konvergencije R = +o00. Stoga, po analogiji sa (2.6.1),

sumu ovog reda za kompleksno z mozemo oznagciti sa e?, tj. prakti¢no defin-

isati kompleksnu funkciju z — e* pomocu

+oco n

(2.6.2) =3 % (z €C),

n=0

¢ija je restrikcija na realnu osu standardna eksponencijalna funkcija x +— e
(x € R). Nije tesko pokazati da funkcija z +— e?, definisana sa (2.6.2),
poseduje svojstvo

efe ="t (z,w € C).

Stavljajuéi iz, umesto z, u (2.6.2) dobijamo

n “+oo .n
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Sabiranjem i oduzimanjem ovih razvoja nalazimo

] ] +oo i
e e = "(1+(-1)") o
n=0
. = i
elr _ o7 — Z(l - (_1)n) —
n=0
Kako je i%* = (=1)¥, k = 0,1,..., dobijamo interesantne razvoje
1 k Qk
7" kzo |
(2.6.3) )
1 o k 2k+1
(e = S
21 = 2k +1)!

2. Razvoj hiperbolickih funkcija sinhx i coshx

Ako u (2.6.1) umesto x stavimo —z, dobijamo

Sto zajedno sa (2.6.1) daje razvoje koji vaze za svako x € R:

- 1( ) too p2k+1
sinhz = =(e® —e™ %) = —_—
2 Pt 2k + 1)1
1 = a2k
coshx:—(er—i—e_r) = E .
2 — (2k)!

Sli¢no funkciji z — e*, mogu se definisati funkcije z — sinh z i 2z — cosh z
kada z € C.
3. Razvoj funkcija sinxz i cosx i Eulerova formula

Kao i kod eksponencijalne funkcije, za funkciju x — sin x imamo

f(")(az):sin<:n—|—n2—7r) (n=0,1,...),
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pa je | (x)| <1 za svako n i svako z € R. Kako je f(™(0) = sin(nr/2),

tj. f™M(0) =0 (n = 2k) i f™(0) = (=1)* (n = 2k + 1), imamo Taylorov
razvoj

+oo (_1)k$2k+1

2.6.4 inx = — R).
(2.6.4) sin ];) k1) (x € R)
Sliéno, za funkciju x — cos z dobijamo
oo k .2k
-1
(2.6.5) cosx = Z =)™ (x € R).

2" (2k)!

Ekstenzija ovih funkcija na C moguéa je pomocéu redova

oo k., 2k+1 oo k., 2k
, (=1)"= (=1)"=
(2.6.6) sinz = E —_ cosz = — .
| |
Pt (2k + 1)! — (2k)!
Njihov poluprec¢nik konvergencije je opet R = 400.
Poredenjem sa (2.6.3) zaklju¢ujemo da vaze formule
1 1z —iz . _ 1 1z —iz
cosz—i(e +e ), Sin 2 = Z,(e e ),

na osnovu kojih dobijamo vaznu formulu
(2.6.7) cos z +isinz = €%,

koja je poznata kao Fulerova formula.

Ako u (2.6.7) stavimo z = x + iy moze se odrediti moduo i argument
kompleksnog broja e*. Kako je e = e*T = e%e’¥ = e%(cosy + isiny)
imamo |e*| = ¥, Arge® = y.

Interesantno je primetiti da je funkcija z — e® periodi¢na sa osnovnim
periodom w = 27i. Zaista, za z = = + iy imamo

e* 2 = oo HWHIT) — 0% [cos(y 4 27) + isin(y + 27)],

= e"[cosy +isiny] = " T = e”.
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Najzad, primetimo da postoji duboka veza izmedu trigonometrijskih i
hiperbolickih funkcija. Naime, ako u (2.6.6) stavimo iz, umesto z, dobijamo

I L2kt T L2k
siniz =1 —_ cosiz:Z—
2 n’ 2k)!’
= (2k+1) = (2k)
tj.
siniz = isinh z, cos iz = cosh z.

Na primer, cosim = coshm = (™ + e~ ™) /2 ~ 11.591953... .
4. Binomni red

Neka je f(z) = (1 + z)*, a € R. Taylorov razvoj ove funkcije u tacki
x = 0 dovodi do tzv. binomnog reda

(2.6.8) (1+2)* = +§ <z>x"

n=0
za koji jednostavno dobijamo polupreénik konvergencije R = 1. Ovo znaci
da razvoj (2.6.8) konvergira za x € (—1,1).

Interesantan sluc¢aj imamo ako u (2.6.8) stavimo o = —1/2 i ako =
zamenimo sa —z2. Kako je

() CIE-CE) ey,

n n! 2nn)! 0
(2.6.8) se svodi na
+oo +00
_ -1/2 (2n — 1)!!
o2 —1/2 _2\n 2n
(1—2z%) —Z< " >(x) —1+Z @ x“".
n=0 n=1
Integracijom dobijamo razvoj za funkciju x — arcsin x

+00
v 2n — I gt

arcsinz = 1—) V24t =z + ( . ,

/0 ( ) nzzl (2n)!! 2n+1

koji konvergira za x € (—1,1).
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5. Razvoj nekih neelementarnih funkcija

U odeljku 3.4, glava V, napomenuli smo da se mnogi integrali, koji se
javljaju u primenama, ne mogu izraziti pomocu elementarnih funkcija u
konacnom obliku. Ovde ¢emo navesti razvoje nekoliko interesantnih neele-
mentarnih funkcija koje se sre¢u u raznim primenama.

e . — .. P . .
1. Jedan od takvih je integral fo e~ t" dt, koji se sreée u mnogim prime-
nama. Pokaza¢emo kako se on pomocu redova moze izraziti.

Ako u (2.6.1) stavimo z = —t2, imamo
+oo
2 (_1)n 2n
€ o Z n! &,
n=0
odakle, posle integracije, dobijamo

T +oo n.2n+1
42 (—1) X
t = - R).
/0 ¢ d nzz:(] n!(2n 4+ 1) (z €R)

Napomenimo da se u literaturi definiSe tzv. funkcija greske

2 T
x—erf(x) = — e ' dt,
7

koja tezi jedinici kada x — +oc.

2. Eksponencijalni integral

se obi¢no izrazava pomocu reda

+oo n,n
By(z) = — —logz — 3 "

n=1

)

nn!

gde je v = 0.5772156649... poznata Eulerova konstanta (videti primer
1.3.13, glava II).

3. Integralni sinus i integralni kosinus se definiSu pomodu

*sint v t—1
Si(z) :/ %dt i Ci(zx) :’y+logw+/ %dt,
0 0
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respektivno. Na osnovu razvoja (2.6.4) i (2.6.5) jednostavno se dobijaju
razvoji

+oo (_1)k$2k+1

Si(z) = kZ:O Gkt D@k + 1)

+oo (_1)k$2k
CI(ZL') :’7+10g1’+ZW
k=0 '

Grafik funkcije z — Si(z) prikazan je na slici 2.6.1.

ylk
y=Si(x)

1F

0 10 x'

Sl 2.6.1
Za integralni sinus vazi
. . ™ . .
lim Si(z)=—, Si(—z) = —Si(z).
x——+o00 2

Ova funkcija se sre¢e u mnogim primenama, posebno u telekomunikacijama.

3. TRIGONOMETRIJSKI REDOVI

3.1. Ortogonalnost trigonometrijskog sistema

Definicija 3.1.1. Funkcionalni red oblika

1 R
(3.1.1) 5 @0 + Zan cos nx + b, sinnx

n=1
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naziva se trigonometrijski red.

Dakle, trigonometrijski red je baziran na trigonometrijskom sistemu funk-
cija

(3.1.2) T= {1, cosx, sinz, cos 2z, sin 2z, ..., cosnz, sinnz, ... },

koje su 2w-periodi¢ne. Za razmatranje takvog sistema dovoljno je uzeti bilo
koji segment duzine 27, na primer, [a,a + 27]. Uobic¢ajeno je da se uzima
a = —7 ili @ = 0. U daljem tekstu, opredeljujemo se za a = —m, tj. za
simetriéni segment [—m, 7|.

Ako uvedemo skalarni proizvod (f, g), pomoc¢u

(3.1) (f.9)= [ f@a@dr  (foeT),

mozemo dokazati da je T ortogonalan sistem, pri ¢emu koristimo trigonomet-
rijske formule

: 1. :
sinnz cosmz = 5 [sin(n + m)x + sin(n — m)z],
: : 1
(3.1.4) sinnzsinmz = 3 [cos(n — m)x — cos(n + m)z],
1

COS ML COSMEL = [cos(n + m)z + cos(n — m)z].

Teorema 3.1.1. Dwve razli¢ite funkcije iz trigonometrijskog sistema T su
ortogonalne u odnosu na skalarni proizvod (3.1.3), tj.

(f,9)=0  (f,geT, f#g).

Dokaz. Primetimo najpre da je

(1,Sinn:£):/ sinnx dx = 0, n=0,1,...,

—T

us

™
(1,cosnzx) = / cosnz dr = )
. sin nx

n
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tj. da je konstanta 1 (prva funkcija u sistemu 7") ortogonalna na svaku od
preostalih funkcija ovog sistema.
Dalje, koris¢enjem formula (3.1.4), nalazimo

s
(sin nz, cosmz) = / sin nx cos mx dz

—T

1 [7 1 /"
25/ Sin(n+m)$d$+§/ sin(n — m)zdz =0,

—T —T

T
(cosnx,cos mx) = / cos nx cos mx dx

Lo | g 0, n#m,
25/ cos(n—l—m):nd:n+§/ cos(n —m)rdr=¢ m, n=m#0,

2r, n=m =0,

T
(sinnzx,sinmz) = / sin nz sin ma dz

1 s 1 T 0, n#m,
25/ cos(n—m)a:da:—i/ cos(n+m)rdr =< m, n=m#0,

—T —1T

0, n=m=0,

¢ime je dokaz zavrSen. [J

Napomena 3.1.1. Trigonometrijski sistem 7" je ortogonalan na bilo kom seg-
mentu [a,a + 27]. Naime, zbog 2m-periodi¢nosti tih funkcija, u integralu (3.1.3)
granice mogu biti a i a 4+ 27, umesto —m i 7.

Na osnovu skalarnog proizvoda (3.1.3) mozemo uvesti normu funkcije f €

T pomocu || f]| = +/(f, f). Tako imamo

(3.1.5) 1] = 2, [cos nz||® = ||sinnz||* = = (n € N).

3.2. Osobine trigonometrijskog reda i Fourierov red

Na osnovu nejednakosti
|a,, cos nx + b, sinnz| < |a, cosnz| + |b, sinnz| < |a,| + [by|

i Weierstrassovog kriterijuma zaklju¢ujemo da vazi sledeéi rezultat (videti,
takode, primer 2.2.4):
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+oo +oo
Teorema 3.2.1. Ako su numericki redovi Y |an| i > |bn| konvergentni,
n=1 n=1

tada je trigonometrijski red (3.1.1) uniformno i apsolutno konvergentan za
svako x € R.

Teorema 3.2.2. Neka je f(x) suma uniformno konvergentnog reda (3.1.1)
na segmentu [—m, 7|, tj.

+oo
1
(3.2.1) flx) = 5 a0 + Z ap, cosnx + by, sinnx.

n=1

Tada se koeficijenti u (3.2.1) mogu izraziti u obliku

(3.2.2) an = 1 f(z)cosnx dx (n=0,1,...),
™ —T
1 ™

(3.2.3) b, = - f(z)sinnz dx (n=1,2,...).

Dokaz. S obzirom na pretpostavku da red (3.2.1) konvergira uniformno
na [—m, 7], a svaki njegov ¢lan je neprekidna funkcija na [—m, 7], na osnovu
teoreme 2.3.1, zakljuéujemo da je njegova suma f(x) neprekidna funkcija na
[—7, ] 1 da se red moze integraliti ¢lan po ¢lan. Dakle,

s T —+o0
1
f(:n)dx:/ (5 ap + E ancosnzr—l—bnsinn:L") dz
— T —Tr n=1

T +oo T T
1
:§a0/7T dm+z:1an/ﬂcosnxd$+bn 77rsinnxdx

+oo
= %ao (1, 1) + Z an (1,cos nx) + by, (1,Sin n:r) = Tay,

n=1

pri ¢emu smo iskoristili ortogonalnost dokazanu u prethodnom odeljku (vide-
ti teoremu 3.1.1 i formule za normu (3.1.5)). Ovim je dokazana formula za
koeficijent ag.

Ako sada red (3.2.1) pomnozimo sa coskx (k= 1,2,...), dobijamo red
“+o0

1
f(z)coskx = 3 ag cos kx + Z an cosnx cos kx + by, sin nx cos kzx,

n=1
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koji je, takode, uniformno konvergentan na [—m, 7|, s obzirom na ogranice-
nost funkcije coskx (]coskz| < 1). Integracijom ovog reda ¢lan po clan
i koriSéenjem svojstva ortogonalnosti kao i u prethodnom slucaju, za k =
1,2,..., dobijamo

f(x)coskx dr = ay, (COS kx, cos k‘:z:) = may,

tj. (3.2.2). Sli¢no, mnozenjem reda (3.2.1) sa sinkz (k = 1,2,...) i inte-
gracijom dobijenog reda nalazimo

f(z) sin kx da = by, (sin kz, sin kz) = 7by,
tj. (3.2.3). O
Primetimo da integrali u (3.2.2) i (3.2.3) egzistiraju ne samo za funkcije
neprekidne na [—, 7], veé i za neke Sire klase nego §to je klasa C[—m, 7). U
naSem daljem razmatranju, problem ¢emo tretirati za tzv. klasu apsolutno
integrabilnih funkcija na [—m,7w]. To su funkcije za koje postoji integral
J7_|f(z)|dz kao Riemannov ili nesvojstven®®).

Dakle, ako je funkcija f apsolutno integrabilna na [—, 7], tada zbog

S/W \f(:t)cosn:t]ala:ﬁ/7T |f(z)] dx,

f(x)cosnz dx

—1T

S/W \f(:v)sinmv]ala:§/7T |f(z)] dx,

—T

f(x)sinnx dx

integrali u (3.2.2) i (3.2.3) konvergiraju.

55) Precizno tretiranje problema zahteva poznavanje Lebesgueovog integrala. U nasem
slu¢aju, ogranicavamo se na Rimannovu integrabilnost u obi¢nom ili nesvojstvenom smislu
(videti odeljak 4.7, glava V). Ako je funkcija integrabilna u Riemannovom smislu na nekom
segmentu, tada je ona i apsolutno integrabilna na tom segmentu (videti teoremu 4.4.1,
glava V). Ako se radi o nesvojstvenom integralu na (a,b), —oo < a < b < +o00, onda
podrazumevamo da postoji konacan skup singularnih tacaka {zo,z1,...,2m} (a < xp <
1 < - < Tm < b)ida je funkcija |f| integrabilna u Riemannovom smislu na svakom
segmentu [Ex, Nk, Th—1 < & < Mp < xx (kK = 1,...,m), kao i da postoje granicne
vrednosti

Mk
lim / |f(z)| dz (k=1,...,m).
Ep—Tr—11 £
N =Tk —
U slucaju a = —oo uzimamo da je xg = —oo, dok za b = 400 imamo xp,, = +oo0. U
nasem slucaju, tacke a i b su £w. Najzad, napomenimo da, u svakom slucaju, skup
prekida funkcije f mora imati Lebesgueovu meru nula (videti odeljak 4.3, glava V), da
bismo na osnovu apsolutne integrabilnosti funkcije imali obezbedenu integrabilnost, tj. da

iz egzistencije integrala fab |f(x)| dz sleduje egzistencija integrala f; f(z)dz.
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Definicija 3.2.1. Neka je funkcija f apsolutno integrabilna na [, 7| i neka
su koeficijenti a,, i b,, odredeni pomoc¢u (3.2.2) i (3.2.3). Za trigonometrijski
red (3.1.1) kazemo da je Fourierov®® red funkcije f i pisemo

+oo
1
(3.2.4) f(z) ~ 5 @0 + Z a, cosnz + b, sinne.

n=1
Za brojeve a, i b, kazemo da su Fourierovi koeficijenti funkcije f.

Napomenimo da oznaka ~ u (3.2.4) ne predstavlja asimptotsku jednakost.
Ona jednostavno kazuje da funkciji f odgovara njen Fourierov red. Cesto
se, medutim, kaze da (3.2.4) predstavlja razvoj (razlaganje) funkcije f u
Fourierov red.

Posmatrano sa stanovista prethodne definicije, teorema 3.2.2 kazuje da
svaki uniformno konvergentni trigonometrijski red predstavlja Fourierov red
svoje sume.

Parcijalnu sumu Fourierovog reda funkcije f zvatemo Fourierova suma i
oznacavademo je sa Sy, (x; f), ili krace sa S, (x), kada ne moze doéi do zabune
o kojoj se funkciji radi. Dakle,

Sp(x; f) = %ao —I—Zak cos kx + by sin kx

k=1
= 1 i f)dt+ Zn: 1 " f(t) (cos kt cos kx + sin kt sin k:a:) dt
2 J_, =)
L e [1 + Zn:cosk(t ~ o] dt
T r 2 k=1 7
.
(3.2.5) Suw f) == [ Dl —a)f(0)d,

—T

gde je D,, tzv. Dirichletovo jezgro definisano sa
1 n
D, (t) = 3 + kz:lcos kt.

56) Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), poznati francuski fizicar i matematicar.
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Primetimo da je D, (0) = n+1/2 i D,(—t) = D,(t). Koriséenjem
ortogonalnosti sistema T jednostavno nalazimo

s

(3.2.6) Dy (t)dt = .

-7

Za t # 2km (k € Z) moze se pokazati da je

(3.2.7) Da(t) = Re{% + kz_:l em} _ % ,

U daljem izlaganju koristi¢emo se slede¢om Riemannovom teoremom koju
navodimo bez dokaza.

Teorema 3.2.3. Ako je f apsolutno integrabilna funkcija na segmentu [a, b],
tada je

b b
/\ETOO/G f(z)cos \x dx = AETOO/G f(z)sin \x dz = 0.

Ako stavimo a = —m, b = w1 A = n, teorema 3.2.3 kazuje da Fourierovi
koeficijenti apsolutno integrabilne funkcije teze nuli kada n — +oo.

U slucaju kada je funkcija f parna ili neparna, njen Fourierov red dobija
jednostavniji oblik. Na osnovu teoreme 3.2.2 zaklju¢ujemo:

1° Ako je f parna funkcija, tj. f(—z) = f(z), imamo
2 ™
b, =0, an:%/ f(@)cosnxdx (n=0,1,...);
0
2° Ako je f neparna funkcija, tj. f(—z) = —f(x), imamo

2 s
a, =0, bn:—/ f(z)sinnzdr (n=1,2,...).
T Jo

3.3. Kompleksni oblik Fourierovog reda

Ako cosnzx i sinnx zamenimo pomodéu

cosnx = % (e + ") i sinnx = 2% (e — e,
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Fourierov red (3.2.4), pridruzen jednoj apsolutno integrabilnoj funkciji f,
dobija oblik

1 = an inx —inx b’ﬂ inx —inx
f(x)~§ag+n§::17<e +e )+Z<e —e >,

tj.
+oo . .
1 — b, . b A
(331) f($) ~ 5 agp + Z Qp, 5 10p, eznx + QA ‘;1 n eilnm
n=1
Ako stavimo
_ay —ib, an +iby, ag
Cn - 2 ) —MNn 2 - ns CO — 2 5

(3.3.1) moze se predstaviti u kompleksnom obliku

+oo

(3.3.2) fz) ~ Z Cne™,
gde je

Cn = o —ibn 1 (" (z)(cos nz — isinnz) dx

Y o ’
.

1 (7 ,

(3.3.3) Cn =5 f(x)e """ dx (n=0,+1,42,...).

—T

Dakle, koeficijenti u kompleksnom obliku Fourierovog reda (3.3.2) odreduju
se pomocu (3.3.3).

Primer 3.3.1. Neka je na [—m, 7] funkcija f definisana kao f(x) = e”. Koris-
éenjem (3.3.3) imamo

2 J_, T ) _x

e = i T e:cefmm do — i ‘/7T e(l*in)x da

1 e(tmin)z ™ nef —e T 14in

om "1+n2’

or  1—in
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tj.

sinhm 1+ 1in
= (=1)" R
n ( ) T 14 n2

Dakle, Fourierov red u kompleksnom obliku za datu funkciju je

(neZ).

)

. +o0 ;
x sinhm nld+in ine
~ —1

€ T Z ( ) 1 +7L2 €

dok je standardni realni oblik

(=)™
1 + n?

(3.3.4) e ~ 2smh7r< +

™

M

(cosnx — nsin n:):)) A

3.4. Fourierov red na proizvoljnom segmentu

Razmotrimo najpre slucaj Fourierovog reda funkcije ¢ — f(t) koja je
apsolutno integrabilna na segmentu [—¢,¢]. Smenom x = 7t/{, segment
[/, (] preslikava se na segment [—, 7], tako da je moguce koristiti oblik
Fourierovog reda (3.2.4). Na taj nac¢in dobijamo

n7rt
( ) ao—l— E a,, cos =% + n SIN 7

gde su Fourierovi koeficijenti dati sa

an E/f cosn—ﬂdt (n=0,1,...),

V4
bnzl/ FOsin g m=1,2,...).
i/, 0

Obi¢no se u primenama u fizici i tehnici uzima ¢ = T/2, gde je T period,
a 7/f =27/T = w kruzna ucestanost. U tom slucaju prethodne formule
postaju

T/2
:—/ t) cos nwt dt (n=0,1,...),
T/2
(3.4.2) m
:—/ t) sin nwt dt (n=1,2,...).
T/2
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Fourierov red (3.4.1) dobija oblik

1 X :
(3.4.3) flt) ~ 5 @0 + Z ay, cos nwt + by, sin nwt.

n=1

Ako uvedemo oznake
an = Ay COS Yn, b, = Ay sin g,

gde su

by
Ap= Va2 +0%,  tanp, =",

n

red (3.4.3) se svodi na

1 =
(3.4.4) f(£) ~ 5 Ao+ nzl Ay, cos(nwt — @),

Napomena 3.4.1. Razvijeni oblik za (3.4.4) je
1
f@) ~ 3 Ao + Aj cos(wt — p1) + Ag cos(2wt — pa2) + Ag cos(Bwt — p3) + - .

U primenama u elektrotehnici, konstantni ¢lan Ag/2 predstavlja tzv. jednosmernu
komponentu, ¢lan Ay cos(wt — 1) je prvi harmonik, sa amplitudom A; i faznim
pomakom —¢7. Ostali ¢lanovi su tzv. visi harmonici. Za brojeve nw kazemo da
su talasni brojevi, a njihov skup ¢ini tzv. spektar.

Primer 3.4.1. Neka je funkcija ¢ — f(t) definisana pomoc¢u
A coswt, kada je coswt >0,
f(t) = ,
0, kada je coswt <0,

gde su A i w pozitivne konstante. Funkcija je periodi¢na sa periodom T = 2¢ =
27 /w. Koriséenjem formula (3.4.2) nalazimo b, =0 i

QwA [T/ (2w)
T Jy

4 T /w
an = / f(t) cosnwt dt = coswt cos nwt dt
0

m/(2w)
_wA / [cos(n — 1wt + cos(n + 1)wt] dt
™ Jo

_ wA [sin(n —Dwt  sin(n + 1)wt] 7/ (2w)
™

(n—1w (n+Dw ],

(n#1).

T n—1 n+1

LIRS ARy
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Za n = 0 dobijamo ag = 2A/7. Slucéaj n = 1 mora se tretirati posebno, ili
prelaskom na grani¢nu vrednost (kada n — 1) u dobijenom izrazu za a,. Dakle,

2+2

a; = — —.
! T 2

A [w sinﬂ] A

Najzad, za n > 2 dobijamo

— —2A cos T
" w(n? 1) 27
tj. -
2A(—-1)"~
— — :0 k: 1 2 e )
ok = TRz o1y 92k ( 12,.00)

Dakle, Fourierov red date funkcije je

+00 k-1
f(t) ~ % —|—§ cos wt + %;% cos 2kwt.

Ovo je vazan primer koji nalazi primenu u elektronici kod pretvaranja (tzv.
ispravljanja) naizmenicne struje u jednosmernu. Znacajno poboljsanje u “ispav-
ljanju” moze se dobiti tzv. dvostranim ispravljanjem, Sto je matematicki ekvi-
valentno razvijanju funkcije ¢ — g(t) = Al coswt| u Fourierov red. Da bismo ovo
pojasnili primetimo, najpre, da je g(t) = f(t) + f(t — 7/w) (videti sliku 3.4.1).

Kako je

COs Nw <t — E) = cos(nwt — nm) = (—1)" cos nwt,
w

Fourierov razvoj za funkciju ¢t — f(t — m/w) bide

too k—1
A A 24§ (-1)
f(t—ﬂ'/u))N;—E COSu}t—f—? m COS2kwt,

k=1

odakle, sabiranjem sa razvojem za t — f(t), dobijamo

i~ io o
g T T = 4k2 — 1

cos 2kwt.

Vazno je primetiti da je, u ovom slucaju, jednosmerna komponenta dva puta
veca nego kod tzv. jednosmernog ispravljanja, kao i to da ne postoji ¢lan u razvoju
sa osnovnom ucestanos$éu, tj. nema prvog harmonika. A
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U najopstijem slucaju kada je funkcija = — f(z) apsolutno integrabilna
na segmentu [a, b], Fourierov red se moze izraziti u obliku

T . 2nmzx
+ b, sin ,
a b—a

1 = 2nm
(3.4.5) f(z) ~ 5 @0 + nz:l G COS 7

gde su koeficijenti a,, i b, odredeni pomoéu

2 b 2nmx
an—b_a/af(a:)cosb_adw (n=0,1,...),

(3.4.6)

2 b . 2n7x
bn—b_a/af(:n)smb ad:n (n=1,2,...).

3.5. Periodicko produzenje funkcije i konvergencija
Fourierovog reda

Pretpostavimo sada da je f apsolutno integrabilna funkcija na [—m, 7]
i da je njen Fourierov red dat sa (3.2.4). Ako Fourierov red konvergira
na nekom skupu, onda on ocigledno konvergira ka nekoj (27)-periodi¢noj
funkciji. Prirodno se moze postaviti pitanje tzv. periodickog produZenja
funkcije f sa periodom 2. Ovo je, medutim, mogucée samo ako je f(—7) =
f(m). Ako ovaj uslov nije ispunjen, (27)-periodicko produzenje funkcije f, u
oznaci f, konstruise se tako da za z € [—7,7) imamo

(3.5.1) flz+2km) = f(x) (k=0,£1,£2,...).

Dakle, ukoliko je f(—m) # f(m), na osnovu (3.5.1), za (2m)-periodi¢nu
funkciju f imamo f (m) # f(m). Inace, Fourierovi redovi za f i f se pokla-
paju, jer se Fourierovi koeficijenti izra¢unavaju pomocu (3.2.2) i (3.2.3).

Pri ovakvom periodickom produzenju funkcije f sa poluintervala [—m, )
na R, moze se desiti da funkcija f nije neprekidna u tackama 4+, +37, .. .,
i u slucajevima kada je f neprekidna funkcija na krajevima segmenta, tj. u
tackama +7 (videti slike 3.5.1 i 3.5.3). Samo ako je pritom f(—m) = f(7)
(slika 3.5.2), periodi¢na funkcija f je neprekidna u tackama +7 (slika 3.5.4).

Cesto se dobijena periodi¢na funkcija f oznacava istim simbolom f kao i
originalna funkcija f.

U daljem tekstu razmatramo problem konvergencije Fourierovog reda koji
odgovara funkciji f koja je apsolutno integrabilna na segmentu [—,7].
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y=f (%)

Sl 3.5.1 Sl. 3.5.2

\4

Sl 3.5.3

Dakle, interesuje nas konvergencija niza parcijalnih suma S, (z; f). Koris-
¢enje reprezentacije (3.2.5) i direktan prelazak na grani¢nu vrednost pod
znakom integrala kada n — 400 nije mogué, s obzirom da ne postoji grani¢na
vrednost lim D, ().

n—-+oo

Periodicki produzimo sada funkciju f sa poluintervala [—m,7) na R i tu
(2m)-periodi¢nu funkciju, koju éemo koristiti u daljem radu, oznacimo opet

sa f.

Teorema 3.5.1. Neka je f apsolutno integrabilna (27)-periodiéna funkcija.
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\4

Sl. 3.5.4

Za Fourierovu sumu Sy, (z; f) vazZe formule

Suif) =+ [ Du s+ 0y

—T

1
(3.5.2) (s f) = % /0 Da®)[f(x+ 1) + f(z — )] dt.
Dokaz. Na osnovu (3.2.5) imamo

S f) = ~ /H Dt f(t+a)dt =~ [ Do) f(t+ ) dt,

TJ-r—zx TJ—x
pri ¢emu smo iskoristili ¢injenicu da je podintegralna funkcija (2m)-perio-
di¢na. Nadalje, koris¢enjem osobine parnosti Dirichletovog jezgra D, (—t) =
D,,(t), imamo redom

Sue ) =1 [ DO+ 1 ar

—T

_Lr Dn(t)f(x+t)dt+l/ﬂDn(t)f(a:—kt)dt
T Jo

1 (7 I
:;/O Dn(—t)f(:n—t)dt—l—;/o Dy () f(x +1t)dt

_ %/OﬂDn(t)[f(x—t)—kf(x—i—t)] dt. O
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Da bismo ovaj rezultat mogli da primenimo na dokaz jednog vaznog svoj-
stva Fourierovih redova, izveS¢emo najpre jedan zakljucak o asimptotskom
ponasanju sume Sy, (x; f). Izaberimo zato broj ¢ takav da je 0 < § < m. Ako
integral u (3.5.2) rastavimo na dva integrala, tako da integracija ide od 0 do
6 u prvom, a od § do 1 u drugom integralu, tada, na osnovu Riemannove
teoreme 3.2.3, za drugi od njih mozemo pokazati da tezi nuli kada n — 400,
tj. da je

Tfltt)+ flz -1t
2sin(t/2)

sin(n 4+ 1/2)tdt = o(1) (n — +00).

Primetimo da za D,,(t) iskoris¢en izraz (3.2.7).

Zaista, na segmentu [§, 7] funkcija t — ¢(t) = (2sin(t/2)) - je ogranicena
(1/2 < ¢(t) < ¢(9)), afunkcijat — f(z+t)+f(r—t) (x fiksni broj iz [—m, 7)),
po pretpostavci, je (27)-periodi¢na i apsolutno integrabilna. Proizvod ove
dve funkcije je apsolutno integrabilna funkcija.

Dakle, za § € (0,7) i = € [—m, 7], na osnovu prethodnog, dobijamo
asimptotsku reprezentaciju Fourierove sume S, (z; f) u obliku

o
= %/O Dp(t)[fx+t)+ fm—t)] dt +0(1) (n— +00),

odakle sleduje jedan vazan rezultat poznat kao princip lokalizacije.

Teorema 3.5.2. Neka je f apsolutno integrabilna (27)-periodiéna funkcija.
Egzistencija i grani¢na vrednost niza Fourierovih suma S,(x; f) u proiz-
voljnoj tacki & € [—m, 7| zavisi samo od egzistencije i graniéne vrednosti
integrala

1 )
(3.5.3) ;/0 D, () [f(E+1t)+ f(—1)] dt, kada n — o0,

pri cemu je & dovoljno mali pozitivan broj.

Primetimo da egzistencija i grani¢na vrednost niza Fourierovih suma u
tacki & zavisi samo od lokalnih svojstava funkcije f iz d-okoline ove tacke.
Samo su, dakle, vrednosti funkcije f sa segmenta [{ — 0,& + d] ukljucene u
integral koji se pojavljuje u (3.5.3).

Ako se dve funkcije f i g poklapaju u izvesnoj okolini tacke £, na osnovu
principa lokalizacije, zaklju¢ujemo da grani¢ne vrednosti nll}}rloo Sp(&f) i
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lilil Sn(&; g) istovremeno postoje ili ne postoje, i u potvrdnom slucaju one
n—-1+oo

su jednake. Naravno, Fourierovi redovi ovih funkcija su, u opstem slucaju,
razliciti.

U daljem tekstu pretpostavljamo da je f apsolutno integrabilna (27)-
periodi¢na funkcija, koja ima samo prekide prve vrste (videti odeljak 2.2,
glava III), §to znaci da u svakoj tacki & € R postoje kona¢ne jednostrane
grani¢ne vrednosti
(3.5.4) Jim f@)=fE-0) i lm f(@)=fE+0)

Za tacku & reéi ¢emo da je regularna tacka funkcije f, ako je vrednost funkcije
u toj tacki jednaka aritmetickoj sredini jednostranih grani¢nih vrednosti
(3.5.4), tj.

f(E—-0)+ f(€+0)
Primetimo da svaka tacka u kojoj je funkcija neprekidna predstavlja regu-
larnu tacku za tu funkciju.

U odeljku 1.1, glava IV, definisali smo tzv. levi i desni izvod funkcije u
tacki, pretpostavljajuéi pritom neprekidnost funkcije u toj tacki. Sada ¢emo
pro§iriti ove pojmove i na tacke prekida prve vrste, pomoéu jednostanih
grani¢nih vrednosti

. — —0)
f_ (5) miI?* xr — f
U slucaju kada je f neprekidna funkcija u tacki &, tj. kada je f(§ —0) =

f(E+0) = f(§), ova prosirenja se, ocigledno, svode na ranije definicije levog
i desnog izvoda funkcije.

Fe) =t L@ IEHO)

z—E+ r—§

Za funkciju f 1 izabranu tacku ¢, definisimo funkciju ¢ — fZ(¢) pomocu

(3.5.5) FE®) = FE+D)+ (€=t = (f€=0) + f(€+0)),
koja se u regularnoj tacki svodi na fi(t) = f(§+1) + f(§ — 1) — 2f(€).

Sledeéa teorema daje tzv. Diniev®”) kriterijum za konvergenciju Fourier-
ovog reda. U dokazu teoreme koristimo ¢injenicu da su integrali

psn [0 ez 1 [JEOL,

ekvikonvergentni.

57) Uliss Dini (1845-1918), italijanski matematicar.
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Teorema 3.5.3. Neka je f apsolutno integrabilna (2m)-periodiéna funkcija
i neka je & tacka neprekidnosti ili tacka prekida prve vrste ove funkcije. Ako
za neko 0 iz intervala (0, ), integral

(3.5.7) /05 LHUIP

t

konvergira, tada konvergira © Fourierov red tacki & i vazi

(3.5.8) i S,(€, f) = S(6) = f(&—o);rf(£+0)‘

Dokaz. Koriséenjem (3.5.2) i (3.2.7), kao i éinjenice da je [ Dy (t)dt =
/2 (videti (3.2.6)), razliku

f€=0)+ f(€+0)
2

Rn(f, f) = Sn(f, f) - S(f) = Sn(fvf) -

mozemo da izrazimo na sledeéi nacin:
1 /7 2 ("
Ri& == [ DaOlre+n+s€-0)it =502 [ Daoa

- %/;Dn(t)[f(fﬂ)jtf(f—t)— (F(€=0)+ f(€+0)] dt

IR ()
= — ——— si 1/2)tdt.
77/0 Ssn(t/z) Snn+1/2)

S druge strane, ako integral (3.5.7) konvergira, tada konvergira i drugi
integral u (3.5.6), a to znaci da je funkcija t — fZ(t)/(2sin(t/2)) apsolutno
konvergentna na segmentu [0, 7]. Najzad, primenom Riemannove teoreme
3.2.3, zaklju¢ujemo da je

lim R,(§f)= lim 1 /7r L(t) sin(n +1/2)tdt =0
n—too Y n—too T Jo 2sin(t/2) ’
tj. da vazi (3.5.8). O
Na osnovu prethodne teoreme, mogu se izvesti neki vazni zakljuéci:

1° Ako su ispunjeni uslovi teoreme 3.5.3, tada u regularnim tackama &
funkcije f, Fourierov red konvergira ka f(£).
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2° Ako je f apsolutno integrabilna (27)-periodiéna funkcija i ako u tacki
€ postoje vrednosti f(£—0), f(£+0), f2(£), f1(£), tada Fourierov red u ovoj
tacki konvergira ka vrednosti S(£), koja je definisana u (3.5.7). Da je ovo
ta¢no, dovoljno je pokazati da je integral (3.5.7) konvergentan za neko ¢ > 0.
Primetimo, najpre, da je zbog egzistencije kona¢ne grani¢ne vrednosti
fE+1) - f(€+0) f(E—t)—f(§-0)

*(t
tim €0 _ i - = FL©)— (),

t—0 ¢ t—0 t —t

funkcija t — f¢ (t)/t ogranic¢ena u nekoj okolini tacke ¢ = 0. Dakle, postoji o
(0 < 0 < ), takvo da je funkcija ograni¢ena na segmentu [0, d]. Koriséenje
ovog fakta omogucava kompletiranje dokaza.

3° Neka je funkcija f deo po deo neprekidno-diferencijabilna na segmentu
[—7,7]°®). Saglasno (3.5.1) mozemo konstruisati (27)-periodicko produzenje
funkcije f, u oznaci f. Tako produzena funkcija, ocigledno, zadovoljava
uslove iz 2° pa njen Fourierov red, koji se poklapa sa Fourierovim redom za
f, konvergira u svakoj tacki & ka S(&), tj.

n—-+oo 2

Na osnovu (3.5.9) zaklju¢ujemo da u svakoj tacki & EN(—ﬂ',TF), Fourierov
red konvergira ka vrednosti (f(£—0)+ f(£+0))/2 jer je f(§£0) = f(££0).

U tackama £ = £, red konvergira ka vrednosti

f(=m+0)+ f(x—-0)
5 :

(3.5.10)

Zaista, zbog periodicnosti funkcije f, imamo

flem=0) = f(r = 0) = f(x=0),  f(=7+0) = f(r+0)=f(—7+0),
pa se (3.5.9), za £ = £, svodi na (3.5.10).
58) Ovo znagi da na segmentu [—m, 7] postoji niz tacaka {zeliy (=7 =20 <71 <

.-+ < &y = ) na tako da se moze definisati m funkcija fi: [xx_1,2x] — R (k=1,...,m),
pomodéu

e(@r—1) = f(xr—1+0), [fr(@)=f(®) (xp_1 <z <L), [fulzk)=f(zx—0),

pri ¢emu je svaka od njih neprekidno-diferencijabilna na svom podsegmentu [zy_1, zk].
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Napomena 3.5.1. U skladu sa (3.5.10), Fourierov red funkcije f (slika 3.5.1),
odnosno periodi¢ne funkcije f (slika 3.5.3), u tackama £, +3mx, ... konvergira ka
vrednosti koja je oznacena sa e na grafiku na slici 3.5.3.

Primer 3.5.1. Na osnovu Fourierovog razvoja funkcije x — e” na segmentu
[—7, 7], koji je dat pomodu (3.3.4) (videti primer 3.3.1) mozemo dobiti razvoje za
funkcije « — sinhz i  — cosh z na istom segmentu [—, 7). Periodika produzenja
ovih funkcija su prikazana na slikama 3.5.5 i 3.5.6, respektivno. Primetimo da
periodicko produzenje funkcije = +— sinh x ima prekide u tackama +m, +3m, itd.

10 ¢

Sl. 3.5.5

Koriséenjem (3.3.4) nalazimo

sinhz =

. +o0 n
— 2sinh -1
(ex —e I) =— Sli ul nE_l (1 +)n2n sin nz (—m <z <m).

N | =

U tackama =+, red konvergira ka vrednosti (sinh(—) + sinh7) /2 = 0.

Sli¢no, dobijamo

. +o0 n
1 - 2sinh 1 -1
o = (¢ 77) = 29 (15 o),

koji konvergira ka vrednosti cosh z, za svako « € [—m,7]. Primetimo, takode, da
je ovaj red uniformno konvergentan. A

Primer 3.5.2. Neka je funkcija  — f(z) definisana na segmentu [0, 7] pomoc¢u
f(x) =z (videti sliku 3.5.7).
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y A
10
5 E
I 1 1 THEES——
-3 -2n -1 0 4 27 3n X
Sl. 3.5.6
yh yh
T T
0 T X —T 0 T X
Sl. 3.5.7 Sl. 3.5.8 Sl. 3.5.9

v

Sl 3.5.10

1° Periodiénim produzZenjem ove funkcije dobijamo funkciju sa periodom
(slika 3.5.10).

Koriséenjem formula (3.4.6) za Fourierove koeficijente na proizvoljnom seg-
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mentu, nalazimo

2 s
aoz—/ rdxr =,
™ Jo

2 s
an:—/ x cos2nx dxr =
0

1 . 1 7'
- — (x sin 2nx + — cos 2nx> ‘ =0,
™ 2n 2n 0

AN 3|

1 . ™ 1
-—<—xc052nx—|——sm2nx>‘ =—_.
2n 2n 0 n

2 s
bn:—/ xsin 2nx dx =
m™Jo

Tako, Fourierov red (3.4.5) postaje
o X1
T~ 5~ leﬁ sin 2nx,
n=

koji za z € (0,m) konvergira ka vrednosti . U tackama x = 01 a = m, sve
parcijalne sume ovog reda su jednake /2.

Primetimo da se za z = w/4 dobijeni Fourierov red svodi na numericki red

2° Data funkcija f moZe se periodicki produziti tako da je to produzZenje
neparna, odnosno parna funkcija. Naime, funkciju f mozemo najpre produziti
na segment [—m, 0], tako da dobijemo neparnu (slika 3.5.8) ili parnu funkciju (slika
3.5.9), a zatim odredujemo odgovarajuée (2m)-periodiéno produzenje na R.

Sl 3.5.11

Na slici 3.5.11 prikazano je neparno, a na slici 3.5.12 parno produzenje.
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'3

Y

v

Sl 3.5.12

a) U sluéaju neparnog produzenja, koeficijenti ar su jednaki nuli, dok su koefi-
cijenti by, dati sa

2 [T 2 1 1 . ™
by = — xsmnxdm:—-—(—xcosnx—l——smnx)‘ ,
™ Jo n n 0

tj-
iy

bn:i<—7rcosmr>‘ :2(—1)”_1 (n=1,2,...).
n 0

~—

Odgovarajudi sinusni red konvergira ka x za svako x € (—m, m), tj.
n—1

+oo (_1)
€T ng_l n S nx

Za x = +m, red konvergira ka nuli. Primetimo da su tada sve parcijalne sume
jednake nule.

b) Kod parnog produzenja funkcije imamo

™
bp =0 (n=1,2,...), aoz—/ rdx =,
T Jo

s

2/7T 2 1 . 1

an = — xcosnxdx:—~—<:13s1nn:13+—cosnx)‘
T Jo T n n 0
Ovo daje

tj.

4
agg =0, a2k—1:—m (k=1,2,...).

Na taj nacin dobijamo kosinusni red za funkciju = — |z| (slika 3.5.9)

+
T 4 s(2k — Dz
|x|:§—ﬂ_2 2k—1)2 (- <z<m).
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Za x = 0 dobijamo numericki red
+oo

Z#_W—Q A
(2k—-1)2 8~

k=1

Napomenimo, na kraju, da se pomoc¢u Fourierovih redova, specificirajuéi
vrednost za x, mogu dobiti sume mnogih numerickih redova.

3.6. Gibbsov efekat

Posmatrajmo funkciju f definisanu na [—7, 7| sa

-1, —m <z <0,
flz) = 0, x =0,
1, 0<zx <,

funkciju f. Periodi¢ko produzenje ove funkcije u smislu (3.5.1) prikazano je
na slici 3.6.2.

Sl 3.6.1

Kako je funkcija f neparna, zaklju¢ujemo da su Fourierovi koeficijenti
a, =0 (n=0,1,...). Koeficijenti b,, dati su pomoc¢u

by, = g/Owsimnxdgj = 3[1 _ (_1)11]’

m nm

odakle nalazimo

4

20 =1) (n=1,2,...).

by, = 0, bop—1 =
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=y

Sl. 3.6.2
Dakle, dobili smo Fourierov red

sin(2k — 1)x
(3.6.1) Z Y-

Posmatrajmo sada parcijalne sume ovog reda

sin(2k — 1)z
Sn(az):—z T (n=1,2,...).

Sl. 3.6.3

Slika 3.6.3 prikazuje parcijalne sume S,(z) za n = 1,2,3,4, dok je na
slici 3.6.4 prikazana suma za n = 50. Primetimo da je u tackama x = k7
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(k =0,£1,£2,...), tj. u tackama prekida funkcije f, svaka odgovarajuca
Fourierova suma jednake nuli. Isto tako, za —m < z < 7 red (3.6.1) konver-
gira ka funkciji x +— sgnx. U stvari, vazi jednakost

+oo .
4 sin(2n — 1)z
= — - —1 < < .
sgn x 77,?:1 ST (—m <z <)

Medutim, sa slike 3.6.4 uocavamo jo$S jednu neobi¢nost koju poseduju
Fourierove sume u blizini tacke prekida funkcije f.

y

1

-T 0 T X

wﬁ_l

Sl 3.6.4

Naime, interesantno je ponaSanje Fourierove sume kada z — 0 i kada
n — 4o00. Kao §to smo uocili, za = 0 imamo S,,(0) = 0 bez obzira na n.
S druge starne, ako uzmemo veoma malu vrednost za x, ali fiksnu, tada pri
n — 400 Fourierova suma tezi vrednosti sgnz. Medutim, ovde je zanimljiv
slucaj kada x i n nisu medu sobom nezavisni. Tako, na primer, u sluc¢aju
kada je proizvod x i n konstantan, konkretno nz = 7/2, i n — 400 (samim
tim z — 0), Fourierova suma ima vrednost ve¢u od jedinice, tj. “premasuje”
svoju granicu.

Da bismo ovo pokazali diferencirajmo najpre Fourierovu sumu

1
2n —1

4 1
Sp(z) = —(SiDJE—I— —sin3z +---+
s 3

sin(2n — 1):E>
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Tada dobijamo

4
Sl (z) = — (cos:n +cos3x + -+ - + cos(2n — 1):13)
T

Pretpostavljajuéi da je sinxz # 0, prethodna kosinusna suma se moze
jednostavno naéi na slican nacin kako je to u¢injeno u odeljku 3.2 prilikom
sumiranja Dirichletovog jezgra. Tako dobijamo

S;L(:E) _ g ' sin 2nx

T sinx

odakle sleduje

s sint

S, (z) = g/ sin 2nt di.
0

Iz jednacine sin 2nz = 0 nalazimo tacke kr/(2n), k = 1,2,... ,2n — 1, u
kojima parcijalna suma S, (z) ima lokalne ekstremume. Nije tesko zakljuciti
da je najveéi maksimum u tacki 7/(2n) i da je njegova vrednost

0 2 (™) gin 2nt 2 1 (T sinz
Spl— ) =— - dt = — - — ———dz.
(271) 77/0 sint m 2n J, sin(z/(2n)) :

Za dovoljno veliko n mozemo uzeti sin(z/(2n)) ~ z/(2n), tako da dobi-
jamo

2 [™si 2 2
Sn(ﬂ)%—/ M2 g2 = ZSi(n) ~ = - 1.851937 ~ 1.17898,
0 ™ ™

2n T z

gde je funkcija x — Si(x) (integralni sinus) definisana na kraju odeljka 2.6.

Dakle, Fourierova suma S, (x), za * = 7/(2n), premasuje svoju granicu
za 18%. Ovo praktiéno znaci da se moze dobiti bilo koja vrednost izmedu
—1.18 i 1.18 izborom pogodnog prilaza ka granici. Ovu pojavu prvi je uocio
Gibbs® i po njemu nosi ime Gibbsov efekat.

3.7. Fourierov integral

U prethodnim odeljcima razmatrali smo razvijanje (razlaganje) apsolutno
integrabilnih periodi¢nih funkcija u Fourierov red. Pod izvesnim uslovima,
slican koncept moze se uvesti i za neperiodi¢ne funkcije definisane na realnoj

59) Willard Gibbs (1839-1903), americki fizicar, mehanicar i matematicar.
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pravoj, definisuéi na taj nacin, umesto Fourierovog reda, njegov neprekidni
analogon, tzv. Fourierov integral.

Pretpostavimo da je funkcija f:R — R apsolutno integrabilna na R, tj.
da je

(3.7.1) /+°o F(8)] dt < +o0,

—0Q

i da se na segmentu [—/¢, /], ¢ = T'/2, moze razviti u konvergentan Fourierov
red

1 X
(3.7.2) flx) ~ -ap+ Z ., cosnwx + by, sin nwx,

2 n=1
gde je w =27 /T = /¢ (videti odeljak 3.4), a Fourierovi koeficijenti dati sa
(3.4.2). Smenom ovih koeficijenata u (3.7.2) dobijamo

¢ +00 ¢
f(z) ~ %E/_Zf(t)dt—kq;%/_Zf(t)cosnw(t—a:)dt,
.
1/ too iy gt
37.3)  f(z)~ 2—£/ef(t)dt—|—z<; /Zf(t)coswn(t—x)dt>Awn,

gde smo uveli tacke w,, = nw =nn/l (n=1,2,...) i stavili Aw,, = wy4+1 —
wyp =w =/t

Posmatrajmo slucaj kada ¢ — 4oc0. Primetimo da tada Aw, — 0. Zbog
uslova integrabilnosti (3.7.1), prvi sabirak na desnoj strani u jednakosti
(3.7.3) tezi nuli. Drugi sabirak, medutim, predstavlja integralnu sumu funk-
cije g: [0, +00) — R, definisane pomocu integrala

+oo
(3.7.4) g(w) = l/ f(t) cosw(t — z) dt.

— 00

Pod uslovom da postoji grani¢na vrednost ove integralne sume kada ¢ —
+00, desna strana u (3.7.3) svodi se na integral

400 o0 +o0o
(3.7.5) flx) ~ /0 g(w)dw = %/0 dw/_ ft)cosw(t — x)dt,
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koji je poznat kao Fourierov integral. Dakle, funkcija f je ovde predstavljena
Fourierovim integralom. Za razliku od Fourierovog reda kod koga je spek-
tar diskretan, ovde je spektar kontinualan (neprekidan) jer je w neprekidna
promenljiva. Potpuna analogija sa Fourierovim redom moze se videti ako
(3.7.5) napisemo u obliku

+oo
(3.7.6) flx) ~ /0 [a(w) cos wx + b(w) sinwz] dw,
gde su
+o0 +oo
(3.7.7) a(w) = %/_ f(t)coswtdt, bw)= %/_ f(t)sinwt dt.

Kod parnih funkcija b(w) = 0, tako da (3.7.6) i (3.7.7) daju

2 +oo +oo
flz) ~ —/ COS WT dw/ f(t) coswt dt.
0 0

™

Sliéno, kod neparnih funkcija imamo a(w) = 0 pa je

9 +oo +o0

flx) ~ —/ sin wx dw/ f(t)sinwt dt.
T Jo 0

Sliéno teoremi 3.5.3 i odgovarajuéih zakljucaka 1°—3° izvedenih iz ove
teoreme, moze se dokazati sledeée tvrdenje:

Teorema 3.7.1. Neka je f:R — R deo po deo neprekidna funkcija na
svakom konacnom segmentu, meka zadovoljava uslov apsolutne integrabil-
nosti na R, i neka u tacki x € R postoje izvodi f' (x) i f(x). Tada vaZi

(3.7.8) fl@=0) —;f z+0) /+<><> dw /+<>° )cosw(t — x) dt.

Primer 3.7.1. Neka je funkcija f definisana pomocu f(z) = ¢~ “* (a > 0) za
z>01 f(x) =0 za x < 0. Odgovarajuéi Fourierov integral je

+oo +oo 1 [too ;
/ dw/ e cosw(t — z) dt = _/ ozcosw;:—i—w;mwx Ao
™ Jo a® +w

Na osnovu (3.7.8), on je jednak f(x) zaxz #01i (f(0—0)+ f(0+0))/2=1/2 za
rz=0. A
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Primer 3.7.2. Neka je funkcija f definisana pomocéu

Lozl <1,
fl@)=41/2, |z|=1,
0, || > 1.

S obzirom da je funkcija parna, na osnovu (3.7.7) imamo

+00 1 :
a(w):z/ f(t)coswtdt:z/ coswtdt:z-smw, b(w) =0,
0 T Jo Q

s w

tako da je

+oo
flz) = 2/ MY coswz dw.
™ Jo w

Napomenimo da je u tackama prekida £ = £1 zadovoljen uslov

N =

(f(E=0)+ f(E+0) = f(6). &

Kako je funkcija g u (3.7.4) parna, to se (3.7.5) moze predstaviti i u obliku

400 +oo
(3.7.9) f(z) ~ % /_ dw/_ f(t) cosw(t — ) dt.

Ako umesto cosw(t — z) stavimo sinw(t — ), odgovarajuéi integral u
smislu Cauchyeve glavne vrednosti (odeljak 4.8, glava V) biée jednak nuli,
tj.

1 +oo +oo
(3.7.10) 0=v.p. — dw/ f(t)sinw(t — ) dt.

21 J_ o

Mnozenjem jednakosti (3.7.10) sa imaginarnom jedinicom i, a zatim oduz-
imanjem od (3.7.9), dobijamo Fourierov integral u kompleksnom obliku

[t e ‘
fl@) ~vp. o dw / f(t)e =) g,
t].
1 +oo 400 ‘
(3.7.11) f(z) ~v.p. o e“"xdw/ f(t)e ™t dt.



402 TEORIJA REDOVA

3.8. Fourierova transformacija

U nasem daljem razmatranju uvek ¢emo pretpostavljati da je f neprekid-
na i apsolutno integrabilna funkcija na R i da u svakoj tacki z € R ima
konacne jednostrane izvode. U tom slu¢aju mozemo pisati znak jednakosti
u (3.7.11), tj.

1 +oo 400 ‘
B8 S =g [ e [ et
u — 0o

— 00

Ova jednakost omogucéava definiciju tzv. Fourierove transformacije funk-
cije f.
Definicija 3.8.1. Za funkciju F', odredenu sa

+oo
(3.8.2) F(w) = v.p. / f(t)e ™t at,

—0Q

kaze se da je Fourierova transformacija funkcije f i oznacava se sa F[f] ili
sa f.
Takode, na osnovu jednakosti (3.8.1) moze se dati i definicija inverzne

Fourierove transformacije:

Definicija 3.8.2. Za funkciju G, odredenu sa

(3.8.3) G(x) = v.p. % /+°° f(w)e™” dw,

kaze se da je inverzna Fourierova transformacija funkcije f i oznacava se sa
—1
Ff

Napomena 3.8.1. U transformacijama (3.8.2) i (3.8.3) Cesto se koristi simet-
ri¢ni oblik, tj. uzima se ista konstanta 1/v/27 ispred oba integrala.

U terminima Fourierove transformacije, jednakost (3.8.1) se moze jedno-

stavnije zapisati u obliku f = F~[F[f]]. Stavise, pod uslovima datim na
pocetku ovog odeljka, jednostavno se dokazuje da vazi

Napomena 3.8.2. U primenama u elektrotehnici, a posebno u telekomunikaci-
jama, po pravilu za t se uzima vreme, dok je w uéestanost (frekvencija), i pri tome
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se kaze da se Fourierovom transformacijom funkcija t — f(¢) iz vremenskog do-
mena preslikava u frekventni domen. U tom slucaju, f(t) = 0 za t < 0, pa je
odgovarajuéi par transformacija dat pomocu

+oo .
F(w) = FIf(1)] = /0 Fte " dt,

400 .
F(t) = FUF(W)] = v.p. — F(w)e™® du.

— 00

Takode, umesto F'(w) Cesto se piSe F'(iw). Opravdanje za to lezi u definisanju
jedne opstije transformacije, tzv. LaplaceoveGO) transformacije funkcije f, pomocéu

+oo
(3.8.4) F(s)=L[f(t)] = /0 f(t)e st dt,

gde je s = 0 + iw kompleksna promenljiva (kompleksna ucéestanost). Uzimajuéi s
na imaginarnoj osi, s = iw (o = 0), dolazi se do Fourierove transformacije F'(iw).

Imajuéi u vidu teoremu 4.4.2 (glava V) zaklju¢ujemo da su Fourierove
transformacije (3.8.2) i (3.8.3) linearne. Na primer, ukoliko postoje Fourier-
ove transformacije F|[f] i Flg], tada vazi Flaf + Bg] = oF|[f] + BFg], gde
su « i B proizvoljni skalari.

Primer 3.8.1. Neka je funkcija f definisana pomoéu f(z) = e~ ** (a > 0) za
x > 0. Odredi¢emo Fourierovu transformaciju parnog i neparnog produzenja ove
funkcije.

1° Parno produZenje date funkcije moze se definisati kao fp(z) = ezl
svako © € R. Na osnovu (3.8.2) imamo

zZa
+o00 . 0 . +oo .
F(w) :/ e—a\t|e—zwt dt:/ et p—iwt dt+/ e Ot —iwt dt,
—00 —0oo 0
tj.

F(w

+ +
:/ Ooe—(a—iw)t dt+/ Ooe—(a+iw)t dt — 1. + 1 - 220{ .
0 0 a—w ot w o +w

~—

Primena inverzne Fourierove transformacije (3.8.3) na dobijenu funkciju daje
polaznu funkciju z — f(x). Dakle, imamo

+o0 )
—ax 1 2a YT g (z > 0),

e = — —_—
2 2
21 J_ o o Fw

60) Pierre Simon de Laplace (1749-1827), veliki francuski matematicar.
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§to se moze izraziti i u obliku

—+ o0 “+ o0
_ o COS WX 2c COS WT
T ) oo @+ w 7™ Jo a® +w

2° Iskljuéujudéi tacku z = 0 definisimo neparno produZenje date funkcije pomocéu

e T, x>0,
xTr) =
In(@) { —e7, x < 0.

Fourierova transformacije takve funkcije je

0 aty —iwt O ot —iwt —2iw
F(w) = (—e™)e dt + e e dt = — ok
oo 0 a? 4w

Najzad, primena inverzne transformacije daje

e dw (x>0). A

—az _ 1 T 9w i 2/+°°wsinwx
21 J_ o a2+ w? T Jo

a2+ w?

Napomena 3.8.3. Koristeéi se rezultatima iz prethodnog primera nalazimo
vrednosti tzv. Laplaceovih integrala

+oo +oo .
COS WX T  —ax w sin wx T —_ax
/0 i =g @20 /0 i =ge >0

3.9. Z-transformacija

Na kraju ove glave razmotri¢emo ukratko jednu vaznu transformaciju,
koja se u poslednje vreme veoma mnogo srece u primenama. Naime, u
primenama se umesto funkcije t — f(t) ¢esée pojavljuje niz {f,}nen,, cije
su vrednosti fy, f1, f2, ..., odredene u nekim vremenskim trenucima, na
primer, za t = 0, T, 27", itd. Ne umanjujuéi opstost razmatranja, mozemo
uzeti normalizovani slucaj kada je T' = 1.

Da bismo omogu¢ili primenu Laplaceove transformacije na ovaj slucaj,
nizu { fy, bnen, mozemo jednostavno pridruziti stepenastu funkciju ¢ — f(¢)
pomodéu

ft)=fn kada n<t<n+1 (n=0,1,...).
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Ako sada formalno primenimo transformaciju (3.8.4) na ovako konstru-
isanu funkciju f, dobijamo

B +oo +oo +oo
qﬂm=A ﬂmﬂm=§ié fueot dt,
n=0

tj.
_ ef(n+1)s 1—e 5 too

too ns
LIFB) =Y fo = = > e
n=0 n=0

Kako je faktor (1—e~*)/s uvek isti za svaki niz, to se prethodna transfor-
macija moze uprostiti i na taj nac¢in dolazimo do tzv. diskretne Laplaceove
transformacije

—+o0
(3.9.1) DL[fo] = fae ™.
n=0

Uvodenjem nove kompleksne promenljive z = e®, (3.9.1) se transformise
u red®?

—+o0
(3.9.2) Fo(z) =) faz ™
n=0

Definicija 3.9.1. Za funkciju z — F*(z), definisanu pomocu reda (3.9.2),
kaze se da je z-transformacija niza {f,}nen, 1 oznacava se sa Z[fy].

Primer 3.9.1. Neka je dat eksponencijalni niz &iji su ¢lanovi fn, = a”, gde je
a skalar. Na osnovu (3.9.2) imamo

+o0 +o0
— —1 1 z
(3.9.3) F*(z2) = E a2z " = E (az” )" = T o T~ 3 a (Iz| > |al)-
n=0 n=0

Jasno je da z-transformacija datog niza egzistira izvan kruga polupre¢nika R =
la| jer za takve vrednosti z red u (3.9.3) konvergira i njegova suma je z/(z — a).
Na primer, ako se radi o konstantnom nizu, gde je fn = 1 za svako n € Ny, tada
je oblast egzistencije z-transformacije oblast izvan jedini¢nog kruga. A

61) Precizne formulacije ovakvih redova (po stepenima od 1/z) razmatraju se u Teoriji
funkcija kompleksne promenljive. Za razumevanje ovog odeljka dovoljno je znanje iz ste-
penih redova (odeljci 2.4, 2.5 i 2.6).
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Na osnovu prethodnog primera vidimo da je za egzistenciju z-transfor-
macije neophodna egzistencija nekog kruga konac¢nog polupre¢nika R > 0,
takvog da red (3.9.2) konvergira za svako z izvan toga kruga, tj. za |z| > R.
Nije tesko pokazati da je potreban i dovoljan uslov za egzistenciju takvog
kruga kona¢nog poluprecnika R upravo egzistencija dve pozitivne konstante
q i A takve da je |fn| < Aq¢", tj. da je niz {f,}nen, ogranic¢en jednim
eksponencijalnim nizom.

Primer 3.9.2. Neka je niz dat pomoéu f, = a"/n! (n € Np). Njegova z-
transformacija je

+oo 400

F*(z)zz%zfnzz%:ea/z (lz| >0). A

n=0 n=0

Na osnovu definicije 3.9.1 zaklju¢ujemo da je z-transformacija linearna,
tj. da vazi sledeéi rezultat:

Teorema 3.9.1. Neka za nizove {fn}nen, ¢ {gn}nen, postoje z-transfor-
macije F*(z) = Z[fn] (|z| > R1) i G*(2) = Zlgn] (|z| > Re). Tada je, za
proizvoljne skalare o i 3,

Zlafn + Bgn] = aZ[fn] + BZ[gy] (|z| > R = max (R, RQ))-

Diferenciranjem (3.9.2) dobijamo

dF* =
B S (> R)

n=0
odakle zaklju¢ujemo da vazi sledeéi rezultat:
Teorema 3.9.2. Ako z-transformacija F*(z) = Z[f,] niza { fu}nen, posto-

d
ji, tada izraz —zd—F*(z) predstavlja z-transformaciju niza {nfptnen,, t.
T

vazi

* too
—z dF(’iZ(z) = annz*” (Iz| > R).

n=0
Primer 3.9.3. Na osnovu prethodne teoreme i primera 3.9.1 imamo

z

(z—1)%"

z2(z+1)

Gonp 2= :

Z[n] = Zn? = oo

Oblast konvergencije u prva dva slucaja je |z| > 1, a u treem |z| > |a]. A

Sledece dve teoreme odnose se na grani¢ne vrednosti.
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Teorema 3.9.3. Ako z-transformacija F*(z) = Z[f,] niza { fn}nen, posto-
ji, tada je
fo= ZILH;O F*(z).
Sli¢no se mogu odrediti i ¢lanovi niza f1, fa, itd. Na primer, s obzirom da
je z( *(z) — f(]) = f1 4 foz '+ f3272 + .-, korid¢enjem rezultata teoreme
3.9.3, zaklju¢ujemo da vazi

f1 = lim z( *(2) — fg)

zZ—00

Teorema 3.9.4. Ako postoji graniéna vrednost lim f,, tada je

n—-4oo

lim f, = E]ﬁo('z —1)F*(2).

n—-+o00
Napomenimo da obrnuto tvrdenje nije tacno. Na primer, imamo
z z

201 = z+1 ' zgﬁo('z_ 1)z+ 1 0

ali lim (—1)" ne postoji.
n—-—+oo

Sledeéi primer daje jednu ideju za odredivanje inverzne z-transformacije,
tj. niza {f, }nen, za datu funkciju z — F*(z).

Primer 3.9.4. Na osnovu primera 3.9.3 imamo

(3.9.4) F*(z) = z—1)2 an " (2] > 1).

Ako F*(z) predstavimo u obliku

271

F*(Z) = G(Z_l) = m

tada razvoj funkcije ¢t — G(t) u Taylorov red (videti odeljke 2.5 i 2.6) omogucava
direktno dobijanje razvoja (3.9.4), posle smene ¢t = 27!, U nasem slucaju imamo

+50 (n)
Gty = —* :ZG (0) st (¢ < 1).

(1 B t)2 n=0

Smenom t = 2!, prethodni razvoj se svodi na (3.9.4). A



408 TEORIJA REDOVA

Dakle, neka je funkcija ¢t — G(t) definisana kao u prethodnom primeru
pomocéu G(t) = F*(1/t). Koeficijenti Taylorovog reda ove analiticke funkcije
u tacki ¢ = 0 daju niz {f,}nen,, tj. nverznu z-transformaciju funkcije
z — F*(2),

G™(0)

(3.9.5) fn=Z YF*(2)] = o

(n=0,1,...).

Primer 3.9.5. Neka je F'*(2) = log((z + 1)/z). Kako je

+oo 1)n 1
G(t) = Fr (/) =log(1+8) = > = (g < 1),

n=1
zaklju¢ujemo da je

(-1t

f0:07 fn: (nZl) A

62)

Napomena 3.9.1. U mnogim tehni¢kim primenama’<’ z — F*(z) je racional-

na funkcija oblika

-2

PP L e JE e d - L e ¥ LA
g +qz gz 24t guzTn

Deljenjem brojioca sa imeniocem moze se dobiti
F*2)=fo+ iz '+ f22 2 +

Takvo deljenje je poznato kao sinteticko deljenje.

Nije tesko videti da vaze jednakosti

o = foqo,
p1 = fiq0 + foqi,

pn = fnqo + fn—1q1 + -+ fogn.
Napomena 3.9.2. Ako se izvrsi dekompozicija F'*(z) u obliku
F¥(2) = Fi'(2) + F3 (2) + -+ + Fin(2),
62) Na primer, kod diskretnih mreza i diskretnih sistema upravljanja uspesno se koristi

z-transformacija. Ove oblasti se izu¢avaju u okviru kurseva Teorija elektriénih kola i
Teorija automatskog upravljanja.
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gde su z — Fj(z) (k=1,2,...,m) funkcije ¢ije inverzne z-transformacije pozna-
jemo, imamo

o= 27 F ()] = 27 () + 27 (B ()] + o+ 27 [Fa(2):
Ukoliko je z — F*(z) racionalna funkcija pogodan dekompozicioni metod je

rastavljanje funkcije na parcijalne razlomke, odakle se direktno moze naci inverzna
z-transformacija.

4. ZADACI ZA VEZBU

4.1. Primenom D’Alembertovog kriterijuma ispitati konvergenciju redova:

. teenl o e nm . kX nln!
1 ek SR D o NG A D SR
n=1"T n=1 TN n=1 ( n)

4.2. Primenom Cauchyevog kriterijuma ispitati konvergenciju redova:

+oo 211 n? +oo n +oo 1\n
1° > <L) , 20y ( o > , 3% > (arcsin —) .
n

n—=1 7’L2+7'L+1 n—=1 2n+1 n—1

4.3. Primenom Cauchyevog integralnog kriterijuma ispitati konvergenciju
redova:

+o0 1 +0 /] +n 2 +oo 1 n+ 1
10 .2 ( ) .3 — 1 .
n; nlogn n; 1+ n? 7;2 Vn 81

4.4. Primenom Raabeovog kriterijuma ispitati konvergenciju redova:

10 %O((Qn— 1)!!)37 90 1 nle™ '
n=1 (271)” n=1 nnt2

4.5. Ispitati konvergenciju alternativnih redova:

t® n+1 L S n 1
1° Y5 S 90 .
nZ::l( ) log(n +1) n;( ) n —logn
4.6. Proveriti jednakosti:
Jr
1o 5 gl 2 1E0 gy
n=0 1—ab
+oo 1
2° 7;1 arctan o = % ,

3 > —cos— =—
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4.7. Odrediti intervale konvergencije stepenih redova:

+00 2 +00 o n +00
o Z (n!) Z 3"+ (—2) Z (2n)N
1 n 20 1 n o TL.
(2n)! v —~ n (@+1)", 5 — (2n+ 1l v

n=1

4.8. Po stepenima od z, razviti u stepeni red sledece funkcije:

o o 1 o 1+z
1° f(x) = cos® z, 2 g(x):m, 3 h(x)zlogwl_x.

4.9. Svaku od periodi¢nih funkcija x — f;(z) (i = 1,2, 3,4) razviti u odgo-
varajuci Fourierov red:

1° fi(z) = (z) =z — [z], 2° fo(x) = sgn(cos z),

3° fa(x) =z —|z|, 4°  fq(x) = arcsin(sin x).

4.10. Ako funkcija z — f(z) ima osobinu da je

fla+m) = —f(2),

izuciti osobine Fourierovog reda funkcije f u intervalu (—m, ).
Rezultat. Vaze jednakosti agp =bon =0 (n=0,1,2,...).
4.11. Neka je x — f(z) = z(m —z) (0 < < 7). Prethodno pogodno peri-
odicki produzenu funkciju f, razviti u Fourierov red:
a) po sinusima, b)  po kosinusima.

4.12. Funkciju z — f(z) = sinz (0 < z < 7) parno produziti, a zatim je
kao parnu i periodi¢nu funkciju razviti u odgovarajuci Fourierov red.
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