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Uvod

Odredeni integral nesumnjivo predstavlja jedan od najznacajnijih objekata
matematicke analize. Izratunavanje mnogih fizickih veli¢ina (povrsina, zapre-
mina, duZina predenog puta, moment inercije,...) svodi se upravo na problem
izracunavanja odredenog integrala zadane funkcije. Sa druge strane, poznato je
da odredeni integral, u opstem slucaju, nije moguée tacno izra¢unati, pa pri-
blizno izracunavanje odredenog integrala predstavlja jedan od vaznih problema
numericke analize. O znacaju ovog problema mozda najbolje govori ¢injenica
da se metodi za priblizno izracunavanje odredenog integrala, koji se pocinju
razvijati jo§ od Njutnovog vremena, i danas veoma intenzivno izuc¢avaju i usa-
vriavaju.

Veliki broj ovih metoda bazira se na jednakosti

/_ @)z = QUf.n]+ Rlf.n, (1)

gdje je Q[f,n] = ZAzf(M) tzv. kvadraturna formula, a R[f,n] greska (osta-
i=1

tak) kvadraturne formule!'. Brojevi x;, 1 < < n, nazivaju se &vorovi, a brojevi
A;, 1 < i < n, (tezinski) koeficijenti kvadraturne formule. Nametanjem ra-
zli¢itih uslova za &vorove i koeficijente, dobijaju se razli¢iti tipovi kvadraturnih
formula. Jedan od najceséih uslova je da ¢vorovi formule pripadaju intervalu
integracije. Ukoliko granice intervala integracije pripadaju skupu ¢évorova do-
bijaju se formule zatvorenog tipa, a ukoliko skup ¢vorova ne sadrzi granice
integracije dobijaju se formule otvorenog tipa. Dvije najvaznije klase formula,
koje se baziraju na jednakosti (1), su Njutn-Kotesove i Gausove kvadraturne
formule. Prilikom konstrukcije ovih formula zahtijeva se da kvadraturna fomula
bude tacna za polinome §to je moguce vecéeg stepena.

Kod Njutn-Kotesovih formula ¢vorovi su unaprijed zadani, a koeficijenti se
biraju tako da formula bude ta¢na za polinome §to je moguce veéeg stepena.
Ovdje svakako, treba spomenuti i alternativni nacin konstrukcije zatvorenih
formula Njutn-Kotesovog tipa. Naime, kroz unaprijed zadane ¢vorove se postavi
interpolacioni polinom, a zatim se izra¢una integral dobijenog polinoma. S
obzirom da prilikom konstrukcije Njutn-Kotesovih formula figurise n slobodnih
parametara, ove kvadraturne formule su ta¢ne za polinome stepena ne vecéeg od
n—1, osim u nekim specijalnim slu¢ajevima kada su tacne i za polinome stepena
ne veceg od n.

INe umanjujuéi opstost, prilikom konstrukcije metoda pretpostavlja se da je [—1, 1] interval
integracije.
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Ukoliko se dozvoli da i ¢vorovi, i koeficijenti kvadraturne formule budu slo-
bodni, tj. da se i ¢vorovi, i koeficijenti biraju tako da formula bude ta¢na za
polinome §to je moguée vedeg stepena, dobijaju se Gausove kvadraturne formule.
Dokazuje se da su ¢évorovi Gausove kvadraturne formule nule LeZandrovog poli-
noma odgovarajuceg stepena, a koeficijenti se i sada odreduju tako da formula
bude ta¢na za polinome §to je mogucée veceg stepena. Kako je sada slobodno
2n parametara, Gausove kvadraturne formule su ta¢ne za sve polinome stepena
ne veceg od 2n — 1.

Generalizacija Gausovih kvadraturnih formula dobija se uop$tavanjem je-
dnakosti (1)

b
/ w(@)f(2)dz = QLf.n,a,b] + RIf.n,ab), @)

pri ¢emu je w(-) nenegativna (na intervalu (a, b)) teZinska funkcija, a jedna ili obe
granice intervala (a,b) mogu biti beskona¢ne. Kvadraturna formula Q[f, n, a, ]
je istog oblika kao i u (1), dok je R[f,n,a,b] i sada greska formule. Cvorovi
generalisane Gausove kvadraturne formule su nule polinoma stepena n koji je
ortogonalan na sve polinome stepena manjeg od n u odnosu na skalarni proizvod

b
(f7g):/ w(z) f(x)g(x)d.

Kao i ranije, koeficijenti kvadraturne formule se odreduju iz uslova da formula
bude ta¢na za polinome §to je moguée veceg stepena. Bududi da opisani postu-
pak odredivanja ¢vorova i koeficijenata Gausovih kvadraturnih formula, u nekim
slu¢ajevima, pokazuje izrazitu numericku nestabilnost u praksi se ovi parametri
izra¢unavaju algoritmom koji su konstruisali Golub i Vel u poznatom radu [12].

Ukoliko je u (2) w(z) = Wiwr (prva CebiSovljeva tezina), moze se dokazati

1—x
da su svi koeficijenti odgovarajuce kvadraturne formule medusobno jednaki i da

iznose w/n. Na taj nafin se prirodno namecée problem konstrukcije tzv. Ce-
bigovljevih kvadraturnih formula, tj. kvadraturnih formula oblika

n

b
[ wls@in = A3 s 3)

i=1

T u ovoj klasi formula, w(-) oznatava nenegativnu (na intervalu (a, b)) tezinsku
funkciju, dok granice intervala integracije (jedna ili obe) mogu biti beskonacne.
Cebiéovljeve kvadraturne formule imaju n + 1 slobodnih parametara koji se
odreduju iz uslova da formula bude ta¢na za sve polinome stepena n. Slobodni
koeficijent kvadraturne formule odreduje se jednostavno iz uslova da formula
bude ta¢na za sve polinome stepena nula i iznosi %f; w(x)dx, dok su Evorovi
formule nule polinoma ¢ija je kostrukcija opisana npr. u [1]. Interesantna je
¢injenica da Cebiéovljeve kvadraturne formule ne postoje (u smislu da svi évorovi
formule, tj. nule odgovarajuc¢eg polinoma, budu realni, razli¢iti i da pripadaju
intervalu integracije) za proizvoljnu tezinsku funkciju. Bernstajn je dokazao da
ove kvadraturne formule za a = —1,b = 1 i w(z) = 1 postoje samo u slucaju
n € {2,3,4,5,6,7,9}. Sa druge strane, u radovima [3], [22] i [38] su opisane
¢itave klase tezinskih funkcija sa kojima je moguca konstrukcija ovih formula za
proizvoljno n € N.
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Uopstavanja Njutn-Kotesovih i Gausovih kvadraturnih formula isla su u ra-
zli¢itim pravcima. Npr. “kombinacijom ovih formula” dobijaju se formule kod
kojih su neki évorovi slobodni, a neki fiksirani. Specijalni sluc¢ajevi ovih formula
su Radauove formule kod kojih je samo jedan ¢évor, jedan od krajeva inter-
vala integracije, fiksiran ili Lobatove formule kod kojih su fiksirana oba kraja
intervala integracije. Osim toga, interesantne su i formule kod kojih se javljaju
viSestruki ¢vorovi, pa osim vrijednosti funkcije u kvadraturnoj formuli figurisu
i vrijednosti njenih izvoda. Dalje, danas se intenzivno izucava numericka inte-
gracija brzo osciluju¢ih funkcija, viSedimenzionalna numericka integracija, nu-
mericko izra¢unavanje glavne vrijednosti integrala, itd. Vise detalja o problemu
numericke integracije moze se nad¢i npr. u [12], [18] ili [21]. U ovom kontekstu
svakako treba preporuditi i pregledni ¢lanak [20].

Problem izrac¢unavanja odredenog integrala neizbjezan je i prilikom konstru-
kcije srednjekvadratne aproksimacije zadane funkcije. Poznato je da su koefi-
cijenti srednjekvadratne aproksimacije rjeSenje sistema linearnih jednacina &iji
su koeficijenti skalarni proizvodi funkcije koja se aproksimira sa baznim funkci-
jama, a ovi skalarni proizvodi su upravo odgovarajuéi odredeni integrali. Ovaj
problem je, naravno, prisutan i prilikom konstrukcije malotalasne aproksima-
cije (koja je specijalan slu¢aj srednjekvadratne) zadane funkcije. Interesantna
klasa kvadraturnih formula, koritena upravo prilikom konstrukcije malotalasne
aproksimacije zadane funkcije, posmatrana je u radu [31]. Naime, posmatrana
je kvadraturna formula oblika

L n
| et @a = 3" auftdi =), (1)
i=1

gdje je ¢(-) funkcija skaliranja (osnovna funkcija u teoriji malih talasa) ¢iji je
nosa¢ interval [0, L], évorovi d;, 1 < i < n, su diadske tacke (negativni stepeni
broja dva) intervala [0, L], dok su koeficijenti A;, 1 < i < n, i parametar 7
slobodni. Kao i ranije, koeficijenti formule i slobodni parametar se biraju tako
da formula bude ta¢na za polinome §to je moguée veceg stepena. Pri tome se
jos zahtijeva da parametar 7 bude takav da sve tatke u kojima se izrac¢unava
vrijednost funkcije f(-) pripadaju intervalu integracije. MoZe se dokazati da je
parametar T nula odgovarajuceg polinoma koja pripada intervalu(0, 1), pri ¢emu
egzistencija ove nule, a samim tim i egzistencija kvadraturne formule, zavisi od
izbora funkcije skaliranja i broja ¢vorova u (4).

Za razliku od problema numeric¢ke integracije, koji se izuCava veé vise od
dvije stotine godina, splajnovi se po¢nju razvijati tek sredinom proslog vijeka.
Prema [27], Isak Sonberg2 je sredinom drugog svjetskog rata, koriste¢i nesto
Sto je kasnije nazvao kardinalnom splajn interpolacijom i kardinalnim splajn
izgladivanjem (“what later I called Cardinal Spline Interpolation and Cardinal
Spline Smoothing”), znatno poboljsao dotadasnju tehniku izracunavanja traje-
ktorije projektila. U istom izvoru se navodi da su kvadratni, odnosno spla-
jnovi proizvoljnog reda, sa ravhomjerno rasporedenim ¢vorovima, koriSteni i
ranije u [26], odnosno u [24], ali za aproksimaciju Furijeovih koeficijenata pe-
riodi¢ne funkcije, ali ne i za aproksimaciju funkcija. Sezdesetih godina dvade-
setog vijeka splajnovi postaju vrlo atraktivan alat u teoriji aproksimacija. Pri-
mjenjuju se prikom numerickog rjeSavanja razli¢itih vrsta jednac¢ina i grani¢nih

?Isaka Sonberga &esto nazivaju ocem splajnova.
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problema, prilikom kostrukcije splajn interpolacije i multirezolucijske aproksi-
macije, u kompjuterskoj geometriji, kao i prikikom rjesavanja razli¢itih problema
u nauci i tehnici.

Koliko nam je poznato, postoji svega nekoliko rezultata koji dovode u vezu
splajnove sa numerickom integracijom. U radu [16] je posmatranu problem
konstrukcije generalisanih Gausovih kvadratura sa pozitivnom funkcijom skali-
ranja kao tezinom, pri ¢emu je osnovni alat u konstrukciji predstavljala dilata-
ciona jednacina. Kardinalni B-splajn ¢etvrtog reda je uzet za tipi¢an primjer
tezinske funkcije, a osnovni rezultat je ¢injenica da su koeficijenti odgovarajuée
troClane rekurentne relacije (ova relacija zauzima centralno mjesto prilkom ko-
nstrukcije generalisanih Gausovih kvadratura) racionalni brojevi. Osim toga,
neoCekivano interesantan rezultat je dobijen u [11] (vidjeti takode [18]), gdje je
dobijena veza izmedu generalisanih Gausovih kvadratura i splajn aproksimacije
koja “CGuva” proizvoljan broj momenata funkcije koja se aproksimira. Preciznije,
uspostavljena je veza izmedu ¢vorova i koeficijenata aproksimacije sa ¢vorovima
i koeficijentima odgovarajuée Gausove kvadraturne formule.

Ova disertacija predstavlja skorman doprinos teoriji numericke integracije u
sluéaju kada se splajn pojavljuje pod znakom integrala. Prilikom njene izrade
dobijeno je vise rezultata, ali je nekoliko pitanja ostalo bez odgovora. Prije
svega, treba istaci hipotezu da kvadraturne formule oblika (3), sa kardinalnim
B-splajnom proizvoljnog reda kao teZzinskom funkcijom i sa vise od tri ¢vora
uopste ne postoje. Ova hipoteza je eksperimentalno potvrdena na splajnovima
reda manjeg od dvadeset i na formulama sa manje od dvadeset pet ¢vorova.
Jedino odstupanje je uoceno u sluc¢aju formule sa pet ¢vorova i splajnom drugog
reda kao tezinskom funkcijom. Numericki eksperimenti su radeni i sa formulama
oblika (4), gdje na Zalost, nije uocena bilo kakva pravilnost koja bi dovela u vezu
egzistenciju formule sa redom kardinalnog B-splajna i brojem ¢vorova. Sa druge
strane, vise problema je uspjesno rijeSeno, a dobijeni rezultati se mogu podijeliti
na dva nacina.

Prva moguénost je podjela rezultata na one u kojima je posmatran problem
pribliznog izra¢unavanja integrala

/0 " o (@) () (5)

(integrala kod kojih je kardinalni B-splajn reda m, m € N, tezinska funkcija) i na
one u kojima je posmatran klasican problem numericke integracije, tj. problem
pribliznog izra¢unavanja integrala

b

f(z)dz. (6)

Za izlaganje rezultata u ovom radu odabrana je druga moguénost podjele
kojoj djelimi¢no odgovara struktura rada. Naime, osim ovog uvodnog dijela i
dodatka, rad ima jo§ Cetiri glave.

U prvoj glavi su prezentirani rezultati koji se odnose na splajnove proi-
zvoljnog reda. U prvom odjeljku ove glave je konstruisan algoritam za izrac-
nunavanje koeficijenata polinoma kojima je po dijelovima jednak kardinalni B-
splajn. U drugom odjeljku je opisano nekoliko nafina za izra¢unavanje mom-
enata kardinalnog B-splajna. U narednom odjeljku je dokazano da uopstena
formula pravougaonika, primjenjena za priblizno izracunavanje integrala (5) na



“kvaziravnomjernoj”’ mrezi ima, uslovno govoreéi, algebarski stepen tac¢nosti je-
dnak m — 1. U posljednjem, cetvrtom odjeljku prve glave, pomocu kardinalnog
B-splajna proizvoljnog reda, konstruisan je novi metod za priblizno izra¢una-
vanje integrala (6).

U drugoj glavi su izloZeni rezultati koji se odnose na splajnove malog (dru-
gog, treceg i Getvrtog) reda. U prvom odjeljku ove glave posmatrana je jedna
posebna klasa kvadraturnih formula (tzv. “prakti¢ne” kvadraturne formule) sa
centriranim B-splajnom drugog reda (krov funkcija), odnosno sa centriranim
B-splajnom ¢etvrtog reda (kubni B-splajn) kao tezinskom funkcijom. Dokazano
je da ove kvadraturne formule ne mogu imati algebarski stepen ta¢nosti koji je
veéi od pet. U drugom odjeljku su, pomoéu kvadratnog interpolacionog splajna,
reprodukovane Simpsonova i Ermitova kvadraturna formula i dobijena je ¢itava
klasa novih kvadraturnih formula.

Programsku podrsku nekih rezultata opisanih u prvoj i drugoj glavi predsta-
vlja programski paket SNI.m ver. 1.0 koji je napisan u programskom okruzenju
Mathematica ver. 5.0. U paketu su razvijeni moduli koji omoguéavaju mani-
pulaciju sa kardinalnim B-splajnovima proizvoljnog reda, konstrukeiju aproksi-
macije zadane funkcije u prostoru generisanom kardinalnim B-splajnom, kao i
manipulaciju sa dobijenom aproksimacijom. Osim toga, razvijeni su i moduli
koji predstavljaju programsku realizaciju nekih modifikacija trapeznog pravila.
Svi numericki rezultati koji su dati u disertaciji dobijeni su upravo kori§tenjem
ovog programskog paketa.

U trecoj glavi disertacije dat je Vodi¢ za korisnike programskog paketa
SNI.m. Vodi¢ je napisan tako da potencijalnom korisniku, koji nije zaintereso-
van za detalje teorijskih rezultata, ipak omoguéi kori§tenje programskog paketa.
U tom kontekstu, vodi¢ predstavlja zasebnu cjelinu koju je mogude &itati neza-
visno od ostalog teksta (ovo je razlog za navodenje posebnog spiska literature
na kraju vodi¢a). U posljednjoj, ¢etvrtoj glavi je dat Mathematica kod progra-
mskog paketa SNI.m. Najzad, u prvom, odnosno drugom, dijelu dodatka dati
su biografija kandidata i sazetak na engleskom jeziku.

Za tehni¢ku obradu disertacije koristen je program MikTex ver. 2.3, osim
trede i Cetvrte glave za ¢iju je obradu koristena Mathematica ver. 5.0. Usaglasa-
vanje dokumenata dobijenih primjenom dva razli¢ita programa donekle narusava
estetsku formu disertacije. Vodi¢ za korisnike, Mathematica kod programskog
paketa SNI.m, kao i elektronska forma ¢Gitave disertacije nalaze se i na prate¢em
kompakt disku. Prvi dokument je u *.nb formatu (klasi¢an format Mathematica
dokumenata), drugi u *.m formatu (klasi¢an format Mathematica paketa), dok
je posljednji u *.pdf formatu.

Na kraju ovog uvodnog dijela treba reéi i to da je dio izloZzenih rezulata
prezentiran na vise medunarondih konferencija i publikovan u ¢asposima
Journal of Mathematical Analysis and Applications, Applied Mathematics Let-
ters, Sarajevo Journal of Mathematics, Acta Universitatis Apulensis i General
Mathematics. Jedan rezultat je trenutno u postupku recenzije.
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Glava 1
Splajnovi proizvoljnog reda

Slobodno govoredi, kardinalni B-splajn reda m,m € N, je funkcija sa sljede-
¢im osobinama:

e nosacd joj je interval [0, m];
e pripada klasi C™~2[0,m], m > 2;

e na svakom od intervala [k, k + 1], 0 < k < m — 1, je polinom stepena
m — 1.

Formalizaciju prethodno recenog, kao i jo§ neke osobine kardinalnog B-
splajna, daju definicija i teorema koje slijede.

Definicija 1. Kardinalni B-splajn prvog reda, u oznaci ¢1(+), je karakteristi¢na
funkcija intervala [0, 1), tj.

(z) = 1, z€]0,1)
PIETT= 90, u ostalim slucajevima

Kardinalni B-splajn reda m, m € N, u oznaci ¢, (+), je
on(@) = (enorre) @) = [ pnoale =)

1
= / <pm_1(x — t)dt.
0
Teorema 1. Kardinalni B-splajn reda m, m € N, ima sljedece osobine
1. suppypm () = [0,m];
2. om(-) € C™72[0,m],m > 2;

3. na svakom od intervala [k, k + 1], 0 < k < m — 1, kardinalni B-splajn
reda m je polinom stepena m — 1;

4. za svako t € [0,m] vaZi

t m—t
() = W+ (t—1)m > 2 1.1
pm(t) = em-1(t) + —pm-(t —1),m (1.1)




5. za svako t € [0, m] vaZi
P (t) = Pm-1(t) = pm-1(t = 1),m > 2; (1.2)
6. kardinalni B-splajn je simetridan na intervalu [0,m], tj.
(VEe[0,m])  om(t) = m (m —1);

7. za svako a € R vazi

> omli—a)=1; (1.3)

€L

8. Za svaku m puta diferencijabilnu funkciju g(-) vaZi

[ ot )i - DI (7)ot (1.4)

k=0

9. Kardinalni B-splajn zadovoljava tzv. dilatacionu jednacinu
1 < /m
(Vt €R) wm(t)zgle(k)%n(%—k)- (1.5)
k=0

Dokaz teoreme, kao i vige detalja o kardinalnim B-splajnovima moze se nadi
npr. u [4] ili [5].

1.1 Izracunavanje koeficijenata kardinalnog
B-splajna

Jedna od veoma vaZznih osobina kardinalnog B-splajna je ¢injenica da je
kardinalni B-splajn po dijelovima polinomijalna funkcija. Poznavanje koeficije-
nata odgovarajuéih polinoma moze biti od znacajne koristi u raznim situacijama.
Medutim, koliko nam je poznato, ne postoji literatura u kojoj je opisan efikasan
postupak za odredivanje ovih koeficijenata. Prvi rezultat koji iznosimo upravo
rjeSava ovaj problem.

1.1.1 Teorijska osnova

Jednakosti (1.1) i (1.2), nakon pojednostavljivanja, daju diferencijalnu jed-
nadinu
(m — @)@ (2) + (m = Do (2) = mppm—1(2).
Rjesenje ove jednacine (koje je oc¢igledno kardinalni B-splajn reda m) trazi¢emo
u obliku polinoma, uz pretpostavku da su koeficijenti kardinalnog B-splajna

reda m — 1 poznati.
m—1

Dakle, neka je x € [k,k + 1] i neka je on(x) = Z agm’k)a:i. Tada je

1=0
m—2
. m,k) 4 -
Pn(@) =D (i+Dal"a’, paje
=0
m—2
: m,k) i
(m = 2)¢, (@) + (m = Dem(z) = (m-2) Y @i+ a"a
=0



m—1

+(m—1) Z agm’k):vi

=0

m

2
= {m(z + 1)a;'jr’f +(m—i—1)a

)

(mk)

&
Il
<

dok je sa druge strane

m—2

—1,k) 4
m‘Pm—l(x) =m Z agm ! )JZZ.
=0

Nakon izjednaavanja odgovarajuéih koeficijenata, dobijaju se relacije

m(i+1) (mr)  (mk) m (m—1,k) .

mi+1 —a; :mai 5 OS'LSm_Q (16)
Ove relacije predstavljaju sistem od m—2 linearne jedna¢ine sa m—1 nepoznatih
koeficijenata. Ovom sistemu se dodaje jednadina

(m—1)-k-al"h +al) = (m—1) ka7 4 a7,

koja se dobija iz uslova neprekidnosti (m — 2)-og izvoda kardinalnog B-splajna

u tacki z = k. Posljednje dvije jednacine ovog sistema predstavljaju podsistem

reda 2 i jedno rjeSenje ovog podsistema je

(m.k) 1
1

mel = 7T~ [ma

(m—1,k) k _1 (m,k=1)  (m,k—1)
(m—1)(m — k) (m —1)a “

a m—2 m—1 m—2

Preostali koeficijenti se dobijaju iz relacija (1.6) na sljede¢i nadin:

(m‘k) =

|: (m,k) (m—1,k)
‘ i+1—m

(i +Dalf? o™ M) m—22>iz0.

U slu¢aju £ = 0 nije moguée primjeniti opisani postupak, pa u ovom slucaju
koristimo posebne relacije. Neka je dakle, z € [0,1]. Iz ¢injenice da je 0 korijen

polinoma Z?:(Jl agm’o)xi viSestrukosti m — 2, neposredno slijedi da je

al™ =0, m-2>i>0.

)

(m.0) Loristimo relaciju (1.6) (koja vazi u slucaju

m—

Za odredivanje koeficijenta a
k = 0) i dobijamo
(m,0) I (m-1,0

o1
Dobijene relacije koriste se za izra¢unavanje koeficijenata kardinalnog B-splajna
“na lijevoj strani” intervala [0,m]. U cilju skra¢ivanja obima rafunanja, za
izracunavanje koeficijenata “na desnoj strani” intervala [0,m] koristi¢emo si-
metri¢nost kardinalnog B-splajna, odnosno simetriénost njegovih izvoda odgo-
varajuceg reda. Iz Gnjenice da je @m(x) = om(m — ), slijedi da je ¢ (z) =
(=1)7W) (m — z), za sve x € [0,m] i sve j € {0,1,...,m — 1}.



Neka je sada z € [m — k — 1,m — k. Tada je

m—j—1
pW(x) = 3 GHDE+2).. i+ falTm e
=0
= (—1/¢)(m )
m—j—1
= (17 3 @+ 1)(+2).. (i +)al (m - 2)
=0
m—j—1

m,k ? i—
xayl; (g)m f(-1)fat
m—j—1
= (1) (l+1)(2+2)...(z+])a£+j)[m _|_}
i=0

Slobodni koeficijenti moraju biti jednaki, odakle slijedi da je

m—j5—1
(mm—k—1) (—1) © . D+ 2 s (mok) g
a; = E ((+ 1) +2)...(0+F)ag ] m',
: i=0

0<j<m-—2.

Nije se tesko uvjeriti da se posljednja relacija moze progiriti i na slu¢aj j = m—1,
pa se najstariji koeficijent izra¢unava po formuli

mm—k—1 m— m,k
S

Na osnovu prethodnog razmatranja moze se formulisati sljededi rezultat
Teorema 2. Neka su m,k € N0 < k < m—1,2 € [kk+1] ¢
m—1
om(x) = Z ay”’k):ci. Dalje, neka su koeficijenti kardinalnog B-splajna reda
m—1 poz;:a[;fi. Koeficijenti kardinalnog B-splajna reda m zadovoljavaju sljedece
relacije:

m,0 1 m—1,0
agn,—l) = main—Q )7 (17)
a™” = 0, m-2>i>0. (1.8)

e ako je m neparno i 1 < k < [m/2] ([a] oznacdava najveéi cijeli broj koji
nije veéi od realnog broja a), tj. ako je m parno i 1 <k <m/2—1, onda

je
k 1 m—1,k m,k—1
ag) = =D —F [magan "~ k(m = Dag Y
ﬂﬂﬁAW, (1.9)
(m,k) _ m |: . 1 (mk) _ (_mfl,k:):|
a; iTiom (i +1)a; ] a; , (1.10)

m—22>12>0;



e ako je m neparno i [m/2]+1 <k <m—1, tj. ako je m parno i m/2 <
k <m—1, onda je

ag;n:rln—k'—l) _ (71)m71a£:l";§), (111)
m—j—1
m,m—k—1 (_1)] - ; 1 ) NalTR) i
ar Y = Y )42+ el
=0
0<j<m-—2. (1.12)

Lako je provjeriti da se relacija (1.9), u sluéju k = 0, pod pretpostavkama
al™ 7Y = 01 a™;Y = 0, svodi na relaciju (1.7). Dalje, pod istim pret-

postavkama, relacije (1.10) se svode na relacije (1.8).

1.1.2 Algoritam za izra¢unavanje koeficijenata kardinalnog
B-splajna

Ulazni argument algoritma je red kardinalnog B-splajna, pozitivan cijeli broj
M. Na izlazu se dobijaju koeficijenti kardinalnih B-splajnova reda 1,2,..., M.
Izlazni koeficijenti su elementi trodimenzionog niza a, pri cemu je koristena
oznaka a(i,m, k) = agm’k). Algoritam je realizovan tako da se u istoj petlji
izraCunavaju koeficijenti polinoma koji su definisani na simetri¢nim intervalima.
Naime, prvo se izracunavaju koeficijenti polinoma definisanih na intervalima
[0,1] i [m — 1,m]. Zatim se (u istim petljama) izra¢unavaju koeficijenti poli-
noma definisanih na intervalima [1,2] i [m — 2,m — 1], [2,3] 1 [m — 3,m — 2],
itd. Ukoliko je broj intervala neparan, u posljednjem se koraku izra¢unavaju
koeficijenti polinoma definisanog na srednjem intervalu. Opisani postupak se
ponavlja onoliko puta koliki je zadani red splajna M.

Algoritam 1.
Postaviti a(0,1,0) = 1.

for m =2 to M do
Postaviti a(m —1,m,—1) = 0,a(m —2,m,—-1) =01ig= [%} -t

for k=0 to g do

za tzracunavange koeficijenta a(m — 1,m, k) koristiti jednakost (1.9).

za izracunavanje koeficijenta a(m—1, m,m—k—1) koristiti jednakost

(1.11).

fori=m—-2to 0 do
za izracunavanje koeficijenta a(i,m, k) koristiti jednakost (1.10).
za izracunavange koeficijenta a(i,m,m — k — 1), postaviti j = 1,
preimenovati indeks sume i koristiti jednakost (1.12).

ako je m neparno
za izracunavange koeficijenta a(m — 1,m, g+ 1) postaviti k =g+ 1 i
koristiti jednakost (1.9).

for i=m —2to 0 do
za izracunavanje koeficijenta a(i,m, g + 1) postaviti k = g+ 1 i
korisititi jednakost (1.10).



1.1.3 Numericki primjeri

Primjenom opisanog algoritma izrac¢unali smo koeficijente kardinalnih B-
splajnova reda 2,3,...,7. Odgovarajuée koeficijente dajemo u obliku matrice,
buduéi da je na taj na¢in potpuno odreden kardinalni B-splajn reda m. Naime,
proizvod

(m,0) (m,0) (m,0) -1
a,,q Ao .. Qg ™
(m,1) (m,1) (m,1) m—2
(N Ay e Qg T
(mm—1)  (m,m—1) (m,m—1) 1
(O Gy S Qg

jednak je koloni ¢ije su komponente odgovarajuéi polinomi. Na intervalu [0, 1]
kardinalni B-splajn reda m jednak je prvom polinomu, na intervalu [1,2] dru-
gom, itd... Na intervalu [m — 1, m| kardinalni B-splajn reda m jednak je posljed-
njem polinomu.

Primjer 1. Za kardinalni B-splajn reda 2 odgovarajuca matrica je

(43)

Primjer 2. Za kardinalni B-splajn reda 3 odgovarajué¢a matrica je

— 0 0
2

-3

-1 -

3 2

1 9

3 %3

Primjer 3. Za kardinalni B-splajn reda 4 odgovarajuca matrica je

1

- 0 0 0
6

-1 2
- 92 _9 z
2 3
1 —22
- —4 10 —
2 3
-1 32
- 9 _§ ==
6 3



Primjer 4. Za kardinalni B-splajn reda 5 odgovarajuca matrica je

0 0 0 0
24
S
6 6 4 6 24
L% % 1%
4 2 4 2 24
-1 5 =5 65 —655
6 2 4 2 24
1 -5 25 =125 625
24 6 4 6 24
Primjer 5. Za kardinalni B-splajn reda 6 odgovarajuca matrica je
1
120 0 0 0 0 0
S R S !
24 4 2 2 4 20
1 1 g -19 @ -79
12 2 2 4 20
T 1
12 2 2 2 4 20
1 1 19 -89 4@ —1829
24 2 2 4 20
-1 1 324
-~ _ 1 _54 2o
120 4 3 8 g 5
Primjer 6. Za kardinalni B-splajn reda 7 odgovarajuca matrica je
1
20 0 0 0 0 0 0
-1t < - 7 =T e -7
120 120 48 36 48 120 720
i ;7 E —161 @ —133 1337
48 24 48 36 48 24 720
-1 l —119 @ —1253 @ —12089
36 12 24 9 24 3 360
1 l 161 @ 3227 —700 59591
48 12 24 9 24 3 360
;1 l —203 1169 —6671 7525 —208943
120 24 48 36 48 24 720
L ;7 43 —343 2401 —16807 117649
720 120 48 36 48 120 720




1.2 Izracunavanje momenata kardinalnog
B-splajna

Izra¢unavanje momenata zadane tezinske funkcije ima esencijalni znacaj pri-
likom konstrukcije ortogonalnih polinoma i kvadraturnih formula, kao i u drugim
oblastima teorije aproksimacija. Sa druge strane, kardinalni B-splajn je veoma
Cesta tezinska funkcija. Ovdje iznosimo Sest razli¢itih metoda za izra¢unavanje
momenata kardinalnog B-splajna. Prva tri metoda su jednostavne posljedice os-
novnih osobina kardinalnog B-splajna. Njihov osnovni nedostatak je rekurzivno
izraCunavanje. Cetvrti metod se moze iskoristiti za izraCunavanje prvih m — 1
momenata ako je m parno, odnosno prvih m momenata ako je m neparno.
Ovaj metod nije rekurzivan i koristi samo vrijednosti kardinalnog B-splajna u
cjelobrojnim tackama. Svakako, osnovni nedostatak ovog metoda je ogranicen
broj momenata koje je moguce izracunati. Peti metod pretpostavlja poznavanje
koeficijenata polinoma kojima je po dijelovima jednak kardinalni B-splajn (al-
goritam za izratunavanje ovih koeficijenata je opisan u prethodnom odjeljku).
Posljednji metod je takode posljedica osnovnih osobina kardinalnog B-splajna i
najjednostavniji je u prakti¢nim realizacijama.

Prvi metod. Koristeci dilatacionu jednacinu (1.5) dobija se

1 «— m
Mo = 5o (Z) / om(2t — k)tdt
k=0 J0
- Y (k) / o (@) (@ + k) de
k=0 0
m n—1
1 m n _
= 2777,4»77, Z (k) lz (g)k" ZMLm + M’n,'m,‘|
k=0 £=0
m n—1
1 m\ (n\, ,_ 1
- gm+n Z <k) ()k Mf m + 2771Mn m

Dakle,
m n—1
1 m\ [n
Mym = E E n=tM )

Drugi metod. Iz jednakosti (1.1) dobija se

1

Mpm = —— /Om [Pm—1(t)t + @1 (t — 1)(m — t)] t"dt

1

m—1
_ n+1d
e /0 Om—1(z)x x

1 m—1
S — -1- 1)"dx
+m—1/0 Om—1(x)(m z)(z+1)"dx

1 " /n
= 7 M'n, m— M ,m—
1 et lm—1 + ; (k) k,m—1



1 " /n
7 (k)Mk+1,m1
k=0

n n—1
n 1 n
= § <k)Mk,m—1 - m—1 § <k)Mk+1,m—l
k=0 k=0

I RN

Dakle,

n n—1
n 1 n
M,,,. = My 1 — —— E M1 me 1.14
N Pt (k> R <k> k+lm—1 ( )

k=0

L0

Treéi metod. Koristedi jednakost (1.2) i ¢injenicu ¢, (0) = @m(m) = 0,
nakon parcijalne integracije se dobija

1 m
M, = m_1(t —1) — o1 ()] t"TLdt
wo= ) et=D =)
1 m +1
— o1 (D) (t+ 1) at
| [ et

m—1
- / Om—1 (t)t"“dt]
0

1 < /n+1
= Mmf-
n+1z( k ) hom=l

k=0

Cetvrti metod je, svakako, najznacajniji rezultat ovog odjeljka. Posljedica
je jedne generalizacije jednakosti (1.3) koju opisuje teorema koja slijedi.

Teorema 3. Za svako a € R i svako m € N, m > 2, vazi sljedeca jednakost

Mym =Y ¢m(i—a)i—a)", 0<n<m-1. (1.15)
€L

Dokaz: Tvrdenje se dokazuje indukcijom po m € Nym > 2. Zam = 2
tvrdenje se provjerava neposredno.
Neka je

Mn,m = Z QOm(i - &)(7 - a)",

i€z
za svako a € R i svako n € N takvo da je 0 < n < m — 1. Treba dokazati da je
My mi1 = Y omi1(i —a)(i —a)"
i€Z

za svako a € Risvakon € N takvodaje 0 <n <m.NekajeO<n<m-—1.
Koriste¢i jednakost (1.14) dobija se



Mn,erl

n—1

= ({2 (e

k=0

kiXﬁ)}jwm@axiwk

B Qg

1€EZ
1

= > eml —a){m(i —atl)”

1€EL

_@—aﬁu—a+n"—@—®ﬂ}

= =Y enli-a)i -

I€EL

+%§:%ﬂerm—i+®@—a+U"
€L

= S - a)(i - ay?

1€EL

F S i —a—1)(m+1—i+a)i - a)"
1EZL

= S [emli-a)i—a)

1€EL

Ftom(i—a—1(m+1-ita)(i—a)”

= Y pnnli-a)i-a)

€L

Ostaje da se tvrdenje dokaZe za n = m. Ponovo koristeéi jednakost (1.14) dobija

se

Mm,m+1

m m M 1 i m M
1 k,m m k k+1,m
k— k=0

m—1 m—2
m 1 m
(k)I\\/JIk,m—m E (k>Mk+1,m



_ % S (i — a)(i — a)™*!

i€z
1 . ) . m
—&—EZcpm(z—a)(m—z—i—a)(z—a—i— 1)
1€EZL
= Y enli-a)i-am
m 4 m
1EZL
1 - N . m
—&—EZcpm(z—a— Dim—i+1+a)ii—a)
i€Z
= Y [enti- a0
= {(pm t—a)(i—a)
1EZL
+om(i—a—1)(m+1—i+a)|(i—a)™
= Y emp(i—a)i—a)m,
i€l
¢ime je dokaz zavrSen. »
Specijalno, za a = 0 dobija se da je

m—1
Mn,m = Z Wm(i)in = Z @m(i)inv
i€Z i=1

za svako m € Nisvakon € Ntakvodaje0<n <m—1.
Dalje, kvadraturna formula

m—1

| en@) @dn = 3 om0

moze biti shvadena kao formula Njutn-Kotesovog tipa sa &vorovima 1,2,...,
m— 1, koeficijentima ¢, (1), pm(2), ..., pm(m—1) i tezinskom funkcijom ¢, ()
(sistem ¢vorova i koeficijenata moZe se prosiriti sa ¢vorovima 0 i m, tj. sa
koeficijentima ¢, (0) i @, (m)). U skladu sa prethodnim, ova formula je ta¢na
za svaki polinom stepena manjeg od m. Bududéi da je tezinska funkcija parna u
odnosu na sredinu intervala integracije [0, m] i da su ¢vorovi simetri¢ni u odnosu
na sredinu istog intervala, ova formula je ta¢na i za sve polinome stepena m
u slucaju kada je m neparno. Najzad, ako je a cijeli broj i m neparno, prema
prethodnom, jednostavno je provjeriti da jednakost (1.15) vaZiiuslucajun = m.

Peti metod. Koristeci oznake iz prethodnog odjeljka, tj. pretpostavljajuéi

m—1

da je pm(z) = Z agm’k)xi za x € [k, k + 1], jednostavno se dobija da je
i=0

m -1
1 m.,m— i m,k— m,k 7
My = E :2 |f"£17 Ui 4 E (az(q D glm )> k] .
] k=1
m—+n

(m+n)(m+n-1)...(n+1)

Sesti metod. Uvrstavanjem g(z) = u je-
dnakost (1.4) dobija se da je

km+n

My, m :Z(_l)m_k<k) (m+n)m+n—1)...(n+1)

k=0

11



1.3 Jednotackasta kvadraturna formula sa
splajnom

Prilikom izra¢unavanja koeficijenata malotalasne aproksimacije funkcije f(+)
neizbjezan je problem izra¢unavanja integrala

[ @

gdje je p(+) tzv. funkcija skaliranja, dok je interval [0, L], L € N, nosa¢ funkcije
skaliranja.

Budué¢i da u opsStem slu¢aju ne postoji analiticki izraz za funkciju skali-
ranja, prethodni integral se mora izracunavati priblizno. Problem konstru-
kcije kvadraturnih formula za priblizno izra¢unavanje prethodnog integrala po-
smatrali su mnogi autori (npr. u radovima [9] i [16] su posmatrane Gausove
kvadraturne formule, dok su u radovima [8], [15] i [31] posmatrane kvadraturne
formule sa unaprijed zadanim ¢vorovima).

Budué¢i da je kardinalni B-splajn tipi¢an primjer funkcije skaliranja, prirodno
je posmatrati problem pribliznog izratunavanja integrala (5). Recimo i to da je
problem konstrukcije Gausovih kvadraturnih formula sa kardinalnim
B-splajnom kao tezinskom funkcijom posmatran u radu [23]. Dalje, posto kardi-
nalni B-splajnovi imaju €itav niz specifi¢nih osobina, logi¢no je ocekivati da i
neke klasi¢ne kvadraturne formule, primjenjene za priblizno izra¢unavanje in-
tegrala (5), takode ispolje neke specificnosti. U ovom odjeljku je, za priblizno
izraCunavanje integrala (5), koristena klasi¢na uopstena formula pravougaonika.
Dokazano je da je koriStena formula, na “kvaziravnomjernoj” mrezi, tacna u
sluéaju kada je f(-) polinom stepena ne veéeg od m — 1. U nekim specijalnim
slucajevima, koristena formula je tacna i kada je f(-) polinom stepena ne veceg
od m.

1.3.1 Glavni rezultat

Osnovna formula u ovom odjeljku je klasi¢na jednotackasta formula
b
[ t@de - a1, (1.16)
sa izabranom tackom X = (1 — A)a + Ab, za neko A € [0, 1].

Neka su 21 < 29 < --- < xp_1 proizvoljne tacke iz intervala (0,1) i neka je
na intervalu [0, m] data podjela

Oa T, Z2, RS Tp—1,

1, $1+1, I2+1, ey l’p_1+1,
m—1, zT1+m-—-1, zo+m-—-1, ..., zp_1+m-—1,

m.

Ovakva vrsta podjele naziva se “kvaziravnomjerna” mreza. Dalje, neka su u
svakom intervalu date podjele izabrane tacke X + i, 0 < ¢ < m — 1, gdje je
Xi = (1= Xp)xg + AeZry1, za neko \g € [0,1], 0 < k < p—1, (prirodno, 2 = 0
iz, =1).

12



Za priblizno izratunavanje integrala (5), na svakom intervalu uocene podjele
koristi se formula (1.16), sa izabranim tackama X +4, 0< k<p—1,0<i<
m — 1. Nakon sumiranja se dobija da je

m p—1 m—1
/0 () @)z~ S (1 — 1) Y o (X + (X +4). (117)
j=0 i=0

Teorema 4. Ako je f(z) = 2™, 0 < n < m — 1, onda je kvadraturna formula
(1.17) tacna za svako m € N.

Dokaz: Tvrdenje se dokazuje indukcijom po m.

Za m = 1 tvrdenje se dokazuje neposredno. Jedino treba primjetiti da u
slu¢aju X,_1 =z, = 1, umjesto vrijednosti ¢1(1) = 0 treba koristiti vrijednost
p1(1) = 1.

Neka je sada

m p—1 m—1
| enade = 3@ =) 3 on(X + 00+ 07,
§=0 i=0
za svako n € N takvo da je 0 <n < m — 1. Treba dokazati da je
m+1 p—1 m
/ Pt (@)a"de = (211 —25) Y pmir (X + ) (X5 +0)",
0 §=0 i=0

za svako n € N takvo da je 0 <n < m.
Neka je 0 <n < m — 1. Tada je

m+1 m+1
/ Om1(z)zdy = p / [om(2)x + pm(z —1)(m + 1 —2)]2"dx
0

j:O
1 n—1 n p—1 m—1
_EZ <k) (Tj41 — ;) Z‘PW(XJ + 1)
k=0 =0 i=0
(X +i)t!
p—1 1 m—
= (%H_%EZ X—i—z{ (X;+i+1)"
j=0 i=

13



—(X; +1) {(Xj Fit 1) — (X + i)"] }

p—1 m—1
1 . N
= > (@ —x)) - > om(X; + )X, + )"
=0 i=0

1m
EZ (X 4+ i) (m—X; —i)(X; +i+1)"
=0

p—1 m
1 . NS
= > (w01 — 1) - > om(X; + D)X, + )"
=0 i=0
1 m
+— D om(Xj+i—1)(m—X; —i+1)(X; +0)"
=0
p—1 1 m
= > (21— l’j)m D lom (X +1)(X; + 1)
§=0 i=0
+ om(X;+i—-1)(m+1 — )] (X; +12)"
p—1
= > (@1 — ) Zcpmﬂ(xj ) (X )"
j=0 i=0

Ostaje jos da se tvrdenje dokaze za n = m. Zaista,

m—+1 m—+1
/ Omi1(@x)e™de = E/ [om (@) + pm(z — 1) (m+1— )] a™dz
0
_ m+1 " m
= m/ d:v+/0 om(x)(x 4+ 1)"dx
- m 1H™d
[ ot + s
m—1 m m
= Z / Om(x)zrdx
k) Jo
k=0

m k=0 j=0 =0
(Xj + i)k+1
p—1 1 m—1
= (2541 ‘TJ)% em(X; +1){ (X +i+1)"
7=0 =0
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—(X; +1) [(Xj +it 1) — (X, + z’)m} }

p—1 m—1
1 ) .
= > (w1 —x)) %Z@m(Xj+l)(Xj+l) H
=0 i=0
1'& : ,
EZ (X;+0)m—-X; —9)(X; +i+1)™
i=0
p—1 1 m
= Y (21— 1)) . D om(X; +i)(X; +0)"™ !
=0 i=0
1 m
=N (X +i—1)m— X; — i+ 1)(X; + i)™
+m§<p (Xj +i=1)(m = X; =i+ 1)(X; +1)
p—1 m 1
= Z(IJ'—H *%‘)ZE[Sﬁm(Xj +4)(X; + 1)
j=0 i=0
+om(X;+i—1)(m+1—-X; —0)] (X; +9)™
p—1
= D (@41 — ) Z Pm1(X; +1)(X; +0)™
=0 i=0

¢ime je tvdenje dokazano u potpunosti. »

1.3.2 Posljedice

Ocigledno, formula (1.17) je ta¢na ako je funkcija f(-) neparna u odnosu na
pravu x = m/2, a izabrane tacke Xy + 4 i ¢vorovi zy + ¢ simetri¢ni u odnosu
na sredinu intervala [0, m]. Ovo je posljedica Cinjenice da je kardinalni B-splajn
parna funkcija u odnosu na pravu x = m/2. Specijalno, ako je m neparno, a
&vorovi i izabrane tatke simetri¢ni u odnosu na sredinu intervala [0, m], formula
(1.17) je tatna i za f(z) = 2™

Dokazana teorema vazi i u slu€aju p = 1 (tj. kvadraturna fomula bez umet-
nutih tacaka ima isti (uslovni) algebarski stepen ta¢nosti), ali je tacnost ovakvih
kvadratura bolja ukoliko je p veée (vidjeti numeritke primjere na kraju odjeljka).
Naime, u sluéaju p = 1 ¢vorovi mreze su tacke xx = k, 0 < k < m, pri femu
je izabrana samo jedna tacka X = Xy € [0, 1]. Svakako, na svim mjestima u
dokazu treba izostaviti ¢lan Zf;é(xjﬂ —x;), a izabrane tacke zamijeniti sa X.
Ovo znadi da tacke 0,1,...,m — 1, m imaju esencijalni znacaj u skupu ¢vorova
(direktnom provjerom se dokazuje da teorema ne vazi ukoliko se barem jedna od
ovih tacaka izostavi iz sistema ¢vorova). Dakle, u slucaju p = 1 formula (1.17)

glasi
m—1

| en@ e 3 o + 0500+,

=0

Sa izborom X = 0 ili X = 1 posljednja formula postaje

[ ent)t@ris = 3 enlf0) (119
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Prema prethodnom, formula (1.18) je ta¢na ako je f(-) polinom stepena ne veceg
od m — 11 m je parno, odnosno ako je f(-) polinom stepena ne veéeg od m i
m je neparno. Dakle, formula (1.18) omogucava direktno izra¢unavanje prvih
m — 1 (ako je m parno), tj. prvih m (ako je m neparno) momenata kardinalnog
B-splajna

m—1

M, = / Pm(x)x"dr = Z om ()", neN, m>2
0 i=1

(ova formula je dobijena i u prethodnom odjeljku). Treba naglasiti da sucaj
m = 1 zahtijeva ne§to detaljniju analizu koju ovdje izostavljamo. U svakom
sluéaju, ako je m = 1, posmatrani problem se svodi na priblizno izra¢unavanje

integrala
1
[ sz,
0

a ovaj integral nije predmet istrazivanja.
Izborom Ao =0, tj. Xo=01Ap—1 =1, tj. X,—1 =1 formula (1.17) postaje

| en@f@as ~ o= )Y enif
1=0
p—2 m—1
+Y (@i —25) Y pml(X; +0) (X +1),

j=1 i=0

Specijalan slu¢aj posljednje formule je uopstena formula pravougaonika na skupu
¢évorova

1 2 p—1
p? p7 ) p )
1 2 —
7+1a 7+17 ’ L"_la
p p
1 2 -1
- +m-1, —+m-1, ..., L—i—m—l.
p p p

Dakle, uopstena formula pravougaonika na prethodnom skupu &vorova je tacna
ako je f(x) = 2%, 0 <k <m—1. Ako je f(x) = 2™ i m je neparno, ova formula
je takode tatna. Na ovaj nac¢in, moguce je (samo formalno) iz skupa &vorova
izostaviti tacke 0,1,...,m — 1, m.

1.3.3 Numeric¢ki primjeri

Na kraju ovog odjeljka navodimo nekoliko numerickih primjera. U svakom
primjeru su, pomo¢u uopstene formule centralnih pravougaonika, priblizno izra-
¢unati integrali

/Om om(x) f(x)dz, (1.19)

za m € {4,6,9}. Na izbor funkcije f(-) su uticali numericki primjeri dati u [9].
Kao $to se i moglo ocekivati, konvergencija je brza ukoliko je red kardinalnog
B-splajna veé¢i. U odgovarajuéim tabelama date su relativne greske rezultata,
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pri ¢emu u svakoj tabeli prva kolona odgovara koraku integracije, dok se u pre-
ostalim kolonama navode odgovarajuce relativne greske. Kao i obi¢no, brojevi u
uglastim zagradama oznacavaju eksponent broja deset. Za ta¢no izra¢unavanje
integrala (1.19) u svim primjerima je korigtena formula (1.4).

Primjer 7. Neka je

f(z) = Z%, za s € {3,9,15}.

i=0
Tacne vrijednosti integrala (1.19) su:

4 6.83, 5 =3,
/ wa(z) f(x)de = ¢ 8.71331624780, s =09,
0 8.71721106989, s = 15,

6 14, s =3,
/ we(x)f(x)dx = ¢ 25.5896097884, s=29,
0 25.7373596920, s=15
i __
9 32.875, s =3,
/ vo(z)f(z)de = { 123.803089038, s=0,
0

130.529144206, s = 15.

Treba napomenuti da su prethodni integrali racionalni brojevi, ali su navedene
njihove priblizne vrijednosti zaokrugljenje na dvanaest sigurnih cifara.

U slucaju s = 3, tacne vrijednosti su dobijene veé¢ sa korakom h = 1. Rela-
tivne greske za s =91 s = 15 date su u tabeli koja slijedi.

s=9 s=15
h m=4 m =06 m=4 m =06 m=29
1/1 | 0.925[—3] | 0.148[—4] 0.922[—3] | 0.173[—4] 0.868[—7]
1/2 | 0.690[—4] | 0.263[—6] 0.711[—4] | 0.435[—6] 0.100[—9]
1/3 | 0.141[—4] | 0.236]—7] 0.146[—4] | 0.412[-7) 0.179[—11]
1/4 | 0.449[-5] | 0.424]-8] 0.467[—5] | 0.752[—8] 0.102[-12]
1/5 | 0.185[—5] | 0.111[-8] 0.192[-5] | 0.200[—8] 0.110[—13]
1/6 | 0.894[—6] | 0.374[—9] 0.931[—6] | 0.673[—9] 0.178[—14]
1/7 | 0.483[—6] | 0.149[—9] 0.503[—6] | 0.268]—9] 0.381[—15]
1/8 | 0.284[—6] | 0.667[—10] | 0.295[—6] | 0.121[— ] 0.100[—15)
1/9 | 0.177[—6] | 0.329[—10] | 0.185[—6] | 0.595[—10] | 0.309]—16]
1/10 | 0.116[—6] | 0.175[—10] | 0.121[—6] | 0.317[—10] | 0.108[—16]

Vrijednosti s = 91 m = 9 su izostavljene iz tabele, buduéi da su i u ovom slucaju
tac¢ne vrijednosti integrala dobijene ve¢ sa korakom h = 1.

Primjer 8. Neka je sada u (1.19) f(z) = exp (z). Vrijednosti integrala (1.19)
(zaokrugljene na dvanaest sigurnih cifara) u ovom slu¢aju iznose

m 8.71721162014, m = 4,
/ om () f(x)de =< 25.7375014239, m = 6,
0 130.571855425, m =9.

Relativne greske pribliznog izrac¢unavanja ovih integrala su date u sljedecéoj
tabeli.
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h m=4 m =06 m=29

1/1 | 0.922[-3] | 0.172[—4] 0.116[—0]

1/2 | 0.711[—4] | 0.436[—6] 0.163[—9]

1/3 | 0.146[—4] | 0.414][-7] 0.302[—11]
1/4 | 0.467[—5] | 0.756]—8] 0.174[—12]
1/5 | 0.192[-5] | 0.201][-8] 0.189[—13]
1/6 | 0.931[—6] | 0.676[—9] 0.306[—14]
1/7 | 0.503[—6] | 0.269[—9] 0.658[—15]
1/8 | 0.296]—6] | 0.121[—9] 0.173[—15]
1/9 | 0.185[—6] | 0.599[—10] | 0.535[—16]
1/10 | 0.121[—6] | 0.319[—10] | 0.187[—16]

Primjer 9. Na kraju navodimo tri oscilatorne funkcije. Dakle, neka je u (1.19)

-
flz) = cos# za s € {3,7,11}.

Tacne vrijednosti integrala (zaokrugljene na dvanaest sigurnih cifara) u sluc¢aju
s = 3 iznose

m —0.811139338642[—2], m = 4,
/ om(2)f(x)dz = { —0.665703342909[—1], m =6,
0 ~0.180933141368, m =9

)

dok su relativne greske priblizinog izra¢unavanja ovih integrala date u tabeli
koja slijedi.

h m=4 m==6 m=29
1/1 | 0.809[2] 0.100[1] 0.195[-2]
1/2 ] 0.132 0.143[—2] | 0.487[—6]
1/3 | 0.135[—1] | 0.718]—4] | 0.645[—8]
1/4 | 0.331]—2] | 0.103[—4] | 0.330[—9]
1/5 | 0.120[—2] | 0.242[-5] | 0.338[—10]
1/6 | 0.542[-3] | 0.762[—6] | 0.533[—11]
1/7 | 0.281[—3] | 0.291[—6] | 0.112[—11]
1/8 | 0.160[—3] | 0.128]—6] | 0.293[—12]
1/9 | 0.981]—4] | 0.618[—7] | 0.896[—13]
1/10 | 0.635[—4] | 0.325[—7] | 0.311[—13]

U slucaju s = 7 tacne vrijednosti (takode zaokrugljene na dvanaest sigurnih
cifara) integrala iznose

m —0.273645507830[—3], m
/ Om(z)f(x)de = ¢ —0.644525422258[—5], m
0 —0.603335446629[—5], m

4,
6,
9

)

dok su, kao i u prethodnom slu¢aju, relativne gregke pribliZzinog izra¢unavanja
ovih integrala date u tabeli koja slijedi.
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h m=4 m=26 m=29
1/1 | 0.237[4] 0.118[6] 0.788[5]
1/2 | 0.240[4] 0.753[1] 0.171[-1]
1/3 | 0.383]1] 0.667[—1] | 0.781[—4]
1/4 | 0.368 0.498[—2] | 0.270[—5]
1/5 | 0.864[—1] | 0.834[—3] | 0.230[—6]
1/6 | 0.304[—1] | 0.215[—3] | 0.326[—7]
1/7 | 0.135[—1] | 0.718[—4] | 0.645[—8§]
1/8 | 0.691[—2] | 0.287[—4] | 0.161][—8]
1/9 | 0.393[—2] | 0.131[—4] | 0.479]-9]
1/10 | 0.241[—2] | 0.653[—5] | 0.163[—9]

Najzad, u slucaju s = 11 tacne vrijednosti integrala (ponovo zaokrugljene
na dvanaest sigurnih cifara) su

m —0.273645507830[—3], m =4
/ Om(z)f(x)de = ¢ —0.644525422258[—5], m = 6,
0 —0.603335446629[—5], m =9

a relativne gregke izrac¢unavanja ovog integrala date su u posljednjoj tabeli.

h m = m =6 m =

1/1 | 0.144[5) 0.177[7] 0.461[7]

1/2 | 0.158][3] 0.177[7] 0.584[2]

1/3 | 0.146[5] 0.151[2] 0.343[—1]
1/4 | 0.234[2] 0.367 0.616[—3]
1/5 | 0.223]1] 0.379[—1] | 0.384][—4]
1/6 | 0.514 0.738[—2] | 0.458][—5]
1/7 ] 0.178 0.206[—2] | 0.812][—6]
1/8 | 0.776[—1] | 0.727[—3] | 0.189[—6]
1/9 | 0.393[—1] | 0.301[—3] | 0.534[—7]
1/10 | 0.221[—1] | 0.141[—3] | 0.175[-7]

Kao i u numeri¢kim primjerima iz [9], sa povecanjem frekvencije konvergencija
se usporava.

1.4 Numericka integracija pomocéu kardinalnih
B-splajnova

Jedan od klasi¢nih problema matematicke analize je, svakako, izracunavanje
integrala (6). Buduéi da, u opstem slu¢aju, ovaj integral nije moguce tacno izra-
¢unati, postoji veliki broj metoda za njegovo priblizno izracunavanje. Najcesce
koristena ideja prilikom konstrukcije ovih metoda je aproksimacija funkcije f(+)
nekom funkcijom f() takvom da je integral f; fA(yc)d:L jednostavan za izra¢una-
vanje. Rezultat koji slijedi je inspirisan nedavno objavljenim radom [14]. Naime,
u tom radu je Dobisi funkcija skaliranja proizvoljnog reda koristena kao osnovna
funkcija za aproksimaciju funkcije f(-). Kako je kardinalni B-splajn proizvoljnog
reda takode tipi¢an primjer funkcije skaliranja, prilikom dobijanja ovog rezulata,
upravo je kardinalni B-splajn proizvoljnog reda koristen kao osnovna funkcija
za aproksimaciju funkcije f(-).
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Definicija 2. Za svako m € Z, prostor kardinalnih B-splajnova reda m, sa
nizom ¢vorova iz Z, u oznaci S, je kolekcija svih funkcija f(-) € C™~2 takvih
da je restrikcija funkcije f(-) na svaki interval [k, k+ 1),k € Z, polinom stepena
ne veéeg od m — 1.

U skladu sa prethodnom definicijom, o¢igledno je da kolekcija

{gﬁm(~ - k)‘k c Z}

obrazuje bazu prostora Sy,. Ovo, svakako, zna¢i da se svaka funkcija f(-) € Sp,
moze predstaviti kao linearna kombinacija

f(x) = crpm(a = k).

kEZ

Pri ovome ne treba voditi rac¢una o konvergenciji reda na desnoj strani posljednje
jednakosti, budué¢i da su za svako x € R svi €lanovi ovog reda, izuzev njih
kona¢no mnogo, jednaki nuli.

U cilju dobijanja bolje aproksimacije, uvode se prostori Sf;{),j € N, (tzv.
prostori sa finijom rezolucijom) sa bazom

{eiP Ok ez},
gdje je ‘ ‘ .
@grjfk) (z) = 2J/2‘Pm(2jx — k).
Dokazi ovih ¢injenica takode se mogu naéi u [4] ili [5].
Dalje, koristedi definiciju kardinalnog B-splajna prvog reda i jednakost (1.2),

nakon pracijalne integracije, dobijaju se formule za rekurzivno izra¢unavanje
skra¢enih splajn momenata

07 <0
x Jﬁn+1
Pni = / er(Ot"dt =4 11’ x €10,1] 7
0
1
z>1
n+1
Hnm = / Om ()" dL
Jo
zn+190 L(x) 1 z
= - mo1 (8Lt
n+1 n+1/0 pm-1(t)
1 x—1 )
m—1(t)(t +1)"Tdt

1 1
n+1 T z—1
= n + 1 (x + @m(m) - lun+1,’n’7.71 + kZ:O ( ]{; )/’l’k7m—1> .

1.4.1 Konstrukcija metoda

Ne umanjujuéi opstost, ovdje ¢e biti konstruisan metod za priblizno izracu-
navanje integrala

/Omf(x)d:c, (1.20)
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gdje je m € Ni f(-) je zadana, integrabilna funkcija.
Neka je j € N fiksirano i neka je f() projekcija funkcije f(-) na prostor S,
Dakle,
fl@) =3 o (@).
kez
Imajuéi na umu da je suppgog,{’k)(-) = [277k,279(k + m)],k € Z, posljednja
jednakost se, za = € [0, m], redukuje na

29m—1 29m—1
@)= Y apiP@) =27 > cpm(@z—k). (1.21)
k=—m+1 k=—m+1

Sada u jednakosti (1.21) treba odrediti (27 4+ 1)m — 1 nepoznatih koeficijenata
ek, —m +1 < k < 2/m — 1. Za odredivanje ovih koeficijenata koristi se tehnika
sli¢na tehnici korigtenoj u [14].

Prvih 29m + 1 linearnih jednadina se dobija iz interpolacionih uslova u di-
adskim tackama (upravo su ovi uslovi koristeni u [14]), tj. iz uslova da vaze

Sljedeée jednakOSli
J j 5 m.

U skladu sa definicijom funkcija @%k)() i jednakosti (1.21) dobija se

27m—1
(z) = 2" % avmt-p
k=—m+1
-1
= 292i/2 Z ckom(l — k)
k=0—m+1
m—1
= 223" thprmpm(m — k)
k=1
m—1
= /2 Z Ck+€—nL<P7rn(k)7 0<e< 2/m.
k=1

Preostaje jos da se izabere dodatnih m — 2 uslova za odredivanje nepoznatih
koeficijenata. Ove uslove, svakako, treba odredivati u zavisnosti od konkretne
situacije, tj. u zavisnosti od funkcije f(-). U numerickim primjerima, koji su
dati na kraju ovog odjeljka, dodatni uslovi su izabrani tako da neki cjelobrojni
¢vorovi imaju viSestrukost dva. Naime, zahtijevano je da bude

£ = F), oseg[g]_m[

] +2<esm,
pri ¢emu [a] oznafava najveéi cijeli broj koji nije veéi od broja a € R.

U skladu sa jednakostima (1.21) i (1.2), kao i sa definicijom funkcija <p5,%")()
dobija se da je

29m—1

Foy = 292 3 o (omar (20— k) = @1 (270~ k — 1))
k=—m+1
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20¢—1
= 2972 3" e (om1(Ql—k) = om 1 (20— k- 1))

k=2i0—m-+1
) m—2
= 2%/ Z Cht2it—m+1 (Pm—1(m — 1 — k)
k=0
—m—1(m—1—k—1))
m—2
= 23j/2 Z Ck42i0—m+1 (Somfl(k) - @mfl(k + 1)) )
k=0
0<l< [%} 2 [”ﬂ +2<0<m.

Dakle, koeficijenti cx, —m + 1 < k < 2/m — 1, su rjefenje sistema linearnih
jednacina,

Oc = f,
gdje su
T
CZ(Cme Comt+2 ... Coim—2 C2J‘m—1) )
F=(h ),

o=Cro o f(5l-2) rzl+2) .. f(m))
Matrica @ je oblika
51
(o)

Dalje, matrica ®; ima 2/m + 1 vrsta i (27 + 1)m — 1 kolona. Prva vrsta ove
matrice je

292 (on(l) w2 .. Pmm—2) @mim—1) 0 ... 0),

dok se ostale vrste dobijaju rotacijom ove vrste u desno za £, 1 < £ < 2im,
pozicija. Matrica ®5 ima m — 2 vrsta i (27 + 1)m — 1 kolona. Prva vrsta ove
matrice je

2 [ —m—1(1) —Ap,_a(1) ... —Apg,_1(m—2)
937/ ( 14 ® (p:ffl(m_g) . 0)

(Apm—1(k) = om-1(k+1) — pm_1(k)), dok se ostale vrste dobijaju rotacijom

ove vrste u desno za 270, 1 < /¢ < [%] —2A [%} + 2 < ¢ < m, pozicija.
Nakon odredivanja koeficijenata cg, treba izracunati

/Om fla)da.
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Zaizrac¢unavanje ovog integrala, sumu (1.21) treba podijeliti na tri dijela. Naime,
neka je

R ~1 ‘ (29 -1)m ‘ 29m—1 )
F@y= > apdP@)+ > aeiP @+ DY e (),
k=—m-+1 k=0 k=(27—-1)m+1
tj. neka je
R -1 ‘ (29 -1)m
fl@) = 272 Y apn@z—k)+ Y apn@c-k)
k=—m+1 k=0
2im—1
+ Z Ck@m(2jx - k) . (122)

k=(20 —1)m-+1

Ako je —m + 1 < k < —1 (prva suma na desnoj strani jednakosti (1.22)),
tada je

/0 <pm(2jx —k)dx = 277 / . Om(x)dx = 27 (1 — ugfn) ,

pa je

/Om i oD — k)de = i ck/T:gpm(m)dx

k=—m-+1 k=—m+1 -
-1

= 277 Z Ck (1—u&’fn). (1.23)

k=—m+1

Dalje, ako je 0 < k < (27 — 1)m (druga suma na desnoj strani jednakosti
(1.22)), tada je

/ gpm(ij —k)dx = Q*j/ Om(x)dx = 277,
0 0

pa je
m (27 —=1)m (29 -1)m
/ Z crom(2x — k)dr =277 Z Cl;.- (1.24)
0 k=0 k=0

Najzad, ako je (29 — 1)m +1 < k < 2/m — 1 (posljednja suma na desnoj
strani jednakosti (1.22)), tada je

m 2Pm—k .
/0 gom(ij —k)dz = 277 /0 om(x)dr = Q*jugf:nl_k,

pa je
m 27m—1 29m—1 29m—k
[ aewene =Y af e
0 k=(29-1)m+1 k=(29—1)m+1 0
27m—1

= 279 3 gudmhl (125
k=(27—1)m+1
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Formula za pribliZzno izracunavanje integrala (1.20) dobija se iz jednakosti
(1.22), (1.23), (1.24) i (1.25). Dakle,

m m -1
/ fl@)de =~ / f(m)dx=2‘”2< Y a(l—ppm)
0 0 k=—m-+1
(Qj_l)m 29m—1 )
+ Yt Y. amm . (1.26)
k=0

k=(29—-1)m+1

Na kraju ovog odjeljka recimo i to da je procjena greske izostavljena, buduéi
da ova procjena zavisi od izbora dodatnih m — 2 uslova za odredivanje koefici-
jenata cy.

1.4.2 Komentari i numeric¢ki primjeri

Osnovni nedostatak formule (1.26) je svakako ¢injenica da koeficijenti cg
zavise od podintegralne funkcije, a za izracunavanje ovih koeficijenata treba ri-
jesiti odgovarajuéi sistem linearnih jednacina. Medutim, ovaj nedostatak ima i
formula konstruisana u radu [14]. Dalje, za realizaciju formule (1.26) potrebno
je izraCunati i skradene splajn momente ,u’g’m, 1 <k < m — 1. Preciznije, zbog
simetri¢nosti (uf,,, = 1 — ugf;lk), potrebno je izracunati samo skracene mo-
mente u(’{m, 1 <k < [m/2]. Budué¢i da ovi momenti ne zavise od podintegralne
funkcije, ovo se ne moze smatrati nedostatkom predlozene formule.

Sa druge strane, formula (1.26) ima dvije osnovne prednosti u odnosu na
formulu konstruisanu u [14]. Prvo, buduéi da je iz interpolacionih uslova po-
mocu kardinalnih B-splajnova reda m moguce reprodukovati polinome stepena
ne veceg od m — 1, formula (1.26) je tacna za sve polinome stepena ne veéeg od
m — 1. Osim toga, kao §to se moze vidjeti iz numerickih primjera koji slijede,
formula (1.26) je znacajno tacnija od formule konstruisane u [14].

Na izbor numerickih primjera uticali primjeri dati u [14], kao i primjeri dati
u [9]. U svakom od primjera, primjenom formule (1.26), priblizno je izra¢unat
integral

/0 f(x)dx. (1.27)

Kao osnovna funkcija za aproksimaciju funkcije f(-) koristen je kardinalni B-
splajn reda 3,5 1 7. Naravno, linearnom smjenom je interval [0, 1] preslikan na
odgovarajuéi interval integracije. Za svaki primjer, u odgovarajucoj tabeli, je
data relativna greSka rezultata. Vrste svake tabele odgovaraju nivou rezolucije
(oznagen sa j), dok kolone odgovaraju redu kardinalnog B-splajna (oznacen sa
m). Kao i obi¢no, brojevi u uglastim zagradama oznacavaju eksponent broja
deset.

Primjer 10. Kao i u prethodnom odjeljku, prvi primjer su parcijalne sume
eksponencijalnog reda, tj uzima se da je u (1.27)

S i

OEDIES

i=0

za s € {3,9,15}. Naravno, za s = 3 i m = 5, odnosno m = 7, ta¢ne vrijednosti
integrala su dobijene veé¢ za j = 0.
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Primjer 11. Neka je u (1.27) sada

f(@) = exp (a).

j m=3 m=2>5 m="7

0 | 0.201[-3] | 0.162[-7] | 0.504]—11]
1| 0.427[-5] | 0.106[—9] | 0.101[—13]
2 | 0.268[—6] | 0.165[—11] | 0.108]—14]

Posljednja dva primjera su isti kao i prva dva primjera u [14].

Primjer 12. Dakle, neka je u (1.27)

f(z) = Va2 — 4z +13.

J m=3 m=2>5 m="7

0 | 0.446[=5] | 0.342[-9] | 0.238[—12]
1| 0.383[—8] | 0.219[—11] | 0.906[—15]
2| 0.253[-9] | 0.341[~13] | 0.938[—16]

Primjer 13. Najzad, neka je u (1.27)
f(z) = cos (z?).

J m=3 m=2>5 m="7

0 | 0.173[—3] | 0.230[—5] | 0.148[—8§]
1] 0.145[-5] | 0.191[7] | 0.928[—11]
2 | 0.337(~7] | 0.295[-9] | 0.168[—11]

s=3 s=9
J m=3 m=3 m=25 m="7
0 | 0.100[-3] | 0.201[-3] | 0.162[-7] | 0.473[—11]
1 0.000 0.427[-5] | 0.105[-9] | 0.911[—14]
2 0.000 0.268[—6] | 0.164[—11] | 0.967[—15]

s=15

j m=3 m=2>5 m="7

0 | 0.201[-3] | 0.162[-7] | 0.504]—11]

1| 0.427[-5] | 0.106]—9] | 0.101[—13]

2 | 0.268]—6] | 0.165[—11] | 0.108[—14]

Iz navedenih primjera se moZze zakljuciti da se tac¢nost konstruisane formule
povecava sa porastom reda kardinalnog B-splajna i/ili sa profinjenjem nivoa
rezolucije (5to je i ofekvano). Dalje, moZe se naslutiti da je ipak bolje poveca-
vati red kardinalnog B-splajna, buduéi da se dimenzija odgovarajuéeg sistema
linearnih jednacina sporije poveéava. Preciznije, npr. u sluéaju m =51ij =2
treba rijesiti sistem linearnih jednacina reda 24, a ipak se u slu¢aju m = 71
j = 1, kada treba rijeSiti sistem linearnih jednaécina sa 20 nepoznatih, dobija
veca tacnost. Staviée, u slucaju m = 71 j = 0 treba rijesiti sistem linearnih
jednacina sa 13 nepoznatih, a dobijena ta¢nost je neznatno lo§ija u odnosu na
slucaj m=51ij=2.

Najzad, treba naglasiti i to da su u svim primjerima, kao osnovne funkcije,
koristeni kardinalni B-splajnovi koji imaju nosa¢ iste duzine kao i Dobisi funkcije
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skaliranja koje su, kao osnovne funkcije, koristene u primjerima iz [14]. Rezul-
tati koji su dobijeni u posljednja dva primjera ukazuju na to da je formula
(1.26) znatno tac¢nija od formule konstruisane u pomenutom radu u smislu da
je znagajno veéa tac¢nost dobijena na bitno grubljem nivou rezolucije.
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Glava 2

Splajnovi malog reda

Poseban praktican znacaj imaju splajnovi malog reda. Prilikom rada sa
splajnovima malog reda potreban obim ra¢unanja nije prevelik, dok su aproksi-
macije dobijene pomoéu ovakvih splajnova u pravilu zadovoljavace i jednostavne
za manipulaciju. U ovom poglavlju su prezentirana tri rezultata koji se odnose
upravo na splajnove malog reda.

2.1 Jedna klasa kvadraturnih formula sa
linearnim /kubnim B-splajnom kao tezinskom
funkcijom

U ovom odjeljku se posmatra problem pribliznog izracunavanja integrala

a
/ w(z) f(z)dz
—a

primjenom jedne posebne klase tzv. “prakti¢nih” kvadraturnih formula (sa pet
¢vorova), pri ¢emu je w(-) centrirani B-splajn drugog, odnosno Cetvrtog reda,
posmatran kao tezinska funkcija. Centrirani B-splajn reda m,m € N, u oznaci
B,,.(+), nastaje odgovarajucom translacijom argumenta kardinalnog B-splajna
tako da nosal centriranog B-splajna reda m bude interval [—m/2,m/2]. Dakle,

B () = om (x + %) .

U skladu sa prethodnim, jednostavno se dobijaju eksplicitni izrazi za centri-
rani B-splajn drugog (krov funkcija), odnosno Getvrtog (kubni B-splajn) reda.
Prema tome,

1—|.’I)‘, .136[—1,1],

0, u ostalim slucajevima,

By(x) = h(x) = {
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tj.
1
6(gc +2)3 ze[-2,-1),

(=323 — 622 +4), z€[-1,0),

S| =

) — 1
B4(‘L) - 6(3.173 — 6372 + 4); HARS [Oa 1)7

1
S(co+2P, el

0, u ostalim sluc¢ajevima.

Ovaj rezultat je inspirisan radovima [6] i [7] u kojima su, takode, posmatrane
“prakti¢ne” kvadraturne formule, ali bez teZinske funkcije.
Kvadraturna formula

a 5
| w@s@is =3 ais(w) + Rl 2.1)

—a
je “prakti¢na” ako su zadovoljeni sljedeéi uslovi:
1. koeficijenti Ay, 1 < k < 5 zadovoljavaju uslove A; = Ag i Ay = Ay;

2. &vorovi xg, 1 < k < 5 su simetri¢ni, racionalni brojevi iz intervala [—a, al,
tj. x1 = —r1,32 = —ro,x3 = 0,24 = 1o i ©5 = 71, za neke ry,ry €
(0,a) NQ, 2 < r1 (kao i obi¢no, Q oznacava skup racionalnih brojeva).

Prema tome, “prakti¢ne” kvadraturne formule su oblika

/j w(z) f(x)de = A(f(=r1) + f(r1)) + B(f(=r2) + f(r2)) + Cf(0)
+RI[f], (2.2)

za neke r1,72 € (0,a] NQ, 7y < 71.

Kvadraturna formula (2.1) ima algebarski stepen tacnosti jednak s,s € N,
ako i samo ako je R[p] = 0 kad god je p(-) polinom stepena ne veceg od s i
postoji polinom ¢(-), stepena s + 1, takav da je R[q] # 0.

Dvije leme koje slijede su dobro poznate ¢injenice iz numericke integracije i
njihovi dokazi se mogu naéi npr. u [21].

Lema 1. Kvadraturne formula (2.1) (1. (2.2)) ima algebarski stepen tacénosti
5,8 € N, ako i samo ako je R[z*] =0 za sve k € {0,1,...,s} i R[z*t1] #£0.

Lema 2. Ako je tezinska funkcija w(-) parna, onda je kvadraturna formula (2.2)
tacna za svaku neparnu funkciju f(-) (tj. R[f] = 0 za svaku neparnu funkciju

fe)-

Na osnovu prethodnih lema, zakljucuje se da algebarski stepen tacnosti for-
mule (2.2), ako je tezinska funkcija w(-) parna, mora biti neparan.

Sada treba odrediti koeficijente A, B i C' tako da kvadraturna formula (2.2)
ima $to je moguce veci algebarski stepen tacnosti, uz pretpostavku da je tezinska
funkcija w(-) parna. Za odredivanje ovih koeficijenata koristi se standardni
postupak. Pri tome je za momente koristena oznaka my = ffa w(z)zkdr, ke
{0,2,4}.
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Iz uslova da formula (2.2) bude ta¢na u sluc¢aju f(x) = 1, jednostavno se
zakljucuje da mora biti
C=mo—2A—-2B.

Dalje, iz uslova da formula (2.2) bude ta¢na u sluéaju f(z) = 2% i f(z) = 2%,

dobija se sistem linearnih jednacina

2r?A +2r3B
2r{A 4 2r3B

ma,
my,

sa nepoznatim koeficijentima A i B. Jedinstveno rjeSenje ovog sistema, je

mgqg — mgv'%

mgv'g —my
A= T2 2)
AU r

=—F 55— 1 B
2 = 13)

(2.3)

Dakle, sa ovakvim izborom koeficijenata A, B i C, kvadraturna formula (2.2)
ima, algebarski stepen ta¢nosti jednak pet. Prirodno je sada postaviti pitanje
da li je moguce izabrati racionalne &vorove 11,73 € (0, a], tako da kvadraturna
formula (2.2) ima algebarski stepen ta¢nosti jednak Sest, odnosno sedam. Nega-
tivan odgovor na ovo pitanje u slu¢aju w(z) = 1 dobijen je u radovima [6] i [7].
U daljem tekstu je dokazano da u slu¢aju w(x) = By (x), odnosno w(z) = By(x),
postavljeno pitanje takode ima negativan odgovor.

2.1.1 Sluéaj w(z) = By(x)
Buduéi da je

1, k=0,
1 1 1 b — 9
/ By(z)x"dx :/ (1— |z|) z*dz = 6’ -
~1 —1 1
—, k=4
15’ ’
u slucaju w(x) = Ba(x) jednakosti (2.3) postaju
2 5r3 ; 2 5r3 (2.4)
©60r3(r? —13) ©60r3(r3 —r3)’ ’

Pri tome je (u formuli (2.2))

1 _ 27‘% — 57‘%7“% + 27“%

6—7
Rlz") = o2 30

Lema koja slijedi dokazuje da u ovom slucaju nije mogucée odabrati racionalne
¢vorove 11 1o tako da kvadraturna formula (2.2) ima algebarski stepen ta¢nosti
jednak Sest, odnosno sedam.

Lema 3. Ne postoje brojevi r1,r2 € (0,1] N Q takvi da je

27"% — 57"%7'% + 27'% B i (2 5)
30 - 287 )
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Dokaz: Neka je, suprotno tvrdenju leme, m = a/b i ro = ¢/d, za neke
a,b,c,d € N takve da je (a,b) = 11 (¢,d) = 1. Tada jednakost (2.5), nakon
pojednostavljivanja, postaje

14(2a2d* — 5a*c* 4 2b*c?) = 15b%d?, (2.6)

odakle slijedi da je b*>d? = 0(mod 14), tj. bd = 0(mod 14). Sada mogu nastupiti
Cetiri slucaja.

Slu¢aj b = 0(mod 14).

Uvrstavanjem b = 14k, za neko k € N, u (2.6), nakon pojednostavljivanja se
dobija

a?(2d? — 5c?) = 14k (15d° — 28¢%).

Buduéi da je (a,b) = 1, mora biti 2d*> — 5¢> = 0(mod 14), pa mora biti i
2d? — 5¢? = 0(mod 7). Dalje, zbog 2d? — 5¢? = 7d*> — 5(c? + d?), takode mora
biti ¢2 + d? = 0(mod 7), a direktnom provjerom se utvrduje da je posljednja
relacija nemoguca, osim u slu¢aju ¢ = 0(mod 7) i d = 0(mod 7), §to zajedno sa
pretpostavkom (c,d) = 1 daje kontradikciju.

Slu¢aj b = 0(mod 7) A d = 0(mod 2).

Uvrstavanjem b = Tky 1 d = 2ko za neke k1,ke2 € N, u (2.6), nakon pojed-
nostavljivanja se dobija

5a’c? = 2(4ak3 — 105k?k3 + 49¢°k?),

a odavde slijedi da mora biti ¢ = 0(mod 2) (ne moze biti ¢ = 0(mod 2) zbog
d = 0(mod 2)). Dalje, stavljajuéi a = 2¢ za neko ¢ € N posljednja jednakost
postaje

202 (5c® — 8k3) = 7(Tkic* — 15k7k3).

Ne moZe biti £ = 0(mod 7) (zbog b = 0(mod 7),a = 201 (a,b) = 1), pa mora biti
5¢? — 8k2 = 0(mod 7). Ponovo se direktno provjerava da je posljednja relacija
nemoguca, osim u slu¢aju ¢ = 0(mod 7) i k2 = 0(mod 7). Ova Cinjenica, zajedno
sa d =2ks i (c,d) =1 daje kontradikciju.

Slucajevi b = 0(mod 2) A d = 0(mod 7) i d = 0(mod 14), zbog simetri¢nosti
jednakosti (2.6), se dokazuju analogno, $to u potpunosti dokazuje tvrdenje. »

Neka su u formuli (2.2) koeficijenti A i B dati relacijama (2.4) i neka je
H;(-) Ermitov interpolacioni polinom koji interpolira funkciju f(-) u ¢vorovima
+7r1,+r9 1 0, pri ¢emu Evor 0 ima viSestrukost dva. Tada je (vidjeti npr. [21],

str. 55),
W) (£(x
fla) — Hy(o) = T 2 pyer 02,

pa je greska formule (2.2) data sa

1 @) (¢ (x
= [ P e - e -

= ) ) - 7).

za neko 7 € [—1,1], uz pretpostavku f(-) € C%[—1,1]. Dalje, neka je

®(n) = (> —r})(n* — 3).
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Lako je provjeriti da je

r%—&—r%)
2

max | ®(1)]

nel—1,1]

max{¢(0)| , | @(

,<I>(1)|}

2 2
— {0 -

pa se greska formule (2.2) procjenjuje na sljedeéi na¢in
2 13

2
rifl < g {12, P a - e

gdje je Mg = maXge[—1,1] |f(vi)(35)| .

2.1.2 Numericki primjer

Procjena (2.7) prirodno nameée problem minimizacije funkcije
2 .2\2
F(r,re) = max {r%r%, %, (1—rH(1 - r%)} ,
uz uslov r1, 79 € (0,1] NQ,re < r1. O¢igledno je da za fiksirano r € (0,1] N Q,
funkcija F(-,-) dostize minimum u jednoj od presjeénih tacaka krivih
2,2

_ 2
g U )

1. Krive r#r2i (r?—r2)2/4 (ry je fiksirano) sijeku se u tacki ry = £(1+£v/2)ry,
pa kako o ¢ Q ovaj slucaj se dalje ne razmatra.

2. Sli¢no, krive (r? —r3)2/4 i (1 — r})(1 — r3) (r1 je fiksirano) sijeku se u

tacki ro = i\/?)r% —2+2/2(r? — 1) i ponovo se zbog 75 ¢ Q ovaj slucaj
iskljucuje iz razmatranja.

3. Najzad, krive 273 i (1—7%)(1—7r3) (r1 je i dalje fiksirano) sijeku se u tacki

ro = /1 — 1%, pa se &vorovi r1 i 3 traze medu “racionalnim tackama” sa
jedini¢nog kruga.

U tabeli koja slijedi date su neke dopustive vrijednosti ¢vorova r1 i 7o za
koje funkcija F'(-,-) dostiZe lokalne minimume. Odgovarajuéi racionalni brojevi
su zaokrugljeni na Sest sigurnih cifara.

71 ] F(Tl, 7”2)
4 3
- =0.8 - =0.6 0.230400
5 5
21 = 0.724138 20 = 0.689655 | 0.249406
29 29 ’
55 48
— =0.753425 | — = 0.657534 | 0.245424
73 3
2
% = 0.742268 6—57) = 0.670103 | 0.247403
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377 336

05 0.746535 505 = 0.665347 | 0.246715
% = 0.744906 % = 0.667170 | 0.246988
% = 0.745528 % = 0.666474 | 0.246885
% = 0.745290 % = 0.666740 | 0.246924

Najzad, pri bilo kojem izboru ponudenih vrijednosti za ¢vorove 7 i ro, greska
(2.7) se mo¥e procjeniti sa

|R[f]] <0.6-107% M.

2.1.3 Sluéaj w(zx) = By(z)

Sada je
1, k=0,
2 1
/ B4(x)xkdm = 3’ k=2,
2 k=4
107 )
pa u ovom slu¢aju jednakosti (2.3) postaju
9—10r2 9 —10r?
A= — 2 = 1 2.8
e R T ey (29

Sada je (u formuli (2.2))

Rlz] = 17 9r? — 10r?r3 + 9r?

42 30 '
I u ovom slucaju se dokazuje da nije moguce odabrati racionalne évorove 71 i ry
tako da kvadraturna formula (2.2) ima algebarski stepen ta¢nosti jednak Sest,
odnosno sedam.

Lema 4. Ne postoje brojevi r1,r2 € (0,2] N Q takvi da je

9r? —10rfr3 +9r3 17 50
30 T4 (29)

Dokaz: Kao i u dokazu prethodne leme, pretpostavlja se, suprtono tvrdenju,
dajery =a/bire =c/d, zaneke a,b,c,d € N takve da je (a,b) =11 (¢,d) = 1.
Sada jednokst (2.9), nakon pojednostavljivanja, postaje

7(9a%d? — 10a%c* 4 9b*c?) = 85b%d?, (2.10)

odakle slijedi da je b?d? = 0(mod 7), odnosno bd = 0(mod 7).
Neka je b = 7k za neko k € N. Nakon pojednostavljivanja, jednakost (2.10)
postaje
a®(9d* — 10c?) = 7k*(85d* — 63¢?).
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Ne moze biti a®> = 0(mod 7) (zbog (a,b) = 1), pa mora biti 9d*> — 10c¢*> =
0(mod 7). Dalje, buduéi da je 9d* — 10c? = 7(d? — 2¢?) + 2(d? + 2¢?), takode
mora biti d? + 2¢? = 0(mod 7). Ponovo se direktnom provjerom dokazuje da je
ova relacija nemoguca, osim u sluc¢aju ¢ = 0(mod 7) i d = 0(mod 7), §to zajedno
sa pretpostavkom (c,d) = 1 daje kontradikciju.

Slu¢aj d = 7k, za neko k € N, se zbog simetri¢nosti relacije (2.10) dokazuje
analogno, §to u potpunosti dokazuje tvrdenje. »

Neka su sada u formuli (2.2) koeficijenti A i B dati relacijama (2.8) i neka
je Hs(+) ponovo Ermitov interpolacioni polinom koji interpolira funkciju f(-) u
¢vorovima =£ry, £ry i 0, pri ¢emu &vor 0 ima viSestrukost dva. I sada je

) (¢(x
fla) — Hy(o) = T o pyer 02,

pa je greska formule (2.2) data sa

2 W) (£(x
mf = [ ol 5w e -

— S = )R - 1)

za neko ) € [—2,2], uz pretpostavku f(-) € C%[—2,2]. Neka je sada
®(n) = (n* —r)(n* —r3).

Jednostavno je provjeriti da je

5 )

> = ®(0)|,
e |9(n)] maX{ (0)]

2 _ .22
= Inax{r%rg,w7(4r%)(4Tg)}a

pa se greska formule (2.2) u ovom sluéaju procjenjuje sa

2 2

B < s (o2, B -} e

gdje je Mg = max,c[_2 9 |f(m)(x)| .

2.1.4 Numericki primjer

I sada procjena greske (2.11) prirodno namece problem minimizacije funkcije

2

2.2 (T%
F(ry1,re) = max { rir3, 1

)2 4 2 4 2
J(A=ri)d—-r3),

uz uslov r1,79 € (0,2] N Q,r2 < 1. Kao i u prethodnom slu¢aju, za fiksirano

r1 € (0,2] N Q, funkcija F(-,-) svoj minimum dostiZze u jednoj od presjetnih

tacaka krivih
2 2

22
e, U )

I sada se posmatraju tri sluéaja od kojih se dva odbacuju.
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1. Krive r2r2i (r?—r2)2/4 (r1 je fiksirano) se sijeku u tacki ro = 4(14v/2)rq,

pa se, bududi da ro ¢ Q, ovaj slu¢aj odbacuje.

2. Dalje, krive (r? —73)2/41i (4—1r?)(4—73) (r1 je fiksirano) sijeku se u tacki

ro = +£1/3r7 — 8 4 2¢/2(r? — 1), pa se i ovaj slucaj dalje ne razmatra, zbog

T2 ¢ @
3. Najzad, krive r273 i (4—r%)(4—7r3) (r1 je i dalje fiksirano) sijeku se u tacki
ro = \/4 —r?, pa se &vorovi r1 i 12 traZe medu “racionalnim tackama” na

krugu sa centrom u koordinatnom pocetku i polupreénikom dva.

Ponovo se u tabeli koja slijedi navode neke dopustive vrijednosti za ¢vorove 1
i 7o u kojima funkcija F(+, ) dostize lokalne minimume, pri ¢emu su odgovarajuci
racionalni brojevi ponovo zaokrugljeni na Sest sigurnih cifara.

T T F(ri,ma)
8 6
E= 1.60000 E= 1.20000 3.68640
42 40
— = 1.4482 — = 1. 1 . 4
59 828 29 3793 3.99049
110 96
—_—= 1 = = 1. 1 . 2
3 50685 =3 31507 3.92678
% = 1.48454 % = 1.34021 3.95845
754 672
— =14 — =1. 94744
505 9307 505 33069 3.947
1974 1768
— =14 1 —— =1.33434 .951
1325 898 1325 3343 3.95180

2584 2310
——— = 1.49106 ——— =1.33295 | 3.95016
1733 1733

13530 12104
o077 = 1.49058 0077 = 1.33348 | 3.95079

Sada se za bilo koji od ponudenih izbora ¢vorova r1 i 79, greska (2.11) procjenjuje

Sa
|R[f]] <0.2-1072 - M.

2.2 Neke modifikacije trapeznog pravila

U ovom odjeljku je, pomoc¢u kvadratnog interpolacionog splajna, dobijena
Citava klasa novih kvadraturnih formula. Sve formule su modifikacija klasi¢nog
trapeznog pravila. Njihova osnovna karakteristika je da se odgovarajué¢im izborom
slobodnog parametra tacnost trapeznog pravila povéava do O(h*). Osim toga,
koriste¢i ovu nestandardnu tehniku, reprodukovane su Simpsonova i Ermitova

kvadraturna formula.
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2.2.1 Klasi¢éne kvadraturne formule i kvadratni
interpolacioni splajn

Klasi¢ne kvadraturne formule se izuc¢avaju ve¢ na osnovnim kursevima nume-

ricke analize, a ovdje se navode samo radi uspostavljanja sistema oznacavanja.

Neka je a = g < o1 < -+ < g, = b, pri Cemu je zj, = xo + kh i neka je
fe = f(zr), 0<k<2m. Tada je

b
/ f(z)dx = Qrlf, a,b,2m] + Eg|[f,a,b,2m)],

odnosno ,
[ H@)de = Qslf.a,b.2m] + Eslf.a,b,2m),
gdje je ' N
Qrlf a,b,2m] =21 for 1 (2.12)
k=1

uopstena formula centralnih pravougaonika, dok je

m—1 m
QS[f’avbvn}:g <f0+22f2k+42f2k1+f2m> (213)

k=1 k=1

uopstena Simpsonova formula. Greske ovih formula su date sa

(b—a)f"En) )2

Eg[f,a,b,2m] = 5 , (2.14)
za neko £, € [a,b], uz pretpostavku f € C?[a,b] i
)£ (E
Eslfa,b,2m] = — L= O Es) 0 (2.15)

180

za neko &g € [a,b], uz pretpostavku f € C*[a,b]. Dalje, ako je a = z9 < 71 <
.-+ <z, =b, onda je

b
| #@do = Qulf.ab.n + Erlf,a.bnl,
pri ¢emu je
n—1
QT[faa7ban] = g <f0+2k§1fk:+fn>

uopstena trapezna formula. Greska ove formule je data sa

(b— a)f”(ET)h2

ET[f7a7ban]:_ 12 5

za neko &4 € [a, b], uz pretpostavku f € C?|a,b].

Buduéi da se kvadratni interpolacioni splajn obi¢no ne obraduje u klasi¢noj
literaturi, ovdje su prezentirani osnovni detalji njegove konstrukcije (u klasi¢noj
literaturi se najces¢e obraduje kubni interpolacioni splajn, vidjeti npr. [21] ili
[28)).
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Definicija 3. Neka je A = {a = 29 < 71 < -+ < 2, = b} zadana podjela
intervala [a, b]. Funkcija Sa : [a,b] — R, koja ima sljedece osobine:

IN

1. Sa je polinom drugog stepena na svakom podintervalu [x, 2g4+1], 0 < k
n—1i
2. Sa € Cla,b]

naziva se kvadratni splajn u odnosu na podjelu A. Ako se prethodnoj definiciji
dodaju interpolacioni uslovi

o Sa(wk) = f(wx), 0 <k <,
dobija se kvadratni interpolacioni splajn funkcije f(-), koji se obi¢no oznacava
sa Sa,f-

Neka su zadane vrijednosti fi, = f(zx), 0 < k < n. Iz prve osobine definicije
3, slijedi

x € [xk.,:ka] = SA_’f(l‘) = ale'Q + brx + ¢ = Sk(l), 0<k<n-1,

Sto znac¢i da treba odrediti 3n nepoznatih koeficijenata. Za odredivanje ovih
koeficijenata 2n jednacina se dobija iz interpolacionih uslova, dok se jo§ n — 1

jednacina dobija iz druge osobine iste definicije. Prema tome, jedan parametar
se moZe birati proizvoljno. Pomenute jednaéine su

apry + etk +on = fr, 0<k<n-—1, (2.16)
ariyg +betiir + o = fep, 0<k<n—1, (2.17)
205Tk+1 + b = 2app1Tk41 b1, 0<k<n-—2. (2.18)
Oduzimanjem jednagine (2.16) od jednacine (2.17) dobija se da je
by = S —fr ar(sn + 1),
Tr4+1 — Tk

Iz posljednje jednacine i jednacine (2.18), nakon elementarnog racuna, dobijaju
se rekurentne relacije za izra¢unavanje koeficijenata ag, 1 < k < n — 1. Dakle,
koeficijenti kvadratnog interpolacionog splajna izracunavaju se rekurentno na
sljedeéi nacin

ag — proizvoljno,
Gorn = Jrr2 = fra1 Jrv1 — fr
1 = _
(Thy2 = p11)? (Trg2 — Try1) (Th1 — 21)
Tl — T
—ap—L T 0<k<n-2, (2.19)
Tht2 — Th+1
k+1 — Jk
b, = Jen1 = Ji —ap(@pe1 + k), 0<k<n-—1,
Tr+1 — Tk
cr = fk—akmi—bka:k, 0<k<n-1.

Koristec¢i formule (2.19), ponovo nakon elementarnog ra¢una, dobija se osnovna
modifikacija trapeznog pravila

/1«+1 flx)dx = /kJrl sp(x)dx + E[f, K, Tpt1]

= (Thy1— k) [;(fk-ﬂ + fr) — %k(l‘k-ﬂ —ay)?

E[fa xknxk-‘rl]'
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Ako je podjela intervala [a, b] ravnomjerna, tj. ako je z = zg+kh, 0 < k <
n, gdje je o = a i h = (b —a) /n, onda posljednja jednakost i prva relacija iz
(2.19) postaju znatno jednostavnije

Tr41 h h3
/ flz)dx = 5(fk+fk+1) — Fak—i—E[f,mk,ka}, 0<k<n-—1.(2.20)

k

e = 2fk+ fra
ag = 72 — k-1

k

f . —92F -
— Z(_U’Hfl“ hJ;Z +fio (=1)*ag, 1<k<n—1(2.21)
=1

Uopstena formula (2.20) je

3n1

/ fl@)dx = Qr[f,a,b,n] — Zak+Ef,abn] (2.22)
2.2.2 Slucéaj n =2m
Simpsonova formula
Iz relacija (2.21) i (2.22) slijedi
/ flx Q[f,a,b,2m] + E[f,a,b,2m],
gdje je
h 2m—1 3 2m—1
Q[f7aaba2m} = 2<f0+2 ; fk’+f2m> Z ag
h 2m—1
= 3 (f0+2 ; fk+f2m>
Z Jor — 2f2k: 1 + for—2 (2.23)
= QS[f7a7ba 2m}

Sada iz (2.15) slijedi da je

E[f,a,b,2m] = Eg[f,a,b,2m] = —wh4

180 ’
za neko &g € [a, b], uz pretpostavku f € C4[a, b].
Prva modifikacija
Uvrstavanjem jednakosti
for — 2fok—1 + f2k72 o SO (7)o
2 2k—1 T Th ,
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(za neko 7y, € [T2r—_2, T2x], uz pretpostavku f € C*[a, b]) u (2.23), dobija se prva
modifikacija trapeznog pravila

b
/ f(z)dx = Q1[f, a,b,2m] + E1[f,a,b,2m],

gdje je
h 2m—1 m
Qulf,a,b,2m] = 3 <fo +2 % S+ f2m> - Z . (2.24)
k=1
b— (iv) (¢ h3 m h2 .
E, [f7 a, bv Zm} = - ( a)1f80 (SS) h4 - z kz::l Ef(zv) (Tk)
_ (b— a)f(“’)(gs) RA _ (b— a)f(iv)(?) X
180 144

_ (b— a)f(“’)(ﬂ) B

B 80 ’

za neko 71 € [a, b].

Druga modifikacija
Formule (2.12) i (2.14) zajedno daju
Tam . f(“’) g
fém—féz/ dm—ZhZf% 1+%h2)
o

a iz ove jednakosti slijedi druga modifikacija trapeznog pravila (poznata Ermi-
tova kvadraturna formula, vidjeti npr. [21], [25] ili [28]). Dakle,

b
/ f(I)dCC:QQ[f,a,b,Qm] +E2[f7aaba2m}7

gdje je
h 2m—1 h2
Q2[f’a,b7 2m] = 5 (fO +2 Z fk + f2m> - E(fém - f(g) (225)
k=1

i

_ (b—a)f"(ER) (b—a)f@) (7))
[f,a,b,2m] = - ht — % ht

= 21076 Eg) — 970 (m))I, (2.26)

za neko &, 71 € [a,b].

Procjena greske (2.26) je znatno losija, nego procjena kOJaJe data npr. u [25],
ali ove procjene postaju iste ako se pretpostaw da je 100 (€R) —9f) (7)) €
[my, My], gdje je ma = mingepqp) O (2) 1 My = max,epqp fO ”)( )-

Jednostavno je provjeriti da je algebarski stepen tacnosti formula (2.24) i
(2.25) jednak tri.
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2.2.3 Sluéajn=2m+1
Kombinacijom formula (2.13) i (2.20) se dobija

/a  fa)dn / I F(@)de + /m TMH f(@)de

3
QT[fvx()axl] - hiao—’—QS[faxlvba 2m} (227)
+E|[f,a,b,2m + 1],

6

gdje je Qr[f, o, z1] = g(fo + f1), dok se parametar ap moze birati proizvoljno.
U opétem slucaju, tacnost prethodne formule je O(h?), ali se ona, pogodnim
izborom parametra ag, moze poveéati do O(h*). Jedna od moguénosti je iza-
brati parametar ag tako da bude jednak glavnom dijelu ostataka Er[f, zo,z1] =

—@hg, §T S [370,31‘1].

Prva modifikacija

Za svako A 6 [0,1], postoji (barem jedno) X € [zg, 1] takvo da je f”(X) =
A+ Q=N f). Tada je

f(&r) = (X)) + [ (0)(&r — X),0 € [&r, X],

: f'(X)
pa se izborom ag = 5 dobija

b
/ f(z)dx = Q1[f,a,b,2m + 1] + F1[f, a,b,2m + 1],

gdje je
3 g1
Quifabom 1= 2o+ )~ L Qe bom o
i " _ w) (¢
Bils.abzm+1) = L e s - Cmn I Es) e
za neke {7, X € [vo,71], 6 € [§T, X], &g € [a1, b].

Kombinacijom formula (2.24) i (2.28) dobija se

b
/ f(z)dx = @1[f,a7b,2m+ 1] +El[f7a,b,2m+ 1],

gdje je
h f//
Q[f7(lb2m+ 1] = 2<f0+22fk+f2m+1>— ( +Zf )
- (2.29)

za neke {r, X € [xo,21], 0 € [E7, X], T1 € [21,D].
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Druga modifikacija
Bududi da je

f’/(fT) _ f{ ; f(/) . (551 - §T)2f///(91)2—h(x0 — é‘T)Qf///(GO)7

r
za neke 6y € [zo, &7, 01 € [Er, 21], izborom ag = % se dobija

b
/ f(il’)dl = QQ[faavbv2m+ 1} +E2[f,a,b,2m—|— 1]7
gdje je

2
QQ[faavb’2m+ 1] = g(fo +f1) - %(f{ - fé) —|—Q5[f,.’171,b72m] (230)

BEy[f,a,b,2m+1] = (z1 — fT)2f”/(91)2—4(35o — &) " (0o) 2

(b— 1) f)(€s) X!
180 ’

zaneke Oy € [z, &), 61 € [ér,21], g € [21,b]. Sliéno kao i prethodnom slu¢aju,
formule (2.25) i (2.30) zajedno daju

b
/ f(@)de = Qolf, a.b,2m + 1] + Bo[f, a,b,2m + 1],
gdje je

h 2m h2
Q2[.f’avb’ 2m + 1] = 5 (fO + Zka + f2m+1) - E(fém—&-l - f(/)) (231)
k=1

(ponovo Ermitova kvadraturna formula) i
(x1 — &) f"(61) — (w0 — &r)* " (00)

24
(b — l’l)h4

— g (101 (€R) = 91 (7)),

BEb[f,a,b,2m+1] = h? —

za neke 6y € [xo,&r], 01 € [Er,21], €. T1 € [21, D).
I sada je jednostavno provjeriti da je algebarski stepen tacnosti formula
(2.28) 1 (2.29), u slucaju X = (x¢ + z1) /2, odnosno formule (2.30) jednak tri.

2.2.4 Jo$ jedna moguénost izbora parametra ag

Neposredno se provjerava da parametar ag nije moguée izabrati tako da
formula (2.27) (bez posljednjeg ¢lana) ima algebarski stepen tacnosti jednak
tri. Ali, ako je P(x) = Ax3 4+ Baz? + Cx + D, izborom

h
ag = B + 3A (.T() + 2) s (232)
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formula (2.27) ¢e biti tatna za polinom P(-).
Dalje, za svako X € [zg,x1] je

Fl2) ~ F(X) + F/(X) (@ — X) + %f”(X)(x ~ X2y %f”’(X)(x — X)3,

i u skladu sa (2.32), izborom

1

3 |70+ 700 (0045 - X) .

a0:2

formula (2.27) (ponovo bez posljednjeg ¢lana) ¢e tatno integraliti “glavni dio”
funkcije f(-). Dakle,

b
/ f(x)dr = Qylf, a,b,2m + 1] + Es[f,a,b,2m + 1].

U posljednjoj formuli je

3
Qz[f’a’b’ 2m + 1] = QTU’ xo’wl] - % f//(X) + fm(X) (l‘o + g — X):|
+Qs(f, 1,b,2m], (2.33)

pri ¢emu je red tacnosti i dalje O(h*), buduéi da je

§(Er) = 1"(X) + £ (X)r = X) + 5 F O e - X

i najzad

_ _h " 1 _ (iv)
Es[f,a,b,2m +1] = _(ST v —3) f (X)12+2(§T X)2f (0)h3
e/ E)

180 ’

2.2.5 Numericki primjeri

I ovaj odjeljak zavrSava sa numerickim primjerima. Kao i u odjeljku 1.4.2
primjenom konstruisanih formula priblizno su izra¢unati integrali

1
/ f(x)dzx, (2.34)
0

sa istim izborima podintegralne funkcije kao i u pomenutom odjeljku. U svakom
primjeru relativne greske rezultata su date u dvije tabele (zavisno od parnosti
broja ¢vorova). U prvoj koloni svake tabele dat je broj &vorova.

Rezultati dobijeni u slu¢aju kada je broj ¢vorova paran dati su u prvoj tabeli.
Pri tome su u drugoj koloni dati rezultati dobijeni primjenom klasi¢ne trapezne
formule, u trecoj rezultati dobijeni primjenom klasi¢ne Simpsonove formule, u
Cetvrtoj rezultati dobijeni primjenom formule (2.24) i u posljednjoj rezultati
dobijeni primjenom formule (2.25) (klasi¢na Ermitova formula).

U drugoj tabeli su dati rezultati dobijeni u slu¢aju kada je broj ¢vorova
neparan. Prilikom racunanja, u formulama (2.28),(2.29) i (2.33) je uzeto X =
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(I=XN)zo+Azy za X € {0,1/2,1}. Prema tome, u drugoj koloni ove tabele su date
vrijednosti parametra A, u tre¢oj su dati rezultati dobijeni primjenom formule
(2.28), u Cetvrtoj rezultati dobijeni primjenom formule (2.29), u petoj rezultati
dobijeni primjenom formule (2.30), u $estoj rezultati dobijeni primjenom formule
(2.31) (ponovo klasi¢na Ermitova formula) i u posljednjoj koloni su dati rezultati
dobijeni primjenom formule (2.33).

Brojevi u uglastim zagradama, naravno, oznacavaju eksponent broja deset.

Primjer 14. Neka je i sada u (2.34) podintegralna funkcija parcijalni zbir
eksponencijalnog reda, tj. neka je

HOEDPES

za s € {3,9,15}.
U slucéaju s = 3 dobijeni su sljedeéi rezultati.

n=2m
n | for. trapeza | for. Simpsona | for. (2.24) | for. (2.25)
2 0.183[—1] 0 0 0
4| 0.457[-2] 0 0 0
6 | 0.203—2] 0 0 0
8 | 0.114[-2] 0 0 0
10 | 0.732]-3] 0 0 0

Ocekivano, u ovom slu¢aju posljednje tri formule daju ta¢an rezultat.

n=2m+1

n A for. (2.28) | for. (2.29) | for. (2.30) | for. (2.31) | for. (2.33)

3] 0 | 0301[—3] | 0.301[—3] 0

1/2 0 0 0

1 0.301[—-3 0.301[—-3 0 0 0

5 0 0.390[—4 0.390[—4 0

1/2 0 0 0

1 0.390[—4 0.390[—4 0 0 0

7 0 0.102[—4 0.102[—4 0

1/2 0 0 0

1 | 0.102[—4] | 0.102[—4] 0 0 0

9 | 0 | 0.372=5] | 0.372[=5 0

1/2 0 0 0

1 | 0.372[-5] | 0.372[-5] 0 0 0

11| 0 | 0.167[=5] | 0.167]=5] 0

1/2 0 0 0

1 0.167[—5] 0.167[—5] 0 0 0

I u ovom slu¢aju odgovarajucée formule daju tac¢an rezultat.

U sljedece dvije tabele dati su rezultati ra¢unanja u slu¢aju s = 9.

n=2m
n | for. trapeza | for. Simpsona | for. (2.24) | for. (2.25)
2 0.208[—1] 0.337[-3] 0.757[-3] | 0.863[—4]
4| 0.520[—2] 0.215(—4] | 0.484[—4] | 0.542[—5]
6 0.231[—2] 0.427[-5] 0.961[—5] | 0.107[—5]
8 0.130[—2] 0.135[—5] 0.305[—5] | 0.339[—6]
10 | 0.833[—3] 0.555[—6] | 0.125[-5] | 0.139[—6]




n=2m-+1

n A for. (2.28) | for. (2.29) | for. (2.30) | for. (2.31) | for. (2.33)

3 | 0 | 0.384[—3] | 0.449[—3] 0.844[—4]
1/2 | 0.580[—4] | 0.123[-3] 0.580[—4]

1 | 0.327-3] | 0.262[—3] | 0.482[—4] | 0.171]—4] | 0.910[—-4

5 | 0 | 0.489[—4] | 0.586]—4 0.101[—4
1/2 | 0.814[-5] | 0.178][—4] 0.814[—5]

1 | 0.370[—4] | 0.273[—4] | 0.742[—5] | 0.222]-5] | 0.104[-4

7 | 0 | 0.127[=4] | 0.153[-4 0.255(—5
1/2 | 0.218[-5] | 0.481[-5] 0.218[—5]

1 | 0.907[—5] | 0.644[—5] | 0.205]—5] | 0.578]—6] | 0.259[—5]

9 | 0 | 0.461]—5] | 0.559[—5) 0.914[—6]
1/2 | 0.809[—6] | 0.179[—5] 0.809[—6]

1 | 0.321[-5] | 0.222[—5] | 0.773[—6] | 0.212]—6] | 0.922[—6]

11| 0 | 0.206[=5] | 0.251[—5] 0.404[—6]
1/2 | 0.366[—6] | 0.813[—6] 0.366[—6]

1 | 0.141[-5] | 0.960[—6] | 0.353[—6] | 0.948]—7] | 0.407[—6]

U posljednje dvije tabele ovog primjera dati su rezultati rac¢unanja u slucaju
s = 15.

n=2m

n | for. trapeza | for. Simpsona | for. (2.24) | for. (2.25)

2 0.208[—1] 0.337[—3] 0.757[-3] | 0.863]—4]

4 0.520[—2] 0.215[—4] 0.484[—4] | 0.542[-5]

6 | 0.231[-2] 0.427[-5] | 0.961[-5] | 0.107[~5]

8 0.130[—2] 0.135[-5] 0.305[—5] | 0.339[—6]

10 | 0.833[—3] 0.555[—6] 0.125[-5] | 0.139][—6]

n=2m+1

n A for. (2.28) | for. (2.29) | for. (2.30) | for. (2.31) | for. (2.33)
3 | 0 | 0.384[-3] | 0.449[3 0.844[—4]
1/2 | 0.580[—4] | 0.123[-3] 0.580[—4]
1 | 0.327[-3] | 0.262(—3] | 0.482[—4] | 0.171[—4] | 0.910[—4]
5 | 0 | 0.489[—4] | 0.586—4] 0.101[—4]
1/2 | 0.814[-5] | 0.178[—4] 0.814[—5]
1 | 0.370(—4] | 0.273[—4] | 0.742[—5] | 0.222[—5] | 0.104[—4]
7] 0 | 0.127]-4] | 0.153-4] 0.255(—5)
1/2 | 0.218[-5] | 0.481[-5] 0.218[—5]
1 | 0.907[-5] | 0.644[—5] | 0.205-5] | 0.578[—6] | 0.259]-5]
9 | 0 | 0.461[-5] | 0.559[—5] 0.914[—6]
1/2 | 0.809[—6] | 0.179[5] 0.809[—6]
1 | 0.321[-5] | 0.222[-5] | 0.773[-6] | 0.212[—6] | 0.922[—6]
11 | 0 | 0.206—5] | 0.251]-5] 0.404[—6]
1/2 | 0.366]—6] | 0.814[—6] 0.366[—6]
1 | 0.141[-5] | 0.960[—6] | 0.353[—6] | 0.948[-7] | 0.407[—6]

Primjer 15. Neka je dalje u (2.34)

f(x) = exp (x).

U dvije tabele koje slijede dati su rezultati rac¢unanja.
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n | for. trapeza | for. Simpsona | for. (2.24) | for. (2.25)
2 0.208[—1] 0.337[—3] 0.757[—3] | 0.863[—4]
4 0.520[—2] 0.215[—4] 0.484[—4] 0.542[—5]
6 0.231[—2] 0.427[-5] 0.961[—5] | 0.107[-5]
8 0.130[—2] 0.135[—5] 0.305[—5] | 0.339[—6]
10 | 0.833]-3] 0.555[—6] 0.125[—5] | 0.139[—6]
n=2m-+1
n A for. (2.28) | for. (2.29) | for. (2.30) | for. (2.31) | for. (2.33)
3 [ 0 | 0384[-3] | 0.449[—3] 0.844[—4]
1/2 | 0.580[—4] | 0.123[-3] 0.580[—4]
1 | 0.327-3] | 0.262[—3] | 0.482[—4] | 0.171]—4] | 0.910[—4]
5 | 0 | 0.480[—4] | 0.586[—4] 0.101|—4]
1/2 | 0.814[-5] | 0.178[—4] 0.814[—5]
1 | 0.370[—4] | 0.273[—4] | 0.742[—5] | 0.222]-5] | 0.104[—4]
7 ] 0 | 0.127[—4] | 0.153—4] 0.255/—5]
1/2 | 0.218[-5] | 0.481[—5] 0.218[—5]
1 | 0.907[-5] | 0.644[—5] | 0.205[—5] | 0.578[—6] | 0.259[-5]
9 | 0 | 0.461]-5] | 0.559[=5] 0.914[—6]
1/2 | 0.809[—6] | 0.179[—5] 0.809[—6]
1| 0.321[—5] | 0.222[—5] | 0.773[—6] | 0.212[—6] | 0.922[—6]
11| 0 | 0.206(=5] | 0.251]—5) 0.404[—6]
1/2 | 0.366[—6] | 0.814[—6] 0.366(—6]
1 | 0.141[-5] | 0.960[—6] | 0.353[—6] | 0.948[—7] | 0.407[—6)
Primjer 16. U ovom primjeru je u (2.34)
f(z) = Va2 — 4z + 13,
a rezultati rac¢unanja su dati u dvije tabele koje slijede.
n=2m
n | for. trapeza | for. Simpsona | for. (2.24) | for. (2.25)
2 0.148[—2] 0.982[—7] 0.184[—6] | 0.727[-7]
4 0.369[—3] 0.175[-7] 0.388[—7] | 0.506[—8]
6 0.164[-3] 0.383[—8] 0.858[—8] | 0.102[—8§]
8 0.923[—4] 0.125[—38] 0.281[—8] | 0.324[—9]
10 | 0.591[—4] 0.521[—9] 0.117[—8] | 0.133[-9]
n=2m+1
n A | for. (2.28) | for. (2.29) | for. (2.30) | for. (2.31) | for. (2.33)
3| 0 | 0.137]—4] | 0.135]-4] 0.154[—6]
1/2 | 0.128/—6] | 0.343[—6] 0.128[—6]
1 | 0.144[-4] | 0.146[—4] | 0.204]—6] | 0.156[—7] | 0.375[—7]
5 | 0 | 0.176]—5] | 0.174[5) 0.802[—8]
1/2 | 0.146[-7] | 0.379[—7] 0.146(—7]
1 | 0.183[—5] | 0.186[—5] | 0.214[-7] | 0.210[—8] | 0.327[—8§]
7 | 0 | 0.458[—6] | 0.453[—6] 0.813[—9]
1/2 | 0.345[-8] | 0.875[—8] 0.345[—8]
1 | 0473[—6] | 0.478[—6] | 0.478[—8] | 0.551[-9] | 0.219[-9]
9 | 0 | 0.167]—6] | 0.166[—6] 0.435[—10]
1/2 | 0.118[-8] | 0.294[—8] 0.118]—8]
1 | 0172[—6] | 0.174[—6] | 0.157[—8] | 0.203[-9] | 0.835[—10]
11| 0 | 0.749[—7] | 0.742[—6] 0.521[—10]
1/2 | 0.502[-9] | 0.124[-8] 0.502[—9]
1 | 0.768[—7] | 0.775[—7] | 0.646[—9] | 0.910[—10] | 0.894[—10]
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Primjer 17. I ovaj odjeljak zavrS§ava izborom

F() = cos (2),

u (2.34), a rezultati racunanja su dati u dvije posljednje tabele.

n=2m

n | for. trapeza | for. Simpsona | for. (2.24) | for. (2.25)

2 0.387[—1] 0.206[—2] 0.497[—2] | 0.761[—4]

4 0.969[—2] 0.254[—4] 0.620[—4] | 0.210[-7]

6 0.431[—2] 0.145[—5] 0.367[—5] | 0.167[—6]

8 0.242[—-2] 0.870[—7] 0.265[—6] | 0.705[—7]

10 | 0.155[-2] 0.331[-7] | 0.566(—7] | 0.322[-7]

n=2m+1

n A for. (2.28) | for. (2.29) | for. (2.30) | for. (2.31) | for. (2.33)
3 | 0 | 0545[-3] | 0.402[-3] 0.545[—3]
1/2 | 0.239[-4] | 0.167[—3] 0.239[—A4]
1 | 0.172[-2] | 0.186[-2] | 0.212[-3] | 0.369[-5] | 0.523[-3
5 0 0.350[—4 0.137[—4 0.350[—4
1/2 | 0.920[—5] | 0.305[—4] 0.920[—5]
1 | 0.142(-3] | 0.163[=3] | 0.239[—4] | 0.228[—6] | 0.348]—4
7 0 0.588[—5 0.105[—-5 0.588[—5
1/2 | 0.235(-5] | 0.718[—5] 0.235[—5]
1 | 0.270[-4] | 0.318]-4] | 0.509[-5] | 0.108[—6] | 0.587[-5
9 0 0.155[—5 0.183[-7 0.155[—-5
1/2 | 0.787[-6] | 0.232[-5] 0.787[—6]
1 | 0.781[-5] | 0.934[-5] | 0.157[-5] | 0.470[-7] | 0.155]—5
11 0 0.535[—6 0.730[—7 0.535[—6
1/2 | 0.323[-6] | 0.931[—6] 0.323[—6]
1 | 0.290[-5] | 0.351[-5] | 0.609[—6] | 0.227[-7] | 0.535[—6]

45



Glava 3

Vodic¢ za korisnike
programskog paketa SNNI.m
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Mathematica paket SNI.m ver 1.0

autor: Zlatko Udovicic

zzlatko@pmf.unsa.ba

Mathematica paket SNL.m je programska realizacija nekih rezultata autorove doktorske disertacije. U paketu su
implementirani moduli koji omoguéavaju manipulaciju sa kardinalnim B-splajnovima, konstrukciju aprokismacije
zadane funkcije u prostoru generisanom kardinalnim B-splajnom i numeric¢ku integraciju pomocu kardinalnih
B-splajnova. Osim toga, u paket su implementirani moduli koji predstavljaju programsku realizaciju nekih modi-
fikacija trapeznog pravila.

Ucitavanje paketa realizuje se naredbom:

In[1]:= SetDirectory["Putanja"];
<< SNI10.m

Kardinalni B-splajnovi

Izraunavanje koeficijenata polinoma kojima su, po dijelovima, jednaki kardinalni B-splajnovi reda ne veéeg od
am realizuje se pozivom modula.

mKoeficijentiSplajna[am] izracunavanje koficijenata polinoma koji obrazuju
kardinalne B-splajnove reda ne veceg od am

Argument am je obavezan i mora biti cijeli broj veci od 1. Izvriavanjem ovog modula formira se trodimenzioni niz. Pri tome,
prva komponenta elementa ovog niza predstavlja koeficijent polinoma, druga komponenta red odgovarajuceg kardinalnog B-splajna, a
treca lijevi kraj intervala (sa cjelobrojnim krajevima) na kojem je je definisan polinom. Algoritam koriSten za realizaciju ovog modula
opisan je uradu [1].

Realizacijom naredbi

In[3]:= hK =mKoeficijentiSplajna[4];
Table[Table[Table[hK[bk, bm, bi], {bk, bm-1, 0, -1}], {bi, O, bm-1}], {bm, 2, 4}] // MatrixForm

out[4]//MatrixForm=

({1, 0}, (-1, 2}}

1 3
{(5, 0, 0}, {-1, 3, —(5)}, {zr =3, 1}

1 1 1 22 32
{(g, 0, 0, 0}, (—(5), 2, =2, =}, (5, -4, 10, —(3—)), {-(=), 2, -8, 3—}}
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dobijeni su koeficijenti kardinalnih B-splajnova reda 2, 3 i 4. Koriste¢i ovaj izlaz moguce je formirati eksplicitne izraze za kardinalne
XZ
=, 0=<x<1
5>

B-splajnove reda 2,3 i 4. Npr. eksplicitni izraz za kardinalni B-splajn treceg reda glasi ¢3(x) = { -2 +3x- %, l=x<2.

X2 9
5 -3x+3,2=x<3

Kardinalni B-splajn reda am u obliku dio po dio polinomijalne funkcije, dobija se pozivom modula

mSplajn[am, at] formiranje eksplicitnog izraza za kardinalni B-
splajn reda am

pri ¢emu argument am mora biti cijeli broj veci od 1, dok argument at mora biti realan broj. Oba argumanta su obavezna. Npr.

In[5]:= mSplajn[3, ax]

Oout[5]= 0 1 2
0 ax 0 ax 1 ax
Whichl[ax > 3 || ax <= 0, 0, ax > 0 && ax <= 1, ] + 1 + P ax > 1 && ax <= 2,
0 2 0 1 2
-3 ax 3 ax ax 9 ax 3 ax 1 ax
+ - —, ax > 2 && ax <= 3, - + ]
2 1 1 2 1 2

Sada je sa kardinalnim B-splajnom moguc¢e manipulisati kao sa bilo kojom drugom funkcijom.

In[9]:= Plot[mSplajn[3,t],{t,0,3}];
D[mSplajn[3,x],{x,3}]
Plot[D[mSplajn[3,x],{x,2}]1/.x->t,{t,0,3}];

o O O O O O O
PN W s ooy

0.5 1 1.5 2 2.5 3

out[10]= Which[x > 3 || x <=0, 0, x >0 && x <=1, 0, x > 1 && x <=2, 0, x > 2 && x <= 3, 0]

-0.5
-1
-1.5

-2

Ukoliko je red kardinalnog B-splajna unaprijed poznat, u cilju brzeg izvr§avanja, bolje je preimenovati modul mSplajn.
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In[18]:= hm=9;
mS[ax_]=mSplajn[hm,ax];
Timing[mSplajn[hm,8]]
Timing[mS[8]]
Timing[Plot[mSplajn[hm,t],{t,0,hm},PlotRange->All]]
Timing[Plot[mS[t],{t,0,hm},PlotRange->All]]

Out [20]

{0.06 Second, }
40320
Oout[21]=
{0. Second, }
40320
0.4
0.3
0.2
0.1
2 4 6 8

out[22]= {10.54 Second, -Graphics-}

2 4 6 8

out[23]= {0.11 Second, -Graphics-}

U slucaju kardinalnih B-splajnova relativno velikog reda, zbog ogranicene preciznosti, moguce je dobiti netacne rezultate.

In[24]:= mSplajn[19,18.2]

out([24]= -0.0000636596

Zbog toga je bolje na poziciji drugog argumenta modula mSplajn korisiti racionalne brojeve.
In[25]:= mSplajn[19,t]/.t->182/10
N[%]

out[25]= 1048576
372667197704315185546875

Out[26]= -18
2.81371 10

Pomenuto odstupanje od ta¢nih rezultata jo$ vise dolazi do izrazaja kada se crta grafik kardinalnog B-splajna relativno velikog reda.
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In[35]:= hm=25;
mS[ax_]=mSplajn[hm,ax];
Plot[mS[t], {t,0,hm},PlotRange->All];

500

-500

-1000

U cilju prevazilazenja ovih problema razvijen je modul mSplajnLV[am,ax].

mSplajnLV[am, ax] izracunavanje vrijednosti kardinalnog B-
splajna reda am u tackama koje su zadane u listi ax

Argument am mora biti cijeli broj veci od 1, dok argument ax mora biti lista brojeva. Oba argumanta su obavezna.

In[38]:= hm=25;
ListPlot[mSplajnLV[hm,Table[x,{x,0,hm,1/50}]],PlotRange->All];

0.25

200 400 600 800 10001200

Svakako, elementi liste ax trebaju biti racionalni brojevi.

Aproksimacija

Programski paket SNI.m omogucava konstrukciju aproksimacije zadane funkcije f(.), na intervalu [0,m], u prostoru generisanom kardi-
nalnim B-splajnom reda m, na nivou rezolucije j. Dakle, moguce je konstruisati aproksimaciju oblika

()22 Y2 b2 x — ).
Detaljan opis konstrukcije ove aproksimacije moze se naci u [2].

Za izraCunavanje koeficijenata aproksimacije koristi se modul
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mKoeficijentiAproksimacije]| izracunavanje koeficijenata
af,ax,am,a’j,aprec] aproksimacije funkcije af

dok se za dobijanje eksplicitnog izraza aproksimacije koristi modul

mSplajnAproksimacija| formiranje eksplicitnog izraza
af,ax,am,aj,aprec] splajn aproksimacije funkcije af

Argumenti af i ax su obavezni, dok su tri posljednja argumenta opcioni.

Argument Podrazumjevana Komentar
vrijednost
af nema funkcija koja se aproksimira
ax nema argument funkcije af
am 4 red kardinalnog B-

splajna (cijeli broj veci od 1)

aj 2 nivo rezolucije
(nenegativan, cijeli broj)

aprec 6 tac¢nost sa kojom se
rjeSava odgovarajuci sistem
linearnih jednac¢ina (dozvoljeno
je da ova vrijednost bude w)

In[163]:=
hf[ax_ ]=Cos[ax"2];
hm=3;
hj=0;
hprec=6;
Table[mKoeficijentiAproksimacije[hf[t],t,hm,h]j, hprec] [bk], {bk,-hm+1l,2*hj*hm-1}]
mSplajnAproksimacija[hf[t],t,hm,h]j, hprec]

out[167]=
{-0.7131, 2.7131, -1.6325, 0.32523, -2.1475}

out[168]=
-2.1475 Which[-2 + t > 3 || -2 + t <=0, 0, -2 +t >0 & -2 + t <=1,
0 1 2
0 (=2 + t) 0 (-2 + t) 1 (-2 + t)
+ + , =2+t > 1 68 -2 + t <= 2,
1 1 2
0 1 2
-3 (=2 + t) 3 (-2 + t) (-2 + t)
+ - , "2+t > 2 &8 -2 + t <= 3,
2 1 1
0 1 2
9 (-2 + t) 3 (=2 + t) N 1 (-2 + t)
2 1 2
0.32523 Which[-1 + t > 3 || -1 + t <=0, 0, -1 +t >0 & -1+t <=1,

0 1 2
0 (-1 + t) 0 (-1 + t) 1 (-1 + t)
+ +

, -1+t >1 68 -1+t <=2,

1 1 2
0 1 2
-3 (-1 + t) 3 (-1 + t) (-1 + t)
+ - , -1+t >2 88 -1 + t <=3,
2 1 1
0 1 2
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9 (-1 + t) 3 (-1 + t) N 1 (-1 + t)’]

2 1 2
0 1 2
, 0t 0t 1t
1.6325 Which[t > 3 || t <=0, 0, t >0 && t <=1, — + _I__ + —E——, t >1&& t <= 2,
0 1 2 0 1 2
-3t 3t t 9 t 3t 1t
+ - —, t>2 6&& t <=3, —/ - — + —]
2 1 1 2 1 2
2.7131 Which[l + t >3 || 1 + t <=0, 0, 1 +t >0 && 1 + t <=1,

0 1 2
0 (1 + t) 0 (1 + t) 1 (1 + t)
+ +

, 1+t >1 6881+t <=2,

1 1 2
0 1 2
-3 (1 + t) 3 (1 + t) (1 + t)
+ - , 1+t >288 1+t <=3,
2 1 1
0 1 2
9 (1 + t) 3(1+t)+1(1+t)]
2 1 2
0.7131 Which[2 + t > 3 || 2 + £t <=0, 0, 2+t >0 %&& 2 + t <=1,

0 1 2
0 (2 +t) 0 (2 +t) 1 (2 +¢t)
+ +

, 2+t >1 86 2+t <= 2,

1 1 2
0 1 2
-3 (2 + t) 3 (2 + t) (2 + t)
> + T - I , 2+t > 2 6&& 2 + t <=3,

0 1 2
9 (2 + t) 3 (2 + t) . 1 (2 +t)

2 1 2

I sa dobijenom aproksimacijom je moguce manipulisati kao sa bilo kojom drugom funkcijom.

In[10]:= hf[ax_]=Cos[ax"2];
hm=4;
hj=1;
hprec=6;
Plot[{hf[x] ,mSplajnAproksimacija[hf[t],t,hm,hj, hprec]/.t->x},{x,0,hm},PlotRange->All,PlotStyle
->{RGBColor[1,0,0] ,RGBColor[0,0,1]}]1;
Plot[{D[hf[t],{t,1}]/.t->x,D[mSplajnAproksimacija[hf[t],t,hm,h]j, hprec],{t,1}]/.t->x},{x,0,hm},
PlotRange->All,PlotStyle->{RGBColor[1,0,0] ,RGBColor[0,0,1]}];
Plot[{D[hf[t],{t,3}]/.t->x,D[mSplajnAproksimacija[hf[t],t,hm,h]j, hprec], {t,3}]/.t->x},{x,0,hm},
PlotRange->All,PlotStyle->{RGBColor[1,0,0] ,RGBColor[0,0,1]}];
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Ukoliko je red kardinalnog B-splajna unaprijed poznat, ponovo je bolje preimenovati modul mSplajnAproksimacija.

In[77]:= hf[ax_]=Cos[ax"2];
hm=6;
hj=1;
hprec=6;
mSA[ax ]=mSplajnAproksimacija[hf[ax],ax,hm, hj, hprec];
Timing[mSplajnAproksimacija[hf[ax],ax,hm,hj, hprec]/.ax->5]
Timing[mSA[ax]/.ax->5]
Timing[Plot[mSplajnAproksimacija[hf[ax],ax,hm, hj, hprec]/.ax->t,{t,0,hm}]]
Timing[Plot[mSA[ax]/.ax->t,{t,0,hm}]]

out[82]= {0.05 Second, 0.991}

out[83]= {0.06 Second, 0.991}

o U W U

out[84]= {12.52 Second, -Graphics-}

=
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[y

. V W v

out[85]= {3.02 Second, -Graphics-}

I sada je moguce da se, prilikom rada sa splajnovima relativno velikog reda, zbog ogranicene preciznosti, dobiju netacni rezultati, pa je
bolje vrijednosti aproksimacije racunati u racionalnim brojevima.

U slu¢aju kada je vrijednost argumenta aprec jednaka co moguce je dobiti simbolicke vrijednosti koeficijenata aproksimacije, ali se time
znatno povecava vrijeme izvrSavanja.

In[185]:=
hf[ax ]=Cos[ax"2];
hm=5;
hj=2;
Timing[Table [mKoeficijentiAproksimacije[hf[t], t,hm,hj] [bk], {bk,-hm+1l,2*hj*hm-1}]][[1]]
Timing[Table [mKoeficijentiAproksimacije[hf[t],t,hm,hj,\[Infinity]] [bk], {bk,-hm+1,2*hj*hm-1}]][[1
11

out[188]=
0.5 Second

out[189]=
10.66 Second

Numeri€¢ka integracija

U programskom paketu SNI.m razvijeno je nekoliko modula za priblizno izraGunavanje integrala

b
J £ (x) dx.

Integracija pomocu kardinalnih B-splajnova

Prvi modul je programska realizacija rezultata koji se bazira na ideji (koja je datljno obradena u radu [2]) da se umjesto funkcije f{(.)
integrali njena aproksimacija u prostoru generisanom kardinalnim B-splajnom. Ovaj modul se realizuje naredbom

mICBS [af, {ax,adg,agg},am,aj, aprec] pribliZno izracunavanje integrala
funkcije af na intervalu [adg,agqg]

Posljednja tri argumenta ovog modula su opcioni, dok su prva dva (Cetiri) obavezni.
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Argument Podrazumjevana Komentar
vrijednost
af nema funkcija ¢iji se integral izracunava
ax nema argument funkcije af
adg nema donja granica intervala integracije
agg nema gornja granica intervala integracije
am 4 red kardinalnog B-
splajna (cijeli broj veci od 1)
aj 2 nivo rezolucije
(nenegativan cijeli broj)
aprec © tac¢nost sa kojom se
rjeSava odgovarajuc¢i sistem
linearnih jednac¢ina (dozvoljeno
je da ova vrijednost bude )
In[190]:=
hf[ax ]=Cos[ax"2];
hm=6;
hj=2;
hprec=25;
mICBS[hf[t],{t,0,1},hm, hj, hprec]
out[194]=

0.904524237926494691380537

Modul mICBS omogucéava i dobijanje simbolickih rezultata.

In[195]:=

mICBS[x*4,{x,-2,1},5,0,\[Infinity]]
mICBS[x*4,{x,a,b},5,0]//Simplify

mICBS[x*4,{x,a,b},5,0,\[Infinity]]//Simplify
mICBS[£[t],{t,-1,1},4,0,\[Infinity]]//Simplify
mICBS[f[t],{t,-1,1},4,1,\[Infinity]]//Simplify

Out[195]=
33
5
out[196]=
5 4
-0.200 a + 0. 10 a b+ 0.
out[197]=
5 5
-a + b
5

Oout[198]=

1 1
12 £[-1] + 24 f[—(z)] + 24 £[0] + 24 f[z] + 12 £[1] + £'[-1] - £'[1]

48
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Out[199]=
(24 £[-1] + 48 f[ (3)] + 48 £ (1)] + 48 £ (1)] + 48 £[0] + 48 f[l] + 48 f[l] + 48 f[3] +
4 2 4 4 2 4

24 £[11 + £'[-1] - £'[1]) / 192

Neke modifikacije trapeznog pravila

U ovoj grupi je razvijeno jo§ devet modula. Prvi modul je realizacija uopsStenog trapeznog pravila i poziva se
naredbom

mTrapezno [af, {ax,adg,agg},an] realizacija uopStenog trapeznog pravila

Preostali moduli zavise od parnosti broja ¢vorova

Slucaj kada je broj ¢vorova paran

U ovom slucaju realizovane su tri kvadraturne formule, pri ¢emu se koriste standardne oznaku za ravnomjerno rasporedene ¢vorove.

b m-1 m
h .
J f (x) dx = T fo+2 % for+4 % for 1 + f2m] (uopstena Simpsonova formula), (1)
a k=1 k=1

2m-1

n <L,
f0+2ka+f2m 7?ka (2)
k=1

k=1

b
J\f(x)dx:A%

i formula

2m-1
h? )
fo+2 Z £y + f2m] - 17 (fon” - £o') (Ermitova kvadraturna formula) .
k=1

h
2

Odgovaraju¢i moduli se pozivaju naredbama

mSimpsonovo[af, {ax,adg,agg},an] realizacija formule (1)

mPrvaModifikacijaNParno| realizacija formule (2)
af, {ax,adg,agg},an]

mDrugaModifikacijaNParno]| realizacija formule (3)
af, {ax,adg,agg},an]

U cetiri prethodna modula svi argumenti imaju isto znacenje

Argument Komentar

af funkcija ¢iji se integral izracunava
ax argument funkcije af

adg donja granica intervala integracije
agg gornja granica intervala integracije
an broj &vorova
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Svi argumenti, izuzev posljednjeg su obavezni. Argument an u modulu mTrapezno mora biti pozitivan, cijeli broj, dok u preostala tri
modula argument an mora biti pozitivan, paran broj (podrazumjevana vrijednost je 2).

Slucaj kada je broj ¢vorova neparan

Ako je broj ¢vorova neparan, realizovano je pet kvadraturnih formula (i dalje se koriste standardne oznake za ravnomjerno rasporedene
¢vorove).

b 3 ” m m
h nd £ (X h
R R S CREDWASRY f2k+f2m+1] (4)
a k=1 k=1
b 2m 3 ” m
h n [ £ (X ,
Jf(x) dx~ = fo+22fk+f2m+1 - (X) +Zf2k) (5)
a k=1 k=1
b m m
h h? , , h
Lf(x)dxzf(ftﬁrfl)*?(ﬁ *fo>+§ f1+22f2k1+4zf2k+f2m+1] (6)
k=1 k=1
b 2m
h h3 , ,
Lf (x) dx =~ = fo+2;fk+f2m+1] - =5 (fzna’ - £0) (7)

b
Jf(x)dxz% (fo+£f1) -

h3 5 h h S S
= (f” (x) + £ (x) (XO+5—X)) + 3 f1+2;f2k,1+4;f2k+f2m1

U formulama (4), (5) i (8) X oznacava tacku izmedu prva dva ¢vora. Odgovarajuci moduli se pozivaju naredbama

mPrvaModifikacijaNNeparnol | realizacija formule (4)
af, {ax,adg,agg},an,al]

mPrvaModifikacijaNNeparno2 | realizacija formule (5)
af, {ax,adg,agg},an,al]

mDrugaModifikacijaNNeparnol | realizacija formule (6)
af, {ax,adg, agg},an]

mDrugaModifikacijaNNeparno2 | realizacija formule (7)
af, {ax,adg, agg},an]

mJosJednaModifikacijaNNeparno | realizacija formule (8)
af, {ax,adg,agg},an,al]

Argumenti af, ax, adg, agg i an imaju isto znacenje kao u prethodna cetiri modula. Argument an je opcioni i podrazumjevana vrijednost
mu je 1. Argument al odreduje poziciju medutacke X izmedu prva dva ¢vora u obliku X=(1-al)xy+alx;. I ovaj argument je opcioni, a
podrazumjevana vrijednost mu je 1/2.

Izvr$avanjem gornjih modula dobijaju se simbolicki rezultati (koje je, po potrebi, jednostavno prevesti u numericke). Dalje, izvrSavanjem
niza nardebi koje slijede jednostavno se provjerava (dodjeljujuéi vrijednosti 0, 1, 2 i 3 promjenljivoj hs) da sve konstruisane formule, sa
izborom tacke X=(xy + x;)/2, imaju algebarski stepen tacnosti jednak 3.

In[200] :=
hs=3;
mTrapezno[t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify
mSimpsonovo[t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify
mPrvaModifikacijaNParno[t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify
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mDrugaModifikacijaNParno[t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify
mPrvaModifikacijaNNeparnol [t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify
mPrvaModifikacijaNNeparno2[t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify
mDrugaModifikacijaNNeparnol[t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify
mDrugaModifikacijaNNeparno2[t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify
mJosJednaModifikacijaNNeparno[t*hs, {t,dg,gg}]//Simplify

Out [201]=

3 3
(-dg + gg) (dg + gg )
2

out [202]=

4
-dg + gg

out [203]=

4
-dg + gg

out [204]=

4
-dg + gg

Oout[205]=

4
-dg + gg

Out[206]=

4
-dg + gg

out [207]=

4
-dg + gg

out[208]=

4
-dg + gg

out[209]=

4
-dg + 99
4

Detaljan opis realizovanih formula dat je u [3].
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(*

Verzija Mathematica - e : 5.0
Ime : SNI.m
Autor : Zlatko Udovicic
Istorija : Verzija 1.0 (februar, mart 2010)

Opis : Programska podrska nekih rezultata dobijenih u
doktorskoj disertaciji autora paketa.

*)
BeginPackage["SNI "] ;

mKoeficijentiSplajna: :usage = "Modul mKoeficijentiSplajnal[am] izdaje
trodimenzioni niz, pri cemu prva komponenta odgovara koeficijentu polinoma
kojem je jednak kardinalni B-splajn, druga komponenta odgovara redu splajna,
a treca lijevom kraju intervala na kojem je definisan polinom. Argument am
mora biti cijeli broj veci od 1.";

mSplajnLV: :usage = "Modul mSplajnLV[am,at], pomocu modula mKoeficijenti splajna,
izracunava vrijednosti kardinalnog B-splajna reda am u tackama koje su zadane u
listi at. Argument am mora biti cijeli broj veci od 1, dok argument at mora biti
lista realnih brojeva.";

mKoeficijentiAproksimacije::usage = "Modul
mKoeficijentiAproksimacije[af,ax,am,aj,aprec] izracunava koeficijente
aproksimacije funkcije af argumenta ax, na intervalu [0,am], u prostoru
kardinalnog B-splajna reda am, na nivou rezolucije aj. Odgovarajuci sistem
linearnih jednacina rjesava se sa tacnoscu aprec. Argument af mora biti funkcija
argumenta ax, argument am mora biti cijeli broj veci od 1 i argument aj mora biti
nenegativan, cijeli broj.";

mSplajn::usage = "Modul mSplajn[am,at] izdaje kardinalni B-splajn kao dio po dio
polinomijalnu funkciju. Argument am mora biti cijeli broj veci od 1, dok argument
at mora biti realan broj.";

mICBS: :usage = "Modul mICBS[af, {ax,adg,agg},am,aj,aprec] izracunava odredjeni
integral funkcije af u granicama od adg do agg, po promjenljivoj ax. Odgovarajuci
sistem linearnih jednacina rjesava se sa tacnoscu aprec. Argument am mora biti
cijeli broj veci od 1 i argument aj mora biti nenegativan, cijeli broj.";

mSplajnAproksimacija: :usage = "Modul mSplajnAproksimacijal[af,ax,am,aj,aprec] izdaje
aproksimaciju funkcije af[ax], na intervalu [0,am], u prostoru generisanim
kardinalnim B-splajnom reda am, sa nivoom rezolucije aj. Odgovarajuci sitem
linearnih jednacina rjesava se sa tacnoscu aprec. Argument am mora biti cijeli broj
veci od 1 i argument aj mora biti nenegativan, cijeli broj.";

mTrapezno: :usage = "Modul mTrapezno[af, {ax,adg,agg},an] je realizacija uopstenog
trapeznog pravila. Priblizno se izracunava odredjeni integral funkcije af, ciji je
argument ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an oznacava broj tacaka koje se
koriste za priblizno izracunavanje integrala i mora biti pozitivan, cijeli broj.";

mSimpsonovo: :usage = "Modul mSimpsonovo[af, {ax,adg,agg},an] je realizacija
uopstenog Simpsonovog pravila. Priblizno se izracunava odredjeni integral
funkcije af, ciji je argument ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an oznacava
broj tacaka koje se koriste za priblizno izracunavanje integrala i mora biti
pozitivan, paran broj.";

mPrvaModifikacijaNParno: :usage = "Modul mPrvaModifikacijaNParno[af, {ax,adg,agg}, 6 an]
je jedna od modifikacija trapeznog pravila. Priblizno se izracunava odredjeni
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integral funkcije af, ciji je argument ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an
oznacava broj tacaka koje se koriste za priblizno izracunavanje integrala i mora
biti pozitivan, paran broj.";

mDrugaModifikacijaNParno: :usage = "Modul

mDrugaModifikacijaNParno[af, {ax,adg,agg},an] je jedna od modifikacija trapeznog
pravila. Priblizno se izracunava odredjeni integral funkcije af, ciji je argument
ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an oznacava broj tacaka koje se koriste za
priblizno izracunavanje integrala i mora biti pozitivan, paran broj.";

mPrvaModifikacijaNNeparnol: :usage = "Modul

mPrvaModifikacijaNNeparnol[af, {ax,adg,agg},an,al] je jedna od modifikacija
trapeznog pravila. Priblizno se izracunava odredjeni integral funkcije af, ciji

je argument ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an oznacava broj tacaka koje se
koriste za priblizno izracunavanje integrala i mora biti pozitivan, neparan broj.
Argument al odredjuje poziciju medjutacke izmedju prva dva cvora i mora biti realan
broj iz intervala [0,1].";

mPrvaModifikacijaNNeparno2: :usage = "Modul

mPrvaModifikacijaNNeparno2[af, {ax,adg,agg},an,al] je jedna od modifikacija
trapeznog pravila. Priblizno se izracunava odredjeni integral funkcije af, ciji
je argument ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an oznacava broj tacaka koje
se koriste za priblizno izracunavanje integrala i mora biti pozitivan, neparan
broj. Argument al odredjuje poziciju medjutacke izmedju prva dva cvora i mora
biti realan broj iz intervala [0,1].";

mDrugaModifikacijaNNeparnol: :usage = "Modul

mDrugaModifikacijaNNeparnol[af, {ax,adg,agg},an] je jedna od modifikacija trapeznog
pravila. Priblizno se izracunava odredjeni integral funkcije af, ciji je argument
ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an oznacava broj tacaka koje se koriste za
priblizno izracunavanje integrala i mora biti pozitivan, neparan broj.";

mDrugaModifikacijaNNeparno2: :usage = "Modul

mDrugaModifikacijaNNeparnol[af, {ax,adg,agg},an] je jedna od modifikacija trapeznog
pravila. Priblizno se izracunava odredjeni integral funkcije af, ciji je argument
ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an oznacava broj tacaka koje se koriste za
priblizno izracunavanje integrala i mora biti pozitivan, neparan broj.";

mJosJednaModifikacijaNNeparno: :usage = "Modul

mJosJednaModifikacijaNNeparno[af, {ax,adg,agg},an,al] je jedna od modifikacija
trapeznog pravila. Priblizno se izracunava odredjeni integral funkcije af, ciji je
argument ax, na intervalu [adg,agg]. Argument an oznacava broj tacaka koje se
koriste za priblizno izracunavanje integrala i mora biti pozitivan, neparan broj.
Argument al odredjuje poziciju medjutacke izmedju prva dva cvora i mora biti realan
broj iz intervala [0,1].";

Begin[" Private "];

Unprotect[mKoeficijentiSplajna,mSplajnLV,mKoeficijentiAproksimacije,mSplajn,mICBS,
mSplajnAproksimacija,mTrapezno,mSimpsonovo,mPrvaModifikacijaNParno,
mDrugaModifikacijaNParno,mPrvaModifikacijaNNeparnol,mPrvaModifikacijaNNeparno2,
mDrugaModifikacijaNNeparnol,mDrugaModifikacijaNNeparno2,
mJosJednaModifikacijaNNeparno] ;

(*
Modul mKoeficijentiSplajna koristi se za izracunavanje koeficijenata polinoma
kojima su, po dijelovima, jednaki kardinalni B-splajnovi reda 2, 3, ..., am.
Argument modula am je cijeli broj veci od 1. Na izlazu se dobija trodimenzioni
niz ia, pri cemu prva komponenta odgovara koeficijentu polinoma, druga redu
kardinalnog B-splajna, a treca lijevom kraju intervala na kojem je definisan

polinom.
*)
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mKoeficijentiSplajna[am_ /; (IntegerQ[am] && am > 1)] :=
Module[{ia, pbm, pbi, pbs, pbp, pmgk, pbk},
ia[O0, 1, 0] = 1;
For[pbm = 2, pbm <= am,
ia[pbm - 1, pbm, -1] = 0;
ia[pbm - 2, pbm, -1] = 0;
pmgk = IntegerPart[pbm/2] - 1;
For[pbk = 0, pbk <= pmgk,
ia[pbm - 1, pbm,
pbk] = (pbm*ia[pbm - 2, pbm - 1, pbk] -
pbk* (pbm - 1)*ia[pbm - 1, pbm, pbk - 1] -
ia[pbm - 2, pbm, pbk - 1])/((pbm - 1)*(pbm - pbk));
ja[pbm - 1, pbm, pbm - pbk - 1] = (-1)*(pbm - 1)*
ia[pbm - 1, pbm, pbk];
For[pbi = pbm - 2, pbi >= 0,
ja[pbi, pbm, pbk] =
pbm* ((pbi + 1)*ia[pbi + 1, pbm, pbk] -
ia[pbi, pbm - 1, pbk])/(pbi + 1 - pbm);

ja[pbi, pbm, pbm - pbk - 1] = (-1)“pbi*
Sum[Product[pbs + pbp, {pbp, 1, pbi}]l*ia[pbi + pbs, pbm, pbk]*
pbm“pbs, {pbs, 0, pbm - pbi - 1}]/pbi!;
pbi--1;
pbk++] ;
If[0ddQ[pbm],
ia[pbm - 1, pbm,
pmgk + 1] = (pbm*
ia[pbm - 2, pbm - 1, pmgk + 1] - (pmgk + 1)*(pbm - 1)*
ia[pbm - 1, pbm, pmgk] -
ia[pbm - 2, pbm, pmgk])/((pbm - 1)*(pbm - pmgk - 1));
For[pbi = pbm - 2, pbi >= 0,
ia[pbi, pbm, pmgk + 1] =
pbm* ((pbi + 1)*ia[pbi + 1, pbm, pmgk + 1] -
ia[pbi, pbm - 1, pmgk + 1])/(pbi + 1 - pbm); pbi--]11;
pbm++]; ia]

End[];

(*

Modul mSplajnLV[am,at], pomocu modula mKoeficijenti splajna, izracunava
vrijednosti kardinalnog B-splajna reda am u tackama koje su zadane u listi
at. Argument am mora biti cijeli broj veci od 1, dok argument at mora biti
lista realnih brojeva.

*)

mSplajnLV[am /; (IntegerQ[am] && am>l) ,at_/;VectorQ[at]]:=Module[{pK,pbl,pbs},
pK=mKoeficijentiSplajna[am] ;

Table[If[(at[[pbl]]<=0 || at[[pbl]]>=am),0,

Sum|[pK[pbs,am, IntegerPart[at[[pbl]]]]*at[[pbl]]*pbs, {pbs,0,am-1}]], {pbl,1,
Length[at]}]]

(*

Modul mKoeficijentiAproksimacije[af,ax,am,aj,aprec] izracunava koeficijente
aproksimacije funkcije af[ax], na intervalu [0,am], u prostoru kardinalnog
B-splajna reda am, na nivou rezolucije aj. Odgovarajuci sitem linearnih
jednacina rjesava se sa tacnoscu aprec. Argument af mora biti funkcija
argumenta ax, argument am mora biti cijeli broj veci od 1 i argument aj mora
biti nenegativan cijeli broj. Odgovarajuci koeficijenti se izdaju kao elementi
niza sa najmanjim indeksom -am+l i najvecim indeksom 2%aj*am-1.

*)
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mKoeficijentiAproksimacije[af ,ax ,am :4,aj_:2,aprec_:6]:=Module]|

{PKS,pMS, ppv,pdv,pbk,pbv,pSK,pKA,gKA},

ppv=2*(aj/2) *Join[mSplajnLV[am, Table [pbk, {pbk,am-1}]],Table[0, {2%aj*am}]];
pMS=Table[RotateRight[ppv,pbv], {pbv,0,2%aj*am}];

pdv=2*(3*aj/2) *Join[mSplajnLV[am-1,Table[pbk, {pbk,0,am-2}]]-mSplajnLV[am-1,
Table[pbk, {pbk,1,am-1}]],Table[0, {2%aj*am}]];

pMS=Join[pMS, Table [RotateRight[pdv,pbv*2*aj], {pbv,0,IntegerPart[am/2]-2}]];
pMS=Join[pMS,Table[RotateRight[pdv,pbv*2*aj], {pbv,IntegerPart[am/2]+2,am}]];
pSK=Table[af/.ax->pbv/2*aj, {pbv,0,2%aj*am}];
pSK=Join[pSK,Table[D[af,ax]/.ax->pbv, {pbv,0,IntegerPart[am/2]-2}]];
pSK=SetPrecision[Join[pSK,Table[D[af,ax]/.ax->pbv, {pbv, IntegerPart[am/2]+2,am}
11 ,aprec];

pKA=LinearSolve [pMS,pSK] ;

For [pbv=-am+1,pbv<=2*aj*am-1,gKA[pbv]=pKA[ [pbv+am] ] ;pbv++] ;

gKa

1/; (IntegerQ[am] && am>1l && IntegerQ[aj] && aj>=0)

(*

Modul mICBS[af, {ax,adg,agg},am,aj,aprec] izracunava odredjeni integral funkcije af.
Interval integracije je [adg,agg], a promjenljiva integracije je ax. U modulu je
relizovana konstrukcija kvadraturne formule opisana u Vodicu za korisnike, pri cemu
se skraceni splajn momenti racunaju nesto jednostavnije, tj. koristenjem modula
mKoeficijentiSplajna. Argumenti am, aj i aprec imaju isto znacenje kao i u modulu
mKoeficijentiSplajna.

*)

mICBS[af ,{ax_,adg_,agg_},am :4,aj_:2,aprec_:6]:=Module[{pKA,6pSSM,pKS,pbi,pbs,pt},

pKS=mKoeficijentiSplajna[am];

PKA=
mKoeficijentiAproksimacije[ ( (agg-adg)/am) *af/.ax->((agg-adg) *pt/am+adg) ,
pt,am,aj,aprec];

pSSM[1]=Sum[pKS[pbs,am,0]/ (pbs+1) , {pbs,0,am-1}];

For [pbi=2,pbi<=IntegerPart[am/2],
pSSM[pbi]=pSSM[pbi-1]+Sum[pKS[pbs,am,pbi-1]*

(pbi” (pbs+1) - (pbi-1) ~ (pbs+1) )/ (pbs+1) , {pbs,0,am-1}] ;pbi++];

For [pbi=IntegerPart[am/2]+1,pbi<=am-1,pSSM[pbi]=1-pSSM[am-pbi] ;pbi++];
2~ (-aj/2) * (Sum[pKA[pbs] * (1-pSSM[-pbs]) , {pbs,-am+1,-1}]1+
Sum[pKA[pbs], {pbs,0, (2%aj-1) *am} ]+

Sum[pKA [pbs] *pSSM[2*aj*am-pbs], {pbs, (2*aj-1) *am+1,2%aj*am-1}])

1/; (IntegerQ[am] && am>1 && IntegerQ[aj] && aj>=0)

(*

Modul mSplajn[am,at], pomcu Which naredbe, izdaje kardinalni B-splajn kao dio
po diopolinomijalnu funkciju. Argument am mora biti cijeli broj veci od 1, dok
argument at mora biti realan broj. Prilikom realizacije modula formirani su

odgovarajuci stringovi, koji su potom pretvoreni u izraz.
*)

mSplajn[am_/; (IntegerQ[am] && am>1l) ,at_ ] :=Module[
{ps="",pbi,pbs,pKS=mKoeficijentiSplajnal[am]},

ps=StringJoin["Which[ (",ToString[at],">",ToString[am]," || ",ToString[at], "<=0),
0,"1;

For [pbi=0,pbi<=am-2,

ps=StringJoin[ps," (",ToString[at],">",ToString[pbi]," && ",ToString[at], "<=",
ToString[pbi+l],"),"];

For [pbs=0,pbs<=am-2,ps=StringJoin[ps," (", ToString[Numerator [pKS[pbs,am,pbi]]],")","
*n

ToString[at],"~",ToString[pbs],"/",ToString[Denominator [pKS|[pbs,am,pbi]]],"+"] ;pbs+
+1;

ps=StringJdoin|[ps," (",ToString[Numerator [pKS[am-1l,am,pbi]]],")","*",ToString[at],6 """

’
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ToString[am-1],"/",ToString[Denominator [pKS[am-1,am,pbi]]],","];

pbi++];

ps=StringJoin[ps," (",ToString[at],">",ToString[am-1]," && ",ToStringl[at],"<=",
ToString[am],"),"];

For [pbs=0,pbs<=am-2,ps=StringJoin[ps," (", ToString[Numerator [pKS[pbs,am,am-1]]],
")y","*" ToString[at],"*",ToString[pbs],"/",

ToString[Denominator [pKS[pbs,am,am-1]1],"+"] ;pbs++];

ps=StringJoin[ps," (" ,ToString[Numerator[pKS[am-1,am,am-1]]],")","*",ToString[at],
"A" ToString[am-1],"/",ToString[Denominator [pKS[am-1,am,am-1]]]];
ps=StringJdoin|[ps,"]"];

ToExpression[ps]]

(*
Modul mSplajnAproksimacijalaf,ax,am,aj,aprec], pomocu modula mSplajn i
mKoeficijentiAproksimacije izdaje dio po dio polinomijalnu formu splajn
aproksimacije (u prostoru kardinalnog B-splajna reda am, na nivou rezolucije aj)
funkcije af argumenta ax, na intervalu [0,am]. Argunenti am, aj, i aprec imaju
isto znacenje kao i u modulu mKoeficijentiAproksimacije.

*)

mSplajnAproksimacijalaf ,ax ,am :4,aj_:2,aprec_:6]:=Modulel{pS,pax,pKS,pbk},
pS[pax_]=mSplajn[am,pax];

pKS=mKoeficijentiAproksimacije[af,ax,am,aj,aprec];

2~ (aj/2) Sum[pKS [pbk] *pS[2%aj*ax-pbk], {pbk,-am+1l,2%aj*am-1}]

1/; (IntegerQ[am] && am>1l && IntegerQ[aj] && aj>=0)

(*
Modul mTrapezno[af, {ax,adg,agg},an] je realizacija klasicnog trapeznog pravila.
Argument an (broj tacaka u kojima se izracunava vrijednost funkcije)

mora biti nenegativan, cijeli broj.

*)

mTrapezno[af_,(ax_,adg_,agg_},an_:l]:=Modu1e[{pKorak=(agg-adg)/an},
pKorak* ( (af/.ax-adg)+2*Sum|[ (af/.ax- (adg+bs*pKorak)) ,
{bs,1,an-1}]+(af/.ax-»agqg))/2]/; (IntegerQ[an] && an>=1)

(*
Modul mSimpsonovo[af, {ax,adg,agg},an] je realizacija klasicnog Simpsonovog pravila.
Argument an (broj tacaka u kojima se izracunava vrijednost funkcije)

mora biti nenegativan, paran broj.
*)

mSimpsonovo[af_,{ax_,adg_,agg_},an_:2]:=Module[
{pKorak=(agg-adg) /an},
pKorak* ( (af/.ax-adg) +
4*Sum|[ (af/.ax~ (adg+ (2*bs-1) *pKorak) ) ,{bs,1,an/2}]1+
2*Sum[ (af/.ax- (adg+2*bs*pKorak)), {bs,1,an/2-1}]+
(af/.ax-agg))/3]1/; (EvenQ[an] && an>=2)

(*

Moduli mPrvaModifikacijaNParno[af, {ax,adg,agg},an] i

mDrugaModifikacijaNParno[af, {ax,adg,agg},an] predstavljaju modifikacije

trapeznog pravila u slucaju kada je broj tacaka u kojima se izracunava vrijednost
funkcije paran. Argumenti af, ax, adg, agg i an imaju isto znacenje kao i u modulu
mTrapezno. Argument an mora biti nenegativan, paran broj.

*)

mPrvaModifikacijaNParno[af ,{ax_,adg_,agg_},an_:2]:=Modulel[
{pKorak=(agg-adg) /an},
mTrapezno[af, {ax,adg,agg},an] -
pKorak”3*
Sum[D[af, {ax,2}]/.ax~ (adg+(2*bs-1) *pKorak) ,{bs,1,an/2}1/6
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1/ ;EvenQ[an]

mDrugaModifikacijaNParno[af ,{ax_,adg ,agg_},an_:2]:=Module[
{pKorak=(agg-adg) /an},
mTrapezno[af, {ax,adg,agg},an] -
pKorak”~2* ((D[af,{ax,1}]/.ax~»agg)-(D[af,{ax,1}]/.ax~»adg))/
12
1/ ;EvenQ[an]

(*

Moduli mPrvaModifikacijaNNeparnol[af, {ax,adg,agg},an,al] i
mPrvaModifikacijaNNeparno2[af ,{ax,adg,agg},an,al] predstavljaju modifikacije
trapeznog pravila u slucaju kada je broj tacaka u kojima se izracunava vrijednost
funkcije neparan. Argumenti af, ax, adg, agg i an imaju isto znacenje kao i u
modulu mTrapezno. Argument an mora biti nenegativan, neparan broj. Argument al
odredjuje poziciju medjutacke izmedju prva dva cvora i mora biti realan broj iz
intervala [0,1].

*)

mPrvaModifikacijaNNeparnol[af_,{ax_,adg_,agg_},an_:3,a1_:1/2]:=Module[
{pKorak=(agg-adg) /an,pX},
pX=(1-al) *adg+al* (adg+pKorak) ;
mTrapezno[af, {ax,adg,adg+pKorak}] -
pKorak”3* (D[af, {ax,2}]/.ax-»pX)/12+
mSimpsonovo[af, {ax,adg+pKorak,agg},an-1]
1/; (0ddQ[an] &&(0<al && al<l))

mPrvaModifikacijaNNeparnoZ[af_,{ax_,adg_,agg_},an_:3,a1_:1/2]:=Module[
{pKorak=(agg-adg) /an,pX},
pX=(l-al) *adg+al* (adg+pKorak) ;
mTrapezno[af, {ax,adg,agg},an] -
pKorak”3* ((D[af, {ax,2}]/.ax-pX)/2+
Sum[D[af, {ax,2}]/.ax~» (adg+2*bs*pKorak) , {bs,

1, (an-1)/2}]1)/6

1/; (0ddQ[an] && (0<al && al<l))

(*

Moduli mDrugaModifikacijaNNeparnol[af, {ax,adg,agg},an] i
mDrugaModifikacijaNNeparno2[af , {ax,adg,agg},an] predstavljaju modifikacije
trapeznog pravila u slucaju kada je broj tacaka u kojima se izracunava vrijednost
funkcije neparan. Argumenti af, ax, adg, agg i an imaju isto znacenje kao i u
modulu mTrapezno. Argument an mora biti nenegativan, neparan broj.

*)

mDrugaModifikacijaNNeparnol[af ,{ax ,adg ,agg_},an_:3]:=Module[
{pKorak=(agg-adg) /an},
mTrapezno[af, {ax,adg,adg+pKorak}]-
pKorak”~2* ((D[af,{ax,1}]/.ax~ (adg+pKorak))- (D[
af,{ax,1}]/.ax-»adg))/12+
mSimpsonovo[af, {ax,adg+pKorak,agg},an-1]
1/:;0ddQ[an]

mDrugaModifikacijaNNeparno2[af ,{ax ,adg_,agg_},an_:3]:=Module[
{pKorak=(agg-adg) /an},
mTrapezno[af, {ax,adg,agg},an] -
pKorak”2* ((D[af,{ax,1}]/.ax~»agg)-(D[af,{ax,1}]/.ax~»adg))/
12
1/;0ddQ[an]

(*

Modul mJosJednaModifikacijaNNeparno[af, {ax,adg,agg},an,al] predstavlja
modifikaciju trapeznog pravila u slucaju kada je broj tacaka u kojima se

65



izracunava vrijednost funkcije neparan. Argumenti af, ax, adg, agg i an

imaju isto znacenje kao i u modulu mTrapezno. Argument an mora biti nenegativan,
neparan broj. Argument al odredjuje poziciju medjutacke izmedju prva dva cvora i
mora biti realan broj iz intervala [0,1].

*)

mJosJednaModifikacijaNNeparno[af_,(ax_,adg_,agg_},an_:3,a1_:1/2]:=Modu1e[
{pKorak=(agg-adg) /an,pX},
pX=(l-al) *adg+al* (adg+pKorak) ;
mTrapezno[af, {ax,adg,adg+pKorak}]-
pKorak”3* ((D[af, {ax,2}]/.ax~>
pX)+(D[af, {ax,3}]/.ax-»pX) * (adg+pKorak/2-pX)) /12
+mSimpsonovo[af, {ax,adg+pKorak,agg},an-1]
1/; (0ddQ[an] &&(0<al && al<l))

Protect[mKoeficijentiSplajna,mSplajnLV,mSplajn,mICBS,mSplajnAproksimacija,
mTrapezno,mSimpsonovo,mPrvaModifikacijaNParno,mDrugaModifikacijaNParno,
mPrvaModifikacijaNNeparnol,mPrvaModifikacijaNNeparno2,mDrugaModifikacijaNNeparnol,
mDrugaModifikacijaNNeparno2,mJosJednaModifikacijaNNeparno] ;

EndPackage[]
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Dodatak A

Biografija kandidata

Zlatko Udovici¢ je roden 1971. godine u Mostaru gdje je zavr§io osnovnu
i srednju Skolu. Matematicki fakultet u Beogradu je zavr§io 1998. godine i
stekao zvanje diplomirani matemati¢ar, smjer Numericka matematika i opti-
mizacija. Na istom fakultetu je 2005. godine, uspjeSnom odbranom magi-
starskog rada Odredivanje praga kompresije pri transformaciji ortonormiranim
talasiéima, stekao zvanje magistar matematickih nauka, smjer Numericka ma-
tematika i optimizacija.

0Od 1999. godine zaposlen je kao asistent, a od 2007. godine kao vigi asis-
tent na Odsjeku za matematiku Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta
u Sarajevu. Od prvog izbora, pa do danas drzao je ili jo§ uvijek drZzi vjezbe
iz. desetak predmeta (Numericka matematika, Numericka matematika i linearno
programiranje, Uvod u numericku matematiku, Uvod u matematiku, Uvod u
matematicku logiku, Brojevi i polinomi, Uvod u rac¢unare, Metodika nastave
matematike, Didaktika, Matematicka analiza za fizicare, Linearna algebra za
fizicare, Uvod u linearnu algebru za fizicare,...). Kao spoljni saradnik bio je an-
gazovan na MaSinskom fakultetu u Sarajevu, a jo§ uvijek ima uspjesnu saradnju
sa Gradevinskim, Farmaceutskim i Poljoprivredno-prehrambenim fakultetom u
Sarajevu, gdje drzi vjezbe iz op$tih matematickih predmeta. Do sada je ob-
javio desetak struénih radova i uéestvovao na nekoliko konferencija iz Metodike
nastave matematike i bio predava¢ po pozivu na Medunarodnoj konferenciji o
nastavi matematike u maju 2009. godine u Novom Sadu.

Nauéni rad Zlatka Udoviciéa obuhvata istrazivanja u oblasti numericke sta-
bilnosti, primjeni teorije malih talasa, teoriji splajnova i teoriji numericke inte-
gracije. Dio dosada8njih rezultata je prezentirao na desetak medunarodnih kon-
ferencija i objavio u desetak naucnih radova. Zlatko Udovi¢ié ima i veoma
plodnu saradnju sa kolegama iz zemlje i inostranstva. Aktivan je uCesnik pro-
jekta Savremeni problemi harmonijske analize €iji je voditelj prof. dr. Medo
Pepi¢. U septembru 2006. godine boravio je na Grupi za numeric¢ku i harmonij-
sku analizu Matemati¢kog fakulteta Univerziteta u Becu, dok je u aprilu 2008.
godine bio ucesnik Skole intenzivnih kurseva u Novom Sadu.
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Dodatak B

Summary

The dissertation examines the problem of approximate computation of inte-
gral

/Om Om(x) f(x)dx (B.1)

(integral in which cardinal B-spline order m,m € N is a weight function), as
well as the classical problem of numerical integration, that is, the problem of
approximate computation of integral

b
/ f(x)dx (B.2)

Understandably, methods for approximate computation of the second integral
are obtained by using splines. Aside from the introductory chapter and appen-
dices, there are four chapters.

The first chapter discusses cardinal B-splines of arbitrary order. Since cardi-
nal B-spline is a piecewise polynomial function, the first section of the chapter
provides effective algorithm for calculating coefficients of corresponding polyno-
mials. Six methods for calculation of moments of cardinal B-spline of arbitrary
order are given in the second section. The subsequent section proves that com-
posite rectangular rule used for approximate computation of integral (B.1), on
the quasi-uniform mesh, has, conditionally speaking, algebraic degree of exact-
ness equal to m — 1. Some corollaries of this unexpected fact are also provided.
In the fourth, and the last section of this chapter, by using cardinal B-spline
of arbitrary order, a method for approximate computation of integral (B.2) is
created.

The second chapter contains the results for splines of low order (second,
third and fourth order). The first section of this chapter examines a special
class of quadrature formula (the so called formulas of "practical type") with
linear and cubic centered B-gpline as a weight function. It has been proven that
the algebraic degree of exactness of this formulas cannot be greater than five.
In the second section, Simpson and Hermite quadrature rules are reproduced
along with an entirely new class of quadrature formulas, all by using quadratic
interpolating spline. Obtained formulas are an improvement of the composite
trapezoidal rule.
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Most of the results discussed in the second and the third chapter have already
been presented at several international conferences and published in several
academic journals.

Almost all the results are covered by numerical examples which justify their
use in practice. Numerical computations are done by using programming pack-
age SNL.m ver 1.0, developed in Wolfram Mathematica 5.0.

The fourth chapter provides a help file for SNI.m package. The help file can
be read independently and can be used by those not interested in theoretical
details.

The last, fourth chapter, provides a Mathematica code of the SNI.m package.

Finally, appendices contain biographical data of the PhD candidate and the
summary in English.
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