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Апстракт. Овај чланак представља део предавања одржаног на научној трибини Огранка Српске 
академије наука и уметности у Новом Саду. Поред уводног дела о ортогоналности на реалној правој, 
у раду се разматра ортогоналност на неким објектима у комплексној равни (јединична кружница и 
полукружница, радијални зраци) и дају неке примене. 

1. Увод

У овом раду описаћемо ортогоналност на 
неким објектима у комплексној равни и указа-
ти на могуће примене, пре свега у нумеричкој 
интеграцији и нумеричком диференцирању. 
На неки начин овај рад је повезан са нашим 
претходним радом [1] из 2006. који се одно-
сио на примену Теорије ортогоналности у 
нумеричким процесима, са посебним освртом 
на различите концепте ортогоналности на 
реалној правој, као и више различитих приме-
на у нумеричкој интеграцији, укључујући и 
концепт ортогоналности заснован на момент 
функционелама. Иначе, појам ортогоналности 
објеката није само везан за математику, већ се 
среће знатно шире у многим областима науке, 
технике и уметности. 

У овом раду, поред неопходне дефиниције 
појма ортогоналности и стандардног увода 
који се односи на концепт ортогоналности 
на реалној правој (секција 2), главни део по-
свећујемо концепту ортогоналности на неким 
објектима у комплексној равни, заснованом на

примени момент функционела, а указаћемо и 
на могуће нове примене ове теорије у неким
актуелним проблемима нумеричке анализе. 
Секције 3 и 4 се односе на ортогоналне по-
линоме на јединичној кружници и јединичној 
полукружници у комплексној равни, респек-
тивно. У секцији 5 укратко разматрамо про-
блем интеграције квазисингуларних интеграла, 
а у секцији 6 ортогоналне Лоранове (Laurent) 
полиноме на јединичној полукружници. Нај-
зад, у последњој седмој секцији разматрамо 
ортогоналност на радијалним зрацима у комп-
лексној равни и указујемо на једну примену у 
електростатици.

Нека је X комплексни линеарни простор 
функција са унутрашњим (скаларним) про-
изводом (f , g):X2 → ℂ таквим да су за свако 
f, g, h ∈ X и свако λ ∈ ℂ испуњени следећи 
услови

(а) (f + g, h) = (f, h) + (g, h),
(б) (λf, g) = λ(f, g),
(в) (f, g) = (g, f),
(г) (f, f) ≥ 0, (f, f) = 0 ⟺ f = 0,
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познате редом као линеарност, хомогеност, 
хермитска симетричност и позитивност. 
Простор X тада називамо простор са скалар-
ним производом.

Ако је X реални линеарни простор, тада за 
скаларни производ (f, g):X2 → ℝ, услов (в) треба 
заменити условом обичне симетричности

(вo) (f, g) = (g, f).
За систем S (S ⊂ X) елемената простора X 

са скаларним производом кажемо да је орто-
гоналан ако је (f, g) = 0 за свако f ≠ g (f, g ∈ S). 
Нормa елемента f је дефинисана са ‖ f ‖ = √(f, f). 
Ако је ‖ f ‖ = 1 за свако f ∈ S, за систем кажемо 
да је ортонормиран.

Полазећи од неког система U = {g0, g1, g2, ...} 
линеарно независних елемената у простору X
са скаларним производом, на пример, са добро 
познатим Грам‒Шмитовим (Gram‒Schmidt) 
поступком ортогонализације може се констру-
исати одговарајући ортогонални (ортонорми-
рани) систем S = {φ0,φ1,φ2,...}, где је φn лине-
арна комбинација елемената g0, g1, ..., gn , таква 
да је (φn, φk) = 0 за свако k < n. 

У овом излагању ограничићемо се само на 
ортогоналне алгебарске полиномијалне систе-
ме и класу ортогоналних рационалних функ-
ција, тзв. Лоранових полинома, које ћемо 
овде дефинисати. Иначе, могуће је разматрати 
тригонометријске ортогоналне системе, као и 
читав низ неполиномијалних система, попут 
Минцових (Müntz) система, Малмквист‒Таке-
нака (Malmquist‒Takenaka) система, генерали-
саних експоненцијалних система, итд. (видети, 
на пример, [2]‒[4], [5, стр. 79‒89]).

2. Стандардни ортогонални полиноми на
    реалној правој

Нека је 𝒫 простор реалних полинома, а 𝒫 n 
његов подскуп који се састоји од полинома 
степена не вишег од n. Нека је даље dμ 
позитивна мера на ℝ са коначним или неогра-
ниченим носачем, за коју сви моменти постоје 

μk = ∫
ℝ

   tk dμ(t)<∞, k ≥ 0; μ0 > 0.

У том случају, скаларни производ 

(p, q) = ∫
ℝ

   p(t)q(t)dμ(t) (p, q ∈ 𝒫 )

је добро дефинисан и он генерише јединствен 
систем моничних ортогоналних полинома 
πk(⋅) = πk (dμ; ⋅), таквих да је 

πk(t) = tk + чланови нижег степена,
       (πk , πn) = ‖πn‖2δk,n .

У специјалном случају када је дата тзв. 
(ненегативна) тежинска функција t ↦ w(t) на   
(a, b), имамо dμ(t) = w(t)dt.

Због особине скаларног производа 
(tp, q) = (p, tq), ови ортогонални полиноми за-
довољавају трочлану рекурентну релацију

πk+1(t) = (t ‒ αk)πk(t) ‒ βkπk‒1(t),

за свако k ≥ 0, са π0(t) = 1, π‒1(t) = 0.
Низови рекурзивних коефицијената (αk) и 

(βk) фундаменталне су величине у тзв. кон-
структивној теорији ортогоналних полинома 
и квадратурних формула Гаусовог типа, коју 
је почетком осамдесетих година прошлог века 
развио Вoлтер Гаучи (Walter Gautschi) [6] 
(видети такође [7]). Ови низови зависе само 
од мере dμ, тј. тежинске функције w(t), али 
су нажалост познати, у експлицитном облику, 
само за неке уске класе тежинских функција, 
какве су, на пример, класичне тежине: Јако-
бијева (Jacobi) тежина на (‒1,1)

w(t) = (1 ‒ t)α(1 + t)β,            α, β > ‒1;

генералисана Лагерова (Laguerre) тежина на 
(0,∞);

w(t) = tαe‒t,      α > ‒1;
и Ермитова (Hermite) тежина на (-∞,∞)

w(t) = e‒t2.
За једну карактеризацију класичних ортого-

налних полинома видети [8].
Исти рекурзиони коефицијенти (αk) и (βk)

појављују се и у Јакобијевом верижном раз-
ломку, који је придружен мери dμ (Стилтјесова 
трансформација мере)
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               F(z) = ∫
ℝ

 

  

  dμ(t) z ‒ t

                              β0                β1
                       ~  z ‒ α0 ‒  z ‒ α1 ‒   ... .

За n-ти конвергент 
                  β0                    β1                   β        R(z) =                            ...      n‒1    ,

                     z ‒ α0 ‒  z ‒ α1 ‒    z ‒ αn‒1

тј. 
                                σn(z)
                     R(z) =           ,
                            πn(z)

који је иначе рационална функција, нуле орто-
гоналног полинома z = τk

(n), k = 1, ..., n, про-
сти су полови функције R(z). У бројиоцу ове 
рационалне функције су тзв. придружени по-
линоми σn(z), који такође задовољавају прет-
ходну трочлану рекурентну релацију, са истим 
рекурзивним коефицијентима, али са другим 
почетним условима: σ0(t) = 0 и σ‒1(t) = ‒1.

Развојем рационалне функције R(z) у пар-
цијалне разломке добијамо     
                           σn(z)     n     Ak

(n)

              R(z) =            = ∑             .
                      πn(z)     k=1 z ‒ τk

(n) 

С друге стране, квадратурна формула Гаусо-
вог (Gauss) типа, 
                              n  

∫
ℝ 
  f(t) dμ(t) = ∑ Ak

(n)f(τk
(n)) + Rn(f),

                                                          k=1

тачна је за све полиноме степена не вишег 
од 2n ‒ 1, тј. Rn(𝒫 2n‒1) = 0. Може се показати 
да су тежински коефицијенти (Кристофелови 
(Christoffel) бројеви) у Гаусовој квадратури 
управо једнаки коефицијентима у развоју 
функције R(z) у парцијалне разломке (видети 
[5, стр. 114–115]), што даје фундаменталну 
везу између ортогоналних полинома и 
Гаусових квадратурних формула. Уколико су 
познати коефицијенти (αk) и (βk) у трочланој 
рекурентној релацији, конструкција одговара-
јућих Гаусових квадратурних формула може 
се једноставно извести применом Голуб‒
Велчовог (Golub‒Welsch) алгоритма [9].

У општем случају конструкција коефици-
јената (αk) и (βk) реализује се нумеричким 
методама [6], на пример, методом момената, 
дискретизованом Стиелтјес‒Гаучијевом про-
цедуром, итд. (видети, такође, [7] и [5]). При 
њиховој нумеричкој конструкцији јавља се 
проблем велике нестабилности, у односу на 
мале пертурбације улазних величина. Међутим, 
прогрес који је учињен последњих двадесетак 
година у симболичком израчунавању и у тзв. 
аритметици променљиве прецизности, данас 
омогућава генерисање низова рекурзивних 
коефицијената директно применом оригинал-
ног Чебишевљевог метода момената, уз кори-
шћење аритметике довољно високе прецизно-
сти, што омогућава превазилажење нумеричке 
нестабилности! Такви софтвери за ортогонал-
не полиноме и квадратурне формуле су данас 
доступни: 

Matlab-пакет SOPQ (Gautschi);
Mathematica-paket OrthogonalPolynomials 
(Цветковић и Миловановић [10], [11]) до-
ступан на сајту Математичког института 
САНУ: http://www.mi.sanu.ac.rs/~gvm/

3. Ортогонални полиноми на јединичној 
    кружници  

Ову класу ортогоналних полинома увео је 
Сеге (G. Szegö) у радовима [12] и [13], што 
су касније развили многи аутора (Смирнов, 
Ахиезер, Креин, Геронимус, Неваи, Тотик, 
Алфаро, Марсељан, итд.). Бари Сајмон (Barry 
Simon) је објавио обимну књигу у два тома 
на преко 1000 страна 2005. године у издању 
Америчког математичког друштва.

Скаларни производ је овде уведен помоћу

(p, q) = ∫
0

2π
p(eiθ)q(eiθ)dμ(t),

где је dμ коначна позитивна мера на интервалу 
[0,2π], чији је носач бесконачни скуп. Ако је 
θ ↦ μ(θ) апсолутно непрекидна функција на
[0,2π] кажемо да је μ'(θ)=w(θ) тежинска 
функција. За овако изабрани скаларни произ-
вод егзистира јединствен систем моничних 
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ортогоналних полинома ϕk(z), k = 0,1,2, ..., 
али они не задовољавају трочлану рекурентну 
релацију (као ортогонални полиноми на реал-
ној правој), што је последица релације (zp, q) 
≠ (p, zq).

Међутим, скаларни производ, код ове орто-
гоналности на јединичној кружници, задово-
љава релацију (zp, zq) = (p, q), што омогућава 
доказ да се све нуле полинома ϕn(z) налазе у 
јединичном кругу |z| < 1.

Монични ортогонални полиноми ϕk(z) на 
јединичној кружници |z| = 1, за k = 0,1,2, ... 
задовољавају рекурентне релације

ϕk+1(z) = zϕk(z) + ϕk+1(0)ϕk
*(z),

ϕk
*
+1(z) =ϕk

*(z) + ϕk+1(0)zϕk
*(z),

где је ϕk
*(z) = zkϕk(1/z).

Ови полиноми су нашли примену у стати-
стици, дигиталним филтрима у телекомуни-
кацијама, Теорији временских серија, Теорији 
расипања, процесирању слика, Теорији ауто-
матске контроле, итд.

4. Ортогонални полиноми на јединичној 
    полукружници

Ортогоналност се може третирати и у слу-
чајевима када (p, q) не испуњава услов пози-
тивности (г). Један такав приступ је дат у нашем 
заједничком раду [14] са Гаучијем, коришћењем 
концепта ортогоналности у односу на момент 
функционелу ℒ[zk] = μk, који се може наћи у 
књизи Чихаре [15] (T. S. Chihara). Полиноми 
ортогонални на полукружници 
Γ = {z ∈ ℂ | z = eiθ, 0 ≤ θ ≤ π} у односу на мо-
мент функционелу

ℒ[zk] = ∫
0

π
 eikθ dθ

чија је вредност 2i/π када је k непарно и 0 за 
парно k, осим за k = 0 када је ова вредност 
једнака π. 

Одговарајући не-хермитски скаларни про-
извод је дат са

(p, q) = ∫
Г  

 p(z)q(z)(iz)‒1 dz,

тј.
(p, q) = ∫

0

π p(eiθ)q(eiθ)dθ,

а првих неколико полинома овог ортогоналног 
система су

                                   
2iπ0(z) = 1,    π1(z) = z ‒ π  ,

π2(z) = z2 ‒ πi z ‒ 1
                    6        3  

,

π3(z) = z3 ‒ 8i z2 ‒ 3 z +  8i    , итд.
                   5π       5        15π

Слика 1. W. Gautschi, T. S. Chihara,
G. V. Milovanović (Purdue University, 2018)

Коришћењем моментних детерминаната, на-
кон једног веома сложеног процеса, добија се 
трочлана рекурентна релација за комплексне 
ортогоналне полиноме {πk} (јер важи особина 
(zp, q) = (p, zq) )

πk+1(z) = (z ‒ iαk)πk(z) ‒ βkπk‒1(z), 

са почетним вредностима π0(z)=1, π‒1(z)=0, 
где су α0 = θ0,

αk = θk ‒ θk‒1 
,   βk = θ2

k‒1 
,  k ≥ 1 

,

и
                              

k + 2
              2       Γ(   2    ) 2

     θk =             [   
 k + 1  ] ,           k ≥ 0.

             2k + 1  Γ(   2    )   
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Може се, такође, показати да се ови полиноми 
могу изразити помоћу моничних Лежандрових 
(Legendre) полинома P̂k(z) као 

πk(z) = P̂k(z) ‒ iθk‒1P̂k‒1(z),        k ≥ 1,

као и да се све нуле полинома πk(z) налазе у 
јединичном горњем полукругу

D+ = {z ∈ ℂ | |z| < 1, Im z > 0},

са тежњом да падну на интервал [‒1,1], када 
степен полинома k → ∞. На Слици 2 приказан 
је положај нула полинома π7(z).

Слика 2. Нуле ортогоналног полинома π7(z)

У поменутом раду [14] дате су особине нула, 
диференцијална једначина коју задовољавају
ортогонални полиноми πk(z), као и конструк-
ција одговарајућих квадратурних формула 
Гаусовог типа на полукружници. Такође, раз-
матране су примене у нумеричкој интеграци-
ји, посебно на израчунавање Кошијеве (A. L. 
Cauchy) главне вредности несвојствених инте-
грала, као и у нумеричком диференцирању 
[16]–[17]. 

Нека је w тежинска функција (позитивна и 
интеграбилна) на отвореном интервалу (‒1,1),  
са могућим сингуларитетима у ±1, и која се 
може аналитички продужити у холоморфну 
функцију w(z) у полудиску D+ (видети Слику 
3).

Слика 3. Полудиск D+ са могућим дефектима у ±1

У раду [18] доказали смо егзистенцију 
комплексних ортогоналних полинома {πk} на 
полукружници Γ у односу на нехермитски 
скаларни производ

(1)     [p, q] = ∫
0

π p(eiθ)q(eiθ)w(eiθ)dθ,

претпостављајући само услов

Re[p, q] = Re ∫
0

π

w(eiθ)dθ ≠ 0.

Ортогоналност у односу на Гегенбауерову 
тежинску функцију 

w(z) = (1 ‒ z2)λ‒1/2,     λ > ‒ 1 ,
                                       2 

са посебним освртом на Чебишевљеве тежине  
(λ = 0 и λ = 1) као и примене у нумеричкој 
интеграцији и нумеричком диференцирању, 
разматрани су [19].  

5. Интеграција квазисингуларних инте-
    грала

Један од веома атрактивних актуелних про-
блема је интеграција тзв. квазисингуларних 
интеграла, који се појављују у многим про-
блемима у физици, електротехници, механици 
флуида, итд. Најједноставнији пример таквих 
интеграла је

(2)         ∫‒1

1

           
  f(x)w(x)    

dx,
                    (x ‒ c)2 + d2

 
где су |c| < 1 и |d| ≪ 1. Очигледно, у овом 
примеру квазисингуларитети су c ± id. За d = 0 
интеграл је дивергентан, осим ако тежинском 
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∫
Г

      f(z)w(z)    dz 
   (z ‒ c)2 + d2  
              = i ∫

0

π eiθf(eiθ)w(eiθ) dθ.
                         (eiθ ‒ c)2 + d2  
Дакле, израчунавање квазисингуларног инте-

грала смо овим свели на израчунавање инте-
грала на полукружници, али се квадратурне 
формуле добијене применом ортогоналности 
на полукружници не могу применити, с об-
зиром на то да се чворови таквих квадратура 
као нуле ортогоналних полинома πn(z) могу 
произвољно приближити квазисингуларитету 
c ± id. 

У наредној секцији изложићемо једну иде-
ју за ефикасно израчунавање претходног инте-
грала на полукружници, која захтева развој 
тзв. Лоранових полинома ортогоналних на је-
диничној полукружници. 

 
6. Ортогонални Лоранови полиноми на је-
   диничној полукружници  

Као и раније користимо концепт ортого-
налности у односу на комплексну момент 
функционелу ℒ[zk] = μk, уз укључивање и не-
гативних експонената ‒n + 1 ≤ k ≤ n

Нека је Λp,q линеарни простор монома гене-
рисан базом

ℬp,q = {zp, zp+1, ..., zq},   p ≤ q,

где су p и q цели бројеви. Као и раније, ко-
ристимо не-хермитски скаларни производ 
дефинисан помоћу (1) да бисмо, на пример, 
Грам‒Шмитовим поступком, добили ортого-
нални систем елемената {Rν}

2n‒1 на Λ‒n+1,n , чија 
је димензија 2n.  На  основу 

ν=0

                                        
конструкције, за-

кључујемо да се општи елемент овог система
који ћемо назвати Лоранов полином, може пред-
ставити у облику 

Rν(z) = 
Qν(z)  ,

         z[ν
2 ]  

где је [x] ознака за највеће цело од x (∈ℝ), а 
Qν(z) је (моничан) алгебарски полином степена 
ν. Може се показати егзистенција и једин-

функцијом w(x) не „убијемо” сингуларитет 
(пол другог реда). За d ≠ 0 интеграл постоји, 
али за мале вредности d конвергенција 
квадратурних процеса примењених на изра-
чунавање датог интеграла веома је спора, тако 
да су стандардни методи нумеричке интегра-
ције неупотребљиви. 

Као пример посматрајмо интеграл (2) за 
f(x) = cos x, w(x) = 1, c = 0 и d = 0.1, 0.01, 
0.001.

Примена Гаус‒Лежандрове (Gauss‒Legendre) 
квадратурне формуле, чак са великим бројем 
чворова N, нпр. 50 ≤ N ≤ 500, није ефикасна. 
Релативне грешке у квадратурним сумама су
приказане на Слици 4 (у логаритамској раз-
мери). 

Слика 4. Релативне грешке у Гаусовим 
квадратурним сумама за интеграл (2)

Са графика можемо приметити да за d = 0.01, 
квадратурна формула са 500 чворова даје само 
четири тачне децималне цифре у резултату, 
док су за d = 0.001 све цифре погрешне.  

Применом Кошијеве теореме о остацима 
имамо

∫‒1

1

       
   f(x)w(x)   

dx
     

(x ‒ c)2 + d2

       = Re{π f(c + id)w(c + id)
               d  
                  ‒ ∫

Г
 
     f(z)w(z)    dz},

                           (z ‒ c)2 + d2  
при чему за интеграл на контури Γ важи
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ственост таквог система и доказати следећи 
резултат:

Теорема 5.1. Систем ортогоналних функција 
{Rν(z)} задовољава следеће рекурентне рела-
ције

R2k+1(z) = (z ‒ a2k)R2k(z) + b2kR2k‒1(z), 

R2k+2(z) = (1 ‒ a2k+1 )R2k+1(z) + b2k+1R2k(z),
                            z                               

где су {ak} и {bk} низови коефицијената зави-
сни само од тежинске функције.

Ако је тежинска функција w(z) = 1, коефици-
јенти ak су

       2i                2iπa0=  π ,     a1 = π2 ‒ 4 
,

a2 =  i(16 ‒ π2)(π2 ‒ 4) ,
            6π(π2 ‒ 8)

a3 =       12iπ(π2 ‒ 8)(32 ‒ 3π2)      ,
       4096 ‒ 2048π2 + 256π4 ‒ 9π6

итд., док су коефицијенти bk

        2i      b1=  π   ,      b2 = iπ(16‒π2)   , 
                           6(π2‒4)

b3 = 4i(π2‒4)(3π2‒32) , итд.

         
   3π(π2‒16)(π2‒8)

Може се доказати да су

lim ak = i     и     lim bk = 1 i.
                    k→∞                                       k→∞                 2

Интересантна је, такође, и дистрибуција 
нула Лоранових ортогоналних полинома. На 
Слици 5 приказана је дистрибуција нула Ло-
рановог полинома RN(z) када је N = 20 и 
w(z) = √1 ‒ z2 (Чебишевљева тежинска функ-
ција друге врсте). Може се уочити да све нуле 
Лорановог полинома (рационалне функције)  
RN(z) теже да дођу на горњу полукружницу 
када N → ∞.

Слика 5. Дистрибуција нула Лорановог полинома 
R20(z) за Чебишевљеву тежину друге врсте

Претходно анализирани ортогонални систе-
ми {Rν}

2n‒1 се могу повезати са тежинским
            

ν=0
 квадратурама Гаусовог типа са максималним

степеном тачности на Λ‒n+1,n. Главни резултат 
се може исказати на следећи начин.

Теорема 5.2. За свако F ∈ Λ‒n+1,n постоји је-
динствена квадратура максималног степена 
тачности, тј. Гаусовог типа,
           
                            n

(3)  ∫
0

π F(eiθ)w(eiθ)dθ =∑ Aν F(ζν),
          

 
                         ν=1

где су ζν , ν = 1, ..., n, нуле Лорановог полинома  
Rn(z) (тј. моничног полинома Qn(z)), а те-
жински коефицијенти Aν су дати са

Aν =      1     ∫
π
 Qn(eiθ)w(eiθ) dθ,

         Q'n(ζν)  0     eiθ ‒ ζν  

за свако ν = 1,...,n.

Примена добијене квадратурне формуле 
(3) на интеграл (2), за f(x) = cos x, w(x) = 1, 
c = 0 и сада за d = 0.5 и d = 10‒k, k = 1,...,6, 
са малим бројем чворова (n ≤ 15), (показује 
високу ефикасност и даје боље резултате када 
је d ближе нули (Слика 6).
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Слика 6. Релативне грешке у квадратурним 
сумама (3) за интеграл (2)

7. Ортогоналност на радијалним зрацима
   у комплексној равни  

Нека су M ∈ ℕ, as > 0, s = 1, ..., M , и 
0 ≤ θ1 ≤ ... ≤ θM < 2π. У комплексној равни ℂ 
уочимо M тачака, стављајући εs = eiθs), тако да 
су 

zs = asεs ,    s = 1 ,..., M.

Неки од as (или сви) се могу поклапати и 
могу бити ∞ (видети Слику 7).

Слика 7. Радијални зраци у комплексној равни

Скаларни производ може бити уведен тако 
да је хермитски
                 M

(f, g) = ∑ e‒iθs ∫
ℓs

 
f(z) g(z)|ws(z)|dz

                      s=1

где су ωs(x) = |ws(xεs)| = |ws(z)|    (z ∈ ℓs; s = 1,...,M) 
тежинске функције на (0, as), тј. ненегативне 
на (0, as) и са позитивним интегралом на 
интервалу (0, as). Тада
                M

(f, g) = ∑ ∫
0

as
 f(xεs) g(xεs)ωs(x)dx .

                     s=1

Коришћењем момената μp,q = (zp, zq) може се 
доказати егзистенција и јединственост одго-
варајућих моничних ортогоналних полинома 
πN(z), N ≥ 0 (видети [20], [21], [25]). 

Теорема 7.1. Све нуле ортогоналног поли-
нома πN(z) леже у конвексном омотачу ради-
јалних зракова 

L = ℓ1 ∪ ℓ2 ∪ ⋯ ∪ℓM  . 

Посебно су интересантни симетрични слу-
чајеви у односу на распоред радијалних зра-
ка (чији број може бити паран или непаран) и 
тежинских функција на њима. У таквим слу-
чајевима ортогонални полиноми на зрацима 
задовољавају интересантне рекурентне рела-
ције (видети [20]–[25]), посебно када је 
број зрака паран, M = 2m. Тада за скаларни 
производ важи особина (zm f, g) = (f, zmg) [21].

У простом Лежандровом (Legendre) случају
са четири зрака (m = 2) и скаларним произ-
водом

(f, g) = ∫
0

1 [f(x)g(x) + f(ix)g(ix) 

       + f(‒x)g(‒x) + f(‒ix)g(‒ix)]dx

можемо директно одредити коефицијент bN у 
рекурентној релацији

πN+2(z) = z2πN (z) ‒ bN πN-2(z),

πN(z) = zN,    N = 0,1,2,3.

Наиме, за N = 4n + ν имамо
(a) када је ν = 0,1

b4n+ν =                  16n2

           (8n + 2ν ‒ 3)(8n + 2ν +1) 
;
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(б) када је ν = 2,3

b4n+ν =            (4n + 2ν ‒ 3)2

            (8n + 2ν ‒ 3)(8n + 2ν +1) 
.

Теорема 7.2. Нека су N = Mn + ν,

n = [N ],  ν ∈ {0, 1,..., M‒1}, и нека је унутра-
       M

шњи производ дат помоћу

                                     M
(f, g) = ∫

0

r
 ∑ f(xεs)g(xεs)ω(x)dx.

                             s=1

Тада су све нуле полинома πN(z) просте и ра-
споређене на радијалним зрацима ℓs, s = 1,...,M,
 са могућим изузетком вишеструке нуле реда ν 
у координатном почетку z = 0.

Интересантни случајеви: r = 0 и r = ∞.

Асиметрични случајеви су знатно тежи. 
Kao пример, посматрамо асиметрични случај 
са пет зрака (M = 5), дефинисан тачкама у 
комплексној равни:

z1 = 6,     z2 = 5e9πi/14,     z3 = 2e4πi/5,

z4 = 5e6πi/5,    z5 = 5e7πi/4,

респективно са тежинским функцијама транс-
формисаним на (0, 1): 

ω1(x) = 1,    ω2(x) =         1         ,
                                 √x(1 ‒ x)  

ω3(x) = √x(1 ‒ x)  ,

ω4(x) = √    x   ,     ω5(x) = √ 1 ‒ x   .
                1 ‒ x                            x

Дистрибуција нула одговарајућих ортого-
налних полинома πN(z) степена N = 20 и 
N = 50 приказана је на сликама 8 и 9.

Слика 8. Дистрибуција нула за полином степена 
N = 20

На крају, помињемо електростатичку интер-
претацију нула полинома πN(z) за симетрични 
случај, претпостављајући логаритамски потен-
цијал.

Теорема 7.3. Електростатички систем од
M позитивних наелектрисања q, која се на-
лазе у фиксираним тачкама

zs = exp (2(s ‒ 1)πi) ,    s = 1,...,M,
                            M

и наелектрисања p (> ‒ (M ‒1)/2) у коорди-
натном почетку z = 0, као и N позитивних 
слободних јединичних наелектрисања пози-
ционираних у тачкама ζ1 , ζ2 , ..., ζN , је у 
електростатичкој равнотежи ако су ове 
тачке ζk нуле полинома πN(z) ортогоналног у 
односу на скаларни производ

                        M
(f, g) = ∫

0

1 ∑f(xεs)g(xεs)ω(x)dx ,
                             s=1

са тежинском функцијом

ω(x) = (1 ‒ xM)2q-1xM+2(p‒1).
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Слика 9. Дистрибуција нула за полином степена 
N = 50 
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ORTHOGONALITY ON OBJECTS IN THE COMPLEX PLANE AND APPLICATIONS

Abstract

This article is part of the lecture held at the Branch of the Serbian Academy of Sciences and Arts in 
Novi Sad. In addition to the introductory part on orthogonality on the real line, the paper also discusses 
orthogonality on some objects in the complex plane (unit circle and semicircle, radial rays) and gives some 
applications.


