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OSNOVNI POJMOVI I NOTACIJA
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p C X x X refleksivna
p € X x X simetri¢cna
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1x
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f: X —=>Yjel-1

f: X =Y jena

f: X =Y je bijekcija

prazan skup

skup prirodnih brojeva: {0,1,2,...}

skup prirodnih brojeva veéih od nule: {1,2,...}
skup celih brojeva: {...,—-2,-1,0,1,2,...}
skup realnih brojeva

skup kompleksnih brojeva

vektorski prostori

vektori

niz vektora

prostor polinoma stepena manjeg ili jednakog n
linearni omotaé¢ skupa vektora S

suma potprostora nekog prostora

direktna suma potprostora nekog prostora
matrice

matrica A se vrsta-redukuje na matricu B
transponovana matrica

jedini¢na matrica tipa n X n

obostrani inverz za A

nula matrica tipa m X n

skup matrica nad R tipa m x n

skup kvadratnih matrica nad R tipa n x n
konacan skup; x; # x; za i # j

broj elemenata konacnog skupa X

ureden par; (z1,y1) = (22,%2) © (v1 =22 Ay1 = y2)

razlika skupova X i Y: {z |z € X, 2 ¢ Y}

Dekartov proizvod skupova X 1 Y: {(z,y) |z € X,y € Y}

(Vx € X)(z,x) €p
(Vz,y € X)((z,y) € p= (y,z) € p)

(Vz,y,2 € X)(((z,y) € pA(y,2) € p) = (z,2) € p)

refleksivna, simetri¢na i tranzitivna
identitet na X: (Vo € X)1x(z) ==z

ogranicenje (restrikcija) funkcije na podskup domena

(Vl‘l,xg S X)(f((]?l) = f(l‘g) = T = .1'2)
(Vy € Y)(Bz € X)y = f(x)

1-1 i na, tj. postoji g: Y — X tako da je
gof=1xifog=1y
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§1. Prva nedelja

§1.1. Skup R" i neke operacije

Glavnu ulogu u ovom kursu igraju vektorski prostori R". Za pocetak definisemo skup

sl
R'=4{| :||z1,...,2, € R}
Tn
Opredelili smo se da elemente od R"™ posmatramo kao kolone zbog nekih pogodnosti
koje ¢e nam taj pristup doneti. Naravno, naroc¢ito zbog problema zapisa, taj pristup

ima i nekih mana. Elemente od R" oznacavamo sa , U, w, . ..
Sabiranje u R"™ definiSemo prirodno po komponentama, to jest

1 Y1 1+
N s ol I :
Tp Yn Tn + Yn

Mnozenje elemenata od R" skalarima (elementima od R) definiSemo na sledeéi
nacin

Jasno je da ako su v, 7 € R"ir € R, onda sui o+ v,rd € R". To svojstvo skupa
R" nazivamo zatvorenost za sabiranje i mnoZenje skalarima.

TVRPENJE 1.1. Sabiranje u R" i mnoZenje skalarima zadovoljavaju:

(@+T) +d0 =@+ (T + @),

0

zal= ||, d+0=a=0+4,
0

4 (-1)i=0=(-1)d +,

U+7=70+1,

DOKAZ. Direktno po definiciji koriste¢i odgovarajuca svojstva realnih brojeva. o
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§1.2. Sistemi linearnih jednacina

DEFINICIJA. Izraz oblika a1z + ...+ a,x, zan > 1, gde su aq, ..., a, realni brojevi
a ry,..., T, promenljive, se zove linearna kombinacija promenljivih zq, ..., x,.

DEFINICIJA. Jednacina oblika ayxy + ... + a,x, = b, gde je ayxy + ... + a,x, lin-

earna kombinacija a b € R je linearna jednacina po promenljivim x1,...,z,. Ona je
81

homogena kada je b = 0. Kazemo da je s= | : | € R" partikularno resenje (ili samo
Sn

resenje) gornje jednacine kada je ispunjeno
a181+ ... +a,s, = b.
Opste resenje jednacine je skup svih njenih partikularnih resenja.

DEeFINICIJA. Niz od m (m > 1) linearnih jednac¢ina po promenljivim z1,...,z, je
sistem linearnih jednacina (najcesée ga oznacavamo sa o) po promenljivim z1, ..., 2,
koji zapisujemo u obliku

a1+ .. tap, = b1

Am1T1+ ... +CmnTn = bm

Kazemo da je § € R" partikularno resenje (ili samo resenje) sistema kada je § partiku-
larno resenje svake jednacine u sistemu. Opste resenje sistema je skup svih njegovih
partikularnih reSenja. Resiti sistem jednacina znaci odrediti njegovo opSte resenje.

NAPOMENA. Ako je S; za 1 < i < m opste reSenje i-te jednacine gornjeg sistema,
onda je S1 N ...N S, opste reSenje tog sistema.

81.3. (Gausove operacije
Pod Gausovim operacijama podrazumevamo sledece:
(pi <> pj) zai#j,i-tai j-ta jednacina zamene mesta;
(rp;) za r # 0, leva i desna strana i-te jednacine se pomnoze sa 7;

(rp; +p;) zai# j, i-ta jednacina pomnozena sa r se doda j-toj.
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PRIMER.
3z =9 sr1 42T, =3
p1 > p3
T —|-5.T2 —2.233 =2 — I —|—5ZB2 —21‘3 =2
%l‘l +2$2 = 35[}3 =9
3 T +6l’2 =9 o + T +6l’2 =9
. 1 +95ry —2;3 =2 T —xy —2x3 = —7
31‘3 =9 31‘3 =9

TVRPENJE 1.2. Ako se sistem o’ dobija od sistema o primenom neke Gausove opera-
cije, onda se 1 sistem o dobija od sistema o’ primenom neke Gausove operacije.

1
pi £ Pj Pi £ Pj Tp; 7 Pi
DOKAZ. Ako o——¢', onda o' —0. Ako o—0¢', onda o' —0.
TPi + Py —Tpi + Py
Ako o o', onda ¢/'——0. .

TVRPENJE 1.3. Ako je sistem o' dobijen od sistema o primenom neke Gausove ope-
racije, onda je svako reSenje sistema o ujedno i redenje sistema o’.

DOKAZ. Neka je § € R" resenje sistema o. Dakle vazi:

ansi+ ... +aipsS, =0b;
AmiS1+ ... +amnSn = b
pi & ’ .. o ’
Ako o o', onda je oc¢igledno s reSenje sistema o’.

- .. . . . . . TpPi
Posto iz i-te jednakosti sledi da je ra;1 s, +. . . +ra;,s, = rb;, imamo da ako c—¢’,
onda je § reSenje sistema o”’.

Posto iz i-te i j-te jednakosti sledi da je

(raﬂ + ajl)sl + ...+ (Tam + ajn)sn = ’f‘bi + bj,

TPi P,

imamo da ako o o', onda je § reSenje sistema o’. -

DEFINICIJA. Dva sistema su ekvivalentna kada imaju isto opste resenje.
Kao posledicu tvrdenja 1.2 i 1.3 imamo slede¢u teoremu.

TEOREMA 1.4 (GAUSOV METOD). Ako je sistem o' dobijen od sistema o konacnom
primenom Gausovih operacija, onda su sistemi o i o' ekvivalentni.

DEFINICIJA.  Promenljiva z; (1 < i < n) je vodeéa promenljiva u linearnoj jednacini
axy+ ... +ax;+ ... +a,x, =b kadajea; #0aa; = ... =a;_1, = 0. Tada za q;
kazemo da je pivot.



4 ODELjAK 1. PRVA NEDELjA

DEFINICIJA. Sistem je u stepenastoj formi kada za svaku jednacinu koja ima vodecu
promenljivu vazi da je ta jednacina ili prva u sistemu ili i prethodna jednacina ima
vodeéu promenljivu levo od te promenljive.

PRIMER. Poslednji sistem u prethodnom primeru je u stepenastoj formi, dok svi koji
mu prethode nisu.

NAPOMENA 1.5. Svaki sistem se u konacnom broju koraka (Gausovih operacija) moze
svesti na sistem u stepenastoj formi.

81.4. Predstavljanje opSteg resSenja

Ako sistem ima jedinstveno resSenje ili nema resenja onda je predstavljanje opsSteg
resenja jednostavno. Sta se desava kada to nije slucaj?

PRIMER. Redukujemo dati sistem na stepenastu formu.

r +y +z —w =1 r +ty +z —w =1
y —2z 4w =—1-3p1+ps y —z +w =-1

3z +6z —6w =6 -3y +3z —3w =3

-y 4z —w =1 -y 4z —w =1

r 4y +z —w =1

3p2 + p3 y —z 4w =-—1
p2 + pa 0 =0
0 =0

DEFINICIJA. Promenljiva koja se ne pojavljuje kao vodec¢a u sistemu u stepenastoj
formi je slobodna promenljiva.

U gornjem primeru, u poslednjem sistemu, 2z i w su slobodne promenljive. Opste
reSenje ovog sistema dobijamo metodom supstitucije unazad. Promenljive z i w mogu
imati proizvoljne vrednosti. Dobijamo da jey = —-1+z—-waondajex =1—(—1+
z—w)—z+w=2—2z+ 2w. Znadi opste resenje je:

2—2z+4 2w 2 —2 2
-1 — —1 1 —1

S={ +ZZ v | z,w e R} ={ o | T 1T o | z,w € R}
w 0 0 1

i ova poslednja forma je ona u kojoj ¢emo ga predstavljati.

DEFINICIJA.  Za dati sistem (dole levo) kazemo da je sistem (dole desno) njemu odgo-
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varajuci homogen sistem.

a11xr1+ . tapx, = b1 a1+ . Fapr, =0

Am1T1+ ... FOmnTn = by, am11+ ... F+appr, =0
TVRPENJE 1.6. Sistem linearnih jednacina kome je p'€ R" jedno partikularno resenje
1ma opste resenje oblika

{p+ h | h je resenje odgovarajudeg homogenog sistema}.

DOKAZ. Prvo pokazujemo da je svako § € R" koje je reSenje sistema moguce pred-
staviti u obliku p'+ f_i, gde je h neko reSenje odgovaraju¢eg homogenog sistema. Za to
je dovoljno pokazati da je § — p resenje odgovarajuc¢eg homogenog sistema.

Kad u i-toj jednac¢ini odgovaraju¢eg homogenog sistema, koja glasi

1Ty + ...+ appT, = O,

zamenimo umesto svakog xz; razliku s; — p; (j-tu komponentu vektora §— p) dobijamo
tacnu jednakost, zato sto je

ai1(81 _pl) +...+ ain(sn _pn) =aiS1+ ...+ QinSy — (%‘1]91 +...+ ampn)
=b,—b;=0.

Posto to mozemo uraditi za svaku jednacinu, dobijamo da je §—p'reSenje odgovarajuceg
homogenog sistema.

Kao drugo, pokazujemo da je svaki element od R" oblika p + fz, gde je h resenje
odgovarajuceg homogenog sistema, resenje polaznog sistema. Kad u i-toj jednacini
polaznog sistema, koja glasi

a1y + ...+ ATy = by,

zamenimo umesto svakog x; zbir p; + h; (j-tu komponentu vektora p+ h) dobijamo
tacnu jednakost, zato sto je

an(pr+h1) + ...+ ain(pn + hy) = anpr + ... + Ginpn + anhs + ...+ ainhy,

Posto to mozemo uraditi za svaku jednacinu, dobijamo da je p'+ h reSenje polaznog
sistema. 4

TVRDENJE 1.7. Za homogen sistem po n promenljivih vazi:
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(1) 0 € R” je njegovo partikularno resenje;
(2) ako su ﬁl 7 EQ njegova resenja i c1,co € R, onda je i cll_il —1—0252 njegovo resenge.

DOKAZ. Direktno zamenom u proizvoljnoj jednacini homogenog sistema kao i u
prethodnom dokazu. —|

PosLEDICA 1.8. Svaki homogen sistem ima ili tacno jedno resenje ili th ima beskonacno
mnogo.

DOKAZ. Po tvrdenju 1.7 (1), homogen sistem ima bar jedno resenje a to je 0. Ako
je h resenje razlicito od 0 onda je za svako r € R i rh takode reSenje tog sistema po
tvrdenju 1.7 (2), pa sistem ima beskona¢no mnogo resenja. —|

PosLEDICA 1.9. Svaki sistem linearnih jednacina ili nema resenja ili ima tacno jedno
resenje ili th tma beskonacno mnogo.

DOKAZ. Direktno iz posledice 1.8 i tvrdenja 1.6. -
81.5. Matrice i skraéeni zapis Gausove metode

DEFINICIJA.  Matrica A tipa m x n nad R je pravougaona tabela koja se sastoji od
m vrsta i n kolona tako da se u preseku i-te vrste i j-te kolone nalazi a;; € R. Ako je
m = n, onda je matrica kvadratna. Matrica

a1 a12 C. A1p
A _ a921 929 Ce Qo
Am1 Am2 ... Qmn
je matrica sistema:
a1 +(112$2 e —|—CL1nIn = b1
an 1 +a0ry ... Fa,T, =Dbo
Am1T1  +0maTs ... FUppTy, = by,
dok je
a1 Q12 A1n | by
Q21  A22 A2n ‘ by
Am1  Am2 Qmn ‘ bm

prosirena matrica tog sistema.
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Gausove operacije iz prethodnog primera matricno zapisujemo kao:

1 1 1 -1 1 1 1 1 -1 1
0 1 -1 1 | =1|-8u+p, |0 1 -1 1] -1
30 6 —6 | 6 0 -3 3 -3 | 3
0 -1 1 -1 1] 1 0 -1 1 -1 1] 1
11 1 —1 |
3p2 + p3 01—11|—
p2 + pa 0000|0
00 0 0] 0

DEFINICIJA.  Vektor kolona je matrica tipa m x 11 to je nas zapis za element od R™.
Vektor vrsta je matrica tipa 1 X n. Svaka matrica je niz svojih vektor vrsta odnosno
vektor kolona.

Skup svih matrica tipa m xn nad R oznacavamo sa M,,,. Posebno, kada je m = n,
onda M, , skra¢eno zapisujemo kao M,. Sabiranje u skupu M,,«, definiSemo po
komponentama, to jest

ay; ... Qip bll .. bln a1 + b11 cee Qlp T+ bln
+ . =df
Am1  --- Amn bml e bmn A1 + bml s bmn

dok mnozenje matrice skalarom definiSemo kao

aip ... Qip ray;; ... Traip
r ce =df
Aml .- QAmn TAm1 .. TQmp

Treba primetiti da se ove definicije, za n = 1, slazu s odgovarajué¢im definicijama za
R™ datim u sekciji 1.1. Neutral za ovako definisano sabiranje je nula matrica 0,,x,
¢iji su svi clanovi nule.

Gausove operacije s matricama definisane su kao i one sa sistemima u sekciji 1.3 s
tim Sto je svugde rec ,,jednacina” zamenjena sa ,,vrsta”. Jasno je kako se po analogiji sa
definicijama vezanim za sisteme mogu definisati pivot u matrici i matrica u stepenastoj
formi.






§2. Druga nedelja
§2.1. Redukovana stepenasta forma

PRIMER. Posmatrajmo sistem linearnih jednacina:

r +y —2z = -2
y +3z =7
x -z =-1

i njegovo matri¢no svodenje na stepenastu formu:

11—2[—2_+, 1 1-2 |-2 L 1 1-2 |-2
01 37|22 0o 1 3|72 o1 3|7
1 0 -1 |-1 0-1 1] 1 00 4|8
Medutim, mi mozemo i da nastavimo s Gausovim operacijama:
1p311—2|—2_3,+ 110‘2—+ 1 00 |1
o1 3| 7l {o1 0 1] 22010 |1
00 1] 2 001 |2 001 |2
T 1
Iz poslednje matrice vidimo da je jedinstveno resenje polaznog sistema |y | = |1
z 2

koloni. Analogno za matrice.

NAPOMENA 2.1. Svaki sistem (matrica) u stepenastoj formi se moze konacénom pri-
menom Gausovih operacija (rp;) i (rp; + p;j) svesti na redukovanu stepenastu formu.
Tom prilikom pivoti ostaju na mestima gde su i bili.

PRIMER. Resiti sistem

21’1 —|-6[L‘2 +ZE3 +2[E4 = 5
3!172 —|—Zlf3 +4I4 =
3ry +x3 +2T4 =05

13 1] 2

26 125\ (/261 25 2 2

03 141|031 4[1]1-fo1 4 4] 2
3P2
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1 9 1 9

—5p3+p2 b 2 ! ’ 2 —3p2 + LY 2 ! 2
01 Lo 3o Lo 3
0001 ]2 00 01 |-2

Iz poslednje matrice odmah vidimo da je opste reSenje sistema

9,1 9 1
BERIE 2 .

S—{| 378 | seRy=1{| 3| +a| 3| |wery
XT3 O 1
—2 —2 0

DEFINICIJA. Za matricu A kazemo da se (vrsta)-redukuje na matricu B (u oznaci
A ~ B) kada postoji konac¢an (mozda i prazan) niz Gausovih operacija koje matricu
A prevode u matricu B.

TVRBENJE 2.2. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu matrica.

DOKAZ. (refleksivnost) prazan niz operacija;
(simetricnost) posledica tvrdenja 1.2;

(tranzitivnost) nadovezemo nizove Gausovih operacija. -
DEFINICIJA. Za matrice A i B za koje vazi A ~ B kazemo da su wvrsta-ekvivalentne.

TEOREMA 2.3. Svaka matrica je vrsta-ekvivalentna jedinstvenoj matrici u redukovanoyj
stepenastoj formia.

DOKAZ. Po napomenama 1.5 1 2.1, svaka matrica je vrsta-ekvivalentna nekoj u re-
dukovanoj stepenastoj formi. Da je ta forma jedinstvena pokazujemo indukcijom po
broju n kolona u polaznoj matrici.

(baza indukcije) Ako je n = 11 A je nula matrica onda je ona u redukovanoj
stepenastoj formi i svaka matrica vrsta-ekvivalentna sa A je takode nula matrica. Ako
A nije nula matrica, onda se ona ne moze redukovati na nula matricu pa se mora svesti

na jedinu ne-nula matricu tipa m x 1 koja je u redukovanoj stepenastoj formi a to je
1

) 0

matrica | .

0
(induktivni korak) Pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve matrice sa n—1 kolona.
Neka je A matrica tipa m x n i neka su B i C' dve razli¢ite matrice u redukovanoj
stepenastoj formi koje su vrsta-ekvivalentne sa A. Neka je A’ matrica koja se dobija od
matrice A odbacivanjem poslednje kolone. Primetimo da svaki niz Gausovih operacija
koji prevodi A u B takode prevodi i A" u B’ koja je nastala od B odbacivanjem
poslednje kolone i koja je u redukovanoj stepenastoj formi. Isto vaziiza A’ i C’, koja
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nastaje odbacivanjem poslednje kolone iz C. Po induktivnoj hipotezi imamo da je
B’ = C". Znaci B i C se razlikuju u poslednjoj koloni. Neka je ta razlika na mestu in.
Posmatrajmo slede¢e homogene sisteme ¢ije su matrice redom A, B i C"

a1r1 +...+anx, = 0

1Tl + ... FCmpT, =0

bllxl + ... —f-blnl’n =0 c1it1 +... —I—Clnl’n =0

bpix1+ ... +bnx, =0 Cp1T1+ ... FCrnTn =0
S1
Po teoremi 1.4, imamo da svi ovi sistemi imaju iste skupove resenja. Neka je
S’Vl
proizvoljno partikularno resenje. Pokaza¢emo da s, mora biti 0. Ogranicavajuci se na
i-te jednacine u drugom i tre¢em sistemu imamo:

bilsl + ...+ bmSn — (CﬂSl 4+ ...+ cinsn) = 0.

Odavde, posto je biy = ¢i1, ..., bin-1) = Ci(n—1) imamo da je (b, — cin)s, = 0, odakle
sledi, posto je b, — ¢, # 0, da je s, = 0.

Znaci u svakom partikularnom resenju je s, = 0 pa x, mora biti i u drugom i u
tre¢em sistemu vodeca promenljiva. Posto su B i C' u redukovanoj stepenastoj formi
i posto im se prvih n — 1 kolona poklapaju, to pivoti u poslednjoj koloni moraju biti
jedinice na istom mestu. Znacéi B = C. -

8§2.2. Vektorski prostori

DEFINICLJA. V je vektorski prostor nad poljem R kada je 0 € V i za svako @,7 € V.
ireRvazidaje —u eV, u+ve€VirueV ipritom je zadovoljeno:

(1) (G4 0)+ @ =a+ (T + ),
(2) a@+0=ud=0+1,

(3) @+ (1) =0=(—1)+1,
(4) a+0=7+1,

<
£
_l_

=

I

<
£
+
3
<y
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Posto ¢emo govoriti samo o vektorskim prostorima nad poljem R, zva¢emo ih skrac¢eno
samo vektorski prostori.

PRIMER. Po tvrdenju 1.1, uz —u =4 (—1)u, imamo da je R" vektorski prostor.
Analogno je M., «, vektorski prostor u odnosu na operacije definisane u 1.5.

PRIMER. Vektori u euklidskom prostoru ¢ine jedan vektorski prostor u odnosu na
geometrijski zadano sabiranje vektora i mnozenje vektora skalarima.

x
PrRIMER 3. P ={|y]| | z+y+ 2z =0} je vektorski prostor u odnosu na operacije
z
preuzete iz R®. Ovo ¢ée biti posledica tvrdenja 3.1 a zasad bi trebalo proveriti da P
0 x —T
sadrzi [0, da |y]|] € P = | —y| € P, da je P zatvoren za sabiranje i mnozenje
0 z —2

skalarima kao i da su zadovoljena svojstva (1)-(8).

z .. : y .. -
PRIMER. { (zl) | 21, 29 € Z} nije vektorski prostor zato Sto nije zatvoren za mnozenje
2

skalarima.

PrRIMER. {| |} jeste vektorski prostor. To je trivijalan vektorski prostor.
0

PRIMER. P3 = {ag + a1z + axx® + azx® | ag, a1, as, a3 € R}, to jest skup polinoma s
realnim koeficijentima stepena manjeg ili jednakog 3 u odnosu na standardno sabiranje

polinoma i mnozenje polinoma realnim brojevima jeste vektorski prostor. Naslu¢uje se
1

veza izmedu P3 i R* po kojoj bi npr. polinomu 1 + 222 — 2% odgovarao € R

—1

PRIMER 7. Neka je X proizvoljan skup i V vektorski prostor. Tada VX = {f | f:
X — V}, u odnosu na sabiranje definisano sa (f; + f2)(z) =4 fi(x)+ fo(z) i mnozenje
skalarima definisano sa (rf)(x) =4 r(f(z)), jeste vektorski prostor.

Specijalno, RN — {f | f: N — R} jeste vektorski prostor. Njegov element
f(n) = n?+ 1 odgovara beskonacnoj koloni

(2 G NI

—_
@)
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§ p

PRIMER. Skup svih polinoma s realnim koeficijentima jeste vektorski prostor.

TVRDENJE 2.4. U svakom vektorskom prostoru vazi:

(Hog=0 (2 (-1)T+7=0 (3)r0=0.

DOKAZ. (1) 07 = (0 4 0)7 = 07 + 07, a odavde dodavanjem —07 obema stranama, uz
pomoc¢ svojstava 1, 2 1 3 vektorskih prostora zakljucujemo da je 0= 07.
(2) (~1)T+ T2 (-1)T+ 172 (=1 +1)7 = 05 = 0.
(3) 70 = r(0+ 0) = r0 + 0, a odavde dodavanjem —r0 obema stranama kao u (1)
r0.

_|

zakljucujemo 0=

Iz dela (2) ovog tvrdenja sledi da je (—1)' = —, pa nije neophodno proveravati da
je —U € V za svako U € V ako je ve¢ provereno da je rv € V za svako v € V ir € R.

DEFINICIJA. Izraz oblika v +. . .+c,U, zan > 1, gdesucy,...,c, skalaria vy, ..., v,
vektori, se zove linearna kombinacija vektora vy, ..., 9, (videti odeljak 1.2).
NAPOMENA 2.5. Za m linearnih kombinacija vektora vy, ..., v, tmamo da je njihova

linearna kombinacija
d1<011171 + ...+ Clnl_fn) + ...+ dm(leﬁl + ...+ Cmnﬁn)
jednaka linearnoj kombinaciji vektora vy, ..., Uy,:

(d1011 + ...+ dmle)Ul + ...+ (dlcln + ...+ dmcmn)ﬁn.

TVRBENJE 2.6. Ako su matrice A i B vrsta-ekvivalentne, onda je svaka vrsta matrice
B linearna kombinacija vrsta matrice A.

DOKAZ. Primetimo da tvrdenje vazi ako je B dobijeno od A primenom jedne Gausove
operacije. Dokaz dalje izvodimo indukcijom pri ¢emu ovo koristimo kao bazu indukcije
a u induktivnom koraku se oslanjamo na napomenu 2.5. .






§3. Treca nedelja

83.1. Potprostori i linearni omotaci

DEFINICIJA. Neka je V' vektorski prostor. Kazemo da je U C V' potprostor od V
kada je sam U vektorski prostor u odnosu na nasledene operacije iz V. To znaci da
je 0eU , U je zatvoren za nasledeno sabiranje i mnozenje skalarima i zadovoljena su
svojstva 1-8 iz definicije vektorskog prostora.

TVRBENJE 3.1. Za neprazan podskup U vektorskog prostora V' sledeca tvrdenja su
ekvivalentna:
(1) U je potprostor od V;

(2) U je zatvoren za linearne kombinacije parova vektora iz U, to jest za iy, Uy € U
ic1,00 € R wazi da je city + cotis € U

(8) U je zatvoren za linearne kombinacije proizvoljnog konacnog skupa vektora iz
U, to jest za iy, ..., U, €U i ¢y,...,c, € Rwazi da je cyiiy + ...+ cpti,, € U.

DOKAZ. U krugu (3) = (2) = (1) = (3), samo je implikacija (2) = (1) netrivijalna.
Pretpostavka da je U neprazan znaci da postoji @ € U. Iz (2) dobijamo da je 0 +
0u € U, pa je po tvrdenju 2.4 (1) i 0eU. Akosu,v € U,ir e R, onda su i
1 + 1v,rd + Ou € U, sto znaci da je U zatvoren za sabiranje i mnozenje skalarima
(samim tim i za inverze u odnosu na sabiranje).

Svojstva 1-8 iz definicije vektorskog prostora vaze i za U posto su nasledena iz V.
_|

PRIMER 1.  Skup resenja homogenog sistema sa n promenljivih je potprostor od R".
Ovo sledi iz tvrdenja 1.7 1 3.1 (videti treci primer u sekciji 2.2).

PRIMER. Skup resenja sistema linearnih jedna¢ina sa n promenljivih ne mora biti
potprostor od R".

PRIMER. P (prostor polinoma stepena manjeg ili jednakog 1) je potprostor od Ps.

PRIMER. {(g) | # € R} je potprostor od R*.

PRIMER. {(é) | 2 € Z} nije potprostor od R?.
DEFINICIJA.  Linearni omotaé (lineal) nepraznog skupa vektora S nekog vektorskog

15
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prostora, u oznaci [S] ili £(.5) ili span(S), je skup
{e181+...+ci8y |neN e, ... .c, e R,5,...,5, €S}
Linearnt omotac praznog skupa vektora nekog vektorskog prostora je trivijalan pot-

prostor tog vektorskog prostora.

TVRBENJE 3.2. Linearni omotac proizvoljnog skupa vektora nekog vektorskog prostora
je potprostor tog vektorskog prostora.

DOKAZ. Neka je V vektorski prostor i neka je S C V. Ako je S = () onda je po
definiciji [S] trivijalan potprostor od V.

Ako je S neprazan, onda koristimo tvrdenje 3.1. Neka su @, ¢ € [S]. Po definiciji
linearnog omotaca, @ = a151+. ..+ a8, 10 = bit1+...+btiza s, ..., 5, t1,.... 4 € S.
Tada je

cll+ di = car§y + . .. + capSy + dbyty + ... + dbyi; € [S]. =

NAPOMENA 3.3. Linearni omotac¢ od S C 'V je nagmangi potprostor od V' koji sadrzi S.

PRIMER. Lineal od {G) , (_11)} C R? je R%. To je zato §to se za proizvoljno
z,y € R, vektor z moze dobiti kao linearna kombinacija
rz+y (1 z—y (1

0 ()

PRIMER. Neka je W = [{3x — 2% 22}] C P,. Lako je proveriti da je
W C{ayx + asx?® | a;,a € R}. Da vazi i obrnuta inkluzija sledi iz toga $to se za

svako a;,as € R, polinom a2 + asx? moze dobiti kao linearna kombinacija

a1 + 3as (22)

—ay(3z — 2%) + 5

TVRBENJE 3.4. Za S, T CV wvazi

(1) 8 € [S];

(2) SCT=I[S]C[T)];

(3) [15]] = [5].
DOKAZ. (1) Ako je ¥ € S, onda zbog ¥ = 1% sledi da je ¢ € [S].

(2) Ako je v € [S], onda je po definiciji ¥ = ¢151 + ... + ¢,8, za §,...,5, € S.
Posto je S C T, to je 1,...,5, € T, pa je po definiciji v € [T].

(3) Po (1) je S C [S], pa je po (2) [S] C [[S]]. Za obrnutu inkluziju, pretpostavimo

da je ¥ € [[S]]. Po definiciji imamo da je ¥ = 1ty + ... + ¢l za U, ..., U, € [S].
Posto je po tvrdenju 3.2, [S] potprostor od V, to je po tvrdenju 3.1 1 v € [S]. =
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§3.2. Linearna nezavisnost
DEFINICIJA.  Skup vektora S nekog vektorskog prostora je linearno zavisan kada pos-
toji U € S takav da je v € [S — {¢}]. U suprotnom je linearno nezavisan.

NAPOMENA 3.5. Prazan skup vektora je trivijalno linearno nezavisan, dok je {5}
linearno zavisan posto je 0 € [#] = [{0} — {0}].

TVRDENJE 3.6. Skup vektora S nekog vektorskog prostora je linearno nezavisan akko

za svaki konacan podskup {vy,...,v,} C S vazi:
01171+...—|—cn17n:6:>01:...:cn:O.
DOKAZ. (=) Pretpostavimo suprotno, to jest za neki skup {vy,...,9,} C S vaz

i+ ...+ cent, =01 ¢y # 0 (analogno postupamo ako je bilo koje drugo ¢; # 0).
Tada, ako je n = 1 dobijamo da je v, = 6, a ako je n > 1, onda vazi
- 1. Cn—1

Up = ——0U1 —...— Up_1-
Cn Cn

U oba slucaja sledi da je 4, € [S — {t,,}], $to znaci da je S linearno zavisan a to je
suprotno pretpostavci.

(<) Pretpostavimo suprotno to jest za neko v € S i neke iy, ..., 4, € S— {U} vazi
U= cuy + ...+ cpi,. Odavde zakljuc¢ujemo da je

Q4 ...+ ety + (-1)T=0

a to je suprotno pretpostavci zato Sto je skalar uz v jednak —1 # 0. o

PRIMER. Skup {(ig) , (;550)} C R? je linearno nezavisan zato §to

A0\ (=50 _ (0 40 —50c, =0 o
“Alg5) T2\ 95 ) 7 \o 45¢, + 25¢5 = 0 a=a="u

PrRIMER. Skup {1+ 2,1 —x} C P, je linearno nezavisan zato $to

a(l+z)+e(l—z)=0=c+c+(c1—c)r=0= (le—i_?ig = =c=0.
1—C =
3 2 4
PriMER. Skup {[4],[9], (18]} € R? je linearno zavisan zato &to je
5 2 4

4 2 3 2 4 0
18] =2(9].t. ol4]+2(9] +(=1) (18] =10
4 2 5 2 4 0
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PRIMER. Svaki podskup od V koji sadrzi 0 je linearno zavisan zato sto je 0 € [S—{0}]
za svako S C V.

TVRDENJE 3.7. Sve ne-nula vrste matrice u stepenastoj formi cine linearno nezavisan
skup.

DOKAZ. Neka je A matrica u stepenastoj formi i neka je k broj njenih ne-nula vrsta.
Dokaz izvodimo indukcijom po k& > 0.

(baza indukcije) Ako je k = 0, onda je skup ne-nula vrsta matrice A prazan pa
je on po napomeni 3.5 linearno nezavisan.

(induktivni korak) Neka su pi,...,p; ne-nula vrste matrice A. Neka je [;,
1 < i < Ek, broj kolone u kojoj se nalazi pivot i-te vrste. Na primer, ako je A =
2 31 0
0 -1 0 —2],ondajel; =1,1,=21il3=4. Pretpostavimo
0O 00 1

cpr+ ...+ capr=(0...0).
Ogranic¢imo ovu jednakost na /;-tu kolonu i dobijamo
14y, + ..+ CrQgl, = 0

(u nasem primeru dobijamo ¢; -2+ co - 0+ ¢3 - 0 = 0). Posto je matrica u stepenasto]
formi imamo da je ag, = ... = ag, = 0, pa dobijamo ¢; = 0. Ako je k = 1 ovime je
tvrdenje dokazano.

Ako je k > 1, onda iz matrice A izbacimo prvu vrstu i ostaje nam matrica A’ u

. 3 ] 1 _1 N
stepenasto] formi sa k — 1 ne-nula vrsta. U nasem primeru je A’ = (8 0 8 1>-

Uz ¢; = 0 imamo da
clp1+...+ckpk:(0...0) = 62p2+...+6kpk:(0...0),
pa pomocu induktivne hipoteze zaklju¢ujemo da je co = ... = ¢, = 0. .

LEMA 3.8. Zav €V ¢S CV wvazi:
(1) [S] = [S U {U}] akko ¥ € [S];
(2) ako je S linearno nezavisan i v ¢ S, onda je

S U {9} linearno nezavisan akko U & [S].

DOKAZ. (1) (= )vG[SU{ﬁ}] [S].
(1) (<) Iz 5 € [S] (3.4 (1)) i {o} € [S] (¢ € [5]) zakljucujemo S'U {7} C [S].
Po A (2)1(3) onda vazi [ U {v}] C [[S]] = [S]. Obrnutu inkluziju zaklju¢ujemo iz
SuU{v }pomocu 4 (2).
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(2) (=) Iz toga sto je S U {¥} linearno nezavisan sledi da

vE[(Suiv}) —{u}] = [5].

(2) (<) Neka je za {@, ..., 0, } € SU{T}, 1 +. . +cnl, = 0. Akoje {@y,...,T,} C
S, onda zbog linearne nezavisnosti skupa S vazi ¢y =...=¢, =0. Ako je 1 = U
(analogno postupamo kada je ¢; = ¥), onda je ¢; = 0 zbog pretpostavke ¢ ¢ [S] pa
jeicy =...=c¢, =0 zbog linearne nezavisnosti skupa S. Znaé¢i u svakom slucaju je

¢ =...=c, =0 pajeSU{TU} linearno nezavisan po tvrdenju 3.0. -

TVRPENJE 3.9. Za svaki konacan S C V postoji T C S takav da je T linearno
nezavisan i [T] = [S].

DOKAZ. Indukcijom po broju k& > 0 elemenata od S.

(baza indukcije) Ako je k = 0, onda je S prazan i po napomeni 3.5 je linearno
nezavisan.

(induktivni korak) Neka je & > 1. Ako je S linearno nezavisan, onda za T
uzmimo bas skup S. Ako je S linearno zavisan onda za neko v € S vazi v € [S — {U}].
Po lemi 3.8 (1) dobijamo [S — {0}] = [(S — {¢}) U {7}] = [S]. Posto S — {¢} ima
k — 1 element, na njega mozemo primeniti induktivnu hipotezu i zakljuciti da postoji

T CS—{v} CS takav da je T linearno nezavisan i [T] = [S — {7}] = [5]. -
TVRPENJE 3.10. Skup S = {u,...,u,} CV je linearno zavisan akko je u; = 0 ili je
za neko 2 < i <mn, u; € [{u,..., U1}

DOKAZ. (=) Indukcijom po n > 1.
(baza indukcije) Ako je n = 1, onda je @, € [{i#1} — {@1}] = [0] = {0}, pa je
11'1 - 6

(induktivni korak) Ako je n > 11 ako je {, ..., 4,1} linearno nezavisan, onda
jepolemi3.8 (2)u, € [{uy,...,U,—1}]. Akoje {uy,...,u,—1} linearno zavisan, onda po
induktivnoj  hipotezi vazi da je u = 0 ili je za neko
2<i<n-—1,u; € [{u,..., 41}

(<) Trivijalno. -

TVRDENJE 3.11. Svaki podskup linearno nezavisnog skupa je linearno nezavisan. Svaki
nadskup linearno zavisnog skupa je linearno zavisan.

DOKAZ. Dovoljno je pokazati drugo tvrdenje jer iz njega prvo sledi kontrapozicijom.
Pretpostavimo da je S linearno zavisan i da je S C T C V. Po definiciji linearne
zavisnosti postoji v € S takav da je v € [S— {U}]. Postojev e S1 S CT,tojeveT.
Po tvrdenju 3.4 (2) imamo [S — {v}] C [T — {v}], pa je v € [T — {v}]. Dakle, T je
linearno zavisan. -

U dokazu sledeceg tvrdenja koristimo Cornovu lemu koja je u ZF teoriji skupova
ckvivalentna aksiomi izbora (videti sekciju 14.3).
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CORNOVA LEMA. Ako je (A, <) neprazan parcijalno ureden skup takav da svaki lanac
(neprazan, linearno ureden podskup) u A ima gornju granicu u A (element iz A veci
ili jednak od svakog elementa iz lanca), onda A sadrzi maksimalan element (element
od koga nema vecéih u A).

TVRBENJE 3.12. Za svaki linearno nezavisan X C V postoji linearno nezavisan skup

M takav da je X C M i [M]=V.

DOKAZ. Neka je A skup svih linearno nezavisnih nadskupova od X. On je neprazan
jer je X € A i parcijalno je ureden inkluzijom C. Neka je B lanac u A. Vazi da
je UB € A zato sto je X C |JB i |JB je linearno nezavisan jer se svaki njegov
konac¢an podskup nalazi u nekom elementu iz B—linearna zavisnost skupa (JB bi
znacila linearnu zavisnost nekog elementa od B. Za svako B € B vazi B C |JB, pa je
|J B gornja granica lanca B.

Po Cornovoj lemi, A sadrzi maksimalan element M. Iz M € A sledi da je M
linearno nezavisan i da je X C M. Jos treba pokazati da je [M] = V. Pretpostavimo
daje @ € V —[M]. Polemi 3.8 (2) skup M U {u} je linearno nezavisan $to je suprotno
tome da je M maksimalan linearno nezavisan nadskup od X. -



§4. Cetvrta nedelja

84.1. Baza vektorskog prostora

U daljem tekstu sa | X| ozna¢avamo broj elemenata konaénog skupa X. Za niz vektora
B = (i1, s, . ..) nekog vektorskog prostora, sa B oznacavamo skup ¢lanova tog niza.
Ukoliko je B konacan niz, onda je broj ¢lanova tog niza njegova duzina.

DEFINICIJA. Skup S C V je neuredena baza za V kada je S linearno nezavisan i
[S] = V. U slucaju kada je S konacan, njegovo proizvoljno uredenje u niz je uredena
baza ili samo baza za V.

POSLEDICA TVRPENJA 3.12. Svaki vektorski prostor ima neuredenu bazu.

DOKAZ. Neka je X = () polazni linearno nezavisan skup. o

PRIMER. & = <((1)> , <(1))> je baza za R*. To vazi zato §to je { (1) : (1] } linearno

nezavisan (¢ (é) e @ - (8) e —an =0 il (é) , <(1)> V] = R (za svako
(o) =®tie e o)+ (1) = ()

PRIMER. Na isti nacin se moze pokazati da je B = <(i) , G)> takode baza za R

1 0 0
0 1 N n
DerFINICA. &, = (| . |, |. |, - 0 ) je standardna (kanonska) baza za R".
0 0 1
Vektore u njoj ozna¢avamo redom sa €1, €s, ..., €,.

PrRIMER 3. Nekaje V ={u: R — R | u(d) = acosf + bsinf, a,b € R} i
neka je sabiranje i mnozenje skalarima definisano kao u sedmom primeru iz sekcije 2.2.
Pokazimo da je B = (cosf,sinf) baza za V. 1z ¢y cosf + cysinf = 0 (ovo sa desne
strane jednakosti je konstantna funkcija koja svako 6 € R slika u 0), kad stavimo 6 = 0
sledi da je ¢; = 0, a kad stavimo 6 = 7 sledi da je c; = 0, pa je {cosf,sin@} linearno
nezavisan. Po definiciji prostora V' jasno je da je [{cosd,sin0}] = V', pa je (cos 8, sin 6)
baza za V.

PRIMER. Vektorski prostor P3 ima izmedu ostalih i slede¢e baze: By = (1,x,1?,

23, By = (a3, 2%, 2,1), By = (1,1 + 2,1+ 2+ 2% 1 + 2+ 2% + 23).

PrRIMER. Trivijalan prostor {6} ima samo jednu bazu i to je prazan niz vektora.

21
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PRIMER 6.  Prostor svih polinoma s realnim koeficijentima ima beskona¢nu neuredenu
bazu {1, z, 2% x3,.

polinom najveéeg stepena pa se nijedan polinom stepena veceg od tog ne bi mogao

..} ilako je pokazati da nema kona¢nu bazu jer bi u njoj postojao

dobiti kao linearna kombinacija polinoma iz baze.

+y —w :0

. x
PRIMER. Sistem ima opste reSenje oblika

1
0
{y 4| lvweR}
1
1
1
0
0

OO%—‘)—‘

: ).

i to je potprostor od R* ¢ija je baza (

TEOREMA 4.1. Konacan niz B = (El, e ,51) je baza vektorskog prostora V- akko za
svako v € V' postoji jedinstveno ¢ € R" tako da je v = c101 + ...+ cufn.

DOKAZ. (=) Neka je 7 € V. Posto je [{B1,...,5.}] = V to postoji @ € R" takav
da je U = ¢161 + ... + ¢,B,. Ako bi postojao jos jedan vektor d € R" takav da je
v=di6+ ...+ d,5,, onda bi vazilo

( dl)ﬁl (Cn dn)gn - 67

pajecy =dy,...,c, = dy, zbog linearne nezavisnosti skupa {51, e ,Bn}, to jest ¢ = d.
(<) Ocigledno je [B] = V. Jos treba pokazati da su f,. .., 5, medusobno razli¢iti
i da je B linearno nezavisan. Ako je 3; = f3; za i < j, onda je

Bi=08+...+18;+...+053,+...+ 05,

=08+ ... 405 +...+15+...+ 05,
Sto je suprotno pretpostavm 0 Jedlnstvenostl Pretpostavimo da je ¢; 61 +.. +cnﬁn =0.
S obzirom da je 051 .+ Oﬁn = 0 uz pretpostavku o jedinstvenosti, sledi da je
cp=...=¢c, =0. Dakle, {Bl, . ,5n} je linearno nezavisan. -

DEeFINICIJA. Neka je B = <51, e ,ﬁn> baza vektorskog prostora V. Neka je v € V
iU = 0151 o+ o (po teoremi 4.1, takav ¢ € R" je jedinstven). Kazemo da je
1
€ R" reprezentacija vektora v u odnosu na bazu B i piSemo

Cn

&1
Repg (V) =

B
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PRIMER. Neka je ¥ = (;) €R?, tj. Repg,(7) = (3) . Neka je B = (G) , ((2)>> baza
&

za R? (ovo se lako proverava). Da bismo odredili Repg () dovoljno je odrediti skalare

L (0) (3
C1 1 Co 9 = 9]
Resavajuéi odgovarajudi sistem jednacina dobijamo ¢; = 31 ¢; = —3, pa je Repp(v) =

(22)

PRIMER. Neka su By = (1,z,2%,2%) i Bo = (1 + 2,1 — z, 2 + 2%, x + 2°) dve baze za
Ps (u slucaju By ovo treba proveriti). Neka je ¥ = x + 2 € P3. Tada je

c1 1 ¢ takve da je

0 0

o 1 o 0

RepBl (U) = 1 > Resz (U) = 1
0 B, 0 3,

84.2. Dimenzija vektorskog prostora

DEFINICIJA. Vektorski prostor je konacnodimenzionalan kada ima kona¢nu neuredenu
bazu.

PRIMER. Prostor R" je kona¢nodimenzionalan jer ima bazu &, duzine n.

PRIMER. Prostor svih polinoma s realnim koeficijentima nije konacnodimenzionalan
(videti sesti primer u sekeiji 4.1).

NAPOMENA. Nadalje posmatramo samo konacnodimenzionalne prostore.

MALA LEMA O ZAMENIL. Neka je [TUS|=V ineka je g€V takav dap & S i SU{p}
je linearno nezavisan. Tada postoji t € T takav da je

(T —{FH) U {prUS] = V.

DOKAZ. Iz pe [TUS]|, p¢ SiSU{p} je linearno nezavisan sledi da postoji skup
vektora {f,¥y,..., 0} CTUS, k>0, takvih dajet € T, p=ct + c1@ + ...+ T i

c#0. Znacit=1p—2 ¢ —. .. — L4, pajete (T —{t})u{p}uUs]. Dalje,
(T = {t}) U {py U S]= (T — {f}) U{p} USU{#}], po lemi 3.5 (1)
=[Tu{prus]

= [T US], po lemi 3.8 (1). =
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VELIKA LEMA O ZAMENI. Ako su T, S i P podskupovi vektorskog prostora V takvi
da je P konacan, PNS =0, [TUS] =V i SUP je linearno nezavisan, onda postoji
T C T takav da je |T'| = |P| i (T =T )UPUS|=V.

DOKAZ. Indukcijom po broju n = |P| > 0.

(baza indukcije) Neka je n = 0 §to znaci da je P = (). Tada za T = P = () vazi
(T-THuPUS|=[TUuS]=V.

(induktivni korak) Neka je n > 01ineka je p'e P. Posto je p'e [TUS] i SU{p} je
linearno nezavisan, to je po Maloj lemi o zameni V = [TUS] = [(T — {t}) U{p} US] za
neko t € T. Sada mozemo primeniti induktivnu hipotezu na Ty = T —{t}, P, = P—{p}
i S) = {p} US idobijamo da za neko 7] C T}, takvo da je |T]| = |P| =n — 1, vazi

V=T =T)) U P US] =[(T —{f}) - T7) U (P — {p}) U ({F} U S)]
=[(T—(T{u{i}) UPUS]
=[(T-TYUPUS,zaT =T/U{t}i|T'|=n—1+1=n. -

LEMA 4.2. Ako je T konacan podskup od V' takav da je [T) =V i ako je P CV
linearno nezavisan, onda je P konacan © nema vise elemenata od T

DOKAZ. Po Velikoj lemi o zameni primenjenoj na T, S = () i proizvoljan konacan
P C P, postoji T" C T takav da je |T'| = |P'| sto znaci da je |P'| < |T|. Dakle,
svaki konacan podskup od P nema vise elemenata od 7', pa je P konac¢an i nema vise
elemenata od T -

TEOREMA 4.3. U svakom konacnodimenzionalnom vektorskom prostoru sve baze su
jednake duzine.

DOKAZ. Dovoljno je pokazati da ako je B konac¢na neuredena baza i B’ neka druga
neuredena baza, onda je B’ konacna i |B'| < |B|. Ovo vazi po lemi 4.2, posto je [B] =V
i B’ je linearno nezavisan. -

DEFINICIJA.  Dimenzija kona¢nodimenzionalnog vektorskog prostora V', u oznaci
dim(V'), je duzina njegove proizvoljne baze.

LEMA 4.4. Linearno nezavisan skup vektora iz n-dimenzionalnog vektorskog prostora
ne moze imati vise od n elemenata.

DOKAZ. Direktno iz leme 4.2. —

TVRDENJE 4.5. Za svaki podskup T konacnodimenzionalnog vektorskog prostora V- za
kogi vazi da je [T =V, postoji T' C T koji je neuredena baza za V.

DOKAZ. Po lemi 4.4, ako je dim(V') = n, onda svaki linearno nezavisan podskup od T’
ima najvise n elemenata. Neka je P linearno nezavisan podskup od 7T za koji ne postoji
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linearno nezavisan podskup od 7T sa vise elemenata. Znadci za svako ¢t € (T — P) vazi da
je P U {t} linearno zavisan. Po lemi 3.8 (2) sledi da je £ € [P], pa zaklju¢ujemo da je
T C [P], odakle po tvrdenju 3.4 (2) 1 (3) dobijamo V = [T C [[P]]=[P]. Iz P C T,
po tvrdenju 3.4 (2) dobijamo [P] C [T] = V. Dakle, [P] =V, te je P neuredena baza,
za V. -

LEMA 4.6. Ako je dim(V) =mn i P CV linearno nezavisan takav da je |P| = n, onda
je [P]=V.

DOKAZ. Za proizvoljnu bazu B od V vazi |B| =n i [B] = V. Po Velikoj lemi o zameni
primenjenoj na T =B, S =0 i P, dobijamo [P] =V. o

LEMA 4.7. Ako je dim(V) =n i P CV takav da je [P] =V i |P| < n, onda je P
neuredena baza za V.

DOKAZ. Po tvrdenju 4.5 postoji P’ C P koji je neuredena baza za V. Po teoremi 4.3
je |P'| = n a posto je |P| < n, to znaci da je P' = P. -

TVRBENJE 4.8. Svaki linearno nezavisan skup vektora konacnodimenzionalnog vek-
torskog prostora V-moZze se dopuniti do neuredene baze za V' vektorima iz neke neuredene
baze za V.

DOKAZ. Neka je P linearno nezavisan skup vektora iz V' i neka je T neuredena baza
za V. Po Velikoj lemi o zameni primenjenoj na T, S = () i P, postoji T" C T takav da
je |[T" =|P|i[(T—T")UP]=V. Posto je |(T—T")UP| <|T| = dim(V) to, po lemi
4.7, sledi da je (T'— T") U P neuredena baza za V. -

TVRPENJE 4.9. U n-dimenzionalnom vektorskom prostoru V', skup P C 'V, takav da
je |P| = n, je linearno nezavisan akko [P] = V.

DOKAZ. (=) Direktno iz leme 4.6.
(<) Iz leme 4.7 dobijamo da je P neuredena baza za V', pa je linearno nezavisan. -

TVRPENJE 4.10. Ako je U potprostor konacnodimenzionalnog vektorskog prostora V.,
onda je dim(U) < dim(V'). Ako je dim(U) = dim(V'), onda je U = V.

DOKAZ. Po lemi 4.1 sledi da je dim(U) < dim(V'). Neka je dim(U) = dim(V') = n i
neka je P neuredena baza za U. Znaci da je [P] = U, P je linearno nezavisan i |P| = n.
Po tvrdenju 1.9, [P] =V, paje U =V. .






§5. Peta nedelja

§5.1. Vektorski prostori i linearni sistemi
Podsetiti se napomene 2.5 kao i tvrdenja 2.6 1 3.7.

DEFINICIJA.  Prostor vrsta neke matrice je linearni omotac¢ skupa svih vektor vrsta
te matrice. Oznaka je RS(A). Vrsta-rang matrice A je dimenzija prostora RS(A).

(1)

RS(A)=[{(2 3),(4 6)}]=H2 3)}] jerje (4 6)=2(2 3).

PRIMER.

LEMA 5.1. Ako su dve matrice vrsta-ekvivalentne onda su im prostori vrsta jednaki
pa su 1m samim tim i vrsta-rangovi jednakz.

DOKAZ. Pretpostavimo A ~ B (to jest A se vrsta-redukuje na B). Po tvrdenju
2.6 imamo da je svaka vrsta matrice B linearna kombinacija vrsta matrice A, pa je
RS(B) C RS(A) (ovde se koristi tvrdenje 3.4 (2) i (3)). Na isti na¢in, posto je relacija
~> simetricna (tvrdenje 2.2), dobijamo RS(A) C RS(B), pa je RS(A) = RS(B).

Na osnovu leme 5.1 i tvrdenja 3.7 zaklju¢ujemo da Gausov postupak eliminise
zavisnost medu vrstama ostavljajuéi linearni omota¢ nepromenjen. Na taj nacin se
formira baza prostora vrsta neke matrice.

PRIMER.
1 31 L3 1Y, 1 31
A=141)2252%0 102201 0
2 0 5 0 -6 3 0 0 3

Znaci ((1 3 1),

Py
)

1 0),(0 0 3))jebazaza RS(A).

DEFINICIJA. Prostor kolona neke matrice je linearni omotac skupa svih vektor kolona
te matrice. Oznaka je C'S(A). Kolona-rang matrice A je dimenzija prostora C'S(A).

DEFINICIJA. Neka je A € M,,«xn. Transponovana matrica matrice A je matrica
AT € M, m takva da se u preseku i-te vrste i j-te kolone matrice A” nalazi element
koji se nalazi u preseku i-te kolone i j-te vrste matrice A. Prostije, prva vrsta matrice
A postaje prva kolona matrice A7 itd.

PRIMER.
;2; 1 2 0 4
A= AT=(13 3 10
0 12 7T 8 2 4
4 0 4

27
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PRIMER. Za matricu A iz prethodnog primera odrediti bazu za C'S(A). Prvo odre-
dimo bazu za RS(AT)

1204\ /1 20 4\ (1 20 4
3310 |0 31 12220 -31 -12
78 2 4 0 —6 2 —24 0 00 0

Dakle, baza za RS(AT)je (1 2 0 4),(0 —3 1 —12)), pa je baza za CS(A):
1 0

2 -3

delp 2D

4 —12

Primetimo da Gausove operacije mogu da promene prostor kolona matrice. Na
1 2 \-201+40p 1 2
2 4 00
1 2 1 2
() (3)mu(o) (5

ali ¢emo pokazati da vazi sledece.

primer, za

vazi

LEMA 5.2. Ako su dve matrice vrsta-ekvivalentne onda su im kolona-rangovi jednaki.
DOKAZ. Pretpostavimo A ~» B. Po teoremi 1.3, sistemi

a1 ri+. ..+ ATy = 0 blll'l—f-. ot banL'n =0

A1 1+ .o+ Gppxy, =0 bpixi+ ...+ bppxr, =0

imaju isto opste resenje, sto znaci:

a1 Q1n 0
c1 +...4+c, =
Q1 Umn, 0
akko
b1t bin 0
C1 : +...+c, : = :
b1 bnn 0

pa je skup nekih kolona matrice A linearno nezavisan akko je skup odgovarajué¢ih
kolona matrice B linearno nezavisan, odakle sledi da su kolona-rangovi matrica A i B
jednaki. 4
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PRIMER.

1 1
A= 2 3 1
1 1

w o W
SO O
S O W
o = O
S =N

1
~> 0
0

Matrica A je svedena na redukovanu stepenastu formu. Za bazu od RS(A) mozemo
uzeti (1 3 0 2),(0 0 1 4)).

Sto se tice prostora kolona neke matrice u redukovanoj stepenastoj formi, one kolone
koje sadrze pivote su ¢lanovi standardne baze za R®. U redukovanoj matrici iz gornjeg
primera, to su €; i € (prva i tre¢a kolona). One ¢ine linearno nezavisan skup a sve
ostale kolone su u linearnom omotacu tog skupa jer imaju nule u trecoj vrsti (svim
vrstama razli¢itim od prve i druge). Ovaj primer nas uvodi u slede¢u teoremu.

TEOREMA 5.3. Svaka matrica ima isti vrsta i kolona rang.

DOKAZ. Po lemama 5.1 i 5.2, svodenje matrice na redukovanu stepenastu formu ne
menja ni jedan od ovih rangova. Vrsta-rang dobijene matrice jednak je broju pivota u
njoj a to je ujedno i broj kolona oblika €7, €5, ... koje daju bazu za prostor kolona te
matrice iz istog razloga kao u gornjem primeru. o

DEFINICIJA. Rang matrice je njen vrsta odnosno kolona-rang, posto su oni jednaki.
Oznaka je rank(A).

TEOREMA 5.4. Za homogen sistem sa n promenljivih i sa matricom koeficijenata A
sledeca tvrdenja su ekvivalentna:

(1) rank(A)=r;

(2) prostor reSenja ima dimenziju n — 7.

DOKAZ.

rank(A) = r akko sistem se svodi na stepenastu formu sa r ne-nula vrsta,
akko svedeni sistem ima r pivota,
akko svedeni sistem ima n — r slobodnih promenljivih,

akko prostor resenja ima dimenziju n — r. o

Kako pokazati poslednju ekvivalenciju ¢e biti jasno iz slede¢eg primera.

PRIMER. Posmatrajmo sledeéi sistem u redukovanoj stepenastoj formi:

r —3y  +2u =0 1 -1 0 2
z +u =0 A=10 011
0 =0 0 000
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Opste resenje citamo direktno iz redukovane stepenaste forme.

1
3 -2
1 0
S={y o | el 4 | y,u € R}.
0 1
1
% —2
Vektori 0 i 1 su linearno nezavisni jer prvi u drugoj vrsti ima jedinicu
0 1

a drugi nulu (to je mesto koje odgovara promenljivoj y) i isto tako drugi u ¢etvrtoj
vrsti ima jedinicu a prvi nulu (to je mesto koje odgovara promenljivoj u) tako da je
nemogucée napraviti njihovu netrivijalnu linearnu kombinaciju jednaku 0. Isto se desava
i u opstem slucaju.

85.2. Neke operacije s potprostorima

U ovoj sekciji ¢e biti reci o preseku, sumi i direktnoj sumi potprostora nekog vektorskog
prostora.

LEMA 5.5. Ako su U 1 W potprostori nekog vektorskog prostora, onda je 1 U N'W
takode potprostor tog vektorskog prostora.

DOKAZ. Po tvrdenju 3.1 dovoljno je proveriti da je U N W neprazan i da je UNW
zatvoren za linearne kombinacije parova vektora. Iz 0 € Ui 0 € W sledi 0 € U NW
pa je on neprazan.

Neka su 01,05 € UNW i ¢p,c0 € R. Posto je onda v1,v, € U i U je potprostor,
zakljuCujemo 107 + catp € U. Na isti nacin zakljuc¢ujemo c19; + ot € W, pa je
U1 + 02172 eUNW. =

DEFINICIJA. Za U i W potprostore nekog vektorskog prostora definiSemo njihovu
sumu:

U+W =4 [UUW].

T 0
PRIMER. U W CR? U ={ y |2,y e R, W={| v | |y 2€R}. Posto je
z
1 0
0|, 1 eUi
0

— O
(e}

o |ycwuwcr?

Y

) € W, onda vazi:
1
0
0

0
0
1
{(

=)
—_
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paje U+ W =R3
LEMA 5.6. Ako je [S]=U i [T] =W onda je [SUT]=U+W.

DOKAZ. Iz SUT C UUW, po tvrdenju 3.4 (2) imamo [SUT| C [UUW]. Iz
S, T C SUT, dvostrukom primenom tvrdenja 3.4 (2) imamo U, W C [SUT] pa je i
UUW C [SUT]. Odavde, po tvrdenju 3.4 (2) i (3), dobijamo [U U W] C [SUT].
Dakle, [SUT|=[UUW]|=U+W. .

TEOREMA 5.7 (GRASMANOVA FORMULA). Za potprostore U i W konacénodimenzio-
nalnog vektorskog prostora vazi:

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W).

-

DOKAZ. Neka je (51, ..., 0,) baza za UNW. Po tvrdenju 4.8 ta baza se moze dopuniti
do baze za U i do baze za W. Dakle, neka je B = (51,...,5,,,51,...,ﬁk> baza za
U ineka je C = <51, e ,5;,%, ...,1) baza za W. Dovoljno je da pokazemo da je
D= <51,...,5;,5_’1,...,B},%,...,%) baza za U + W.

U D nema ponavljanja, inace bi moralo biti 3; = v; za neke ¢ i j. Taj vektor bi
onda pripadao U N'W pa ni B ni C ne bi bili linearno nezavisni.

Kao posledicu leme 5.6 imamo [D] = [BUC] = U + W. Jos treba pokazati da je D
linearno nezavisan. Pretpostavimo:

didy + ..+ db + 01+ A+ B+ T+ .+ = 0.

Neka je v = didy+ ...+ d,,g; + blﬁl +...+ bkﬁk € U. Iz gornje jednakosti dobijamo da
jei=—(c1fi+...+ ) € W. Dakle, 7€ UNW paje 7 € [{01,...,6,}]. Po teoremi
4.1, zbog jedinstvenosti Repg(v)) dobijamo by = ... = by = 0. Uz to, gornja jednakost
postaje didy + ...+ drg; + e+ ...+ ¢ = 0, §to zbog linearne nezavisnosti od C
dajedi=...=d, =c1=...=¢=0. =

DEFINICIJA.  Konkatenacija (nadovezivanje) nizova vektora:

</617"'7/3k> — </717"'7’7l> —df </Bla"'a6k7,717”'a’71>'

LEMA 5.8. Neka je V. =U+W ineka sulB i C redom baze za U i W. Tada su sledeé¢a
turdengja ekvivalentna:

(1) svaki v € V' se moZze na jedinstven nacin predstaviti kao €+ 1w pri cemu je € U
aweW;
(2) B ~C je baza za V;

(8) proizvolyni ne-nula vektori © € U 1w € W su razliciti i skup {u, W} je linearno
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nezavisan,;

(4) UnW = {0}.

DOKAZ. ((1) = (2))

B —~ C je niz bez ponavljanja jer bi inace postojao ne-nula vektor v € BN C koga
bismo mogli predstaviti kao v+ 0ikao 0+ 7, $to je suprotno pretpostavei (1).

Kao posledicu leme 5.6 imamo da je [B~C|] = [BUC] =U + W = V. Jos treba
pokazati da je B UC linearno nezavisan. Neka je B = (51, . ,Ek> iC =, 9)-
Pretpostavimo:

—

blgl—i—...—i—bkﬂ_'k—i—cl;y’l—i—...—l—cl’_y}:6:6+0.

Po (1) imamo da je 6151 +...+ bkﬁk =0ic9 +...+c¢9 =0, odakle po linearnoj
nezavisnosti skupova BiCslediby=...=b,=c;=...=¢ = 0.

((2) = (3)) Nekasu@ € U iw € W dvane-nula vektora i neka je @ = by fy+. . .+by 5y
aw = 1Y+ ...+ Y. Zbog linearne nezavisnosti niza B —~ C, ako bi bilo 4 = w onda
bi to bili nula vektori §to je suprotno pretpostavei. Pretpostavimo da je ri + s = 0.
Zmnaci:

rblgl—l—...jtrbkgk%—scﬁljt .+ sa :6
pa zbog linearne nezavisnosti niza B —~ C dobijamo rb;y = ... = rby = sc; = ... =
seg=0. Iz u # 0 # ¥ sledi da je bar jedno b; i bar jedno c; razlicito od 0 pa je onda
r=s=0.

((3) = (4)) Direktno.

((4) = (1)) Pretpostavimo da za i, uy € U i Wy, Ws € W vazi Uy + Wy = ty + Ws.
Onda vazi ) — Uy = We — Wy € UNW pa po (4) vazi u; — iUy = Wy — W = 0, tj.
U] = U 1 Wy = Ws. -

DEFINICIJA. Za potprostore U i W nekog vektorskog prostora V' kazemo da su neza-
visni (komplementarni) kada se svaki ¥ € U + W moze na jedinstven nacin predstaviti
kao 4 + w pri cemu je © € U a W € W.

DEFINICIJA. Vektorski prostor V' je (unutrasnja) direktna suma svojih potprostora
Ui W kada su oni nezavisnii V =U + W. Oznaka je V=U ¢ W.

TVRDENJE 5.9. Za vektorski prostor V' i njegove potprostore U 1+ W wvazZi:

V=U&W akko UNW = {0}idim(V) = dim(U) + dim(W).

DOKAZ. (=) Po lemi 5.8 sledi da je U N W = {0}, pa je po teoremi 5.7, dim(V) =
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) + 0.

(<) Po lemi 5.8, U i V su nezavisni. Po teoremi 5.7 imamo da je dim(V) =
dim(U) + dim(W) = dim(U + W) pa je po tvrdenju 4.10, V =U + W. =
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x 0
PRIMER. Nekaje M ={| v | |[y—22 =0}, Ny =4{k| 0 | |k e R}i1 Ny =
z 1

0
{k 1 | | kK € R}. Mozemo pokazati daje M®N; = R* = M@N,. Prevedimo M u

1 0 1 0 0
oblik{z [ O |+2| 2 | |z,z€eR}. Dakle M={([ 0 |, 2 |),Mi={(| 0 |)
0 1 0 1 1
0
1Ny = 1 |) suredom baze za M, Ny i Ny. Posto su M —~ N; 1 M —~ N, baze
—2

za R3, to su, po lemi 5.8, direktne sume M @ N; i M @ N, jednake prostoru R?.

U prvom primeru iz sekcije 3.1 je receno kako skup resenja homogenog sistema sa n
promenljivih predstavlja jedan potprostor od R". Obrnuto, svakom potprostoru od R"
mozemo pridruziti homogen sistem sa n promeljivih ¢iji je skup resenja taj potprostor.
Ovo pridruzivanje ilustrujemo slede¢im primerom.

1 0 T
PRIMER. Neka je U potprostor od R? ¢ija je baza ([ 2 |, [ 1 . Vektor | vy
1 1 z
1 0 T
pripada potprostoru U ako i samo ako je skup {| 2 1L |,| v |} linearno
1 1 z
1 21
zavisan, odnosno ako i samo ako se matrica | 0 1 1 | Gausovim operacijama svodi
Ty z
n

na matricu u stepenastoj formi sa poslednjom nula vrstom.

L2 1\ 1 2 1 o ot 1 2 1
01 1 | =220 1 1 RN I 1
T Yy z 0 y—22 z—= 00 z—y+=z

Dakle, U je skup resenja homogene jednacine x — y + z = 0.






6. Sesta nedelja
§6.1. ViSestruka uloga R"

PRIMER. Posmatramo euklidsku pravu p na kojoj je fiksirana tacka O (koordinatni
pocetak) i jedan jedini¢ni vektor i. Time smo fiksirali jedan koordinatni sistem prave
p. Neka je A proizvoljna tacka prave p. Kazemo da je @4 = 071 vektor poloZaja tacke
A.

N.l

A @) D
Posmatrajmo slede¢a pridruzivanja:
TR zirs A€,

tako da je vektor polozaja @” tacke A jednak vektoru zi. Ovo su bijekcije koje nam
omogucavaju da element od R posmatramo na jos dva nacina:

1. kao geometrijski vektor na pravoj p (z je komponenta tog vektora u datom
koordinatnom sistemu) i

2. kao tacku prave p (z je koordinata te tacke u datom koordinatnom sistemu).

PRIMER. Posmatramo euklidsku ravan « u kojoj je fiksirana tacka O (koordinatni
pocetak) i dva jedini¢na, ortogonalna vektora Qi j Kao i malopre, kazemo da je
i = OA vektor polozaja tacke A.

j
ol 7

Posmatrajmo slede¢a pridruzivanja:
i 2 - 2
(y ) ceR " —xi+yj— Acp,

tako da je vektor polozaja @? tacke A jednak linearnoj kombinaciji 27 + yj. Ovo su
takode bijekcije koje nam omoguéavaju da svaki element od R? posmatramo na jos dva
nacina, kao vektor u ravni ¢ije su komponente (z,y), odnosno tacku A(zx,y) te ravni.
Ovo sve vazi i za R® i euklidski prostor. Po analogiji, posto nemamo vizuelnu
predstavu o tome Sta bi bio euklidski n-dimenzionalni prostor za n > 4, smatramo
elemente od R" za vektore tog prostora odnosno tacke ¢iji su to vektori polozaja.
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§6.2. Skalarni proizvod i norma vektora u R"

Uy U1
DEFINICIJA. Za dva vektora 4 = : iv= : definiSsemo njihov skalarni
Up Up
proizvod U - U kao realan broj uivy + ... + u,v,.
Lako se vidi da ovako definisan skalarni proizvod zadovoljava slede¢a svojstva:

(1) linearnost, to jest, (at + bv) - W = a(u - W) + b(T - W),

Sy

(2) komutativnost, to jest, @ - v = U -

I

(3) pozitivna definisanost, to jest, @ -4 > 014 -4 = 0 akko @ = 0.

Vektorski prostor V' s binarnom operacijom - : V' x V — R koja zadovoljava svojstva
(1), (2) i (3) je realni unitarni vektorski prostor.

DEFINICIJA.  Norma vektora 4 € R", u oznaci ||d, je

Vi -d=/ud+... +ul.

Za n < 3 se lako proveri da ako @ € R" posmatramo kao geometrijski vektor,
onda je njegov intenzitet (duzina) jednak ||| (to je ujedno i rastojanje tacke, ¢iji je
to vektor polozaja, od koordinatnog pocetka). Za n =1 (@ = (uy)), to sledi zbog toga
5to je po definiciji intenzitet geometrijskog vektora uyi jednak |ui| = /u? = ||

Za n = 2 to sledi po Pitagorinoj teoremi, zbog toga sto je intenzitet geometrijskog

vektora uyi + ug) jednak /u + u2 = ||d]|.

Uopstavajuéi ovo na R" definisemo intenzitet (duzinu) vektora @ € R" kao ||| =
Vud+ ...+ u2. Rastojanje izmedu tacaka A i B je duzina vektora AB = a® — i,

Sto je po prethodnom jednako

77 @) = P = u)? o+ (f — )
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Osobine norme:
(i) [|@]| > 0, ||@| = 0 akko @ =0,
(ii) ||kul|| = |k| ||d]| 1 jos dve sledeée teoreme.

TEOREMA 6.1 (KOSI-SVARC). |@- 4] < ||| ||7]].

—
— —|

DOKAZ. Ako je @ = 0 ili © = 0, onda vazi |7 - ¢ = |a|||7] = o.
Pretpostavimo u, v # 0, tada imamo:

0 < ([[al|v = |v]]@) - (|lllv = [|7]|@), po (3),
akko

0 < [lalP?|9]]* = 2l[@ll[|d]| - & + [|a]*|19]],  po (1), (2) i def. norme,
akko

2l | - v < 2|9,
akko

iU <|a|]||7]], zato sto je ||@|, ||7]| > 0 jer su @, # 0.

Analogno, polazeéi od 0 < (||u]|v+ ||¥]|@) - (||@||0'+ ||7]|@), kao instance nejednakosti
(3), dobijamo —||u||||7]] < @ - v. Dakle vazi |@ - ¢] < ||]|||7]]. -

TEOREMA 6.2 (MINKOVSKI). ||d+ @] < ||| + ||7]].

DOKAZ.

1@ + @] < l[all + |7]]
akko
(@ + 0) - (@ + 0) < ||a]|* + 2||@||||7]] + ||9]|?, kvadriranje i definicija norme,
akko
142]? + 2@ - 7+ |9 < ]| + 2[|]|]|7]] + 1|7]]%,
akko
|- o] < ||@]| - |9]|, $to vazi po teoremi 6.1. .

TVRBENJE 6.3 (NEJEDNAKOST TROUGLA). ||BC|| < ||AC| + | BA|.

DOKAZ. Neka su @4, @P i ¢ redom vektori polozaja tacaka A, B i C. Tada je

BC = @€ — i”, AC = @° — @4 i BA = ar — P, pa trazena nejednakost sledi iz

teoreme 6.2 kada uzmemo da je @ = @¢ — a4 a v = vt — @”. 4

TVRPENJE 6.4 (UGAO 1ZMEPU VEKTORA). Za ugao 6 izmedu ne-nula vektora i, v €
w-v

@l

R"™ vazi cosf =
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DOKAZ.
0 x
O U

Po kosinusnoj teoremi imamo

17~ 31 = llall* + [|191* — 2[|@]|[|2]] cos .
Po definiciji norme i svojstvima (1) i (2) skalarnog proizvoda, leva strana je jednaka

(@) (@) = |l + ]| - 2 -0
Zmaci cosf = EL : v_, ) =

[l 1]

DEFINICIJA.  Vektori @, v € R" su ortogonalni kada je « - v = 0. Oznaka je @ L .
TVRPENJE 6.5. Ako je @ L @, onda je @ + 9]|* = ||@||* + ||7]|%.
1mmAzHﬁ+ﬂP:(ﬁ+@-@Hﬂﬂ:HmP+Hm2+mr6:HMP+HﬂR

—»

TVRBENJE 6.6. Za u # 0, brojc = HH2 je jedinstven skalar sa svojstvom (U — ci) L 4.

DOKAZ.
v U —cl
ci R

—

Broj ¢ = je Furijeov koeficijent vektora ¥ u odnosu na vektor u.

HWP

DEFINICIJA.  Ortogonalna projekcija vektora ¢ na ne-nula vektor @, u oznaci proj (v, @),
je vektor cu, gde je ¢ Furijeov koeficijent vektora v u odnosu na vektor .

TEOREMA 6.7. Neka su Wi, ..., w, medusobno ortogonalni, ne-nula vektori u R".
.S . . V- w; . . .
Neka je v € R"™ 1 neka je ¢; = 1@ H;, za 1l <1 < k. Tada za proizvoljnu k-torku
Wy
(ay,...,ax) realnih brojeva vaZi:

k k
17— " cami|| < |6 agd|.
=1 1=1

DOKAZ. Imamo da za svako 1 < 7 < k, vazi

(5= Y cath) -y = - — o5} | = 0,
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odakle sledi da je
k

k
(17— Z czu_)’z) . Z(CZ — al)zﬂl = 0,
1 -

= =1

pa je
k

k
(T = eati) LY (e — ag);.
=1

i=1

Dalje imamo
17— 25 dilP= 19— oy e + 0 (e — ai) il
=17 = Sy edill® + | 325 (e — @i, po tv. 6.5
> |6 — 3, el a
Geometrijsku interpretaciju teoreme 6.7 ¢ete naci na kraju sekcije 7.2.

DEFINICIJA.  Skup vektora {uy, ..., Uy} je ortonormiran kada su svi vektori u njemu
medusobno ortogonalni i svaki ima normu 1, to jest

{O, zai#j

1, zai=j

TEOREMA 6.8 (BESEL). Neka je {1, ..., U} ortonormiran skup vektora iz R". Neka
U U , :
jev € R" i neka je ¢; = W, za 1 <1< k. Tada vazi:
U;

k
> <.
i=1

DOKAZ.
0< (7= Y00, itly) - (5 — 5 cqily)
= (|12 — 2T S0 eths) + (i eaths) - (o0 i)
= [lol? =200, & + X, & Jerje 0l = ¢,
ol Gl Sy .

Geometrijsku interpretaciju teoreme 6.8 ¢ete nac¢i na kraju sekcije 7.2.

Prethodna tvrdenja vaze u svakom realnom unitarnom prostoru u kome su norma
i ortogonalnost vektora definisani pomoc¢u skalarnog proizvoda na isti nacin kao kod
R".
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§6.3. Ortogonalna projekcija vektora na pravu

Podsetimo se da je ortogonalna projekcija vektora ¥ € R" na ne-nula vektor ¥ € R"
definisana kao

l
1

proj(v,u) =g ||ﬁ||2ﬁ

DEFINICIJA.  Ortogonalna projekcija vektora v € R™ na linearni omotaé¢ ne-nula vek-
tora @ € R", zan € {2,3}, uoznaci projja)(v) je definisana kao proj (v, @). 1z osobina
skalarnog proizvoda i norme sledi da za svaki ne-nula vektor @ i za svako ¢ # 0, vazi
proj(v,u) = proj(v,ct), pa projiay(v) zavisi od potprostora [{u}] a ne od izbora
ne-nula vektora @ u njemu.

x 0
1
z 1\,) (o 0 0
PRIMER. projysn(ly]) = — 1|=y|l y
z 0 0 0
- S 2
PRIMER. Odrediti orogonalnu projekciju vektora (3> na pravu p: y = 2.
p
(27 3)

Prava p je [{ (;) }, pa imamo:

i 0= G)

PRIMER. Drugi pogled na prethodni primer: Sine su na pravoj zadatoj sa y = 2x
. 2 . . ,
a vetar duva konstantnom brzinom zadatom vektorom (3) Kojom brzinom c¢e se

kretati voz po tim Sinama ako nema trenja?



§7. Sedma nedelja

§7.1. Gram-Smitov postupak ortogonalizacije
TEOREMA 7.1. Ako su ne-nula vektori wy, . .., w, € R" medusobno ortogonalni, onda
je {wh, ..., W} linearno nezavisan.

DOKAZ.

ci =0, jer w; nije nula vektor pa je w; - w; > 0.
PosLEDICA 7.2. Ako je W neki k-dimenzionalni potprostor od R"™ i ako su ne-nula
vektori Wy, ..., Wy € W medusobno ortogonalni, onda je (w, ..., W) baza za W.
DOKAZ. Direktno iz teoreme 7.1 i leme 4.6.

DEFINICIJA.  Ortogonalna baza vektorskog prostora je baza tog prostora u kojoj su
svi vektori medusobno ortogonalni.

TVRPENJE 7.3. Neka je B = (W, ..., W) ortogonalna baza za W. Ako je Repg(w) =
(&1

, onda za svako i € {1,... k} vaZi da je ¢; Furijeov koeficijent vektora w u odnosu
Ck

B
na vektor w;.

DOKAZ.

-+CM@C /4@

d)’:cl’tﬁl—i—..

PRIMER. (€1,...,€,) je ortogonalna baza za R".
4 1\, . 9 . . .
PRIMER. B = { 9] (3 ) je neortogonalna baza za R*. Mozemo je prevesti na

ortogonalnu bazu K = (K1, K3) na sledeci nacin.

Neka je k1 prvi vektor baze B, to jest K1 = 5]

= () i )-()- Q) ()~ ()

41



42 ODELjAK 7. SEDMA NEDELjA

Lako se proveri da su ne-nula vektori (;l) i <_ ) medusobno ortogonalni (ovo je

2
i posledica tvrdenja 6.6) pa je K, po posledici 7.2, ortogonalna baza za R

1 0 1
PriMER. B={([1],[2],[0]) je neortogonalna baza za R*. Mozemo je prevesti
1 0 3
na ortogonalnu bazu K = (K1, ke, K3) na slede¢i nacin.
1 0 0\ /1 —2/3
Ri=|1|, Re=|2] —proj(|2],(1])= 4/3 1,
1 0 o/ \u —2/3
1 1 1 1 —2/3 —1
R3= 0] —proj({O], (1)) —proj({O],| 4/3|])=1 O
3 3/ \1 3/ \-2/3 1
TEOREMA 7.4 (GRAM-SMITOVA ORTOGONALIZACLIA). Ako je <ﬁl, . ,5@, zak >1,
baza potprostora od R", onda wvektori R = [, Re = Pa — proj(gg, R1)yeens
7, = B — p’roj(gk, Ri)—...— proj(gk, Rk—1) daju ortogonalnu bazu tog potprostora.
DOKAZ. Indukcijom po k > 1 ¢emo pokazati da su Ky, ..., K medusobno ortogonalni,
ne-nula vektori iz [{ﬁl, - ,Ek}] Ovo je dovoljno da po posledici 7.2 zaklju¢imo da je
(Ri,...,Ry) ortogonalna baza za [{f1, ..., Bi}]-

(baza indukcije) Neka je k = 1. Imamo da je &) = 51 pa sve ocigledno vazi.
(induktivni korak) Neka je & > 1. Po induktivnoj pretpostavci imamo da su

K1, ...,Kr_1 medusobno ortogonalni, ne-nula vektori iz [{61, o ,Ek,l}].
Ako je R = 0 onda je B, € {R1,...,RKk-1}] C [{51,...,ﬁk,1}], sto je suprotno
pretpostavcei da je {ﬁ:, o ,Bk} linearno nezavisan.
_’IZ R = Bk — 1Ry — ... — CRp—1 1 R1,..., K1 € [{5’1, . ,B,H}} sledi da je Ky €
A
Jos treba proveriti da za svako i € {1,...,k — 1} vazi & L &;.

—

Rk + K :gk'gi—ci(fzrﬁi)

v BB,
:Bk"‘ii_ - _,Z(/‘ii':‘ii>:0. —
Ri - K;

DEFINICIJA.  Baza B je ortonormirana kada je B ortonormiran skup vektora.

—

TVRBENJE 7.5. Ako je <51, ..., Bg) ortonormirana baza i U = 0151 +...+ ckgk, onda

je |v = Vet + ...+ .
poKAZ. [[§] = \/(e1fi + ...+ eB) - (P +... +ab) = VI F . ;

Svaku ortogonalnu bazu prevodimo u ortonormiranu mnozeé¢i svaki njen vektor

reciprocnom vrednoséu norme tog vektora.
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PrRIMER. U prethodnom primeru dobili smo da je

N\ /-2/3\ /-1
K=(1],1 4/3].[ o]
1) \-2/3 1

ortogonalna baza za R®. Po gornjem uputstvu dobijamo da je

1/V3\  [—V6/6\ [—v2/2
:< 1/\/_ ) \/6/3 ) 0 >
1/v3) \-V6/6 V2/2

ortonormirana baza za R
§7.2. Ortogonalna projekcija vektora na potprostor

DEFINICIJA. Neka je U potprostor od R". Definisemo njegov ortogonalni komplement
U+ kao
Ut =4 {¥ € R" | ¥ je ortogonalan sa svakim vektorom iz U}.

LEMA 7.6. Ako je vektor ortogonalan sa svakim vektorom nekog skupa, onda je taj
vektor ortogonalan i sa svakim vektorom iz linearnog omotaca tog skupa. Obrat vazi

trivijalno.
DOKAZ. Akoje 0'-i; =0,...,0 -1, =0, onda jei¥- (c1ty + ...+ cxtly) = c1 (V- 1) +
+Ck(l_fﬁk)=0 =

POSLEDICA 7.7. Ako je svaki vektor skupa S ortogonalan sa svakim vektorom skupa
T, onda je i svaki vektor iz [S] ortogonalan sa svakim vektorom iz [T1.

DOKAZ. Po lemi 7.6 dobijamo da je svaki vektor skupa S ortogonalan sa svakim vek-
torom iz [T]. Posto je relacija ortogonalnosti simetriéna, opet po lemi 7.6 zaklju¢ujemo
da je svaki vektor iz [T] ortogonalan sa svakim vektorom iz [S]. Jo§ jednom iskoristiti
simetricnost ortogonalnosti. o

PRIMER. Odrediti ortogonalni komplement ravni
x

P={ly| |3z+2y—2=0}={z 0)—|—y 1| |z,y€ R}

z

1 0
Polemi 7.6, Pr = {7 €R*|¥- |0| =0 A @-[1] =0}. Dakle,
3 2
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T
Pr={ly] |z+32=0 A y+22=0}
z
-3z -3
={|[-2z] |zeR}=[{[-2]}]
z 1

TVRPENJE 7.8. Za potprostor U od R™ vazi da je U+ takode potprostor od R™ i jos
vazi R" =U @ U+.

DOKAZ. Prvo éemo pokazati da je Ut potprostor od R". Posto je 0 ortogonalan sa
svakim vektorom iz U, to je 0 € UL, pa je UL neprazan. Neka su ), @, € U i neka je
@ proizvoljan vektor iz U. Po lemi 7.6 imamo da je @ L (¢ + coty) pa zakljuéujemo
da je c1W; + coy € U*. Po tvrdenju 3.1 sledi da je U+ potprostor od R™.

Jos treba pokazati da je R™ = U @ U+. Neka je <§1, o ,ﬁ}) baza za U. Prosirimo
je po tvrdenju 4.8 do baze (5’1, e ,Ek, Ek+1, e ,§n> za R". Primenimo Gram-Smitov
postupak ortogonalizacije i neka je

(Riy .oy Ry Rktly -y R

dobijena ortogonalna baza za R", pri ¢emu je (Ky,...,Ky) ortogonalna baza za U.
Pokazimo da je (Rry1,. .., Rn) baza za UL a za to je po teoremi 7.1 dovoljno pokazati da
je [{Rrs1,-- ., Rn}] = UL. Po posledici 7.7 imamo da je svaki vektor iz [{Rpi1,. .., Kn}]
ortogonalan sa svakim vektorom iz U. Dakle imamo [{Rji1,...,<,}] C U*. Sa druge
strane, neka je @ proizvoljan vektor iz U+ i neka je

117:01/%’1 +...+Ck/_{k+ck+1/?5k+1 ++Cngn

njegov razvoj u dobijenoj bazi od R". Po tvrdenju 7.3 imamo da je ¢; = ... = ¢, = 0,
paje i € [{Fesrs. ., Fn}]. Dakle, U C [{Fyia,- ., o} pajo UL = [{Frsr, . B}
Po lemi 5.8 imamo da je R" =U ® U+, =

Neka je U potprostor od R". Po tvrdenju 7.8 i lemi 5.8 imamo da za svako v € R"
postoje jedinstveni @ € U i @ € U+ takvi da je ¥ = @ + 0.

DEFINICIJA.  Ortogonalna projekcija vektora ¢ na U, u oznaci projy (), je jedinstveni
vektor @ € U takav da je ¥ = @ + @ za neko @ € U+. Vektor @ = ¥ — projy(7) je
ortogonalna dopuna vektora v u odnosu na U. Ugao izmedu vektora i potprostora je
ugao izmedu tog vektora i njegove ortogonalne projekcije na taj potprostor.

Postupak odredivanja ortogonalne projekcije i ortogonalne dopune vektora ¢ na pot-
prostor U.

1. Odrediti ortogonalnu bazu (<1, ..., Kx) za U.
0l

1

)

2. Odrediti Furijeove koeficijente ¢; =

E



§7.2.  Ortogonalna projekcija vektora na potprostor 45

3. p’l“OjU(’l_f) = 01/%1 + ...+ Ck"_{k'
4. Ortogonalna dopuna vektora ¥ u odnosu na U je vektor ¢ — projy(v).
Sada mozemo dati preformulacije teorema 6.7 i 6.8.

TEOREMA 6.7 (PREFORMULACIJA). Norma ortogonalne dopune vektora v u odnosu
na U je manja ili jednaka od ||V — || za proizvoljan vektor @ € U. To jest, rastojanje
tacke do njene ortogonalne projekcije na potprostor je manje ili jednako od rastojanja
te tacke do bilo koje tacke tog potprostora.

TEOREMA 6.8 (PREFORMULACIJA). Norma (duZina) ortogonalne projekcije vektora
na potprostor manja je ili jednaka od norme (duzine) tog vektora.






§8. Osma nedelja

§8.1. Linearna preslikavanja, izomorfizmi

Vektorski prostor R? i vektorski prostor vektora u euklidskom prostoru smo izjednaéili.
Takode skoro da ne razlikujemo prostor R" i prostor R = {(z1...2,) | z1,...,2, €
R}. U primerima smo videli da na slican nacin ,,poistoveé¢ujemo” prostore R'iP; =
{ap + arx + asx® + azz® | ap,a1,a2,a3 € R}. U ovoj sekciji ¢emo se baviti pojmom
izomorfizma vektorskih prostora koji stoji iza ovih izjednacavanja.

DEFINICUJA.  Linearno preslikavanje (homomorfizam) izmedu vektorskih prostora V'
i W je preslikavanje f: V — W takvo da za svako v,7, € V ir € R vazi:

for+ ) = f(0) + f(B2) 1 f(ro) =rf(0h),
to jest f ¢uva strukturu vektorskog prostora.

TVRPENJE 8.1. Preslikavanje f: V. — W je linearno ako za svako vi,v5 € V i
c1,00 € R vazi f(e10] + cota) = 1 f(01) + cof (Ua).

DOKAZ. Za ¢ = ¢ = 1 dobijamo prvo svojstvo a za ¢; = r i ¢ = 0 dobijamo drugo
svojstvo. =

DEFINICIJA. Linearno preslikavanje je izomorfizam kada je ono bijekcija (postoji pres-
likavanje koje mu je istovremeno i levi i desni inverz). Ako postoji izomorfizam izmedu
V i W onda kazemo da su oni izomorfni i piSemo V = W.

PrRIMER 1. Neka je B = <ﬁl, e ,En) baza vektorskog prostora V. U odeljku 4.1 smo
videli da reprezentacija Repg dodeljuje svakom vektoru iz V' ta¢no jedan vektor iz R".
Pokazimo da je Repp izomorfizam. Neka je @ = clﬁl +.. .+cn§n iU = dlgl +.. .+dn§n.
Tada je at + bt = (ac; + bdl)gl + ...+ (ac, + bdn)gn, pa je

acy + bd; c1 d;
Repg(at + bv) = : =al|:|+0b| : | =aReps(d)+bReps(v),
ac,, + bd,, Cn d,

Sto znaci da je Reps homomorfizam. Lako se pokazuje da je preslikavanje iz R" u V

zadato sa
&1

H0151+...+cn5n

Cn

njegov inverz.
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PrRIMER. Neka je V = {u: R — R | u(f) = acosf + bsinb, a,b € R}. U
trecem primeru iz sekcije 4.1 smo pokazali da je B = (cos 8, sin #) baza za V. Pokazimo
da je V = R?. Definisimo f: V — R? sa

f(c1cosf + cosinf) = <21> :
2
to jest f = Repg. Po prethodnom primeru f je izomorfizam izmedu V i R?.

DEFINICIJA.  Automorfizam je izomorfizam vektorskog prostora sa samim sobom.

PRIMER. Neka je f: P5; — Ps zadato sa f(p(x)) = p(x — 1). Prvo ¢emo pokazati da
je f linearno preslikavanje.

fp(x) +q(z)) = ao+bo+ (a1 + b)) (x — 1) + ... + (a5 + bs)(x — 1)°
=apt+a(x—1)+...+as(x —1)° + by +bi(x — 1)+ ... + bs(x — 1)°

= f(p(z)) + f(q(z))

F(rp(z)) = rag+ray(x — 1) + ... + ras(z — 1)°
=r(ap+ai(x— 1)+ ... +as(x — 1))
=rf(p(x)).

Ako f7': Ps — Ps zadamo sa f~!(p(x)) = p(x + 1), onda se lako proveri da je
fto f(p(x)) =p(z) = fo fp(x)), paje f bijekcija. Dakle, f je automorfizam.

LEMA 8.2. Linearno preslikavanje preslikava nula vektor u nula vektor.
pokaz. f(0) = f(07) = 0f(7) = 0.
LEMA 8.3. Inverz izomorfizma je izomorfizam.

DOKAZ. Po tvrdenju 8.1, dovoljno je pokazati da f~': W — V zadovoljava f~*(c ) +
Cotly) = c1 f 71 (W) )+cof 71 (). Posto je f bijekcija, ovo je ekvivalentno sa f(f ! (¢ +
Cotly)) = fcrf7H (W) + eof 71 (), Sto je tacno jer se i leva i desna strana svode na
c1W1 + cowWy (za desnu stranu koristimo tvrdenje 8.1). =

KOMENTAR. Linearno preslikavanje f:V — W je izomorfizam akko postoji linearno
preslikavanje g: W — V takvo da je go f =1y @ fog=1w.

LEMA 8.4. Kompozicija linearnih preslikavanja je linearno preslikavanje.

DOKAZ. Nekasu h:V — U i g: U — W linearna preslikavanja. Tada vazi:
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g o h(c1t) + cata) = g(h(c1t) + cota)) = g(crh(vh) + cah(Uy))
= c19(h(v1)) + cag(h(vh)
=1 go h(Uy) 4+ co g o h(th). .

TEOREMA 8.5. Relacija = je relacija ekvivalencije.

DOKAZ. Identi¢no preslikavanje na vektorskom prostoru je izomorfizam pa je = reflek-
sivna. Koriste¢i lemu 8.3 pokazujemo da je relacija = simetri¢na. Posto je kompozicija
bijekcija bijekcija i kompozicija linearnih preslikavanja je linearno preslikavanje, to je
relacija 2 i tranzitivna. =

TEOREMA 8.6. Vektorski prostori su izomorfni akko imaju istu dimenziju.

DOKAZ. (=) Neka je B = (f31,...,5,) baza za V. Neka je f: V — W izomorfizam.
Pokazacemo da je fB = (f(51),..., f(B,)) baza za W. Posto u B nema ponavljanja i
f je 1-1 to ni u fB nema ponavljanja.

Pokazimo da je [fB] = W. Neka je @ € W. Posto je f na to postoji 7 € V takav

da @ = f(v). Neka je v = 1B+ ...+ cnfy. Posto je f linearno preslikavanje, imamo

dajewW=c1f(61)+...+ cnf(ﬁn).
Jos treba da pokazemo da je fB linearno nezavisan.

crf(B1) + ...+ cuf(Bn) = 0 akko f(c1fi+ ...+ cafln) = f(0), f linearno,
akko 0151 +...+ cngn =0, f je 1-1,
akko ¢y = ... =¢, =0, B je lin. nez.

Posto je fB baza za W duzine n, to je dim(W) =n = dim(V).

(<) Pretpostavimo da su prostori V' i W dimenzije n. Po prvom primeru oba su
izomorfna sa R" pa su po teoremi 8.5 i medusobno izomorfni. -

NAPOMENA 8.7. Svaki n-dimenzionalni vektorski prostor je izomorfan sa R". Ako je
B = {(5,...,0n) baza za V onda je Repg izomorfizam izmedu V i R".

TVRBENJE 8.8. Izomorfizam cuva linearnu nezavisnost.

DOKAZ. Kao deo dokaza teoreme 8.6 u kome smo pokazali da je fB linearno nezavisan.

_|

PosSLEDICA 8.9. Linearna nezavisnost skupa vektora se moze proveriti kroz linearnu
nezavisnost skupa njihovih reprezentacija u odnosu na proizvoljnu bazu.

PRIMER. Neka je U = [{2? + 2*,22% + 32, —2? — 32*}] potprostor od P;. Odrediti
bazu za U.
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Ako sa B oznac¢imo ,,standardnu” bazu (1, x, 22 23, 2*) za P,, onda je

0 0 0

0 0 0
Repg(x2 + a:4) =11 ,Rep3(2132 + 3x4) =12 ,Replg(—yz:2 — 3:1]4) =1-1

0 0 0

1 B 3 B -3 B

Zatim primenimo tehniku iz sekcije 5.1

00 10 e a 00101
00 20 Lo 2 0000 1
00 -1 0 -3 00000

i dobijemo da je (z* + x*,2*) baza za U.
§8.2. Linearna preslikavanja (homomorfizmi)

TEOREMA 8.10. Linearno preslikavanje je odredeno svojim dejstvom na bazi: ako
je (B1,...,Bn) baza za V i Wy, ... W, ne nuino razliciti vektori iz W, onda postoji
jedinstveno linearno preslikavanje f:V — W takvo da je f(53;) = ;.

DOKAZ. Za U = 0151 +...+ cngn, definisimo f(v) =4 c1W; + ...+ ¢, W,. Preslikavanje
f:V — W je dobro definisano po teoremi 4.1 (svaki ¥ € V se na jedinstven nacin
zapisuje kao linearna kombinacija vektora baze).
Pokazimo da je f linearno preslikavanje i za to koristimo tvrdenje 8.1. Neka je
’U:Clﬂl—{——l-cnﬁnlﬁ:dlﬁl—l—+dnﬁn
Flat+ @) = fla(erfr+ ...+ cnB) + b(ds By + . .. + dnf))
= f((ac; +bdy ) By + ... + (ac, + bd,,)5,)
=g (acy + bdy)W + ... + (ac, + bd,)w,
= a(cWy + ... + ¢, Wy,) + b(dyy + ... + dpdy)
= af (V) + bf ().
Jos treba dokazati jedinstvenost. Ako je g: V' — W linearno preslikavanje takvo
da je g(f) = i, onda je
9(@) = glerfr + ..+ caB)
= Clg(gl) +.o Tt Cng(ﬁﬂ)
:cltﬁl+...+cnwn

= f(v). Dakle, f = g. =
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PRIMER. Neka je h: R* — R? zadato sa h(e}) = (_1), h(ey) = (_i) Onda je

1
3 . Sy o (1 -4\ (5
Najcescée ovakvo h zapisujemo kao (x) N (—:17 - 4y).
Yy r + 4y

Homomorfizmi se mogu linearno kombinovati. Na primer, neka su homomorfizmi
f,g: R* = R? zadati sa

04 (a) G) 2 )

Tada je linearna kombinacija 5f — 2¢g: R*> — R? zadata sa
AN 10z
Y 5r — 10y )~

DEFINICIJA.  Neka je L(V,W) =4 {f | f: V — W je linearno preslikavanje}.

DEFINICUJA. Za f,g € L(V,W) definiSemo f+g:V = Wirf:V — W kao
(f + 9)(V) =4 f(¥) + g(¥) odnosno (rf)(v) =4 rf(0) (videti sedmi primer u sekeiji
2.2).

LEMA 8.11. Ako su f i g u L(V,W), onda su f+ g irf takode u L(V,W).
DOKAZ. Koristedi tvrdenje 8.1 pokaza¢emo da su f + g i rf linearna preslikavanja.
(f + ¢)(at + bid) = f(a¥ + bid) + g(av + bid)

— af (@) + b (@) + ag(?) + bg(@)
= a(f +9)(@) +b(f + 9)(1),
(rf)(av + b)) = rf(av + bi)
= raf (V) + rbf(u)
= a(rf)(v) + b(rf)(4). .

TVRBENJE 8.12. L(V,W) je vektorski prostor; to je potprostor od WV (prostora svih
funkcija 1z’ V. u W ; videti sedmi primer u sekciji 2.2).

DOKAZ. Konstantna funkcija koja slika sve vektore iz V u Oy je homomorfizam pa je
L(V,W) neprazan. Dakle, tvrdenje sledi po tvrdenju 3.1, uz pomo¢ leme 8.11. —|
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§8.3. Slika i jezgro linearnog preslikavanja

LEMA 8.13. Neka je h: V. — W linearno preslikavanje v neka je U potprostor od V.
Tada je h(U) = {h(10) | © € U} potprostor od W. Specijalno h(V') je potprostor od W'.

DOKAZ. U je neprazan pa je h(U) takode neprazan. Neka su h(u) i h(us) iz h(U).
Tada je
alh(ﬁl) + Clgh(ﬁz) = h(alﬁl + ClQﬁg) € h(U),

pa je h(U), po tvrdenju 3.1, potprostor od W. -

DEFINICIJA.  Slika homomorfizma h: V' — W u oznaci Im(h) (oznaka u [2] je R(h))
je potprostor h(V) = {h(?) | ¥ € V} od W. Dimenzija od Im(h) je rang od h u oznaci
rank(h).

PRIMER. Neka je h = %: Py — Ps zadato sa h(ag+ a1z + asx® + azx®) = a1 + 2asx +
3azz?. Lako se proveri da je h linearno preslikavanje i da je Im(h) = {r + sz + ta? |
r,s,t € R} = Py (trivijalno, Im(h) C {r + sx +tz? | r,s,t € R} a obrnuta inkluzija
vazi zato §to je npr. h(ag +rz + $2° 4+ £2%) = r 4 sz + ta?). Posto je dimenzija od Ps
jednaka 3 to je rank(h) = 3.

PrRIMER. Neka je h: My — P3 zadato sa

(CCL Z) |£>(a+b+2d)+cx2+cz3.

Lako se proveri da je h linearno preslikavanje i da je Im(h) = {r + sz® + sz® | r,s €

R} = R? (trivijalno je da Im(h) C {r + sz + s2® | 7,5 € R} a obrnuta inkluzija vazi
zato Sto je npr.

Posto je (1, 2% + x3) baza za Im(h), to je rank(h) = 2.

VAR e}

.
T\ n

: >»—>r+sx2+sx3).
1

LEMA 8.14. Neka je h: V. — W linearno preslikavangje i neka je U potprostor od W,
onda je h™1(U) = {v € V' | h(v) € U} potprostor od V.

DOKAZ. Posto je h(0y) = Ow € U, to je Oy € h=*(U) pa je h~'(U) neprazan. Neka su
Uy 1 Uy iz h™1(U). Tada je

h(alﬁl + CLQ’UQ) = alh(ﬁl) + CLQh('JQ) € U,
pa je i a1vy + axth € h1(U) te je h=1(U), po tvrdenju 3.1, potprostor od V. =

DEFINICIJA.  Kernel (jezgro) homomorfizma h: V' — W, u oznaci Ker(h) (oznaka u
2] je N'(h)) je potprostor = ({0w}) = {# € V | h(¥) = 0}. Dimenzija od Ker(h) je
defekt homomorfizma h.
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PrRIMER. U prethodnom primeru za h: My — P3 imamo da je

Ker(h):{(z 2) |a+b+2d:0,c:0}:{<_b0_2d 2) |b,d € R}

-1 1 -2 0
—{b(o O)+d(0 1)|b,d€R},
pa je defekt od h jednak 2.

TEOREMA 8.15. Za linearno preslikavanje h: V. — W wvazi da je

dim(V') = dim(Im(h)) + dim(Ker(h)).

DOKAZ. Neka je B = (51,...,5k> baza za Ker(h). Po tvrdenju 4.8, B se moze
prosiriti do baze (01, ..., Bk, Bks1,- -, On) za V. Tvrdenje e vaziti ako pokazemo da
je D = (h(Brs1),---,h(Bn)) baza za Im(h). Po lemi 5.8 imamo da je

(%) V = Ker(h) ® [{gk—i-la e >gn}]

Pokazimo prvo da u D nema ponavljanja. Ako je h(EkH) = h(§k+j) onda je By —
Pi+; € Ker(h) aﬁzbog (:k) je Ker(h) N [{Br+1,---,0n} =0 paje Brti = Brtj Sto daje
i = j jer susvi f,..., 3, medusobno razliciti.

Pokazimo da je D linearno nezavisan. Ako je

Ck—&-lh(gk—&—l) +...F Cnh(gn) = 67

onda je ck+1§k+1 + ...+ ann € Ker(h). Po uslovu (x) zakljucujemo da je ck+1gk+1 +
...+cn/§n:6, pajecpr1 =...=c, =0.

Jos treba pokazati da je Im(h) C [{h(Brs1), - .., h(Bn)}] (obrnuta inkluzija je triv-
jjalna). Neka je J € I'm(h), §to znaéi postoji ¢ € V takav da je h(¥) = w. Neka je
U=1u+ ck+1gk+1 +...+ cngn, gde je i € Ker(h). Tada vazi

@ = h(B) = 0+ ceprh(Brsa) + .+ cah(Ba) € [{R(Beg)s -, (B} 4
x
N 0
PRIMER. Neka je h: R* - R* zadato sa |y A

e )
0

x 1 0

0 0 0

Imh) =4, | lmyeRE={z | I+ || [oyER)
0 0 0
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0 0
Ker(h)={|0| |ze R} ={2[0] | z € R}.
z 1

POSLEDICA 8.16. Rang linearnog preslikavanja je mangi ili jednak od dimenzije do-
mena. Jednakost vazi u slucaju kad je defekt nula, to jest kad je jezgro trivijalno.

TEOREMA 8.17. Neka je h: V — W linearno preslikavanje. Tada su sledeca tvrdenja
ekvivalentna:

(1) h je 1-1;

(2) Ker(h) = {0}, to jest defekt je jednak nuli;

(3) rank(h) = dim(V);

(4) ako je (El, o ,§n> baza za V', onda je (h(gl), . h(ﬁn» baza za Im(h).

DOKAZ. (1) = (2) Ako je h(¥) = 0 = h(0), onda posto je h 1-1 sledi da je 7 = 0.

(>:>(1> (Ul):h(l_fz):>h(?71—U2):0:>U1—U2:0:>U1:U2.

(2) < (3) Teorema 8.15

(2) = (4) Kao u dokazu teoreme 8.15.

(4) = (2) Neka je (ﬂl, ..., B,) baza za V incka je 7 = 10, + . —I—cngn € Ker(h).
Znaci 0 = h(7) = ah(B) + ... + cuh(By), pa posto je {h(B1),...,h(5,)} lincarno
nezavisan jer je (h(51),.. .,h(ﬁn» baza za Im(h), dobijamo ¢; = ... = ¢, = 0, §to

znaci da je v = 0. -
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89.1. Reprezentacija linearnih preslikavanja

Po teoremi 8.10 znamo da je svako linearno preslikavanje odredeno svojim dejstvom
na izabranoj bazi domena.

PRIMER. Neka je h: R? — R? zadato dejstvom na standardnoj bazi sa

1 2 0 1 —1
S, 2. Tada je za o= € R?, h(?) jednako
0 1 )
3 0
2 1 3
n=1 (D 45 (")) = —in((2) sn((“)) = =1 [ 1] w5 (2] = [ 9
0 1 0 1
3 0 -3
2 1 2 1
Primetimo da kada od vektor kolona |[1| i |2 ] formiramo matricu [1 2| i
3 0 3 0
,,pomnozimo” je sa U = (_é> na sledec¢i nacin
21\ (2 (-1)+1:5
1 2 ( 5): 1-(=1)+2-5
30 3.(=1)+0-5
dobijamo h(7).
DEFINICIJA. Neka je h: V' — W linearno preslikavanje i neka su B = (ﬁl, . ,B;J i

D =(8,,...,0,) redom baze za V i W. Neka je:

hu hln
Repp(h(B1)) =1 + | ..., Repp(h(Bn)) = | :
Tada matricu
hii ... hi,
[ N

oznacavamo sa Repg p(h) 1 zovemo matricnom reprezentacijom za h u odnosu na baze
BiD.

NAPOMENA. Broj kolona u matrici Repgp(h) je dimenzija domena dok je broj vrsta
dimenzija kodomena.

55
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DEFINICIJA. Matricu tipa m X n mnozimo vektor kolonom v € R" na sledeéi nacin:

a1 a2 ... Qp (&1
921 Ao22 ... QA9pn Cy
Am1 Am2 .. Qmp Cp,

a11C1 + a12Co+ Ce —|—Cl1nCn
a21C1 + A92C2+ .. taspcn,
Am1Cl + GmaCot+ ... +QmnCn

TEOREMA 9.1. Neka su h, V., W, B i D kao u definiciji matricne reprezentacije za h

i neka je v € V. Tada vazi:

Repp(h(v)) = Reppp(h) Reps (V).

DOKAZ. Neka je

has
Reppp(h) = :
hml

h’mn C’I’L

hln (&1

i Repp(v) =

B

Dakle imamo h(51) = h110y + ... + hog1Om, .., h(Bn) = h1ndy + - .. + hoppO 1 T =
101+ ... + ¢, B, lzracunajmo h(¥) koristeéi linearnost od h.

h@) = cth(By) + ... + coh(fy)
5

-

= Cl(hllgl + ...+ hml m) + ...+ Cn(hlngl + ...+ hmngm)
= (Clhll + ...+ Cnhln)gl + ...+ (Clhml + ...+ Cnhmn)gm

Znaci imamo:

h1101+
Repp(h(v)) = :
hm161+

+h1ncn
= Repgp(h) Repp(v).

_|

PRIMER 2. Neka je tp: R* — R? rotacija oko koordinatnog pocetka za orijentisan
ugao #. Ovde R? posmatramo kao prostor vektora u euklidskoj ravni. Da bismo
pokazali da je ty linearno preslikavanje iskoristicemo to Sto je rotacija izometrija pa

preslikava paralelogram u paralelogram i duz u podudarnu duz (videti donji levi ctrez

na kome je # pozitivno orijentisan prav ugao). Donji desni crtezi nam daju:

1 ,ﬁ) cos 6
0 sin 0

0 |t_9> —sin @
1 cos 6
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(cos B, sin )
to(V+ @) = to(V) + to ()

to(7) (1,0

to(u)

IS

<y
+
1

(—sind, cosH) 1

%

<y

Znaci, Repe, ¢,(tg) = ((;(:zg _S(I)I; Z) . Tako npr. mozemo da izra¢unamo tsge ( (_3> ):

(1 DO-(F2)

w

1 0 1
PRIMER. Neka su B = ( 2 : L YiD=([0],-2],]0]), redom baze za R*i
0 4
0 0 1
R®. Neka je h: R?* — R? zadato sa
1 1

A~ X\
O N
_~

>
— =
e
N
I=
O N

)
9
S,
)
=
)
o
o,
=
@D
e
=
Q)
]
=
o)
—~
>
S~—
=
=
O
=
&
=
)
o
o,
=
D
=7
=
&
<
o]
— =
(el NN

) ) i Repp(

1 0 1 1 C1 + C3 1 C1 = 0
a |0 +e|-2|+a|0)=(1]e| 2a|=|1]e a=—3
0 0 1 1 C3 1 C3 = 1
1 0 1 1 c1+c3 1 o =1
a|0)+e|-2]+c|(0]=12] < 20 =12]< c=-1
0 0 1 0 C3 0 3 =
1 0 1 1
Dakle, Repp(|1])=|—%| i Repp(|2]|)=|—-1] paje
1 1), 0 0/,
0 1
Reppp(h) = —% -1
1 0
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Neka je 7= (3) € R? Odredimo Repp(h(?)). Prvo ¢emo odrediti Reps (7).

4

2 1 . 3 261+CQ o 3 01:].
207 ()= )= () =)= 25

Dakle, Repg(v) = G) , pa je

B
0 1 ] 1
Repp(h(7)) = Reps.p(h) Reps(@) = [ —3 —1 (1): s
1 0 1

PRIMER. Neka je [: R* — R? linearno preslikavanje zadato sa

v x —2y+ 3t
I g )= [ -3z + 6y +22— 11t
: 20 —4y + 2+ 5t

Hoéemo da odredimo matricu L koja reprezentuje [ u odnosu na par standardnih
(kanonskih) baza za R* i R*. Imamo:

o (N ) A o) [o), [
0 2 0 —4 1 1 0 5
0 0 0 1
1 =2 0 3
Dakle, L=|—-3 6 2 —11]. Primetite kako se L lako ¢ita iz gornje definicije za .
2 —4 1 5

89.2. Svaka matrica reprezentuje linearno preslikavanje

Neka je data matrica

hll R hln
H=1": : :
hm1i oo hon
i neka je B = <ﬁ:, o ,§n> baza za n-dimenzionalni prostor V a D = <(§1, o ,gm) baza

za m~dimenzionalni prostor W. Po teoremi 8.10 postoji jedinstven homomorfizam
h:V — W takav da za svako 1 < ¢ < n vazi

Bi S hudy 4. RO
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Po definiciji matri¢ne reprezentacije imamo da je Repgp(h) = H. Znaci H reprezentuje
linearno preslikavanje h. Posto je izbor baza B i D proizvoljan ova korespondencija
izmedu linearnih preslikavanja i matrica nije jednoznacna.

1O\, o oo AN O
(0 O) iV =W =R". Nekasu Bl—D1—<<O) : (1)>Jednake

0\ (1
1’0>

PRIMER. Neka je H=

standardne baze za R? a neka su By = Dy = { jednake ali nestandardne (u

smislu redosleda) baze za R?.
Linearno preslikavanje hi: R* — R? je reprezentovano sa H u odnosu na B i Dy

)= (26 9 (6= 6), - )

Linearno preslikavanje he: R?* — R? je reprezentovano sa H u odnosu na By i Dy

)= (L5690 6), - ()

Intuitivno, hy odgovara prvoj a hy drugoj projekciji a zadaje ih ista matrica (u odnosu
na razlic¢ite parove baza).

TEOREMA 9.2. Rang matrice jednak je rangu svakog preslikavanja koje ona reprezen-
tuge.

DOKAZ. Neka je h: V — W reprezentovano matricom
hll e hln

H=1 : : :
Y (.

Tada je po definiciji rang od h jednak dim(Im(h)) sto je po posledici 8.9 jednako broju
linearno nezavisnih vektora u skupu

h11 hin
{ 3t }
hml hmn
a to je dimenzija prostora kolona od H, sto je po definiciji rang od H. -

TVRBENJE 9.3. Neka je h: V — W linearno preslikavanje reprezentovano matricom
H € Myysn. Tada je h na akko je rank(H) =m i h je 1-1 akko je rank(H) = n.

DOKAZ. (na) Imamo da je dim(W) = m. Po teoremi 9.2 je dim(Im(h)) = rank(h) =
rank(H). Dakle,
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h je na akko Im(h) = W akko (tvrdenje 4.10) dim(Im(h)) = dim(W) akko
rank(H) = m.
(1-1) Imamo da je dim (V') = n. Po teoremi 9.2 je rank(h) = rank(H). Dakle,

h je 1-1 akko (teorema 8.17) rank(h) = dim(V') akko rank(H) = n.

DEFINICIJA.  Nesingularno linearno preslikavanje je sinonim za izomorfizam. Ukoliko
nije nesingularno onda je linearno preslikavanje singularno.

DEFINICIJA. Matrica je nesingularna kada je kvadratna i kada je to matrica ho-
mogenog sistema s jedinstvenim resenjem.

DEFINICUJA.  Glavnu dijagonalu matrice iz M, ¢ine redom njeni elementi ay,

a2, ... ,0np.

NAPOMENA 9.4. Matrica je nesingularna akko je njena redukovana stepenasta forma

oblika

1 0 0
0 1 0
0 ... 0 1

to jest na glavnoj dijagonali su sve jedinice a svi ostali elementi su nule (videti definiciju
jedinicne matrice u 10.1).

NAPOMENA 9.5. Matrica H je nesingularna akko za nekon je H € M,, irank(H) = n.

LEMA 9.6. Matrica reprezentuje izomorfizam (nesingularno preslikavanje) akko je ona
nesingularna.

DOKAZ. Neka je H matrica koja reprezentuje A u odnosu na neki par baza. Imamo:

H je nesingularna akko za neko n je H € M,, i rank(H) = n, nap. 9.5

akko h je izomorfizam, tvrdenje 9.3. .

. ) . . 1 2\ . :
PRIMER. Svako linearno preslikavanje reprezentovano matricom (0 3> je nesingu-
. . (10 . . .
larno zato sto je 01 redukovana stepenasta forma te matrice, dok je svako linearno

. : . 1 2\ . . (1 2
preslikavanje reprezentovano matricom (3 6> singularno zato sto je <O O) reduko-

vana stepenasta forma te druge matrice.
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§9.3. Mnozenje matrica

PRIMER. Posmatrajmo sledeée usmerene grafove za koje mozemo zamisliti da pred-
stavljaju jednosmerne (direktne) puteve izmedu mesta A, B, C'i mesta D, F, odnosno
izmedu mesta D, FE i mesta F, G.

A B C(C D E
D FE F G

Ove grafove mozemo iskodirati redom slede¢im matricama:

(o 0) (1 2)

(2 u prvoj koloni leve matrice ¢itamo kao ,,postoje dva puta od A do D u levom grafu”
a 0 u prvoj koloni te matrice ¢itamo kao ,,ne postoji put izmedu A i E' u levom grafu”,
itd.). Ako sada posmatramo operaciju ,,nadovezivanja” grafova, to jest stavimo prvi
graf iznad drugog i onda posmatramo sve usmerene puteve izmedu mesta A, B, C' i
mesta F', G (slika levo), onda dobijamo sledeéi rezultat (slika desno).

A B C(C
A B C
F G

F G

Koja operacija s matricama odgovara operaciji nadovezivanja grafova? Kad kren-
emo da prebrojavamo usmerene puteve u nadovezanim grafovima postaje jasno da
slede¢a matricna operacija (obratiti paznju na redosled) odgovara nadovezivanju.

1 0\/2 01\ (1-240-0 1-040-0 1-140-1\ (2 0 1
1 2)\0 01/ \1-242-0 1-0+2-0 1-1+2-1) \2 0 3
Matrica koju smo dobili kodira gornji desni graf. Ovu matricnu operaciju ¢emo zvati

mnozenje matrica.

DEFINICIJA.  Proizvod matrica AB, gde je A = (aij)mxr 1 B = (bij)rxn, je matrica
C = (Cij)mxn takva da je Cij = aﬂblj + ...+ a”bm.

NAPOMENA 9.7. Neka je A € My, @ B = (U1...0,) € Myxn, gde je 0; € R". Tada
vazi AB = (AU; ... AU,), gde je AU; proizvod matrice i vektor kolone definisan u 9.1.

11
PrRIMER. Neka je H = Reppc(h) = (4 0 8>, G = Repep(g) = |0 1] inekajed
1 0

\5 79
T
takvo da je Repg(v) = | z2 | . Tada vazi:
L3

B
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!

Repp(g o h(7)) = Repp(g9(h(7)) = Repe,p(g)Repe(h(v)), teorema 9.1

<

I
[ s

1 (4ZE1 + GZL‘Q + 81‘3
0

9.1
57y + Tzo + 9933), teorema ¢

- (4xy + 629 + 8x3) + 1 - (bay + Txg + 923)
- (4xq + 622 + 8x3) + 1 (5ay + Txg + 9z3)
. (4.%‘1 + 61’2 + 81’3) + 0- (51‘1 + 71’2 + 91’3)

Il
— o

(1-4+1-5)2 4+ (1-6+1-T)as+ (1-8+1-9)z
(0-44+1-5)2140-6+1-Tza+ (0-8+1-9)z3
(1-4+0-5)z +(1-6+0-T)ag+ (1-8+0-9)z;

1-4+1-5 1-6+1-7 1-84+1-9 1
=10-4+1-5 0-6+1-7 0-841-9 To
1-44+0-5 1-64+0-7 1-8+0-9 T3

= (GH) Reps(?).
TVRBENJE 9.8. Kompozicija linearnih preslikavanja je reprezentovana proizvodom
reprezentacija tih preslikavanja.

DOKAZ. Nekasu h: V — Uig: U — W linearna preslikavanja i neka su B =
(Bi,...,Bn), C = (F1,...,9) 1D = (d1,...,0y) redom baze za V, U i W. Neka je
H = Reppc(h) i G = Repep(g). Tada za svako 1 < ¢ < n vazi:

Repo(g © h(5:)) = Repp(g(h(5:))) = Repe.p(g) Repe(h(5:))

hy;
=G :
B
h11 hin
Prema tome, po definiciji je Repgp(goh) = (G| + |...G | : |),stoje ponapomeni
i s,
9.7 jednako GH. -

TVRBENJE 9.9. Zbir linearnih preslikavanja je reprezentovan zbirom reprezentacija
tih preslikavanja.

DOKAZ. Neka su h,g € L(V,W) (videti definiciju u sekciji 8.2) i neka su redom B =
(B1y. .-y Pn)iD = (01,...,0y) bazeza ViW. Nekaje H = Repgp(h)iG = Repsp(g).
Tada za svako 1 < ¢ <n vazi:

Repo((h + 9)(5:)) = Repp(h(5:) + g(B;)) = Repp(h(5:)) + Repn(g(5;))
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ha; 91i hi; + g1
=1 T :|= :
pa je onda po definiciji Repp p(h +g) = H + G. o

TVRBENJE 9.10. MnoZenje matrica je asocijativno @ distribuira se nad sabiranjem.

DOKAZ. (asocijativnost) Neka su F', G i H matrice za koje je definisan proizvod
(HG)F. Hoc¢emo da pokazemo da je (HG)F = H(GF). Neka su f: V — U,
g: U — Uy ih: Uy — W linearna preslikavanja ¢ije su reprezentacije u odnosu na
neke fiksirane baze prostora V', Uy, Uy i W redom matrice F'; G i H. Po tvrdenju
9.8 (HQG)F reprezentuje linearno preslikavanje (h o g) o f koje je zbog asocijativnosti
komporzicije jednako h o (g o f) koje je reprezentovano sa H(GF') u odnosu na iste
izabrane baze. Dakle, (HG)F = H(GF).

(distributivnost) Neka su sada F', G i H matrice za koje je definisano F(G + H).
Hocemo da pokazemo da je F(G+H) = FG+FH. Nekasu f: U - Wig h:V —-U
linearna preslikavanja Cije su reprezentacije u odnosu na neke fiksirane baze prostora V',
U i W redom matrice F', Gi H. Po tvrdenjima 9.8-9 imamo da F(G+ H) reprezentuje
fo(g+h), dok FG + FH reprezentuje f o g+ foh. Jos treba pokazati da je

folg+h)=Ffog+foh
(fo(g+h)(@W) = f((g + h)(V)) = fg(V) + h(V))
= [(9(0)) + f(h(©)) = f o g(0) + f o h(0).

Na isti na¢in bismo pokazali i desnu distributivnost, to jest (G+ H)F = GF + HF
(8to nije samo posledica leve distributivnosti zbog nekomutativnosti mnozenja). o

NAPOMENA. MnoZenje matrica nije komutativno.

TVRBENJE 9.11. MnoZenje matrica zadovoljava:
(1) (AB)T = BT AT;
(2) za @ € R™, proizvod matrica W jednak je i -0 = ||w]|?.
(3) defekti linearnih preslikavanja reprezentovanih matricama AT A i A su jednaki;
(4) rank(AT A) = rank(A).

DOKAZ. (1) Direktno iz definicije zbog komutativnosti mnozenja u R.

(2) Direktno iz definicije, proizvod matrica tipa 1 x m i m x 1 sa leve strane jednak
je skalarnom proizvodu sa desne strane jednakosti.

(3) Neka je A € My, i neka je ¥ € R™. Pokazacemo da vazi: AT AT = 0 akko
AT = 0 sto znaci da preslikavanja reprezentovana sa AT A 1 A imaju isto jezgro (kernel).
Implikacija zdesna ulevo je trivijalna. Ako je ATAT = 0 onda je 77 ATAT = 0 pa po
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(1) i (2) vazi da je W - w = 0 za W = AvU. Po nenegativnosti skalarnog proizvoda je
onda @ = A7 = 0.

(4) Direktno iz (3) pomoc¢u teorema 8.15 1 9.2. .

TVRDENJE 9.12. Proizvod skalara i linearnog preslikavanja je reprezentovan proizvodom
tog istog skalara i reprezentacije tog preslikavanja.

DOKAZ. Neka je h: V' — W linearno preslikavanje, H = Repgp(h) i neka je ¢ € R.
Za svako (; € B je Repp(ch(B;)) = cRepp(h(B;)) pa je po definiciji Repgp(ch) = cH.
_|

TVRBENJE 9.13. MnoZenje matrica zadovoljava (cH)G = H(cG) = ¢(HG).

DOKAZ. Dovoljno je pokazati da linearna preslikavanja g: V. — Ui h: U — W
zadovoljavaju (ch) o g = h o (cg) = c¢(h o g) $to je trivijalno. —



§10. Deseta nedelja

§10.1. Elementarne redukcijske matrice

DEFINICIJA. Jediniéna matrica E, (ili I,) je matrica iz M,, koja ima jedinice na
glavnoj dijagonali a svi ostali elementi su joj nule.

KOMENTAR. Jedini¢na matrica je neutral za mnoZenje.

PRIMER.

(1):210 (1):3 1 00y/ 236 2 36
1_1<01):1_1,010 1 3 8= 138

i 3 i 3 0 0 1/ \-7 120 -7 10

DEFINICIJA. Dijagonalna matrica je kvadratna matrica koja ima sve nule van glavne
dijagonale.

PRIMER.

2 0 21 4 -1 4 2 8 - .. ..
0 —1)\-1 34 4) = \1 _3 —4 — (mnozenje sleva dijagonalnom

matricom ,,rasteze” vrste te matrice),

1 21 500 3 4 =2 - . .
02 0= (mnozenje zdesna dijagonalnom matricom
2 2 2 00 —2 6 4 —

,,rasteze” kolone te matrice).

DEFINICIJA.  Permutacijska matrica je kvadratna matrica koja u svakoj vrsti i u
svakoj koloni ima ta¢no jednu jedinicu dok su joj svi ostali elementi nule.

001
PRIMER. 1 0 0] jepermutacijska matrica. Mnozenje sleva tom matricom cikli¢no
010
permutuje vrste date matrice:
0 01 12 3 78 9
1 00)[4 5 6]=1123
01 0/ \7 89 4 5 6

Primetimo da za proizvoljnu matricu A € Mz, vazi:

p2 <+ p3 p2 <> p3
—_— —_—

By i A

_ o O
O O
_ o O

1
0
0

o = O

65
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390 1 00 390 1 00
Es 0 30 i A 03 0]A
0 01 0 01
2p1 + p2 L oo 2p1 + p2 100
Es— 12 1 0 i A—— 1 0]A
0 01 0 01

Znaci, ako hoéemo da primenimo neku Gausovu operaciju na A € M,,y;, dovoljno je
9 7
primeniti tu operaciju na E, i dobijenom matricom pomnoziti sleva matricu A.

DEFINICIJA.  Elementarne redukcijske matrice nastaju od jedini¢ne matrice primenom
jedne Gausove operacije.

pi < Pj

Ey,

Fj  (@#))

Mi(k)  (k #0)

kpi

E,

kpi + pj

B, — Cij(k) (i #7)

LEMA 10.1. Za matricu H € M,,«; vazi:
(J)HPiHPj Pi,jH,
kp;
(2) H ——— M;(k)H,
kpi + p;
(3) H """+ C,.(k)H.
DOKAZ. Direktno sledi iz definicije mnozenja matrica. -

PosvLeEDICA 10.2. Za svaku matricu H postoje elementarne redukcijske matrice
Ry, ..., R, takve da je Ry, Ry, ... RiH u redukovanoj stepenastoj formi.

NAPOMENA 10.3. Za elementarne redukcijske matrice vazi:

§10.2. Inverzne matrice

DEFINICIJA. Matrica G je obostrani inverz kvadratne matrice H kada su proizvodi
GH i HG jednaki jedini¢noj matrici. Matricu G oznacavamo sa H~! a za matricu H
kazemo da je invertibilna.

TEOREMA 10.4. Matrica je invertibilna akko reprezentuje izomorfizam.
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DOKAZ. Neka je H matricaih: V — W linearno preslikavanje takvo da je Repg p(h) =
H. Tada vazi:

H je invertibilna akko postoji H~! takvo da H'H = E,, = HH*

akko postoji h™1: W — V takvo da
RGpD7B(]'L71) =H'ih'toh= 1yiho h=t = 1y

akko h je izomorfizam. =

PosLEDICA 10.5. Matrica je invertibilna akko je nesingularna.
DOKAZ. Direktno iz teoreme 10.4 i leme 9.6. o
LEMA 10.6. Proizvod invertibilnih matrica je invertibilna matrica.

DOKAZ. Ako su H~!i G~! obostrani inverzi za H i G istog tipa, onda je G~1H 1
(obratiti paznju na redosled) obostrani inverz za HG. Na isti na¢in sledi da je proizvod
proizvoljnog broja invertibilnih matrica invertibilna matrica. o

LEMA 10.7. Matrica je invertibilna akko je jednaka proizvodu elementarnih redukci-
gskih matrica.

DOKAZ. (=) Neka je H € M,, invertibilna matrica. Po posledici 10.5, H je nesingu-
larna. Po napomeni 9.4, njena redukovana stepenasta forma je E,. Po posledici 10.2,
postoje elementarne redukcijske matrice Ry,..., R,, takve da je R, R,,_1... Ri1H =
E,. Po napomeni 10.3, Ry,..., R, su invertibilne i njihovi inverzi su elementarne
redukcijske matrice pa vazi H = R;'... R;L.

(<) Neka je H = Ry ... R,,,. Ponapomeni 10.3, matrice Ry, ..., R,, su invertibilne
pa je po lemi 10.6 i njihov proizvod invertibilan. .

Prema prvom delu dokaza prethodne leme i lemi 10.1, obostrani inverz invertibilne
matrice mozemo odrediti slede¢im postupkom: datu matricu svodimo na redukovanu
stepenastu formu i paralelno iste operacije primenjujemo polazeéi od jedini¢ne matrice.
Na kraju smo polaznu matricu sveli na jedini¢nu a jedini¢nu na inverznu polazne.

PRIMER.
0 3 -1 ] 100\ 1 0 1]010
1 0 1010220 3 -1]100
1 -1 0001 1 -1 0] 001
. 1o 10 10\ 1 0 1]0 10
2o 311 0 0] 25 o -1 -1]0-11
0-1-1]0-11 0 3-11]1 00
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e (1 Lot oy /10 1[0 1 0
— (01 1]01-1 01 1]0 1-1
03-1]10 0 00 —-4]1-3 3

1 1 3

—ip3101’01 ()_1/“,02100|444
—lo 11| 011|010 I 3 —3
001 - 0015

§10.3. Promena baze

Neka su B i D dve baze vektorskog prostora V. Cilj nam je da formiramo ma-
tricu koja kad pomnozi reprezentaciju proizvoljnog vektora u odnosu na bazu B daje
reprezentaciju tog istog vektora u odnosu na bazu D.

Kao posledicu teoreme 9.1, za v € V' imamo

Repp (V) = Repp(1v (V) = Repp,p(1v) Reps (V).

DEFINICIJA.  Matrica promene baze iz baze B u bazu D vektorskog prostora V je
reprezentacija identi¢nog preslikavanja 1y : V' — V' u odnosu na te baze

Reppp(ly) = (RBPD(gl) aE Repp(ﬁn))

PRIMER. Neka su B = () (é) (<_D , G)) baze za R?. Tada je
>D

2 1
Repp(<1)) = ( ) i Repp( (0)
D
, pa za vektor 7 € R? takav da je Reps(7) =

)()-(2)-(0),

< 1) vazi
~2),
LEMA 10.8. Matrica je matrica promene baze akko je nesingularna.

||
A

NS l\’)l»—t
N[ = wl»—t

N[ —= [ol»—t

I

|
+
—_

|
|
—

Repp (V) = <_

NI N
N N
N~ N

DOKAZ. (=) Posto je identi¢no preslikavanje izomorfizam to matrica promene baze
reprezentuje izomorfizam pa je po lemi 9.6 ona nesingularna.

(<) Neka je A € M,, nesingularna. Pokaza¢emo da je to matrica promene baze iz

= <§1, . ,,6}) u standardnu bazu &, gde su 51, e ,En kolone matrice A. Posto je
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po napomeni 9.5, rank(A) = n imamo da je B linearno nezavisan pa je po tvrdenju
1.9, [B] = R", te je B baza za R". Posto je

A = Reppg, (1rn),

to je po definiciji A matrica promene baze iz B u &,. -

§10.4. Promena reprezentacije preslikavanja

Promena baze menja i reprezentaciju datog linearnog preslikavanja. Nekajeh: V — W
linearno preslikavanje i neka su B i B’ dve baze za n-dimenzionalni prostor V a D i D’
dve baze za W. Neka je H = Reppp(h) a H' = Repp p/(h). Zbog osnovnih svojstava
identicnog preslikavanja vazi h o 1y, = 1y o h, pa je i reprezentacija leve i desne strane
ove jednakosti, u odnosu na baze B i D', jednaka. To izrazavamo kroz sledeéi dijagram
koji komutira

h
Vs I - Wp
Reppp(1v) |1y Reppp (1w) | 1w
h
Vi . . Wo
odnosno kao matricnu jednakost H'Repsp(ly) = Reppp(lw)H. Posto je

Repp p(1y)Reps 5(1y) = Repp 5 (1y) = E,, mozemo H' predstaviti kao:
H' = Reppp(1w)HRepg (1v),

i to je nacin na koji dolazimo do matrice koja reprezentuje dato linearno preslikavanje
u odnosu na novi par baza.

PRIMER. Neka je t: R®> — R? zadano sa

T y+z 011
y| 5 |z+2]|. Dakle, Repg, e,(t) =11 0 1
z T4y 1 10
1 1 1
Neka je B=(|—-11, 1|, [1]) nova baza za R?. Treba odrediti Repg ().
0 —2 1
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1 11
Lako odredujemo Reppe,(1gs) = | =1 1 1] ikao inverz te matrice dobijamo
0 -2 1
1
5 —3 0
Repg&g(lea): % % —% .Znaéi,
1 1 1
3 3 3
1L _1
2 2 011 1 11 -1 00
Reppp(t)=|¢ ¢ —s|(1 0 1||-1 1 1)=| 0 -1 0
11 1/ \1 10 0 -2 1 0 0 2
3 3 3

Direktno do Repp (t) dolazimo na sledeéi nacin:

) 1 -1 (-1
tp) =t({=1])=| 1) ==B=| 0
0 0/, 0/,
) 1 -1 ) 0
1) =t(| 1])=|-1) =-F=|-1
-2 2),. 0/,
) 1 2 [0
HPs) =t({ 1)) =|2] =28=0
1 2 2

&3 B
Odavde vidimo da ¢e reprezentacija linearnog preslikavanja ¢ biti dijagonalna u odnosu
na bazu (01, ..., 5,) kada za svako (; vazi t(5;) = r;f; za neko r; € R.

DEFINICIJA. Matrice H i H' iz M, su matricno ekvivalentne kada postoje nesin-
gularne matrice P i () takve da je H' = PHQ).

TVRPENJE 10.9. Matricno ekvivalentne matrice reprezentuju isto linearno preslika-
vanje u odnosu na odgovarajuce baze.

DOKAZ. Ovo je posledica leme 10.8. .
TVRBENJE 10.10. Matricna ekvivalencija matrica je relacija ekvivalencije.

DOKAZ. Za A € M,x, vazi A = E,,AE,, pa je relacija refleksivna. Ako je A = PBQ),
onda je B = P~'AQ™!, pa je relacija simetri¢cna. Ako je A = PBQ i B = RCS, onda
je A= (PR)C(SQ) i PR i SQ su nesingularne po lemi 10.6, pa je relacija tranzitivna.

_|

Primetimo da je matricno ekvivalentna nula matrici samo ona sama jer je uvek

POanQ = Omxn-
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TVRPENJE 10.11. Vrsta ekvivalentne matrice su matricno ekvivalentne.
DOKAZ. Ovo je posledica lema 10.1 1 10.7. o

TEOREMA 10.12. Svaka m xn matrica ranga k je matricno ekvivalentna mxn matrici

oblika
Ex Ok (n—k)
Om-r)xk  Om—t)x(n—k))

DOKAZ. Neka je H € M,,«, matrica ranga k. Neka je P proizvod elementarnih re-
dukcijskih matrica koje mnozenjem sleva svode H (glumedi vrsta transformacije) na
redukovanu stepenastu formu koja ima k pivota. Neka je @) proizvod elementarnih re-
dukcijskih matrica koje mnozenjem zdesna svode PH (glumeéi kolona transformacije)
na matricu H' u trazenoj formi. Matrice P i () su nesingularne po lemi 10.7 i posledici
10.5. .

PosvLeEDICA 10.13. Dwe matrice istog tipa su matricno ekvivalentne akko imaju isti
rang.

Kao posledicu tvrdenja 10.9 i teoreme 10.12 imamo da se svako linearno preslika-
vanje u odnosu na pogodno izabrane baze moze posmatrati kao svojevrsna projekcija:

B4 et B 161+ .+ cpdy + 0.

Reprezentaciju u odnosu na takve baze ¢emo zvati idealnom.

PRIMER. Neka linearno preslikavanje h: R® — R? ima reprezentaciju u odnosu na
par kanonskih baza &3 i & datu matricom

1 0 2
i = (1 1 3) '
Odrediti baze B = (51, ,52, /673) odR?*iD= (51, 52> od R? tako da h u odnosu na njih

ima idealnu reprezentaciju.

Kao prvo éemo odrediti matrice P i @ takve da proizvod H' = PH( bude u
redukovanoj stepenastoj formi i u odnosu na vrste i u odnosu na kolone. Matricu P
odredujemo slede¢im postupkom:

10102\t (1 0] 1
01 ] 113 —11 |0
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Matricu ) odredujemo slede¢im postupkom:

=271 + 3 —v2 + 73
B — _—

10 -2
Q=01 -1
00 1

Po dijagramu s pocetka odeljka imamo da je
RepB,D(h) - R6p52’1)(1R2> R€p€3,82 (h) RepB,&;(lRS)a
pa je

Q = Repge,(1ps) = (Repe,(Lps(B1)) Repe, (Lrs (52)) Repe, (Lrs(B5))
(

= (Repe, (51) Repe, (52) Repe, (53))
= (51 52 53)
Odavde zakljucujemo da je
. 1 . 0 B —2
Br=10|, B= (1], Bs=1[-1
0 0 1

Slicno, P! = Repp.e,(1g2) = (81 6,), pa kad izracunamo da je

(10
P‘(11’

dobijamo da je



§11. Jedanaesta nedelja

§11.1. Determinante, definicija i osnovna svojstva

U ovoj sekciji ¢emo definisati funkciju koja preslikava skup svih kvadratnih matrica u
skup R.

Bijekciju 7 : {1,...,n} — {1,...,n} nazivamo permutacijom skupa {1,...,n}.
Permutaciju m mozemo zadati matricom tipa 2 x n

1 2 ... n
m(1) n(2) ... 7w(n)
iz koje mozemo slobodno izostaviti prvu vrstu (koja se uvek moze rekonstruisati) i
prosto permutaciju 7 zadati vektor vrstom

(r(1) 7(2) ... w(n)).

Na primer, 7 = (2 31 4) je pemutacija skupa {1,2,3,4} takva da je 7(1) =2,
7(2) =3, 7(3) = 11i7(4) = 4. Nju je najbolje ilustrovati dijagramom

>

Skup svih permutacija skupa {1,2,...,n} ozna¢avamo sa II,,. Taj skup ima n! eleme-
nata.

Uredeni par (m(i),7(j)) €ini inverziju u permutaciji = kada je i < j, a w(i) >
7(7). Na primer, u slu¢aju permutacije 7 = (2 3 1 4), imamo ukupno dve inverzije
(2,1) 1 (3,1). Na gornjem dijagramu to se ogleda u postojanju dva ,,ukr§tanja”. Za
permutaciju kazemo da je parna kada ima paran broj inverzija i kazemo da je neparna
kada ima neparan broj inverzija. DefinisSimo funkciju sgn na skupu permutacija kao

1, ako je m parna;

sgn(m) =g {

—1, ako je m neparna.

Inverzna permutacija permutacije iz gornjeg primera je 77 = (3 1 2 4) itu

imamo dve iverzije (3,1) i (3,2). Dijagram koji odgovara ! je

7A

NAPOMENA 11.1. sgn(r~!) = sgn(n).

1 osnosimetrican dijagramu

DOKAZ. Posto je dijagram koji odgovara permutaciji 7~
koji odgovara permutaciji 7 u odnosu na horizontalnu osu, to je broj ukrstanja u ovim

dijagramima jednak. -

73
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NAPOMENA 11.2. Ako permutacija ' nastaje od permutacije m zamenom mesta dva
elementa onda je sgn(m') = —sgn(m).

DEFINICIJA. Neka je A = (a;;)nxn € M,,. Determinantu matrice A u oznaci det(A)
ili samo |A|, definiSemo kao realan broj

Z sgn(m) A1r(1)A27(2) - - - Anm(n)-

well,

a21  A22
prva permutacija nema inverzija pa je parna a druga ima jednu inverziju pa je neparna.

PRIMER. Zan=21A = <a11 au) imamo da je I, = {(1 2) , (2 1)}, pri ¢emu

Dakle imamo
ailz aig

= Q11G22 — A12G2].
21 Qa2

TVRPENJE 11.3. det(AT) = det(A).

DOKAZ. Posto je air(1)a2r(2) - - - Gnr(n) = Qr-1(1)10x-1(2)2 - - - Gx—1(n)n 1 PO Napomeni 1.1
je sgn(m=t) = sgn(w), onda se moze zakljuciti da je det(AT) = det(A). —

TVRBENJE 11.4. Determinanta menja znak kad dve vrste matrice zamene mesta. To

jest
ai; a1 ... QAip aij; a1 ... QAip
a1 Qi ... Qip aj1  Qj2 ... GQjn
a1 Q2 ... Qjp a1 Qi ... Qip
ap1 Gp2 ... Gpp Ap1 Gp2 ... Gpp
DOKAZ. Ovo je posledica napomene 11.2. -
TVRBPENJE 11.5.
aiq a12 N QA1n aip aig ... Qip aip a1 ... Aip
/ / Pl / / /
aﬂ—l—ail CLZ‘Q—FCLQ Ce am—i—am =|a;1 Qi ... Qpl|+ i1 Qo .. Gy
an1 An2 s Ann ap1 Ap2 ... Qpp ap1 Gp2 ... Qpp

DOKAZ. Ovo sledi direktno iz definicije kao posledica distributivnosti mnozenja prema
sabiranju posto svaki sabirak u sumi koja definise determinantu s leve strane jednakosti
sadrzi tacno jedan faktor oblika a;; + aj;. .
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TVRPENJE 11.6.

aiq a2 ... Qip ay; a2 ... Qip
kail ]{?az‘g ce kam =k a1 Qi ... Qip
QAn1 Apo2 ... Qpn Ap1 Ap2 ... Qpp

DOKAZ. Ovo opet sledi direktno iz definicije kao posledica distributivnosti mnozenja
prema sabiranju (koja se sada koristi u obrnutom smeru) posto svaki sabirak u sumi
koja definiSe determinantu s leve strane jednakosti ima zajednicki faktor k. =

DEFINICIJA. Matrica A € M,, je donje-trougaona kad su joj svi elementi iznad glavne
dijagonale jednaki 0. Ona je gornje-trougaona kad su joj svi elementi ispod glavne
dijagonale jednaki 0. Trougaona matrica je matrica koja je donje-trougaona ili gornje-
trougaona.

TVRBENJE 11.7. Ako je A € M, trougaona, onda je det(A) = aj1a2z . . . Gy
DOKAZ. Svi ostali sabirci iz definicije determinante imaju bar jedan faktor 0. o
PosLEDICA 11.8. Ako je A € M,, dijagonalna, onda je det(A) = ajjass ... anp-

TVRPENJE 11.9. Neka je A € M,,. Tada vaZi:
(1) ako A ima dve jednake vrste onda je det(A) = 0;
(2) ako A ima nula-vrstu onda je det(A) = 0.

DOKAZ. (1) Ako zamenimo mesta jednakim vrstama po tvrdenu 11.4 dobijamo
det(A) = —det(A), sto daje det(A) = 0.
(2) Direktno iz tvrdenja 11.6. .

TVRPENJE 11.10. Neka je A € M,,. Tada vazi:
(1) ako AZZEeB (i 4 §) onda det(B) = —det(A) = det(P,;) det(A);

kp;

(2) ako A

B onda det(B) = kdet(A) = det(M;(k)) det(A);
kpi + p; .
(3) ako A2 B (i # §) onda det(B) = det(A) = det(Cy; (k) det(A).
DOKAZ. (1) Tvrdenje 11.4. (2) Tvrdenje 11.6. (3) Po tvrdenjima 11.51 11.6 dobijamo
da je det(B) = kdet(A") +det(A), gde matrica A’ ima dve iste vrste, pa je det(A’) = 0,
po tvrdenju 11.9 (1). —|

NAPOMENA 11.11. Po tvrdenju 11.3, sve ovo wvazi i kada umesto ,,vrste” stavimo
., kolone”.
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TVRPENJE 11.12. Neka je H € M, elementarna redukcijska matrica i neka je
AeM,. Tada vazi det(HA) = det(H) det(A).

DOKAZ. Ovo je posledica leme 10.1 i tvrdenja 11.10. -

PosLEDICA 11.13. Neka je A € M, i neka je B rezultat primene Gausovih operacija
na A. Tada vazi: det(A) =0 akko det(B) = 0.

DOKAZ. Tvrdenje 11.10. -
PosLEDICA 11.14. Determinanta elementarne redukcijske matrice je razlicita od nule.
DOKAZ. det(P,;,j) =—1, det(MZ(k)) =ki det(C'm(k)) =1. =

TEOREMA 11.15. Kwadratna matrica je invertibilna akko je njena determinanta ra-
2licita od 0.

DOKAZ. A je invertibilna
akko A je nesingularna, posledica 10.5,
akko red. step. forma od A je jediniéna matrica, napomena 9.4,

akko det(A) # 0, posledica 11.8 1 posledica 11.13. -

TEOREMA 11.16 (BINE-KOSI). det(AB) = det(A) det(B).

DOKAZ. Neka su A, B € M,,. Ako A nije invertibilna onda je rank(A) < n pa ni AB
nije invertibilna jer je rank(AB) < rank(A) (Im(go h) C Im(g)). Po teoremi 11.15,
obe strane gornje jednakosti su 0.

Ako je A invertibilna, onda je ona jednaka proizvodu elementarnih redukcijskih
matrica i dovoljno je primeniti tvrdenje 11.12. -

§11.2. Minori i kofaktori

U ovoj sekciji pretpostavljamo da je n > 2 i to ne¢emo dalje naglasavati.

DEFINICIJA. Za matricu A € M,,, definiSemo matricu M;; € M,,_; kao matricu koja
nastaje kada u A obrisemo i-tu vrstu i j-tu kolonu.

DEFINICIJA.  Minor elementa a;; matrice A € M,, je broj det(M,;).
DEFINICIJA.  Kofaktor elementa a;; matrice A € M,,, uoznaci A;j, je (—1)"7 det(M;;).

TEOREMA 11.17 (LAPLASOV RAZVOJ DETERMINANTE). Neka je A € M,,. Tada za
svei,j € {1,...,n} vazi:

det(A) = aﬂAﬂ + ...+ a,mAm = Cllelj + ...+ anjAnj.
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DOKAZ. (skica) U sumi koja definise det(A) izvucemo zajednicki faktor a;; iz (n — 1)!
sabiraka itd. -

DEFINICIJA.  Adjungovana matrica matrice A € M,,, u oznaci adj(A) je matrica

A An 0 An
A12 AQQ Ce Ang
A, Ay oo Ann

TEOREMA 11.18 (LAPLAS). Za A € M, vaZi:

Aadj(A) = adj(A) A = det(A) E,.

DOKAZ. Po teoremi 11.17 imamo da su svi elementi na glavnoj dijagonali i prvog i
drugog proizvoda jednaki det(A). Svi ostali elementi van glavne dijagonale su 0 zato
Sto predstavljaju determinante matrica s dve iste vrste odnosno dve iste kolone. Na
primer, na mestu 12 u levom proizvodu se nalazi a;1 A2 + ... + a1, A2, a to je, po
teoremi 11.17, determinanta matrice koja nastaje od A kada joj se druga vrsta zameni
prvom. Posto je to determinanta matrice koja ima istu prvu i drugu vrstu, ona je
jednaka nuli. -

PosLEDICA 11.19. Za A € M,, takvu da je det(A) # 0 vaZi:

1

Al =
det(A)

adj(A).

DOKAZ. Samo treba primetiti da je k(AB) = (kA)B = A(kB) i primeniti teoremu
11.18. o

TVRPENJE 11.20. Za matricu A € M, vazi: A je nesingularna akko adj(A) je
nesingularna.

DOKAZ. Pomocu teorema 11.181 11.16 dobijamo da je det(A) det(adj(A)) = (det(A))™.
Dakle, ako je matrica A nesingularna onda je det(A) # 0 pa je i det(adj(A)) # 0, §to
znaci da je adj(A) nesingularna.

Ako je adj(A) nesingularna, onda je A matricno ekvivalentna sa adj(A) A. Ako
pretpostavimo da je A singularna onda po teoremi 11.18 imamo da je adj(A) A =
det(A) B, = 0,x,. Posto je matricno ekvivalentna nula matrici samo nula matrica,
dobijamo da je A nula matrica. Odatle sledi da je i adj(A) nula matrica, Sto je
suprotno pretpostavci da je adj(A) nesingularna. Dakle, A je nesingularna. -
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POSLEDICA 11.21. Za matricu A € M,, vazi: det(adj(A)) = (det(A)) .

DOKAZ. Ako je det(A) = 0 onda je po tvrdenju 11.20 i det(adj(A)) = 0 pa tvrdenje
vazi. Ako je det(A) # 0, onda je dovoljno podeliti det(A) det(adj(A)) = (det(A))™ sa
det(A). 4

§11.3. Kramerova teorema
Neka je dat sistem n linearnih jednacina sa n promenljivih:

a1+ ... +a1,T, :b1

a1+ ... +epmr, =0b,

Matricno, ovaj sistem mozemo zapisati kao:

ayr ... QAip T bl
apl -+ Gpn Tn by,
odnosno
AX = B.

Neka je A = det(A), a A; neka je determinanta matrice nastale zamenom i-te
kolone matrice A kolonom B, to jest

bl a1 ... Aip aiy bl ... Qip aiq ... AQip—1 bl
Ay = 7A2: : 7"'7An:

b Qna - .. Qpn 1 bn ... ann Qn - - - Qpp—1 On

TEOREMA 11.22 (KRAMER). (1) Gorenavedeni sistem ima jedinstveno resenje akko
je A #0; u tom slucaju je:

Ay Ay A,

ATz = R T =

(2) Ako je A = 0 i za neko 1 < i < n je A; # 0, onda gorenavedeni sistem nema

resenja.

I =

DOKAZ. (1) Pretpostavimo da je A # 0. Tada je
AX = B & AX = adj(A) B

b1A11 + b2A21 + ...+ bnAnl 21
aposto je adj(A) B = brdia + b Aoy . A bndna | .2 , dobijamo jedinstveno
b1 Ay + by Asn + - ..+ by Ay A,

reSenje koje je navedeno.
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Ako je je A =0, onda je matrica A singularna i rank(A) = r < n. Po teoremi 5.4,
dimenzija prostora resenja odgovarajuceg homogenog sistema je n — r, pa po tvrdenju
1.6 ako polazni sistem ima partikularno resenje, ono ne moze biti jedinstveno.

(2) Pretpostavimo da je v € R" reSenje sistema, to jest, vazi Av = B. Odavde sledi
da vazi adj(A) AV = adj(A) B, pa je AU = adj(A) B. Posto je A = 0, dobijamo

0 Ay

0 As

0 A,
sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je A; # 0 za neko 1 < i < n. -
U slucéaju kada je A = Ay = ... = A,, = 0, Kramerova teorema nam daje samo

da ukoliko sistem ima resenja, ima ih beskona¢no mnogo. Ovo se posebno odnosi na
homogen sistem n jednacina sa n promenljivih koji uvek ima trivijalno resenje te onda
znamo da A = 0 povlaci postojanje beskonatno mnogo resenja.






§12. Dvanaesta nedelja

§12.1. Linearni operatori i slicnost matrica

Poslednja dva odeljka su posvecena linearnim preslikavanjima koja preslikavaju vek-

torski prostor u samog sebe. Takva linearna preslikavanja nazivamo endomorfizmima

ili linearnim operatorima. Oznac¢imo sa L£(V') skup svih linearnih operatora na vek-

torskom prostoru V' (L£(V, V') u notaciji uvedenoj u 8.2). Po tvrdenju 8.12, to je vek-

torski prostor (potprostor od V) i jos je £L(V) zatvoren za kompoziciju preslikavanja.
Na osnovu dokaza tvrdenja 9.10 i 9.13 imamo

(hog)o f=ho(go f),
(h+g)of=(hof)+(gof), ho(g+f)=(hog)+(hof),

pa je (L(V), 4,0, —, 0nxn, Ern) prsten sa jedinicom u kome jos vazi
(ch)yog=ho(cg) =c(hoyg).

Ovo znaci da £(V') ima strukturu R-algebre. Isto tako i M,, ima strukturu R-algebre.
Neka je p(x) = apz™ + ... + a1 + ap polinom sa realnim koeficijentima. Za h € L(V)
definiSemo p(h), to jest a,h™ + ...+ ath +ag € L(V) kao

apzho...oh+...+ah+agly.

n

Analogno, za H € M,, definiSemo p(H), to jest a, H" + ...+ a1 H + ag € M,, kao

a, H.. H+ ...+ a1 H + agE,,.

n

Iz gorenavedenih jednakosti i komutativnosti mnozenja polinoma dobijamo:

TVRBENJE 12.0. Ako je p(x) = q(x) - r(x), onda je

U sekciji 10.4 smo definisali kada su dve matrice matricno ekvivalentne. Sad ¢emo
definisati relaciju na M,, koja predstavlja profinjenje relacije matri¢ne ekvivalencije.

DEFINICIJA.  Matrice H i H' su slicne kada postoji nesingularna matrica P takva da
je H = P~1HP. Matrica P je matrica prelaza.

TVRDENJE 12.1. Slicnost matrica je relacija ekvivalencije.

81
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DOKAZ. (refleksivnost) H = E,HE,; (simetricnost) ako je H' = P 'HP, onda
je H = PH'P™!; (tranzitivnost) ako je H = P'HP i H" = Q7'H'Q, onda je
H" = (PQ)'HPQ. -

PRIMER. Nula matrici je sli¢na samo ona sama jer je P 10,,xn P = 0,xn. Takode,
jedini¢noj matrici je sliéna samo ona sama jer je P~'E,P = E,,. Ako su dve matrice
slicne onda su one i matricno ekvivalentne. Obrat ne vazi.

TVRPENJE 12.2. Ako su matrice H,G € M,, slicne, onda:

(1) det(H) = det(G),

(2) za proizvoljan polinom p(x), matrice p(H) i p(G) su takode slicne sa istom
matricom prelaza kao 1 H 1 G.
DOKAZ. Neka je H = P~'GP. Tada je uz pomo¢ teoreme 11.16

det(H) = det(P™')-det(Q)-det(P) = det(P~1)-det(P)-det(G) = det(E,,)-det(Q)

= det(Q)

i jos je zbog distributivnosti i zato §to je H* = (P7'GP)* = PGk P,

P anG™ 4 ...+ a1G + aoE,)P = a,, H™ + ...+ a H + agE,,. -

§12.2. Dijagonalizabilnost

U primeru iz sekcije 10.4 smo videli da je reprezentacija Repp 5(t), linearnog operatora
t: V — V dijagonalna kada za svako (3; € B postoji A; € R, tako da vazi t(5;) = \;/3;.

DEFINICIJA. Linearni operator t: V' — V' je dijagonalizabilan kada postoji baza B za
V takva da je Repgp(t) dijagonalna matrica. Matrica je dijagonalizabilna kada postoji
dijagonalna matrica koja joj je slicna.

PRIMER. Moze se pokazati da postoje matrice koje nisu dijagonalizabilne. Na primer,

matrica A = (8 0) nije dijagonalizabilna jer bi dijagonalna matrica D slicna matrici

A bila ne-nula matrica po gornjem primeru. Po tvrdenju 12.2, matrice A? = 0gy9 i D?
bi bile sliéne $to je nemoguée jer D? ne bi bila nula matrica.

TVRPENJE 12.3. Linearni operator t: V. — V je dijagonalizabilan akko postoji baza
B = {(61,...,0n) zaV iskalari Ay, ..., \, tako da za svako 1 < i < n vazi t(3;) = \:fG;.

DOKAZ. Direktno po definiciji reprezentacije linearnog preslikavanja imamo da je
A0 ..o 0

0 X ... O

Repp p(t) = akko za svako 1 < i < n vazi t(5;) = \if5:. -

0 0 ... A\,



§12.3.  Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori 83

PrRIMER 2.  Ako hotemo da dijagonalizujemo matricu 7" = 01

toga da je T' = Repg, ¢, (t) za linearno preslikavanje ¢ : R? — R?. Treba da odredimo
bazu B = (B4, o) za R? i skalare \; i A takve da je t(f1) = A f1 i t(B2) = Xafa, to

jest
(3 5 A=ni (5 1)E-nk

Posmatrajmo jednac¢inu po nepoznatim x, by i by

03 @) =)

za koju treba odrediti dva resenja takva da (Zl) iz prvog reSenja i (Zl) iz drugog
2 2

3 2) s
podi ¢emo od

reSenja budu linearno nezavisni. Gornja jednacina nam daje nelinearan sistem

(3 - l‘)bl—i— 2b2 =0
koji mozemo posmatrati kao linearni sistem s parametrom x po by i b,. Po Kramerovoj
. . . : . — 2 . .
teoremi on ima netrivijalno resenje akko je g T 0, sto je ekvivalentno sa

x=31ili z = 1. Za x = 3 imamo da je skup resenja gornjeg sistema oblika

(0) e ry =i (p) 10 R,

dok je za x = 1 skup resenja gornjeg sistema oblika

{<_Zz) | by € R} = {by (‘D | by € R}.

Posto su vektori ((1)) i (_ D linearno nezavisni imamo da je B = ((é) , <_ D> baza

za R’ i B
Repg s(t) = (g (1)) = ((1) _D (g ?) (é _D

8§12.3. Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori

DEFINICIJA.  Ako za linearni operator ¢ : V' — V' ne-nula vektor v € V i skalar A
vazi da je t(¥) = AU, onda kazemo da je ' sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj
vrednosti \ operatora t.

DEFINICIJA.  Ako za matricu T € M,,, ne-nula vektor v € R" i skalar A vazi da je
Ty = A\, onda kazemo da je ¥ sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti A
matrice 7.
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NAPOMENA 12.4. Ako je A sopstvena vrednost za linearni operator, onda je A sop-
stvena vrednost za bilo koju reprezentaciju, u odnosu na par istih baza, tog operatora.
Znaci slicne matrice imaju iste sopstvene vrednosti. Medutim, to ne znaci da slicne
matrice imaju iste sopstvene vektore.

DEFINICUJA.  Karakteristicni polinom matrice T € M,, je det(T — zFE,) posmatrana
kao polinom po promenljivoj x. Karakteristicna jednacina te matrice je

det(T — zE,) = 0.

Karakteristicni polinom linearnog operatora je karakteristi¢ni polinom bilo koje njegove
reprezentacije, u odnosu na par istih baza.

NAPOMENA 12.5. Skalar A je sopstvena vrednost matrice akko je A nula karakter-
1sticnog polinoma te matrice.

DOKAZ. Ovo vazi zbog toga Sto je A nula karakteristicnog polinoma matrice T" akko
jedna¢ina T'U' = AU ima netrivijalno resenje po . -

TVRBENJE 12.6. Slicne matrice imaju iste karakteristicne polinome.

DOKAZ. U osnovi, ovo se moze pokazati pomocu tvrdenja 12.2. Za direktan dokaz
pretpostavimo da je T = P~'T"P. Tada vaZi:

det(T — zE,) = det(P~'T'P — zE,) = det(P~'T'P — xP~'E, P)
= det(P~'T'P — P~Y(zE,)P) = det(P~*(T" — zE,)P)
= det(P~ 1) det(T" — xE,,) det(P)
= det(E,) det(T" — zE,) = det(T" — zE,). =
DEFINICIJA.  Sopstveni prostor linearnog operatora t: V. — V koji odgovara sop-

stvenoj vrednosti A je skup V), = {¢' € V | ¢(¥) = A}. Na isti nacin definiSemo
sopstveni prostor matrice T' € M, kao potskup od R".

TVRBENJE 12.7. Sopstveni prostor je potprostor od V.

DOKAZ. Neka je A\ sopstvena vrednost linearnog operatora ¢t : V. — V. Posto je
t(@) =0 = \0, to je 0 € Vi, pa je Vi neprazan. Jos treba proveriti da je zatvoren za
linearne kombinacije dva vektora. Neka su o7,y € V), §to znaci da je t(v}) = A\vj i
t(Us) = AUy 1 neka su ¢y, c2 € R. Tada je

t(01271 + 02272) = Clt(ﬁl) + Cgt(ﬁg) = Cl)\Ul + CQ)\UQ

= )\(61171 + CQ’UQ),
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pa je znaci i (c10] + catih) u Vy. Dakle, po tvrdenju 3.1, V) je potprostor od V. .

PRIMER. U drugom primeru iz sekcije 12.2, sopstveni prostor koji odgovara sop-
stvenoj vrednosti 3 je slede¢i potprostor od R?

{(%1) b R} = {b ((1)) b €R),

dok je sopstveni prostor koji odgovara sopstvenoj vrednosti 1 sledeéi potprostor od R?
—by -1
{ by |b2€R}:{b2 1 |b2€R}

DEFINICIJA. Dimenzija prostora V) je geometrijska visestrukost sopstvene vrednosti
A dok je njena algebarska visestrukost, visestrukost korena A karakteristicnog polinoma.

DEFINICIJA.  Trag matrice A € M,, je suma njenih elemenata na glavnoj dijagonali
t’f’(A) =df Q11 + Q22 + ... + Gpp-

NAPOMENA 12.8.  Karakteristicni polinom matrice A € My je uvek oblika
x? —tr(A)x + det(A).

DOKAZ. Proverom direktno iz definicije karakteristicnog polinoma. o

Dosta lako se pokazuje da je koeficijent uz 2"~ ! karakteristicnog polinoma matrice
A € M, uvek (—1)""tr(A), sto po tvrdenju 12.6 znaci da slicne matrice imaju isti
trag.

TEOREMA 12.9. Ako su ¥y,...,0, sopstveni vektori koji odgovaraju razlicitim sop-
stvenim vrednostima Ay, ..., \g linearnog operatora t, onda je {¥,..., U} linearno
nezavisan skup.

DOKAZ. Dokaz izvodimo indukcijom po k. Za k = 1, posto je @, # 0, to je {1}
linearno nezavisan.

Pretpostavimo da je & > 2 i da je 107 + ... 4+ cp_1Up_1 + CUx = 0. S jedne
strane pomnozimo tu jednakost sa A\, a s druge strane primenimo ¢ na ovu jednakost
i dobijamo

ML+ - G AT + i = 0,
Cl)\1171 + ..+ Ckfl)\kflﬁkfl + Ck)\kﬁk = 6

Kad od prve jednakosti oduzmemo drugu dobijamo
Cl()\k — )\1)’171 + ...+ Ck—l()\k: — )\k—l)ﬁk—l = 6,
odakle, po indukcijskoj pretpostavci, dobijamo da je

Cl()\k — )\1) =...= Ck:—l()\k — >\k—1) = 0.
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Postoje \p # \jzal <i<k—1,sledidajec; =...=cp_1 = 0. Iz polazne jednakosti
dobijamo ¢t = 0, pa posto je T #+ 0, to jeic, = 0. -

PosLEDICA 12.10. Ako matrica iz M,, ima n razli¢itih sopstvenih vrednosti onda je
ona dijagonalizabilna.

DOKAZ. Direktno iz teoreme 12.9 i tvrdenja 12.3. -

§12.4. Homogene linearne diferencne jednacine

Ovde ¢e biti dat primer primene linearne algebre koji se uz male modifikacije vise puta
sre¢e u matematici. Krenu¢emo od Fibonacijevog niza (F},).en koji je zadat uslovima
F(0)=0,F(1)=1i F(n+2) = F(n+ 1)+ F(n). Cilj je da se eksplicitno zada niz
(F)nen, to jest odredi izraz koji zadaje funkciju F': N — R takvu da je F(n) = F,.
Posmatrajmo skup U svih realnih nizova (z,)nen koji zadovoljavaju uslov

(*) Tn+2 = Tp+1 + x,.

Svaki takav niz je potpuno odreden parom (xg, z1), to jest za svaki par realnih brojeva
postoji tacno jedan niz koji pocinje tim parom i koji zadovoljava gornji uslov.

Neka je V' = R"*" prostor svih realnih nizova (videti sedmi primer u sekciji 2.2).
Taj prostor je beskona¢nodimenzionalan. Lako se proverava da je sa

L(l‘o, T1,T9, .. ) = (1]1, Lo, T3, .. )

2

zadat linearan operator L: V — V. Ako sa ¢(x) oznac¢imo polinom z* — z — 1, onda

o(L)(xo, x1,x9,...) = (T3 — X1 — To, T3 — To — T1, Ly — T3 — Ty .. .).

To znaci da ¢(L) primenjen na niz koji zadovoljava (%) daje nula niz i obrnuto, svaki
niz koji se slika u nula niz pomoéu ¢(L) zadovoljava (x). Dakle, U je Ker(¢(L)), pa
samim tim i potprostor od V. Pokaza¢emo da je U dvodimenzionalan i eksplicitno ¢emo
odrediti dva niza (3!),en i (8%)nen od kojih se moze formirati njegova baza. Posto
Fibonacijev niz (F},),en pripada prostoru U, za svako n ¢e vaziti da je F, = ¢18%+co 32,
a skalare ¢; 1 ¢y ¢emo odrediti iz uslova Fy = 01 F(1) = 1. Sve ovo ¢emo uraditi za
opsti slucaj.

Neka je ¢(x) polinom x¥+ay_12* 1 +.. . +ayz+agzak > 1. Nekaje U = Ker(¢(L))
potprostor od V. Kao i u gornjem primeru, jasno je da je U skup svih realnih nizova
(zn)nen koji zadovoljavaju uslov

Lotk + Ap—1Tptk—1 + ... + Q1Tpy1 + Qo2 = 0.

Taj uslov se zove homogena linearna diferencna jednacina sa konstantnim koeficijen-
tima stepena k.
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Lako se proverava da je sa

Uxoy ooy Th1, Thy - - .) = (Toy o+ -, Tp1)

zadato linearno preslikavanje ¢: U — R” koje je 1-1 i na zato §to je svaki niz (2, )pen
iz U potpuno odreden k-torkom (zg,...,z,_1). Dakle, U = R* pa je dim(U) = k.

Ako je k = 1, onda nasa diferencna jednacina glasi z,,1 + apz, = 0 i skup U njenih
reSenja je skup geometrijskih nizova oblika x, = (—ag)"x¢. Baza prostora U je tada
jednoclana i data je recimo realnim nizom f takvim da je fy = 11 za svako n > 1 je
Bn = (—ao)™.

Pretpostavimo da se polinom ¢(x), za medusobno razlicite Ay, ..., \g, k > 2, fak-
torise kao

($—>\1)(l‘—>\k)

Tada po tvrdenju 12.0 za proizvoljnu permutaciju = skupa {1,...,k} vazi da je
H(L) = (L = Azy) ... 0 (L = Aagiy)

pa je za svako i € {1,...,k}, prostor Ker(L — \;) potprostor od Ker(¢(L)) =U.

Kao i uslucaju k = 1, svaki prostor Ker(L—);) je jednodimenzionalan i predstavlja
skup resenja diferencne jednacine z,.; — Az, = 0. Njegova baza je data nizom 3
takvim da je 8 = 1 i za svako n > 1 je 8¢ = (\;)". Pokazimo da je skup {£%,..., 3"}
linearno nezavisan.

Po tvrdenju 8.8 i lemi 8.3, dovoljno je proveriti da je skup {s(58'),...,:(8*¥)} C R*
linearno nezavisan. Posmatrajmo matricu A € M;, ¢ije su vrste vektori t(SY), ..., o(8%).
I VRN Lo
g [ e P
DV L

Po teoremi 11.15 i posledici 10.5 det(A) # 0 garantuje linearnu nezavisnost skupa
{v(BY),...,u(B")}. Determinanta det(A) je Vandermondova determinanta i jednaka je

IT =2

1<i<j<k

Ovo pokazujemo indukcijom po k > 2.

(baza indukcije) Ako je k = 2, onda je det(A) = Ay — ;.

(induktivni korak) Ako je k > 2, onda primenimo k£ — 1 kolona transformacija
A1 V-1 + V&, —A1Vk—2 + V1 1 tako dalje do poslednje —A;7v; 4+ 72 i tako dobijamo

matricu
1 0 . 0

U EERCEP R (Ag — Ap) A2

D VRS VERNUUIIN O VIR ¥H D i
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takvu da je det(A) = det(A’). Kada izvuc¢emo zajednicke faktore iz vrsta i razvijemo
determinantu po prvoj vrsti dobijamo da je

d@t(A/) = ()\2 - )\1) Lt ()\k - )\1) . th(A”)

gde je
NN PRENUUIED Ve
a1 s Ab—2
1 A ... A2

Po induktivnoj hipotezi
det(A) = T (N -
2<i<j<k
pa det(A) ima trazenu formu.

Iz toga $to su svi \; medusobno razliciti, zaklju¢ujemo da je det(A) # 0, pa skup
{BY,..., "} daje bazu za U. Prema tome, svaki niz iz U se moze na jedinstven nacin
predstaviti kao linearna kombinacija elemenata tog skupa. Skalare u toj linearnoj
kombinaciji koji odreduju jedno partikularno resenje dobijamo iz datih k& pocetnih
uslova.

Vratimo se na Fibonacijev niz. Polinom ¢(x) = 22 — x — 1 se faktorige kao

C1-VE 1445
2 2

( )(@ )-

Prema prethodnom razmatranju dobijamo da nizovi 3! i 32 zadati sa

L=V5, . o
5 ) 1 Ba=(

B =

1++5,,
—5 )

¢ine bazu za U. Prema tome Fibonacijev niz F je linearna kombinacija nizova 8t i 5

E, =B} + Bz

Konstante ¢; = —\/Lg icy = \/ig nalazimo iz uslova
. 1—+/5 1++v5
O:Fozclﬁé—i—cﬁg:cl—l—@ i 1=F :clﬁll+026% = 2\/——1—02 2\/_.
Dakle,

1, 1+vV5, ,1-5
Fn:%(( 5 ) = (5

)")-



§13. Trinaesta nedelja

§13.1. Minimalan polinom

Ako je B baza za n-dimenzionalni prostor V, t € L(V), T' = Repp (t) matrica i p(z)
neki polinom, onda je po tvrdenjima 9.8-9 1 9.12

Repps(p(t) = p(T) = anT™ + ...+ arT + ag E,.

Posto je dimenzija prostora M, jednaka n? sledi da je {E,,T,T?,... ,T”Q} linearno
zavisan skup pa postoji netrivijalan polinom p(z) € P,z takav da je p(T') = Onxn.
Odavde zakljucujemo da je p(t) nula preslikavanje (svaki vektor iz V slika u 6)

DEFINICUJA.  Minimalan polinom endomorfizma ¢: V' — V je polinom m(z) najma-
njeg stepena, ¢iji je vodedi koeficijent 1, takav da je m(t) nula preslikavanje. Minimalan

polinom matrice T' € M,, je polinom m(z) najmanjeg stepena, ¢iji je vodeéi koeficijent
1, takav da je m(7T') nula matrica.

TVRPENJE 13.1. Swvaka matrica iz M,, ima jedinstven minimalan polinom. Slicne
matrice imaju isti minimalan polinom.

DOKAZ. Po gornjim komentarima, za svaku matricu T' € M, postoji netrivijalan
polinom p(x) € P,2 takav da je p(7) nula matrica. Neka je p(z) netrivijalan polinom
najmanjeg stepena takav da je p(7T') nula matrica. Ako p(z) pomnozimo reciproénom
vrednoséu vodeceg koeficijenta dobi¢emo polinom ¢iji je vodeéi koeficijent jednak 1 i
on je po definiciji minimalan polinom matrice T'.

Ako bi postojala dva minimalna polinoma m4(x) i ms(x) stepena k, onda je njihova,
razlika r(z) = my(xz) — ma(z) polinom u Py_; takav da je r(7) nula matrica pa r(z)
mora biti trivijalan polinom, $to znaci da je my(z) = mao(z).

Po tvrdenju 12.2, slicne matrice imaju isti minimalan polinom. o

PosLEDICA 13.2. Svaki linearan operator ima jedinstven minimalan polinom.

™

PRIMER. Neka je t: R* — R? rotacija ravni za ugao 5=
sekciji 9.1). Tada je t reprezentovano u odnosu na par standardnih baza matricom
V3

V3 1

N 2
T= AR

2 2

21>, lako vidimo da je T? — v/3T + E, nula matrica, pa je

2 2
m(z) = 2° — v/3x + 1 minimalan polinom za T, posto su T i E, linearno nezavisni.

30° (videti drugi primer u

|§ N

Kako je T? = (

89
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TVRBENJE 13.3. Ako se polinom p(x) faktorise kao c(x — A\)? - ...+ (x — A\g)%, onda
za endomorfizam t: V — V wvazi da je

p(t) =c(t —M)%o...o(t—A\)%.

DOKAZ. Direktno iz tvrdenja 12.0. -

Kao posledicu mozemo zakljuciti da ako se minimalan polinom m(x) linearnog
preslikavanja t: V' — V', za netrivijalan prostor V', faktorise kao

m(z) = (x — )" ..o (= M),

onda se, posto m(t) slika svaki vektor iz V u 0, bar jedan ne-nula vektor iz V slika
sa nekim t — \; u 0, §to znaci da je bar jedno ); sopstvena vrednost preslikavanja t.
Cilj nam je da pokazemo da ¢ée sve sopstvene vrednosti za t biti koreni minimalnog
polinoma za t i da ¢e minimalan polinom za ¢ deliti karakteristicni polinom za t.

TEOREMA 13.4 (KEJLI-HAMILTON). Ako se karakteristicni polinom linearnog opera-

tora t faktorise kao
clx—=A)Pr - (= Ag)PR,

onda se minimalan polinom za t faktorise kao
(x =A™ (= M),
gde je 1 < q; < p; za svako 1 <1 < k.

Da bismo dokazali ovu teoremu primetimo sledeée. Ako imamo neku matricu tipa
n X n, ¢iji su elementi polinomi iz P,,, onda je mozemo izraziti kao polinom iz P, ¢iji
su koeficijenti iz M,, (matrice tipa n X n nad R). Na primer,

2 +2r—3 222 —1 (V2 (2 YL (3
3r+2 22-3) 0 1 3 0 2 3]
Dokaz teoreme 13.4 ¢emo izvesti pomocu sledece tri leme.

LEMA 13.5. Ako je p(x) karakteristicni polinom kvadratne matrice T, onda je p(T')
nula matrica.

DOKAZ. Neka je p(z) = ppa™ + ...+ p1x + po 1 neka je A matrica T — zE,, Cija je
determinanta jednaka p(z).

t11 — t12 cee tin
t21 t22 — T ... t2n

A:

tnl tng e tnn — X
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Primetimo da je svaki kofaktor A;; polinom iz P,_;, pa je po gornjem komentaru
matricu adj(A) moguée zapisati kao 2" *C,,_y + ...+ xC| + Cy, gde su sve matrice C;
iz M,,. Dakle imamo:

p(2)E, = det(A)E, = adj(A) A = (2" 'Cp_y + ... + 20, + Co)(T — xE,),
odnosno
p(x)E,= 2" 1C, T — 2"Cp_y + ... + 2O/ T — 22°Cy + CT — zCy
=—2"Cp_ 1 + 2" Y Cp 1T — Cpn) + ...+ 2(CiT — Cy) + CoT.
Kad levu i desnu stranu izjednac¢imo po stepenima promenljive x dobijamo:
pnbn = —Cp
pn—1En = ChaT — Chg

mkb, =0T —C
poln = CoT.
Pomnozimo prvu jednakost zdesna sa T, drugu zdesna sa 7" ! i tako dalje, do pret-

poslednje koju mnozimo zdesna sa T. Kada saberemo leve strane dobijamo p(T") a
desne strane se poniste i daju nula matricu. =

LEMA 13.6. Ako je m(x) minimalan polinom kvadratne matrice T i p(x) polinom
takav da je p(T) nula matrica, onda m(zx) deli p(x).

DOKAZ. Po algoritmu deljenja polinoma postoje polinomi ¢(z) i r(x) takvi da je p(z) =
q(z)m(x)4r(x) ijos je stepen polinoma r(z) striktno manji od stepena polinoma m(z).
Kad z zamenimo sa T dobijamo 0 = p(T) = ¢(T)m(T) + r(T) = 0 + r(T) = r(T).
Posto je m(z) minimalan polinom matrice 7" a r(z) je manjeg stepena od m(z), to je
r(z) = 0. Dakle, p(z) = q(z)m(x). .

LEMMA 13.7. Ako je A sopstvena vrednost kvadratne matrice T i p(z) polinom takav
da je p(T) nula matrica, onda je p(\) = 0.

DOKAZ. Neka je ¢ sopstveni vektor matrice T koji odgovara sopstvenoj vrednosti .
Onda je ¥ sopstveni vektor matrice T2 koji odgovara sopstvenoj vrednosti \? zato §to
je

T?0 = T(TV) = TA = \T7 = \*%.
Indukcijom moZemo zakljuciti za svako k € N da je ¥ sopstveni vektor matrice T* koji
odgovara sopstvenoj vrednosti A¥. Dakle, imamo:

0= p(T)T = (pT™ 4+ P T+ ...+ po)T
= P I + P T™ 0+ .+ pol
= D AT + P AN+ .+ pot = p(\)T,
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gde je p(x) = pmx™ + Pm_12™ 1 + ... + po. Odavde sledi da je p(\) = 0, posto je v
ne-nula vektor. —|

Teorema 13.4 je posledica lema 13.5-7. Po lemama 13.5-6 dobijamo da je karak-
teristi¢ni polinom deljiv minimalnim polinomom matrice, pa odatle imamo ¢; < p; za
svako 1 < ¢ < k u formulaciji teoreme. Iz leme 13.7 sledi da je svaka sopstvena vred-
nost A neke matrice koren minimalnog polinoma m(x) te matrice, pa je po Bezuovoj
teoremi, m(x) deljiv sa x — A. Odatle dobijamo ono 1 < ¢; za svako 1 < ¢ < k u
formulaciji teoreme.

2 -1 -1
PRIMER. Odrediti minimalan polinom matrice A = 1 4 1
-1 -1 2

Karakteristicni polinom matrice A je det(A — xE3) = (2 — z2)(3 — x)* pa je ili
(x —2)(z —3) = 2> =5z + 6 ili (x —2)(z — 3)? = 2° — 82% 4+ 21z — 18 minimalan

4 -5 =5
polinom matrice A. Posto je A% = 5 14 5|, lako vidimo da je A2 —5A + 6F;
-5 -5 4

nula matrica, pa je 2 — 5z + 6 minimalan polinom za A.

§13.2. Nilpotentnost

Ogranicenge (restrikcija) preslikavanja ¢ na podskup S od V' oznacavamo sa t]g. Lako
se vidi da je ogranicenje linearnog preslikavanja na potprostor domena takode linearno
preslikavanje.

DEFINICIJA. Linearni operator t: V' — V je nilpotentan kada postoji k > 1 takvo da
je t* nula preslikavanje. Matrica A je nilpotentna kada postoji k > 1 takvo da je A*
nula matrica. U oba slucaja, najmanje takvo k se zove indeks nilpotencije.

DEFINICIJA. Neka je t: V' — V linearan operator i v € V takav da su svi vektori
7, t(7), ..., t*"1(¥) razliciti od 0, dok je t*(7) = 0. Kazemo da je (7, t(7), ..., t* (7))
jedan t-niz generisan vektorom ¢. Za bazu od V kazemo da je baza t-nizova kada je
ona nastala nadovezivanjem ¢-nizova.

TVRPENJE 13.8. Neka jet: V — V nilpotentan i neka je B baza t-nizova za V. Tada
je duzina najduieg t-niza u B jednaka indeksu nilpotencije od t.

DOKAZ. Neka je k indeks nilpotencije od ¢. Jasno je da nijedan od t-nizova koji ¢ine
bazu ne moze biti duzi od k. Pretpostavimo da su svi kraéi od k. Posto je indeks
nilpotencije jednak k to postoji 7 € V takav da je t* (%) # 0. Kad razvijemo @ po
bazi B i primenimo t*~!, dobi¢emo da je ne-nula vektor jednak nula vektoru, $to je
nemoguce. -
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NAPOMENA 13.9. Ako V ima bazu t-nizova, gde je t : V. — V linearan operator,
onda je u odnosu na tu bazu, t reprezentovan matricom koja ima sve nule osim sto ima
negde jedinice odmah ispod glavne dijagonale. Ukoliko bismo unutar t-nizova obrnuli
redosled, dobili bismo reprezentaciju od t koja bi tmala sve nule osim nekih jedinica
odmah iznad glavne dijagonale. U literaturi se to cesée uzima za normalnu formu a
mi smo zadrzali onu datu u [2].

PRIMER. Neka je B = (¥, t(7), t*(0), 0, t(@)) baza za V. Tada je
00 00O
1 0000
Repgyg(t) 01000
000O0O
00010

TEOREMA 13.10. Za svaki nilpotentan t: V. — V postoji baza t-nizova za V.

DOKAZ. Dokaz izvodimo indukcijom po indeksu nilpotencije k preslikavanja ¢.

(baza indukcije) Ako je k = 1, onda je t jedno nula preslikavanje i svaka baza je
jedna baza t-nizova (svi su jednoclani).

(induktivni korak) Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za svaki operator ¢iji je
indeks nilpotencije manji od k. Posmatrajmo ogranicenje ¢]r,, : Im(t) — Im(t) ciji
je indeks nilpotencije jednak & — 1. Po induktivnoj pretpostavci I'm(t) ima bazu t-
nizova i neka je ona sledeceg oblika (uzimamo konkretan primer da se ne bismo muéili
s indeksima)

B = (v, t(0), £*(0), @, t()).
Vidimo da poslednji ¢lanovi t-nizova t*(v) i t(w) pripadaju Ker(t). Mozemo pokazati
da je (t*(V), t(w)) jedna baza za I'm(t) N Ker(t). Ako je @ € Im(t) N Ker(t), onda je

il = a¥ + ayt(T) + agt?(7) + b + byt ()

pa kad primenimo ¢ dobijamo 0 = at(?) + a,t*(¥) + 0 + bt(w) + 0. Odavde, zbog
linearne nezavisnosti vektora baze B, dobijamo da je a = a; = b = 0 pa se @ nalazi u
linearnom omotacu skupa {t?(v), (@)} koji je linearno nezavisan pa je neuredena baza
za Im(t) N Ker(t).

Po tvrdenju 4.8, postoje v/}, . . . , ; takvi da je (t3(¥), (@), 74, . . ., 1)) baza za Ker(t).
Mozemo pokazati da je (¥, t(0), W, t3(¥), t (W), 4, . . ., 1)) baza za Im(t)+ Ker(t). Jasno
je da ti vektori razapinju Im(t) + Ker(t) i ima ih 5+ [. Po teoremi 5.7, dimenzija
prostora I'm(t) + Ker(t) je 54+2+1—2 =5+, pa po lemi 4.7 ovi vektori daju bazu
za Im(t) + Ker(t).

Posto su ¢ 1 w u Im(t), to postoje Uy i Wy takvi da je ¥ = t(th) 1 W = t(w).
Pokazac¢emo da je skup

S = {1707 ( ) tz( ) tg(UO) wo,t(lﬁo),tQ(’Lﬁo), ﬁl?"'vﬁl}
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linearno nezavisan.
Pretpostavimo da je

aoﬁo + alt(ﬁo) + ath(Uo) + a3t3(170) + bo’u_jo + blt(wo) + thQ(w0> + 01171 + Ce + Clﬁl = 6
i primenimo ¢. Dobijamo da je
a0t<170) + a1t2(170) —+ a2t3(170) + bot(?ﬁo) -+ blt2(ﬂ_jo) = 6

pa je zbog linearne nezavisnosti vektora baze B, ag = a1 = as = by = by = 0. Uz
to, iz gornje jednakosti, zbog linearne nezavisnosti vektora u bazi za Ker(t), dobijamo
a3 =by=c; =...=¢ =0, paje S linearno nezavisan.

Po teoremi &.15 imamo

dim(V) = dim(Im(t)) + dim(Ker(t)) =5+ 2 +1
koliko elemenata ima i skup S, pa po tvrdenju 4.9 on razapinje V. Znaci
(g, L(Ty), 12(Ty), £ (vy), Wy, t(ao), t* (o), V1, ..., 1)
je baza za V' i ona je nastala nadovezivanjem 2 + [, t-nizova. -

PosLEDICA 13.11. Svaka nilpotentna matrica je slicna matrici koja ima sve nule osim
nekih jedinica odmah ispod glavne dijagonale.

Nadalje ¢emo precutno iz polja R prec¢i u njegovo proSirenje, polje kompleksnih
brojeva C iz razloga algebarske zatvorenosti. Naime, u polju C svaki polinom stepena
vec¢eg od 0 ima koren, Sto znaci da se moze predstaviti u obliku proizvoda polinoma
stepena 1.

TVRBENJE 13.12. Linearan operator t: V — V', za netrivijalan vektorski prostor V',
je nilpotentan akko je 0 jedina njegova sopstvena vrednost.

DOKAZ. (=) To $to se nalazimo u polju C i §to je V netrivijalan nam garantuje
da postoji sopstvena vrednost za t. Iz toga §to postoji & > 1 takvo da je t* nula
preslikavanje, to jest ¢ je ,,koren” polinoma p(z) = z*, po lemi 13.7 sledi da je svaka
sopstvena vrednost preslikavanja ¢ koren polinoma z* a to mora biti 0.

(<) Ako je 0 € C jedina sopstvena vrednost za ¢, onda se, po napomeni 12.5,
karakteristi¢ni polinom za t faktorise kao cx™ gde je n > 1 dimenzija prostora V. Po
lemi 13.5, imamo da je t* nula preslikavanje, pa je po definiciji, ¢ nilpotentan. .

PosLEDICA 13.13. Linearan operatort— X:V — V', za netrivijalan vektorski prostor
V', je nilpotentan akko je X jedina sopstvena vrednost za t.

DOKAZ. Nula je jedina sopstvena vrednost za t — X\ akko A je jedina sopstvena vrednost
za t, zato §to (t — \) (V) = cv < t(V¥) = (A + ¢)v. =
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TVRPENJE 13.14. Ako su matrice T — AE,, © S slicne, onda su i matrice T © S+ \FE,
slicne uz istu matricu prelaza.

DOKAZ. Direktno iz 12.2(2) uz polinom p(z) = = + . -

NAPOMENA 13.15. Ako je A € C jedina sopstvena vrednost matrice T € M,,, onda
je ona slicna matrici koja na glavnoj dijagonali ima X i sve ostale nule osim nekih
jedinica odmah ispod glavne dijagonale.

DOKAZ. Po posledici 13.13, matrica T'— \E,, je nilpotentna pa je po posledici 13.11 ona
slicna matrici koja ima sve nule osim nekih jedinica odmah ispod glavne dijagonale.
Po tvrdenju 13.14, matrica T je slicna zbiru takve matrice i dijagonalne matrice A\E,,.

_|

§13.3. Zordanova normalna forma

NAPOMENA 13.16. Neka jet: V — V linearan operator. Primetimo da je Im(tF!) =
Im(t];,, ) 1 podsetimo se da je Ker(t*) = {7 € V | t*(¥) = 0}.

TVRBENJE 13.17. Za linearan operator t: V — V wvazi:

Vo2 Im(t) 2 Im(t*) 2...
{0} C Ker(t) C Ker(t?) C...

DOKAZ. Ako je @ € Im(t**1!), onda postoji ¥ € V takav da je @ = tF+1(7) = t5(¢(7)).
Posto je 4 = t(v) € V i W = tF(1), to je @ € Im(t*). Znaci Im(t*) D Im(tk+1).

Ako je 7 € Ker(t¥), onda je t"1(%) = t(t*(7)) = t(0) = 0, pa je 7 € Ker(th).
Znaci Ker(th) C Ker(t*1). .

LEMA 13.18. Ako je Im(t*) = Im(t**Y), onda je Im(t*t) = Im(tF+?).

DOKAZ. Po napomeni 13.16 imamo Im(t"*?) = Im(t] ) = Im(E] 00) =
Im(tF+1), B

LEMA 13.19. Ako je Ker(t*) = Ker(tft1), onda je Ker(tft1) = Ker(tk+2).

DOKAZ. Po tvrdenju 13.17, dovoljno je pokazati Ker(t**?) C Ker(t**!). Neka je
v € Ker(t*+?), sto znaci da je t"t2(%) = 0. Za vektor @ = #(7) vazi da je u Ker(t*+1)
pa je zbog pretpostavke leme on i u Ker(tf). Znaci da je t*(i0) = 0, pa je onda i
t*1(%) = 0. Dakle, 7 € Ker(t*+1). .

Nadalje fiksiramo n kao dimenziju vektorskog prostora V nad poljem C. Kao
posledicu tvrdenja 13.17 i lema 13.18-19, posto je dimenzija pravog potprostora strogo
manja od dimenzije prostora, imamo sledeé¢e tvrdenje.
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TVRBENJE 13.20. Za linearan operator t: V — V wvazi:

Im(t") = Im(@™™) = Im@""?) =...
Ker(t") = Ker(t""l) = Ker(t")

TVRPENJE 13.21. Linearan operator t] ., : Ker(t") — Ker(t") je nilpotentan, a
gy s Im(E") — Im(t") je 1-1.

DOKAZ. Prvi deo sledi direktno po definiciji nilpotentnosti. Za drugi deo, po napomeni
13.16 1 tvrdenju 13.20 je Im(t],ny) = Im("*') = Im(t"). Dakle, rank(t|r,, ) =
dim(Im(t] ) = dim(Im(t")). Po teoremi 8.17, preslikavanje ¢[,, ) je 1-1. -

TVRBENJE 13.22. Za linearan operator t: V — V wvazi:
(1) dim(V') = dim(Ker(t")) + dim(Im(t")),
(2) Ker(t") N Im(t") = {0},

to jest, po tordenju 5.9, V.= Ker(t") @ Im(t").

DOKAZ. Deo (1) je teorema 8.15 za preslikavanje t" : V' — V. Za dokaz dela (2)
pretpostavimo da je @ # 0 u Im(t"). Iz tvrdenja 13.21 zakljuéujemo da je (%) # 0 i
dalje za svako k imamo t*(7) # 0. Znaci da ¥ nije u Ker(t"). -

U sekciji 5.2 smo definisali kada je vektorski prostor direktna suma dva svoja pot-
prostora. Sada ¢emo definisati uopstenje tog pojma sa 2 na k (k > 1) potprostora.

DEFINICIJA. Vektorski prostor V' je direktna suma svojih potprostora Wi, ...,
Wi (k > 1) kada za svako ¢ € V postoji jedinstvena k-torka (u, ..., W), pri ¢emu je
w; € W;, takva da je v =W + ...+ w,. Oznaka je W1 & ... 0 Wy.

Sledece tvrdenje sledi iz definicija.

LEMA 13.23. Vektorski prostor V je direktna suma svojih potprostora W1y, ..., Wy za
k > 1 akko je V direktna suma (u smislu definicije iz sekcije 5.2) svojih potprostora

WiiWe@d...0 W

Sada ¢emo dokazati nekoliko tvrdenja koja ¢e nas dovesti do glavnog rezultata ove
sekcije a to je normalna forma kvadratne matrice nad C.

DEeFINICIJA. Neka je t: V — V linearan operator i W potprostor od V' takav da za
svako W € W vazi t(w) € W. Za takav potprostor kazemo da je t invarijantan.

NAPOMENA 13.24. Za linearan operator t: V. — V i proizvoljno k > 0, potprostori
Im(tk) i Ker(t*) od V su t invarijantni.
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TVRBENJE 13.25. Ako je potprostor t invarijantan, onda je on i p(t) invarijantan za
proizvoljan polinom p(x).

DOKAZ. Neka je W neki t invarijantan potprostor od V i@ € W. Tada je pow, pit(),
o Pt™ (W) € W, pajeip(t)w € W. -

Po napomeni 13.24 i tvrdenju 13.25, za linearan operator t: V — V i svako A\, X' i
m, prostori Ker(t—X)"iIm(t— )" su (t —X)™ invarijantni §to ¢emo nadalje koristiti
bez posebnog napominjanja. Sledece tvrdenje je posledica definicija ¢ invarijantnih
potprostora i matri¢ne reprezentacije linearnih preslikavanja.

TVRBENJE 13.26. Neka je V =U@W i neka je B baza za V' dobijena nadovezivanjem
baza C i D za U odnosno W. Neka je t: V — V linearan operator takav da su U i W,
t invarijantni. Tada je Reppp(t) matrica

(Repc,c<t o) 0 )

0 RGPD,D (t [W)

LEMA 13.27. Ako je T matrica oblika (g ?{)’ gde su S i R kvadratne matrice, onda
je det(T) = det(S) det(R).

DOKAZ. Ako su matrice S'i R reda k odnosno m, onda je

S 0y (S O E, 0

0 R/ \0 E, 0 R)°
Primenimo teoremu 11.16 i pomoc¢u teoreme 11.17 vidimo da je

S 0\ . B, 0\
det <O Em>—det(5) i det(o R)—det(R). .

LEMA 13.28. Ako je \ sopstvena vrednost za t, onda je A jedina sopstvena vrednost
Za trKer(t—)\)"‘
DOKAZ. PosSto je A sopstvena vrednost za t, prostor Ker(t — )" je netrivijalan.

Preslikavanje (£ — A)Jx.,;_x» Je po tvrdenju 13.21 nilpotentno, pa je po posledici
13.13, X jedina sopstvena vrednost za £} Ker(t—A)n- =

LEMA 13.29. Ako je A sopstvena vrednost za t i N # X, onda je (t — N)Jypp(y—ryn
jedno 1-1 preslikavange.

DOKAZ. Po lemi 13.28, X nije sopstvena vrednost za ] Ker(t—xns P Z& svaki ne-nula
vektor ¥ iz Ker(t — \)" vazi (t — X) () # 0. -
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LEMA 13.30. Ako je A sopstvena vrednost za t: V — V i X £ X, onda je
Ker(t] i an — )" = Ker(t — X)".

DOKAZ. Imamo da 7 € Ker(t],,;_y» —A')" akko ¥ € Im(t — A\)" 1 v € Ker(t — \')",
pa je dovoljno pokazati da v € Ker(t — N)™ povlaci ¢ € Im(t — A\)". Po tvrdenju
13.22, prostor V' je jednak Ker(t — \)" @ Im(t — \)", pa za v € Ker(t — X')" postoje
wh € Ker(t — \)" iy € Im(t — \)™ takvi da je ¥ = W + .

Kad primenimo (£—\’)" na levu i desnu stranu ove jednakosti dobijamo 0 = | 1},
pri ¢emu je W) = (t—N)"(w) € Ker(t—\)"iw) = (t—X)"(wy) € Im(t—\)" jer su ti
prostori (t — A’)" invarijantni. Zbog nezavisnosti ovih prostora sledi da je | = ), = 0.

Po lemi 13.29, preslikavanje (t — \) | Ker(t—nn J€ 1-1, pa je i (t— )\’)”[Kw(t_/\)n, kao
kompozicija 1-1 preslikavanja, takode 1-1. Odavde zakljuéujemo da je @, = 0, pa je
U=y € Im(t — \)". —|

TEOREMA 13.31. Ako je karakteristicni polinom linearnog operatora t: V — V oblika
(x = APt (T — Ag)Px, gde je N\; # N\j za i # j, onda je

V=FKer(t—MN)"®...® Ker(t — )",
pri éemu je dim(Ker(t — \)") = p;.

DOKAZ. Indukcijom po k (k> 1).

(baza indukcije) Ako je k = 1, onda je p; = n = dim(V) i po posledici 13.13,
preslikavanje t — A; je nilpotentno pa je V = Ker(t — A\;)".

(induktivni korak) Ako je k > 1, onda je po tvrdenju 13.22,

V=Ker(t—MA)" & Im(t— )"

Po tvrdenju 13.26, t se moze reprezentovati matricom 7" oblika gdesu SiR

S 0
1)
reprezentacije ogranicenja | Ker(t—Ay)n 1) Im(t—A1)n Karakteristicni polinom preslika-
vanja t jednak je karakteristicnom polinomu matrice 7' koji je po lemi 13.27 jednak
proizvodu karakteristicnih polinoma matrica S i R. Posto je (t — Ay)| Ker(t—A)n nilpo-
tentno, to je po posledici 13.13, A\; jedina sopstvena vrednost za t Ker(t—xy)n> TO jest za
matricu S. Po tvrdenju 13.21, (t — Aq) | Fm(t—x,)n J€ 1-1 preslikavanje pa mu 0 ne moze
biti sopstvena vrednost, ina¢e bi ono neki ne-nula vektor preslikavalo u 0. To znaéi da
A1 ne moze biti sopstvena vrednost za t [ Tm(t—Aa)ns to jest za matricu R. Dakle, (z— ;)P
je karakteristi¢ni polinom za S pa je dim(Ker(t—X1)") = p1i (x—Ag)P?>-. .. (x— A\g)P*
je karakteristicni polinom za ¢] Im(t—x)n- L0 induktivnoj pretpostavci, uz lemu 13.30,
Im(t — A\)™ je jednak

Ker(t—X)" @ ... & Ker(t — X\p)",
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pri ¢cemu je dim(Ker(t — \;)™) = p;. Po lemi 13.23, tvrdenje sledi. =

TEOREMA 13.32. Svaka kvadratna matrica nad C je slicna zbiru dijagonalne matrice
1 matrice koja ima sve nule osim nekih jedinica odmah ispod glavne dijagonale.

DOKAZ. Neka je t: C" — C" linearno preslikavanje reprezentovano kvadratnom
matricom 7" u odnosu na standardnu bazu. Neka su Aq,..., \; sve sopstvene vrednosti
preslikavanja t. Po teoremi 13.31, prostor C" je jednak

Ker(t—X\)"®...3® Ker(t — \g)".

U odnosu na bazu za C" nastalu nadovezivanjem baza B; za Ker(t — \;)", kao i u
tvrdenju 13.20, preslikavanje t je reprezentovano matricom 7" oblika

. 0 0
0 . 0
0 0 T|

gde je T] = Repp, 5,(t] ger(r_r,yn)- Po lemi 13.28, ); je jedina sopstvena vrednost za T}
pa je po napomeni 13.15, T/ slicna matrici u trazenoj formi. Odavde zaklju¢ujemo da
je T, pa samim tim i 7" slicna matrici u trazenoj formi. o

DEFINICIJA.  Gorenavedena forma matrice se zove Zordanova normalna forma. Kao
Sto smo rekli u napomeni 13.9, u literaturi se ceS¢e nailazi na formu oblika zbira
dijagonalne matrice i matrice koja ima sve nule osim nekih jedinica odmah iznad glavne
dijagonale.

LEMA 13.33. Neka su Ai,...,\r € C sve sopstvene vrednosti linearnog operatora
t:V — V. Tada za svako T €V je ((t — A% o... o (t — X\)®)(7) = 0 akko za svako
1<i<kisvakiT; € Ker(t —\)" je (t — X\)% () = 0.

DOKAZ. (=) Neka je 9; € Ker(t — \;)". Kao posledicu tvrdenja 13.3 imamo da kom-
pozicija (t — A)? o ... o (t — A\g)%* komutira pa iz pretpostavke sledi da je
((t—=X)% o...o(t—N)%)(T) =0. Polemi 13.20 za i # j preslikavanja (t — \;)% su
1-1 u Ker(t — \;)", pa mora biti (t — \;)%(%;) = 0.

(<) Neka je v € V. Po teoremi 1331, 0 =0 + ...+ Uy za v; € Ker(t — \;)". Za
svako 1 <i < kje ((t—M)%o...0(t— M )%)(T;) = 0, pa tvrdenje sledi. -

POSLEDICA 13.34. Polinom (z — A)® - ... (z — M\p)%, gde je N\; # \j za i # j, je
minimalan polinom linearnog preslikavanja t: V. — V' akko je za svako 1 < i < k,
polinom (x — A;)® minimalan za t] .. n-

TEOREMA 13.35. Minimalan polinom kvadratne matrice je oblika

($—>\1)'...'(l’—>\k),
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gde je \; # N\; za i # j, akko je matrica dijagonalizabilna.

DOKAZ. (=) Neka je t : C" — C" linearno preslikavanje reprezentovano datom
kvadratnom matricom 7" u odnosu na standardnu bazu. Po posledici 13.34, za svako
1 < < k, minimalan polinom za ¢, ). J& T — Ai, pa je (t — )\i)[Ker(t_M)n nula
preslikavanje i ¢] Ker(t—As)n je reprezentovano matricom \;E,,.

(<) Neka su Aj,..., A\, € C sve sopstvene vrednosti za 7. To su onda elementi
glavne dijagonale dijagonalne matrice 7" sliéne matrici 7. Lako se proveri da je
(T" = ME,,) - ... (T" = \Ep,) nula matrica (proizvod dijagonalnih matrica takvih
da za svako mesto na dijagonali postoji bar jedna u prozvodu koja na tom mestu
ima 0). Uz pomo¢ teoreme 13.4, zakljucujemo da je p(x) = (x — A1) - ... (z — A\g)
minimalan polinom za 7" pa je po tvrdenju 13.1 to i minimalan polinom za 7. -



§14. Dodatak

§14.1. Skupovi

O skupovima ovde govorimo neformalno, koriste¢i obi¢an jezik. Zainteresovanim za
aksiomatsku teoriju skupova sugerisemo da pogledaju [3] i [9].

Da je x u skupu X (z je element od X) oznacavamo sa x € X. Skracenica za ,nije
x € X7 jex ¢ X. Skracenica za ,,v1 € X i 29 € X7 je 21,20 € X. Kazemo da je
X podskup od Y (u oznaci X C Y) kada je svaki element skupa X ujedno i element
skupa Y. Skupovi X i Y su jednaki (u oznaci X =Y) kadaje X C Y iY C X.
Skup je konacan kad ima kona¢no mnogo elemenata; inace je beskonacan. Skup svih
elemenata (nekog skupa) koji imaju svojstvo P oznac¢avamo sa {z | « ima svojstvo P}.

PRIMERI: 1. 0, prazan skup, 2. {1,2,3}, troclani skup,

3. N=1{0,1,2,...}, skup prirodnih brojeva,

4. P(X) ={Y | Y C X}, partitivni skup od X, konkretno
P({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2,3}, {1, 2,3}}, P(0)

Za proizvoljne skupove X i Y definiSemo:

{0}.

presek XNY =¢g{zr|lzeXizeY}
uniju XUY =¢{zr|zeXilizeY}
razliku X—-Y=y{zr|lzveXizgY}

simetricnu razliku XAY =4 (X-Y)U(Y —X)
Ukoliko se nalazimo u univerzumu U i pricamo o skupovima iz P(U), onda imamo i

komplement Xe=4U-X

Uredeni par elemenata a i b, u oznaci (a,b), je skup {{a}, {a,b}}. Osnovno sto
sledi iz ove definicije je da

(a,b) = (c,d) akko a=cib=d.

Dekartov proizvod skupova X 1Y, u oznaci X x Y, je skup {(z,y) |r € X iy € Y}.
Na primer,

{1,2} x {1,m,n} = {(1,1),(1,m), (1,n), (2,1), (2,m), (2,n)}.

§14.2. Relacije
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