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Uvod

Kao podnaslov ovog rada najpravednije bi bilo da stoji ”Koherencija
i teorija dokaza”. To je ono xto najvernije opisuje rezultate u ǌemu
jer su ovde ravnopravno zastupǉena primena metoda teorije dokaza u
pitaǌima koherentnosti nekih kategorija, sa jedne strane, i to xta
koherencija i vezani pojmovi predstavǉaju u kategorijalnoj teoriji
dokaza, sa druge strane. Da nije tehniqkih potexko�a, to bi bio i
naslov teze.

Samo znaqeǌe pojma koherencije nije okameǌeno. Uglavnom, ona
govori o komutativnosti nekih klasa dijagrama sastavǉenih od mor-
fizama nekih kategorija. Prvi rezultati, sa poqetka xezdesetih, se
tiqu asocijativnosti tenzorskog proizvoda, i nastali su vezano sa
istra�ivaǌima u algebarskoj topologiji. Mi �emo se qvrsto dr�ati
znaqeǌa koherencije kakavo je formirano u [9] i ostavǉamo [13] kao
pravo mesto gde se mo�e na�i vixe razliqitih pristupa ovome pojmu.

Pretpostavǉeno je da je qitalac upoznat sa osnovnim pojmovima
teorije kategorija kao xto su sam pojam kategorije, funktora, prirodne
transformacije, adjunkcije... Ukoliko se negde i pojavi nexto xto
prevazilazi ove okvire, to ne�e biti od presudnog znaqaja za pre�eǌe
daǉeg teksta, i [12] �e predstavǉati osnovno mesto u kome se mo�e in-
formisati o datom pojmu. Tako�e, kao dobar u
benik kategorijalne
teorije dokaza mo�e poslu�iti [10].

Osnova qiju bi nadgradǌu trebao da predstavǉa ovaj rad su radovi
[11], [6] i [9], pa bi ǌihovo poznavaǌe qitaocu olakxalo pra�eǌe
ovoga xto sledi, jer je jasno istaknuta paralela odre�enih celina sa
ǌima.

Logike koje su ovde kategorijalno posmatrane pripadaju klasi sup-
strukturalnih, naime one u svojoj Gencen-formulaciji ispuxtaju neka
od strukturalnih pravila. O supstrukturalnim logikama mo�ete
proqitati vixe u uvodnom qlanku iz [14]. Pod supstrukturalnim kat-
egorijama o kojima �emo govoriti u prve dve glave, podrazumeva�emo
monoidalne, simetriqne monoidalne, relevantne, afine i kartezi-
janske kategorije koje redom odgovaraju naju�em fragmentu asocija-
tivnog Lambek raquna, linearne, relevantne, BCK i intuicionis-
tiqke logike, dovoǉnom da opixe strukturalna pravila.

Xto se notacije tiqe, ovde �e nam promenǉive za kategorije biti
velika latiniqna pisana slova, objekte �emo oznaqavati velikim, a
morfizme (strelice) malim latiniqnim slovima. Ukoliko je f , mor-
fizam iz A u B, onda �emo to oznaqavati sa f : A⊢B a ne kao xto je
uobiqajeno sa f : A→B. Osnovno je xto su kategorije kojima se bavimo
”logiqke” i ovakva notacija istiqe ǌihovu paralelu sa Gencenovim
sekventnim sistemima, a pored toga, navikli smo da strelicom oz-
naqavamo implikaciju, pa je zato zadr�avamo u rezervi. Sve vrste
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prirodnih transformacija �e biti oznaqene malim grqkim slovima.
Ukoliko je A neka kategorija, sa Aop �e biti oznaqena kategorija qiji
su objekti isti kao kod A, dok su morfizmi obrnuti, tj. ukoliko je f
bio tipa A⊢B u A onda je on tipa B⊢A u Aop.

Sa Grph �e na vixe mesta biti oznaqena kategorija qije �emo ob-
jekte zvati grafovi, koji se sastoje iz skupa vrhova i skupa ivica, pri
qemu su definisane dve funkcije, dom i cod iz skupa ivica u skup
vrhova. Morfizmi ove kategorije bi preslikavali vrhove i ivice
jednog grafa, redom u vrhove i ivice drugog grafa, i pri tome ko-
mutirali sa funkcijama dom i cod. Kategorija Set kada je budemo
spomiǌali, �e predstavǉati kategoriju malih skupova, tj. onih koji
pripadaju unapred izabranom dovoǉno velikom univerzumu U .

Rad je organizovan u tri glave. U prvoj se bavimo koherenci-
jom u supstrukturalnim kategorijama, druga je posve�ena posledicama
rezultata dobijenih u prvoj glavi, dok tre�a predstavǉa razmatraǌe
pitaǌa koherencije u kartezijanskim zatvorenim kategorijama i u
nekom obimu podrazumeva poznavaǌe rezultata iz prve glave.
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1 Koherencija u supstrukturalnim kategorijama

U ovoj glavi bi�e pokazana koherencija u relevantnim, afinim (BCK)
i kartezijanskim kategorijama xto bi predstavǉalo nastavak Makle-
jnovih rezultata o koherenciji u monoidalnim i simetriqnim monoidal-
nim kategorijama.

1.1 Supstrukturalne kategorije

Maklejn je u [11] pokazao da monoidalne i simetriqne-monoidalne kat-
egorije imaju svojstvo koherencije, s tim xto je potpuna definicija
pojma data tek u [9]. Prihvataju�i tu definiciju, koju �emo u da-
ǉem tekstu ponoviti, a ne qesto korix�enu reqenicu da koherencija
znaqi da u kategoriji ”neki” dijagrami komutiraju, pokaza�emo da
isto svojstvo va�i i u drugim kategorijama sa mno�eǌem; u ǌih Mak-
lejn svrstava monoidalne i simetriqne-monoidalne kategorije, koje
mo�emo dobiti xireǌem ovih novim prirodnim transformacijama.

Kategorije koje �emo uvoditi prikaziva�emo u jednakosnoj aksiom-
atizaciji i jezik koji �emo koristiti bi�e onaj koji je formiran u [2]
mada se od qitaoca ne zahteva poznavaǌe sadr�aja i glavnih rezultata
tog qlanka. Motivacija za uvo�eǌe takve notacije i napuxtaǌe one
koja se pojavǉuje u literaturi, jeste duboka veza tih pojmova sa kom-
binatorima lambda raquna. Radi lakxeg snala�eǌa qitalaca da�emo
i pore�eǌe sa notacijom iz [11] kao i iz ostalih qlanaka koji se bave
sliqnom problematikom.

Pod kategorijom sa mno�eǌem podrazumevamo kategoriju A zajedno
sa bifunktorom · : A×A→A i specijalnim objektom I (mogli smo nezav-
isno posmatrati sluqaj kada I nije prisutan u kategoriji ali �emo se
zadovoǉiti time da samo istaknemo sluqajeve kada suxtinske razlike
postoje, u suprotnom bismo previxe komplikovali opxtu sliku).

To da je A kategorija sa mno�eǌem mo�e se izraziti na slede�i
naqin. Date su nam dve klase Ob(A) (objekti od A), I∈Ob(A), Mor(A)
(morfizmi od A) i dva preslikavaǌa dom, cod : Mor(A)→Ob(A), s tim
xto ukoliko je za f∈Mor(A), dom(f) = A i cod(f) = B to skra�eno
oznaqavamo sa f : A⊢B i ka�emo da je f tipa A⊢B. Na objektima je
zadata binarna operacija · (mno�eǌe). Za svaki objekat A iz A pos-
toji specijalna strelica 1A : A⊢A. Na morfizmima je tako�e zadata
binarna operacija mno�eǌa · (zadr�avamo istu oznaku), s tim xto
va�i:

f : A⊢B g : C⊢D
f ·g : A·C⊢B·D

(Ovo qitamo kao: ”Ako je f tipa A⊢B i g tipa C⊢D onda je f ·g tipa
A·C⊢B·D.”)
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Na morfizmima je jox zadata parcijalna binarna operacija kom-
pozicije, s tim xto va�i:

f : A⊢B g : B⊢C
gf : A⊢C

Pored ovoga na morfizmima moraju va�iti slede�e jednakosti:

kategorijalne jednakosti
(cat1) f1A = f = 1Bf za svako f : A⊢B
(cat2) h(gf) = (hg)f za sve f, g, h iz Mor(A)

funktorijalne jednakosti
(·) (g1f1)·(g2f2) = (g1·g2)(f1·f2)
(·1) 1A·1B = 1A·B

Kategorija sa mno�eǌem je monoidalna ukoliko jox poseduje speci-
jalne strelice:

σA : I·A⊢A δA : A·I⊢A

σi
A : A⊢I·A δiA : A⊢A·I

−→
b A,B,C : A·(B·C)⊢(A·B)·C ←−

bA,B,C : (A·B)·C⊢A·(B·C)

za sve ǌene objekte A,B i C, i ukoliko jox va�e dodatne jednakosti:

σδ-jednakosti
(σ) Za f : A⊢B, fσA = σB(1I·f).
(δ) Za f : A⊢B, fδA = δB(f ·1I).
(σσi) σAσ

i
A = 1A, σi

AσA = 1I·A
(δδi) δAδ

i
A = 1A, δiAδA = 1A·I

(σδ) σI = δI

b-jednakosti
(b) Za f : A⊢D, g : B⊢E i h : C⊢F , ((f ·g)·h)−→bA,B,C =

−→
bD,E,F (f ·(g·h)).

(bb)
−→
bA,B,C

←−
b A,B,C = 1(A·B)·C ,

←−
bA,B,C

−→
bA,B,C = 1A·(B·C)

(σδb) (δA·1B)
−→
b A,I,B = 1A·σB

(b5)
−→
bA·B,C,D

−→
bA,B,C·D = (

−→
bA,B,C ·1D)

−→
b A,B·C,D(1A·

−→
bB,C,D)

U [11] je mno�eǌe oznaqeno kao ⊗ (tenzor), specijalni objekt (kod
nas I) je oznaqen sa K, strelica σA : I·A⊢A je oznaqena kao e(A) :
K⊗A→A, strelice σi, δ, δi nisu specificirane ve� izvedene, strelica
−→
bA,B,C : A·(B·C)⊢(A·B)·C je oznaqena kao a(A,B,C) : A⊗(B⊗C)→(A⊗B)⊗C
dok je strelica

←−
b izvedena kao a−1. U ostaloj literaturi mno�eǌe je

i daǉe najqex�e oznaqeno kao tenzor, specijalni objekat je najqex�e
oznaqen sa I, strelica δA : A·I⊢A se uzima za primitivnu i najqex�e
oznaqava sa bA : A⊗I→A. Za primitivnu tako�e uzimaju strelicu
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←−
b A,B,C : (A·B)·C⊢A·(B·C) i oznaqavaju je sa aA,B,C : (A⊗B)⊗C→A⊗(B⊗C).
Razlog zaxto smo se opredelili za simbol ⊢ a ne za → kod pokazivaǌa
tipa morfizma je objaxǌen u uvodu.

Znaqi kategorija sa mno�eǌem A je monoidalna ukoliko su parovi
funktora F : A→A (F (A) = I·A, F (f) = 1I·f) i 1A : A→A, G : A→A
(G(A) = A·I, G(f) = f ·1I) i 1A : A→A, H : A3→A (H(A,B,C) = A·(B·C),
H(f, g, h) = f ·(g·h)) i J : A3→A (J(A,B,C) = (A·B)·C, J(f, g, h) = (f ·g)·h)
prirodno izomorfni i ukoliko va�i da jox neki dijagrami koje grade
komponente tih prirodnih izomorfizama komutiraju ((σδ),(σδb),(b5)).

Monoidalna kategorija je simetriqna monoidalna ukoliko ima speci-
jalnu strelicu

cA,B : A·B⊢B·A

za svaki par objekata A i B te kategorije i ukoliko jox va�e:

c-jednakosti
(c) Za f : A⊢C i g : B⊢D, (g·f)cA,B = cC,D(f ·g)
(cc) cB,AcA,B = 1A·B
(σδc) σAcA,I = δA
(bc6)

−→
b C,A,BcA·B,C

−→
bA,B,C = (cA,C ·1B)

−→
bA,C,B(1A·cB,C)

Sva sre�a, u [11] kao i u ve�ini ostale literature, primitivna
strelica tipa A·B⊢B·A je oznaqena kao i kod nas sa cA,B.

Drugim reqima, monoidalna kategorija A je simetriqna-monoidal-
na ukoliko su funktori F : A×A→A ( F (A,B) = A·B, F (f, g) = f ·g )
i G : A×A→A ( G(A,B) = B·A, G(f, g) = g·f ) prirodno izomorfni
i ukoliko jox dijagrami koji odgovaraju jednakostima (σδc) i (bc6)
komutiraju.

Simetriqna monoidalna kategorija je relevantna ukoliko ima speci-
jalnu strelicu

wA : A⊢A·A

za svaki objekat A te kategorije, i ukoliko jox va�e:

w-jednakosti
(w) Za f : A⊢B, (f ·f)wA = wBf .
(σδw) σIwI = 1I

(bw)
−→
bA,A,A(1A·wA)wA = (wA·1A)wA

(cw) cA,AwA = wA

(bcw8) cmA,B,A,BwA·B = wA·wB, gde je
cmA,B,C,D =df −→bA,C,B·D(1A·(

←−
b C,B,D(cB,C ·1D)

−→
bB,C,D))

←−
bA,B,C·D

Strelica tipa A⊢A·A je u [12] kao i u [16] i [8] oznaqena sa δ.
Znaqi relevantnu kategoriju smo dobili uvode�i prirodnu trans-

formaciju izme�u funktora 1A : A→A i H : A→A (H(A) = A·A,
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H(f) = f ·f) i jox zahtevaju�i da dijagrami koji odgovaraju jednakos-
tima (σδw), (bw), (cw) i (bcw8) komutiraju.

Simetriqna monoidalna kategorija je afina (BCK) ukoliko ima
specijalnu strelicu

kA : A⊢I

za svaki objekat A te kategorije i ukoliko jox va�e:

k-jednakosti
(k) Za f : A⊢B, kA = kBf
(1k) kI = 1I

Strelica tipa A⊢I je qesto oznaqena u literaturi (videti [10])
kao ⃝A (u tom sluqaju je specijalni objekt oznaqen sa ⊤).

Znaqi simetriqna monoidalna kategorija A je afina ukoliko po-
stoji prirodna transformacija izme�u funktora 1A : A→A i I : A→A
(I(A) = I, I(f) = 1I i jox je komponenta te transformacije koja odgo-
vara objektu I iz A jednaka jediniqnoj strelici. Ovo se sve mo�e
izjednaqiti sa zahtevom da je I terminalni objekat kategorije A.

Ukoliko je simetriqna monoidalna kategorija ujedno relevantna i
afina (misli se na istom jeziku) i ukoliko su u ǌoj jox zadovoǉene
jednakosti

(σkw) σA(kA·1A)wA = 1A, (δkw) δA(1A·kA)wA = 1A

onda za ǌu ka�emo da je kartezijanska.
Ovakvu aksiomatizaciju kartezijanske kategorije �emo zvati stru-
kturno-jednakosnom.

Ukoliko od poqetka ne bismo zahtevali postojaǌe objekta I u kat-
egoriji onda bi pored osnovnih strelica σ, σi, δ, δi nestale i jed-
nakosti koje ih ukǉuquju a osnovne strelice kA : A⊢I bile bi zamen-
jene strelicama

−→
k A,B : A·B⊢B,

←−
k A,B : A·B⊢A i umesto jednakosti koje

ukǉuquju k-strelice prihvatili bismo jednakosti:

(k∗) Za f : A⊢C i g : B⊢D
g
−→
k A,B =

−→
k C,D(f ·g) f

←−
k A,B =

←−
k C,D(f ·g)

(bk∗) (
←−
k A,B ·1C)

−→
bA,B,C = 1A·

−→
k B,C

(ck∗)
−→
k B,AcA,B =

←−
k A,B

(kw∗)
−→
k A,AwA = 1A

←−
k A,AwA = 1A

Svi rezultati koji slede vezani su za kategoriju sa objektom I ali
bi se jednostavno mogli preraditi tako da va�e i u ”siromaxnijim”
situacijama, tj. bez I .

Na ovaj naqin smo, postupno peǌu�i se, prexli put od monoidal-
nih do kartezijanskih kategorija. To je i osnovni razlog zaxto smo
posledǌe bax ovako definisali. Svakako, qex�e korix�ena jednakosna
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aksiomatizacija je ona koju �emo zvati standardnom i koja se mo�e
na�i u ([10], str.52). Ona polazi od primitivnih strelica 1A : A⊢A,
πA,B : A·B⊢A, π′

A,B : A·B⊢B i kA : A⊢I za sve objekte A i B date kat-
egorije, s tim xto je notacija ovde nexto izmeǌena. Operacije nad
morfizmima su kompozicija i tako�e parcijalna binarna operacija
⟨ , ⟩, s tim xto va�i:

f : C⊢A g : C⊢B
⟨f, g⟩ : C⊢A·B

Jednakosti su pored kategorijalnih (cat1) i (cat2) slede�e:

(E2) f = kA, za svako f : A⊢I.
(E3a.) πA,B⟨f, g⟩ = f , za f : C⊢A i g : C⊢B.
(E3b.) π′

A,B⟨f, g⟩ = g , za f : C⊢A i g : C⊢B.
(E3c.) ⟨πA,Bh,π

′
A,Bh⟩ = h, za h : C⊢A·B.

Pokaza�emo da su strukturna i standardna jednakosna aksiomati-
zacija kartezijanskih kategorija ekstenzionalno ekvivalentne, tj. da
je u pitaǌu samo izbor jezika qime �emo se kasnije i poslu�iti.

Neka je dakle (A, I,1,σ, δ,b, c,w,k, ·, comp.) strukturno uvedena kartez-
ijanska kategorija. Definiximo u ǌoj

πA,B =df δA(1A·kB), π′
A,B =df σB(kA·1B).

I za f : C⊢A i g : C⊢B

⟨f, g⟩ =df (f ·g)wC .

Tada nije problem pokazati da u ǌoj va�e jednakosti (E2)–(E3c.).
Obrnuto, ako je (A, I,1,π,π′,k, ⟨ , ⟩, comp.) standardno uvedena kartez-

ijanska kategorija, onda mo�emo definisati:

σA =df π′
I,A, σi

A =df ⟨kA,1A⟩,

δA =df πA,I, δiA =df ⟨1A,kA⟩,
−→
b A,B,C =df ⟨⟨πA,B·C ,πB,Cπ

′
A,B·C⟩,π′

B,Cπ
′
A,B·C⟩

←−
bA,B,C =df ⟨πA,BπA·B,C , ⟨π′

A,BπA·B,C ,π
′
A·B,C⟩⟩,

cA,B =df ⟨π′
A,B ,πA,B⟩, wA =df ⟨1A,1A⟩.

I za f : A⊢C i g : B⊢D

f ·g =df ⟨fπA,B , gπ
′
A,B⟩.

Sada je lako pokazati da u ǌoj va�e funktorijalne, σδ, b, c, w, k-
jednakosti, kao i (σkw) i (δkw).
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Za ekstenzionalnu ekvivalentnost potrebno je pokazati da �emo
se dvostrukim ”prevodom” vratiti na iste pojmove, odnosno, treba
pokazati da u strukturnoj aksiomatizaciji va�e jednakosti:

σA = σA(kI·1A), σi
A = (kA·1A)wA

δA = δA(1A·kI), δiA = (1A·kA)wA

−→
bA,B,C = (((δA(1A·kB·C))·(δB(1B ·kC)σB·C(kA·1B·C)))wA·(B·C))·

(σC(kB·1C)σB·C(kA·1B·C)))wA·(B·C)

←−
bA,B,C = ((δA(1A·kB)δA·B(1A·B·kC))·(((σB(kA·1B)δA·B(1A·B ·kC))·

(σC(kA·B ·1C)))w(A·B)·C))w(A·B)·C

cA,B = ((σB(kA·1B))·(δA(1A·kB)))wA·B

wA = (1A·1A)wA

f ·g = ((fδA(1A·kB))·(gσB(kA·1B)))wA·B , f : A⊢C, g : B⊢D

a u standardnoj:

πA,B = πA,I⟨1AπA,B ,kBπ
′
A,B⟩, π′

A,B = πI,B⟨kAπA,B ,1Bπ
′
A,B⟩

⟨f, g⟩ = ⟨fπC,C , gπ
′
C,C⟩⟨1C ,1C⟩, f : C⊢A, g : C⊢B.

Pojedine od navedenih jednakosti se te�e pokazuju (npr. one koje
se tiqu b-strelica), s tim xto se posao znatno uprox�ava ukoliko
se poslu�imo nekim posledicama stavova o koherenciji u simetriq-
nim monoidalnim kategorijama. Sliqnom tehnikom �emo se poslu�iti
kada budemo pokazivali koherenciju u relevantnim kategorijama pa je
mo�da najboǉe da se qitalac tada vrati na ovakve jednakosti i, ve�be
radi, poka�e ih.

1.2 G-prirodne transformacije i transformacijski grafovi

Pristup pojmu prirodne transformacije �e ovde biti nexto izmen-
jen u odnosu na uobiqajeni. Qitalac �e prepoznati uticaj [6] i os-
novni razlog za transformaciju ovog pojma bi�e mogu�nost ǌegove
karakterizacije pridru�enim grafom u nekim posebnim sluqajevima.
Kompletno proxireǌe pojma bi�e dato u tre�oj glavi i ono �e biti
spoj ovoga xto sledi i pristupa iz [6]. Zbog jednostavnosti ovoga
xto �emo izlo�iti i dovoǉnosti da to opixe situacije u navedenim
kategorijama sa mno�eǌem, smatramo vrednim da se ispriqa u novom
duhu ono xto se moglo izvu�i iz definicija i tvr�eǌa tre�e glave.

Dakle, neka je A proizvoǉna kategorija i F : Am→A, G : An→A
dva funktora. Oznaqimo sa XF m-torku (x1, x2, . . ., xm) a sa YG n-torku
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(y1, y2, . . ., yn), pri qemu ih shvatamo sintaksno te su samim tim one i
disjunktne. Skup {x1, x2, . . ., xm, y1, y2, . . ., yn}, qije elemente nazivamo
vrhovima, zajedno sa skupom nekih neure�enih parova tih vrhova, koje
nazivamo ivicama, qine transformacijski graf Γ, ukoliko svaku ivicu
(posmatranu kao par) mo�emo urediti tako da dobijeni skup ure�enih
ivica predstavǉa funkciju iz YG u XF . Drugim reqima va�i:

1. Svaka ivica je tipa {xi, yj} za neke 1≤i≤m, 1≤j≤n.

2. Svaki vrh iz YG pripada nekoj ivici.

3. Dva vrha iz XF ne mogu pripadati istoj komponenti povezanosti
u Γ.

(Dva vrha v1, v2 pripadaju istoj komponenti povezanosti ukoliko po-
stoji niz ivica od kojih svake dve uzastopne imaju zajedniqki vrh i
v1 pripada prvoj u nizu a v2 posledǌoj.)

Jednakost transformacijskih grafova posmatramo do na imena ni-
zova kojima pripadaju ǌihovi vrhovi. Tako su npr. transformacijski
grafovi Φ i Ψ

qx1

qx2

qx3

qy1qy2
qy3qy4
qy5

XXXX

���
�

��
��

Φ

qz1

qz2

qz3

qt1qt2
qt3qt4
qt5

XXXX

���
�

��
��

Ψ

jednaki, dok su Γ i ∆

qx1

qx2

qx3

qy1qy2
qy3qy4
qy5

XXXX

���
�

��
��

Γ

qx1

qx2

qx3

qy1qy3
qy2qy4
qy5

XXXX

���
�

��
��

∆

razliqiti.
Nadaǉe �emo transformacijske grafove zvati prosto grafovi jer

�emo samo o ǌima govoriti. Jedini izuzetak bi�e situacija kada
budemo priqali o slobodnoj kategoriji nekog tipa konstruisanoj nad
grafom u klasiqnom smislu, xto �emo posebno ista�i.

Neka su komponente povezanosti grafa Γ numerisane, i neka ih,
prtpostavimo ima k. Neka je π funkcija koja svakom vrhu dodeǉuje
broj ǌegove komponente povezanosti. Posmatrajmo skup morfizama

α={α(A1, . . . , Ak) :F (Aπ(x1), . . . , Aπ(xm))⊢G(Aπ(y1), . . . , Aπ(yn))|A1, . . ., Ak∈A}

Ukoliko za svako 1≤i≤k, za sve A1, . . ., Ai, A
′
i, Ai+1, . . ., Ak i svako f :

Ai⊢A′
i iz A, slede�i dijagram komutira:
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α(A1, . . ., A
′
i, . . ., Ak)

α(A1, . . ., Ai, . . ., Ak)

F (hπ(x1), . . ., hπ(xm)) F (hπ(y1), . . ., hπ(yn))

F (A∗
π(x1)

, . . ., A∗
π(xm)) G(A∗

π(y1)
, . . ., A∗

π(yn)
)

F (Aπ(x1), . . ., Aπ(xm)) G(Aπ(y1), . . ., Aπ(yn))

gde je:
hi≡f, A∗

i≡A′
i

a za j ̸=i
hj≡1Aj , A∗

j≡Aj ,

onda za α ka�emo da je g-prirodna (g od graf) transformacija izme�u

funktora F i G sa grafom Γ, u oznaci α : F -r
Γ G.

Ukoliko je α : F -r
Γ G za F , G i Γ kao gore, onda taj isti

skup mo�emo posmatrati kao prirodnu transformaciju, u klasiqnom
smislu, izme�u funktora F ′, G′ : Ak→A gde je

F ′(A1, . . ., Ak) =
df F (Aπ(x1), . . ., Aπ(xm)),

F ′(f1, . . ., fk) =
df F (fπ(x1), . . ., fπ(xm)),

G′(A1, . . ., Ak) =
df G(Aπ(y1), . . ., Aπ(yn)),

G′(f1, . . ., fk) =
df G(fπ(y1), . . ., fπ(yn)).

Primer 1 Posmatrajmo skup

α = {α(A,B) = kA·wB : A·B⊢I·(B·B)|A,B∈A},

gde je A neka kartezijanska kategorija. Neka je F : A2→A funktor
zadat na slede�i naqin: za svaki par objekata (A,B)∈A2, F (A,B) =
A·B i za svaki par morfizama (f, g)∈A2, F (f, g) = f ·g. Neka je G : A2→A
funktor zadat na slede�i naqin: za svaki par objekata (A,B)∈A2,
G(A,B) = I·(A·B) i za svaki par morfizama (f, g)∈A2, G(f, g) = 1I·(f ·g).
Ure�eni par (x1, x2) qini XF , a (y1, y2) je YG. Graf Γ ima pored vrhova
x1, x2, y1, y2 i ivice koje povezuju vrhove x2, y1 i x2, y2 (vidi sliku) i on
oqigledno zadovoǉava uslove iz definicije transformacijskog grafa.

qx2

qx1 qy2
qy1

��
��

��

Γ

XF YG
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Vrh x1 pripada prvoj komponenti povezanosti grafa Γ a vrhovi x2, y1, y2
drugoj.

U kartezijanskoj kategoriji A za sve ǌene objekte A,A′, B,B′ i mor-
fizme f : A⊢A′ i g : B⊢B′ slede�i dijagrami komutiraju:

kA′ ·wB

kA·wB

f ·1B 1I·(1B ·1B)

A′·B

A·B

I·(B·B)

I·(B·B)

kA·wB′

kA·wB

1A·g 1I·(g·g)

A·B′

A·B

I·(B′·B′)

I·(B·B)

pa je onda α g-prirodna transformacija izme�u F i G sa grafom
Γ. U klasiqnom smislu α bi predstavǉala prirodnu transformaciju
izme�u funktora F : A2→A (F (A,B) = A·B, F (f, g) = f ·g) i G : A2→A
(G(A,B) = I·(B·B), G(f, g) = 1I·(g·g)).

Ono xto nas posebno daǉe interesuje je kako bi se komponovale g-
prirodne transformacije i da li �e dobijena kompozicija biti uvek
g-prirodna.

Neka su, dakle, F : Am→A, G : An→A i H : Al→A funktori, Φ graf
sa vrhovima iz XF = (x1, . . ., xm) i YG = (y1, . . ., yn) qiji je broj kompo-
nenti povezanosti kΦ, i Ψ graf sa vrhovima iz YG i ZH = (z1, . . ., zl)
qiji je broj komponenti povezanosti kΨ. Oznaqimo sa Φ+Ψ skup vrhova
{x1, . . ., xm, y1, . . ., yn, z1, . . ., zl} i skup koji predstavǉa disjunktnu uniju
skupova ivica grafova Φ i Ψ (ovo nije transformacijski graf, vidi
sliku) i nazovimo to amalgamacijom grafova Φ i Ψ preko YG.

Primer 2 Neka su F : A2→A, G : A2→A i H : A3→A funktori.
Neka su grafovi Φ (tanak) i Ψ (masan) predstavǉeni dijagramom:

qx2

qx1 qy2

qy1

��
��
��

XF YG ZH

qz3
qz2
qz1

������������

Definiximo Ψ∗Φ kao skup vrhova {x1, . . .xm, z1, . . ., zl} i skup ivica
{{xi, zj}|xi i zj pripadaju istoj komponenti povezanosti u Φ+Ψ}. Oqigledno
je Ψ∗Φ transformacijski graf ukoliko su Φ i Ψ takvi (kompozicija
funkcija je funkcija).

U naxem primeru graf Ψ∗Φ se predstavǉa dijagramom:
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qx2

qx1 qz3
qz2
qz1

��
��

��

�
�
�
�
�
�

XF ZH

Numeriximo komponente povezanosti od Φ + Ψ (pretpostavimo da ih
ima k) i neka je numeracija komponenti povezanosti od Ψ∗Φ prirodno
prati (osobine transformacijskih grafova nam garantuju da Ψ∗Φ ima
isto k komponenti povezanosti).

Neka su α : F -r
Φ G i β : G -r

Ψ H, definiximo ǌihovu kom-
poziciju kao

βα =df {βα(A1, . . ., Ak)≡β(C1, . . ., CkΨ)α(B1, . . ., BkΦ)|(A1, . . ., Ak)∈Ak}

gde je Bi≡Cj≡Ah ukoliko svi vrhovi i-te komponente povezanosti od
Φ i j-te komponente povezanosti od Ψ pripadaju h-toj komponenti
povezanosti u Φ+Ψ (dva vrha koja pripadaju istoj komponenti povezanosti
u Φ pripadaju istoj komponenti povezanosti i u Φ +Ψ xto va�i i za
vrhove iz Ψ).

Sasvim je lako pokazati (kao i u sluqaju prirodnosti komozicije
obiqnih prirodnih transformacija, odnosno posledica je primene
rezultata iz tre�e glave na jednostavne sluqajeve) da je tada i βα
g-prirodna transformacija sa grafom Ψ∗Φ.

Ovako definisane operacije ∗ i kompozicija g-prirodnih trans-
formacija su asocijativne, i uz jox oqigledne jediniqne grafove
i g-prirodne transformacije imamo da transformacijski grafovi u
odnosu na ∗ kao kompoziciju predstavǉaju morfizme kategorije qiji su
objekti konaqni nizovi, a g-prirodne transformacije morfizme kat-
egorije funktora tipa An⊢A (n∈N) neke kategorije A. Pored ovoga
prva kategorija ima kartezijansku strukturu nasle�enu od
⟨Setop, koproizvod⟩ a za drugu �emo pokazati, nexto kasnije, da �e biti
istog tipa kao sama kategorija A.

1.3 Kanonske transformacije u supstrukturalnim kate-
gorijama

Kategorija A o kojoj budemo govorili u ovom delu je proizvoǉna sup-
strukturalna kategorija u kojoj su primitivne strelice specifici-
rane. Oznaka An je standardna zamena za proizvod

A×A×. . .×A︸ ︷︷ ︸
n−puta
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s tim xto A0 predstavǉa trivijalnu kategoriju (jedan objekat i jedan
morfizam).

Neka je F skup terma dobijenih od simbola 2 i I, pomo�u binarne
operacije ·. Elemente skupa F nazivamo formama funktora.

Prirodno definixemo preslikavaǌe koje formama dodeǉuje funk-
tore tipa An→A za neko n≥0.

1. Termu 2 dodeǉujemo funktor 1A : A→A.

2. Termu I dodeǉujemo funktor I : A0→A koji jedinom objektu iz A0

dodeǉuje objekat I iz A.

3. Ukoliko je termu F pridru�en funktor F : Am→A a termu G
funktor G : An→A onda je termu F ·G pridru�en funktor H :
Am+n→A takav da je za svaku m+n-torku (A1, . . ., Am+n) objekata
iz A, H(A1, . . ., Am+n) =df F (A1, . . ., Am)·G(Am+1, . . ., Am+n), i za
svaku m+n-torku (f1, . . ., fm+n) morfizama iz A, H(f1, . . ., fm+n) =

df

F (f1, . . ., fm)·G(fm+1, . . ., fm+n).

U zavisnosti od kategorije A, dve razliqite forme mogu zadavati
isti funktor. U trivijalnoj kategoriji se na primer svi termi iz F
istog tipa slikaju u samo jedan funktor. U sluqaju slobodnih sup-
strukturalnih kategorija o kojima �emo uskoro govoriti navedena
korespodencija �e biti 1 − 1. Ubudu�e, kada ka�emo da je funktor
F : An→A iz F to znaqi da je on slika neke forme iz F i qesto �emo
ga izjednaqavati sa nekom formom od koje potiqe.

Primer 3 Neka je A neka kategorija sa mno�eǌem. Tada je funktor
(2·I)·2 : A2→A definisan na objektima kao ((2·I)·2)(A,B) = (A·I)·B, a
na morfizmima kao ((2·I)·2)(f, g) = (f ·1I)·g.

Funktori iz F �e nam predstavǉati domene i kodomene kanonskih
transformacija koje �emo sada definisati.

D{. Neka su F : Am→A, G : An→A i H : Al→A funktori iz F .

a) Oznaqimo sa 1F skup morfizama {1F (A1,...,Am)|(A1, . . ., Am)∈Am} i
neka je XF m-torka (x1, . . ., xm) a YF m-torka (y1, . . ., ym), ukoliko je
m = 0 onda je XF = YF = ∅. Oznaqimo sa Γ transformacijski graf
koji kao preslikavaǌe iz YF u XF zadovoǉava Γ(yi) = xi za 1≤i≤m.
Lako se vidi da 1F predstavǉa g-prirodnu transformaciju iz F u F
sa grafom Γ.

Ukoliko je A monoidalna
b) Oznaqimo sa σF skup morfizama {σF (A1,...,Am)|(A1, . . ., Am)∈Am} i
neka je XI·F m-torka (x1, . . ., xm) a YF i Γ kao malopre. Tada je σF :
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I·F -r
Γ F .

v) Oznaqimo sa σi
F skup morfizama {σi

F (A1,...,Am)|(A1, . . ., Am)∈Am} i
neka je YI·F m-torka (y1, . . ., ym) a XF i Γ kao pod a). Tada je σi

F :

F -r
Γ I·F .

g) Oznaqimo sa δF skup morfizama {δF (A1,...,Am)|(A1, . . ., Am)∈Am} i
neka je XF ·I m-torka (x1, . . ., xm) a YF i Γ kao pod a). Tada je δF :

F ·I -r
Γ F .

d) Oznaqimo sa δiF skup morfizama {δiF (A1,...,Am)|(A1, . . ., Am)∈Am} i
neka je YF ·I m-torka (y1, . . ., ym) a XF i Γ kao pod a). Tada je δiF :

F ·I -r
Γ F .

�) Oznaqimo sa
−→
b F,G,H skup morfizama

{−→b F (A1,...,Am),G(Am+1,...,Am+n),H(Am+n+1,...,Am+n+l)|(A1, . . ., Am+n+l)∈Am+n+l}.
Neka je XF ·(G·H) = (x1, . . ., xm+n+l) a Y(F ·G)·H = (y1, . . ., ym+n+l). Graf Γ
kao preslikavaǌe iz Y(F ·G)·H u XF ·(G·H) neka zadovoǉava Γ(yi) = xi za

1≤i≤m+ n+ l. Tada je
−→
b F,G,H : F ·(G·H) -r

Γ (F ·G)·H.

e) Oznaqimo sa
←−
b F,G,H skup morfizama

{←−b F (A1,...,Am),G(Am+1,...,Am+n),H(Am+n+1,...,Am+n+l)|(A1, . . ., Am+n+l)∈Am+n+l}.
Neka je X(F ·G)·H = (x1, . . ., xm+n+l) a YF ·(G·H) = (y1, . . ., ym+n+l). Graf Γ
kao preslikavaǌe iz Y(F ·G)·H u XF ·(G·H) neka zadovoǉava Γ(yi) = xi za

1≤i≤m+ n+ l. Tada je
←−
b F,G,H : (F ·G)·H -r

Γ F ·(G·H).

Ukoliko je A simetriqna monoidalna
�) Oznaqimo sa cF,G skup morfizama
{cF (A1,...,Am),G(Am+1,...,Am+n)|(A1, . . ., Am+n)∈Am+n}.
Neka je XF ·G = (x1, . . ., xm+n) a YG·F = (y1, . . ., ym+n). Graf Γ kao pres-
likavaǌe iz YG·F u XF ·G neka zadovoǉava Γ(ym+i) = xi za 1≤i≤n i

Γ(yj) = xn+j za 1≤j≤m . Tada je cF,G : F ·G -r
Γ G·F .

z) Ukoliko je A relevantna, oznaqimo sa wF skup morfizama
{wF (A1,...,Am) | (A1, . . ., Am)∈Am}. Neka je XF = (x1, . . ., xm) a
YF ·F = (y1, . . ., y2m). Graf Γ kao preslikavaǌe iz YF ·F u XF neka zado-

voǉava Γ(yi) = Γ(ym+i) = xi za 1≤i≤m. Tada je wF : F -r
Γ F ·F .

i) Ukoliko je A afina, oznaqimo sa kF skup morfizama
{kF (A1,...,Am)|(A1, . . ., Am)∈Am}. Neka je XF = (x1, . . ., xm) a YI = ∅. Neka
je Γ sa vrhovima iz XF bez ivica (jedino preslikavaǌe iz iz YI u XF .

Tada je kF : F -r
Γ I.
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Gore navedene g-prirodne transformacije koje poseduje kategorija A
qine klasu osnovnih kanonskih transformacija kategorije A.

Neka su sada F1 : Am→A, F2 : An→A, G1 : Ak→A, G2 : Al→A iz F ,
i α : F1

-r
Φ G1 i β : F2

-r
Ψ G2. Oznaqimo sa α·β skup {f ·g|f ∈

α, g ∈ β} i neka je XF1·F2 = (x1, . . ., xm+n) a YG1·G2 = (y1, . . ., yk+l). Neka
graf Γ kao preslikavaǌe iz YG1·G2 u XF1·F2 zadovoǉava slede�e: Ako
je za 1≤i≤k Φ(yi) = xj (1≤j≤m) onda je Γ(yi) = xj. Ako je za 1≤j≤l
Ψ(yj) = xi (1≤i≤n) onda je Γ(yk+j) = xm+i. I obrnuto. (Drugim reqima
graf Γ predstavǉa disjunktnu uniju kopija grafova Φ i Ψ.)

Tada je α·β : F1·F2
-r

Γ G1·G2. Ovo se, zbog funktorijalnosti mno-
�eǌa, lako pokazuje. Oznaqimo Γ kao Φ·Ψ.

Primer 4 Vratimo se na primer 1. Transformacija k = k1A
=

{kA| A∈A} ima graf

q
x1

XF YG = ∅

Transformacija w = w1A
= {wA| A∈A} ima graf

qx1 qy2
qy1

��
��
��

XF YG

Proizvod ove dve transformacije je g-prirodna transformacija iz
primera 1. qiji je graf proizvod ova dva.

D{ kanonske transformacije u A

1. Osnovne kanonske transformacije iz A su kanonske transforma-
cije (one su g-prirodne).

2. Ako su α : F1
-r

Φ G1 i β : F2
-r

Ψ G2 kanonske transforma-

cije u A, onda je i α·β : F1·F2
-r

Φ ·Ψ G1·G2 kanonska transfor-
macija.

3. Ako su α : F -r
Φ G i β : G -r

Ψ H kanonske transformacije

u A, onda je i βα : F -r
Ψ ∗ Φ H kanonska transformacija.

Primetimo da iz definicije sledi da svaku kanonsku transfor-
maciju zadaje neki term dobijen od 1F , σG, . . . pomo�u binarnih op-
eracija · i kompozicije. Naravno, dva razliqita terma mogu zadavati
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istu kanonsku transformaciju. Isto kao i u sluqaju funktora iz F
qesto �emo transformaciju poistove�ivati sa nekim termom koji je
zadaje, i to �e biti jasno naglaxeno.
Ako je A, na primer, kartezijanska kategorija onda mo�emo posma-
trati monoidalne kanonske transformacije u A, to su one kod kojih
klasu osnovnih qine transformacije a)—e), simetriqne monoidalne
transformacije su one kod kojih klasu osnovnih qine transformacije
a)—�), itd. Ukoliko kategoriju navedemo kao monoidalnu onda kada
ka�emo da je α ǌena kanonska transformacija podrazumevamo da je
α monoidalna kanonska transformacija mada sama kategorija mo�e
biti, na primer, i kartezijanska sa kanonskim transformacijama koje
nisu monoidalne.

Svi pojmovi uvedeni do sada slu�e nam da preformulixemo Mak-
lejnove rezultate iz [11] koji sada glase:

Ako je A monoidalna ili simetriqna monoidalna kategorija, funktori

F i G iz F i α, β : F -r
Γ G dve kanonske transformacije u A, onda

je α = β (tj. jednak je skup morfizama α skupu morfizama β).

Ovo svojstvo kategorije A naziva�emo koherencijom. To bi bilo u
potpunoj saglasnosti sa definicijom datom u [9].

1.4 Kategorije Mon, SyMon, Rel, Aff, Cart

Jednakosna prezentacija supstrukturalnih kategorija nam omogu�uje
da u svakom tipu izdvojimo slobodnu kategoriju generisanu nekim
skupom, odnosno ukoliko sa M oznaqimo kategoriju qiji su objekti
supstrukturalne kategorije jednog tipa a morfizmi funktori koji
quvaju strukturu tog tipa, onda funktor U : M→G∇√⟨ koji zabo-

ravǉa kategorijalnu strukturu ima levi adjunkt, slobodan funktor
F : G∇√⟨→M i slika proizvoǉnog skupa (posmatranog kao diskretan

graf) pomo�u F �e biti slobodna kategorija M-tipa generisana nad
tim skupom. Naravno, ta kategorija ima osobinu da se svako pres-
likavaǌe ǌenih generatora u objekte neke kategorije A izM mo�e na
jedinstven naqin produ�iti doM-morfizma iz te slobodne kategorije
u A.

Sama konstrukcija ovih slobodnih kategorija �e kod nas biti al-
gebarska. Svaki put polazimo od jednog te istog beskonaqnog skupa
slova P , koji smatramo linearno ure�enim, kao skupom generatora.
Kategorija Mon bi bila slobodna monoidalna kategorija generisana
nad P , SyMon je slobodna simetriqna monoidalna generisana nad P ,
Rel je slobodna relevantna generisana nad P , Aff je slobodna afina
generisana nad P i Cart je slobodna kartezijanska kategorija gener-
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isana nad P .
Skup objekata �e u svim sluqajevima biti skup O terma slobodno

generisanih nad P∪{I} pomo�u binarne operacije ·.
Primitivni morfizam-termi su u sluqaju Mon

1A : A⊢A

σA : I·A⊢A σi
A : A⊢I·A

δA : A·I⊢A δiA : A⊢A·I
−→
b A,B,C : A·(B·C)⊢(A·B)·C ←−

b A,B,C : (A·B)·C⊢A·(B·C)

za sve A,B,C∈O. U sluqaju SyMon treba jox dodati primitivne
morfizam-terme

cA,B : A·B⊢B·A

za sve A,B∈O. Ukoliko na SyMon primitivne morfizam-terme do-
damo jox terme

wA : A⊢A·A

za svako A∈O, dobijamo primitivne Rel morfizam-terme. Ukoliko na
SyMon primitivne morfizam-terme dodamo jox terme

kA : A⊢I

za sve A∈O, dobijamo primitivne Aff morfizam-terme. Unija Rel i
Aff primitivnih morfizam terma predstavǉa Cart primitivne mor-
fizam-terme.

Morfizam-termi neke od navedenih slobodnih kategorija su izgra-
�eni od primitivnih morfizam-terma te kategorije pomo�u binarnih
operacijskih simbola · i kompozicije.

Morfizmi kategorije Mon �e biti klase ekvivalencije Mon mor-
fizam-terma poseqenih po monoidalnim jednakostima. Skup objekata
O i Mon morfizmi qine slobodnu monoidalnu kategoriju generisanu
nad P . Analogno za ostale navedene kategorije.

O odnosu ovih kategorija u smislu relacije biti potkategorija
mo�i �emo re�i, kako stvari stoje, tek nexto kasnije.

Neka je daǉe C jedna od ovih slobodnoh kategorija. Posmatrajmo
slede�e pridru�ivaǌe koje svakom morfizam-termu iz C dodeǉuje neku
kanonsku transformaciju.

1. Ako je f : A⊢B primitivan morfizam-term onda je on nekog od
oblika 1F (p1,...,pm) ili σF (p1,...,pm) ili σi

F (p1,...,pm), itd. za neko
F∈F i neka, ne nu�no razliqita, slova p1, . . ., pm. Dodelimo tada

tom morfizam-termu kanonsku transformaciju 1F : F -r
Γ F

odnosno σF : I·F -r
Φ F odnosno σi

F : F -r
Ψ I·F , itd., gde je
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graf Γ jednak grafu iz definicije osnovnih kanonskih transfor-
macija pod a), graf Φ je jednak grafu iz iste definicije pod b),
graf Ψ je jednak grafu iz iste definicije pod v) itd.

2. Ako je f oblika f1·f2 odnosno f2f1 i ako su morfizam-termima f1
i f2 pridru�ene transformacije α1 i α2, onda morfizam termu
f pridru�ujemo kanonsku transformaciju α1·α2 odnosno α2α1.

Slede�i primer �e nam poslu�iti kao ilustracija ovog pridru�ivaǌa.

Primer 5 Neka je F≡←−b p,p,p·q(wp·1p·q) Cart morfizam-term. Tada

podtermu wp pridru�ujemo kanonsku transformaciju w2 : 2 -r
Φ 2·2,

gde je graf Φ:

qx1 qy2
qy1

hhhhhh
((((

((

Podtermu 1p·q pridru�ujemo kanonsku transformaciju

12·2 : 2·2 -r
Ψ 2·2, gde je graf Ψ:

qx2

qx1 qy2
qy1

Podtermu wp·1p·q pridru�ujemo kanonsku transformaciju w2·12·2 :

2·(2·2) -r
Φ ·Ψ (2·2)·(2·2), gde je graf Φ·Ψ:

qx3

qx2

qx1

qy4
qy3
qy2
qy1

��
��

��

Podtermu
←−
b p,p,p·q pridru�ujemo kanonsku transformaciju

←−
b 2,2,2·2 :

(2·2)·(2·2) -r
Γ 2·(2·(2·2)), gde je graf Γ:

qy4

qy3

qy2

qy1

qz4
qz3
qz2
qz1
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Na kraju samom termu f dodeǉujemo kanonsku transformaciju
←−
b 2,2,2·2(w2·12·2) : 2·(2·2) -r

Γ∗(Φ ·Ψ) 2·(2·(2·2)), gde je graf Γ∗(Φ·Ψ):

qx3

qx2

qx1

qz4
qz3
qz2
qz1

��
��
��

Neka je f : A⊢B morfizam-term i α : F -r
Γ G pridru�ena kanonska

transformacija u C. Za j-to pojavǉivaǌe slova (s leva) u B ka�emo
da je naslednik i-tog pojavǉivaǌa (s leva) slova u A ako za yj iz YG

i xi iz XF va�i Γ(yj) = xi. Primetimo da je naslednik pojavǉivaǌa
nekog slova u A pojavǉivaǌe istog tog slova u B. Na ovaj naqin
mo�emo posmatrati graf Γ kao veze izme�u pojavǉivaǌa slova u A i
ǌihovih naslednika u B. Tako�e primetimo da pojavǉivaǌe slova u
A mo�e imati prazan skup naslednika, odnosno mo�e ih biti vixe.
Ako je f : A⊢B SyMon morfizam-term onda je skup naslednika svakog
pojavǉivaǌa slova u A jednoqlan.

Zbog slobode skupa objekata, ukoliko za A i B iz C postoji mor-
fizam tipa A⊢B u kanonskoj transformaciji α iz C onda je on jedini
tog tipa u α.

Neka je α term kanonske transformacije tipa F -r
Γ G iz C.

Neka Γ ima k komponenti povezanosti i neka su p1, p2, . . ., pk razliqita
slova iz P . Morfizam-term

α(p1, . . ., pk) : F (pπ(x1), . . ., pπ(xm))⊢G(pπ(y1), . . ., pπ(yn))

nazivamo predstavnikom transformacije α.

Lema 1 Neka je A proizvoǉna supstrukturalna kategorija i C jedna
od pomenutih slobodnih kategorija istog tipa kao A. Neka su F i G

iz F kao gore i α : F -r
Φ G i β : F -r

Ψ G u A. Oznaqimo sa α
i β kanonske transformacije u C zadate istim termima koji zadaju α
i β. Neka je morfizam-term f : A⊢B predstavnik transformacije α a
g : A⊢B predstavnik transformacije β. Ako je f = g u C onda je i α = β
u A.

dokaz. Jednakost domena i kodomena morfizam-terma f i g nam gov-
ori da su grafovi Φ i Ψ jednaki. Neka je f ′ = α(A1, . . ., Ak) mor-
fizam u A. Slobodno mo�emo pretpostaviti da je f≡α(p1, . . ., pk) i
g≡β(p1, . . ., pk) za neka razliqita slova p1, . . ., pk. Zbog slobode kate-
gorije C postoji funktor U : C→A koji quva strukturu datog tipa i
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koji produ�uje preslikavaǌe generatora p1 7→A1, p2 7→A2, . . ., pk 7→Ak, a
ostali proizvoǉno. Po pretpostavci je f = g pa je i

α∋f ′ = α(A1, . . ., Ak) = U(f) = U(g) = β(A1, . . ., Ak)∈β.

Ovako mo�emo zakǉuqiti da je α⊂β. Na isti naqin pokazujemo β⊂α.

q.e.d.

1.5 Koherencija u relevantnim, afinim i kartezijanskim
kategorijama

Na kraju 1.3 smo definisali xta znaqi da je neka monoidalna odnosno
simetriqna monoidalna kategorija koherentna. Sada �emo tu defini-
ciju proxiriti na ostale tipove supstrukturalnih kategorija.
D{ Neka je A supstrukturalna kategorija odre�enog tipa. Ako za
proizvoǉne funktore F i G iz F i proizvoǉne dve kanonske transfor-

macije α, β : F -r
Γ G iz A va�i α = β onda za kategoriju A ka�emo

da je koherentna (ima svojstvo koherencije) kategorija datog tipa.
Ono xto �emo pokazati u ovom odeǉku jeste da je proizvoǉna sup-

strukturalna kategorija koherentna. Za dokaz toga poslu�i�emo se
slede�om lemom.

Lema 2 Neka je C neka od navedenih slobodnih kategorija. Ako za proizvoǉna
dva morfizam-terma f, g : A⊢B iz C, takva da su sva slova u A razliqita,
sledi f = g onda koherencija va�i u svakoj kategoriji tog tipa.

dokaz. Neka je A proizvoǉna supstrukturalna kategorija istog tipa

kao C. Neka su F,G∈F i α, β : F -r
Γ G u A. Neka su

f≡α(p1, . . ., pk) : A⊢B i g≡β(p1, . . ., pk) : A⊢B predstavnici od α i β
(kanonske transformacije u C zadate istim termima kao α i β). Po
definiciji transformacijski graf Γ nema dva vrha iz XF u istoj
komponenti povezanosti, pa su onda i sva slova u A razliqita. Po
pretpostavci je onda f = g, pa je po lemi 1, α = β u A.

q.e.d.

Pojmovi koje �emo sada uvesti �e nam biti korisni prilikom dokazi-
vaǌa lema koje se tiqu koherencije.
D{ Proizvod-terme kategorije C (neka od navedenih slobodnih) defin-
ixemo rekurzivno na slede�i naqin:

1. Za sve objekte Q,S,R iz C slede�i morfizam-termi (ukoliko pos-
toje u C) su proizvod-termi i nazivaju se karakteristike

σQ,σ
i
Q, δQ, δ

i
Q,
−→
bQ,S,R,

←−
bQ,S,R, cQ,S ,wQ,kQ.
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2. Za svaki objekat Q iz C term 1Q je proizvod-term.

3. Ako je f proizvod-term, onda su i 1Q·f i f ·1Q tako�e proizvod-
termi za svaki objekat Q iz C.

Ukoliko proizvod-term ima karakteristiku onda �emo ga zvati struk-
turnim proizvodom i u zavisnosti od ǌe to �e biti σ-proizvod, δ-
proizvod, b-proizvod itd.
D{ Oznaqimo sa PF skup terma dobijenih od slova iz P , simbola 2

i I pomo�u binarne operacije ·. Na primer term

(2·p)·((I·2)·q)

je u PF . Na isti naqin kao i u sluqaju izraza iz F , sada mo�emo
definisati preslikavaǌe koje svakom izrazu iz PF dodeǉuje funktor
(sa parametrima) tipa Cn→C, za neko n≥0, gde je C jedna od navedenih
slobodnih kategorija.

1. Termu 2 dodeǉujemo funktor 1C : C→C.

2. Termu I dodeǉujemo konstantan funktor I : C0→C koji jedinom
objektu iz C0 dodeǉuje objekat I iz C.

3. Termu p, gde je p neko slovo iz P , dodeǉujemo konstantan funktor
p : C0→C koji jedinom objektu iz C0 dodeǉuje objekat p iz C.

4. Ukoliko je termu F pridru�en funktor F : Cm→C a termu G
funktor G : Cn→C onda je termu F ·G pridru�en funktor H :
Cm+n→C takav da je za svaku m+ n-torku (A1, . . ., Am+n) objekata
iz C, H(A1, . . ., Am+n) =df F (A1, . . ., Am)·G(Am+1, . . ., Am+n), i za
svaku m+n-torku (f1, . . ., fm+n) morfizama iz C, H(f1, . . ., fm+n) =

df

F (f1, . . ., fm)·G(fm+1, . . ., fm+n).

Na primer, navedenom izrazu (2·p)·((I·2)·q) odgovara funktor tipa
C2→C koji slika par objekata (A,B) u (A·p)·((I·B)·q), a par morfizama
(f, g) u (f ·1p)·((1I·g)·1q).
U ovom sluqaju preslikavaǌe je 1—1 i kada ka�emo da je neki funktor
F : Cm→C iz PF , to znaqi da u PF postoji izraz qija je on slika.

Df Za w-proizvod-term ka�emo da je slovni ukoliko je indeks ǌegove
karakteristike slovo.

Df Slovni w-proizvod se naziva levim ukoliko, u ǌemu, karakteris-
tici wp ne prethodi (s leva) ni jedna jedinica sa slovom p u indeksu.
Na primer (1q·r·wp)·1p je levi slovni w-proizvod, dok (1p·r·wp)·1p nije
levi.

Df Za c-proizvod ka�emo da je atomski ukoliko je indeks ǌegove
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karakteristike par atoma (slovo ili I).

Df Za atomski c-proizvod ka�emo da je diferenciran ukoliko mu karak-
teristika nije oblika cp,p za neko slovo p.

Df Za k-proizvod ka�emo da je slovni ukoliko je indeks ǌegove karak-
teristike slovo.

Df Za kompoziciju slovnih w-proizvoda (k-proizvoda) ka�emo da je
ure�ena ukoliko u ǌoj wp-proizvod (kp-proizvod) prethodi (s desna)
wq-proizvodu (kq-proizvodu) samo ako slovo p prethodi slovu q u un-
apred zadatom poretku na P .

1.5.1 Koherencija u relevantnim kategorijama

Na poqetku ovog odeǉka �emo pokazati lemu koja sama nosi duh ko-
herencije u kategorijama koje bismo mogli nazvati bw i na koju �emo
se vixe puta pozivati.

Lema 3 Neka je F iz F i neka je f : p ⊢F (p, . . ., p), Rel morfizam-term
koji predstavǉa kompoziciju slovnih w-proizvoda. Tada je f jednak termu
oblika kompozicije hg gde je g kompozicija levih slovnih w-proizvoda a
h je kompozicija b-proizvoda.

dokaz. Radi jednostavnijeg pra�eǌa, pridru�imo termu f , rekurzivno,
drvo na slede�i naqin:
Ukoliko je f≡wp, pridru�eno drvo je

r rr
�
�S
S

Ukoliko je f oblika G(wp) f1, gde je G iz PF , i u formi od G, i − 1
slova p prethodi(s leva) simbolu 2, onda drvo koje odgovara termu f
dobijamo od drveta pridru�enog termu f1 nastavǉaju�i i-ti(s leva)
list raqvaǌem a sve ostale produ�uju�i prostim segmentom.
Ako je f na primer term

((1p·wp)·1(p·p)·p)(1p·p·(wp·1p))(1p·p·wp)(wp·1p)wp

onda je ǌemu pridru�eno drvo

rrrrrr rrrrr rrrr rrr rr r
�A

�A
�@

�@
�� HH
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Oznaqimo sa Λ skup qvorova ovakvog drveta u kojima imamo raqvaǌe.
Neka kλ predstavǉa broj desnih grana raqvaǌa kroz koje se prolazi
na putu od qvora λ do korena. Mera slo�enosti drveta �e biti broj
n koji definixemo na slede�i naqin:

n =df
∑
λ∈Λ

kλ

U naxem primeru je n = 3. Dokaz �emo daǉe izvoditi indukcijom po n.
Ukoliko je n = 0, term f je sam kompozicija levih slovnih w-proizvoda.
Ukoliko je n > 0 i drvo od f nema poddrvo oblikarr rr r r�@

@�

onda koriste�i samo funktorijalnost mno�eǌa mo�emo dobiti term
jednak termu f qije drvo ima takvo poddrvo i kod koga je n neprome-
ǌeno. U sluqaju gore navedenog primera to bi bio npr. term

((1p·wp)·1(p·p)·p)(1p·p·(wp·1p))(wp·1p·p)(1p·wp)wp,

i ǌegovo drvo bi bilo

rrrrrr rrrrr rrrr rrr rr r
�A

�A
�@

�@
HH��

n = 3

Koriste�i jednakost (bw) i prirodnost b-proizvoda transformi-
xemo ovaj term u oblik h1f1 gde je f1 kompozicija slovnih w-proizvoda
sa n-om maǌim za jedan, a h1 je b-proizvod. U naxem primeru to bi
bio term

←−
b p·(p·p),p·p,p(((1p·wp)·1p·p)·1p)((1p·p·wp)·1p)((wp·1p)·1p)(wp·1p)wp,

qijem poqetnom delu odgovara drvo

rrrrrr rrrrr rrrr rrr rr r
�A

�A
�@
��

��

@
@

n = 2

Po indukcijskoj hipotezi term f1 je jednak termu oblika h2g u �eǉenoj
formi, pa je onda i f = h1h2g takav.

q.e.d.
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U naxem primeru gore navedeni term bismo prvo transformisali u

←−
b p·(p·p),p·p,p(((1p·wp)·1p·p)·1p)((wp·1p·p)·1p)((1p·wp)·1p)(wp·1p)wp,

qijem poqetnom delu odgovara drvo oblika

rrrrrr rrrrr rrrr rrr rr r
�A

�@
A�

��
��

@
@

n = 2

(sve ovo u ciǉu da bi se pojavilo poddrvo oblika
rr rr r r�@
@� )

a zatim uz pomo� (bw) i (b) taj term transformixemo u

←−
b p·(p·p),p·p,p(

←−
b p·(p·p),p,p·1p)

((((1p·wp)·1p)·1p)·1p)((wp·1p)·1p)·1p)((wp·1p)·1p)(wp·1p)wp,

qijem poqetnom delu odgovara drvo oblika

rrrrrr r rrrr rrrr rrr rr r
�A
A�
�
�
�

@
@
@

n = 1

a zatim, tako�e uz pomo� (bw) i (b) taj term transformixemo u

←−
b p·(p·p),p·p,p(

←−
b p·(p·p),p,p·1p)(((

←−
b p,p,p·1p)·1p)·1p)

((((wp·1p)·1p)·1p)·1p)((wp·1p)·1p)·1p)((wp·1p)·1p)(wp·1p)wp,

koji ima �eǉenu formu i qijem poqetnom delu odgovara drvo:

rrrr rr r rr rr rr rr r rr rr r
�
�
�
�
�

@
@
@
@
@

n = 0

Posledica Neka je F : Rel k→Rel iz F i neka je f : p ⊢F (p, . . ., p),
Rel morfizam-term koji predstavǉa kompoziciju slovnih w-proizvoda.
Tada za svako 1≤i≤k − 1 postoji ǌemu jednak morfizam term oblika

v((1(p·p)·. . .·p︸ ︷︷ ︸
i−1

·wp)·1(p·p)·. . .·p︸ ︷︷ ︸
k−i−1

)u
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gde je u : p ⊢((p·p)·. . .·p)·((p·p)·. . .·p) kompozicija slovnih w-proizvoda, a v
je kompozicija b-proizvoda.

dokaz. Po prethodnom tvr�eǌu postoji term oblika kompozicije h1g
jednak termu f , gde je g kompozicija levih slovnih w-proizvoda, a h1

je kompozicija b-proizvoda. Neka je term u : p ⊢((p·p)·. . .·p)·((p·p)·. . .·p)
kompozicija slovnih w-proizvoda (takav uvek postoji). Po pretho-
dnom tvr�eǌu postoji term oblika h2g jednak termu
((1(p·p)·...·p·wp)·1(p·p)·...·p)u, gde je g isto kao malopre, a h2 je neka kom-
pozicija b-proizvoda. Tada je

f = h1g = h1h
−1
2 h2g = h1h

−1
2 ((1(p·p)·...·p·wp)·1(p·p)·...·p)u,

gde je sa h−1
2 oznaqena kompozicija b-proizvoda koja predstavǉa inverz

od h2 (jednakosti (bb)).

q.e.d.

Vratimo se sada glavnom tvr�eǌu ovog odeǉka koje bi trebalo da
glasi:

Teorema 1 Svaka relevantna kategorija ima svojstvo koherencije.

U dokazu ove teoreme glavnu ulogu �e igrati slede�a lema koja govori
o reprezentaciji morfizama iz Rel.

Lema 4 Neka je h : A⊢B morfizam-term iz Rel i neka su sva slova u A
me�usobno razliqita, onda je h jednak morfizam-termu oblika kompozi-
cije h′′h′ gde je h′ ure�ena kompozicija slovnih levih w-proizvoda, a h′′

je kompozicija ne w-proizvoda u kojima su c-proizvodi atomski diferen-
cirani.

dokaz. Transformaciju terma h izvex�emo u nekoliko koraka. Radi
lakxeg pra�eǌa, paralelno �emo posmatrati xta se dexava u svakom
od tih koraka ukoliko nam je polazni morfizam-term bio

(1q·(wp·pwp))cp,q.

1◦ Term h je jednak termu koji predstavǉa kompoziciju proizvod
terma. Ovo sledi iz funktorijalnosti mno�eǌa. U naxem primeru
mo�e se pokazati da je

h = (1q·wp·p)(1q·wp)cp,q

2◦ Koriste�i (bcw8) i (σδw) mo�e se pokazati da je prethodno
dobijeni term, pa onda i h, jednak termu kod koga su svi w-proizvodi
slovni. U naxem sluqaju

h = t(1q·(wp·1p·p))(1q·(1p·wp))(1q·wp)cp,q
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gde je

t≡(1q·
←−
b p·p,p,p)(1q·(

−→
b p,p,p·1p))(1q·((1p·cp,p)·1p))(1q·(

←−
b p,p,p·1p))(1q·

−→
b p·p, p, p)

3◦ Po funktorijalnosti mno�eǌa i prirodnosti σ, δ, b, c-proiz-
voda, slovne w-proizvode mo�emo pomerati udesno tako da dobijamo
term qiji poqetak (s desna) qine slovni w-proizvodi a zavrxni deo
je kompozicija ne w-proizvoda. Kod nas je to term

tc(p·p)·(p·p),q((wp·1p·p)·1q)((1p·wp)·1q)(wp·1q)

4◦ Koriste�i (bc6) prethodni term je jednak termu kod koga su
c-proizvodi iz zavrxnog dela atomizovani. U naxem primeru ta at-
omizacija nije suxtinska jer ǌena primena na jedini neatomski c-
proizvod c(p·p)·(p·p),q iz prethodnog terma stvara samo diferencirane
atomske c-proizvode (videti slede�u taqku) pa �emo dobijeni term
zapisati u skra�enom obliku dovoǉnom za daǉu analizu.

h = t2(1q·((1p·cp,p)·1p))t1((wp·1p·p)·1q)((1p·wp)·1q)(wp·1q),

gde je t2≡(1q·
←−
b p·p,p,p)(1q·(

−→
b p,p,p·1p)),

a t1≡(1q·(
←−
b p,p,p·1p))(1q·

−→
b p·p, p, p)(c(p·p)·(p·p),q)∗

(∗ znaqi razvijeni oblik kompozicije sa atomskim c-proizvodima.)

5◦ Pretpostavimo da je zavrxni deo (kompozicija ne w-proizvoda)
prethodnog terma u formi t2F (cp,p)t1, gde je F : Rel→Rel iz PF a svi
c-proizvodi u t1 su atomski diferencirani. Neka je F (cp,p)t1 tipa
G(p, p)⊢F (p·p) za neko G : Rel2→Rel iz PF , pri qemu levo p iz G(p, p)
ima za naslednika desno p iz F (p·p) i desno p iz G(p, p) ima za nasled-
nika levo p iz F (p·p). Zbog pretpostavke da su sva slova u A razli-
qita, da su svi c-proizvodi u t1 atomski diferencirani i da poqetni
deo terma qine samo atomski w-proizvodi, to se dva istaknuta slova
p u G(p, p) pojavǉuju uzastopno (ne nu�no u obliku (p·p)).
Koriste�i funktorijalnost mno�eǌa, mo�emo poqetni deo (kompozi-
ciju w-proizvoda) urediti tako da se svi wp-proizvodi na�u na ǌe-
govom levom kraju. Sada mo�emo iskoristiti posledicu leme 3 sa
poqetka ovog odeǉka i pokazati da je ovako transformisani poqetni
deo jednak termu oblika i2H(wp)i1, gde je i1 kompozicija slovnih w-
proizvoda, H : Rel→Rel je iz PF , a i2 je kompozicija b-proizvoda,
i pri tome va�i da je term i2H(wp) tipa H(p)⊢G(p, p) sa desnim p-
ovima kao naslednicima levog. (Pretpostavimo da su istaknuti (p, p)
u G(p, p), i-to i i plus prvo pojavǉivaǌe slova p i samo primenimo
pomenutu posledicu.)
U naxem primeru je

h = t2(1q·((1p·cp,p)·1p))t1i2(((1p·wp)·1p)·1q)i1
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gde je i1≡((wp·1p)·1q)(wp·1q) a i2≡(
←−
b p·p,p,p·1q)((

−→
b p,p,p·1p)·1q)

i F≡(q·(p·2))·p), G≡((p·2)·(2·p))·q, H≡((p·2)·p)·q.

Posmatrajmo sada terme F (cp,p)t1i2 i t1i2H(cp,p). Oni su istog tipa.
Oznaqimo sa α i β kanonske transformacije u SyMon koje su pridru�ene
ovim termima. Oqigledno je da α i β imaju iste grafove (graf od
H(cp,p) ”komutira” u kompoziciji sa grafom od t1i2 i pretvara se u
graf od F (cp,p)) pa je onda po rezultatima o koherenciji u simetriq-
nim monoidalnim kategorijama i α = β, pa se, po navedenom svojstvu
da kanonska transformacija u slobodnoj kategoriji sadr�i samo jednu
strelicu nekog tipa, mo�e zakǉuqiti da je F (cp,p)t1i2 = t1i2H(cp,p) u
SyMon, pa poxto sve SyMon-jednakosti va�e i u Rel, to su oni jed-
naki i u Rel.
Dakle zakǉuqujemo da je polazni term jednak termu oblika t2t1i2H(cp,p)
H(wp)i1. Sada mo�emo iskoristiti jednakost (cw) i dobiti term
t2t1i2H(wp)i1 jednak prethodnom. Ponovimo da je i1 kompozicija slovnih
w-proizvoda, i2 je kompozicija b-proizvoda, t1 je kompozicija ne w-
proizvoda sa atomskim, diferenciranim c-proizvodima i t2 je kom-
pozicija ne w-proizvoda sa atomskim c-proizvodima. Ponavǉaju�i
ovu proceduru mo�emo eliminisati sve nediferencirane c-proizvode
iz t2 i tako dobiti term, qiji poqetni deo qine slovni w-proizvodi
a zavrxni deo je kompozicija ne w-proizvoda sa atomskim, diferen-
ciranim c-proizvodima, jednak poqetnom termu h.
U naxem primeru ova procedura odgovara slede�im koracima

t2(1q·((1p·cp,p)·1p))t1i2(((1p·wp)·1p)·1q)i1 =

t2t1i2(((1p·cp,p)·1p)·1q)(((1p·wp)·1p)·1q)i1 =

t2t1i2(((1p·wp)·1p)·1q)i1

Ovde je t2≡(1q·
←−
b p·p,p,p)(1q·(

−→
b p,p,p·1p)) pa ne sadr�i nediferencirane

c-proizvode i time je procedura eliminisaǌa nediferenciranih c-
proizvoda u naxem primeru zavrxena.

6◦ Iz leme 3, uz jox funktorijalnost mno�eǌa sledi da je poqetni
deo terma iz prthodne taqke jednak termu qiji je poqetni deo ure�ena
kompozicija slovnih levih w-proizvoda, a zavrxni deo je kompozicija
b-proizvoda. Na ovaj naqin pokazujemo da je term h jednak termu u
�eǉenoj formi.

q.e.d.

U primeru koji smo dali je

(((1p·wp)·1p)·1q)i1≡
(((1p·wp)·1p)·1q)((wp·1p)·1q)(wp·1q) =

((
←−
b p,p,p·1p)·1q)(((wp·1p)·1p)·1q)((wp·1p)·1q)(wp·1q).
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Lema 5 Neka su f, g : A⊢B morfizam termi iz Rel i neka su sva slova
u A razliqita, onda je f = g u Rel.

dokaz. Po lemi 4, f = f ′′f ′ i g = g′′g′, gde su f ′, f ′′, g′, g′′ u �eǉenoj
formi. Kodomen B potpuno odre�uje term f ′ odnosno g′ (broj pojavǉi-
vaǌa svakog slova u ǌemu) pa su onda f ′ i g′ identiqni termi, pret-
postavimo tipa A⊢A′. Tada su termi f ′′ i g′′ istog tipa A′⊢B. Neka
su α i β redom ǌima pridru�ene kanonske transformacije u SyMon.
Grafove Γα Γβ mo�emo posmatrati kao veze izme�u pojavǉivaǌa slova
u A′ i ǌihovih naslednika u B. Poxto ivice u ǌima povezuju ista
slova i poxto su svi c-proizvodi u f ′′ i g′′ atomski diferencirani,
to one povezuju prvo(s leva) pojavǉivaǌe jednog slova u A′ sa prvim
pojavǉivaǌem tog istog slova u B, drugo pojavǉivaǌe tog slova u A′

sa drugim pojavǉivaǌem tog slova u B itd. Odavde se vidi da Γα

i Γβ moraju biti isti grafovi pa su onda i α i β jednake kanonske
transformacije u SyMon, po koherenciji u simetriqnim monoidal-
nim kategorijama. Kao i malopre, onda zakǉuqujemo da su termi f ′′

i g′′ jednaki u SyMon pa onda i u Rel. Sve zajedno nam daje f = g u
Rel.

q.e.d.

Teorema 1 sada sledi iz leme 2 pomo�u leme 5.

1.5.2 Koherencija u afinim kategorijama

Sliqno kao i u sluqaju relevantnih kategorija, glavnu ulogu u dokazu
koherencije �e odigrati lema koja govori o reprezentaciji morfizama
iz Aff.

Lema 6 Neka je h : A⊢B morfizam-term iz Aff, tada je h jednak morfi-
zam-termu qiji je poqetni deo ure�ena kompozicija slovnih k-proizvoda,
a zavrxni deo je kompozicija ne k-proizvoda.

dokaz. Analogno dokazu leme 4, transformaciju terma h �emo izvesti
u nekoliko koraka.

1◦ Term h je jednak termu koji predstavǉa kompoziciju proizvod
terma. Ovo je posledica funktorijalnosti mno�eǌa.

2◦ Jednakosti (k) i (1k) nam daju kA·B = σI(1I·kB)(kA·1B) i odatle
zakǉuqujemo da je prethodni term, pa onda i h, jednak kompoziciji
proizvod-terma u kojima su k-proizvodi atomski.

3◦ Koriste�i (1k), prethodni term je jednak kompoziciji proizvod-
terma u kojima su svi k-proizvodi slovni.
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4◦ Koriste�i prirodnost σ,δ,b,c-proizvoda i funktorijalnost mno-
�eǌa, slovne k-proizvode mo�emo pomerati udesno tako da dobijemo
term qiji poqetak (s desna) qine slovni k-proizvodi i koji je jednak
termu h.

5◦ U dobijenom termu, koriste�i funktorijalnost mno�eǌa, mo�emo
urediti poqetni deo tako da on bude ure�ena kompozicija slovnih k-
proizvoda.
Ovime smo naxli term u �eǉenoj formi jednak termu h.

q.e.d.

Lema 7 Neka su f, g : A⊢B morfizam-termi iz Aff i neka su sva slova
u A razliqita, tada je f = g u Aff.

dokaz. Na osnovu leme 6, postoje termi f ′, f ′′, g′, g′′ tako da je f = f ′′f ′

i g = g′′g′ i f ′ i g′ su ure�ene kompozicije slovnih k-proizvoda, a f ′′

i g′′ su SyMon-termi. Objekti A i B odnosno slova koja se nalaze u
A a ne nalaze u B potpuno odre�uju terme f ′ i g′ te oni moraju biti
identiqni, pretpostavimo tipa A⊢A′. Dakle morfizam-termi f ′′ i g′′

su tipa A′⊢B, i poxto su sva slova u A razliqita onda su sva slova u
A′ i u B razliqita. Neka su α i β kanonske transformacije u SyMon
redom dodeǉene tim termima. Ako Γα i Γβ posmatramo kao grafove
koji povezuju pojavǉivaǌa slova u A′ sa ǌihovim naslednicima u B, i
poxto ivice u takvom grafu povezuju pojavǉivaǌa istih slova, onda
je oqigledno Γα = Γβ i po koherenciji u simetriqnim monoidalnim
kategorijama imamo da je α = β. Analogno prethodnoj situaciji to
povlaqi da je f ′′ = g′′ u SyMon pa onda i u Aff. Na osnovu svega
imamo da je f = f ′′f ′ = g′′g′ = g.

q.e.d.

Na osnovu leme 2 i leme 7 va�i:

Teorema 2 Svaka afina kategorija ima svojstvo koherencije.

1.5.3 Koherencija u kartezijanskim kategorijama

Mo�da van oqekivaǌa, dokaz za koherenciju u kartezijanskim kate-
gorijama ne�e predstavǉati nekakvu kombinaciju prethodna dva, ve�
�emo uz pomo� standardne jednakosne aksiomatizacije kartezijanskih
kategorija izbe�i svu slo�enost koju bi nam prethodni prilaz doneo.

Oznaqimo sa P skup prevoda morfizam-terma iz Cart na standardni
jezik.

Df Distribuirani morfizam-termi qine najmaǌi skup morfizam-ter-
ma iz P koji zadovoǉava slede�e uslove:
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1. Za sve objekte A,B,C,D,E iz Cart term 1A kao i dobro formi-
rane kompozicije od πA,B ,π

′
C,D,kE su u skupu i takve nazivamo

kompa.

2. Ako su termi f : C⊢A i g : C⊢B u skupu distribuiranih onda je
i ⟨f, g⟩ u tom skupu.

Pojam koji sada �elimo da definixemo u potpunosti odgovara pojmu
normalne forme dokaza u prirodnoj dedukciji.

Df Distribuiran morfizam-term je atomski ukoliko svaka kompa u
ǌemu ima atomski kodomen.

Lema 8 Svaki morfizam-term iz P je jednak nekom atomskom dis-
tribuiranom.

dokaz. Prvo �emo pokazati indukcijom po slo�enosti terma f iz P
da je on jednak nekom distribuiranom morfizam-termu.

1◦(baza indukcije) Ako je f primitivan morfizam-term 1A ili πA,B

ili π′
A,B ili kA, onda je po definiciji on sam kompa pa znaqi i dis-

tribuiran term.

2◦(indukcijski korak) a) Pretpostavimo da je f u formi ⟨g, h⟩. Poxto
su g i h ni�e kompleksnosti to su po induktivnoj hipotezi oni jednaki
distribuiranim termima g′ i h′ pa je onda i f jednak distribuiranom
termu ⟨g′, h′⟩.
b) Ukoliko pretpostavimo da je f u formi hg onda su po indukci-
jskoj hipotezi termi g i h jednaki distribuiranim termima g1 i h1.
Novom idukcijom po slo�enosti terma h1g1 dokazujemo da je on jednak
distribuiranom morfizam-termu.

1. (baza unutraxǌe indukcije) Term koji predstavǉa kompoziciju
primitivnih morfizam-terma jednak je kompi.

2. (unutraxǌi indukcijski korak) Posmatrajmo jedina tri mogu�a
sluqaja

i) Morfizamtermi g1 i h1 su kompe pa je onda i sam h1g1 kompa,
pa je znaqi f jednak distribuiranom termu.

ii) Ako je h1 u formi ⟨j, l⟩ onda je f = ⟨j, l⟩g1 = ⟨jg1, lg1⟩ i sada
po unutraxǌoj indukcijskoj hipotezi jg1 i lg1 su jednaki nekim
distribuiranim, pa je onda i f jednak nekom distribuiranom
termu.

iii) Ako je h1 kompa i g1 je u formi ⟨j, l⟩, onda ako je h1≡1
imamo da je f jednako distribuiranom termu g1. Ako je h1≡h2π
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onda je f = h2π⟨j, l⟩ = h2j, i h2j je jednak nekom distribuiranom
po unutraxǌoj indukcijskoj hipotezi. Sluqaj h1≡h2π

′ je analo-
gan prethodnom. (Primetimo da ne vodimo raquna o zagradama
pri komponovaǌu morfizam-terma.) Ako je h1≡h2k onda je f =
h2k⟨j, l⟩ = h2k, a ovaj je kompa, znaqi distribuiran.

Ovime je unutraxǌa indukcija zavrxena a sa ǌom i glavna. Na osnovu
toga imamo da je proizvoǉan term iz P jednak nekom distribuiranom.
Koriste�i jednakost h = ⟨πA,Bh,π

′
A,Bh⟩ za h : C⊢A·B, mo�emo za svaku

kompu iz f1 na�i distribuirani morfizam-term ǌoj jednak, u kome
svaka kompa ima kodomen ni�e kompleksnosti od kompleksnosti kodom-
ena polazne kompe. Na taj naqin, induktivno, se mo�emo osloboditi
neatomskih kompi, pa je onda f1 a time i f jednak nekom atomskom
distribuiranom morfizam-termu.

q.e.d.

Lema 9 Ako su f, g : A⊢B dva morfizam-terma iz P i sva slova u A su
razliqita, a B je atom (slovo ili I), onda je f = g.

dokaz. Ako je B≡I onda je zbog terminalnosti I u Cart f = g.
Neka je zato B≡q. Po lemi 8, morfizam-termi f i g su jednaki dis-
tribuiranim morfizam-termima f1 i g1, a zbog atomiqnosti kodomena
ti termi su kompe. Poxto je B ̸=I to ni jedan od ǌih ne mo�e poqiǌati
(s desna) sa k (ne postoji Cart morfizam-term tipa I⊢q za neko slovo
q). Daǉe dokaz izvodimo indukcijom po slo�enosti domena A.

1◦(baza indukcije) Ako je A atomski objekat onda je f1≡g1≡1q.

2◦(indukcijski korak) Neka je A≡A1·A2. Poxto u Cart ne postoji
morfizam tipa A⊢q a da se q ne pojavǉuje u A, to se q mora pojavǉi-
vati u A1 ili u A2. Po pretpostavci se slovo ne ponavǉa u A pa se q
onda pojavǉuje ili u A1 ili u A2. Pretpostavimo da se q pojavǉuje u
A1. Iz istog razloga kao malopre tada mora biti f1≡f2π i g1≡g2π za
neke kompe f2, g2 : A1⊢q. Po indukcijskoj pretpostavci je onda f2 = g2
pa je dakle i f = f1 = f2π = g2π = g1 = g. Analogno pokazujemo sluqaj
kada se q pojavǉuje samo u A2.

q.e.d.

Lema 10 Neka su f, g : A⊢B dva morfizam-terma iz P i neka su sva
slova u A me�usobno razliqita, onda je f = g.

dokaz. Po lemi 8, f i g su jednaki atomskim distribuiranim ter-
mima f1 i g1. Daǉe dokaz izvodimo indukcijom po slo�enosti kodom-
ena B. Ako je B atom onda nam prethodna lema daje f = g. Ako B
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nije atom, onda ni f1 ni g1 nisu kompe jer su po pretpostavci atom-
ski distribuirani, pa je onda f1≡⟨i, j⟩, g1≡⟨l, h⟩ i B = B1·B2. Termi
i, l : A⊢B1 i j, h : A⊢B2 su atomski distribuirani i B1 i B2 su maǌe
kompleksnosti od B pa je onda po indukcijskoj hipotezi i = l i j = h,
a samim tim i f = g.

q.e.d.

Nedavno sam u [17], str. 207, teorema 8.2.3. naxao kra�i dokaz za
lemu 10, sa istom osnovnom idejom ali bez uvo�eǌa distribuirane
atomske forme.

Posledica Neka su f, g : A⊢B morfizam termi iz Cart i neka su
sva slova u A me�usobno razliqita, onda je f = g u Cart.

dokaz. Neka su f i g iz P prevodi morfizam-terma f i g na stan-
dardan jezik. Po lemi 10, oni su jednaki i onda zbog ekstenzionalne
ekvivalentnosti standardne i strukturne aksiomatizacije pokazane
na poqetku, sledi da je f = g u Cart.

q.e.d.

Na osnovu ove posledice i leme 2 va�i:

Teorema 3 Svaka kartezijanska kategorija ima svojstvo koherencije.

32



2 Neke posledice koherentnosti supstruktural-
nih kategorija

Koherentnost koju smo pokazali u prethodnoj glavi nam govori, u
izvesnom smislu, o trivijalnosti kategorija Rel, Aff i Cart. Nar-
avno, to nisu predure�eǌa kao xto je npr. sluqaj sa kategorijom Mon,
ali leme 5, 7 i 10 iz prethodne glave govore u tom pravcu. One se mogu
iskoristiti u pitaǌima da li neki dijagram koji polazi iz objekta u
kome se slova ne ponavǉaju, komutira u nekoj od navedenih slobodnih
supstrukturalnih kategorija, i daju uvek pozitivan odgovor. Stavovi
o koherenciji se mogu iskoristiti u vidu slede�e posledice:

Neka je C jedna od navedenih slobodnih kategorija i neka je:

A

B

f

g

neki dijagram u ǌoj. Dovoǉan uslov da on komutira jeste da kanonske
transformacije pridru�ene termima f i g imaju iste grafove

Uz svojstvo slobode kategorije C, gore navedena posledica ima znaqa-
jnu praktiqnu primenu, jer raqun sa morfizam-termima prebacuje na
prost raqun sa transformacijskim grafovima.

Primer 1 Vratimo se na jednakost
−→
bA,B,C = (((δA(1A·kB·C))·(δB(1B ·kC)σB·C(kA·1B·C)))wA·(B·C))·

(σC(kB·1C)σB·C(kA·1B·C)))wA·(B·C)

koju je trebalo pokazati u prvoj glavi da bi se utvrdila ekstenzion-
alna ekvivalentnost standardne i strukturne jednakosne aksiomati-
zacije kartezijanskih kategorija. Naravno, tada nam je bila poznata
samo koherencija u simetriqnim monoidalnim kategorijama. U jednom
trenutku �e nam se pojaviti termi kao npr.

((δA(1A·σI))·(δBσB·I))c
m
A,I,I·I,B·I(1A·Ic

m
I,B,I,I)(δ

i
A·(σi

B ·δ
i
I))

koje treba uprostiti. Tip ovog terma je A·(B·I)⊢A·B. Posmatrajmo
zato SyMon term:

((δp(1p·σI))·(δqσq·I))c
m
p,I,I·I,q·I(1p·Ic

m
I,q,I,I)(δ

i
p·(σi

q·δ
i
I)) : p·(q·I)⊢p·q.

Poxto su sva slova u ǌegovom domenu rezliqita, to je znaqi dovoǉno
na�i prostiji SyMon term istog tipa. U ovom sluqaju, term 1p·δq se
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sam name�e, pa su po pomenutoj posledici koherencije u SyMon ova
dva terma jednaka u SyMon, pa onda i u Cart. Zbog slobode kategorije
Cart sledi da je u proizvoǉnoj kartezijanskoj kategoriji

((δA(1A·σI))·(δBσB·I))c
m
A,I,I·I,B·I(1A·Ic

m
I,B,I,I)(δ

i
A·(σi

B·δ
i
I)) = 1A·δB .

Primer 2 Posmatrajmo Cart terme (1p·cp,q·p)
←−
b p,p,q·p(1p·p·cp,q)(wp·1p·q)

i (1p·(((δq·p
−→
b q,p,I)·1p)

−→
b q,p·I,p))

←−
b p,q,(p·I)·p((1p·σq)·((1p·kq)·1p))((1p·(kp·1q))·

cp,p·q)wp·(p·q). ǋima pridru�ene kanonske transformacije imaju iste
grafove. To mo�emo direktno proveriti posmatraǌem veza pojavǉi-
vaǌa slova i ǌihovih naslednika, prate�i gra�u ovih terma.
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U oba sluqaja grafovi se svode na slede�e veze izme�u pojavǉivaǌa
slova i ǌihovih naslednika:
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Poxto su ovi termi istog tipa, mo�emo zakǉuqiti da su oni jednaki
u Cart.
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Sada �emo pokazati da va�i i obrat prethodne posledice, xto nam
govori slede�a lema.

Lema 1 Ukoliko su f i g dva jednaka morfizam-terma u C, onda ǌima
pridru�ene kanonske transformacije imaju jednake grafove (zbog koheren-
cije su onda i same transformacije jednake).

dokaz. Sve xto treba proveriti jeste da levim i desnim stranama
jednakosti (cat1), (cat2),. . . ,(σkw) odgovaraju jednaki grafovi. Svi
sluqajevi se sliqno pokazuju i ovde �emo uzeti za primer jednakost
(w) wBf = (f ·f)wA za f : A⊢B iz C.
Pretpostavimo da je α : F -r

Γ G kanonska transformacija pridru-
�ena termu f , gde su F : Cm→C i G : Cn→C iz F . Neka je Γ predstavǉen
slede�im dijagramom:
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Morfizam-termu f ·f �e tada odgovarati kanonska transformacija α·α :

F ·F -r
Γ · Γ G·G, gde je graf Γ·Γ predstavǉen slede�im dijagramom:
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Morfizam termu wA odgovara kanonska transformacija

wF : F -r
Φ F ·F , gde se Φ mo�e predstaviti kao:
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Morfizam termu wB odgovara kanonska transformacija

wG : G -r
Ψ G·G gde je Ψ opisan kao:
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Tada je Γ + Ψ dat dijagramom:

qyjk
qyj2q

yj1

qujk+n

quj2+n

quj1+n

qujk

quj2

quj1

hhhhhh

hhhhhh

hhhhhh

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

YGXF UG·G

qxiPPPPPP

��
��
��

((((
((

ppp
ppp

Amalgamacija grafova Φ i Γ·Γ preko ZF ·F se predstavǉa dijagramom:
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Sada je jasno da su grafovi Ψ∗Γ i (Γ·Γ)∗Φ jednaki i da su predsta-
vǉeni dijagramom:
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Svi ostali sluqajevi su sliqni.

q.e.d.

Jednakost (w) smo namerno izabrali jer �e ona kasnije praviti odstu-
paǌa u sluqaju zatvorenih kategorija.

Isti ovakav dokaz bi nam mogao poslu�iti da poka�emo da je za
supstrukturalnu kategoriju A nekog tipa, kategorija qiji su objekti
funktori iz F , a morfizmi, kanonske transformacije iz A, tako�e
supstrukturalna kategorija istog tipa. Ta kategorija, uz onu qiji su
objekti termi iz F a morfizmi transformacijski grafovi, zauzima
centralno mesto u [9]. Mi smo ovde izbegli taj put jer mislimo da je
rad sa slobodnim kategorijam daleko pristupaqniji za pra�eǌe.

2.1 Odnos kategorija Mon, SyMon, Rel, Aff i Cart

Sve slobodne kategorije uvedene u prethodnoj glavi su generisane is-
tim skupom slova P i ve� je reqeno da sve imaju isti skup objekata.
Tako�e, iz definicije morfizam-terma, sledi da su svi morfizam-
termi iz Mon tako�e morfizam-termi u SyMon, Rel, Aff i Cart, svi
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morfizam-termi iz SyMon su i u Rel, Aff i Cart, i svi morfizam-
termi iz Rel i Aff su u Cart. Znaqi svi morfizam-termi zadovoǉavaju
slede�u hijerarhiju:

q
Mon-termi

q
SyMon-termi

qRel-termi qAff-termi

qCart-termi

6
�
�
��

@
@
@I

@
@
@I

�
�
��

gde strelice predstavǉaju inkluziju. Ciǉ ovog odeǉka je da poka�emo
da i same kategorije zadovoǉavaju tu hijerarhiju u odnosu na relaciju
biti potkategorija. Ono xto smo ve� vixe puta koristili u prethod-
noj glavi je da jednakost dva terma u ”ni�oj” kategoriji povlaqi ǌi-
hovu jednakost u ”vixoj”. Da bismo ostvarili nax ciǉ, treba jox da
poka�emo da va�i i obrat ovog tvr�eǌa.

Lema 2 Neka su C i D neke od navedenih slobodnih kategorija i neka je
u gorǌem dijagramu kategorija C ispod kategorije D. Ako za C morfizam-
terme f i g va�i f = g u D, onda su oni jednaki i u C.

dokaz. Neka je α : F -r
Φ G kanonska transformacija u D pridru�ena

termu f , a β : F -r
Ψ G kanonska transformacija u D pridru�ena

termu g. Po lemi 1 je onda Φ = Ψ. Kanonska transformacija α u
C pridru�ena termu f �e tako�e imati graf Φ (videti definiciju
pridru�ivaǌa kanonskih transformacija morfizam-termima iz C), a
transformacija β iz C pridru�ena termu g �e imati graf Ψ. Poxto
su Φ i Ψ jednaki grafovi, to su onda po koherentnosti kategorije C i
transformacije α i β jednake. Poxto u svakoj postoji samo po jedan
morfizam nekog tipa (vixe puta korix�eno u prvoj glavi) onda su i
morfizam-termi f i g jednaki u C.

q.e.d.

Iz ove leme i prethodno navedenog sledi:

Teorema 1 Kategorija Mon je potkategorija od SyMon, Rel, Aff, i
Cart. Kategorija SyMon je potkategorija od Rel, Aff i Cart. Kate-
gorije Rel i Aff su potkategorije od Cart.
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Iako ovo tvr�eǌe mo�da izgleda qitaocu trivijalno, ono ima snagu
navedenih stavova o koherenciji, jer bi ǌegov nezavisan dokaz omo-
gu�avao da koherenciju u svim supstrukturalnim kategorijama za-
kǉuqimo iz najjednostavnijeg sluqaja kategorije Cart.

2.2 Kartezijanski izomorfizmi su simetriqni monoidalni

U ovom delu bi�e pokazani rezultati iz [3] i pri tome �e biti korix-
�ena tehnika i rezultati prethodne glave. Time bi direktan dokaz
dat u [3] bio razbijen na deo koji se tiqe samo koherencije u Cart i
SyMon, i deo koji se uglavnom slu�i osobinama izomorfnih objekata
tih kategorija.

Deo naslova [3] ”Jedno opravdaǌe linearne logike” krije osnovnu
logiqku motivaciju glavnog rezultata tog qlanka. Naime, ciǉ je da
se na jeziku kategorijalne teorije dokaza opixe odbacivaǌe nekih
pravila izvo�eǌa koja va�e u Gencenovom raqunu sekvenata za intu-
icionistiqku logiku i koja se ne pojavǉuju (u punom obimu) u odgo-
varaju�em raqunu za linearnu logiku. Svakako, veoma uoqǉivo svo-
jstvo linearne logike je odbacivaǌe Gencenovih strukturnih pravila
kontrakcije i slabǉeǌa. To su pravila koja se u sekventnim sis-
temima odnose na veznik ”,”(zarez) sa leve strane sekventa, a to je
simbol koji se ne pojavǉuje u formulama logike, pa �e prema tome
naxa daǉa priqa biti potpuno oslobo�ena svih logiqkih veznika koji
se javǉaju u konkretnoj logici, i kategorijalnim jezikom govoriti
samo o strukturnim pravilima. Znaqi operacija mno�eǌa u Cart i
SyMon zameǌuje veznik ”,” iz raquna sekvenata, mada �e svakako biti
jasno da mno�eǌe u SyMon mo�emo shvatiti kao fuziju ⊗ u odgo-
varaju�em fragmentu linearne logike, dok mno�eǌe u Cart odgovara
intuicionistiqkoj konjunkciji ∧. Ovo namerno istiqemo da se neko
ne bi zabrinuo da smo u obzir uzeli samo zrnce ovih logika, te da je
time ovakvo opravdaǌe linearne logike neubedǉivo.

U pristupu iz prve glave formulacija kartezijanskih kategorija
ne podrazumeva operacije nad strelicama koje bi odgovarale prav-
ilima kontrakcije i slabǉeǌa, ve� su oni dati kolekcijama strel-
ica {wA | A∈A} i {kA | A∈A}. Mogu�e je preformulisati definiciju
kartezijanskih kategorija u tom smislu ali se ovde ne�emo time bav-
iti. U sluqaju da smo se opredelili za formulaciju sa opreacijama
kontrakcije i slabǉeǌa, ovo xto sledi bi daleko vixe liqilo na Gen-
cenovu eliminaciju seqeǌa, s time xto bi se ovde paralelno elimin-
isala dva strukturna pravila iz dokaza koji kategorijalno odgovaraju
izomorfizmima. Direktan dokaz, a naroqito k-Permutation Lemma ([3],
str.16) imaju prepoznatǉiv stil zastupǉen u dokazu za eliminaciju
seqeǌa. Ovde �e to biti maǌe uoqǉivo jer su dokazi koherencija, koje
�emo sada koristiti, prikrili mnogo toga xto govori o permutaciji
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strukturnih pravila.
Ono xto �elimo da poka�emo je da odbacivaǌe strelica iz Cart
koje nisu izomorfizmi, stvara kategoriju SyMon, odnosno, peciznije
reqeno, za svaki morfizam-term koji predstavǉa izomorfizam u Cart
postoji ǌemu jednak (u Cart) SyMon morfizam-term. slobodno se
mo�e re�i da je ovo i oqekivan rezultat jer se ve� iz formulacije
ovih kategorija vidi da svi primitivni morfizam-termi u SyMon
predstavǉaju izomorfizme, a poxto kompozicija i mno�eǌe quvaju
to svojstvo, onda i svi SyMon morfizam-termi predstavǉaju izomor-
fizme. Kategoriju Cart smo dobili dodavaǌem kolekcija w i k strel-
ica koje same ne predstavǉaju izomorfizme, ali ono xto qini problem
netrivijalnim je postojaǌe Cart morfizam-terma koji ukǉuquju prim-
itivne w i k i koji predstavǉaju izomorfizme u Cart. Takav je npr.
term (σq·δp)((kp·1q)·(1p·kq))wp·q. Mi �emo pokazati da za svaki ovakav
term postoji neki koji ne ukǉuquje w i k primitivne, ǌemu jednak. U
navedenom primeru to bi bio term cp,q (jednakost sledi direktno iz
toga xto su oni istog tipa i xto su sva slova u domenu razliqita).
To bi govorilo o konzervativnosti kontrakcije i slabǉeǌa u odnosu
na izomorfizme kategorije SyMon.

Pojam izomorfnosti objekata je posebno interesantan sa stanovixta
kategorijalne teorije dokaza jer on predstavǉa doprinos teorije kat-
egorija logici. Naime, ukoliko objekte naxih kategorija posmatramo
kao formule logike, onda izomorfnost dve formule predstavǉa jaqe
svojstvo od standardne ekvivalencije tih formula. Ukoliko za primer
uzmemo formule A i A∧A u intuicionistiqkoj logici (u Cart bi to
bili objekti A i A·A), one me�usobno povlaqe jedna drugu, ali nisu
izomorfne. Razliqitost im je u tome xto broj razliqitih dokaza
(morfizama) tipova A⊢B i A∧A⊢B ne mora biti isti. Ovo ilustruje
znaqaj pojma izomorfnosti sa stanovixta teorije dokaza. Izomorfnost
formula A i B govori o mogu�nosti bijekcije skupa dokaza u ko-
jima uqestvuje A kao premisa ili zakǉuqak, na skup dokaza u kojima
je ona zameǌena formulom B. Znaqi, sa stanovixta teorije dokaza,
izomorfne formule mo�emo smatrati jednakim, dok smo sa stanovixta
logike to ve� mogli re�i za ekvivalentne.
Jox treba ista�i da je dokaz u [3] nexto opxtiji jer je ra�en u nexto
izmeǌenom jeziku, tako da se mo�e odmah prilagoditi i na sluqaj kada
objekat I nije specificiran u naxim kategorijama.

2.2.1 Dokaz glavnog tvr�eǌa i posledice

Slede�a lema nam govori o osobinama transformacijskih grafova
pridru�enih termima koji predstavǉaju izomorfizme u Cart.

Lema 3 Ako term f : A⊢B predstavǉa izomorfizam u Cart i ako je
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α : F -r
Φ G ǌemu pridru�ena kanonska transformacija, onda graf

Φ posmatran kao funkcija iz YG u XF predstavǉa bijekciju, tj. svakoj
komponenti povezanosti u Φ pripada taqno jedan vrh iz XF i jedan vrh
iz YG.

dokaz. Neka je β kanonska transformacija pridru�ena termu g : B⊢A
koji predstavǉa inverz za f . Iz definicije pridru�ivaǌa sledi da

je β tipa G -r
Ψ F , za neki graf Ψ, i da term gf ima pridru�enu

kanonsku transformaciju βα : F -r
Ψ ∗ Φ F . Poxto je gf = 1A, to na

osnovu leme 1 imamo da je graf Ψ∗Φ jednak grafu kanonske transfor-
macije 1F (videti definiciju 1F ). Ukoliko pretpostavimo da je neki
vrh iz XF singlton u Φ, onda je on singlton i u Φ+Ψ, pa je takav i u
Ψ∗Φ xto je nemogu�e, jer jednakost grafova Ψ∗Φ i Γ1F govori da je za
svako 1≤i≤m, i-ti vrh iz XF povezan ivicom iz Ψ∗Φ sa i-tim vrhom iz
ZF , pa tu singltona uopxte i nema. Analogno ovome mo�emo pokazati
da ni jedan vrh iz YG nije singlton u Ψ. Ukoliko pretpostavimo da
su dva vrha iz YG u istoj komponenti povezanosti u Φ (vidi sliku, Φ
je tanak a Ψ je masan),

q q
q

XF

q

YG

q
ZF

���
���

XXXXXXppp
ppp

ppp
ppp
ppp

ppp
ppp
ppp

onda zbog osobina transformacijskih grafova i qiǌenice da ni jedan
vrh iz YG nije singlton u Ψ sledio da su dva vrha iz ZF u istoj
komponenti povezanosti u Φ+Ψ pa onda i u Ψ∗Φ xto je, zbog jednakosti
ovog grafa sa grafom od 1F , nemogu�e. Dakle svaki vrh iz XF je
povezan sa nekim vrhom iz YG ivicom iz Φ i nikoja dva vrha iz YG ne
pripadaju istoj komponenti povezanosti u Φ.

q.e.d.

Lema 4 Neka je A objekat iz Cart u kome su sva slova razliqita, i
neka su p1, p2, . . ., pn sva slova koja se pojavǉuju u ǌemu. Tada postoji
SyMon morfizam-term tipa A⊢(((p1·p2)·p3)·. . .)·pn.

dokaz. (skica) U prvom koraku, pomo�u σ i δ proizvoda, poskidamo
sve I-ove iz A. U drugom koraku, pomo�u b i c proizvoda, ispermutu-
jemo slova u oqix�enom A tako da se ona s leva pojavǉuju u redosledu
p1, p2, . . ., pn. U tre�em koraku pomo�u b-proizvoda preasociramo za-
grade ulevo.
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q.e.d.

Lema 5 Ako je f : A⊢B morfizam-term u Cart i α : F -r
Φ G ǌemu

pridru�ena kanonska transformacija takva da graf Φ posmatran kao
preslikavaǌe vrhova iz YG u XF predstavǉa bijekciju, onda je F jednak u
Cart nekom SyMon morfizam-termu.

dokaz. Pretpostavimo da Φ ima n komponenti povezanosti. Po pret-
postavci o Φ, tada funktori F i G iz F moraju biti tipa Cartn→Cart.
Neka je h≡α(p1, p2, . . ., pn) predstavnik kanonske transformacije α. Slo-
bodno mo�emo pretpostaviti (u pitaǌu je samo numeracija komponenti
povezanosti u Φ) da je h tipa F (p1, . . ., pn)⊢G(pi1 , . . ., pin), za neku per-
mutaciju i skupa {1, 2, . . ., n}. Poxto je h predstavnik, to su sva slova
p1, . . ., pn razliqita, pa objekti F (p1, . . ., pn) i G(pi1 , . . ., pin) zadovol-
javaju uslove prethodne leme, te postoje SyMon morfizam-termi tipa
F (p1, . . ., pn)⊢(p1·p2)·. . .·pn i G(pi1 , . . ., pin)⊢(p1·p2)·. . .·pn. Poxto svaki Sy-
Mon-term ima inverzan (tako�e SyMon) term, to postoji SyMon-term

tipa F (p1, . . ., pn)⊢G(pi1 , . . ., pin). Neka je β : F -r
Ψ G kanonska trans-

formacija u Cart pridru�ena tom termu. Grafovi Φ i Ψ su jednaki
jer su potpuno odre�eni permutacijom i. Po stavu o koherenciji u
Cart, kanonske transformacije α i β su jednake, pa je onda morfizam
koji odgovara termu f mogu�e predstaviti nekim SyMon termom, jer
je to mogu�e uraditi sa svakim morfizmom iz β.

q.e.d.

Teorema 2 Ako je f : A⊢B morfizam-term u Cart koji predstavǉa
izomorfizam, onda je on jednak u Cart nekom SyMon morfizam-termu.

dokaz. Direktno iz lema 3 i 5.

q.e.d.

Prethodna teorema odgovara glavnom rezultatu iz [3]. Xto se tiqe
sporednog rezultata koji daje odluqivost pitaǌa da li neki Cart
morfizam-term predstavǉa izomorfizam, ovde bismo ga mogli for-
mulisati u vidu slede�e posledice lema 3 i 5.

Posledica Morfizam-term predstavǉa izomorfizam akko kanon-
ska transformacija koja mu odgovara ima graf koji posmatran kao pres-
likavaǌe iz YG u XF , predstavǉa bijekciju.

dokaz.

(⇒) direktno iz leme 3.
(⇐) iz leme 5 i svojstva da svi SyMon-termi predstavǉaju izo-
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morfizme.

q.e.d.

Kao xto smo ve� pokazali, kategorija SyMon je potkategorija od
Cart, pa onda mo�emo slobodno preformulisati teoremu 2 tako da ona
sada glasi

Morfizam iz Cart je izomorfizam akko je on morfizam u SyMon.

S obzirom da se SyMon sastoji od samih izomorfizama, to je ta kat-
egorija grupoid u smislu Branta (Brandt), pa teorema 2 ka�e da je
SyMon najve�i grupoid od svih potkategorija od Cart.

43



3 Kartezijanske zatvorene kategorije i koheren-
cija

U ovoj glavi �emo se baviti koherencijom u kartezijanskim zatvorenim
kategorijama, trude�i se da damo definiciju tog pojma, koja bi prirodno
xirila ono xto smo zvali koherencijom u prvoj glavi. To bi trebalo
da predstavǉa nastavak Kelijevih i Maklejnovih rezultata iz [9] kao
i rezultata na koje se oni tu pozivaju. Pitaǌa xta su to kanonske
transformacije u kartezijanskim zatvorenim kategorijama i kako s-
hvatiti ǌihovu prirodnost bi�e centralna u ovoj glavi.

3.1 Kartezijanske zatvorene kategorije

Neka je A kartezijanska kategorija sa specificiranim osnovnim mor-
fizmima po strukturno-jednakosnoj aksiomatizaciji datoj u prvoj gla-
vi. Za ǌu ka�emo da je kartezijanska zatvorena kategorija ukoliko
zadovoǉava slede�e:
Na objektima je zadata binarna operacija → (implikacija). Na mor-
fizmima je tako�e zadata binarna operacija sa istom oznakom →, pri
qemu va�i:

f : A⊢B g : C⊢D
f→g : B→C⊢A→D

Za sve objekte A i B kategorije A ona treba da poseduje specijalne
strelice:

ϵA,B : (A→B)·A⊢B ηA,B : B⊢A→(B·A)

i pri tome treba da va�e dodatne jednakosti:

funktorijalnost implikacije
(→) (g1f1)→(g2f2) = (f1→g2)(g1→f2)
(→1) 1A→1B = 1A→B

ϵη-jednakosti
(ϵ) Za f : A⊢B fϵC,A = ϵC,B((1C→f)·1C).
(η) Za f : A⊢B (1C→(1C ·f))ηC,A = ηC,Bf .
(ϵ’) Za f : A⊢B ϵB,C((1B→1C)·f) = ϵA,C((f→1C)·1A).
(η’) Za f : A⊢B (f→(1C ·1B))ηB,C = (1A→(1C ·f))ηA,C .
(UFU) (1A→ϵA,B)ηA,A→B = 1A→B

(FUF ) ϵA,B·A(ηA,B ·1A) = 1B·A

Drugim reqima kartezijanska kategorija A je zatvorena ukoliko u
ǌoj za svaki objekat A funktor FA : A→A (FA(B) = B·A, FA(f) = f ·1A)
ima desni adjunkt GA : A→A (GA(B) = A→B, GA(f) = 1A→f), pri qemu
je jedinica te adjunkcije ηA(B) specificirana kao ηA,B, a kojedinica
ϵA(B) je specificirana kao ϵA,B.
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Analogno ovome bismo posmatrali zatvoreǌe proizvoǉne simetri-
qne monoidalne kategorije.

3.2 Uopxteǌe raquna funktora na nelinearne sluqajeve

Uloga ovog odeǉka je da generalizuje pojam prirodne transformacije
do te mere da se ǌime mo�e obuhvatiti ono xto �emo kasnije zvati
kanonskim transformacijama u kartezijanskim zatvorenim kategori-
jama. Time bi on u daǉem radu imao ulogu koju je [6] odigrao za [9].
Naravno, sve se to mo�e posmatrati mnogo opxtije, pa se nadamo da
bi korist od rezultata ovde dobijenih mogla biti i mnogo xira.

U [6] autori generalizuju pojam prirodne transformacije, qime
uspevaju da pokriju npr. prirodnost (po oba argumenta) familije
strelica

{ϵA,B : (A→B)·A⊢B |A,B∈A}

neke zatvorene kategorije A, jer po definiciji u ǌoj slede�i dija-
grami komutiraju:

ϵA,B′

ϵA,B

(1A→f)·1A f

(A→B′)·A

(A→B)·A

B′

B

ϵA,B

(1A′→1B)·g

(g→1B)·1A ϵA′,B

(A→B)·A

(A′→B)·A

B

(A′→B)·A′

za f : B⊢B′ i g : A⊢A′.
Me�utim, osnovni rezultat iz [6], odgovor na pitaǌe kada je kompozi-
cija tako uvedenih prirodnih transformacija prirodna, nije mogu�e
primeniti na kolekcije strelica

{w(D→B)·A : (D→B)·A⊢((D→B)·A)·((D→B)·A) |A,B,D∈A},
{1(E→F )·C ·ϵA,B : ((E→F )·C)·((A→B)·A)⊢((E→F )·C)·B |A,B,C,E, F∈A}

i ǌihovu ”kompoziciju”

{(1(A→B)·A·ϵA,B)w(A→B)·A : (A→B)·A⊢((A→B)·A)·B |A,B∈A}

iz neke kartezijanske zatvorene kategorije A.
Zbog ovoga, proxireǌe pojma prirodnosti, kakvo nam treba, ne�e i�i
samo preko g-prirodnosti iz prve glave i prirodnosti uvedene u [6],
ve� �e predstavǉati izvesno raxireǌe pojma dijagonalne prirodnosti
koji su uveli Dibik i Strit u [5], u koji se potpuno mo�e utopiti
kao xto se g-prirodnost utapala u obiqnu.
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Za razliku od [6] daǉe �e se pojavǉivati funktori sa vixe ar-
gumenata, samo jedne kategorije. Uopxteǌe je potpuno trivijalno, a
komplikuje zapis.

Neka je A proizvoǉna kategorija. Neka je XT ure�ena m-torka
(x1, x2, . . ., xm), a YS ure�ena n-torka (y1, y2, . . ., yn), m≥0, n≥0, i l neka
preslikava skup {x1, . . ., yn} u {−1, 1}. Neka je G neki konaqan (neure�en)
skup. Di-transformacijski graf Γ �e qiniti skup {x1, x2, . . ., yn}∪G
qije elemente nazivamo vrhovima i skup nekih neure�enih parova tih
vrhova, koje nazivamo ivicama, ukoliko su ispuǌeni slede�i uslovi:

1. Svaki vrh se nalazi na nekoj ivici (nema singltona kao kod
transformacijskih grafova).

2. Nikoja dva vrha iz G nisu spojena ivicom.

3. Ako su xi i xj (yi i yj) povezani ivicom u Γ, onda je l(xi) = −l(xj)
(l(yi) = −l(yj)).

4. Ako su xi i yj povezani ivicom u Γ, onda je l(xi) = l(yj).

5. Ukoliko komponenta povezanosti u Γ (isto znaqeǌe kao kod trans-
formacijskog grafa) sadr�i vrhove razliqitog znaka iz XT (YS),
ili vrhove iz XT i iz YS istog znaka, onda ona ne sadr�i vrhove
iz G.

6. Ukoliko komponenta povezanosti u Γ sadr�i vrh iz G, onda je on
jedini iz G u ǌoj, i svi ostali vrhovi te komponente povezanosti
su povezani ivicom sa ǌim.

7. U jednoj komponenti povezanosti je svaki pozitivan vrh iz XT

(YS) povezan sa svakim negativnim vrhom iz XT (YS) te kompo-
nente povezanosti, i sa svakim pozitivnim vrhom iz YS (XT ) te
komponente povezanosti. Tako�e je svaki negativan vrh iz XT

jedne komponente povezanosti, vezan ivicom sa svakim negativnim
vrhom iz YS te komponente povezanosti.

Kao i u sluqaju transformacijskih grafova, jednakost na di-trans-
formacijskim �emo posmatrati do na imena nizova ǌegovih vrhova.
Tako�e �emo ih nazivati, prosto, grafovi kad god ne postoji mogu�nost
zamene sa objektima kategorije Grph.

Primer 1 Slede�i dijagram ilustruje di-transformacijski graf
sa tri komponente povezanosti i jednim vrhom iz G.

46



q+
x1

q+
x3

q −x2

q−x4 q−x5 q−x6 q+y6
q−y1 q+y2 q+y3

q
−
y4

q
−
y5

q
g∈G

@
@

�
�

�
�
�
�

A
A
A
A

Q
Q
Q
Q
Q

Q

A
A
A
A

@
@
@
@

�
�
�
�

Posmatrajmo sada funktore

T : Al(x1)×Al(x2)×. . .×Al(xm)→A

S : Al(y1)×Al(y2)×. . .×Al(xn)→A,

gde je A1 = A, a A−1 = Aop.
Pretpostavimo da graf Γ ima samo jednu komponentu povezanosti.
Neka je za svako A∈A definisan morfizam α(A) : T (Am)⊢S(An). Tada
za skup

α = {α(A) |A∈A}

ka�emo da je g-di-prirodna transformacija iz T u S, u oznaci α :

T -r r
Γ S, ukoliko za sve A, C i f : A⊢C iz A, slede�i dijagram

komutira:

Q
Q
Q

Q
Q
Q�

�
�

�
�
�

T (A,A)

T (C,C)

S(A,A)

S(C,C)

T (A,C) S(C,A)

T (1A, f)

T (f,1C)

S(f,1A)

S(1C , f)

α(A)

α(C)

gde T (u, v) nastaje od T (x1, . . ., xm) kada svako pozitivno xi zamenimo
simbolom u, a svako negativno xj simbolom v. Analogno za S(u, v).

U sluqaju kada graf Γ ima k (k > 1) komponenti povezanosti, pret-
postavimo da je za svaku k-torku (A1, A2, . . ., Ak) objekata iz A, defin-
isan morfizam α(A1, . . ., Ak) : T (Aπ(x1), . . ., Aπ(xm))⊢S(Aπ(y1), . . ., Aπ(yn)),
gde je π funkcija koja dodeǉuje svakom vrhu iz Γ broj ǌegove kompo-
nente povezanosti. Oznaqimo sa α skup morfizama
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{α(A1, . . ., Ak) | A1, . . ., Ak∈A}. Za α ka�emo da je g-di-prirodna trans-

formacija iz T u S (α : T -r r
Γ S) ukoliko je po prethodnom ona g-

di-prirodna po svakoj komponenti povezanosti (argumentu). Odnosno,
ukoliko za svaku k − 1-torku objekata (A1, . . ., Ai−1, Ai+1, . . ., Ak) iz A
oznaqimo sa αA1,...,Ai−1,Ai+1,...,Ak

skup morfizama
{α(A1, . . ., Ai−1, A,Ai+1, . . ., Ak) | A∈A}, sa TA1,...,Ai−1,Ai+1,...,Ak

i
SA1,...,Ai−1,Ai+1,...,Ak

, funktore koji nastaju od T i S parametrizacijom
svih argumenata osim onih koji pripadaju i-toj komponenti povezanosti

u Γ, i sa Γi, i-tu komponentu povezanosti od Γ, onda je α : T -r r
Γ S

ukoliko je za svako i i svaku k − 1-torku objekata
(A1, . . ., Ai−1, Ai+1, . . ., Ak) iz A, skup αA1,...,Ai−1,Ai+1,...,Ak

g-di-prirodna
transformacija iz TA1,...,Ai−1,Ai+1,...,Ak

u SA1,...,Ai−1,Ai+1,...,Ak
sa grafom

Γi.

Primer 2 Neka je A neka kartezijanska zatvorena kategorija i
neka su T : Aop×A×A→A i R : Aop×A×A×A→A dva funktora zadata
na objektima kao T (A,B,C) = (A→B)·C i R(A,B,C,D) = ((A→B)·C)·D,
i analogno na morfizmima. Neka je graf Γ dat slede�im dijagramom:

q+
x2

q+
x3

q−
x1

q+
z4

q+
z2

q+
z3

q−
z1

PPPPPP

Ukoliko sa α oznaqimo skup morfizama sa str.2

{α(A,B) = (1(A→B)·A·ϵA,B)w(A→B)·A : (A→B)·A⊢((A→B)·A)·B |A,B∈A}

Onda je α : T -r r
Γ R, jer u A za sve A,B,C i f : A⊢C slede�i

dijagrami komutiraju

Q
Q
Q

Q
Q
Q�

�
�

�
�
�

(A→B)·A

(C→B)·C

((A→B)·A)·B

((C→B)·C)·B

(C→B)·A ((A→B)·C)·B

(f→1B)·1A

(1C→1B)·f

((1A→1B)·f)·1B

((f→1B)·1C)·1B

α(A,B)

α(C,B)
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Q
Q
Q

Q
Q
Q�

�
�

�
�
�

(B→A)·B

(B→C)·B

((B→A)·B)·A

((B→C)·B)·C

(B→A)·B ((B→C)·B)·C

(1B→1A)·1B

(1B→f)·1B

((1B→f)·1B)·f

((1B→1C)·1B)·1C

α(B,A)

α(B,C)

Iz definicije g-di-prirodnosti je jasno da ukoliko je α : F -r r
Γ G

za Γ sa jednom komponentom povezanosti, onda taj isti skup morfizama
mo�emo posmatrati kao dijagonalno-prirodnu transformaciju, u smislu
[5], izme�u funktora F ′, G′ : A2→A , gde F ′(u, v) nastaje od F (x1, . . ., xm)
kada svako pozitivno xi zamenimo simbolom u, a svako negativno xj

simbolom v. Analogno za G(u, v). Vixe komponenti povezanosti grafa
Γ znaqi dijagonalnu prirodnost po vixe argumenata modifikovanih
funktora F ′ i G′.

Osnovno xto u ovom odeǉku �elimo da ispitamo je kako �e se
ovako definisane g-di-prirodne transformacije komponovati, i kada
�e kompozicija biti opet g-di-prirodna. Posmatrajmo stoga funk-
tore:

T : Al(x1)×Al(x2)×. . .×Al(xm)→A

S : Al(y1)×Al(y2)×. . .×Al(xn)→A

R : Al(z1)×Al(z2)×. . .×Al(zp)→A,

m, n, p≥0, i g-di prirodne transformacije

α = {α(A1, . . ., Akα) |A1, . . ., Akα∈A} : T -r r
Φ S ,

β = {β(B1, . . ., Bkβ
) |B1, . . ., Bkβ

∈A} : S -r r
Ψ R ,

Definiximo kao i u prvoj glavi amalgamaciju grafova Φ i Ψ preko YS,
u oznaci Φ+Ψ, kao skup vrhova {x1, . . ., xm, y1, . . ., yn, z1, . . ., zp}∪GΦ∪GΨ

i skup koji predstavǉa disjunktnu uniju skupova ivica grafova Φ i
Ψ. Pretpostavimo da amalgamacija Φ + Ψ ima samo jednu komponentu
povezanosti (uopxteǌe �e biti trivijalno). Definiximo graf Γ na
slede�i naqin: Ako su svi vrhovi iz XT jednog znaka, a svi vrhovi iz
ZR suprotnog (ovo ukǉuquje sluqaj kada ih i nema), onda je G singlton
i graf Γ ima za skup vrhova {x1, . . ., xm, z1, . . ., zp}∪G i svi vrhovi xi, zj
su spojeni ivicom iz Γ sa jedinim vrhom iz G. U svim ostalim sluqa-
jevima Γ ima skup vrhova {x1, . . ., xm, z1, . . ., zp} i svaki pozitivan vrh
iz XT je spojen ivicom u Γ sa svakim negativnim vrhom iz XT i svakim
pozitivnim vrhom iz ZR, s vaki negativan vrh iz ZR je spojen sa svakim
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pozitivnim vrhom iz ZR i svakim negativnim vrhom iz XT . Graf Γ
�emo zvati kompozicijom grafova Φ i Ψ i oznaqava�emo ga kao Ψ∗Φ.
On je oqigledno di-transformacijski graf.

Oznaqimo sa Ak za neki objekat A iz A, k-torku (A,A, . . ., A). Defin-
iximo kompoziciju transformacija α i β, u oznaci βα kao slede�i
skup:

βα =df {β(Akβ )α(Akα) |A∈A}.

Osnovno pitaǌe za nas �e biti: Kada je βα : T -r r
Γ R ?

Primer 3 Vratimo se na prethodni primer i skupove morfizama
sa strane 2. Neka su:
T : Aop×A2→A (T (A,B,C) = (A→B)·C, T (f, g, h) = (f→g)·h),
S : Aop×A2×Aop×A2→A (S(A,B,C,D,E, F ) = ((A→B)·C)·((D→E)·F )),
R : Aop×A3→A (R(A,B,C,D) = ((A→B)·C)·D)
tri funktora. Neka je amalgamacija Φ+Ψ zadata dijagramom

q+
x2

q+
x3

q−
x1

q+
z4

q+
z2

q+
z3

q−
z1

q+y2
q+y3
q−y1

q
+
y5

q
+
y6

q−y4
XXXXXX

XXXXXX

XXXXXX �
�

gde je graf Φ tanak, a Ψ masan.
Oznaqimo sa β skup morfizama
{w(D→B)·A : (D→B)·A⊢((D→B)·A)·((D→B)·A) |A,B,D∈A},
a sa γ skup morfizama
{1(E→F )·C ·ϵA,B : ((E→F )·C)·((A→B)·A)⊢((E→F )·C)·B |A,B,C,E, F∈A}.
Lako je proveriti da je β : T -r r

Φ S i γ : S -r r
Ψ R. ǋihova

kompozicija je α : T -r r
Γ R iz prethodnog primera i graf Γ je jednak

Ψ∗Φ.
Svakako, odmah se name�u pitaǌa koliko na prirodnost kompozi-

cije utiqe sama kategorija A, odnosno da li je kompozicija g-di-
prirodnih transformacija uvek g-di-prirodna, kao u sluqaju obiqne
prirodnosti. Slede�i primer, iako zamoran zbog svoje du�ine, mo�e
poslu�iti kao dobra ilustracija svega xto �e slediti u ovom odeǉku.

Primer 4 Neka su dati funktori
T : A×Aop×A2→A
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S : A2×(Aop)2×A×(Aop)2×A→A
R : A→A,
i g-di-prirodne transformacije α : T -r r

Φ S i β : S -r r
Ψ R, takve

da je amalgamacija grafova Φ+Ψ predstavǉena dijagramom:

q+
x4

q+
x3

q−
x2

q+
x1

q+y2
q+y1

q−y3

q−y4 q+y5
q
−
y7

q−y6 q+y8 q+z1

q
g∈GΦ

1

2

3

4

5
1

2

3

4

Z
Z
Z
Z�

�
�
�

@
@

�
�

@
@

gde je Φ tanak, a Ψ masan i komponente povezanosti su numerisane
odgovaraju�im brojevima.
Graf Γ = Ψ∗Φ ima jednu komponentu povezanosti i predstavǉen je
dijagramom:

q−
x2 q

+
x4

q+x3

q+x1

q +z1
@
@

�
�

��
��
��

PPPPPP

Da bismo pokazali da je βα : T -r r
Γ R, dovoǉno je pokazati da za

sve A, C, f : A⊢C iz A va�i jednakost:

L≡R(1C) βα(C) T (f,1C , f
2) = R(f) βα(A) T (1A, f,1

2
A)≡D

gde je (f,1C , f
2) zamena za qetvorku (f,1C , f, f) itd.

Ovo �emo pokazati ”putuju�i” kroz amalgamaciju Φ + Ψ, na slede�i
naqin:

(po definiciji βα)
L = R(1C)β(C

4)α(C5)T (f,1C , f
2)

(funktorijalnost T )
= R(1C)β(C

4)α(C5)T (f,13
C)T (1A,1C , f

2)
(prirodnost α po 1)
= R(1C)β(C

4)S(f,17
C)α(A,C

4)T (1A, f,1
2
C)T (1A,1C , f

2)
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(prirodnost β po 4 i funktorijalnost T )
= R(1C)β(C

3, A)S(1A,1
2
C , f,1

4
C)α(A,C

4)T (1A, f
3)

(prirodnost α po 4)
= R(1C)β(C

3, A)S(1A,1
2
C ,1A, f,1

3
C)α(A,C2, A, C)T (1A, f

3)
(prirodnost β po 2)
= R(1C)β(C,A,C,A)S(1A,1

2
C ,1

2
A, f,1

2
C)α(A,C2, A, C)T (1A, f

3)
(funktorijalnost T i S)
= R(1C)β(C,A,C,A)S(1A,1

2
C ,1

2
A, f,1

2
C)α(A,C2, A, C)T (12

A, f,1C)
T (1A, f,1A, f)

(prirodnost α po 2)
= R(1C)β(C,A,C,A)S(1A,1

2
C ,1

2
A, f,1

2
C)S(1A, f,1C ,1

2
A,1

3
C)

α(A2, C,A,C)T (13
A,1C)T (1A, f,1A, f)

(funktorijalnost S i T )
= R(1C)β(C,A,C,A)S(1A, f,1C ,1

3
A,1

2
C)S(1

2
A,1C ,1

2
A, f,1

2
C)

α(A2, C,A,C)T (1A, f,1A, f)
(prirodnost β po 3)
= R(1C)β(C,A

3)S(12
A, f,1

3
A, f,1C)S(1

2
A,1C ,1

2
A, f,1

2
C)α(A

2, C,A,C)
T (1A, f,1A, f)

(funktorijalnost T i S)
= R(1C)β(C,A

3)S(15
A, f

2,1C)S(1
2
A, f,1

2
A,1

3
C)α(A

2, C,A,C)
T (13

A, f)T (1A, f,1
2
A)

(prirodnost α po 3)
= R(1C)β(C,A

3)S(15
A, f

2,1C)S(1
5
A,1

3
C)α(A

4, C)T (14
A)T (1A, f,1

2
A)

(funktorijalnost T i S)
= R(1C)β(C,A

3)S(15
A, f

2,1C)α(A
4, C)T (1A, f,1

2
A)

(prirodnost α po 5)
= R(1C)β(C,A

3)S(17
A, f)α(A

5)T (1A, f,1
2
A)

(prirodnost β po 1 i funktorijalnost S)
= R(f)β(A4)α(A5)T (1A, f,1

2
A)

(definicija βα)
= D

Posle ovog primera lako bismo mogli pomisliti da �e sluqaj sa
g-di-prirodnim transformacijama biti analogan sluqaju klasiqnih
prirodnih transformacija, tj. da �e ǌihova kompozicija biti uvek
g-di-prirodna. Slede�i primer �e pokazati da ne mo�emo bax uvek
reagovati kao u prethodnom.

Primer 5 Neka su dati funktori
T : A→A
S : A×Aop→A
R : Aop→A,
i g-di-prirodne transformacije α : T -r r

Φ S i β : S -r r
Ψ R, takve

da je amalgamacija grafova Φ+Ψ predstavǉena dijagramom:

52



q+
x1

q
+
y1

q−y2 q−
z1

�
�

�
�

gde je Φ tanak, a Ψ masan i svaki ima samo po jednu komponentu
povezanosti.
Graf Γ = Ψ∗Φ ima jednu komponentu povezanosti i predstavǉen je
dijagramom:

q+
x1

q
g∈G

q−
z1b

b
b
b
b"
"
"
"
"

Da bismo pokazali da je βα : T -r r
Γ R, neophodno je pokazati da za

sve A, C, f : A⊢C iz A va�i jednakost:

R(f) βα(C) T (f) = βα(A),

odnosno zbog definicije βα

R(f) β(C)α(C) T (f) = β(A)α(A)

Bez nekih posebnih osobina kategorije A, mi se ovde ne mo�emo ni
pokrenuti po amalgamaciji Φ+Ψ kao xto smo to qinili u prethodnom
primeru. Uskoro �emo ovo i strogo pokazati.

Kao xto su nam prethodna dva primera pokazala, amalgamacija
Φ+Ψ je bila odluquju�a za pokazivaǌe prirodnosti kompozicije βα.
Sada �emo pokuxati da geometrijski opixemo izgled amalgamacija
koje nam garantuju prirodnost kompozicije g-di-prirodnih transfor-
macija. Smatra�emo da Φ+Ψ uvek ima samo jednu komponentu povezanosti
jer uopxteǌe predstavǉa samo vixestruko ponavǉaǌe tog sluqaja.

Df Neka su Φ i Ψ di-transformacijski grafovi sa vrhovima iz XT =
(x1, . . ., xm), GΦ, YS = (y1, . . ., yn), GΨ i ZR = (z1, . . ., zp). Ka�emo da Φ+Ψ
obezbe�uje di-prirodnost, ukoliko za proizvoǉnu kategoriju
A, proizvoǉne funktore T : Al(x1)×Al(x2)×. . .×Al(xm)→A,
S : Al(y1)×Al(y2)×. . .×Al(xn)→A, R : Al(z1)×Al(z2)×. . .×Al(zp)→A i proizvoǉne

g-di-prirodne transformacije α : T -r r
Φ S i β : S -r r

Ψ R, skup
morfizama βα predstavǉa g-di-prirodnu transformaciju izme�u T i
R sa grafom Ψ∗Φ.

53



Radi lakxeg dokazivaǌa glavnog rezultata ovog odeǉka, pokaza�emo
slede�u lemu koja daje alternativnu definiciju da Φ+Ψ obezbe�uje
di-prirodnost. Oznaqimo sa K klasu kategorija ⟨A, F,G,H, γ, δ⟩, pri

qemu je γ : F -r r
Φ G, a δ : G -r r

Ψ H. Poxto se K mo�e jednakosno
predstaviti (jedan primer jednakosne aksiomatizacije �emo nexto
kasnije i videti) to za svaki graf (ne di-transformacijski ve� ob-
jekat kategorije Grph) postoji slobodna K-kategorija generisana nad
tim grafom. Neka je ⟨C, T, S,R, α, β⟩ slobodna K-kategorija generisana
nad grafom G koji ima samo dva vrha A i C i jednu strelicu izme�u
ǌih:

A
f

⊢C.

Lema 1 Neka su dati Φ i Ψ kao u prethodnoj definiciji. Tada Φ + Ψ
obezbe�uje di-prirodnost akko u kategoriji C slede�i dijagram komutira:

Q
Q
Q

Q
Q
Q�

�
�

�
�
�

T (A,A)

T (C,C)

R(A,A)

R(C,C)

T (A,C) R(C,A)

T (1A, f)

T (f,1C)

R(f,1A)

R(1C , f)

β(Akβ )α(Akα)

β(Ckβ )α(Ckα)

gde su A i C generatori skupa objekata kategorije C, f je generator
morfizama i T (u, v) nastaje od T (x1, . . ., xm) kada svako pozitivno xi za-
menimo simbolom u, a svako negativno xj simbolom v, itd.

dokaz.
(⇒) Direktno iz definicije.

(⇐) Neka je A proizvoǉna kategorija, i γ : F -r r
Φ G i δ : G -r r

Ψ H
dve g-di-prirodne transformacije u ǌoj. Neka su B1 i B2 proizvoǉni
objekti i t : B1⊢B2 proizvoǉan morfizam u A. Zbog slobode kate-
gorije C, morfizam kategorije Grph, ϕ : G→U(A), gde je U funktor koji
zaboravǉa strukturu kategorije, koji je definisan na generatorima
kao ϕ(A) = B1, ϕ(C) = B2, ϕ(f) = t, se na jedinstven naqin xiri u
K-funktor K : C→A. Znaqi u A �e slede�i dijagram komutirati
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Q
Q
Q

Q
Q
Q�

�
�

�
�
�

F (B1, B1)

F (B2, B2)

H(B1, B1)

H(B2, B2)

F (B1, B2) H(B2, B1)

F (1B1 , t)

F (t,1B2)

H(t,1B1)

H(1B2 , t)

δ(Bkδ
1 )γ(B

kγ

1 )

δ(Bkδ
2 )γ(B

kγ

2 )

pa poxto su B1, B2 i t : B1⊢B2 proizvoǉni u A, to �e δγ biti g-di-
prirodna transformacija iz F u H sa grafom Ψ∗Φ. Poxto su jox A, γ
i δ proizvoǉno izabrani, to znaqi da Φ+Ψ obezbe�uje di-prirodnost.

q.e.d.

Kategoriju C mo�emo posmatrati sintaksno, na slede�i naqin. ǋeni
objekti su slobodno generisani nad skupom {A,C} pomo�u m-arne op-
eracije T , n-arne operacije S i p-arne operacije R. Kategorija C ima
slede�e primitivne morfizam-terme:

f : A⊢C
1D : D⊢D

α(E1, . . ., Ekα) : T (Eπ(x1), Eπ(x2), . . ., Eπ(xm))⊢S(Eπ(y1), Eπ(y2), . . .Eπ(yn))
β(H1, . . ., Hkβ

) : S(Hπ′(y1),Hπ′(y2), . . .,Hπ′(yn))⊢R(Hπ′(z1),Hπ′(z2), . . .Hπ′(zp)),

za sve ǌene objekte D,E1, . . ., Ekα ,H1, . . ., Hkβ
, gde π(xi) predstavǉa broj

komponente povezanosti u Φ kojoj pripada vrh xi, a π′(yj) je broj kom-
ponente povezanosti u Ψ kojoj pripada yj.

Morfizam-terme kategorije C definixemo induktivno na slede�i
naqin.

1. Primitivni morfizam-termi su morfizam-termi.

2. Ako su g : D⊢E i h : E⊢F morfizam-termi, onda je i hg : D⊢F
morfizam-term.

3. Ako su gi : Bi⊢B′
i, 1≤i≤m i l(xi) = 1, morfizam-termi i gj : B

′
j⊢Bj,

1≤j≤m i l(xj) = −1, morfizam-termi, onda je i T (g1, . . ., gm) :
T (B1, . . ., Bm)⊢T (B′

1, . . ., B
′
m), morfizam-term.

4. Ako su hi : Bi⊢B′
i, 1≤i≤n i l(yi) = 1, morfizam-termi i hj : B

′
j⊢Bj,

1≤j≤n i l(yj) = −1, morfizam-termi, onda je i S(h1, . . ., hn) :
S(B1, . . ., Bn)⊢S(B′

1, . . ., B
′
n), morfizam-term.
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5. Ako su ti : Bi⊢B′
i, 1≤i≤p i l(zi) = 1, morfizam-termi i tj : B′

j⊢Bj,
1≤j≤p i l(zj) = −1, morfizam-termi, onda je morfizam-term i
R(t1, . . ., tp) : R(B1, . . ., Bp)⊢R(B′

1, . . ., B
′
p).

Morfizme kategorije C dobijamo kao klase ekvivalencije morfizam-
terma po kongruenciji =, zadatoj slede�im jednakostima:

kategorijalne jednakosti
(cat1) f1A = f = 1Bf za svako f : A⊢B
(cat2) h(gf) = (hg)f za sve morfizam-terme f, g, h iz C

funktorijalnost T
(T ) Za gi : Bi⊢B′

i, hi : B
′
i⊢B′′

i , 1≤i≤m, l(xi) = 1
gj : B

′
j⊢Bj,hj : B

′′
j ⊢B′

j, 1≤j≤m, l(xj) = −1
T (h1, . . ., hm) T (g1, . . ., gm) = T (. . ., higi, . . ., gjhj , . . .)

(T1) T (1D1 , . . .,1Dm) = 1T (D1,...,Dm)

funktorijalnost S
(S) Za gi : Bi⊢B′

i, hi : B
′
i⊢B′′

i , 1≤i≤n, l(yi) = 1
gj : B

′
j⊢Bj,hj : B

′′
j ⊢B′

j, 1≤j≤n, l(yj) = −1
S(h1, . . ., hn) S(g1, . . ., gn) = S(. . ., higi, . . ., gjhj , . . .)

(S1) S(1D1 , . . .,1Dn) = 1S(D1,...,Dn)

funktorijalnost R
(R) Za gi : Bi⊢B′

i, hi : B
′
i⊢B′′

i , 1≤i≤p, l(zi) = 1
gj : B

′
j⊢Bj,hj : B

′′
j ⊢B′

j, 1≤j≤p, l(zj) = −1
R(h1, . . ., hp)R(g1, . . ., gp) = R(. . ., higi, . . ., gjhj , . . .)

(R1) R(1D1 , . . .,1Dp) = 1R(D1,...,Dp)

g-di-prirodnost α
(α) Za svako i, 1≤i≤kα, sve objekte E1, . . ., Ei, E

′
i, . . ., Ekα iz C i sve

morfizam-terme ti : Ei⊢E′
i:

S(h1, . . .hn) α(E1, . . ., Ei−1, E
′
i, Ei+1, . . ., Ekα) T (g1, . . ., gm) =

S(h′
1, . . .h

′
n) α(E1, . . ., Ei−1, Ei, Ei+1, . . ., Ekα) T (g

′
1, . . ., g

′
m),

gde je hk≡h′
k≡1Eπ(yk)

za π(yk )̸=i

gk≡g′k≡1Eπ(xk)
za π(xk )̸=i

hk≡1E′
i

za π(yk) = i i l(yk) = 1

h′
k≡ti za π(yk) = i i l(yk) = 1

hk≡ti za π(yk) = i i l(yk) = −1
h′
k≡1Ei za π(yk) = i i l(yk) = −1

gk≡ti za π(xk) = i i l(xk) = 1
g′k≡1Ei za π(xk) = i i l(xk) = 1
gk≡1E′

i
za π(xk) = i i l(xk) = −1

g′k≡ti za π(xk) = i i l(xk) = −1
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g-di-prirodnost β
(β) Za svako j, 1≤j≤kβ, sve objekte H1, . . .,Hj ,H

′
j , . . ., Hkα iz C i sve

morfizam-terme tj : Hj⊢H ′
j:

R(h1, . . .hp) β(H1, . . ., Hj−1, H
′
j ,Hj+1, . . ., Hkβ

) S(g1, . . ., gn) =
R(h′

1, . . .h
′
p) β(H1, . . .,Hj−1,Hj , Hj+1, . . ., Hkβ

) S(g′1, . . ., g
′
n),

gde je hk≡h′
k≡1Hπ′(zk)

za π′(zk )̸=j

gk≡g′k≡1Eπ′(yk)
za π′(yk )̸=j

hk≡1H′
j

za π′(zk) = j i l(zk) = 1

h′
k≡tji za π′(zk) = j i l(zk) = 1

hk≡tj za π′(zk) = i i l(yz) = −1
h′
k≡1Hj za π′(zk) = i i l(zk) = −1

gk≡tj za π′(yk) = i i l(yk) = 1
g′k≡1Hj za π′(yk) = j i l(yk) = 1
gk≡1H′

j
za π′(yk) = j i l(yk) = −1

g′k≡tj za π′(yk) = j i l(yk) = −1

Nadaǉe �emo se priliqno baviti sintaksnim objektima i da bismo
sebi olakxali zapis, uvedimo slede�e skra�enice. Oznaka [f ] znaqi
da se morfizam-term f mo�e pojavǉivati na datom mestu, ali i ne
mora. Oznaka 1B znaqi kompoziciju k, k≥0, morfizam-terma 1B. Jed-
nakost morfizam-terma posmatramo do na asocijativnost kompozicije,
te je (cat2) suvixna.
Slede�a lema govori o jednoj, za nas veoma bitnoj, osobini kategorije
C.

Lema 2 Ako je t : B⊢D morfizam-term iz C i B∈{A,C}, onda je i
D∈{A,C} i t≡1C [f ]1A. Specijalno, ako je B≡C, onda je i D≡C i t≡1C .

dokaz. Indukcijom po slo�enosti terma t

1◦ Ako je t primitivan morfizam-term, onda t ne mo�e biti oblika
α(E1, . . ., Ekα) ili β(H1, . . .,Hkβ

), jer zbog slobode skupa objekata od C

T (Eπ(x1), . . ., Eπ(xm))̸=A,C ̸=S(Hπ′(y1), . . ., Hπ′(yn)),

pa je t≡1A ili t≡f . U oba sluqaja tvr�eǌe va�i.

2◦ Ako je t slo�eni morfizam-term, onda zbog slobode skupa ob-
jekata od C, t ne mo�e biti oblika T (t1, . . ., tm) ili S(t1, . . ., tn) ili
R(t1, . . ., tp). Znaqi t je oblika kompozicije t2t1 i t1 : B⊢D1, t2 : D1⊢D.
Po indukcijskoj pretpostavci, poxto je t1 maǌe slo�enosti od t, va�i
D1∈{A,C} i t1≡1C [f ]1A, pa je onda opet po indukcijskoj pretpostavci,
poxto je t2 maǌe slo�enosti od t, i D∈{A,C} i t2≡1C [f ]1A. Iz ovoga
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sledi da je onda i t≡1C [f ]1A1C [f ]1A. Poxto su objekti A i C razli-
qiti, to je zbog dobre definisanosti morfizam-terma t, on identiqan
nekom oblika 1C [f ]1A. Drugi deo tvr�eǌa sledi iz prvog zbog dobre
definisanosti morfizam-terma t.

q.e.d.

Na isti naqin bismo pokazali slede�u lemu.

Lema 3 Ako je t : B⊢D morfizam term iz C i D∈{A,C}, onda je i
B∈{A,C}, i t≡1C [f ]1A. Specijalno, ako je D≡A, onda je i B≡A i t≡1A.

Neka je R skra�ena oznaka za kompoziciju k, k≥0, morfizam-terma
oblika 1R(1C [f ]1A, . . ., 1C [f ]1A) 1, i neka S i T imaju analogan smisao.
Oznaqimo sa M skup morfizam-terma iz C oblika

R β(H1, . . .,Hkβ
) S α(E1, . . ., Ekα) T ,

gde je H1, . . ., Hkβ
, E1, . . ., Ekα∈{A,C}.

Lema 4 M je zatvoren za jednakost.

dokaz. Supstitucija jednakih po jednakostima (cat1), (T ), (T1), (S),
(S1), (R) i (R1) ne meǌa formu terma iz M. Jedina ”opasnost” su
jednakosti za g-di-prirodnost α kada i-ta komponenta povezanosti od
Φ ne sadr�i negativne vrhove iz XT i pozitivne vrhove iz YS, ili ako
ne sadr�i pozitivne vrhove iz XT i negativne vrhove iz YS, jer se tada
kao argument od S ili T mo�e pojaviti proizvoǉan morfizam-term g
tipa D⊢Ei ili Ei⊢D, i kao argument od α objekat D. Isti problem
nastaje i kada j-ta komponenta povezanosti od Ψ ne sadr�i negativne
vrhove iz YS i pozitivne vrhove iz ZR, ili ako ne sadr�i pozitivne
vrhove iz XS i negativne vrhove iz ZR, jer se tada kao argument od
S ili R mo�e pojaviti proizvoǉan morfizam-term g tipa D⊢Hj ili
Hj⊢D, i kao argument od β objekat D. Me�utim, kako su Hi, Ej∈{A,C},
to po prethodnim lemama mora biti i D∈{A,C} i g≡1C [f ]1A, tako da
i posle supstitucije term ostaje u M.

q.e.d.

Primer 6 Neka grafovi Φ i Ψ budu kao u primeru 4. Posmatrajmo
morfizam-term

S(15
A,1

3
C) α(A

4, C) T (14
A).

On je oqigledno podterm nekog morfizam-terma izM, i jednak je, zbog
prirodnosti α po tre�oj komponenti povezanosti grafa Φ, morfizam-
termu

S(12
A, g,1

2
A,1

3
C) α(A

2, D,A,C) T (13
A, g),
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za proizvoǉan morfizam-term g : A⊢D iz C. Leme 2 i 3 nam garantuju
da je tada D identiqan sa A ili C i da �e posle supstitucije term
ostati u M.

Oznaqimo sa (nat) jednakost

R(1C , f)β(C
kβ )α(Ckα)T (f,1C) = R(f,1A)β(A

kβ )α(Akα)T (1A, f),

koja znaqi komutiraǌe dijagrama iz leme 1. Leva i desna strana
ove jednakosti pripadaju skupu M, pa �emo odluqivost predikata
P (Φ,Ψ)≡ (Φ+Ψ obezbe�uje di-prirodnost), koji je po lemi 1 ekvivalen-
tan sa (nat), pokazati uvode�i relaciju redukcije na M, saglasnu sa
jednakox�u, koja �e nam dati jedinstvenu normalnu formu morfizam-
terma iz M.

I KF -redukcija (K-kategorijalna, F -funktorijalna)
Posmatrajmo slede�u redukciju ; na podtermima elemenata od M.

a) g1;g, 1g;g

b) F (h1, . . ., hkF )F (g1, . . ., gkF );F (. . ., higi, . . ., gjhj , . . .)

F∈{T, S,R} kF≡

 m ;F≡T
n ;F≡S
p ;F≡R

l(qFi ) = 1
l(qFj ) = −1

qFi ≡

 xi ;F≡T
yi ;F≡S
zi ;F≡R

v) F (1D1 , . . .,1DkF
);1F (D1,...,DkF

)

Lema 5 KF -redukcija ima Qerq-Roser svojstvo (CR) i svojstvo stroge
normalizacije (SN)

dokaz. Kod sva tri tipa KF redukcije, kontraktum je maǌe kom-
pleksnosti od redeksa, pa otuda svojstvo stroge normalizacije.

Zbog svojstva (SN), prilikom pokazivaǌa (CR), rombove mo�emo
zatvarati u vixe od jednog koraka. Jedini interesantan sluqaj je
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F (h1, . . ., hkF )

F (h1, . . ., hkF
)F (1, . . .,1)

F (h11, . . ., hkF
1) F (h1, . . ., hkF

)1

kf -puta a) a)

v)b)

@
@
@R
@R

�
�
�

�	

�
�
�
�	

@
@
@
@R

i ǌemu analogan za F (1, . . .,1)F (g1, . . ., gkF ). Svi ostali sluqajevi granaǌa
”komutiraju”.

q.e.d.

Na osnovu prethodne leme, imamo da svaki morfizam-term iz M ima
jedinstvenu KF -normalnu formu. Oznaqimo saM0 skup KF -normalnih
formi elemenata iz M. Svaki morfizam-term iz M0 ima oblik

[R(t1, . . ., tp)] β(H1, . . ., Hkβ
) [S(h1, . . ., hn)] α(E1, . . ., Ekβ

) [T (g1, . . ., gm)],

gde je ti∈{1A,1C , f} i R(t1, . . ., tp) se pojavǉuje u termu samo ako je bar
jedan od ti≡f . Analogno za ostale.

II DN-redukcija (DN-dinaturalnost)
Ovu redukciju definixemo na termima izM0 (ne na ǌihovim podter-
mima, tj. nema supstitucije zbog mogu�eg kvareǌa KF -normalne forme).
Uvedimo neke oznake koje �e nam olakxati zapis. Oznaqimo sa Φi, i-tu
komponentu povezanosti grafa Φ. Neka Φ+

i predstavǉa ǌene pozitivne
vrhove, a Φ−

i negativne. Analogna znaqeǌa neka imaju Ψj, Ψ+
j i Ψ−

j .

Za svako i, 1≤i≤kα, definixemo slede�u redukciju:

αi) Neka je Ē, kα-torka elemenata iz {A,C}, pri qemu je Ei≡C i neka
je H̄, proizvoǉna kβ-torka elemenata iz {A,C}. Neka je r̄, p-torka
morfizam-terma, a s̄, n-torka morfizam-terma iz {1A,1C , f}, pri qemu
je sj≡f ako je yj∈Φ−

i . Neka je t̄, m-torka morfizam-terma iz {1A,1C , f},
pri qemu je tj≡f ako je xj∈Φ+

i . Tada je morfizam-term iz M0

[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)]

redeks redukcije αi, a kontraktum je morfizam-term

[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄′)]α(Ē′)[T (t̄′)],
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gde je E′
i≡A, za j ̸=i je E′

j≡Ej

za yj ̸∈Φi je s′j≡sj, za yj∈Φ+
i je s′j≡f za yj∈Φ−

i je s′j≡1A

za xj ̸∈Φi je t′j≡tj, za xj∈Φ−
i je t′j≡f za xj∈Φ+

i je t′j≡1A

Za morfizam-terme u uglastim zagradama va�i da se pojavǉuju u gor-
ǌim termima samo ako je bar jedan od argumenata identiqan sa f .

Primetimo da je i kontraktum u M0 i da zbog dobre definisanosti
morfizam-terma, KF -normalnosti i lema 2 i 3, imamo da za yj∈Φ+

i i
xk∈Φ−

i va�i sj≡1C≡tk.

Primer 7 Neka su Φ i Ψ kao u primeru 4. Tada je

R(1C) β(C
4) α(C5) T (f,1C , f

2);R(1C) β(C
4) S(f,17

C) α(A,C4) T (1A, f
3)

primer jedne α1-redukcije.

Za svako i, 1≤i≤kβ, definixemo slede�u redukciju:

βi) Neka je Ē proizvoǉna kα-torka elemenata iz {A,C} i neka je H̄,
kβ-torka elemenata iz {A,C}, pri qemu je Hi≡C. Neka je r̄, p-torka
morfizam-terma iz {1A,1C , f}, pri qemu je rj≡f za zj∈Ψ−

i , a s̄, n-
torka morfizam-terma iz {1A,1C , f}, pri qemu je sj≡f ako je yj∈Ψ+

i .
Neka je t̄, proizvoǉna m-torka morfizam-terma iz {1A,1C , f}. Tada je
morfizam-term iz M0

[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)]

redeks redukcije βi, a kontraktum je morfizam-term

[R(r̄′)]β(H̄ ′)[S(s̄′)]α(Ē)[T (t̄)],

gde je H ′
i≡A, za j ̸=i je H ′

j≡Hj

za zj ̸∈Ψi je r′j≡rj, za zj∈Ψ+
i je r′j≡f za zj∈Ψ−

i je r′j≡1A

za yj ̸∈Ψi je s′j≡sj, za yj∈Ψ−
i je s′j≡f za yj∈Ψ+

i je s′j≡1A

Komentari bi bili analogni onima posle αi.

Lema 6 DN normalizacija ima (SN) i (CR) svojstva.

dokaz. Svojstvo stroge normalizacije sledi iz toga xto u svakom
redukcijskom koraku, broj C-ova u argumentima od α i β opada.
Dve razliqite α-redukcije odnosno β-redukcije, kada se primene na
isti term iz M0, vrxe promene u razliqitim argumentima (kompo-
nente povezanosti grafova su disjunktne), pa se rombovi zatvaraju
u jednom redukcijskom koraku. Ako na term iz M0 primenimo αi-
redukciju i βk-redukciju, onda ne postoji yj∈YS takav da je yj∈Φi i
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yj∈Ψk, jer ako je l(yj) = 1 onda yj∈Φ+
i povlaqi hj≡1C , a yj∈Ψ+

k povlaqi
hj≡f , xto je kontradikcija. Ako je, pak, l(yj) = −1 onda yj∈Φ−

i povlaqi
hj≡f , a yj∈Ψ−

k povlaqi hj≡1C , xto je opet nemogu�e. Znaqi redukcije
αi i βk rade na disjunktnim skupovima argumenata od T, S,R, α i β, pa
se romb opet zatvara u jednom koraku.

q.e.d.

Kao xto je uobiqajeno, prethodne leme �e nam pomo�i da poka�emo od-
luqivost pitaǌa jednakosti terma nekog skupa, xto �e biti iskazano
u slede�oj teoremi.

Teorema 1 Jednakost uM je odluqiva.

dokaz. Neka su t1 i t2 morfizam-termi iz M i neka je t1 = t2 dobi-
jeno u jednom koraku iz jednakosti (cat1), (T ), . . ..
Tada je DN(KF (t1))≡DN(KF (t2)), jer ako je primeǌena neka jednakost
od (cat1), . . ., (R1), onda se termi mogu dobiti jedan od drugog u jed-
nom KF koraku, pa je ve� KF (t1)≡KF (t2). Ako je primeǌena di-
prirodnost po i-toj komponenti od Φ, onda se KF (t1) svodi, u jednom
DN-redukcijskom koraku, na KF (t2), ili obrnuto. Odavde zakǉuqu-
jemo da za proizvoǉne t1 = t2 va�i DN(KF (t1))≡DN(KF (t2)).
Ukoliko je, obrnuto, DN(KF (t1))≡DN(KF (t2)), onda je t1 = t2 jer sve
redukcije imaju svojstvo da je redeks jednak kontraktumu. Redukcije
KF su dobijene direktno iz jednakosti (cat1), . . ., (R1), a α i β reduk-
cije su nastale iz kombinacije jednakosti za g-di-prirodnost, funk-
torijalnost i (cat1).

q.e.d.

Posledica Predikat P (Φ,Ψ) je odluqiv.

Primetimo da su leva i desna strana slede�e jednakosti

(nat′) [R(1C , f)]β(C
kβ )α(Ckα)[T (f,1C)] = [R(f,1A)]β(A

kβ )α(Akα)[T (1A, f)] ,

koja nastaje iz (nat), u KF -normalnoj formi. Xta vixe, desna strana
je u DN-normalnoj formi, pa je onda

P (Φ,Ψ)⇔ DN(LS(nat′))≡DS(nat′) ,

gde LS predstavǉa levu, a DS desnu stranu jednakosti.
Sada �emo videti koja su geometrijska svojstva amalgamacije Φ+Ψ

neophodna i dovoǉna za P (Φ,Ψ). Oznaqimo sa µΦ(xi) argumente od T
i S koji odgovaraju skupu svih vrhova iz XT koji pripadaju istoj
komponenti povezanosti u Φ kao i xi, i koji su istog znaka kao i xi, i
svih vrhova iz YS suprotnog znaka od xi te komponente povezanosti od
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Φ. Oznaqimo sa µ′
Φ(xi) skup argumenata od T i S koji pripadaju istoj

komponenti povezanosti u Φ kao i xi, koji odgovaraju skupu vrhova iz
XT suprotnog znaka od xi i koji odgovaraju skupu vrhova iz YS istog
znaka kao i xi. Po analogiji uvodimo oznake µΦ(yi), µ′

Φ(yi), µΨ(yi),
µ′
Ψ(yi), µΨ(zi), µ′

Ψ(zi).

Lema 7 Neka je l(yi) = 1. Neka se

[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)],

gde je si≡1C , nizom DN -redukcija svodi na

[R(r̄′)]β(H̄ ′)[S(s̄′)]α(Ē′)[T (t̄′)],

gde je s′i≡f . Onda u tom nizu postoji redukcijski korak kod koga su u
redeksu svi argumenti u µ′

Φ(yi) identiqni sa f , a i-ti argument od S je
1C .

dokaz. Pretpostavimo suprotno. Neka je

[R(r̄0)]β(H̄0)[S(s̄0)]α(Ē0)[T (t̄0)];[R(r̄1)]β(H̄1)[S(s̄1)]α(Ē1)[T (t̄1)];. . .

. . .;[R(r̄k)]β(H̄k)[S(s̄k)]α(Ēk)[T (t̄k)],

pri qemu je s0i≡1C , a ski≡f , najkra�i niz DN redukcija za koji tvr�eǌe
ne va�i. Tada s1i ne mo�e biti 1C jer bismo onda imali kra�i niz re-
dukcija za koji tvr�eǌe ne va�i. Tako�e, s1i ne mo�e biti f , jer jedini
redukcijski korak koji to omogu�ava zahteva da su u
[R(r̄0)]β(H̄0)[S(s̄0)]α(Ē0)[T (t̄0)] svi argumenti iz µ′

Φ(yi) identiqni sa f ,
xto je suprotno pretpostavci da tvr�eǌe ne va�i za gorǌi redukci-
jski niz. Morfizam-term s1i ne mo�e biti ni 1A jer ne postoji reduk-
cijski korak koji direktno prevodi 1C u 1A. Dakle, tvr�eǌe va�i.

q.e.d.

Lema 8 Neka je l(yi) = 1. Neka se

[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)],

gde je si∈{f,1C}, nizom DN -redukcija svodi na

[R(r̄′)]β(H̄ ′)[S(s̄′)]α(Ē′)[T (t̄′)],

gde je s′i≡1A. Tada u tom nizu postoji redukcijski korak kod koga su u
redeksu svi argumenti u µΨ(yi) identiqni sa f , a u kontraktumu sa 1A

i u kontraktumu su svi argumenti iz µ′
Ψ(yi) identiqni sa f .
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dokaz. Neka je, kao i malopre,

[R(r̄0)]β(H̄0)[S(s̄0)]α(Ē0)[T (t̄0)];[R(r̄1)]β(H̄1)[S(s̄1)]α(Ē1)[T (t̄1)];. . .

. . .;[R(r̄k)]β(H̄k)[S(s̄k)]α(Ēk)[T (t̄k)],

pri qemu je s0i∈{f,1C}, a ski≡1A, najkra�i niz DN redukcija za koji
tvr�eǌe ne va�i. Tada s1i ne mo�e biti ni f ni 1C jer bismo odmah
imali kra�i niz redukcija za koji tvr�eǌe ne va�i. Tako�e, s1i ne
mo�e biti 1A, jer jedini redukcijski korak koji to omogu�ava za-
hteva da su u [R(r̄0)]β(H̄0)[S(s̄0)]α(Ē0)[T (t̄0)] svi argumenti iz µΨ(yi)
identiqni sa f , a u [R(r̄1)]β(H̄1)[S(s̄1)]α(Ē1)[T (t̄1)] svi argumenti iz
µΨ(yi) identiqni sa 1A, i svi argumenti iz µ′

Ψ(yi) identiqni sa f , xto
je suprotno pretpostavci da tvr�eǌe ne va�i za gorǌi redukcijski
niz.

q.e.d.

Potpuno analogno mo�emo pokazati slede�e dve leme.

Lema 9 Neka je l(yi) = −1. Neka se

[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)],

gde je si≡1C , nizom DN -redukcija svodi na

[R(r̄′)]β(H̄ ′)[S(s̄′)]α(Ē′)[T (t̄′)],

gde je s′i≡f . Onda u tom nizu postoji redukcijski korak kod koga su u
redeksu svi argumenti u µ′

Ψ(yi) identiqni sa f , a i-ti argument od S je
1C .

Lema 10 Neka je l(yi) = −1. Neka se

[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)],

gde je si∈{f,1C}, nizom DN -redukcija svodi na

[R(r̄′)]β(H̄ ′)[S(s̄′)]α(Ē′)[T (t̄′)],

gde je s′i≡1A. Tada u tom nizu postoji redukcijski korak kod koga su u
redeksu svi argumenti u µΦ(yi) identiqni sa f , a u kontraktumu sa 1A

i u kontraktumu su svi argumenti iz µ′
Φ(yi) identiqni sa f .

Sliqna tvr�eǌa bi se mogla formulisati i u odnosu na vrhove iz XT ,
odnosno ZR.

Df Niz vrhova v1, v2, . . ., vk i niz ivica l1, l2, . . ., lk−1, takvih da ivica
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l1 iz Φ (Ψ) spaja vrhove v1 i v2, ivica l2 iz Ψ (Φ) spaja vrhove v2 i v3
itd. zva�emo naizmeniqni lanac u Φ+Ψ. Ukoliko je v1≡vk onda je to
naizmeniqna petǉa (primetimo da zbog osobina di-transformacijskih
grafova tada l1 i lk−1 ne pripadaju istom grafu, pa je naziv do kraja
opravdan).

Lema 11 Neophodan uslov za P (Φ,Ψ) je da u Φ+Ψ nema naizmeniqnih
petǉi.

dokaz. Iz osobina di-transformacijskih grafova sledi da svi vrhovi
u naizmeniqnoj petǉi moraju biti iz YS i da ih je paran broj. Pet-
postavimo da va�i P (Φ,Ψ) i da u Φ + Ψ postoji naizmeniqna petǉa
koju qine dva vrha yi, l(yi) = 1 i yj, l(yj) = −1, i ivice l1 iz Φ i l2 iz
Ψ. Sluqaj kada je petǉa du�a se analogno pokazuje. Po pretpostavci
P (Φ,Ψ), iz posledice teoreme 1 sledi da se term

τ1≡[R(1C , f)]β(C
kβ )α(Ckα)[T (f,1C)]

nizom DN-redukcija svodi na term

τ2≡[R(f,1A)]β(A
kβ )α(Akα)[T (1A, f)].

Po lemi 8, ova redukcija mora imati oblik

τ1;. . .;[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)];. . .;τ2,

gde je naznaqeno si≡f . Oznaqimo term u sredini sa τ3. Sada po lemi
7, ova redukcija mora imati oblik

τ1;. . .;[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)];. . .;τ3;. . .;τ2,

gde je naznaqeno sj≡f . Oznaqimo istaknuti term izme�u τ1 i τ3 sa τ4.
Po lemi 9, ova redukcija mora imati oblik

τ1;. . .;[R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)];. . .;τ4;. . .;τ3;. . .;τ2,

gde je naznaqeno si≡f itd. Odavde vidimo da ova redukcija ne mo�e
biti konaqna xto je suprotno pretpostavci da postoji.

q.e.d.

Lema 12 Dovoǉan uslov za P (Φ,Ψ) je da u Φ + Ψ nema naizmeniqnih
petǉi.

dokaz. Uvedimo parcijalno ure�eǌe na vrhovima iz XT , YS i ZR na
slede�i naqin.

• Ako su xi i xj spojeni ivicom iz Φ i ako je l(xi) = 1 a l(xj) = −1,
onda je xi < xj.
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• Ako su xi i yj spojeni ivicom iz Φ i ako je l(xi) = l(yj) = 1, onda
je xi < yj.

• Ako su xi i yj spojeni ivicom iz Φ i ako je l(xi) = l(yj) = −1, onda
je yj < xi.

• Ako su yi i yj spojeni ivicom iz Φ i ako je l(yi) = −1 a l(yj) = 1,
onda je yi < yj.

• Ako su yi i yj spojeni ivicom iz Ψ i ako je l(yi) = 1 a l(yj) = −1,
onda je yi < yj.

• Ako su yi i zj spojeni ivicom iz Ψ i ako je l(yi) = l(zj) = 1, onda
je yi < zj

• Ako su yi i zj spojeni ivicom iz Ψ i ako je l(xi) = l(yj) = −1, onda
je zj < yi.

• Ako su zi i zj spojeni ivicom iz Ψ, i ako je l(zi) = −1 a l(zj) = 1,
onda je zi < zj.

Primer 8 Neka je Φ + Ψ kao u primeru 4. Tada u ǌemu mo�emo
posmatrati slede�e lance:

x1 < x2

x1 < y1 < y4 < y5 < y6 < y8 < z1
x3 < y2 < y7 < y8 < z1

x3 < y2 < y3
x4

Poredak ≤ je refleksivno i tranzitivno zatvoreǌe gore uvedene relacije
<. Zbog odsustva naizmeniqnih petǉi u Φ+Ψ, relacija ≤ je relacija
poretka na vrhovima iz XT , YS i ZR.

Pretpostavimo da se [R(1C , f)]β(C
kβ )α(Ckα)[T (f,1C)] nizom DN-re-

dukcija svodi na normalnu formu

(1) [R(r̄)]β(H̄)[S(s̄)]α(Ē)[T (t̄)],

razliqitu od [R(f,1A)]β(A
kβ )α(Akα)[T (1A, f)]. Razliqitost prethodne

dve normalne forme je mogu�a ukoliko u (1) imamo neku od slede�ih
situacija.

1. Neki od argumenata od R,S ili T je identiqan sa 1C .

2. Neko ti je identiqno sa f za l(zi) = −1.

3. Neko ti je identiqno sa 1A za l(zi) = 1.

4. Neko si je identiqno sa f .
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5. Neko ri je identiqno sa f za l(xi) = 1.

6. neko ri je identiqno sa 1A za l(xi) = −1.

Sluqajeve 3 i 6 mo�emo odmah odbaciti jer su nemogu�i zbog jed-
nakosti kodomena i domena svih terma u redukcijskom nizu.

1◦ Pretpostavimo situaciju 1. Neka je v∈XT∪YS∪ZR minimalan
u gore definisanom poretku, od onih za koje va�i da je argument od
T ili S ili R koji mu odgovara identiqan sa 1C . On ne mo�e biti
pozitivan vrh od XT ni negativan vrh od ZR, jer ne postoji niz re-
dukcija koji prevodi f u 1C . Pretpostavimo da je v≡xi i l(xi) = −1.
Svi ostali sluqajevi su analogni. Vrh xi ne mo�e biti minimalan u
naxem poretku jer je onda on povezan ivicom iz Φ sa vrhom iz GΦ, te
ǌegova komponenta povezanosti u Φ ne sadr�i pozitivne vrhove iz XT

ni negativne iz YS, pa onda (1) nije normalna forma. Dakle µ′
Φ(xi) je

neprazno. Po pretpostavci, ni jedan od argumenata iz µ′
Φ(xi) nije 1C .

Ako su svi argumenti identiqni sa f , onda (1) nije normalna forma.
Ukoliko je jedan od ǌih 1A, onda po tvr�eǌu analognom lemi 8 koje
bi se odnosilo na vrh xi, DN-redukcija

[R(1C , f)]β(C
kβ )α(Ckα)[T (f,1C)];. . .;(1)

sadr�i korak kod koga je u redeksu i-ti argument od T identiqan sa
f . S obzirom da ne postoji redukcija koja f prevodi u 1C , a ti≡1C u
(1), ovo je nemogu�e.

2◦ Pretpostavimo da se desio sluqaj 5 i da, po gore pokazanom,
sluqaj 1 ne va�i. Ukoliko su svi argumenti od µΦ(xi) u (1) identiqni
sa f , onda (1) nije normalna forma. Ako je neki od ǌih 1A, onda po
tvr�eǌu analognom lemi 8, DN-redukcija

[R(1C , f)]β(C
kβ )α(Ckα)[T (f,1C)];. . .;(1)

sadr�i korak kod koga su u kontraktumu svi argumenti iz µΦ(xi) iden-
tiqni sa 1A, pa i sam i-ti argument od T . S obzirom da je po pret-
postavci ti≡f u (1) i da ne postoji redukcija koja 1A prevodi u f , to
je nemogu�e.

Svi ostali sluqajevi se analogno pokazuju.

q.e.d.

Dve posledǌe leme nam direktno daju

Teorema 2 P (Φ,Ψ) ⇔ Φ+Ψ nema naizmeniqnih petǉi.

67



3.3 Eliminacija seqeǌa u CartCl

U ovom odeǉku �emo, jednom modifikacijom Gencenovog dokaza o elim-
inaciji seqeǌa, pokazati da se svaki morfizam iz slobodne kartezi-
janske zatvorene kategorije mo�e konstruisati uz ograniqeno korix-
�eǌe kompozicije, xto �e kasnije biti upotrebǉeno u ispitivaǌu g-
di-prirodnosti kanonskih transformacija proizvoǉne kartezijanske
zatvorene kategorije (skra�eno CCC).

Gencenova eliminacija seqeǌa je vixe puta bila motiv za rezul-
tate iz teorije kategorija. Glavno tvr�eǌe ovog odeǉka bi�e najpri-
bli�nije tvr�eǌu 6.4 iz [9], pa �e verovatno biti najinteresantnije
qitaocima koji su upoznati sa rezultatima iz [9] i zbog toga �emo se
truditi da nazivi pojmova budu identiqni, odnosno paralelni onima
koji su tu uvedeni. Induktivni argument koji se koristio u dokazu
tvr�eǌa 6.4 iz [9] ovde ne bi proxao, pa je dokaz koji dajemo drugog
tipa i daleko pribli�niji Gencenovom dokazu za Hauptsatz u [7].

Na poqetku ove glave smo dali jednakosnu aksiomatizaciju kartezi-
janskih zatvorenih kategorija, xto nam garantuje da za svaki objekat
kategorije Grph postoji slobodna CCC ǌime generisana. Oznaqimo
sa CartCl slobodnu kartezijansku zatvorenu kategoriju generisanu
nad beskonaqnim skupom slova. Za ǌu mo�emo, kao i u prvoj glavi,
definisati morfizam-terme (na jeziku strukturne aksiomatizacije)
i morfizme joj posmatrati kao klase ekvivalencije morfizam-terma
poseqenih po CCC-jednakostima.

Centralno mesto u ovom delu �e zauzimati morfizam-termi, a ne
morfizmi kategorije CartCl, xto i nije sluqajno jer oni predstavǉa-
ju ”dokaze” u naxoj logici, dok morfizmi predstavǉaju klase dokaza
koje smo izjednaqili motivixu�i se adjunkcijama. Stoga �emo ovde
morfizam-terme iz CartCl skra�eno zvati termi, i poxto se neki
drugi ne�e pojavǉivati, razloga za zabunu ne�e biti.

Df Term �emo zvati strukturnim ukoliko on pripada najmaǌoj klasi
terma koja zadovoǉava dole navedena svojstva:

(ST1) Za sve objekte Q, S i R iz CartCl slede�i termi pripadaju
klasi:

1Q,
←−
bQ,S,R,

−→
bQ,S,R, σQ, σi

Q, δQ, δ
i
Q, cQ,S, kQ, wQ

(ST3) Ako su f : Q⊢Q′ i g : S⊢S′ u klasi, onda je i f ·g : Q·S⊢Q′·S′ u
klasi.

(ST5) Ako su f : Q⊢S i g : S⊢R u klasi, onda je i gf : Q⊢R u klasi.

Proizvod-termi i strukturni proizvodi kategorije CartCl su defin-
isani kao u prvoj glavi, u sluqaju slobodnih supstrukruralnih kat-
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egorija.

Df Konstruktibilni termi qine najmaǌu klasu terma koja zadovo-
ǉava slede�e uslove:

(CT1) Za svaki objekat Q iz CartCl term 1Q : Q⊢Q je u klasi.

(CT2) Ako je f : Q⊢S u klasi i v : Q′⊢Q strukturni proizvod, onda
je i fv : Q′⊢S u klasi.

(CT3) Ako su f : A⊢C i g : B⊢D u klasi, onda je i f ·g : A·B⊢C·D u
klasi.

(CT4) Ako je f : A·B⊢C u klasi, onda je i (1B→f)ηA,B : A⊢B→C u
klasi. Term (1B→f)ηA,B �emo qesto skra�eno oznaqavati sa f∗.

(CT5) Ako su f : A⊢B i g : C·D⊢E u klasi, onda je i
g((ϵB,C(1B→C ·f))·1D) : ((B→C)·A)·D⊢E u klasi.

Lema 13 Ako je f : Q⊢S konstruktibilan term, i v : Q′⊢Q struk-
turni, onda je term fv jednak nekom konstruktibilnom termu.

dokaz. Zbog funktorijalnosti mno�eǌa, term v je jednak jedinici
ili kompoziciji strukturnih proizvoda. U prvom sluqaju je fv = f ,
a f je konstruktibilan po pretpostavci. U drugom sluqaju je zbog
asocijativnosti kompozicije fv = (((fv1)v2). . .vn), gde su v1, v2, . . ., vn
strukturni proizvodi i v = v1v2. . .vn. Po (CT2) je fv1 konstruktibi-
lan, pa je onda i (fv1)v2 takav, itd.

q.e.d.

D{ Faktore objekta iz CartCl definixemo rekurzivno (prirodno) na
slede�i naqin.

1. C je faktor od C za svaki objekat C iz CartCl.

2. Ako je C = C1·C2, onda je svaki faktor od C1 i svaki faktor od
C2 ujedno i faktor od C.

Objekat nazivamo prostim ukoliko on nema pravih faktora.

Df Kovarijantan funktor tipa CartCl→CartCl �emo zvati proizvod
funktor ukoliko on pripada najmaǌoj klasi koja zadovoǉava:

1. Za svaki objekat C iz CartCl konstantan funktor
FC : CartCl→CartCl, definisan na objektima kao FC(A) = C i
na morfizmima kao FC(f : A⊢B) = 1C je u klasi.

2. Jediniqni funktor 1CartCl : CartCl→CartCl, definisan kao
1CartCl(A) = A i 1CartCl(f) = f je u klasi.
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3. Ako su F i G u klasi, onda je i funktor H : CartCl→CartCl,
definisan na objektima kao H(A) = F (A)·G(A) i na morfizmima
kao H(f) = F (f)·G(f), tako�e u klasi.

Za proizvod funktor �emo kazati da je sa jednim argument mestom,
ukoliko je u ǌegovoj konstrukciji klauzula 2. prethodne definicije
iskorix�ena taqno jednom.

Sada �emo objasniti razlog izdvajaǌa konstruktibilnih terma od
ostalih. Suxtina je u tome da ǌih mo�emo uzeti za kodove dokaza u
deduktivnom sistemu Gencenovog tipa. Sistem �emo zvati Γ, i logika
koju nosi bi�e konjunktivno-implikativni fragment intuicionistiqke
iskazne logike. Jezik je takav da se formule naxe logike poklapaju
sa objektima kategorije CartCl.

Sistem Γ je zadat slede�om shemom aksiome i pravilima izvo�eǌa
(formulacija je bez seqeǌa):

Aksioma
(ax) A⊢A

Strukturna pravila (F je proizvod funktor sa jednim argument mestom)

(
←−−
Ass)

F (Q·(R·S))⊢B
F ((Q·R)·S)⊢B

(
−−→
Ass)

F ((Q·R)·S)⊢B
F (Q·(R·S))⊢B

(Per)
F (Q·R)⊢B
F (R·Q)⊢B

(Con)
F (Q·Q)⊢B
F (Q)⊢B

(Thn)
F (I)⊢B
F (Q)⊢B

(ILI)
F (Q)⊢B
F (I·Q)⊢B

(ELI)
F (I·Q)⊢B
F (Q)⊢B

(IRI)
F (Q)⊢B
F (Q·I)⊢B

(ERI)
F (Q·I)⊢B
F (Q)⊢B

Operacijska pravila

(·) A⊢C B⊢D
A·B⊢C·D

(R→)
A·B⊢C
A⊢B→C

(L→)
A⊢B Q·R⊢S

((B→Q)·A)·R⊢S
Na standardan naqin definixemo drvo dokaza nekog sekventa A⊢B, kao
drvo koje u qvorovima ima neke sekvente sistema Γ, u listovima su
mu instancije aksiome, u korenu je sekvent A⊢B, a prelaz izme�u
dva neposredno vezana qvora se odvija po nekom od gorǌih pravila
izvo�eǌa.
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Df Za svaki qvor C⊢D u drvetu dokaza nekog sekventa, definisa�emo
skup pojavǉivaǌa formula u drvetu, koje zovemo skup naslednika, za
svako pojavǉivaǌe faktora od C i za istaknuto pojavǉivaǌe D tog
qvora.

1. Ako je C⊢D list (C = D), onda je skup naslednika za svako po-
javǉivaǌe faktora od C prazan i skup naslednika od D je prazan.

2. Ako je qvor dobijen strukturnim pravilom

(
←−−
Ass)

F (Q·(R·S))⊢B
F ((Q·R)·S)⊢B

,

oznaqimo gorǌi sekvent sa γ, a doǌi (qvor u drvetu koji smo izd-
vojili) sa δ. Svako pojavǉivaǌe faktora od pojavǉivaǌa Q u δ
ima skup naslednika koji se sastoji od ǌegove kopije kao pojavǉi-
vaǌa faktora od pojavǉivaǌa Q u γ. Isto za R i S. Pojavǉi-
vaǌe Q·R u δ, kao i svako pojavǉivaǌe faktora od F ((Q·R)·S) u δ
koje ima za faktor to pojavǉivaǌe, ima prazan skup naslednika.
Sva ostala pojavǉivaǌa faktora od F ((Q·R)·S) u δ imaju za skup
naslednika singlton qiji je element oqigledna kopija tog fak-
tora u γ. Skup naslednika za oznaqeno pojavǉivaǌe B iz δ ima
jedan element, i to oznaqeno pojavǉivaǌe B iz γ.
Analogno za sva druga strukturna pravila.

3. Ako je qvor dobijen pravilom

(·) A⊢C B⊢D
A·B⊢C·D

,

oznaqimo levi gorǌi sekvent sa γ1, desni sa γ2 a doǌi (qvor koji
smo izdvojili) sa δ. Faktor A·B iz δ ima prazan skup naslednika,
C·D tako�e. Svaki faktor od A iz δ (uvek se misli na pojavǉi-
vaǌe) ima jednoqlan skup naslednika koji se sastoji od ǌegove
kopije kao faktora od A iz γ1, analogno za faktore od B iz δ.

4. Ako je qvor dobijen pravilom

(R→)
A·B⊢C
A⊢B→C

onda svaki faktor od A iz δ (doǌi sekvent) ima jednoqlan skup
naslednika, qiji je element ǌegova kopija kao faktor od A iz γ
(gorǌi sekvent). Skup naslednika od B→C je prazan.

5. Ako je qvor dobijen pravilom

(L→)
A⊢B Q·R⊢S

((B→Q)·A)·R⊢S
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onda faktori (B→Q), (B→Q)·A i ((B→Q)·A)·R iz δ (doǌi sekvent),
imaju prazan skup naslednika. Skup naslednika od S iz δ ima za
element istaknuto S iz γ2 (desni gorǌi sekvent). Svaki faktor
od A iz δ ima jednoqlan skup naslednika, qiji je element ǌegova
kopija kao faktor od A iz γ1 (levi gorǌi sekvent), analogno za
faktore od R iz δ.

U slede�em primeru strelica �e povezivati zaokru�en faktor sa
svakim qlanom skupa ǌegovih naslednika. Ukoliko je faktor samo
zaokru�en i iz ǌega ne polazi ni jedna strelica, onda je skup ǌe-
govih naslednika prazan.

Primer 9 Posmatrajmo slede�e drvo dokaza i veze pojavǉivaǌa
faktora i ǌihovih naslednika. Izostavǉene zagrade zameǌuju kru-
govi.

p p p p
p p p p p

p p p p p p

p p q p p q

p q p p q r p r p

p p q r p q p r p→
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(Con)

(L→)

Neka je ∆ drvo dokaza sekventa A⊢B. Neka je α1 pojavǉivaǌe faktora
od A, ili pojavǉivaǌe B desno od rampe, u korenu tog drveta. Niz
α1α2. . .αn takav da je za svako k, 1≤k < n, αk+1∈ν(αk), gde je ν(αk) skup
naslednika pojavǉivaǌa αk u ∆, �emo zvati lancem od α1. Ukoliko je
ν(αn) prazno, onda �emo takav lanac zvati maksimalnim. Rang od α1

u ∆ definixemo kao

max{k | niz α1, . . ., αk je maksimalan lanac od α1}.

Sada �emo, rekurzivno, dodeliti svakom konstruktibilnom termu
f : A⊢B jedinstveno drvo dokaza ∆(f) sekventa A⊢B u Γ. Neka F dole
predstavǉa proizvod funktor sa jednim argument mestom.

• Ako je f≡1Q : Q⊢Q, onda je ∆(f) sekvent Q⊢Q.

• Ako je f≡f1v : F ((Q·R)·S)⊢B i v≡F (
←−
bQ,R,S), xto znaqi da je term

v,
←−
b -proizvod, onda je ∆(f) drvo

(
←−−
Ass)

∆(f1)

F ((Q·R)·S)⊢B
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• Ako je f≡f1v : F (Q·(R·S))⊢B i v≡F (
−→
bQ,R,S), onda je ∆(f) drvo

(
−−→
Ass)

∆(f1)

F (Q·(R·S))⊢B

• Ako je f≡f1v : F (R·Q)⊢B i v≡F (cR,Q), onda je ∆(f) drvo

(Per)
∆(f1)

F (R·Q)⊢B

• Ako je f≡f1v : F (Q)⊢B i v≡F (wQ), onda je ∆(f) drvo

(Con)
∆(f1)

F (Q)⊢B

• Ako je f≡f1v : F (Q)⊢B i v≡F (kQ), onda je ∆(f) drvo

(Thn)
∆(f1)

F (Q)⊢B

• Ako je f≡f1v : F (I·Q)⊢B i v≡F (σQ), onda je ∆(f) drvo

(ILI)
∆(f1)

F (I·Q)⊢B

• Ako je f≡f1v : F (Q)⊢B i v≡F (σi
Q), onda je ∆(f) drvo

(ELI)
∆(f1)

F (Q)⊢B

• Ako je f≡f1v : F (Q·I)⊢B i v≡F (δQ), onda je ∆(f) drvo

(IRI)
∆(f1)

F (Q·I)⊢B

• Ako je f≡f1v : F (Q)⊢B i v≡F (δiQ), onda je ∆(f) drvo

(ERI)
∆(f1)

F (Q)⊢B

• Ako je f≡f1·f2 : A·B⊢C·D, onda je ∆(f) drvo

(·) ∆(f1) ∆(f2)

A·B⊢C·D
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• Ako je f≡(1B→f1)ηA,B : A⊢B→C, onda je ∆(f) drvo

(R→)
∆(f1)

A⊢B→C

• Ako je f≡f2((ϵB,Q(1B→Q·f1))·1R) : ((B→Q)·A)·R⊢S, onda je ∆(f)
drvo

(L→)
∆(f1) ∆(f2)

((B→Q)·A)·R⊢S

Lako se vidi da je ovo dodeǉivaǌe obostrano jednoznaqno.

Primer 10 Konstruktibilnom termu

(((1D→(1B·(C·D)
←−
bB,C,D))ηB·C,D)((ϵA,B(1A→B ·1A))·1C))

dodeǉujemo drvo dokaza:

p p

B·(C·D)⊢B·(C·D)

(B·C)·D⊢B·(C·D)

B·C⊢D→(B·(C·D))A⊢A

A→B A C D→(B·(C·D))

(
←−−
Ass)

(R→)

(L→)

( )k k�� �� �� ��
U ǌemu, zaokru�ena pojavǉivaǌa od A→B, A, C i D→(B·(C·D)), imaju
redom rang 1,2,4 i 2.

Primedba Za sve objekte Q i S iz CartCl, term ϵQ,S : (Q→S)·Q⊢S
je jednak nekom konstruktibilnom termu.

dokaz. Na osnovu CCC jednakosti dobijamo da je

ϵQ,S = ((1SδS)((ϵQ,S(1Q→S ·1Q))·1I))δ
i
(Q→S)·Q,

a desna strana jednakosti je konstruktibilan term po (CT2), (CT5) i
(CT1).

Napomenimo da je u definiciji kartezijanskih zatvorenih kategorija
mogu�e umesto primtivnih η morfizama uzeti kao primitivnu op-
eraciju ”zvezdovaǌa”:

f : Q·R⊢S
f∗ : Q⊢R→S

.
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Tako�e, iz definicije i prethodne primedbe sledi da su za sve objekte
Q, S i R iz CartCl, termi

1Q,
←−
bQ,R,S ,

−→
bQ,R,S , δQ, δ

i
Q, σQ, σ

i
Q, cQ,R, kQ, wQ, ϵQ,R

jednaki nekim konstruktibilnim. Iz definicije jox sledi da ako su
f i g jednaki nekim konstruktibilnim termima, onda je i f ·g jednak
nekom konstruktibilnom, i ako je f : Q·R⊢S jednak nekom konstruk-
tibilnom, onda je f∗ : Q⊢R→S tako�e jednak nekom konstruktibilnom
termu. Iz svega ovoga zakǉuqujemo da ukoliko �elimo da poka�emo da
je svaki term iz CartCl jednak nekom konstruktibilnom, neophodno je
i dovoǉno pokazati da je kompozicija dva konstruktibilna terma jed-
naka nekom konstruktibilnom. Da bismo to pokazali, poslu�i�emo se
Gencenovom idejom o eliminaciji seqeǌa, i u ǌegovom duhu pokazati
slede�e tvr�eǌe.

Teorema 3 Neka su f : A⊢B i g : F (B)⊢C konstruktibilni termi,
gde je F proizvod funktor. Tada je term gF (f) jednak nekom konstruk-
tibilnom termu.

Jasno je da ukoliko poka�emo ovo tvr�eǌe imamo i poseban sluqaj
kada je F≡1CartCl i tada ova teorema ka�e da za konstruktibilne
terme f : A⊢B i g : B⊢C je term gf jednak nekom konstruktibilnom.
Sluqaj kada je F konstantan funktor je trivijalan.

dokaz. Posmatrajmo drvo, koje nije drvo dokaza sistema Γ zbog
posledǌeg zakǉuqivaǌa:

ppp ppp
gF (f) : F (A)⊢C

f : A⊢B g : F (B)⊢C
∆(f) ∆(g)

Term gF (f) �emo zvati miks, po ugledu na Gencena, mada treba voditi
raquna da u F (B) mogu postojati jox neka pojavǉivaǌa od B, kao
ǌegovi faktori, koja nisu argumenti od F . Na primer ukoliko je
F≡((C· )·B)· . U Gencenovom duhu bi bilo da su se svi faktori B od
F (B) pojavili kao argumenti od F . Razlog je xto on o tome nije morao
da vodi raquna, dok mi uz kategorijalni pristup to moramo. To je i
osnovna razlika izme�u ovog dokaza i ǌegovog.

Df Levi rang miksa je rang istaknutog pojavǉivaǌa B u gorǌem levom
sekventu prethodnog drveta, dok je desni rang miksa jednak maksimal-
nom rangu pojavǉivaǌa faktora B u istaknutom F (B) u gorǌem desnom
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sekventu prethodnog drveta, koji se pojavǉuje kao argument od F (ne
uzimaju se uvek svi faktori B od F (B) u obzir). Rang miksa jed-
nak je sumi levog i desnog ranga tog miksa. Objekat B �emo zvati
miks formulom i ǌenu kompleksnost definixemo kao broj operacij-
skih simbola u ǌoj.

Dokaz teoreme �emo izvesti indukcijom po ordinalu kω + r, gde je
k kompleksnost miks formule, a r je rang miksa.

r = 2

1. Ako je f jedinica, onda je F (f) jednak jedinici, pa je gF (f) jednak
g, a g je konstruktibilan. Jox prostije ako je g jedinica.

2. Pretpostavimo da ni f ni g nisu jedinice. Poxto je r = 2, to f
ne mo�e biti oblika f1v za neki strukturni proizvod v. Tako�e, f ne
mo�e biti oblika f2((ϵ(1·f1))·1) za neke konstruktibilne f1 i f2, jer
bi opet bilo r≥3. Znaqi preostaju nam slede�a dva sluqaja

2.1. Ako je f≡f1·f2 za f1 : A1⊢B1 i f2 : A2⊢B2, onda va�i

gF (f) = gF (f1·f2) = gF ((f1·1B2)(1A1 ·f2))

= gF (f1·1B2)F (1A1 ·f2) = (gF1(f1))F2(f2),

gde su F1 i F2 oqigledni proizvod funktori. U miksu gF1(f1), miks
formula B1 je maǌe kompleksnosti od B≡B1·B2, pa je po indukcijskoj
pretpostavci taj miks jednak nekom konstruktibilnom termu g′. Sada
je u miksu g′F2(f2), miks formula B2 maǌe kompleksnosti od B, pa je
taj miks jednak nekom konstruktibilnom termu kome je onda jednak i
gF (f).

Ovome bi odgovarala slede�a transformacija na drvetima dokaza:

ppp ppp ppp pppppp pppA1⊢B1 A2⊢B2

A1·A2⊢B1·B2 F (B1·B2)⊢C

F (A1·A2)⊢C
mix

(·)

;

A1⊢B1

A2⊢B2 F (A1·B2)⊢C

F (B1·B2)⊢C

F (A1·A2)⊢C
mix

mix

U desnom drvetu oba miksa imaju ni�u kompleksnost miks formule.

2.2. Neka je f≡f∗
1 za f1 : A·B1⊢B2. Po pretpostavci je g ̸≡1B1→B2 , i

poxto je r = 2 i B≡B1→B2 prost, to je ili

g≡g2((ϵB1,B2(1B1→B2 ·g1))·1E) : ((B1→B2)·D)·E⊢C,
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ili je
g≡g1v

gde je v neki k-proizvod.

2.2.1. Neka je f≡f∗
1 : A⊢B1→B2 i g≡g2((ϵB1,B2(1B1→B2 ·g1))·1E) :

((B1→B2)·D)·E⊢C, za g1 : D⊢B1 i g2 : B2·E⊢C. Tada va�i:

gF (f) = g2((ϵB1,B2(1B1→B2 ·g1))·1E)((f
∗
1 ·1D)·1E)

= g2((ϵB1,B2(f
∗
1 ·1B1)(1A·g1))·1E)

= g2(f1·1E)((1A·g1)·1E)

= (g2F1(f1))F2(g1),

gde je F1 proizvod funktor ·E, a F2 je proizvod funktor (A· )·E. For-
mula B2 je maǌe kompleksnosti od B≡B1→B2, pa je po indukcijskoj
pretpostavci miks g2F1(f1) jednak nekom konstruktibilnom termu g′.
Formula B1 je maǌe kompleksnosti od B, pa je opet po indukcijskoj
pretpostavci miks g′F2(g1) jednak nekom konstruktibilnom termu, kome
je onda jednak i gF (f).

Ovome bi odgovarala slede�a transformacija na drvetima dokaza:

ppp ppp ppp pppppp ppp
A·B1⊢B2 D⊢B1 B2·E⊢C

A⊢B1→B2 ((B1→B2)·D)·E⊢C

(A·D)·E⊢C
mix

(R→) (L→)

;

D⊢B1

A·B1⊢B2 B2·E⊢C

(A·B1)·E⊢C

(A·D)·E⊢C

mix

mix

2.2.2. Neka je f≡f∗
1 : A⊢B1→B2 i g≡g1v, gde je v≡F1(kF2(B)) i F1 je

proizvod funktor sa jednim argument mestom, a F2 je proizvod funk-
tor. Ovo je jedina mogu�nost jer je B prost. Tada va�i:

gF (f) = g1F1(kF2(B))F1(F2(f))

= g1F1(kF2(B)F2(f))

= g1F1(kF2(A))

Term F1(kF2(A)) je k-proizvod, g1 je po pretpostavci konstruktibilan,
pa je po (CT2) i g1F1(kF2(A)) konstruktibilan, kome je jednak miks
gF (f).

r > 2
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3. Pretpostavimo da je desni rang ve�i od 1.

3.1. Neka je g≡g1v, gde je v strukturni proizvod.

3.1.1. Neka je f : A⊢B i g : F (B)⊢C i g≡g1v, gde je v
−→
b -proizvod. Pret-

postavimo da je B = B1·(B2·B3) i F ( ) = E·( · ). Svi ostali sluqajevi
bi se sliqno razmatrali.

3.1.1.1. Neka je v≡h·1B·B, gde je h : E⊢E1,
−→
b -proizvod. Tada va�i:

gF (f) = g1(h·1B·B)(1E ·(f ·f))

= g1(1E1 ·(f ·f))(h·1A·A)

Miks g1(1E1 ·(f ·f)), ima istu kompleksnost kao i gF (f), ali mu je rang
ni�i za jedan, pa je po indukcijskoj pretpostavci jednak nekom kon-
struktibilnom termu g′. Term h·1A·A je

−→
b -proizvod, pa je g′(h·1A·A)

konstruktibilan term kome je jednak miks gF (f).
Ovome bi odgovarala slede�a transformacija na drvetima dokaza:

ppp ppp ppp ppp
A⊢B

E1·(B·B)⊢C

E·(B·B)⊢C

E·(A·A)⊢C
mix

(
−−→
Ass)

; E·(A·A)⊢C

E1·(A·A)⊢C

A⊢B E1·(B·B)⊢C
mix

(
−−→
Ass)

3.1.1.2. Neka je v≡−→b E,B,B (ovaj sluqaj je sasvim sliqan prethodnom, s
tim xto je tada ulogu odigrala funktorijalnost mno�eǌa, a sada �e
priridnost

−→
b strelica). Tada va�i:

gF (f) = g1
−→
b E,B,B(1E ·(f ·f))

= g1((1E ·f)·f)
−→
b E,A,A

Miks g1((1E ·f)·f) je iste kompleksnosti kao i gF (f), ali mu je rang
ni�i za jedan, pa je po indukcijskoj pretpostavci jednak nekom kon-
struktibilnom termu g′. Term g′

−→
b E,A,A je po (CT2) konstruktibilan

i ǌemu je jednak miks gF (f).
Ovome sluqaju odgovara slede�a transformacija drveta dokaza:
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ppp ppp ppp ppp
A⊢B

(E·B)·B⊢C

E·(B·B)⊢C

E·(A·A)⊢C
mix

(
−−→
Ass)

; E·(A·A)⊢C

(E·A)·A⊢C

A⊢B (E·B)·B⊢C
mix

(
−−→
Ass)

3.1.1.3. Neka je v≡1E ·
−→
bB,B1,B2·B3 . Tada va�i:

gF (f) = g1(1E ·
−→
bB,B1,B2·B3)(1E ·(f ·f))

= g1(1E ·
−→
bB,B1,B2·B3)(1E ·(f ·1B))(1E ·(1A·f))

= g1(1E ·(
−→
bB,B1,B2·B3(f ·(1B1 ·1B2·B3)))(1E ·(1A·f))

= g1(1E ·(((f ·1B1)·1B2·B3)
−→
b A,B1,B2·B3))(1E ·(1A·f))

= g1(1E ·((f ·1B1)·1B2·B3))(1E ·
−→
bA,B1,B2·B3)(1E ·(1A·f))

Miks g1(1E ·((f ·1B1)·1B2·B3)) ima istu kompleksnost kao i gF (f), ali
mu je rang ni�i za jedan, pa je po indukcijskoj pretpostavci jednak
nekom konstruktibilnom termu g′. Po (CT2) je i g′(1E ·

−→
b A,B1,B2·B3)

konstruktibilan term. Miks (g′(1E ·
−→
b A,B1,B2·B3))(1E ·(1A·f)) ima istu

kompleksnost i levi rang kao gF (f), ali mu je desni rang jednak je-
dinici, pa je po osnovnoj pretpostavci taqke 3, rang tog miksa ni�i
od ranga miksa gF (f), te je po indukcijskoj pretpostavci on jednak
nekom konstruktibilnom termu kome je onda jednak i gF (f).

Ovom sluqaju odgovara slede�a transformacija drveta dokaza:

ppp ppp ppp ppp

ppp
A⊢B

E·((B·B1)·(B2·B3))⊢C

E·(B·B)⊢C

E·(A·A)⊢C
mix

(
−−→
Ass)

; E·(A·A)⊢C

E·(A·B)⊢CA⊢B

E·((A·B1)·(B2·B3))⊢C

E·((B·B1)·(B2·B3))⊢CA⊢B
mix

mix

(
−−→
Ass)

3.1.1.4. Neka je v≡1E ·(1B ·
−→
bB1,B2,B3

). Tada va�i:

gF (f) = g1(1E ·(1B ·
−→
bB1,B2,B3))(1E ·(f ·f))

= g1(1E ·(1B ·
−→
bB1,B2,B3))(1E ·(f ·1B))(1E ·(1A·f))

= g1(1E ·(f ·1(B1·B2)·B3
))(1E ·(1A·

−→
bB1,B2,B3))(1E ·(1A·f))
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Miks g1(1E ·(f ·1(B1·B2)·B3
)) ima rang ni�i za jedan od miksa gF (f), a

kompleksnost im je ista, pa je po indukcijskoj pretpostavci jednak
nekom konstruktibilnom termu g′. Term g′(1E ·(1A·

−→
bB1,B2,B3)) je po

(CT2) tako�e konstruktibilan. Miks (g′(1E ·(1A·
−→
bB1,B2,B3)))(1E ·(1A·f))

ima kompleksnost i levi rang isti kao i gF (f), a desni rang mu je
jednak 1, pa je zbog osnovne pretpostavke taqke 3 na ǌega mogu�e pri-
meniti indukcijsku pretpostavku po kojoj je on jednak nekom konstruk-
tibilnom termu kome je onda jednak i miks gF (f).

Ovom sluqaju odgovara slede�a transformacija drveta dokaza:

ppp ppp ppp ppp

ppp
A⊢B

E·(B·((B1·B2)·B3))⊢C

E·(B·B)⊢C

E·(A·A)⊢C
mix

(
−−→
Ass)

; E·(A·A)⊢C

E·(A·B)⊢CA⊢B

E·(A·((B1·B2)·B3))⊢C

E·(B·((B1·B2)·B3))⊢CA⊢B
mix

mix

(
−−→
Ass)

Svi drugi sluqajevi funktora F i miks formule B bi se rexili po
analogiji sa nekim od navedenih.

3.1.2. Sluqaj kada je g≡g1v gde je v,
←−
b -proizvod, je u potpunosti

analogan prethodnom.

3.1.3. Neka je g≡g1v, gde je v, c-proizvod. Kao i u sluqaju 3.1.1. pret-
postavimo specijalnu formu funktora F i miks formule B, naime
neka je B = B1·B2 i F ( ) = E·( · ). To su forme na koje se sve situacije
mogu suxtinski svesti.

3.1.3.1. Sluqaj kada je v≡h·1B·B, gde je h c-proizvod, je analogan
sluqaju 3.1.1.1.

3.1.3.2. Sluqaj kada je v≡cE,B·B je analogan sa 3.1.1.2.

3.1.3.3. Sluqaj kada je v≡1E ·(1B·cB1,B2) je analogan sa 3.1.1.4.

Sluqajevi kada je v neki w, k, σ, σi, δ ili δi proizvod bi se razma-
trali po analogiji sa prethodnim. Ovo bi se sve moglo boǉe formali-
zovati npr. u duhu [3] (konfrontirani i nekonfrontirani), s tim xto
bi takav pristup zahtevao glomazne definicije koje bi pojele ideju
dokaza.

3.2. Neka je g≡g1·g2 : D1·D2⊢C1·C2. Po pretpostavci taqke 3 je desni
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rang miksa ve�i od jedan, pa mora biti D1 = F1(B) i D2 = F2(B), za
proizvod funktore F1 i F2, za koje je F ( ) = F1( )·F2( ), pri qemu neki
od ǌih mo�e biti i konstantan. Tada va�i:

gF (f) = (g1·g2)(F1(f)·F2(f)) = (g1F1(f))·(g2F2(f))

Miks g1F1(f) i miks g2F2(f) imaju rang ni�i bar za jedan od miksa
gF (f), a kompleksnost im je ista pa su onda oni redom jednaki nekim
konstruktibilnim termima g′ i g′′. Po (CT3) term g′·g′′ je konstruk-
tibilan, i ǌemu je jednak miks gF (f).
U ovom sluqaju se drvo

ppp ppp ppp
A⊢B

F (A)⊢C

F (B)⊢C

F1(B)⊢C1 F2(B)⊢C2

mix

(·)

transformixe u drvo

ppp ppp ppp ppp

F (A)⊢C

A⊢B A⊢BF1(B)⊢C1 F2(B)⊢C2

F1(A)⊢C1 F2(A)⊢C2

mix mix

(·)

3.3. Neka je g≡g∗1 : F (B)⊢C1→C2. Tada va�i:

gF (f) = g∗1F (f) = (g1(F (f)·1C1))
∗

Ukoliko sa F1 oznaqimo proizvod funktor za koji je F1(f) = F (f)·1C1 ,
onda miks g1F1(f) ima rang ni�i za jedan od miksa gF (f), kompleksnost
im je ista, pa je onda po indukcijskoj pretpostavci on jednak nekom
konstruktibilnom termu h. Po (CT4), term h∗ je konstruktibilan, i
ǌemu je po prethodnom jednak miks gF (f).

Ovome bi odgovarala slede�a transformacija drveta:
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ppp ppp ppp ppp
A⊢B F (B)⊢C1→C2

F (B)·C1⊢C2

F (A)⊢C1→C2

mix

(R→)

; F (A)⊢C1→C2

F (A)·C1⊢C2

A⊢B F (B)·C1⊢C2

mix

(R→)

3.4. Pretpostavimo da je g≡g2((ϵD,E(1D→E ·g1))·1G) : ((D→E)·H)·G⊢C,
za neke konstruktibilne g1 : H⊢D i g2 : E·G⊢C.

Po pretpostavci da je desni rang miksa gF (f) ve�i od jedan, to
je ili B = (D→E)·H i F ( ) = ·F1( ) i F1 nije konstantan proizvod
funktor i F1(B) = G (ovaj sluqaj �emo oznaqiti sa 3.4.1.), ili je
B = D→E i F ( ) = ( ·F1( ))·F2( ) i bar jedan od proizvod funktora F1

ili F2 nije konstantan (ovo �emo oznaqiti kao sluqaj 3.4.2), ili je
F ( ) = (1D→E ·F1( ))·F2( ) i bar jedan od F1 ili F2 nije konstantan (ovo
�e biti sluqaj 3.4.3.).

3.4.1. Neka je B = (D→E)·H, F ( ) = ·F1( ) i F1(B) = G. Tada va�i:

gF (f) = g2((ϵD,E(1D→E ·g1))·1G)(f ·F1(f))

= g2((ϵD,E(1D→E ·g1))·1G)(1B·F1(f))(f ·1F1(A))

= g2(1E ·F1(f))((ϵD,E(1D→E ·g1))·1G)(f ·1F1(A))

Ukoliko sa F3 oznaqimo proizvod funktor za koji va�i F3(f) = 1E ·F1(f),
onda miks g2F3(f) ima rang ni�i bar za jedan od miksa gF (f), a kom-
pleksnost im je ista, pa je po indukcijskoj pretpostavci on jednak
nekom konstruktibilnom termu g′. Po (CT5), term g′′≡g′((ϵD,E(1D→E ·g1))·1G)
je konstruktibilan. Miks g′′(f ·1F1(A)) ima desni rang jednak jedan,
levi rang i kompleksnost su mu isti kao kod gF (f), pa je po induk-
cijskoj pretpostavci on jednak nekom konstruktibilnom termu kome je
po prethodnom jednak i miks gF (f).
U ovom sluqaju se drvo

ppp ppp ppp
A⊢B

A·F1(A)⊢C

B·F1(B)⊢C

H⊢D E·F1(B)⊢C

mix

(L→)
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transformixe u drvo

ppp ppp ppp ppp

A⊢B

A·F1(A)⊢C

((D→E)·H)·F1(A)⊢C

H⊢D E·F1(A)⊢C

A⊢B E·F1(B)⊢C

mix

mix

(L→)

3.4.2. Neka je B = D→E i F ( ) = ( ·F1( ))·F2( ). Tada va�i:

gF (f) = g2((ϵD,E(1D→E ·g1))·1G)((f ·F1(f))·F2(f))

= g2((ϵD,E(1D→E ·g1))·1G)((1B ·F1(f))·1G)(1B·F1(A)·F2(f))((f ·1F1(A))·1F2(A))

= g2((ϵD,E(1D→E ·(g1F1(f))))·1G)(1B·F1(A)·F2(f))((f ·1F1(A))·1F2(A))

= g2(1E ·F2(f))((ϵD,E(1D→E ·(g1F1(f))))·1F2(A))((f ·1F1(A))·1F2(A))

Miks g2(1E ·F2(f)) i miks g1F1(f) su ni�eg ranga od miksa gF (f), a
iste kompleksnosti, pa je po indukcijskoj pretpostavci prvi jednak
nekom konstruktibilnom termu g′′, a drugi nekom konstruktibilnom
termu g′. Term g′′((ϵD,E(1D→E ·g′))·1F2(A)) je konstruktibilan po (CT5).
Miks g′′((ϵD,E(1D→E ·g′))·1F2(A))((f ·1F1(A))·1F2(A)) ima desni rang jednak
jedan, levi rang i kompleksnost su mu isti kao kod gF (f), pa je on po
indukcijskoj pretpostavci jednak nekom konstruktibilnom termu kome
je onda jednak i miks gF (f).
U ovom sluqaju se drvo

ppp ppp ppp
A⊢B

(A·F1(A))·F2(A)⊢C

(B·F1(B))·F2(B)⊢C

F1(B)⊢D E·F2(B)⊢C

mix

(L→)

transformixe u drvo
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ppp
ppp ppp ppp ppp

A⊢B

(A·F1(A))·F2(A)⊢C

(B·F1(A))·F2(A)⊢C

F1(A)⊢D E·F2(A)⊢C

A⊢B A⊢B E·F2(B)⊢CF1(B)⊢D

mix

mix mix

(L→)

3.4.3. Pretpostavimo da je F ( ) oblika (1D→E ·F1( ))·F2( ), za neke
proizvod funktore F1 i F2 od kojih bar jedan nije konstantan. Tada
va�i:

gF (f) = g2((ϵD,E(1D→E ·g1))·1G)((1D→E ·F1(f))·F2(f))

= g2(1E ·F2(f))((ϵD,E(1D→E ·(g1F1(f))))·1F2(A))

Miks g2(1E ·F2(f)) i miks g1F1(f) su kao i malopre, po indukcijskoj
pretpostavci, jednaki konstrtuktibilnim termima g′′ i g′. Term
g′′((ϵD,E(1D→E ·(g′))·1F2(A)) je po (CT5) konstruktibilan i ǌemu je jed-
nak miks gF (f). Transformacija drveta dokaza je sliqna kao u prethod-
nom primeru.

4. Desni rang je jednak jedan xto znaqi da je levi ve�i od jedan.

4.1. Pretpostavimo da je f≡f1v i da je v strukturni proizvod. Tada
zbog funktorijalnosti F va�i:

gF (f) = gF (f1)F (v)

Miks gF (f1) ima rang ni�i za jedan od ranga miksa gF (f), komplek-
snost im je ista jer je B kodomen i od f i od f1, pa je po indukcijskoj
pretpostavci on jednak nekom konstruktibilnom termu g′. Poxto je
F (v) strukturni term, to je po lemi 13, term g′F (v) jednak nekom kon-
struktibilnom termu kome je onda jednak i miks gF (f). Ovome bi
odgovarala slede�a transformacija drveta:

ppp ppp ppp ppp
A⊢B

A1⊢B

F (B)⊢C

F (A)⊢C
mix

(Str)

;

F (A)⊢C
vixe primena (Str)

A1⊢B F (B)⊢C

F (A1)⊢C
mix
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gde je (Str) neko od previla (
←−−
Ass), (−−→Ass), (Per), (Con) ili (Thn).

4.2. Zbog pretpostavke da je levi rang ve�i od jedan, f ne mo�e da
bude oblika f1·f2.

4.3. Iz istog razloga f ne mo�e da bude oblika f∗
1 .

4.4. Pretpostavimo da je f oblika f2((ϵA2,A3(1A2→A3 ·f1))·1A4) za f1 :
A1⊢A2, f2 : A3·A4⊢B i g : FB⊢C. Tada va�i:

gF (f) = gF (f2((ϵA2,A3(1A2→A3 ·f1))·1A4))

= gF (f2)F ((ϵA2,A3(1A2→A3 ·f1))·1A4)

Miks gF (f2) je ni�eg ranga za jedan od miksa gF (f). Kompleksnost
im je ista, pa je po indukcijskoj pretpostavci on jednak nekom kon-
struktibilnom termu g′. Poxto je F proizvod funktor, to je term
F ((ϵA2,A3(1A2→A3 ·f1))·1A4) jednak termu oblika

Fk((ϵ(1A2→A3 ·f1))·1A4) Fk−1((ϵ(1A2→A3 ·f1))·1A4) . . . F1((ϵ(1A2→A3 ·f1))·1A4)

gde je svaki Fi, 1≤i≤k, proizvod funktor sa jednim argument mestom.
Za svako i, 1≤i≤k, term Fi((ϵ(1A2→A3 ·f1))·1A4) je jednak termu oblika

s′i((ϵ(1A2→A3 ·f1))·1Di)si,

gde su si i s′i, neki strukturni termi (Za ǌihovu gra�u, od osnovnih
terma, dovoǉni su b i c. Ovo sledi iz toga xto su b i c prirodni
izomorfizmi, i xto su Fi proizvod funktori.) Dakle

gF (f) = g′s′k((ϵ(1A2→A3 ·f1))·1Dk
)sks

′
k−1. . .s

′
1((ϵ(1A2→A3 ·f1))·1D1)s1

Term g′s′k je po lemi 13 jednak nekom konstruktibilnom g′′. Po (CT5)
je g′′((ϵ(1A2→A3 ·f1))·1Dk

) konstruktibilan term, i tako daǉe. Na kraju
zakǉuqujemo da je gF (f) jednak konstruktibilnom termu.
U ovom sluqaju se drvo

ppp ppp pppA1⊢A2 A3·A4⊢B

((A2→A3)·A1)·A4⊢B F (B)⊢C

F (A)⊢C
mix

(L→)

transformixe u drvo
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ppp
ppp

ppp ppp

ppp
A1⊢A2 A3·Dk−1⊢C

((A2→A3)·A1)·Dk−1⊢C

((A2→A3)·A1)·Dk⊢C

A1⊢A2 A3·Dk⊢C

F (A3·A4)⊢C

A3·A4⊢B F (B)⊢C
mix

(L→)

(L→)

niz (Ass) i (Per)

niz (Ass) i (Per)

Ovime smo zavrxili indukciju a time i dokaz teoreme 3.

q.e.d.

Posledica Svaki morfizam-term iz CartCl jednak je nekom kon-
struktibilnom.

3.4 Kanonske transformacije u CCC

Ovaj odeǉak �e biti paralela odeǉku 1.3 prve glave. Nadaǉe �emo
smatrati da je A proizvoǉna kartezijanska zatvorena kategorija. Pro-
xiruju�i ono xto smo uradili u 1.3, oznaqimo sa F skup terma dobi-
jenih od simbola 2 i I, pomo�u binarnih operacija · i →. Elemente
tog skupa �emo, kao i ranije, zvati formama funktora.

Definiximo preslikavaǌe koje formama dodeǉuje funktore tipa

Al1×Al2×. . .×Aln→A,

za neke l1, l2, . . ., ln∈{−1, 1}, gde je A1≡A, a A−1≡Aop.

1. Termu 2 dodeǉujemo funktor 1A : A→A.

2. Termu I dodeǉujemo funktor I : A0→A koji jedinom objektu iz A0

dodeǉuje objekat I iz A.

3. Ukoliko je termu F pridru�en funktor F : Al1×. . .×Alm→A, a
termu G funktor G : As1×. . .×Asn→A, onda je termu F ·G pridru�en
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funktor H : Al1×. . .×Alm×As1×. . .×Asn→A, takav da je za svaku
m+ n-torku (A1, . . ., Am+n) objekata iz A,

H(A1, . . ., Am+n) =
df F (A1, . . ., Am)·G(Am+1, . . ., Am+n),

i za svaku m+ n-torku (f1, . . ., fm+n) morfizama iz A,

H(f1, . . ., fm+n) =
df F (f1, . . ., fm)·G(fm+1, . . ., fm+n).

Termu F→G je tada pridru�en funktor

J : A−l1×. . .×A−lm×As1×. . .×Asn→A,

takav da je za svaku m+ n-torku (A1, . . ., Am+n) objekata iz A,

J(A1, . . ., Am+n) =
df F (A1, . . ., Am)→G(Am+1, . . ., Am+n),

i za svaku m+ n-torku (f1, . . ., fm+n) morfizama iz A,

J(f1, . . ., fm+n) =
df F (f1, . . ., fm)→G(fm+1, . . ., fm+n).

Naravno i ovde, u opxtem sluqaju, dve razliqite forme mogu zadavati
isti funktor, s tim xto je u CartCl ovo pridru�ivaǌe 1-1. Kao i u
1.3, kada ka�emo da je funktor F iz F , to znaqi da je on slika neke
forme iz F i qesto �emo ga izjednaqavati sa tom formom.

Ako je F : Al1×. . .×Alm→A za li∈{−1, 1}, funktor iz F , tada defin-
ixemo XF (YF , ZF , . . .) kao ure�enu m-torku (x1, . . ., xm) ((y1, . . ., ym),
(z1, . . ., zm), . . .), sa pridru�enom funkcijom l, za koju va�i da je l(xi) = li.

Df Osnovne kanonske transformacije.
Neka su T : At1×. . .×Atm→A, S : As1×. . .×Asn→A i R : Ar1×. . .×Arm→A
funktori iz F .

a) Oznaqimo sa 1T skup morfizama {1T (A1,...,Am)|(A1, . . ., Am)∈Am}.
Neka je Γ di-transformacijski graf sa vrhovima iz XT i YS (G je
ovde prazan skup), qije ivice povezuju vrh xi sa vrhom yi za svako i,

1≤i≤m. Lako se vidi da je tada 1T : T -r r
Γ T .

Po analogiji sa taqkama b)–z) iz definicije osnovnih kanonskih
transformacija iz 1.3 jasno je kako bismo definisali skupove σT ,
σi

T , δT , δ
i
T ,
−→
b T,S,R,

←−
b T,S,R, cT,S i wT , i to da oni predstavǉaju sada

g-di-prirodne transformacije sa grafovima koji se ne bi suxtinski
razlikovali od onih koje smo dali u 1.3, samo bi vrhovi sada imali
znakove.

i) Definiximo kT =df {kT (A1,...,Am) | (A1, . . .Am)∈Am}. Neka je Γ, di-
transformacijski graf dat dijagramom
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gde je XT = (x1, . . ., xm), l(xi) = ti, YI = ∅ i G = {g1, g2, . . ., gm}. Lako se

pokazuje da je tada kT : T -r r
Γ I.

j) Oznaqimo sa ϵT,S skup {ϵT (A1,...,Am),S(Am+1,...,Am+n) | (A1, . . ., Am+n)∈
Am+n}. Neka je Γ di-transformacijski graf qiji su vrhovi iz X(T→S)·T
i YS, i qije ivice spajaju i-ti, 1≤i≤m, vrh iz X(T→S)·T sa m+n+ i-tim
vrhom iz X(T→S)·T , i j-ti, m < j≤m+ n, vrh iz X(T→S)·T sa j −m-tim

vrhom iz YS. Tada je ϵT,S : (T→S)·T -r r
Γ S.

k) Oznaqimo sa ηT,S skup {ηT (A1,...,Am),S(Am+1,...,Am+n) | (A1, . . ., Am+n)∈
Am+n}. Neka je Γ di-transformacijski graf qiji su vrhovi iz XS i
YT→(S·T ), i qije ivice spajaju i-ti, 1≤i≤n, vrh iz XS sa m+i-tim vrhom
iz YT→(S·T ), i j-ti, 1≤j≤m, vrh iz YT→(S·T ) sa m + n + i-tim vrhom iz

YT→(S·T ). Tada je ηT,S : S -r r
Γ T→(S·T ).

Sliqno kao i u 1.3, od osnovnih kanonskih transformacija �emo
praviti kanonske transformacije kategorije A. Neka su T : At1×. . .×
Atm→A, S : As1×. . .×Asn→A, R : Ar1×. . .×Arl→A i P : Ap1×. . .×Apk→A,
funktori iz F . Neka je Φ di-transformacijski graf sa vrhovima iz
XT , YR i GΦ, a Ψ, di-transformacijski graf sa vrhovima iz XS, YP

i GΨ. Oznaqimo sa Φ·Ψ di-transformacijski graf qiji su vrhovi iz
XT ·S, YR·P i disjunktne unije GΦ⊎GΨ, s tim xto prvih m vrhova iz
XT ·S smatramo redom kopijama vrhova iz XT , preostalih n vrhova iz
XT ·S smatramo kopijama vrhova iz XS i tako daǉe, i qije ivice sada
predstavǉaju kopije ivica grafova Φ i Ψ. Ovo bismo slobodno mogli
nazvati sumom grafova Φ i Ψ. Sa Φ→Ψ oznaqimo di-transformacijski
graf qiji su vrhovi iz XR→S, YT→P i GΦ⊎GΨ, s tim xto ovde prvih l
vrhova iz XR→S smatramo redom kopijama vrhova iz YR i tako daǉe, i
qije ivice onda predstavǉaju kopije ivica grafova Φ i Ψ. Ovo bismo
mogli zvati izvrnutom sumom grafova Φ i Ψ.

Primer 11 Ako je graf Φ dat dijagramom
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a graf Ψ dijagramom
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Tada je Φ·Ψ dat dijagramom
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a Φ→Ψ je dat dijagramom

q+
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q−
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q
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Neka su α : T -r r
Φ R i β : S -r r

Ψ P , dve g-di-prirodne transfor-
macije. Definiximo α·β kao skup

{α(A1, . . ., AkΦ)·β(B1, . . ., BkΨ) | (A1, . . ., BkΨ)∈AkΦ+kΨ}
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gde je kΦ, broj komponenti povezanosti grafa Φ, a kΨ je broj kompo-
nenti povezanosti grafa Ψ. Iz funktorijalnosti mno�eǌa se jednos-
tavno zakǉuquje da je onda α·β g-di-prirodna transformacija iz T ·S
u R·P sa grafom Φ·Ψ. Na isti naqin zakǉuqujemo da je tada i skup
α→β, definisan kao

{α(A1, . . ., AkΦ
)→β(B1, . . ., BkΨ

) | (A1, . . ., BkΨ
)∈AkΦ+kΨ}

g-di-prirodna transformacija iz R→S u T→P sa grafom Φ→Ψ.

Sada mo�emo definisati kanonske transformacije kategorije A.

1. Osnovne kanonske transformacije u A su kanonske transforma-
cije.

2. Ako je α kanonska transformacija izme�u T i R sa grafom Φ i β
kanonska transformacija izme�u S i P sa grafom Ψ, onda je α·β
kanonska transformacija izme�u T ·S i R·P sa grafom Φ·Ψ.

3. Ako je α kanonska transformacija izme�u T i R sa grafom Φ i β
kanonska transformacija izme�u S i P sa grafom Ψ, onda je α→β
kanonska transformacija izme�u R→S i T→P sa grafom Φ→Ψ.

4. Ako je α kanonska transformacija izme�u T i S sa grafom Φ i
β kanonske transformacija izme�u S i R sa grafom Ψ, onda je
βα kanonska transformacija izme�u T i R sa grafom Ψ∗Φ (vidi
definiciju u 3.2).

Primetimo da je kao i u sluqaju kategorija sa mno�eǌem, svaka kanon-
ska transformacija oznaqena nekim termom, s tim xto dva razliqita
terma mogu zadavati isti skup morfizama kao kanonsku transforma-
ciju. Ukoliko term koji zadaje kanonsku transformaciju odgovara
konstruktibilnom, onda �emo takvu transformaciju zvati konstruk-
tibilnom kanonskom transformacijom.

Naravno, mi jox uvek ne mo�emo govoriti o prirodnosti svih kanon-
skih transformacija jer ne znamo da li je kompozicija dve g-di-prirodne
kanonske transformacije uvek g-di-prirodna. Da bismo ovo pokazali
iskoristi�emo ono xto smo razvijali u odeǉku 3.2. Ovo sve ima za
ciǉ da koherencija u kartezijanskim zatvorenim kategorijama govori
o jedinstvenosti ”prirodne transformacije” nad datim grafom kao
xto je to bio sluqaj i u prvoj glavi.

Primer 12 Posmatrajmo kanonske transformacije

(1F ·ϵ2,2)
←−
b F,F,2(1F ·F ·ϵ2,2)

←−
b F ·F,F,2((wF ·1F )·12)(wF ·12) : F ·2 -r r

Φ F ·2
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i
ϵ2,2 : F ·2 -r r

Ψ 2,

gde je F funktor 2→2 iz F .

Mo�e se pokazati da su one g-di-prirodne ukoliko prvu, kao kompozi-
ciju, posmatramo sa zagradama asociranim udesno, i amalgamacija
Φ+Ψ je predstavǉena dijagramom

q+
x3

q−
x1

q+
x2

q
+
y3

q−y1q
+
y2

q+
z1
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�
�Q

Q
Q
Q
Q
Q

PPPPPP��
U ǌoj je prisutna naizmeniqna petǉa (vrhovi su joj y1 i y2), pa po teo-
remi 2 iz 3.2 sledi da nije svaka kompozicija g-di-prirodnih trans-
formacija sa ovakvom amalgamacijom grafova g-di-prirodna. To ipak
ne mora da znaqi da kompozicija ovih transformacija kartezijanske
zatvorene kategorije nije g-di-prirodna. Primetimo da se svaka kom-
ponenta ove kompozicije

ϵA,A(1A→AϵA,A)
←−
b (1·ϵA,A)

←−
b ((wA→A·1)·1)(wA→A·1A)

mo�e predstaviti termom

(ϵA,A(1A→A·ϵA,A)(1A→A·(1A→A·ϵA,A)))(
←−
b
←−
b ((wA→A·1)·1)(wA→A·1A)).

Posmatrajmo zato kompoziciju kanonskih transformacija

←−
b F,F,F ·2

←−
b F ·F,F,2((wF ·1F )·12)(wF ·12) : F ·2 -r r

Γ F ·(F ·(F ·2))

i
ϵ2,2(1F ·ϵ2,2)(1F ·(1F ·ϵ2,2)) : F ·(F ·(F ·2)) -r r

∆ 2.

Prva je g-di-prirodna po rezultatima iz prve glave, a drugu ako pos-
matramo kao kompoziciju asociranu udesno, prime�ujemo da grafovi
pridru�eni komponentama ne stvaraju naizmeniqne petǉe, pa je onda
i ona g-di-prirodna. Poxto nikoja dva vrha iz YF ·(F ·(F ·2)) nisu spo-
jena ivicom iz Γ, to amalgamacija grafova Γ + ∆ nema naizmeniqnih
petǉi, pa je po teoremi 2 iz 3.2, ova kompozicija g-di-prirodna. Lako
se zakǉuquje da je poqetna transformacija ǌen podskup, a odatle da
je i ona g-di-prirodna.

Ideja iz prethodnog primera bi�e i osnova za pokazivaǌe g-di-pri-
rodnosti svih kanonskih transformacija kategorije A.
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Lema 14 Svaka konstruktibilna kanonska transformacija je g-di-pri-
rodna.

dokaz. Dokaz �emo izvesti indukcijom po slo�enosti konstruk-
tibilnog terma γ koji zadaje tu transformaciju.

1. Ukoliko je γ≡1T , onda je jasno da je γ g-di-prirodna transfor-
macija iz T u T (ovo bi bila baza naxe indukcije).

2. Ukoliko je γ≡βα, gde su β i α konstruktibilne transformacije
i jox term α odgovara strukturnom proizvodu, onda po induk-
cijskoj pretpostavci imamo da je za neke funktore T , S i R iz

F i neke grafove Φ i Ψ, α : T -r r
Φ S i β : S -r r

Ψ R. Iz
pretpostavke o termu α sledi da u YS ne postoje dva vrha spojena
ivicom iz Φ, pa onda u amalgamaciji Φ + Ψ ne mo�e biti naiz-
meniqnih petǉi. Po teoremi 2 iz 3.2 sledi da je transformacija
γ g-di-prirodna.

3. Ukoliko je γ≡α·β, gde su α i β konstruktibilne kanonske trans-
formacije, pa po indukcijskoj pretpostavci i g-di-prirodne, onda
je γ g-di prirodna kao proizvod dve takve.

4. Neka je γ≡(1T→α)ηT,S za neku konstruktibilnu transformaciju
α. Po indukcijskoj pretpostavci je α g-di-prirodna, pa je onda
takva i 1T→α. Znaqi imamo dve g-di-prirodne transformacije

ηT,S : S -r r
Φ T→(S·T ) i 1T→α : T→(S·T ) -r r

Ψ T→R qija je
kompozicija γ. Posmatrajmo slede�i dijagram koji predstavǉa
amalgamaciju Φ+Ψ bez ivica grafa Ψ koje potiqu od grafa trans-
formacije α.

q
XS

q

YT→(S·T )

q

ZT→R

q
σ

q
τ+

q
τ−

q τq
ρ

q
...

...

· · ·

q q q qq
q�

�

�

�

'

&

$

%

'

&

$
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Ovde smo sa σ, τ− i τ+ oznaqili redom one vrhove iz YT→(S·T ) koji
odgovaraju argumentima od S, argumentima od prvog pojavǉivaǌa
T u T→(S·T ) i argumentima drugog pojavǉivaǌa T u T→(S·T ).
Skup vrhova iz ZT→R koji odgovara argumentima od T iz T→R
smo oznaqili sa τ , dok je sa ρ oznaqen skup vrhova iz ZT→R koji
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odgovara argumentima od R iz T→R.
Pretpostavimo da su dva vrha yi i yj iz YT→(S·T ) povezana ivicom
iz Ψ koja pripada nekoj naizmeniqnoj petǉi. Onda oni moraju
biti iz σ∪τ+. Svaki vrh koji je ivicom iz Φ povezan sa yi je
onda ili u XS ili u τ−. Ukoliko je u XS, onda on sigurno nije
deo naizmeniqne petǉe, pa u naxoj petǉi onda mora uqestvovati
vrh yt iz τ−. Svaka ivica iz Ψ koja sadr�i vrh iz τ− ima drugi
vrh u τ , pa onda yt ne mo�e pripadati naizmeniqnoj petǉi, xto
znaqi da naizmeniqnih petǉi u Φ + Ψ uopxte i nema. Sada po

teoremi 2 iz 3.2 sledi da je γ : S -r r
Γ (T→R), gde je graf Γ

jednak Ψ∗Φ.

5. Pretpostavimo da je γ≡β((ϵT,S(1T→S ·α))·1R) za neke konstruktibilne
transformacije α i β. Po indukcijskoj pretpostavci su α i β
g-di-prirodne, pa je takva i 1T→S ·α. Posmatrajmo sada kompozi-

ciju g-di-prirodnih transformacija 1T→S ·α : (T→S)·T1
-r r

Φ
(T→S)·T i ϵT,S : (T→S)·T -r r

Ψ S. Posmatrajmo slede�i dija-
gram koji predstavǉa amalgamaciju Φ+Ψ bez ivica grafa Φ koje
potiqu od grafa transformacije α.

q
X(T→S)·T1

q
Y(T→S)·T

q ZS

qσ σ σ
q

τ+

q

τ−qτ
qτ1 q

...

...

...

...

qq
qqq

q
qq
q'

&
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Ovde smo sa σ u svakom sluqaju oznaqili vrhove koji odgovaraju
argumentima od S, sa τ , vrhove iz X(T→S)·T1

koji odgovaraju ar-
gumentima od T u (T→S)·T1, sa τ+, vrhove iz Y(T→S)·T koji odgo-
varaju argumentima drugog T u (T→S)·T , sa τ−, vrhove iz Y(T→S)·T
koji odgovaraju argumentima prvog T u (T→S)·T , i sa τ1, vrhove
iz X(T→S)·T1

koji odgovaraju argumentima od T1 u (T→S)·T1.
Pretpostavimo da se vrhovi yi i yj iz Y(T→S)·T nalaze na ivici
grafa Φ koja uqestvuje u naizmeniqnoj petǉi. Oba vrha tada
moraju pripadati τ+. Pretpostavimo da je vrh yr vezan ivicom
iz Ψ sa vrhom yi. On tada mora pripadati τ− i ne mo�e se nalaz-
iti na naizmeniqnoj petǉi poxto svaka ivica iz Φ koja poqiǌe
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u ǌemu, zavrxava u τ , znaqi van Y(T→S)·T . Ovo potvr�uje da u
Φ + Ψ nema naizmeniqnih petǉi, pa po teoremi 2 iz 3.2 sledi

da je ϵT,S(1T→S ·α) : (T→S)·T1
-r r

Γ S, gde je graf Γ jednak Ψ∗Φ.
Primetimo jox da nikoja dva vrha iz ZS nisu spojena ivicom iz
Γ. Odavde zakǉuqujemo da je i (ϵT,S(1T→S ·α))·1R g-di-prirodna
transformacija sa nekim grafom Γ′ koji ima osobinu da nikoja
dva vrha iz YS·R nisu spojena ivicom u ǌemu. Ukoliko pret-
postavimo da g-di-prirodna transformacija β ima graf Θ, onda
je jasno da amalgamacija Γ′ + Θ nema naizmeniqnih petǉi, te je
opet po teoremi 2 iz 3.2, transformacija γ g-di-prirodna.

q.e.d.

Teorema 4 Svaka kanonska transformacija iz A je g-di-prirodna.

dokaz. Neka je α term kanonske transformacije u A iz T u S sa
grafom Γ. Neka je α kanonska transformacija u CartCl zadata istim
termom. Definiximo kao i u 1.4 predstavnika transformacije α kao
morfizam-term iz CartCl

t≡α(p1, . . ., pk) : T (pπ(x1), . . ., pπ(xm))⊢S(pπ(y1), . . ., pπ(yn)),

gde je k broj komponenti povezanosti grafa Γ, p1, . . ., pk su razliqita
slova iz skupa generatora objekata CartCl, a π je funkcija koja svakom
vrhu iz Γ dodeǉuje broj ǌegove komponente povezanosti. Po posledici
teoreme 3 iz 3.3, postoji konstruktibilan term t′, jednak termu t.
Kao i u 1.4 mo�emo definisati pridru�ivaǌe koje svakom morfizam-
termu iz CartCl dodeǉuje kanonsku transformaciju u CartCl. Neka
je β kanonska transformacija u CartCl izme�u T i S sa grafom Γ′

pridru�ena termu t′. Sada ne mo�emo tvrditi da je α = β, pa qak ni
da je Γ = Γ′ (videti lemu 1 iz druge glave), ali iz slobode kategorije
CartCl i iz toga xto je t predstavnik transformacije α, sledi da je
α⊂β. Jasno je da je β konstruktibilna kanonska transformacija i
oznaqimo sa β ”konstruktibilan” term koji je zadaje. Zbog slobode
CartCl sledi da je u A polazna transformacija zadata termom α pod-
skup transformacije zadate termom β. Po prethodnoj lemi posledǌa
transformacija je g-di-prirodna, pa je onda takva i ona zadata termom
α (ovo nema smisla posebno pokazivati jer se lako vidi).

q.e.d.

Posledica Svaka kanonska transformacija u A je dinaturalna.

Poka�imo jox samo zaxto u CartCl jednakost morfizam-terma ne povlaqi
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jednakost pridru�enih kanonskih transformacija.
Posmatrajmo terme

wp→(q·p)ηp,q : q⊢(p→(q·p))·(p→(q·p))

i
(ηp,q·ηp,q)wq : q⊢(p→(q·p))·(p→(q·p)).

ǋihova jednakost sledi iz (w). Prvom je pridru�ena transformacija

α : 2 -r r
Φ (2→(2·2))·(2→(2·2)),

gde je graf Φ predstavǉen dijagramom
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dok je drugom termu pridru�ena transformacija

β : 2 -r r
Ψ (2→(2·2))·(2→(2·2)),

gde je graf Ψ predstavǉen dijagramom

q+
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q+y2
q−
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q−
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q+y6
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Odavde zakǉuqujemo da transformaciji β pripada, na primer, mor-
fizam (ηp,q·ηr,q)wq, za razliqita slova p i r, koji ne pripada trans-
formaciji α. Lako se pokazuje da je α⊂β.

Ovo nam govori o tome da za kartezijansku zatvorenu kategoriju A,
kategorija qiji su objekti funktori iz F , a morfizmi kanonske trans-
formacije iz A, nije kartezijanska zatvorena kategorija u opxtem
sluqaju. Mo�e se pokazati da ona jeste simetriqna monoidalna za-
tvorena kategorija (videti [9] ili [4])

3.5 Gubitak koherencije u CCC

Poxto smo u prethodnom odeǉku utvrdili prirodnost svih kanon-
skih transformacija proizvoǉne kartezijanske zatvorene kategorije,
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sada mo�emo koherenciju u CCC posmatrati, kao i ranije, kao ”ko-
mutiraǌe” grafova prirodnih transformacija. Naime mo�emo dati
slede�u definiciju koja bi u potpunosti proxirivala onu datu u pr-
voj glavi.

Df Za kartezijansku zatvorenu kategoriju A ka�emo da je koherentna
ukoliko za svake dve kanonske transformacije

α, β : F -r r
Γ G

va�i α = β.

Glavni rezultati iz [9] i [18] govore da ovo nije u potpunosti ispuǌe-
no u simetriqnim monoidalnim zatvorenim kategorijama, ali su dati
dovoǉni (u [9]), odnosno neophodni i dovoǉni (u [18]) uslovi za forme
funktora F i G, kada implikacija

α, β : F -r r
Γ G ⇒ α = β

va�i u proizvoǉnoj simetriqnoj monoidalnoj zatvorenoj kategoriji.
Uslovi se uvek odnose na funktore koji u svojoj formi imaju konstantu
I i to sada daje nadu da �e u CCC ipak va�iti potpuna koheren-
cija zbog izomorfizama A→I∼=I koji ovde va�i i praktiqno dozvol-
java eliminaciju konstante I iz formi funktora. Ipak, kao xto �emo
uskoro videti, koherencije u CCC ne�e biti. Ovakav rezultat je
najavǉen u [16]. I pored toga xto su neke stvari u tom qlanku brzo-
pleto zakǉuqene, i xto nije jasno xta se precizno pod koherencijom
tu podrazumeva, on nas je u priliqnoj meri motivisao za ono xto se
pojavǉuje u prethodnim odeǉcima ove glave, i xto je najva�nije, dao
je kontraprimer kojim �emo se i ovde poslu�iti.

Posmatrajmo niz kanonskih transformacija inspirisan kontraprimerom
iz [16]:

α1 = ϵ2,2(1F ·ϵ2,2)
←−
b (wF ·12) : F ·2 -r r

Γ 2

α2 = ϵ2,2(1F ·ϵ2,2)(1F ·(1F ·ϵ2,2))
←−
b
←−
b ((wF ·1F )·12)(wF ·12) : F ·2 -r r

Γ 2

...

gde je F kao i ranije funktor 2→2 iz F , a graf Γ je dat dijagramom

q+
x3

q−
x1

q+
x2 q+y1
��
��

��

PPPPPP
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Koherencija u svim kartezijanskim zatvorenim kategorijama bi povlaqila
da je na primer α1(p) = α2(p) u CartCl, xto je lako proveriti da nije
taqno (interpretacijom CartCl u S⌉⊔).

Ovaj primer nam pokazuje da nema ni smisla tra�iti uslove za
forme funktora iz F za koje bi koherencija va�ila, jer bi ograniqeǌa
eliminisala gotovo sve. Ostaje jox mogu�nost formiraǌa uslova za
grafove koji bi obezbe�ivali koherenciju. U tom smislu ve� postoje
rezultati kao xto su na primer oni iz [1], koje bismo mogli prevesti
u neke dovoǉne uslove za graf Γ pri kojima implikacija

α, β : F -r r
Γ G ⇒ α = β

va�i, xto bi predstavǉalo nekakvu ograniqenu koherenciju, kakvu nam
daju [9] i [18].

Naravno, mo�e se postaviti i pitaǌe xta bi trebalo dodati zatvorenim
kategorijama da bi im se koherencija vratila. Takva stanovixta
mo�emo na�i u [15].

Sa jedne strane ovakav ishod po pitaǌu koherencije u CCC mo�emo
posmatrati kao bogatsvo ovih kategorija, odnosno sa stanovixta kat-
egorijalne teorije dokaza, ovo nam govori o mogu�nostima kreiraǌa
zaista razliqitih dokaza u odgovaraju�im logikama, te bi se to moglo
shvatiti kao prednost a ne mana ovih kategorija. Naxe je mixǉeǌe
da je to ono xto ih qini suxtinski netrivijalnim.
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